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В статье устанавливаются некоторые свойства потенциалов типа 
Грина для круга и для полуплоскости комплексной плоскости, постро­
енных посредством факторов типа Бляшке М. М. Джрбашяна и анало­
гичных факторов, введенных А. М. Джрбашяном и Г. В. Микаеляном. 
Основными результатами статьи являются представления типа Рисса 
для некоторых весовых классов субгармонических функций. Резуль­
таты статьи обобщают представления для голоморфных и гармониче­
ских функций, полученные ранее М. М. Джрбашяном и Ф. А. Шамоя- 
ном в круге и А. М. Джрбашяном в полуплоскости. Эти представления 
здесь распространены на субгармонические функции, а представляю­
щие меры модифицированы с применением функциональных классов 
О. В. Бесова. Получены аналоги формулы обращения Стилтьеса.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В классической монографии Неванлинны (см. [1], раздел 216) содержатся 

некоторые результаты о распределении нулей голоморфных в единичном круге 

функций, удовлетворяющих условию весовой интегрируемости

(1 - г)“՜1 log+ |/(re*’)|rdrd0 < +оо (а > 0, log+ |f | = max{log |f |, 0}).

Позднее, М. М. Джрбашян [2], [3] установил канонические факторизации этих 

классов, а Ф. А. Шамоян [4] - [7] - их параметрические представления. Анало­

гичные результаты для функций, мероморфных в полуплоскости, были получены 

А. М. Джрбашяном [8]. Основными результатами настоящей статьи являются 
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представления типа Рисса, которые обобщают результаты работ [4] - [8]. Пред­

ставления [4] - [8] здесь распространены на субгармонические функции, а пред­

ставляющие меры модифицированы с применением функциональных классов О. 

В. Бесова. В то же время, результаты статьи усиливают и дополняют результаты 

работ [9], [10], в частности тем, что здесь устанавливаются формулы обращения, 

аналогичные формулам обращениям Стилтьеса. Полные доказательства даны в 

случае полуплоскости, который более сложен, а в случае круга доказательства 

мы пропускаем.

Возможность расширения факторизаций монографии [11] на субгармониче­

ские функции впервые была указана М. М. Джрбашяном [12]. На Международной 

конференции по теории аналитических функций, Ереван, 1965, М. М. Джрбашян 

ввел потенциалы типа Грина, основанные на своих произведениях типа Бляшке 

для единичного круга ГО = {ж е С : |ж| < 1} (см. [11], гл. IX). Позднее, А. М. 

Джрбашян [13] ввел аналогичные потенциалы типа Грина для полуплоскости. В 

[10] были введены следующие потенциалы типа Грина :

ВД = Ув(ж, и) = Ц 1о8 |Аа(ж,01^(0, * 6 ГО, (1.1)

ю

ед = /в(2,д) = ^108^,01 МО- ^с+. (1.2)

с+
Здесь

- элементарный фактор типа Бляшке М. М. Джрбашяна [2], [3], а 1/(() - неотри­

>4 17(1 ----  РУП
г1 (1 - 4)“ <а

1/"1 1 1 г՜ п г՛ И Ч^/|{|а(1-яС-Ч)«+1 * |Ч | ± ч и ч -гоо. к'*'*”/

цательная борелевская мера на ГО, удовлетворяющая условию 

Далее

^(1-|С|)“+1МС) + / / 108^1/(0 <+оо. .

ПЭ 1СК1/2

•։1т С таЛт
(-1 < а < +оо)

(1-4)

(1-5)Мг>0 = ехР
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- элементарный фактор типа Бляшке, введенный А. М. Джрбашяном и Г. В. 

Микаеляном [14], а д(£) - неотрицательная борелевская мера на С+, удовлетво­

ряющая условию
У/(1п1С)“+1^(<;)<+оо. (1.6)

с+
Потенциалы типа Грина Уа и 1а становятся обычными потенциалами Грина 

при а = 0. Всюду ниже, для простоты, вместо выражения неотрицательная 

борелевская мера будем употреблять слово мера.

В статье установлены некоторые свойства потенциалов типа Грина (1.1) и 

(1.2), выраженные в терминах операторов дробного интегродифферепцирования 

Римана-Лиувилля и Вейля. Приведем определения этих операторов. Полагая, 

что /(г) = /(ге*9) - измеримая в ГО функция, рассмотрим оператор интегродиф­

ференцирования Римана -Лиувилля, определяемый следующим образом : 

В-аКгёв) = ֊ [\r-tr~1
г(а) Уо г(“) Уо (1 7)

Л°/(г) = /(я), £“/(*) = )/(ж), я = ге*՜9,

где 0<о<оо, ап- целое число, определяемое из неравенств п — 1 < а < п. 

Для измеримых функций /(я) = /(г + »у), заданных в б+, введем в рассмотрение 

операцию интегродифферепцирования по Вейлю относительно переменной у : 

рр-“/(я) = 1У-“/(я) = ֊ /+°°(* ֊ + й)л =

= + (1-8)
Г(а) Уо

Ли
№/« = /(*). Waf(z) = (-lУ^W-b-a)f(z'), З = я + £У, 

где а и п такие как выше. Сходимость этих интегралов и другие свойства опера­

торов Г)՜“ и \У~а исследованы в [И] и [13], [15]. Мы будем использовать также 

рассмотренные в [13], [15] классы Мд функций, убывающих в бесконечности. В 

соответствии с [13], [15] будем говорить, что измеримая в С+ функция /(я) при­

надлежит классу Мд{р > 0), если существует угловая область
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Л(50, Яо) = {* £С : | аг8я - < «о, И > Яо} (о < й0 < £, 0 < Яо < +оо)

такая, что для любого компакта К С Л(йо, Яо) 
г+оо

вир / о^“1|/(г + »<т)|։/<г <+оо.
«ех Л

Следующие две -георемы являются основными результатами о потенциалах типа

Грина.

Теорема 1. Если 0<а<ооии- мера на ГО, удовлетворяющая условию (1.4), 

то потенциал типа Грина Уа(.г) = Кг(г> у) обладает следующими свойствами :

1°. Для любого Р > а функция т~аО~аУр(г) субгармоничиа в ГО, непрерыв­

на в ГО \ {0}, и

г-“Р-“Уд(я) = и т~°О-а 1ов\Ар(я,С)1<МС)> * = € ГО, (1.9)

ю

где интеграл абсолютно и равномерно сходится в любом кольце р\ < |я| < р2 

(0 < Р1 < р2 < 1).

2°. Для любого Р > а функция г~аЕ~аУр(2՝) удовлетворяет условию

вир [ (г~аО~аУр(ге,6)') + /19 < +оо (и+= шах{и, 0}), (1-Ю)
0<г<1 У֊»

и имеет место представление

г-вР_“Уа(я,м) = Ро(*,։'<») + Ла(д), к 6 ГО, (1-11)

где иа - мера на ГО, удовлетворяющая условию (1.4) с а = 0, а Аа(г) - 

гармоническая в ГО функция.

3°. Для мер V и иа справедлива следующая формула :

= Я С ГО, (1.12)

где 1Е = {я е С : 1~1я 6 Е}.

Теорема 2. Если 0 < а < оо и д(£) - мера на С+, удовлетворяющая условию

(1.6), то потенциал типа Грина 1а(я) = 7а(я, д) имеет следующие свойства :
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1°. Если а < р < а + 1, то включение 6 справедливо для всех 

7б(0։ог+ 1).

2°. Для любого Р (а < (3 < а + 1) функции и \¥-а1р(г')

непрерывны и субгармоничны в С+. При этом, имеют место представления

^-01р(я) = ^,1о6\ар(яХ)1>1р(С), 2ЕС+, (1.13)
с+

1у_о/'’(2)=У/ру"“1о8|а/։(2'<)|‘/А‘(<)> гес+՝ (1л4) 
с+

где интегралы абсолютно и равномерно сходится в любой полуплоскости — 

= {г Е С : 1т я > р} (р > 0).

3°. Функция \у-а1а(х) удовлетворяет условию 

/+оо
+ ։у)\<1х < +оо (1-15)

•ОО 

и представима в виде

^-а/в(21д) = /0(г>до) + Ла(г)1 2ЕС+, (1.16)

где ра - мера на С+, удовлетворяющая условию (1.6) с а = 0, а Ла(я) - 

гармоническая в С+ функция.

4°. Если Р (а < Р < а + 1) - нецелое число, то функция ]У~а1р(г) 

удовлетворяет условию

/+оо 
№~а[1р(х + *։/)|йг < +оо. (1-17)

■ОО

5°. Для мер р и ра справедлива следующая формула :

= / па~1р(Е + 1а)с1а, (1.18)
1 (“1 7о

где Е С С+ - любое борелевское множество, удаленное от вещественной оси на 

положительное расстояние, а Е + ։сг = {г ЕС : 2 — йт 6 Е}.

Замечание. Утверждения, аналогичные 1°։2° (для р = а) и 4° теоремы 2, 

ранее были установлены А. М. Джрбашяном [13] для его потенциалов типа 
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Грина. Кроме того, в [13] было указано на возможность установления формул, 

аналогичных (1.12) и (1.18). Следует отметить, что такие формулы можно 

доказывать аналогично (1-12) и (1.18).

В работе [10] введены следующие классы функций в верхней полуплоскости 

С+ и в единичном круге ГО : 5*(С+) (0 < а < оо) - как множество функций 

и(г), субгармонических в С+ и удовлетворяющих условиям

Ц(1ш ж)в-1а+(я) Лпг(х) < +оо, 0-19)

с+
л+оо 

зир / |и(х + »1/)|йг < +оо для любого уо > 0, (1.20)
У>Уо 7-00

Птзир уи(»у) > 0, (1-21)
V—+оо

и класс 5* (ГО) (0 < а < оо) - как множество функций и(г) -оо, субгармони­

ческих в ГО и удовлетворяющих условию

Ц(1- |ж|)“-1и+(ж) < +00, (1.22)

ю
где и+ = тах{и, 0}, и та - мера Лебега на плоскости.

Замечание. В [10] классы 5*(б+) субгармонических в С+ функций были вве­

дены иначе. А именно, классы были определены условиями (1.6) и

(1т г)“ 1|и(к)| Жп2(л) < +оо, (1.23)
с+

где д - мера Рисса, ассоциированная с и(я). Ниже будет доказано, что условия 

(1.19) - (1.21) и (1.6), (1.23) эквивалентны.

Чтобы сформулировать основные результаты статьи, необходимо предвари­

тельно ввести некоторые известные функциональные классы и ряд обозначений. 

Пусть Нр — НР(С+) и № = №(С+>) (0 < р < оо) - обычные голоморфные и 

(вещественные) гармонические классы Харди в полуплоскости С+. Обозначим 
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через /7£ = Я£(6'+) (0 < р < сю, 0 < а < оо) пространство голоморфных в б+ 

функций с конечной нормой

Н/Ня: = I у; (1П1 г)°-1|/(х)|р Лв2(х) I , (1.24)

и пусть = Л₽(С+) - аналогичный класс гармонических в С+ функций.

Удобно использовать обозначение || • ||, даже если это не является нормой. На 

вещественной оси И = (—оо, +оо) рассмотрим одномерные классы О. В. Бесова.

Пусть для любых р, д, а (1 < р, д < оо, 0 < а < 2)

/ \ М»(/_+~ +*) + Я* - *) -
8ирц।>01*1՜“ИЛ® +*) + /(® - <) - 2/(®)11₽ >

1 < д < оо,

д = оо, 
(1.25)

и для любых р, д, а (1 < р, д < оо, 0 < а < оо) -

' / , \ 1/»
(Л г/՞*-“)’-1 ||ати||’йу) , 1 < д < оо,

. 8ир1/>0 Ут-“||Яти||р, 9 = оо,

где функция /(г) определена на ]И, а функция и = и(х, у) - на С+, || • ||р - норма 

Лебега в Л₽(1Н), т - целое число, превосходящее а, а дти - частная производная 

и(х, ^относительно х и у суммарного порядка т. Определим следующие классы :

ДРО.Р.» = . 11/ц^ + ВР,7(/) < +оо}> 1 < р0 < оо, 0 < а < 2,

Хвмо։Р.д = {/(х) . ц/)|вмо + ВР,Я(/) < +оо}) о < а < 2, 

где || • Цвлго - норма в пространстве функций с ограниченным средним колебал- 

нием (см., напр., [17]). Если 0 < а < 1, то вторая разность в (1.25) может быть 

заменена первой разностью /(х -Н) — /(г). Для произвольных а > 0 положим 

= {/(«) : НГНро + ^֊’(п) < +оо}, 1 < ро < оо, 

дВл/О,Р,, = {/(г) . ||л|вмо + ^р,,^ < +оо}>

где и = ц(х, у) ֊ интеграл Пуассона функции /(х) в С+. Для удобства обозначим 

Л§° = Л?0՛1՛1 и К^мо = Целое число т не фигурирует в приведен­

ных определениях, поскольку имеет место следующая лемма, где, как и в [18], 
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использовано обозначение
11<> = На+“МИ»/-) '• 

> 8ир։/>о ||«11р. д-оо.
Лемма А. (Тейблсон [18]) Пусть 0 < Р < оо, .1 < р, 9 < оо и V = н(х,У) - 

гармоническая в С+ функция, ограниченная в каждой полуплоскости = {г 6

6С : 1т г > р} (р > 0). Тогда

<^||/<„ <Сд1|Л||„.

РЧ

а нормы ||уд+1Э«/ЭУ||р5 И |«Д+1&’/Ми эквивалентны. К тому же, если

н(®, У) —’ 0 ПРИ У +°°> то

||У^н||р? < Ср
РЧ

Таким образом, величина ££1?(и) не зависит, с точностью до эквивалентно­

сти, от выбора т > а и производной дти. Заметим, что при р = д = 1 норма 

Цз/’иЦр, сводится к норме ||н||^. Ниже для положительных постоянных, завися­

щих только от параметров а,Р, у,... мы будем пользоваться обозначениями с и

С. При необходимости выражения зависимости таких постоянных от параметров 

будем записывать с(а, или Са>р и т. п. .

Классы О. В. Бесова на единичной окружности ЭЮ = {я : |з| = 1} состоят

из функций /(5) с конечной нормой

№•՛=< н л 1Р+(Л к1-1-“’||/(0 +*)+я* -<) - 2/(юн? 

И/Нр + 8иР|<|>01*Г “П/(^+<) + Л*-<)֊ 2/№,

1/?

д = оо.

А

Для произвольного а > 0 положим

11/Н>- =
11/11р + (/о(1֊’-)(т_о)’~1115т“Н?^ 

. 11/11р + 8ир0<г<1(1 - г)՞1՜“цати||р,

։/«

д = оо,
где и = и(ге'®) - интеграл Пуассона функции /(б) в Ю, т > а - целое число, 

а дти обозначает частную производную функции и(ге’9) суммарного порядка 

т по переменным г и 0. При этом, норма || • ||А»,« = || • ||р,?,в с точностью до 

эквивалентности независима от выбора т > а и производной дти. Основными 

результатами статьи являются следующие две теоремы.
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Теорема 3. а) Класс 5'(б+) (0 < а < оо) совпадает с множеством функций

и(г), представимых в С+ в виде

Ф) = Ц 1о8М*>С)Ия(<) + 

с,+

грз+1)
■к

1
(й — ։л)^+1 р(*) (1-27)

где 0 > а - любое число, ад(л,<^) - элементарный фактор типа Бляшке (1.5), 

д(<) - мера на С+, удовлетворяющая условию (1.6), а р(<) = - веществен­

нозначная функция, дифференцируемая к раз вН (к - целое число, определяемое 

из неравенств к < /3 — а < к + 1) и такая, что

р{к)М е Л'_в_4 при некотором р, 1 < р < оо. (1-28)

б) Если функция и(я') представима в виде (1.27) - (1.28), то мера Рисса, 

ассоциированная с н(г), совпадает с р. Если к тому же (3 6 (а, а + 1), то почти 

для всех х 6 П справедлива формула обращения

<р(х) = Дгпо ]У /5и(г + »у) + ^ИтоФ^(х + ։у), (1.29)

где функция + *у) гармонична и неотрицательна в С+.

Теорема 4. а) Класс 5՞ (ГО) (0 < а < оо) совпадает с. множеством функций 

и(г), представимых в виде

ц(г) =С’1о8И + Ц ^|Лд(л, С)|^(С)+ 

ю

2^ _ е-£вг)Д+1 “ 1 р(е’в) г € ПЭ> (1.30)

, • • !»•
где С>0и/3>а- любые числа, Лр(я, С) - элементарный фактор типа Бляшке 

(1.3), п(£) - неотрицательная борелевская мера на ГО, удовлетворяющая условию 

(1.4), и <р(е'е) - вещественнозначная функция класса А^’2а-

б) Если функция и(г) представима в виде (1.30), то почти для всех д 6

Е (—я, я) справедлива формула обращения

<р(е,в) = Нт^т ^и(ге*в) + Ит^Фд(ге*9), (1-31)
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где Фд(ге,в) - функция класса. Харди А1 (ГО).

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Рассмотрим функцию 

'31т < таЛт
».М = И'-"1»։|а.(г.С)| = -,^п51и у։ г + <_,д. геС, (2.1) 

исследованную в [14], подразумевается, что при я Е (£,<) интеграл (2.1) следует 

понимать в смысле главного значения Коши.

Лемма 2.1. Дусть (, Е С+ - фиксированная точка. Тогда :

а) если -1 < а < оо, то функция ив(г) гармонична в С \ [С, С] " допускает 

непрерывное продолжение на интервал (С, С) >

б) если 0 < а < оо, то функция ва(я) допускает непрерывное продолжение 

на отрезок [С С] и всюду в С представима в виде

2е 11 г31п> ч

К тому же, но(л) субгармонична в С \ {£}.

Доказательство. Если в (2.1) £ = £+»։; и я = £ —։ш (ш ЕС\[0,2»?]), то очевидно

— зш) = 2тг(Г(а + 1))-11ш Фа(ги), где

Поэтому а) и первое утверждение б) непосредственно следуют из известных 

свойств интеграла типа Коши. Представление (2.2) следует из (2.1) интегри­

рованием по частям.
■ V

Теперь мы готовы к доказательству утверждений 1° и 2° теоремы 2. Пусть

р>0ия = х + *уЕ Ср = {я Е С : 1т я > р} - любые фиксированные числа.

Условившись, что а<)9<7<а+1 положим 

•+оо
сг7 1|1ой|ар(з + »а, ^)|\(1ог =(2.3)
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где

Я
г+оо

<W) Уо o’7-1|log|e/։(* + »o,>C)l|rfor1

g+\g+

/<2) = If / ^_1|к^|ад(я + »<т,О1|*г>

g+ ’

/(3) = // /о ff7՜1110g l“՜3^ + ia' ^'ldOr ^ = ^ + iTl)>

G?

и опени.м интегралы /(’) по отдельности. Используя (1.5) и хорошо известную 

формулу

1 Г+о° Xх՜1 dx Г(«-А) 1 с , „ , , , чГ(А)/о (x + w)*- Г(5) w«֊A’ 5 > А > 0, | argw| < тг, (2.4) 

получим

/СО < Г(7)Г(/?+1-7) Г Г [*>_____ тЧт_____
- г(/з + 1) J J (г + у-^+1-7-

G+\G+

= ^,7)// ^ЧЫ.о/։ ,+!-,<*>.Ат.,)// 'ГШ

g+\g+ g+\g+
(2.5)

Далее, ввиду представления (1.5)
, , г г № г+°°
2 < // ^д(С) / r^dr /

Jj Jo Jn 
GJ

a՜1 1da
(a + r + y- T/)^+l

Если 0 < 7 < 1, то прямая оценка показывает, что

J J ^d^c).
g+

Если 7 > 1, то ввиду очевидного неравенства (a + fc)A < max{l, 2A-1](aA + 6A) 

(a, b, A > 0) и формулы (2.4)

GJ՜

< c(M) yy л՛ <ис).
GJ՜

Таким образом, для любого 7 > 0

/(2)< ^.т) тг'‘ЩС)<с(0>7>р) jj ։?“+1^(О-

g+ G+

(2.6)
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Для оценки № при 0 < Р < оо и р - 1 <Р < р используем представление

2п т^Рт

получающееся интегрированием (1.5) по частям. Тогда очевидно

•ч т^Рт

с+
»5^-* -'-‘”'17

■ч т^~рРт
= <71 + + /3, (2.7)

ч
1 И тр рРт

о

£Д-‘Ме-ь

2>) 1

ч

где <71,2,3 - интегралы от слагаемых в квадратных скобках. Используя (2.4), легко 

проверить, что

’?“+1 ^(0- (2-8)

Заметив, что при любом 6 £ (0,0\ имеем т/ [ —---- < с(а, Р,у,8, р)»?“+1,
Jo (°՜ + У)

получим

(2-9)

°։
Для оценки <73 рассмотрим два случая. Спачала, если р - не целое, т. е. р — 1 <

с+

4 сг7 рРаРт
|д + т + у - “

д+

С Г
'о Уо |а + Т - 1 + у/#-’’+1'

Поскольку для любого А £ (0,1) 

то получим

(2-Ю)
б+
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Пусть теперь 0 - целое, т. е. 0 = р. Тогда
J3= [[ dp(Q) Г a՜1՜1 Re Г----- -Дт----

JJ Jo Jo т+К ~гг +
ai

где интеграл под знаком модуля понимается в смысле главного значения Коши.

Отсюда следует, что

где

j3=JJ 
Gi

■п 
а

■ч ^log О2

Tl = щи Г °-7՜1J J J>)_v
g։

1оя

$2dT da =

(°՜ + У - »?)а + (х - £)2

(o՜ + y)2 + (s - f)2 \ 
(<т + у-»7)а + (х-€)2/

(a + y)2+(x-<)2 
(он- у - rj)2 + (z - <)2

da = Т\ + Tj + Т3,

1/2
da,

(a + y)a + (x-Q2 \ 
(a + у - T)՝)2 4- (z - £)2 J

do*,

1/2
da,

Ввиду того, что 1 < 0 < 7 < «+1, и очевидных неравенств 1/2(д+6)2 < а?+Ь2 <

< (a + 6)2 (а, b > 0) имеем

Ti< [[ dP(C) Г log/Л * + У }da<
JJ j^—y \ (т 4֊ у т] J
Gt

- Qlog2 + 2) JJ dp^) <с(а,у,р) T)a+1dp((;).

g+ g+
Легко показать, что Tj допускает такую же оценку. К тому же
T*<JJ Ч7՜1 dp(tf U’2 "log da+

(2-11)

+ [ log ( Л- ) da <с [[rfdptf) < с(а,7,р) f f r}a+1 dp(£). (2.12) 
Jol^-V \'/У°/ J J J J

4 GJ,
Поэтому из (1.6) и (2.3) - (2-12) заключаем, что

I < с(а, 0,7,Р} jj Па+՝ dp^՝) < +оо. 
а+

Это, очевидно, доказывает включение /д(я) Е Му (0 < 7 < а + 1) и равенство

(1.13), где интеграл абсолютно и равномерно сходится в С?р. Более того, по­

скольку А/7։ с Му, (71 > 72), то доказанное включение справедливо для любого

о
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7 € (0, а+1). По лемме 1.1 из [13] и лемме 3.2 из [10], IV р1р(г) есть функция, не­

прерывная и субгармоническая в С+. Таким образом, утверждение 1’ и формула 

(1.13) доказаны. Формула (1.14) доказывается аналогично. Теперь заметим, что 

согласно (1.13) и (2.1) 
г+оо
/ |1У-“/в(а; + »у)|^<

. 1 Я Г тЧт [+°° \Т+У֊^ _“ Г(а + 1) У/ М(<)Уо Лоо (т + у֊ч)2 + (х-<)։ 
в+

с+
Применение теоремы XX из [19] и теоремы 8 из [20] ведет к представлению (1.16), 

и, тем самым, доказано также утверждение 3°. Утверждение 4° доказывается тем 

же способом.

Следующие две леммы необходимы для доказательства утверждения 5°.

Лемма 2.2. Пусть а (-1 < а < оо) - любое число, р - мера на б+, удовлетво­

ряющая условию (1.6), и п(р) = р(С+) = // <1р, 0 < р < оо. Тогда

Пт р“+1п(р) = 0, 1։т ра+1п(р) = 0.
₽֊•+«։ р—>+□

Доказательство. Поскольку в обобщенном смысле
г+оо

<1п(1) = — <1р(х + й),
J—oo

ТО

Л (1ш О“+1 <*Д(0 = - /+°° *а+1^п(*) < +оо. 

с+
Устремляя р —♦ Ч-оо в неравенстве

г+оо 
— / 1а+1с1п(1) > ра+1п(р),

•1р
получим 1цпр_+оо р“+1п(р) = 0. Далее, пределы

г+оо
Пшор“+1п(р) и 1ап(1)<11

существуют и конечны ввиду равенства 
г+оо г+оо

- / 4°+1ей1(г) = ра+1п(р) + (а + 1) / 1ап(1)Л1,
^р

которое легко получить интегрированием по частям. Теперь остается заметить, 

что по критерию сходимости Коши
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при р —» +0.

Тем самым, лемма доказана.

Пусть £ € С ֊ произвольная фиксированная точка, и пусть

1, при Е Э С,
О, при Е £, Е С С

есть й-мсра Дирака с единичной массой в £. Вообще говоря, мера Рисса V, 

ассоциированная с функцией и(я), субгармонической в некоторой области £2 С С, 

определяется формулой и = (2тг) где △ - оператор Лапласа. Эту формулу 

следует понимать в смысле обобщенных функций, т. е. в смысле того, что для

любой функции £ С“ (£2) имеет место равенство 

пп
где гп2 - мера Лебега на £2, а С“ (£2) - класс бесконечно дифференцируемых функ­

ций с компактными носителями в £2. Ниже мы будем отождествлять борелевскую 

меру и с линейным функционалом

е с0°°(П).
п

Лемма 2.3. Дри любых фиксированных а (0 < о < оо) и £ £ С+ мера Рисса £а,

ассоциированная с функцией va(z) = W а log |аа(я, £)|, представима в виде
1

£а(Е) = Г(а) Л 6((E + it)dt, ЕсС\{(]. (2.13)

Доказательство. Для любой функции £ С“ (С \ {£}) имеем

(£»,?) = 2тг У/ «а(г)Ау>М dmշ(z).

Следовательно, согласно (2.2)
С

(£а,<р) = log |z ֊ С + й|Др(з) ^(z) dt.
С

Поскольку интеграл в квадратных скобках - мера Рисса, ассоциированная с 

функцией log |я — (С — й) | и равная 5-мере Дирака, сосредоточенной в точке Q — it, 

то
(F > - 1 [ 1 Г

Г(а) Л
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Так как р(г) 6 С§°(С \ {<}) - произвольная функция, то

£О(Е) = -Ц / Е С С \ R}.

Тем самым, воспользовавшись тем, что 6(-ц(Е) = й((Е + й), приходим к (2.13).

Замечание. Мера 8а сосредоточена на (С, С] и
1 Г2’’ 2“_ £-«<՛<» = г«/ '"■‘л = гАлГ1*' _

Если Е С С+, то 5((Е + й) = 0 (т/ < I < 2т?). Поэтому, при Е С в+ формулу

(2.13) можно записать в виде
8а(Е) = -Ц Г 1“-Ч(Я + й)Л. (2.14)

Переходя к доказательству утверждения 5° заметим, что д - мера Рисса 

функции /в(з), л ро - мера Рисса функции РИ “7о(г). Ясно, что

(ро,р) = РИ_о7о(я)Д^(г) <1т2(г) при любой <р 6 С“(С+). 
в+

Следовательно, согласно (1-13) и (2-14)
(А‘в>’’) = У/(£“,*’)^= Г^)// *“-1«о«-й)Л МО-

С+ (7+
Поменяв порядок интегрирования, отсюда находим

JJ <р(ОМС + й) dl- 

-G+
(Яа.95) =

Так как <р £ Cq°(G+), то последнее равенство можно записать в виде (1.18), где

Е (Е С G+) - любое борелевское множество. Более того, формула (1.18) имеет 

место и в случае, когда Е С G+ - любое неограниченное борелевское множество, 

удаленное от вещественной оси на положительное расстояние. Действительно, 

при любом р > О
। /•+оо

п*(р) =г7^Л о-0_1п(р+о-)։/а, (2.15)

где па и п определены посредством мер ра и р. Интегрированием по частям и ис­

пользованием леммы 2.2 приходим к заключению, что интеграл (2.15) сходится. 

Таким образом, теорема 2 полностью доказана.

Как было отмечено выше, доказательство теоремы 1 мы пропускаем, по­

скольку оно аналогично и во многом проще доказательства теоремы 2. Тем не 
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менее, приведем без доказательства следующие две леммы, относящиеся к фак­

торам типа Бляшке М. М. Джрбашяна [2], [3], которые, на наш взгляд, предста­

вляют самостоятельный интерес.

Лемма 2.1'. Пусть Q 6 ID, £ / 0 ~ фиксированная точка.

а) Если -1 < а < оо, то функция

ио(г) = г-“п֊“10й|ло(я,с)| = ֊—1—Яе (1՜^ ֊. * =
1 [аг 4-•/|ср 1 ~ •гч ►

(где интеграл понимается в смысле главного значения Коши на (£,£*), £* = 1/£) 

гармонична вС\[£, С] и допускает непрерывное продолжение на интервал (С, О-

б) Если 0 < а < оо, го функция иа(з) допускает непрерывное продолжение 

на сегмент [£, С] и представима в виде

Ыо(г) = Па+П՞1ой ГТ՜ + г^т / (1 ~ *)в-110g 2 - 7 dt՝ 2 еС- 
1-С֊ Ча) J|(|a i

При этом, функция ua(z) субгармонична в С \ {С*}.

Лемма 2.3'. При любых фиксированных а(0<а<оо)и£Е Ю, £ О рис- 

совская мера £а, ассоциированная с функцией ив(ге‘®) = r~aD~a log |Ао(ге‘₽, £)|, 

представима в виде

1 W J|fP 
где Е - любое борелевское множество такое, что Е С С \ {С*}. В частности, если

Е С Ю, то

1 w -/ICI

§3. СООТНОШЕНИЯ И ОЦЕНКИ
• • I

ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ ТИПА ГРИНА

В [10] получена формула в полуплоскости, аналогичная формуле Йенсена. 

Именно, при предположении, что функция и(я) субгармонична в С+ и такова, 

что для любого р > 0
.... Г.КТ’Ч

/
+<ю

|и(г + ։у)| dx<Cp< +оо, (3.1)
•оо
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установлено, что при любом р > 0 имеет место формула

— /+ и(х + <р') <1х = - [ (1-р) </п(4)+^1ппвирЛи(»Л), (3.2)
2% У֊оо Л 2 Я-+<»

где последний предел конечен, а п(4) - значение меры Рисса р, ассоциированной 

с и(г), в полуплоскости С/՜ = {к бС : 1т я > 4}, Т. е.
п(4)=д(С+) = //

в։
При этом, формула (3.2) остается справедливой, если в ней верхний предел 

заменить на Пшп֊.оо Лп«(‘Лп) по любой последовательности Д, —» +оо, п —♦ оо, 

такой, что и(Яп) > —°°, п=1,2,....

Лемма 3.1. Пусть 0 < о < оо и и(я) € Д* (б+). Тогда выполнены условия (1.6) 

и (1-23), где ц - мера Рисса, ассоциированная с и(я). Кроме того, справедлива 

формула

^±12 УI(Ьп я)“-1«^) Лп2(я) = //(Ьп 0о+1 МО- (3.3) 
о+ <?+

Доказательство. Для любой функции и(я) 6 5*(б+) выполнено условие 

(3.1). Умножив члены (3.2) на у“՜1 и проинтегрировав по (0,+оо), получим 

Нп18иря_+оо Яи(»Я) = 0. Отсюда следуют все утверждения леммы.

Вторая лемма этого параграфа содержит оценку для модуля потенциала 

типа Грина (1.2). Эта оценка получена с применением метода Хеймана [21].

Лемма 3.2. Пусть 0<а<ооид- мера на С+, удовлетворяющая условию 

(1.6). Тогда для каждого /3 > а неравенство

14>(з+ч01 < //(Ь"0а+1 МО, (3.4)
с+

справедливо для всех у > 1, за исключением некоторого открытого множества 

Е С [1, +оо) конечной логарифмической длины, т. е. такого, что г՜1 <1г < +оо.

Доказательство. Используем представление

|ад(я,С)| = |а0(>,£)| + Де Рд(и,<), з,СеС+ (3-5)
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(см. доказательство леммы 3.2 из [10]), где |Гд(з,С)| < Кд и Кд - постоянная, не

зависящая от г, ( € 6'+. При фиксированном г = г + »у 6 С+ положим

УУ 11о£ |а0(я, 011 = 71 + /2 + 7з

с7/»

ид(® + ։у)1 < |>ог|вд(г,С)|| «/НО < У У 11ов Ыг>ОН <*я(С)+
Ц+ 0<1т (<у/3

+ УУ |Ее Рд(д, 01^(0+

и оценим последние интегралы по отдельности. Непосредственная оценка 7; и 

сразу приводит к требуемому неравенству для всех у > 0. Действительно, если

С = £ + т?, то

/Г /֊2< трИг ел Г Г

0<1т (<у/2 0<1т (<у/2

< / / ->“+‘ <МО.
0<Тт (<у/2

/2 <Кд УУ ^(С) < УУ Т)^ </д(0.

Для оценки положим

/ ] 108
С+։П{|(-*|>1//2}

с7з ] ] 106
1С-»К»/з

^(0 = Т1+Т2.

При < Е С?+/2 Г> {|< - я| > у/2} очевидно

֊ = |1овГ1 +О < 1ов
У

Следовательно

т՝-1! / ’ ,а+1
^/։п<1С—1>»/։}

Переходя к оценке Т^, предположим, что е > 0 - фиксированное число. Будем

говорить, что число у > 1 е-нормально, если

у-Л<1т С<и+Л

П“+1 ^(0 < ֊ для всех Л £ (0, у/2]. (3.6)

Далее, через обозначим множество всех Е-нормальных чисел и докажем, что 

при любом е > 0 множество [1,4-оо) \ Яд имеет конечную логарифмическую 
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длину. Ввиду (3.6), для каждого у Е [1, +оо) \ R, существует число АР Е (0, у/2] 

такое, что
у у 

у —Лу<1т
Тем самым, множество [1,+оо) \ R* покрыто набором {Ьу}ж открытых интерва- 

лов Ьи = (у - А„, у + АД у Е [1, оо) \ R,. Очевидно, что существует не более чем 

счетное множество {БУ1.}к С {АД, покрывающее [1,оо)\/г«. Можем также до­

биться того, чтобы ни одна точка луча [1, оо) не была покрыта более чем двумя

интервалами Ьук- Тем самым
«Г+։ < 2 и <+1 <*д(Д

с+
Полагая Е = иДУк и пользуясь двумя последними неравенствами, получим

А * * А,* 1 к \ У* - Ау* / к Ук

< -£ Е / / «7О+1 <МС) < 8 // Па+։ МО-

Далее, докажем неравенство (3.4) для всех чисел у > 1, ^֊нормальных в смысле

(3.6), т. е. для множества /?,, где е будет выбрало ниже. Рассмотрим следующие

кольцевые множества • в* — {с: 24+1 < К 21 < 2к} > к = 1,2...... Ясно, что

{< : |( - г\ < у/2} = {г} □ (0^£>*). Кроме того, ввиду (3.6) для всех А Е (0, у/2]

У[ па+1 ^М(С) < у у ^(0 <
<*) у-л<Пп с<к+л

Устремляя здесь А —> +0, получим Д т]а+1 ^р(С) = 0. Следовательно

«)• (3-7)
к-1 Ок

С другой стороны, при С 6 £>*

1ое < 1ое (1 + < log(5 • 2к1 , 2 — 2
= 1 + - -----

Так как число у Е-нормально, то взяв А = у/2*, получим
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Беря е = У/ г)°+г <1р(^), приходим к требуемому результату. 
с+

Лемма 3.3. Пусть 0<ог<ооир- мера на С+, удовлетворяющая условию

(1.6). Тогда для любого Р > а справедливы следующие соотношения :

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Доказательство. Обозначив г — х + 1у,( = £ + ։^, при фиксированном у > 0

положим

где

0<1т (<у/2

Оценим эти интегралы по отдельности. Используя представление (1.5), получим

0<1ш С<»/2

у2” т^т
о (у + т- т)У> ~

/ у йд(с) < с֊^1 
0<1т (<у/2

/ у </д(с), 

0<1ш (<у/2

У2 < [ [ Ур(() [ Рх Г՝------------- Т^Г---- ----- — <
7 У У|։|>») Уо ((у+т-^Р+л3)^4՜1^2 
С»/։

Для оценки интеграла Уз используем представление (3.5). Тогда получим
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Поскольку

с!х = тш{у,^}, г, ( 6 б7+, г = х + ։у, < = < + й},

То
7з<с(^)уу ч“+1</д(С),

и неравенство (3.8) доказано. Далее заметим, что для потенциала /д(г) = 1р(я, р) 

выношена формула Йенсена (3.2). Кроме того, по лемме 3.2 Ншя—+ооЛ|/д(*Л)| = 

= 0. Тем самым, (3.9) установлено. Паконец, (3.10) непосредственно следует из 

неравенства
( Л \Р+1

1ов|ад(з>С)1 < Ср ( -----г)

доказанною в лемме 3.1 из [8].

*,Сб(7+, -1 < Д < оо,

Лемма 3.4. В условиях леммы 3.3 справедливы следующие соотношения :
а) а(“ + П- /+°° у“՜1^ /+°° 1а(х + 1у)<1х = [[(1т ()“+։ <1р($. (3.11)

м 70 7-оо 77

б) Если р > а, то 1р(я) € 5*а{С+), и следовательно

= Л(1т <)“+* ^(С). (3.12)

в+ в+

в) Для любого а > 0 существует мера V на С+, удовлетворяющая условию (1.6)

и такая, что 1а(я,у) £ 5„(С+).

Доказательство. Если Р > а, то используя (3.10) легко показать, что

&՛+ б+
и утверждения а) и б) следуют из лемм 3.1 - 3.3. Контрпример с дискретной 

мерой, который доказывает утверждение в), построен в работе [8].

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Первая лемма, доказанная ниже, является обобщением результата М. Тей- 

блсона ([18], теорема 4).
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Лемма 4.1. Пусть 0<а<2, 1<р, д<оои /(г) 6 Г1 («/ж/(1 + ж2)), т. е.

+ ®2) < +°°- Далее, пусть и = и(ж,у) - интеграл Пуассона 

функции /(ж) в С+. Тогда величины ВР,1(Г) и ££՛’(«) эквивалентны, т. е. 

существуют постоянные с\ > 0, с2 > О такие, чтос\Вр,ч(Г) < Ц^4(и) < с2В™(/).

Для частного случая /(ж) £ Д₽(1В.) доказательство леммы 4.1 можно найти 

в [18] (теорема 4) или в монографии И. М. Стейна [22] (гл. V, §5, предложение 

8'). Мы не приводим доказательства леммы 4.1, так как метод доказательства 

по существу тот же, что в указанной монографии Стейна.

Следствие. Пусть 0 < а < 2, 1 < ро < оо и /(г) £ Я₽0(б+). Тогда 

нижеследующие утверждения эквивалентны :

а) /"(ж) £ Н\_а, б) /(ж) = Дто/(ж + »у) £ Ар°.

Обозначим через ф(х) функцию, сопряженную с ф\х), т. е. ее преобразование 

Гильберта

^>(ж) = 1пп — [ если у, (1 < р < сю)
е—*4-0 7Г х|>е 2? — ь

ИЛИ

*>=Л”г»7/,_։|>.(^д+гг?)*)л’ еаи *)е£1(пУ՛ 

Отметим, что I? С (Л/(1 + 42)) при любом р (1 < р < оо), и ВМО(П1) С

С £’(*/(!+4а)).

Лемма 4.2. Пусть 0 < а < оо, 1 < р, д<оои1<ро<оо. Тогда

а) если ф(х) £ АРо>₽>’, то ф(х) £ АРо'₽1’,

б) если ф(х) £ А“,Р1?, то 1С(ж) £ А„мо>р,։,

в) если ^>(ж) £ АоАГО'₽’’, то ф(х) Е Л.aMO•p^,■

Доказательство. Не теряя общности можно считать, что функция ^(®) веще­

ственнозначна. Кроме того, ф £ ВМО, если ф £ Ь°° или ф £ ВМО (см., наир., 

[17]). Введем в рассмотрение функцию

Р(ж -1, у)^(4)«Й,
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и функцию
г+СО

Ц(х,у) = / <Э(х-1,у)ф(1)М, если
*/ — ОО

у) = / С(®—*>։/) + ^<*)Л>
«/ — ОО

1/>(0 е ьРи (1 < ро < оо),

если ф £ Ь°° или V* 6 ВМО.

Здесь Р(х,у) = у/(тг(а? + у3)) и 0(®,'у) = ®/(к(®3 + у3)), соответственно - ядро 

и сопряженное ядро Пуассона. Заметим, что
#(®>У) = [ р(х -I, у)^)<Й,

*/ — ОО

и почти для всех г £ В имеем 11т։,_+0 (/(я, у) = ф(х) и Нт1,_+о и(х, у) = ^(г).

Отсюда, в силу лемм А и 4.1 следуют все необходимые утверждения, поскольку 

и и V - гармонически сопряженные функции.

Для функций /(г) = /(г + ։у), определенных в б+, вместо интегродиффе­

ренцирования Вейля по переменной у будем иногда пользоваться таким же ин- 

тегродифферепцированием по переменной х. Функции
1 /■+°°

= гШ т “ > °
будем называть, соответственно, левосторонним и правосторонним вейлевскими 

первообразными (интегралами) порядка а по переменной х от функции /(л). 

Аналогично, производная /(л) порядка а > 0 определяется формулой

где п - целое число, определенное неравенствами п — 1 < а < п.

Лемма 4.3. а) Класс Н„{С+) (0 < а < оо) совпадает с множеством функций

у(л), представимых в виде 

у(л) =
Г(Д + !) [+°° ?(*)

* 7-00 (й ֊ ։-*)/ж л, л е с?+, (4-1)

где Р > а - любое число, <р(1) = <рр(1) - любая вещественнозначная функция, 

к раз дифференцируемая в ТВ. (к - целое число, определяемое из неравенств 

к < р — а < к + 1.) и такая, что

е л₽_а_4 при некотором р, 1 < р < оо. (4.2)
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6) Если функция д(г) представима в виде (4.1)-(4.2) с (3 6 (а, а-М), то почти 

для всех х € ГО имеет место соотношение

<р(х) = Пт № рКед{х + гу). (4-3)

Доказательство, а) Пусть 0 < а < оо и д(г) Е Н1 - какая-либо функция. 

Полагая /? > а, введем в рассмотрение функцию ■ф(г') = е‘(а-/Г>*^\у-ад(х'). 

Как легко проверить, 6 Я1(&+). Тем самым, имеет место представление

Пуассона
1 

тг»(< — г)

Ле ^(г) ---------- аъ

Отсюда следует, что

(4-4)

(4-5)

так как очевидно Н^(С+) С М-, для всех у € (0, а 4-1), и, тем самым, оператор 

Вейля обратим (т. е. У/уУУ՜0 = IV0) в классах Я^(б+) (см. [15], формулу (1.19)). 

Непосредственным вычислением убеждаемся, что

и? ՛ 1 ] г(а + 1) 
я-»(< — я)] тг

1 
М֊*)?+1

* _ + *) |(а-Д)т/3 .у-(Д-а) 1
[»(< - я)]»+1 - г(а + 1) [ *(+) (й - »я)^1.

Из формул (4.4) - (4.7) вытекает представление

Ф)=3£±Л £“ «с #(։) й.

Поменяв порядок интегрирования, заключаем, что

. . Г(/? + 1) /•+» ^-в)Ле ф®

(4-6)

(4-7)

(4-8)

Теперь остается только показать, что функция ^(2) = “^Ле ^(Х) удовле­

творяет условию (4.2). Для этого мы докажем, что этому условию удовлетво­

ряет функция /(X) = И^՜^՜“^*). Не теряя общности, можно считать, что

Не ф(1)<И

и

е>(о֊^/2д^ =
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О < р _ а < 1, т. е. Л = О (при к > 1 интеграл (4.8) проинтегрируем по ча­

стям к раз). Сначала предположим, что 0 < Р - а < 1. Ясно, что функция /(4) 

допускает голоморфное продолжение в Д+ :

/(х + *У) = М/х"(-)““)+ »») = ֊у <т0-а-՝11>(а + х + £у)^<т.

Как следует из результатов [23] (теоремы Си Н), интеграл Вейля И<77 (0 < у < 

< 1) является ограниченным оператором из №(С+) в Я’/(1-7)(Д+). Тем самым, 

/(г) 6 Я1/(1-^+°')(Д+). Далее, для операторов Вейля и IV7 справедливы 

неравенства

||И"Г||и*<с(7։А)|№1_7, (4.9)

||^-7^||яи< с(7,А)||Р||я., О < 7 < А, (4.10)

которые доказываются тем же способом, что и лемма А, пользуясь (4.9) и (4.10). 

Действительно, по лемме А у'(л) 6 Н^+1(Д+), а по (4.10) ^'(л) 6 Н}(Д+). Тем 

самым, /'(л) 6 ^1-А+а(^+)- По той же причине /'(л) = И^^-“^'(з) 6

6 Я}֊/з+а(с+)- Ввиду леммы 4.1, /(х) = 1ппу_+0/{х + 1у) 6 А^՜3՜“5. В 

случае когда р — а = 1 то же рассуждение приводит к включениям /(л) 6

е Я°°((7+) и /(г) 6 Л“. Для доказательства обратного утверждения предполо­

жим, что у(л) - функция, представимая в виде (4.1) - (4.2) при некотором р > а. 

Не теряя общности можно считать, что а < Р < а + I, т. е. к = 0 (при к > 1 

интеграл (4.1) проинтегрируем по частям к раз). Рассмотрим по отдельности 
Л ՛

три случая : 1<р<оо, р=1ир = оо. В силу теорем вложения классов Бесова 

(см., напр., [18], теорему 9, или [22], гл. V, раздел 6.7)

С П Б’(Ш-) (0<7<1).

Следовательно, случай р = 1 приводится к случаю 1 < р < оо. Приведем 

полное доказательство только для наиболее сложного случая р = оо. Рассмотрим 

функции 
/+оо

Р(х — I, у)<р(Р)<И, 
■ОО
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. 1 I
1-‘'») + 7ГТй Р(х —4,у)р(1)Л,

~ 1 Г4՜00 1 -р
Г(ж) = и(г) + «V(ж) = у (1 _ г)( 14՜?) У^<Й> 2 = ® + ‘у- (4Л1)

По лемме 4.2 ^(®) 6 ^р-а> поскольку <р(х) 6 Л^_о. Очевидно, что некасатель­

ные пределы Р±(®) = Нтх_Г1ЖеС± Р(х) тоже принадлежат классам Л®^°. В 

частности, Г±(г) 6 £2(Фг/(1 + а:2)) (см., например, [17]). Функция Ф(г) =

= Р(х)/(։ + г) принадлежит классу Я2(С+), поэтому 
/+ооФ(*)Л_0 _г+

У —оо 2
Отсюда следует, что

Л = 0, гев+, (4.12)

Л = 0, г е (7+. (4.13)

Далее, дифференцируя (4.12) и (4.13) по переменной у посредством оператора

Вейля И^, получим

Г00 пд)<й
Л« (*-^+1՜ ։

Лоо 1

Г” р_(<)^
Лоо (4-^+1՜°’

+о° Р_(® + <)Л
-о» (1-^+1 -и>

г е в+, (4.14)

з е в+. (4.15)

Интеграл в (4.11) можно рассматривать как интеграл типа Коши от функции 

ы(1, г) = 2(1 + tz')<p(t')/(1 + /2). Согласно формулам Сохоцкого-Племеля

Г+(х) — Р-(х) = ш(г, х) = 2у>(х) почти для всех х Е Ш.. (4-16)

Используя формулы (4.14) - (4.16), преобразуем функцию д(г) :

/+оо^(<)-Г_(<)
Лоо [»•(«-^)Р+1 '

Г(/9+1) [+°° Р+(х + 1) + Р+(х-д-2Р+(х) 
Е՞ [£(*-^+1

Далее, оценивая получаем
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||<7||я> <с(а,Д)В‘'2в(Г+)<4-оо.

Наконец, для установления формулы (4.3) применяем к обеим частям предста­

вления (4.1) оператор Вейля и устремляем у —♦ +0. Это завершит доказа­

тельство леммы 4.3.

Теперь нетрудно доказать и теорему 3. Пусть 0 < а < оо, Р > а - любые 

числа, и нусть и(з) € 5*((7+) - какая-либо функция. По лемме 3.1 мера Рисса 

р, ассоциированная с и(я), удовлетворяет условию (1.24), а по лемме 3.4 потен­

циал типа Грипа /д(г) = /д(х,д) принадлежит 5£(С+). Следовательно, гармо­

ническая функция Л(г) = — 1р(г} принадлежит классу 5^(С+), т. е. классу

Л^(6’+). Поскольку оператор гармонического сопряжения - ограниченный опера­

тор из в Н1а (см., например, [24] или [5]), то функция д{г) (Йе д(г) = Л(х)) 

принадлежит <9Х(С+), и остается только применить лемму 4.3. Обратно, если 

функция и(а) представима в виде (1.27) - (1.28), то, опять же по леммам 3.4 

и 4.3, € ££(С+). Тем самым, класс ,9*(С+) совпадает с множеством всех

субгармонических функций и(г), удовлетворяющих условиям (1.6) и (1.23). Для 

доказательства формулы обращения (1.29) используем некоторые свойства по­

тенциалов типа Грина А. М. Джрбашяна [16], записанного в верхней полуплос­

кости С+ :

№ = I/ *ес+,
в+ 

гч / 1 1 \
Ьр(г, С) = ехр - I ■ - + —7-------— I тр <1т , С = £ + и?.

-1о \(г + К ֊ (»£ — »я — т)₽+1 /

Повторяя рассуждения доказательств леммы 1.3 из [13] и теоремы 2, можно 

показать, что функция И^_^/^(я) (а < Р < а + 1) непрерывна и субгармонична 

вС\и что справедливо представление

™~Р1рЫ =
в+

Так как для любой фиксированной точки ( 6 С+ имеем 1У_/? к>8 |6д(х, 01 < О 

(а £ Сх+), то функция IV (я) неположительна в С+ я допускает представление

гес+.
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РУ_/3У5(а) = Су + 1о(я, А) + Ьр(а), ж = х + *у е Д+,

где С - неположительная постоянная, А - мера в б+ такая, что

с+
а Лд(ж) - интеграл Пуассона-Стилтьеса. По теореме Литтлвуда (см., например, 

[17]), почти при всех х 6 Ш. функция 1р(г) имеет конечные граничные 

значения 11т1,_4-о УУ~р1р(х + *у}- С другой стороны, эти значения нулевые, так 

как

И'-Д1о8|бд(х,01 = о, хеш

(см. [13], теорему 2.1), и по лемме Фату

Итвпр |1У“)37в(г)| < [[ Птвир |Ьд(ж,^)|| ։1д(С) = 0.
у^+о 77 у-.+о

о+
Кроме того, функция

М*) =\У-рГр(г) - ]М-р1р& =

1 п [[ Г У՜2” Г тр(1т-Г(/?+1)Яе У/ Ц г+1(-1ж Уо <-«-г] м(<) 
с+

допускает представление

'Ы*) =
=т^п) II [I (^+у)а+(£-хр((1+а)Д ■(1 -а)Д) ЙД(С) 

б+
и она гармонична и неотрицательна в б+. Применив к (1-27) оператор Вейля 

РГ ви(х + ։у) = №~р1р(х 4- »у) +

]¥у р порядка 0, получим

И* ^(Лад]’’<‘)‘Й =
= ЛИ-’Ч (. + ад - », (г + ) + I Г“ .

тг 7-00 I® л-У

Полагая, что х 6 П1 фиксировано, устремим у —» +0 и придем к (1.29), чем и 

завершим доказательство теоремы 3.

В заключение приведем формулировки двух теорем, являющихся усиления­

ми теорем 1 и 2 из [10]. Их доказательства вполне аналогичны доказательствам 

леммы 4.3 и зеорем 3 и 4.
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Теорема 5. а) Класс S;(G+) (0 < а < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в G+ в виде

«(*) = уу logl^MI МО + y+J [ле (—^)а-]^(1), (4.17) 

G+

где Р > а - любое число, р(£) - мера в С+, удовлетворяющая условию (1.6), 

а ф(1) - любая вещественнозначная функция ограниченной вариации на Ш., 

принадлежащая Л”.

б) Если функция и(з) представима в виде (4.17), то ассоциированная с нею 

мера Рисса совпадает с р. Кроме того, если число (5 £ (а, а + 1) не целое, то
Гх Гх

ф(х) = Нт^у №~аи(1 + зу)сИ 4- 1’^у + ։у)Л, х Е В1,

где Фа,р(» + ։у) ~ функция класса К'(С+).

Теорема 6. а) Класс S*(ID) (0 < a < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в виде

u(z) =Glog|z| + уу log |Ад(л, 01М0+
ID

+ ГЦ±1) £ ֊ 2 _ ,] f418)

где р > а - любое число, ։/(£) - мера в ГО, удовлетворяющая условию (1.4), а 

- любая вещественнозначная функция ограниченной вариации на [—тг, тг], 

принадлежащая классу А}'1.

б) Если функция п(а) представима в виде (4.18), то

Гв Гвф(0) = 1пп / г_“£>_ои(геи)Й + Нт / а>р(теа)Р1, в 6 [—тг, тг],
г-«1-0 /п >■-»1-0 /п 

где Фо,^(ге։в) - функция из класса Харди А1 (ГО).

ABSTRACT. The paper establishes some useful properties of the Green 
type potentials for the unit disk and for the half-plane of the complex 
plane, constructed by means of the Blaschke type factors of M. M. 
Djrbashian and similar factors of A. M. Jerbashian and G. V. Mikaelian.
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The main results of the paper are some Riesz type representations for some 
weighted classes of subharmonic functions. These results are improvements 
of the representations of holomorphic and harmonic functions obtained by 
M. M. Djrbashian and F. A. Shamoyan in the disk and by A. M. Jerbashian 
in the half-plane. Here these representations are extended on subharmonic 
functions and representing measures are modified by the use of Besov’s 
functional classes. Also the similarities of the Stieltjes inversion formula 
are obtained.
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Посвящено светлой памяти профессора М. М. Джрбашяна
ОБ ОДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ АНИЗОТРОПНЫХ 
ПРОСТРАНСТВ ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИДИСКЕ ФУНКЦИЙ

А. В. Арутюнян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
Том. 30, № 2, 1995

При предположении, что щ (1 < 3 < п) — функции, в определенном 
смысле правильно изменяющиеся на интервале (0,1), и ш = (ш1.... шп),
через Яр(у) обозначено подпространство голоморфных в полидиске 
функций, для которых||/||л^) = (Д |/(С)|'(1 - |С|)<Ьп2п(о)1/₽ < +оо, О < р < +оо.
В работе найдена исчерпывающая характеристика пространств Нр(ш) 
в терминах смешанных производных. В частности, доказано что / 6 
6 Яр(ы) тогда и только тогда, когдаа*- +-+*« (/(ф*+1) е яр(й),
где й> = (Й1, ...,ып), = 1**ш,-(4) (1 < ; < п).

ВВЕДЕНИЕ

Пусть ип - единичный полидиск п-мерного комплексного пространства С”, а Тп - его остов. Далее, пусть Н(ип) - множество голоморфных в полидиске функций. Символом 5 обозначим множество измеримых и неотрицательных на (0,1) функций ш, для которых существуют положительные числа т^, Ми и дш, причем пк,, 6 (0,1) таковы, что
о;(г) ~



36 А. В. Арутюнянпри всех г 6 (0,1) и А 6 [дш, 1]. Функции класса 5 изучены в [1]. Если ы; 6 5, ] = 1,2,..., п, то запись ы(1 - |я|) будет означать произведение П"=1 ~ 12>])-Если а = ап), я = (21,-,2п), то, как обычно, га = Цу=։ ПРИк = (*!, А2,...,кп) £ Ъп+ обозначим
а1*|/(ж) _ а*«+-+*-/(ж) 

дгк ■■■дгк' '

Пусть Ш] € 5, У = 1,2,..., пи 0 < р < +оо. Обозначим через Р"(ш) = Лр(ы1, ...,сип) класс измеримых по Лебегу функций / в 11п, для которых
||/||£я(ш) = (Д |/(я)|ры(1 ֊ |я|)</т2п(я))1/” < оо.

Здесь п»2п(г) - 2п-мерная мера Лебега на 1Гп. Далее, через Нр(ш) = Нр(у>1, ..лип) обозначим класс голоморфных в ип функций /, для которых / 6 ^(ы). Отметим, что при п = 1, ы(1) = 1а, а > — 1 эти пространства были впервые введены и изучены М. М. Джрбашяном [2], [3]. В данной работе существенную роль играют интегральные представления, найденные в [2] и [3]. Цель работы - дать полную характеристику пространства Нр(о|) в терминах производных, посредством обобщения следующей теоремы Кехе Зу [4].
Теорема А. Пусть 1 < р < 4-оо. Тогда / Е Нр тогда, и только тогда, когда 
классу и՝ принадлежат функции

OZi OZ2 OZ\ OZ2

Мы обобщаем эту теорему по следующим направлениям : а) доказываем, что теорема верна для любого р (0 < р < +оо), б) берем производные любого по­рядка, в) рассматриваем анизотропные пространства Яр(ш). Точнее, доказываем следующие две теоремы.
Теорема 1. Лусть f - голоморфная в Un функция, 0 < р < +00, k = (ki,..., ibn) G 



Об одной характеристике анизотропных пространств... 37е • Тогда, следующие утверждения равносильны :1’ / 6 ;
/(х* 0 хгг\

2° каждая функция из последовательности (1 — |гу|2)’-’------ -—4—-—где 0 <
< У <*>-!»։<>< п. я1 = (г1,...гу_1), я" = (^+ъ(1 - |г|а)* —

02 
принадлежит 1У (ш). При этом, норма каждой функции указанной последователь­

ности в пространстве Ьр(ш) оценивается сверху нормой ||/||я»(ш)-
Из этой теоремы можно вывести следующую характеристику класса в терминах производных.

Теорема 2. Пусть 0 < р < +оо, ш, Е 3 (1 = 1, к = (к1,...,кп) Е 2±. 
Тогда следующие утверждения равносильны :1° /€№(«),2° д^(/(я)як+1)/дяк Е Нр(ы), где. ] = 1, ...,п.

Отметим, что как установлено ниже (§2, следствие), при п — 2, кг = к2 = 1 последняя теорема совпадает с теоремой А.
§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Введем некоторые обозначения, необходимые для дальнейшего изложения. Будем полагать, чтову, 1 < ] < п - неотрицательные целые числа, г/ - целое число такое, что —2։> < г, < 2*’ — 1 и
* . 1 , 1 тг(г.- +1)Д1.>г. = ру:1-_<|г.|<1-—<агег.<_А__1,

֊ л

А«,г = △<1,Г։ х ••• X △«П1гж-

Нам часто понадобятся следующие неравенства (см. [5]) :
(1 - т?)(1 ֊ |2Ъ,Г>) < (1 - |^|) < (1 + п)(1 - |гЪ1гу|), 0 < Т1 < 1, я, Е (1~14У,г>1)а < |А^1 < 4(1 ֊ 1^.г,-|)2,^г е А.,г. (1.1)



38 •՝ А. В. АрутюнянЧерез Ла«,я) обозначим многомерное ядро М. М. Джрбашяна
Оо(С,*) + 1 (1-1№"■ (1֊С^)“'+а> С,«еГ7п.

Докажем следующие леммы.
Лемма 1. Если } - голоморфная в ип функция и

0-Ы)*'дЧЫ 6 £”(«),
то при к] > о, I < }' < п и обозначениях ш' = (ы։, ш" = («;+1, ...,«„)

а*>/(У,0,я") 6 //(«', ы").
Доказательство. Не ограничивая общности, будем полагать, что ] = 1. Ввидусубгармоничности функции дЧЫ

аг*‘
р , получаем

5*^(0,
дя[՝ «мео» о < Р1 <1, 4 = (*2> •••> Ч- (Ь2)

Умножив обе части этого неравенства на Р1й>1(1 — Р1), положив 21 = Р1С1,проинтегрируем полученное неравенство. Тогда будем иметь
[ ы։(1 - |*1 |)</т2(я1) < 2л [

-1и
дЧЫ 

дя*՝
«1(1 - |я1|)(/т2(21).

Далее, умножив обе части этого неравенства на ~ 1-г/1) и проинтегри­ровав, получим
9 “Д1 ~ Ы)П-Д1 “ 1*Л)Лп2’‘(О < +°°-

5г1 у=а

Лемма доказана.В дальнейшем, полагая т = (пц....... гПп՝) £ 2^., будем обозначать 5т>. (£,-, я,) == [1 — (1 — С,-я.-)т<+1]/С|-- Имеет место следующая
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Лемма 2. Если

то (1 - |яу|а)*>-1С(я:) е где

т,- + 1 к (0 > ) 9^,0, И

При этом, ||р||д'(<-) < 1М1ь>-(и>)> где у>(я) = (1 - |жу|а)*> ^(я), а ^(г) = = (1 - \г^дЕ(г)/д^.

Доказательство. Пусть 7 = 1. Сначала рассмотрим случай 0 < р < 1. Имеем
[ |6’М1Р(1

■1и-
|г1|а)(*>֊1>«(1 - |ж|)Жпап(*) = С [ (1 - |я1|а)(‘’֊1>«(1 - |я|)хУу-

х 'и (1-С,г,)”.-н ■'"•’К1’
р

Лт2п{г) = I.

Легко убедится в том, что
|^т) (Сь «1)| < С'(п։1). (1-3)

Следовательно
^<<7(т!) [ (1Ч*1|а)(‘1“1)М1֊Н)хУУ

( [ (1֊_К1|2)т1 

\]и |1-С^1|т’+1
<1Ш2(С1)X

дС1

р
Лт2п{г).

Учитывая, что 0 < р < 1, получим

Теперь введем обозначения

Взяв ту достаточно большим, можем предполагать, что (т] + 2 — к^р > 2. Оценим интеграл При этом, для простоты изложения будем опускать 



40 А. В. Арутюняниндексы. Используя определение прямоугольников интеграл .1,։Г можнозаписать в следующем виде :
р<1р<кр|1 - ре-|*2|т+1 Р (1 —

Здесь р, = 1 - 2՜*, «<,г = и —2' < г < 2' Используя эти равенства,получаем

Оценим отдельно У2Г и Поскольку(а) |1 — грс~"р\ > 1/4|1 — гр,+-[е~'ч>\ при условии, что в > 2, р, < р < р,+у я И > 1/2>(б) |1 - р<+1ге‘(в_*’)| > |1 - р,+1ге‘^_“*֊'-)| при -т < 0 < а,։Г, то для 3} г имеем
<С(р)|Д,,г|₽^1у“։ г(1 — г)а(1г(19|1 — р։+1ге’(в~в«.'-)|(’"+1)р ՛

Теперь заметим, что
Г М . < -2^—.. (1.4)у_т |1 — гре’9|А (1 —гр)А-1 ՝

Используя это неравенство, а также лемму 2 из [5], получаем
х с(р)|д,,гМ1-р,+1) Л-р- (1-р.+1)Р(—'+2)֊2 ■

Последнее неравенство имеет место и для интегралов 72г, /2Г. Действительно, для 72г она следует из леммы 2 [5] и из равенства а։,г-ц - а,,г = 2к(р,+1 — рД 



Об одной характеристике анизотропных пространств... 41а для она получается рассуждением, аналогичным оценке }}т. Объединяя опенки У/г (у = 1,2,3) и учитывая (1.1), получим
I <С(р) [ ог(1 - |я2|)...ып(1 - |яп|)х 

?£/»-։
+оо 2'* —1 ,х£ Е тах (1-|С|2)а+*1РО1(1-К1|) 
։։=0г։=-2ч С։6д«1.п >֊

^(6,4) % £^п։2(п-1)(^2).

Применив лемму 4 из [5], получим
р

/<С(р) (1-|^|2)*։₽
дг\ - |я|)</т2п(я) < ||^||л»(ш) < +оо.

Перейдя к случаю р > 1 заметим, что С(я) можно записать в видеад = С(т) [ От։_1«1։я1)6т1(С1,я1)(1-К1|3)^^։/т2(с։). 
.1и о(,1Предположим, что 71 - число, удовлетворяющее условиям леммы 2 из [5]. Тогда, применяя неравенство Гельдера, получаем|в(*Ж<С(т) [ |Дт1(С1,*1)|»’х

3и ХТ|(С1)
х (1 - К112)” |"(^Уа)р^(С1) 1^т։-1(С1.^)1х’1(0^(С1))Р/1 <

< ГГт1у₽ (я.) [ 1А»։-1(С1,*1)1(1 - К112)₽ 5Р«1։4) ' <с^х^]и --------------------- ^(Сх).
Здесь мы воспользовались леммой А и оценкой (1.3). Умножив обе части послед­него неравенства на (1 - |я1 |2)(*։-1>ы(1 - |я|) и проинтегрировав, будем иметь[ |С7(я)|”(1֊|я1|2)(*--1М1֊|я|)йт2п(я)<С(т1) [ (1 - |я1|2)('*֊1)рх с/՞ Уу»хы(1-|г|)хР,(я1) [

Уи
1^-1 (С1, ^1)1 

Л(С1)
(1֊К112)₽

р
^пг2(С1)^т2п(г).^(С1,^) %Используя лемму 2 из [5] получим[ |С(я)|’’(1-|я1|2)('‘-1)₽<л(1-|я|)։1т2п(я)<С(т1) / ^2(1֊|г2|)...«п(1֊|яп|)х Уу»-։

—"1(1 - «1 |)сЙ7։а(С1)) с/т2„_2(^) =

= С(тг) (1֊Ь|2)*>₽ ЭГ(я) ₽3я1 ш(1 - |я|)</т2п(я) < С(пц)|< +оо.
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§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 И 2

Используя леммы 1 и 2 докажем теорему 1. Сначала докажем импликацию 1) =$► 2). Пусть / 6 Нр(ш). Тогда, по теореме М. М. Джрбашяна [2], при больших 
т311 < 3 ֊ п имеет место представление

£>гп(С0/(0^2п(0- 
и*Дифференцированием отсюда получим

Сначала предположим, что 0 < р < 1. Тогда, повторяя рассуждения леммы 2,придем к оценке
г_ / а^/СО
I - /Уу- дгк

₽(1-Ма)*М1-М)^М<

2*1-1 2*“-1

<ОД 12 12 - 12 П1_ах {(1-|№ 1/(01”} X
»1,...,«»=0г1=-2»1 г»=-2’»

Лт2п(£)
X

р ^пгап(г).Интеграл в правой части этой оценки обозначим через Для него нетрудно установить неравенство
Следовательно

2’1-1

/<од 12 12
2'"-1
Е тах {(1-К|2)М1-К1)1/(01”}< 

п——
< С^р) [ |/(01”^(1 - |С|)Лп2п(С) = Сх^Н/Ця^) 

.у и*Рассмотрим случай р > 1. Применяя неравенство Гельдера, получим
а*/(0

дгк
\ [ 1^(0011/(01”
-/п» ^(0(1֊К12)*”

р/?

Здесь 7 удовлетворяет условиям леммы 2 из [5]. Из этой леммы следует, что
а10/(0 

Эгк
|Рт+*(С, 011/(01”.^0(1'֊к12)‘”"^2пЮ-Отсюда имеем
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< До - |,|>)^о - МИ0) (Д <Ьп2п(я).Изменив порядок интегрирования и снова применив лемму 2 из [5], получим

V» дгк
₽ (1 - |я|2)*М 1 ֊ |я|)Лпап(я) <

< / 1/Ю1М1 ֊ 1<1)^п(0 < С(р)||/||я,(и,) < +оо. 
У и՝Теперь, проведя аналогичные рассуждения, легко доказать, что

(1 -к/13),^,>/(У^°,г/,) еь₽(ы), ? =Эя/
при я" = (я,+],...,яп), 0 <»/ < А/ — 1, 1 < 5 < п. Перейдем к доказательству импликации 2° => 1°. Так как 31*1у(я)/с?я* 6 Нр(ш), то

д^Дя) _ П31 + 1 
дгк х д^д^...дг^

[ ^ГП1(С1|^1)

Уи
Ж™я(С1)-

Иптегрируя это равенство по Я1 по радиусу, получаем
Л։-1(г) = Л1-։(0,4) + С(т1) [

У и
(1-Ы2)т1<и(С1>*1) ^/(6.4)

дфд#...д£՝ ^2(0,(2-1)где Л։_,(я) = дк* ։+1:а+-+*”/՝(я)/5я*1 'д22а...длкп, 0 <1:1. Ввиду того, что
(1-|21|у.-.^.1Д°;^)е УМ,

6*2^2

очевидно имеем (1 - |г1|2)*1-1А1-1(0,я^) £ ^(«1, и й>'2 = (ш£, Теперь, воспользовавшись леммой 2 приходим к заключению, что интегральное выра­жение (2.1), умноженное на (1 - |я112)*1-1 П"_2(1 - |яу |2)*-х, принадлежит ^(сд). Следовательно (1 - |>л|2)*1-1/*1-1(я) 6 £₽(ш1,Ш2). Тем самым,
Л։-зМ =Л։-2(0,я^)++С(тП1) [

Ju

(1 ֊ К1|а)т^т1(С1,^1) ^-1+*а+-+*-/(С1,Я^) (1-^^)^+! ас‘1֊1Эя‘а...ая‘» ^т2(С1).



44 А. В. АрутюнянОтсюда следует, что (1 ֊ |з։|2)*։"2А1֊2(2) £ ^("1>йз)- Продолжая процесс снижения порядка дифференцирования, в итоге получаем
Э*«+-+*»/(я) £ Ьр(ш1,ш2).

Повторяя эти рассуждения для остальных переменных, придем к заключению, что / £ Яр(ы).
Следствие. Функции /(я1։0) и (1 - |«1 |2){3/(я1,0)/3«1}, а также функции /(0,я2) и (1 — |я2|2){3/(0,22)1822} принадлежат Бр(и>х,Ш2) одновременно. Дей­ствительно, пусть (1_|г1Р)^фЛе^]1М2).
Тогда

Из леммы 2 следует, что /(я1։ 0) € Обратно, если /(я],0) £ Ш2),

то г(2 0ч_п»1 + 1 Г (1-К112)՞“ ...
Дифференцируя это равенство и рассуждая аналогично доказательству теоремы 1 получаем, что (1-Ы2)^^£Р>1,*з).

021Что и требовалось доказать.Для доказательства теоремы 2 введем обозначения~ 1)2*> < агбя, < <г,-+2) 1
24 1 2Ъ-։ — 1 2ч+2 } ’

1 < 5 < п, -2։> < г,- < 2*> - 1, А* = Д’ ...А! г .
Доказательство теоремы 2. Пусть / £ Яр(ш). Тогда очевидно, что я*+1/(г) £ $1*1 (/(г)2к+1)£ Яр(ш). Из теоремы 1 следует, что------4 .--------  £ Яр(ш). Обратно, предполо-

02Кжим, что выполнено последнее включение. Тогда я*+1/(з) £ Яр(ш), и достаточно



Об одной характеристике анизотропных пространств... 45доказать, что д{х) £ Нр(ш), где д(г) = а^’х5а+1...х„“+1/(ж). С этой целью дока­жем, что если «^(г) € Я₽(ы), то д 6 Нр(ш). Сначала покажем, что
max |g(*)l₽ < С max lff(x)x-l|p-

«ед.., *еД,,г
(2-2)

Действительно, если в] 0, то -г—т <
1*11

2“ m ---------. Тем самым2“ - 1
поскольку △

max
«6А..Г

g(*)*l Р 2*1

шире, чем А,1Г'. Пусть = 0, тогда 0 < |zj| < 1/2. Взявокружность Г1 = {Си IC1I = 2/3}, получим
, ՝ _ 1 [ g(G,4X1^1-'"2х*/Г։ ’|g(*)l < 57™« lg(G.*i)GI , 

Z7T С։€Г1 J
С K1IIG-C1I - 12%<?“ИС1’^)С1,։

0Так как функции |</(z)|p и |^(z)zi|р субгармоничпы (по zi), то применяя принципмаксимума модуля получим, что (2.2) выполнено при всех ] = 0,1,2,.... Темсамым, используя лемму 4 из [5] получим
Е Е - Е max {|j(CXiMl֊KI)Ktl}< ...։„=0rt=-2'։ г„=-2—<€Д».Г

<С0 [ |g(C)GMl-K|)dm3n(C). 
Ju»Таким образом[ |ф)1М1 ֊ 1*1)^п(*) < с0 [ 1,(061М1 - |С|)ЛП2П(С) < +оо. 

Ju^^ Уи»Продолжая процесс деления, в итоге получим ||/||я»(ш) < +оо. Теорема доказана.Считаю своим приятным долгом поблагодарить профессора Ф. А. Шамояназа постановку задач и постоянное внимание.
ABSRTACT. Assuming that wj (1 < j < n) are functions having somehow regular variation in (0,1) and w = (wj, ...,wn), a function f holomorphic in 
Un is said to be of the weighted space Hp(u), ifll/lb(W) = (Д |/(OI₽(1 - KDdrMC)) l/p < +oo, 0 < p < +oo.



46 А. В. АрутюнянIn the paper it is found a complete characterization of the spaces №(w) in the terms of partial derivatives. Particularly it is proved that f £if and only if ^y)6/F(a)
where w = (wi, ...|Wn), w/(t) — (1 < j < »*)•
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В статье построенная М. М. Джрбашяном теория факторизации меро­морфных в единичном круге функций расширена вплоть до исчерпыва­ющей теории представлений типа Рисса 6-субгармонических функций. Общая теория построена по новому, упрощенному методу, подобному примененному при построении теории автора в полуплоскости и осно­ванному па обратимости оператора Ьш М. М. Джрбашяна. Получен окончательный результат, относящийся к качественному сравнению ы- характеристических функций М. М. Джрбашяна с неванлинновскими характеристиками. Также получен частный результат, относящийся к проблеме вложения классов М. М. Джрбашяна и к аналогичной задаче для рассмотренных классов 5-субгармонических функций.

ВВЕДЕНИЕ
На Международной конференции по теории аналитических функций, Ереван 1965, М. М. Джрбашяном [1] была предложена общая идея расширения его теории факторизации классов Na функций, мероморфных в круге (см. [2], гл. IX) до теории представлений типа Рисса определенных классов субгармонических функций. Поскольку основной отправной точкой этой идеи является замена logl/COI произвольной субгармонической функцией u(z) и произведений типа Бляшке М. М. Джрбашяна - определенными потенциалами типа Грина, эта идея имеет смысл также при применении к его более поздней, исчерпывающей 



48 А. М. Джрбашянтеории факторизации и граничных свойств функций, мероморфных в единичном круге, часто называемой ^-теорией [3] - [7]. Однако, с 1965 года по расширению -теории получены лишь немногие результаты (см. [8] - [10], где в некотором частном случае решены сопряженные задачи).
В этой статье построена исчерпывающая теория представлений типа Рис- са функций й-субгармонических в единичном круге комплексной плоскости (т. е. представимых в |х| < 1 в виде разности двух субгармонических функций). Общая теория построена по упрощенному методу, аналогичному примененно­му в теории автора в полуплоскости [11]. Этот метод позволяет некоторым образом отождествлять рассматриваемые аналоги -классов с вполне опреде­ленными подмножествами неванлинновского класса /V, рассматриваемого для й-субгармонических функций. Рассуждения основаны на новых результатах об обратимости оператора М. М. Джрбашяна и о представлениях рассмотрен­ных потенциалов типа Грина посредством обычных гриновских потенциалов со специальным распределением массы. Получен также окончательный результат, относящийся к качественному сравнению ^-характеристик М. М. Джрбашяна с характеристиками Неваплинны. Кроме того, доказан результат о вложении рас­сматриваемых классов й-субгармонических функций, что приводит к частично­му решению проблемы вложения классов М. М. Джрбашяна, которую можно сформулировать также в виде хаусдорфовой проблемы моментов [3, 12]. Решение последней в случае, когда классы являются подмножествами неванлиннов­ского класса ДГ мероморфных функций ограниченного вида в |х| < 1, ранее было найдено И. В. Островским [13]. Однако, здесь мы рассматриваем только аналоги классов , содержащих ./V, т. е. некоторые классы й-субгармонических функций, 

содержащие функции, представимые в |х| < 1 в виде разности двух неотрица­тельных субгармонических функций и исчерпывающие все множество функций, й-субгармонических в |х| < 1.



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 49Вспомогательные результаты §1 являются аппаратом, использованным в §2 для построения обшей теории. Доказательства утверждений §1 отодвинуты в §3.
§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Начнем с некоторых упрощений обшей операции интегродифференци- ровапия типа Римана-Лиувилля Ьш, использованной в ^-теории. Оператор определен в [3] следующим образом. Функция си(г) принадлежит классу П, если она положительна в [0,1), ш(0).= 1 и
/■I/ ы(г)сйс < +оо.УоДалее, фупкпия Р(1) принадлежит классу Ры, если при некотором ш(х) € П имеем Р(0) = 1 и РЩ = X [' ^-<1х, 0 < X < 1. (1.1)

Если Р(Х) 6 Ры, то для измеримой в |я| < R < +оо функции и(я) формально
1 Г л1 >£ыи(ге’7’) = —— < г / и(Хге“',)<1Р(Х) > .I «/о >Использование этого определения оператора Ьш было целесообразно в Ыш- теории ввиду его приспособленности к обоим случаям <д(1 — 0) = 0 и с*>(1  - 0) = = +оо. Однако, можно убедиться в том, что какие-либо ограничения на глад­кость функции ш(г) вблизи левого конца интервала (0,1), по существу, не при­водит к потере общности в ^-теории. Поэтому могут быть успешно применены также упрощенные формы оператора Ьш, данные в нижеприведенной лемме.

Лемма 1.1. 1°. Если функция ы(г) £ П такова, что ш(1 — 0) = 0, ш'(х)

существует при любом х 6 [0,1) и принадлежит £1(0,1), и, кроме того

Х1ойХ [ = о(1) при X —♦ +0, (1.2)
Л х

то для любой функции и(з), 6-субгармонической в |я| < R < +оо<֊1£ши(я) = — / и(Хя)(Хш(Х), |я| < R. (1.3)
./о



50 A. Mi. Джрбашян2°. Для любых функций ш(х) е Q и u(z), гармонической в |z| < R < +оо
Luu(z) = u(0) + ЬШ1и(г), |z| < R, (1-4)

где оператор Ьш, определен как в (1.5), но

шг(4) = [' ^Idz^Q 
Jt ®

11
!/(>) = |>|^«(ж).

Замечание. Первое утверждение леммы 1.1 распространяет одну из формул леммы 2 работы [3] на 6-субгармонические функции, а второе утверждение, по существу, доказано в [3]. Кроме того, из (1.5) очевидно, что Ьш является обобще­нием оператора интегродифференцирования Римана-Лиувилля, поскольку при­обретает такую форму при
ы(х) = (1 ֊ *)"Г(1 + а)’ а > 0.

В следующей лемме мы называем область G С С звездообразной, если наряду с любой точкой z £ G она содержит отрезок [0, г].
Лемма 1.2. 1°. Пусть функция w(r) £ Q такова как в утверждении 1°
леммы 1.1 и, кроме того, пусть ы(х) непрерывно дифференцируема в [0,1) и при некотором Р > 0

|w(t)| < О ((1 -1/) при t—»1-0. (1.5)
Далее, пусть функция u(z) субгармонична в некоторой звездообразной области 
G. Тогда функция Lwu(z) субгармонична bG и непрерывна в G\{0}. Кроме того, 
если «(0) / —оо, то Luu(z) непрерывна также в точке z = 0.2°. Если u(z) голоморфна или гармонична в звездообразной области G, то 
при любом ш(х) £ П такого же типа в G и функция Luu(z). Кроме того, если 
Luu(z) = С = const в окрестности начала координат, то u(z) = С.



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 511.2. Йиже приведены некоторые свойства потенциалов типа Грина, построенныхс применением факторов типа Бляшке М. М. Джрбашяна
Лы(я,С) = ехр < —х I + Сш ( —С 7 к х -1 -^-!-dx\, 

X

Аы(г, 0) = я,
= А(։,С) = (1.6)

„к
—, △* = к ы(х)хк х<1х.
&к Л

Следует отметить, что при любом и։(г) £ П функция ДДя,£) (|£| < 1) голоморф­на в |я| < 1 и имеет нуль, притом первого порядка, только в точке г = ( (см. [4],лемму 1.5 и формулы (1.9), (1.64) - (1.68)).
Теорема 1.1. Пусть ш(х) ЕЙ - любая функция, удовлетворяющая условию

и пусть р(С) - неотрицательная борелевская мера в |£| < 1 такая, что
/ ы(х)<1х I Л>(С) < +оо.1С1 / (1.7)

10. Тогда потенциал типа Грина

( 1ог |Лш(я, <)|Ж/(С)
1С1<1

- субгармоническая в |я| < 1 функция.2°. Если наряду с (1.7) р(£) удовлетворяет условию

И (1 “ К1)<МС) < +о°.•/ У|С|<։
(1-8)

то
1ш(я)= [[ 1ой|Л(я,С)|Л/(С) + ^ [

1 ֊/|<|<1 7.К1 у0

2гЗш(яе-{в)Лф(е), и < 1, (1-9)
где

О X

(1-11)



52 А. М. Джрбашян5и(ж) = 1 + 2Е^> 1а1<1։

а ^(0) ~ ограниченная в [0,2тг] функция, которую можно найти из соотношения 
Гв^(0) = Вт / Ьи>[/Ы(ге1*’) -/(ге։*’)]^1 0е[О,2т]. (1.10)

г—>1-° у0При этом, если ш(х) - невозрастающая функция, то ф(О) - неубывающая в [0,2т] 
и наоборот.

Ниже приведено иное представление потенциала типа Грина, осуществляе­мое посредством обычного гриновского потенциала, справедливое при ы(х), удо­влетворяющем некоторым условиям гладкости в [0,1].
Теорема 1.2. Пусть ш(х) (ы(0) = 1) - положительная, непрерывно дифферен­

цируемая в [0,1) функция, удовлетворяющая условию (1.5). Далее, пусть р(£) - 
неотрицательная борелевская мера в |£| < 1, подчиненная условию (1-7). Тогда 
функция Ьш7ш(г) субгармонична и непрерывна в 0 < |я| < 1. Кроме того, в |г| < 1 имеет место представление

ЬМ*)=Н  А-1ов|АЛк,<;)|Л'Ю= / [ 1о8|Л(л,с)1<МС). (1.11) 
где цДЕ) = Ь^(Е) = - ш'(1)и(1Е)<Й (1.12)7одля любого борелевского множества Е, компактно содержащегося в {|я| < 1}.

Обратимость оператора в классе гармонических функций, вытекающая из следующей теоремы, необходима для дальнейших построений.
Теорема 1.3. Пусть функция П(к) субгармонична в |я| < 1, и пусть си(х') - 
невозрастающая в [0,1) функция, удовлетворяющая условиям теоремы 1.2. Если 
Ьыи{я) = 0 в |г| < 1, то и(х) = 0.
Замечание. Как было отмечено выше, при ы(х) = (1 — х)°, а > 0, оператор переходит в дробное интегрирование Римана-Лиувилля. Тем самым, в этом 



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 53случае имеет обратное, являющееся дробным дифференцированием такого же типа. В общем случае задача обратимости оператора Ьы была рассмотрена в [4] (теоремы Б и В) с целью нахождения явного вида обратного оператора. Это было достигнуто только в случае, когда м(1 — 0) = +оо. В предыдущей же теореме рассматривается случай у(1 — 0) = 0.1.3. Ниже мы приводим лемму о разложимости оператора Ьш.

Лемма 1.3. Пусть функции ш^х) и шг(х) удовлетворяют условиям теоремы 1.3 
и, кроме того, пусть «г(г) =1, 0 < х < €0

при некотором е0 6 (0,1). Тогда функция

(1-13)
принадлежит П, и справедливы равенства

4(») = - I (?) т = - / “4(‘М (?) т-

у. \ Ъ / Ъ ՝ Ь / Ь
(Ы4)

Кроме того, если и(я) - функция, 6-субгармоническая в звездообразной области

О, то

•Бо13и(з) — 2<и,։и(я) — и(г)| 2 6 £>• (115)
§2. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ

Метод построения нижеприводимой общей теории представлений типа Рис- са функций, {-субгармонических в |я| < 1, основан на обратимости оператора 
Ьш и приведенных в предыдущем параграфе свойствах потенциалов типа Грина. Этот метод позволяет привести проблему представления к хорошо известному неванлинновскому случаю, когда функция - “ограниченного вида”, т. е. предста­вима в |я| < 1 как разность двух неположительных субгармонических функций. Всюду ниже будем говорить, что функция и(я) {-субгармонична в области И, 



54 А. М. Джрбашянесли и(з) ±оо и имеет место представление и(з) = и։(г) - где и1,2(а) - субгармонические в О функции.
2.1. Начнем с неванлипновской теории. Пусть функция и(г) 5-субгармонична в |г| < R < +°о, и пусть р(С) - ассоциированная с пей мера. Для любого борслевского множества Е С {|я| < Л}, компактно содержащегося в {|к| < R} (т. е. такого, что Е С {|я| < Л)), обозначим

м^)=1/Е^.
Отмстим, что мы пользуемся верхними индексами ”±” и ” как обычно, полагая а+ = тах{а, 0}, а = а+ — а . Последний же интеграл можно понимать как зир < ^2[*'(Фь)] + (, взятый по всевозможным разложениям Е = и*  Ек, где ЕкI *- непересекающисся борелевы множества. Очевидно 1^(Е) = &+(Е) — и-(Е) и

//Е^^=I/в^+(с)+//л_(0՜Взяв г — 0 в разности риссовских представлении и(з) в |к| < г и в |з| < г0 (0 < т0 < г < Л), приходим к формуле Иенсена-Неванлинны :
[ и(гое'е)^ =— [ и(ге“)М- [[ Ь^«)֊™ ֊/о Л 3 Л.<|<|<г К1- 1о8 7՜ И <МС)> Го < Г < 1. (2.1)

Го У •/|<|<Го

Далее, вводя нсванлинновские характеристики п±(2) = МО и1 Г2г т(г, ±оо)=— / и±(ге* 9)</0, 2х Уо^(г,гo,±oo)= / (г") (Ц+ п± (г„) 1об —,
</г, 1 ГО

Т(т, го, ±оо) = т(г, ±оо) + ^(r, то, ±оо),
можем записать (2.1) в форме соотношения равновесия

1 Г2тТХг.Го.+оо) = Т(г, г0,-оо) ± — и(гое'в^9, г0<т<Я, (2.2) 



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 55являющегося частным случаем первой основной теоремы Неванлинны. Класс .У функций, 5-субгармонических в |я| < 1, естественно определять условием
sup Т(г,гО14-оо) < +оо. (2.3)

г.<г<1

При этом, выбор г0 € (0,1) здесь не существенен, поскольку (2.3) очевидно экви­валентно тому же условию с любым другим г0 6 (0,1). Далее, из (2.2) следует, что (2.3) эквивалентно ограниченности Т(г,г0,—оо). Кроме того, стандартные рассуждения, связанные с предельным переходом г —» 1 — 0 в представлении Рис- са и(я) в |я| < г, приводят к следующей неваплинновской теореме.
Теорема 2.1. 1°. Класс N совпадает с множеством функций, представимых в 
виде

где i/(£) - борелевская мера такая, что

/7 (1-KI) 1^(01 < 4-оо, (2-5)
а р(0) - функция ограниченной вариации в [0,2т].2°. Класс совпадает с множеством функций, представимых в \к\ < 1 в виде 
разности двух неположительных субгармонических функций.3°. Если имеет место представление (2.4) - (2.5), то функция р(9) может 
быть найдена из соотношения 

р(0) = Нтоу «(ге** 1)^, (2-6)
где предел конечен при любом 9 6 [0,2т]. Если р(9~) определено по (2.6), то при 
любом 9 6 [0,2т]

М±(0)^ / (d/i(t))± = lim ^(re'^dtp, 
Jo r~* 1-°Jo
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е е вд(0) =М+(0)-М-(0), \/д=\/м+\/* 4-- О ОО2.2. Для построения аналога теории факторизации М. М. Джрбашяна предполо­жим что функция и(х) 6-субгармонична в |г| < R < +оо, и обозначим через класс функций ш(®), удовлетворяющих следующим условиям :(а) функция ш(х) положительна, невозрастающая и непрерывно дифферен­

цируемая в [0,1),(б) 1^(0) = 1 и существует /3 > 0 такое, что ы(г) < О((1 — г) 3) при 
х —♦ 1 — 0. *

Отметим что, если ы(г) € то ю(х) удовлетворяет условиям всех утверждений предыдущего §1. Далее, полагая что - ассоциированная с и(я) мера, для какого-либо г 6 (0, R) введем в рассмотрение гармоническую в |г| < г функцию

По лемме 1.2 гармонична в |г| < г также функция иш(я) = Дш{/(я). С другой стороны, по той же лемме функция иш(г) = £ши(я) непрерывна в {|г| < г}\{0). Кроме того, из представления (1.11) теоремы 1.2 следует, что
Ит 

р—г-0

Поэтому, устремляя р —♦ г — 0 в представлении Пуассона иш(я) в \г\ < р, получимI г2» г2 _ |2|2и^ = ^]0 1*1 <г-
Взяв г = 0 в разности двух таких представлений, записанных в |г| < г и в |я| < г0(0 < го < г < Я), приходим к формуле типа Иенсена^Неванлинны

[ Ьши(тое'в)д0 =^- [ Ьии(ге'в)М — [ [ \ [ ) Л'(С)—
2,г до 2» до д Ло<|с|<г \у|С|/г х )- [[ ( /1<1/Г' </у(С), г0 < г < R. (2.7)

7У|(1<г. \У|(|/г ® /



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 57Однако предварительное применение представления (1.11) теоремы 1.2 приводит к другой форме этой формулы, где слагаемые, очевидно, равны соответствую­щим слагаемым в (2.7) :
Г Ьши{тоё9)М = ± Л Дыи(ге’»)^- /[ 1ов 4<М0֊

-1о8— [ I ^(С). г„ <г< R.
го 7 7](|<гв

Таким образом, Формула типа Иенсена-Неванлинны для функции и(д) почленно совпадает с обычной формулой Иенсена-Неванлинны, записанной для функции иш(я) = 7.ц,и(г). Тем самым, вводя ш-характеристики М. М. Джрбашяна

приходим к нижеследующей теореме, относящейся к качественному сравнению этих характеристик с неванлипновскими.
Теорема 2.2. Если ы(х) £ П, и функция и(д) 6-субгармонична в |z| < R < < +оо, то при любых г, г0 Е (О, R) ^-характеристики М. М. Джрбашяна от u(z) 
совпадают с характеристиками Неванлинны функции Uu(z') = Lwu(z).
Замечание. Задача качественного сравнения характеристик М. М. Джрбашяна с характеристиками Неванлинны хорошо известна. Первые результаты были до­казаны в [4] (леммы 4.6 и 4.7). Окончательный характер теоремы 2.2 - результат рассмотрения неванлинновских характеристик 5-субгамонических функций.Аналоги классов М. М. Джрбашяна - классы функций, 6-субгармоничес- 
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ких в |л| < 1, естественно определять условием

вир Ты(г, го, 4-оо) < +оо, (2.8)
г.<г<1где го 6 (0,1) - любое фиксированное число. Тш(г, гО1 +оо, и) = Т(г, г0, +оо, иш) в силу теоремы 2.2. Поэтому выбор г0 здесь не существенен. С другой стороны, «(г) 6 1ЧШ тогда и только тогда, когда пш(л) 6 М.Более того, оказывается, что используя обратимость оператора Бш (теорема 1.3) и представление неванлинновского класса IV, можно установить представления классов Ыи.

Теорема 2.3. Пусть ш(г) ЕЙ, - любая функция. Тогда :Iе. Класс No, совпадает с множеством функций, представимых в видеф) = /7 1ой|Л,(я, 01^(0 + ֊ ИеЗ^е-^Ю, |я| < 1, (2.9)
7 7|<|<1 ** до

где Аи - фактор типа Бляшке М. М. Джрбашяна

~ гк Г1■$ш(С) = 1 + 2 ^2 д—, у ы(г)г*  1<1х

- ею ядро типа Шварца, и(£) - борелевская мера, удовлетворяющая условию

[ [ \ [ ш(х)<1х | |&/(С)| < +оо, (2-Ю)V -/1(1 <1 \yici /а р(9) - функция ограниченной вариации в [0,2тг].2°. Если имеют место представления (2.9) - (2-10), то для р(6) справедливо 
утверждение 3° теоремы 2.1, где и(л) заменено на Пш(к) = Ьши(к).3°. Класс содержится в любом No, (ы(х) 6 С другой стороны, 
теоретико-множественная сумма классов No,, взятая по всемш(х) 6 Я», совпадает с множеством всех функций, 6-субгармонических в |к| < 1.
Доказательство. 1°. Если и(я) б то £ши(я) = иы(я) € Тем самым, функция иы(к) представима в виде (2.4) - (2.5), где и заменено на иш. Но

1 — I ж!2, .,2 ' = ^ДеЗф-’ж), 9 С [0,2к], |к| < 1,Iе ■*!



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 59поэтому, в силу (1-11)
Ьши(г) = |Лш(г, С)|^(<) +/ Ке5и(е-'в.г)</д(0) I , |я| < 1,

Р֊/|(|<1 г* •!о )и (2.9) следует из теоремы 1.3, так как разность и(я) и функции в фигурных скобках гармонична в |г| < 1. Условие (2.10) легко следует из ограниченности характеристики ЛГш(г, г0, ±оо). Обратно, если и(г) представима в виде (2.9) - (2.10), то из (1.11) следует, что иш(г) представима в виде (2.4) - (2.5). Отсюда следует, что £ /V, и и(х) € ЛГ„. Доказательство утверждения 2° очевидно.3°. Если и(х) £ М, то и(г) = И1(я) — «2(2), где 141,2(2) - неположительные, субгармонические в |я| < 1 функции. Тем самым, Лши(л) = £шН1(я) — Ьии2^2), где функции АшП1,2(г) тоже неположительны и субгармоничны в |я| < 1. Следо­вательно, Ьыи(г) £ М, и и(х) £ Мш. Пользуясь вышеприведенными формулами для ы-характеристик, для любой функции и(г), 6-субгармонической в |л| < 1, нетрудно подобрать ы(г) Е П, такое, что и(г) £
Замечание 1. Как было отмечено выше, и(х) 6 Ми при некотором ы(х) £Е Я» тогда и только тогда, когда £ыи(х) £ IV. Более того, из приведенных рассуждений очевидно следует, что ЬШ1УЫ является строгим подмножеством IV, совпадающим с множеством непрерывных субгармонических в |я| < 1 функций, допускающих представление видас/(г) = /7 1ог <МС) + ֊ Г и < I,У У|х|<1 1 - С*  Л |е* в -I . *где д(0) и РШ(С) такие, как в представлении (2.4) - (2.5) класса М, однако, в дополнение, для существует борелевская мера и, удовлетворяющая условию (2.10) и связанная с иш формулой (1.12).
Замечание 2. Если функция н(я) субгармонична в |з| < 1 и ш(х') 6 то условие (2.8), определяющее класс Ми, можно записать в виде

Г2г +зир / [Лши(ге։в)] а0 < +оо.
0<г<1 Уо



60 A. M. ДжрбашянЕсли, в добавок, и(г) неотрицательна, то пользуясь представлением (1.3) опе­ратора Ьш, можно показать, что последнее условие эквивалентно тому, что / [ и(я)|ш'(|я|)|*г(я)  < +оо,
где dtr(z) - плоская мера Лебега. Взяв здесь w(z) = (1 — г)“ (от > 0), можно проследить связь между и первоначальными классами, факторизованными М. М. Джрбашяном [14], [15]. Следует отметить, что некоторые свойства последних впервые были изучены Неванлинной (см. [16], п. 216).2.3. Ниже установлены некоторые результаты, связанные с проблемой вложения 
классов Nu.

Теорема 2.4. Если функции w։(z),w2(z) G П, совпадают при х G [0,1] доста­точно близком к 1, то NUl = NU1.

Доказательство. Пусть с G (0,1) - фиксированное число, и пусть w; (z) = w2(z) для всех х G [н, 1]. Полагая, что функция и(я) 5-субгармонична в |z| < 1, можно убедиться в том, что
1 f2*пч,։(г,+оо)< max |w'3(f)|— / и+((1֊£)е'։)<й+тш,(г,+оо), 0 < г < 1.

в Z7T JqС другой стороны, простое вычисление показывает, что
^(r, 1 -е,+оо) = Nu,(r, 1- Е,+оо) -f-Q(r), 1 -е < г < 1,

где слагаемое

равномерно ограничено в [1 — е, 1]. Отсюда следует, что
sup ТЫз(г, 1 — Е, 4-оо) < +оо,

1—։<г<1если ТЫ1 удовлетворяет тому же условию. Таким образом, u(z) 6 NU2, еслиu(z) G NU1. Обратное утверждение очевидно.



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 61Теорема 2.4 показывает, что класс 1Чи по существу определяется лишь поведением ш(х) вблизи 1. Тем самым, изменение ш(х) Е (1, в окрестности начала координат (при котором ы(х) остается в П։) не отражается на классе Очевидно можно изменять значения ы(х) £ П, в окрестности начала координат, положив ш(х) = 1, 0 < х < 1/2, при некотором I £ (0,1) и продолжив ш(х) в 1/2 < х < I как непрерывно дифференцируемую функцию. Использование такой функции ш(х) £ П։, имеющей простое поведение вблизи начала координат, приводит, в частности, к доказательству следующей теоремы.
Теорема 2.5. Если функции Ы1,з(х) принадлежит £1, и, для х достаточно 
близких к 1, ыз(х) 6 П« определена по формуле (1.13), то С ЛГШз.
Доказательство. Пусть при х € [0,1] (0 < I < 1) функция о>з(х) определена по формуле (1.13). Положив £1,з(х) = 1 при 0 < х < 1/2 и продолжив Ы1>2(х) в 1/2 < х < I как непрерывно дифференцируемые функции, такие, что £1,2(х) = = «1,з(е) при х Е [1,1], по формуле (1.13) получаем новую функцию ш3(х) £ Я, такую, что й>з(х) = ш3(х) при х Е [1,1] и £3(х) = 1 при х £ [0,1/2]. С другой стороны, функции £1,з,з(е) удовлетворяют условиям леммы 1.3. Тем самым, для этих функций верна формула (1.15). Если и(я) 6 то /,£,и(я) Е IV, т. е. Да։и(.г) = 1/1 (я) — С/2(я), где 1/1,з(я) субгармояичны и неположительны в |я| < 1. Следовательно, £й3и(я) = К (я) - У2(я), где У1>2(я) = Дэа1/1,з(я) - неположительные субгармонические функции в |я| < 1. Отсюда следует, что £й3и(.я) 6 /V и, что то же самое, и(я) £ Г/&а. Итак, С -/Уй3. Аналогично доказывается вложение С No,, а нужное утверждение вытекает из равенства /^<51,։,։ = Аы։,а,3 и Теоремы 2.4.2.4. Обратная задача вложения классов Л/ц, может быть сформулирована следу­ющим образом : при каком соотношении между и»1(х) £ и шз(х') £ П, имеет 
место вложение С ? Эта проблема была предложена М. М. Джрбашя-



62 А. М. Джрбашянном [12] (для классов /4, мероморфных функций) в форме проблемы моментов Хаусдорфа. Одновременно, в [12] было выдвинуто предположение (которое спра­ведливо, когда функции ы(х) принадлежат основной шкале (1 - х)а) : //Ш1 С 1ЧШз (или, что то же самое, предложенная проблема моментов имеет искомое реше­ние) если только Ы1,3(:в) 6 П монотонны в [0,1), и отношение ы3(х)/ы1(®) не 
возрастает. В дальнейшем решение этой проблемы было найдено И. В. Остров­ским [13], рассмотревшим случай, когда функции Ы113(х) не убывают в [0,1], т. е. классы 1ЧЫ являются подмножествами неванлинновского класса меро­морфных функций ограниченного вида в |л| < 1. В [13] было найдено условие, VIболее ограничительное, чем невозрастание ы3(х)/ы!(х), обеспечивающее вложе­ние С Было показано, что найденное условие не может быть заменено 
невозрастанием ы3(х)/ы1(х).Напомним, что в этой статье рассматривается случай, когда ы(1 — 0) = 0, и, тем самым, классы содержат класс и исчерпывают множество всех функций, 6-субгармонических в |л| < 1. Как ясно из леммы 1.3, решение отме­ченной проблемы вложения можно свести к решению интегрального уравнения Вольтерра (1.14). В общем случае это может быть предметом для нового исследо­вания. Ниже мы будем рассматривать простой случай - когда (л) принадлежит основной шкале, т. е. сД1(л) = (1 — х)а (а > 0). В этом случае (1.13) переходит в интегральное уравнение Абеля
где . . ы3(1 - у) . ы2(1 - у)№)՜ (1-У)Г(1 + а) И 9^~ (1֊ «)։+“•
Опираясь на теорему 2.5 и хорошо известное решение последнего уравнения, данное Я. Д. Тамаркиным [17] (см. также [2], стр. 574), приходим к следующемуутверждению.



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 63Теорема 2.6. Пусть о>1(х) = (1 — х)а (0 < а < +оо), р - натуральное число, 
определенное из неравенств р— 1 < а <р, а функция «з(х) 6 О, такова, что при 
некотором I € [0,1)(а) <Р/<1хр Л(х) 6 Ь1(/, 1) при некотором I 6 [0,1), где

(б) а(1) = а'(1) = ... = а(”)(1) = О,(в) (—1)рх1+“а^₽\г) < 1 - неотрицательная, невозрастающая и непрерывно 
дифференцируемая в (/,1) функция.

Тогда для функций и

~ ^Г(1+о) °(Р)^- 1 < х < 1

в (1,1) справедливы формулы (1.13) - (1.14). Кроме того, ЛГШ1 С МШз и Мы- С ЛГ„։ 
при любом € П,, совпадающем с ы-з(х) в (1,1).
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство леммы 1.1. 1°. Из (1.1) вытекает, что ы(<) = Р(1) — 1Р'(1). Поэтому, если я = ге||р и |г| = г < R, то
Г Г1 / Г \/ Ьши^хе’^Ах = — I ( и(айе։'*’)«{г)4Р(*)-4Р'(<)]> (3.1)

•/о Уо \3о /где интегралы абсолютно сходятся. Обозначив
</(<е1՜*’) = 1Р'(1) Г ифе’՜*’)^, 0 < I < 1, (3.2)

30заметим, что 7(<е*՜*) = О(1)Р'(<) = о(1) при <-»1-0. (3.3)
Для доказательства такого же соотношения при t —♦ +0 заметим, что по теоремеРисса

u(aei*’) = /7 log ^(0 + - С/2(<7е։>), 0 < a < г,J •'Klo՜ r ~ чо’в** ’



64 А. М. Джрбашянгде Ча - наименьшие гармонические мажоранты субгармонических функций какого-либо разложения и = их — «з, а ։/(£) - ограниченная борелевская мера в |£| < г. Из этого представления и условия (1.2) следует, что
1Л<«*)|  < Р-(<) (/" 1»81^(01 + »(1) при ։ —»+о.

Легко проверить, что в обоих случаях 0 < |<| < тЧ и Н < |£| < г имеем
О <

/"■*  2г 2е
О < I < -. 

е

Отсюда, по (1.2) А(1е1Ч>) = о(1) при < —» +0. Тем самым, из формул (3.1) - (3.3) следует, что
I Ьши(хс''е)<1х = — [ ( ! и(х1л"р)<1х \ ЛРЩ — / 1Р'(1)<1 ( Г и(х$е’*’)Л;о )о \)о / Уо \Уо

и^гё'оур^).

2°. Согласно лемме 2 из [3]
Мя) = «(о)+/ (ИяшФ)՝) ^л = «(о) +д,։£/(я). 

УО \ 1Доказательство леммы 1.2. 2°. Если функция и(я) голоморфна в С, то для функции Ьши(я), записанной в виде (1.4), легко проверить справедливость полярных уравнений Коши-Римана. С другой стороны, если и(я) гармонична в 
С, то существует функция /(я), голоморфная вби такая, что и(я) = Ле/(я). Тем самым, функция £ши(я) = Ле£ш/(я) гармонична в б. Далее, если функция /(я) голоморфна в б, то ее разложение Тейлора

Я*)  = £С4я**=осходится в |я| < р = тш{|я|: я € 36}. Как легко проверить, разложение
00 Гг= 52б*Д*я* , До = 1, = к / ы^хЬ-^х, к>1*=о ֊'° 



Расширенис теории факторизации М. М. Джрбашяна 65имеет тот же радиус сходимости. Поэтому из тождества Lw/(z) = С == const, (|г| < е) следует, что Со = С, С*  = 0(к > 1), и f(z) = С = Со- Это рассуждение очевидно можно повторить в случае, когда функция u(z) гармонична в С и Luu(z) = С = const в окрестности начала координат.1°. Полагая, что £ / 0 - фиксированная точка, сначала докажем, что при любом Л > 0 интеграл
ад=4.Ь։« =

г1 г1= - 1ой|Л(С —z4)|w'(t)dt+ / log |Я2 — = Ji (я) + Jj(z)
Jo Jo- непрерывная в |z| < R функция. Действительно, если |z| < 6 < R, то Ja(z)равномерно сходится, поскольку

|ui'(Z) log |Я2 - (zt[| < max < log2/?, log 1
R(R - 6) h'WI e £1(0,1).

Тем самым, J2(z) гармонична в |z| < R. Далее, если К - содержащийся в |z| < R компакт, не пересекающийся с отрезком [£, Я£/|С|), a z G К, то ясно, что | log |Я(С —zi)|| < С < +оо (0 < t < 1), где С - постоянная, зависящая только от расстояния между К и [С Я£/|С|). Отсюда следует, что Л(х) гармонична в {|z| < Я}\[£, Я£/|£|). Чтобы показать, что Ji(z) непрерывно продолжима на отрезок «. Я</|С|), предположим z = </А (|С|/Я < А < 1). Тогда
1J։(z) = log Я|С| - [ log 1 - у ы'(*)Л  = logЯ|<| + Ф(А), 

Jo ли, очевидно, достаточно только показать, что Ф(А) (где А рассматривается как комплексный параметр) непрерывно продолжима на отрезок (|£|/Я, 1]. Для этого воспользуемся представлением
Ф(А) = Яе

70 * ~ *полученным интегрированием по частям. Так как функция ы'(<) непрерывна в [0,1) и удовлетворяет условию (1.5), то по хорошо известному свойству интегра­лов типа Коши (см., напр., [18], разделы 5.1 и 8.1) Ф(А) непрерывно продолжима 



66 A. M. Джрбашянна [(/Я, 1]. Далее, полагая, что 6 Е (0,1) - любое число, R = sup{6|z| : z Е G), и обозначив
W = [[ log dp(C),

J JceiG R2 - (,zгде iz(£) - борелевская мера, ассоциированная с «(г), докажем, что функция
Luls(z) непрерывна в 0 < |я| < R и такова, что

Lwh(z') = £<Jog
J J^SG

Я(С-»)
R2- <2 0 < |я| < R. (3-4)

Для этого заметим, чтоЯ|К|-И*|  Я(£-*)Я3 — K*|t  - R2-CZ К1.И<я, о < t < 1,

Следовательно
AJog Я(С ֊_*)  Я2-<2 У1, R2- fait ,

<10gA+/ losiki-Mt||tjW = logA+A՜

Если |z| < |С|, то ввиду свойств w(t) имеем1 У I 1л < log log у—j|w'(*)|d*  = log + Ci < +oo.
С другой стороны, если KI < |г| < Я, то по тем же свойствам1 7՜1 1>4 < bg 7-т + / log г--------гк'(е)|л<

И Jo |£|-t< log -Д- 4- max [ - |z| o<«<ijo Т—Цт|й/(*)|Й  = log Д 4- Са < 4-00.
Таким образом

log Д(С֊_а) Я2֊ <2 < log Я 4- min {log 1 i 1 I 
И’ gKIJ 4- С3. (3-5)

Тем самым, правый интеграл в (3.4) абсолютно и равномерно сходится внутри О < |г| < Я. Отсюда следует, что формула (3.4) справедлива и функция £„/^(2) непрерывна в 0 < |г| < R. Если и(0) / — оо, то
If log||i^(C)<4-oo
J У|(|<я/2 KI



Расширение теории факторизации М. М. Джрбашяна 67(см. [19], раздел 3.9). Следовательно, по (3.5) функция непрерывна также в точке z = 0. Наконец, остается заметить, что если D - звездообразная область такая, что D С 6G, и z) - ее функция Грина, то функция
♦Ю = /7 + [[ log Л,«)

J J (to J JfesG R2-Qzгармонична в D. Следовательно, по только что доказанному утверждению 2°, ЛшФ(я) гармонична в D, a Ьши(г) непрерывна в Д\{0} (а также в точке z — 0, если и(0) / —оо). Отсюда следует, что £ыф) непрерывна в G\{0} (а также в z — 0, если и(0) / —оо). Далее, неравенство между £ши(л) и ее средним, обеспечивающее нужную субгармоничность, можно непосредственно проверить, пользуясь формулой (1-3).
Доказательство теоремы 1.1. Полагая, что 6 6 (0,1) - любое число и пользуясь асимптотической формулой (1.687) из [4], можно проверить, что второй интеграл в правой стороне представления

W=[l log|XMI<MC)+ /7 log \Mz, С)|^(С) (3.6)
J дек« J •'*<id<iявляется гармонической в |я| < б функцией. Для исследования первого интеграла правой части этой формулы введем в рассмотрение функцииФ. С) = log\Aw(z, C)l “ log ЬФ> 01. «Ф. О = О. гармонические в |я| < 1. Из формул (2.21) и (3.10) работы [3] следует, что при |С| < 6 и г G (5,1) имеем



Г1△л- = к / ы(х)хк~х <1х, к > 1../оПоследние формулы могут быть рассмотрены также как очевидные следствия утверждения 2° леммы 1.2. Действительно, (3.8) справедливо, так как и(г,<) гармонична в |г| < 1, а (3.7) следует из (3.8), поскольку разница правой и левой сторон (3.8) - гармоническая функция, обращающаяся тождественно в нуль после применения Ьш.По формуле (2.40) из [4]
и<Хг>С) = и* г-с/г /о 1-(гхОтсюда следует, что

При г = ге'е и |<| < 8 (6 < г < 1)гК1 дх 1
11 < тах{ш(х)} / ------- = шах {ш(г)}1ой֊-------

0<։<41 4 П Уо К1/Г-Г 0<։<41 4 11 °1 —Г72 < Г [ ш(х)<1х < 4-00,1 — ог 1а
11<1 х — С,г

1

Их 4- <
1<1

с!х 4- 1ой1

1 “ г хТаким образом
|иш(ге‘®, С)| < М6,г < 4-оо, |<| < 6 < г < 1, (3.9)

где Мс։Г - постоянная, зависящая лишь от 8 и г. Полагая, что \г| < кт (0 < к < 1), |г| < 6 < г < 1, из (3.9) и (3.7) получим
(ОО
14-2^3 «‘а;1*=1
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Д*  =к [ ш(х)хк~1<1х> к [ ш(x)xt՜1dx >Л •/(!+«)/։> * ( —5— ) / ш(х)</։ = к I ——- Л > 0.\ 2 / «/(И-*)/։  \ 2 /Тем самым, при |к| < кг (0 < к < 1) и |£| < 8 < г < 1

I / - «ж « 2 К՜՜41 1 ( 2^ \|Ф.01<м։,р + 7:1;г(т77) '

Следовательно, интеграл
Р*(*)=  /7Л|(|<4абсолютно и равномерно сходится в |з| < кг. Поскольку числа к 6 (0,1) и 

г е (6,1) произвольны, то функция [/4(г) гармонична в |з| < 1 и
// 1ов|Л,(ж,01^(С)= // 1ов|Л(к,01^(0+ ^(ж), и <1. (3.10)Л/К]<4 •'֊'1СК«Интеграл в правой части (3.6) является функцией, гармонической в круге |г| < 

6. Тем самым, ввиду последней формулы, интеграл является функцией, субгармонической в любом круге |г| < 6 < 1 и обладает в любом таком круге тем же характером сходимости, что обычный потенциал Грипа.2°. Формулу (1.9) можно получить, устремив в (3.10) 8 —♦ 1 — 0. Однако, ниже мы кратко опишем иной, более предпочтительный путь получения (1.9). Полагая, что 8 € (0,1) и |к| < <5/2 = г, будем иметь
Ф(*)=/7  Г(г,С)М0=(// + /7 ]Г(и,СХС) = Ф1(и) + Ф2(я)1

(3-11) где F(z,^) - интеграл из (3.7), являющийся голоморфной в |г| < 6/2 функцией. Повторяя вышеприведенные рассуждения, придем к неравенству |иа,(бе* в/£)| < < < +оо (|£| < 5), где М( - постоянная, зависящая лишь от 6. Из этогонеравенства следует оценка Г(а, £), обеспечивающая абсолютную и равномерную 



70 A. M. Джрбапхянсходимость интеграла Ф։(х) внутри |з| < 6/2. Тем самым, функция Ф1(з) голоморфна в |г| < 6/2. С другой стороны, нетрудно показать, что
[[ LuFMdu(Q,

где правый интеграл абсолютно и равномерно сходится в |я| < 6/2. Аналогич­ные утверждения для Фа(г) доказываются с привлечением надлежащих оценок слагаемых представления F(«,0 = -«<-(*,  С)+ п(>, О-Здесь —- интеграл в экспоненте в первой формуле (1.6), аг,/ ЛЧ У1 / 1 1 Л dx= / у-—^ + 1—ÎF-4 —•'ICI 11 - 1 _ т ) х(см. [4], лемму 1.6, где доказана одна из используемых оценок). Итак, функция Ф(з) голоморфна в |я| < 1 и справедливо представление
ЛшЕеФ(з) = Де/,шФ(г) = [[ Lwu(z,C)di/(C), (3.12)

где интеграл абсолютно и равномерно сходится внутри |з| < 1. По лемме 2.5 из [4], Lwu(z.£) = Uu(z,C) < 0, если ш(х) не убывает в (0,1), и иДх, £) > 0, если w(x) не возрастает в (0,1). Тем самым, по теореме Герглотца-РиссаГ 1 Г2* eie + z 1ДД1еФ(х)=Ее -/ -^-±-#(0) , И < 1, "»Г »/Q С *“ Я J

где - мера с надлежащими свойствами. Отсюда легко следует формула (1.10), а (1.9) следует из (1.10) так, как (3.7) из (3.8).
Доказательство теоремы 1.2. Так как ш(х) удовлетворяет условиям утвер­ждения Iе леммы 1.2, то функция непрерывна и субгармонична в 0 << |ж| < 1. Полагая 6 G (0,1), из (3.4), где берем G = {|з| < б՜1}, заключаем, что в 0 < |х| < 1 А- 7/ log|A(x, 01<М0= /7 Д*  log|A(z, 0|dv(C).
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Lw [[ log|.4«(z,C)|di/(C)= [I log 1^(2, 0 < |z| < 1. (3.13)

Докажем первое равенство в (1.11). Ввиду (1.6), при |а| < 6/2 и 6 < |£| < 1 имеем

где суммы сходятся. Ввиду (1.3), (1.7) и теоремы Фубини при |я| < 6/2 для интегралов по области 6 < |£| < 1 имеет место аналогичное (3.13) равенство.Следовательно, (1.11) имеет место при 0 < |з| < 6/2 (0 < 6 < 1) и, тем самым, всюду в 0 < |z| < 1. Перейдя к доказательству второго равенства (1.11), отметим, что log |A^(z, С)| < 0 (|л|, |<| < 1). Как нетрудно проверить, при г —» 1 — О

Отсюда следует равенство (1.11) с неотрицательной борелевской мерой иы наК| < 1, удовлетворяющей условию (1.8).Основной предпосылкой для доказательства (1.12) является формула
Lwlog |А,(я,01 u'{x)dx, |я|,К|<1, (3-14)

которую нетрудно проверить, пользуясь (1.3), (1.6) и равенством ДшСы(я) = = С(я) = (1 - г)՜1 (см. [4], формулы (1.9), (1.13) и (1.29)). Отметим, что формула (1.11) впервые была получена в работе [11], для специального случая ы(г) = (1 —г)“/Г(Ц-а), 0 < а < +оо. Следуя рассуждению из [20], предположим, что £ € С - фиксированная точка, Е С С - борелевское множество и рассмотрим функцию Дирака
1 10, при С £ Я.



72 A. M. ДжрбашянДля ассоциированной меры и субгармонической функции и хорошо известна фор­мула и = (2т)՜1 Ди, являющаяся следствием идентифицирования р с линейным функционалом
DD

(3.15)
где а(я) - плоская мера Лебега. При этом, равенство (3.15) верно для любой суб­гармонической в области DCC функции и(я) и любой функции у?(я) из C^(D') (т. е. из класса бесконечно дифференцируемых функций с компактным носите­лем, лежащим в D). Пусть - ассоциированная мера функции Lu log |Аы(з, £)|, субгармонической в |я| < 1. Ввиду (3.14) и (3.15) имеем

Отсюда следует, что
^С)(£) = ֊ / u'W>((xE)dx, Е С {Н < 1}.•/|С1

По первому из равенств (1.11), в силу (3.16), при любом <р G С”(|г| < 1) имеем
1<1<1

ICKIОтсюда приходим к (1.12).
Доказательство теоремы 1.3. По теореме представления Рисса, при любых 
ро е (0,1) и я, |я| < р0

U(z) = /7 log ^4 <М0 + Г Л, ^U^dO. (3.17)
JJ\c\<po Ро - 2% Jo |р<>е - г\
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Д-£/(*)=1о й- /[ <ЬЩ + ЬШ [[ 1оЕ 

Р° ЛЛ\(\<ро ֊'֊'|(1<р<.1 г2’ 1-1гГ
+ «֊/ Ьш\------21Г ./0 »«_.£_

<МС)+

И < ро- (3.18)
Как следует из (1.9) и (1.11) - (1-12)

<19,

где последнее слагаемое - гармоническая функция и/•1р(£) = Ь^Е) = - Е С {|а| < ро}.
ЛоОтсюда следует, что м։ = Тем самым I I3у- Г Ч ~ 2 0, |»| < р..

Поскольку 

то последнее тождество можно записать в виде

где |з| < ро- Выражение в фигурных скобках является голоморфной в |я| < р0функцией. Поэтому, при |я| < ро

1 г2< 1 °° / \ * />1 е2-к— [/(р(>е։в)£/0 + -У ( — ) / ?йш(*)  / е-^ви{роёв)(10 = »67,
Ло * к=1 \РоЛ Ло Ло
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2* /о

где С - вещественная постоянная. Очевидно, что С — 0 и
2< и{Ро^в}М = 0, - е-{кви(роёвУ)<19 = 0, к > 1. 

”՜ JoТак как все коэффициенты Фурье функции С/(рое**)  6 А2(0։ 2тг) равны нулю, то У(рое'®) = 0 почти для всех 0 & [0,2х], откуда следует, что 1/(з) = 0.
Доказательство леммы 1.3. Определение (1.13) функции ы3(х) корректно, по­скольку в справедливости второго равенства нетрудно убедиться интегрировани­ем по частям и простой заменой переменной. Поменяв порядок интегрирования, получим Г1 У1 Г1 Г1 /т\ы3(х) = / / ш'2{т)<1т = (1т ы[(4)ы3 ( - ) ей.

Л Кц Л ЛСледовательно, ы3(0) = 1 и верны равенства (1.14). В силу (1.14) функция ш3(х) непрерывна в [0,1]. С другой стороны, при х достаточно близких к 1 заменой переменной I —» х/1 в первом из равенств (1.13) получимы3(х) = — / ыз(4)</ы1 < 0(1 — х)* ։Ы1(х) < 0(1 — х)։’+'։,Легде £1,2 > 0 такие же, как в соотношениях (1.5) для У112(х). Следовательно ы3(х) £ П,. Первое равенство (1-15) можно проверить используя (1-14), а второе справедливо, поскольку в рассуждении шДх) и ыг(х) можно поменять местами.
ABSTRACT. M. M. Djrbashian’s theory of factorization of functions meromorphic in the unit disk is extended to a exhaustive theory of Riesz type representations of 5-subharmonic functions. A new, simplified way of construction is chosen which resembles the author’s previous consrtuctions for the half-plane and is based on the invertibility of the operator Lu of M. M. Djrbashian. An exhausting result is obtained on the qualitative comparison of M. M. Djrbashian’s ^-characteristics with Nevanlinna characteristics. Some results on the problems of embedding of M. M. Djrbashian’s Nu classes and of certain classes of fi-subharmonic functions also foUow.
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Посвящено светлой памяти 
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О СХОДИМОСТИ В СРЕДНЕМ

Г. С. Кочарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
Том. 30, № 2, 1995

В статье исследована сходимость в среднем на замкнутых кривых 
разложений функций по некоторым системам рациональных функций 
с заданными полюсами.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Если функция /(г) принадлежит классу Нр (р > 0) в единичном круге, т. е. 

аналитична в |я| < 1 и при всех г < 1

< К, где К < 4-оо - постоянная,

то, как известно, почти всюду на единичной окружности |я| = 1 существуют 

некасательные граничные значения /(г) при |я| —» 1 и

•Л«|=1

Хорошо известно, что если

Я*) = 52 е* А и<Х
к=о

- разложение Тейлора функции /(г) 6 Нр (р > 1), то на окружности |г| = 1 

имеет место сходимость в среднем :

Г п р
1пп / /(я) - V скгк |<й| = 0.
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Далее, если функция /(я) определена лишь на единичной окружности, где она 

принадлежит классу 1? (р > 1), т. е.

[ |/(ж)РМя| <+ОО,

У|«|=1

то /(я) разлагается в ряд Фурье, сходящийся в среднем на |я| = 1 : 

. п ₽
Нт / /(я)- У? с*** |йя| = 0.

Система функций {гк}к=-ж ортогональна на единичной окружности. При этом, 

опа является системой рациональных функций с полюсами в точках г = 0 и 

г — оо.

Ниже мы рассмотрим разложения функций по обобщенным системам Уолша 

рациональных функций с заданным множеством полюсов.

§2. О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ

Будем предполагать, что О - произвольная ограниченная, односвязная 

область со спрямляемой жордановой границей Г, а С - ее дополнение, содер­

жащее точку я = оо. Далее, будем предполагать, что функция и> = Ф(я) осуще­

ствляет конформное отображение области С* на |ш| > 1 так, что Ф(оо) = оо и

Кт*-,«, Ф(я)/я > 0. Пусть я = ^(ш) - обратная к Ф функция. Тогда функция

^(И9 - ^(ш) И'-ш

аналитична при |ш| > 1 и |Р7| > 1. Положим

|ИЧ=г

՝ 1/»
|р(Р7,ш)|’|еДУ| ►

где числа р, д > 1 удовлетворяют условию р՜1 + д՜1 = 1, а г > 1 произвольно.

Определение 1. Будем говорить, что кривая Г принадлежит классу =

= Л41(М), если

1
8ир Г,р>1

1/р

(1)
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Определение 2. Аналитическую в области С функцию /(^) отнесем к классу 

Ер, если существует постоянная К > 0 такая, что

11/(>)1р1^1
•/Г,

< К

для любой замкнутой, спрямляемой кривой Гг С б.

Хорошо известно, что любая функция /(«) 6 Ер (а 6 б) обладает некаса­

тельными граничными значениями почти всюду на границе Г, при этом

./г

т. с. на окружности |т| = 1

(2)

По существу, интеграл типа Коши

---------------------------- ат 
т — V)

(3)

определяет пару функций - б(ш) и б*(ш), аналитических, соответственно, в 

областях |ш| < 1 и |ш| > 1.

Теорема 1. Если граница Г области б принадлежит классу М । (Л/) и /(г) 6 Ер 

(р> 1) в С, то функция б(ш) е Нр в круге |ш| < 1. Кроме того

С [ 10(т)|₽|<й-| < / |/(ОРХ| < (1 + л/)р [
•<|т|=1 Уг У|т|=г

Р(т)|₽|<Н

где С > 0 - постоянная.

Доказательство. В силу теоремы Рисса из (2) следует, что почти для всех £ 

(|1| = 1) существует сингулярный интеграл

ад=^/ ЖИги (|։|=1).
2*» У|т|=1. т - ։
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По той же теореме 5(/) € Ьр на |1| = 1 и

/ |5(/)Г|л|<с։ [шт
У|«1=1 Уг

Пользуясь основной теоремой 0. И. Привалова, из (3) получим, что

почти всюду на |4| = 1. Тем самым, интеграл типа Коши 0(ш) обладает 

некасательными граничными значениями, суммируемыми в степени р. Отсюда, 

по теореме В. И. Смирнова, 0(ш) Е Нр и

|0(т)Р|л-| < са^ 17(01”К|. (3')

Ввиду той же теоремы И. И. Привалова из (3) получим, что

почти всюду на |1| = 1, и

/(о = Уфчо даю] - о* [ф(0]} со

почти всюду на Г. Для функции 0*(ш), аналитической в |ш| > 1, ввиду (4) 

справедливо представление

= ,£С> (5) 
/тгх ур с, — г

которое является обращением формулы (3). Снова воспользовавшись теоремой И. 

И. Привалова, из (5) получим, что для граничных значений функции /(л) почти 

всюду на Г справедлива формула

= 2^ / |
Ур — 4 2

или почти всюду на окружности |4| = 1

= 55 /т|=1 +>• («)
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?(*)•

Так как функция 0(ш) аналитична в |ю| < 1, то почти для всех I (|4| = 1)

2я՜» У|т|=1 т - 4

Отсюда и из (6) следует, что

(*)] = Л / 9{т, 1)9(т)<1т + 0(1) (|4| = 1). (7)

Теперь положим
*(*) = 2^ Д _1 Я(г, 1Щт)(1т.

Пользуясь неравенством Гельдера для нормы

получим, что почти для всех I (|4| = 1)

1х(4)1 < Л||в||р||г(т-,<)||д, 
4Л

откуда и из (3')> (7) следует утверждение теоремы.

§3. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

а) Пусть б - ограниченная, односвязная область с жордановой спрямляемой 

границей Г, содержащей точку г = 0, функция ад — Г (г) конформно отображает 

область б на круг |и>| > 1 так, что ^(0) = оо и Нт։_0 з^С*) > 0, а г = у>(ш) - 

обратное отображение.

Для последовательности чисел {А*}“ С б* (некоторые из которых могут 

совпадать) построим рациональные функции

*”(»>=(”•=!.2,...), (»)
£=1 *

где А£ = Ф(А*) и П°=1 — 1- Следуя М. М. Джрбашяну [1], рассмотрим 

рациональные функции

Мт(г) = 2^ I * е б
/тгх ,/р — г (9)
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с полюсами {А*}. Равномерная сходимость в С ряда по системе {Мт(з)} впервые 

была исследована М. М. Джрбашяпом [1],[2] (1957), а затем Г. Ц. Тумаркиным [3] 

(1961). Такой ряд будет сходится также на Г, после наложения дополнительного 

ограничения на границу Г области С.

Теорема 2. Пусть функция /(г) принадлежит классу Ер (р> 1) в области С с 

границей Г 6 Л41- Если полюсы системы (9) удовлетворяют условию

ОО
£(1-|Л1Г1) = +о°1 (ю)

4=1

то

где

ак = 2^7 /1_! ^7^)^(Г)^*(Г)՜՜-

Кроме того, имеет место эквивалентность

Доказательство. Из (9) следует, что функции

п

4 = 1

в представлении (5) соответствует

п
б(ш) - 04X4(ш) (|ш| < 1).

4 = 1

Далее, как было показано А. А. Китбаляном [4], для любой функции 0(ш) € Нр, 

удовлетворяющей условию (3), справедливо соотношение

Нтп 

П—»ОО
= 0,

что, вместе с теоремой 1 приводит к нужному утверждению.
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Отметим, что аналог теоремы 2 при других предположениях относительно 

области С при р = 2 был анонсирован Г. Ц. Тумаркиным [5]. В специальном 

случае, когда все {А*}Т° совпадают с точкой я = оо, система {М*(г)}^° переходит 

в систему полиномов Фабера. Для системы Фабера утверждение теоремы 2 было 

доказано Розенблюмом и Варшавским [5] (при р = 2) и С. Я. Альпером [6] (при 

р > 1). Однако, в последней работе область б была подчинена несколько иным 

условиям.

б) Рассмотрим теперь случай, когда функция /(к) £ Ьр задана лишь на жор­

дановой спрямляемой кривой Г. Пусть {рк}“ С б - другая последовательность 

чисел. Построим функции

Мп - Ы ДД ™ 4 ' 4 7

И

= __ь [ №п[Щ 
2х։ /г с — я г ЕС’ (т= 1,2,...), (11)

’ } ^)-^(гд)
1

Отметим, что функция д(1У, ш) аналитична при ш £ б* и £ б*. Положим

1/я
|д(1У, ш)|?|<йи| (г > 1).

Будем говорить, что кривая Г принадлежит классу Л4з, если для любых г > 1 и 

р> 1

<+оо.

Теорема 3. Пусть Г £ М\ П Л4з - замкнутая жорданова спрямляемая кривая.

Если
£(1-|АЛ-1) = +оо и ^(1 - |/**|-1) =+оо, 

к=1 4=1

то для любой функции /(я') £ Ьр (р > 1), заданной н&Г, справедливо соотношение
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где

а* = / У^'(г)/[^(т)]х*(т)—,
2™ У|т|=1 т

Ь1= = ^ [ ^'Р'(г)/[<р(т)]фк(т')^-, к = 1,2,...
2^» У|т|=1 Т

я

Доказательство. Из (9) и (3) следует, что при я € С

Ев*м‘(*) = 2^ / Уф7^) £*=* °*х4Ф(0] 0[Ф(С)] + 1 [ (
гг; 27Г1 Л՝ Ч —г *** УгС -«

Отсюда получим, что почти для всех С € Г

Е«мно=±
2т» уг < - я

+ УЗО (£ ■>«,[*(<)]-«[*(()]) +

Аналогично получим, что при я € С*

2?г։ Уг С - 2 2я՜* Уг С - ■։

и почти для всех £ € Г

2^л с-

֊£>иыт) ֊ 2^֊ [ ^С + ф(14)
2 \ / 27г։ }г Ч - 2 2

где

Л(„) = ^у (Н<1).
/7Г1 у|т|=| Т — V)

Сложив равенства (13) и (14) почти для всех £ 6 Г получим
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4=1 4=1

= УФ'(С) À I $(г. ф(С1 ( °(f) ֊ «tXJt(т-) J dr+ 
27г։ J|r|=l \ t=։ /
/ n \

+ </W) ( W)] ֊ S “* XJb [Ф«)] dt-
Jb=l /

(
m \

A(r) -^6t^t(r) j dr, 
4=1 /

откуда следует нужное утверждение.

В специальном случае, когда все полюсы А* = оо и д* = 0, теорема 3 

переходит в утверждение о сходимости в среднем обобщенного ряда Фурье 
ОО ОО
^акФк(г) + '£,ЪкРк(1/г), 
4=1 4=1

равномерная сходимость которого была исследована в [7].

ABSTRACT. The paper considers the mean convergence on closed curves 
of expansions of functions in some systems of rational functions having 
prescribed zeros.
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том 30, № 2, 1995

В статье полунена полная характеристика тех Л Е Д1(7л։), для 
которых теплицев оператор

Тл(/)(21....Зп) “ М" Д (6 ֊ Й)(С7-V) (С?- гп)</т3п(С' <п)

действует ограниченно в пространствах аналитических в полидиске 
функций /, для которых

/ |/(я1,...,^)|₽(1 - Ы)“’(1 ֊ Ы)Оа---(1 ֊ |*п|)**Лпап(>1,...,Яп) < +ОО.

Здесь ип - единичный полидиск в Сп, Лгп2П ~ 2п-мерная мера Лебега 
на ип, а Тп — остов полидиска ип.

Пусть ип - единичный полидиск п-мерного комплексного пространства С”, 

аТ" - его остов, далее, пусть И(ип) - множество голоморфных в ип функций. 

С мультииндексом а — («х,..., ап) (а;- > — 1, 1 < 5 < п) свяжем пространство 

//Р(а) =//”(«!,...<хп) =
= р е я(*7”): ||/1Ь(а) = (Д 1/(С)1р(1 - К1)“^п(С))1/₽ < +°о >. 

Здесь через гп2П(С) обозначена 2п-мерная мера Лебега на Цп и (1 — |£|)° =

= (1 — |С11)“1 ■ • • (1 — |<п!)“"• Отметим, что в одномерном случае эти пространства 

были введены и изучены М. М. Джрбашяном [1], [2].

В данной работе исследована ограниченность теплицевых операторов в 
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пространствах Я₽(а). Напомним, что оператором Теплица с символом Л 6 

€ Ь1(Тп') называется интегральный оператор

1 Г ЯС1......СЖ-.С.) ,,
гп) - (2^Г /т- (С1 - ^)«2 - *) • ■ • (Сп - *п) 2п(С1

= Р+(/,Л),

где Р+ - известный проектор Рисса. Исследуя операторы 7), на пространствах 

Нр(а), мы естественно рассматриваем их сначала на всюду плотном подмно­

жестве Нр(а), скажем на подмножестве Сд([/") = С(£7”) Г1//(£/”), или же на 

множестве всех многочленов. Мы найдем полное описание тех символов Л, при 

которых соответствующий оператор 7\ имеет ограниченное расширение всюду 

па этих пространствах. Отметим, что часть приведенных результатов в одно­

мерном случае была получена первым автором [3], [4]. Однако, поведение операм 

торов 7л(/) существенно отличается от одномерного случая и от случая сферы 

(см. [5]). Приложения операторов Теплица в различных вопросах анализа широко 

известны (см. [6], [7]).

Приведем теперь определение интегродифферепциального оператора дроб­

ного порядка. Пусть а = (а1,..-1 < оу < +оо, 1 < > < п, / 6 Н(ип) 

и 
+оо

Л2) = 12 ак2‘-
1*1=0

При г € ип положим

Х՜՝ Г(а1-Ц + *1)---Г(ап-И + *п) *х
ЛН.^Г(а1 + 1)-Г(дп + 1)Г(Ь + 1)-Г(411 + 1) 1 ■" п ’

Обозначим через Лр, 0 < р < 1,а = (а1,...ап) (оу > —1, 1 < У < п) класс 

функций У € Н(ип), для которых при /?у > (оу + 2)/р, 1 < 3 < п выполнена 

оценка

Н/11л’ = дир {|Д1+^(л)|(1 - |л|/+2-2Я} < +00, р = (Л, ..А) 6 



Теплидевы операторы в многомерных пространствах ... 87

Определение. Скажем, что суммируемая на 7’" функция Л принадлежит классу

ЬЯ, если коэффициенты Фурье этой функции равны нулю вне множества

и Всюду ниже будем пользоваться обозначениями а = («1,а„) и

дга дг^---д^ ' ~ 1 ” ” ։

Кроме того, всегда будем полагать, что Л 6 ЬЯ и через Нр{ип') будем обозначать 

класс Харди в 1/п.

§1 . ОГРАНИЧЕННОСТЬ ОПЕРАТОРА ТА(/)

В ПРОСТРАНСТВАХ Я”(а), 0 < р < 1

Ваша цель - доказать нижеприведенную теорему.

Теорема 1. Пусть 0 < р < 1 и Л е ЬЯ. Тогда следующие утверждения 

равносильны :

I) ограниченно действует в Нр(а), а = (а1։ ...,ап), а; > -1, 1 < у < п.

2) Имеет место разложение Л = + Л։, где Л1 € Н°°(ип'), а Лз 6 .

Доказательству этой теоремы предпошлем вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть а = («1,..., ап), где ау (1 < у՛ < п) - неотрицательные целые 

числа. Тогда

я =(*....*•>’ “! = “1! • • • “’‘к

Доказательство. Очевидно, что при любом г = (я1։ ...,*„) € ип

= Г(а + к + 1) л, 
^Г(а+1)^+1)“^ ’ 

1*1” и

где Г(ау + к] 4- 1)/(Г(ау + 1)Г(Аг/ + 1)) = (ау! + *у!)/(а!у !«,•!) и а е Далее, 

вычислим коэффициенты при я* в разложении функции Ясно,

что

а|а|(ЛФа)
дга ՛

+оо

1*1=о
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Однако

(*У + <»у)--'*У =
Г&+ *, + !) а.

Г(*; + 1)Г(а, + 1)

Следовательно
а|а| (/(*)*") 

дга = а։! ап!О“/(з).

(*У + а,•)!<>,■!
*уЬу’

Лемма 2. Если Л € Я°°(17"), то

дк1+"+к> сопвЬ
д^- -д^ - (1֊к11)*> •••(!֊ ку 1)‘>’

Доказательство. Введем обозначения

Гу = {Су ■ Су = Ч + п(1 ֊ кук"'} , = Р}МЬ 1 = 1,2,

Применяя формулу Коши и полагая Р! = Г\ X • • • х Г,-, получим

= 1 г л(б..... Су.^Жх-^Су , _, .
дгк՝ • -А (С1 ֊ ЯГ1 )*х+1... (С. _ гу)*,+1' 2 - ^У+х > •••■ 2»)

Отсюда следует, что при 1 < у < п
д^+ -+к1К(г') <
дгк 1 • • • дх^3

С /"' [* _______Л0\--- dдj _ сопяЬ
- (З’Г»?՜ /-ж ’' ’Аж (1 - Ы)‘։ • • • (1 ֊ |зу|)‘> " (1 - к։|)‘* •••(!֊ ку 1)‘<

Лемма 3. Л₽ С Я“(УП).

Доказательство. Пусть Л € Л₽. Тогда

|^^)^(1_№ДХ(„+г)/р.
Г»;

если только Pj > (оу + 2)/р, 1 < у < п и |9= (Л> ...,Д>). Используя определение

О^+1, получим

Л^е’") = с(а + 1) [ ■ ■■ [ (1 - *)/’Я/’+1Л(<ге։в)Й, 
Уо Уо

Г = (Г1,...,ГП)



Теплицевы операторы в многомерных пространствах ... 89

(здесь и в дальнейшем через с(-• •) или С(---) будем обозначать положительные 

постоянные, зависящие от (• • ■)). Так как 2—(а+2)/р < 1,1 < 3 < п, из последнего 

равенства следует, что

|Л(г««)| < +1)

Доказательство теоремы 1. Пусть Тл(/) действует ограниченно в простран­

стве Нр(а). Тогда ||7д(/)||я» < с(р)||/||яг. Следовательно, 7\(/)(0) - непрерыв­

ный линейный функционал па Яр(а). По теореме 6 из работы [7] существует 

функция д Е Ар такая, что

71(/)(0) = Дш.о рТ. Д

Но с другой стороны

П(/)(0) = Д /(С)Л(О^(С)

для любой функции У 6 Яр(а). Взяв /(() = • • •£„“> получим

«.........= (2^ Д = (гД Д С‘ЯО^К)-

Отсюда следует, что А(£) — д(() £ Нг (Яп) и, тем самым, Л(<) = р(£) 4- А1(С), где 

Л2 = д. Таким образом, Л = Л1 + А2, где Л1 6 Я1 (Яп), Л2 6 Ар. Ниже мы докажем, 

что в действительности Л1 £ Я°°(ЯП). Ясно, что Тл(/)(г) = 7л1(/)(я)+Тда(/)(г), 

г £ ип. Докажем, что при Л2 £ Лр оператор

’МЛИ = (X [ /(ОМС) 
/т» С ~ г

(О

ограниченный. Так как / € Яр(а), то применяя теорему М. М. Джрбашяна

придем к представлению 

У(я)=/ ят(С,О/(О^(С). (2)
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где От(С>-*) - многомерное ядро М. М. Джрбашяна. Подставив (2) в (1), в силу 

теоремы Фубини можно поменять порядок интегрирования. Тем самым

(2т։)՞ тг"
/ (1-К1Т/К)/ ,, 
Уу» Ут* - *)(1 - <<)

(здесь и далее предполагаем, что числа тп и ту (1 < 1 < п) достаточно большие).

Вычислим последний иптеграл. Ввиду того, что Йу = —получим

1 Г _ 1 / М0Й ,(2«)՞ /т. (4 - г)(1 - (4)£'П։ап(С) (2%»)" /т. (4 - ,)(1 - <4) т2п^} -

1 3|т+11 ( Аз(С) \
“ (т + 1)! <Э(т+1 \1-C7/’

где Аз(С) = Л։«)Ст+1. Используя многомерный аналог теоремы Лейбница, можно 

записать

(/)(>) =
1 Ш14-1

т!тгп 
Обозначив

|П1п + 1
(1 - 1С13)т/(<) г»1*1 Аз(<)

у» (1 — Сг)т+3-* д£к
<*т2п(С).

»* и "

(1 ֊ К1а)т/(0 Ж)
(1 - <*)"+։-* дСк

^п»2п(С), О < к, < ТП] + 1, 1 < ] < п,

достаточно оценить норму ||7^։(/)||я»(а) (0 < к, < шу + 1, 1 <j < п). Учитывая,

что 0 < р < 1, получим
2’»-1 2*"-1

:0(,=-2«1 /.=-2«

х /
Ju <х-1’1)"“'՞֊="« =

где

т-^ {(1֊К12)т'։1/(01рЛ,/}.
, I. «6Д«.'

^2п(С) Р
(1 - |з|)“йт2п(2).

Для оценки последнего интеграла достаточно получить оценку лишь для одного 

из вполне однотипных факторов его представления Х.г = «Х։Л X ••• х 
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При этом, для простоты изложения этот фактор будем записывать без вторых 

индексов - как Лд. Используя определение прямоугольников Д.д из [7], можно 

записать

П«։,| М ГО«,|+1
- r)ardrdO + / / /,,/(1 — r)ardrdd+

•к О
+ f Г - T)ardrd6 = I1 +I2 +13, 

Jo Ja,.1+1

где

pdpd<p 
|l-pe-'*’>|m+a-fc

при p, = 1 — 1/2', аг՝/ = тге/2', s = 0,1,... и —2' < e < 2*. Оценим интегралы 

/|,2>3 по отдельности. Для этого положим

р(гтч -|- 2 - £,) - а,- > 2 при »=1,2,...,у, 

р(т1-+ 2 — А;) — а,-< 2 при * = ; + 1, ...,1/, 

р(т,-+ 2 - *,•) — а,-= 2 при * = и + 1, ...,п.

Во первых, пользуясь очевидными неравенствами

|1 ֊ -гре •'*’1 > ||1 - zp,+ie s > 2, р, < р < р,+1, |х| > 1 (4)

Г (А>п
|1 — тре'в |А (1 — гр)А-1 '

и леммой 2 из [7], для 71 нетрудно получить оценку

- (1 - p4+1)P("»+2-fc)-a-3-

Те же рассуждения приводят к оценке

/3<_______ адыг_______ 1<f<.

- (1 - p,+1)p(m+2-*)-a-2 1 ֊ ֊ •

Для I2 при 1 < » < j очевидно имеем

72 < С(а,7+1 - а. ,|)|А,,/1₽ Z՜1 
Jo

(1 — r)“rdr
(1 - p։+ir)(m+2-*)P ‘
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Далее, учитывая, что а«,14.1 — <*«,/ — 2”՜ (Р»4-։ — Р»)< в СИЛУ леммы 2 получим

С(р)|А«.И,> 
- (1-р<+1)”(т+а-‘>-в-2'

1 <»< л

Таким образом, при » = 1,2..... ]

; С1(р)|АЪ|11Г---|Аъ.,„|>’
" ге=1(1 -Р.«+1)’’(т<+а-‘1)-“‘-а՛ (5)

Пользуясь теми же обозначениями, оценим У,։1 при 1 = 7 + 1......и. Ясно, что

„ Р7Р^^\ [ «иР
|1-^1тЬ2 */ ֊'"сел.,,

(1 — г)ст<йп2(г)
|1 - ^։|(”1+а-*)₽ ’

Имея в виду, что + 1,V, получим

г(1 — г)а<1гН9
|1 -С,1(г|(т+3-*)Р

< С2(р)|Л4>1Г.

Отсюда

(6)

Наконец, оценим У,,/ при и + 1 < » < п. Для этого, как и выше, начнем с оценки 

[,։1 при ։ = 1,2,...,У- Воспользовавшись леммой 2 работы [7], получим

Следовательно

< |А^+1,и+1 !’’••• |А,.>Г.|” 1ов —-1--------- 1ог-А-. (7)
1 - Р«^+1 1 - Рп

Объединяя оценки (5) - (7) заключаем, что

т < С(р)|Л„,,1|р---|А<.,,.Г п |ОС 1
Л։' - П.=1 л 1 - . Их 10ё I - р.{+։ • (8)

Перейдем теперь к оценке величины 31*1Лз(г)/Зг*. Так как Ад € Л£, то для 

достаточно больших т,, 1 < < < п

Воспользовавшись леммами 1 и 2 и учитывая, что 1 < 1' < ;, ^ + 1 < » < п, 

интегрированием последнего неравенства по ^1, ...,г;-,2^4.1,...,^ (по радиусу) 

получим
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d^h3(z) 
dzk ~

С(а) 
< —■■----------------------------------------------—------------------------------------------------- (91" ni=i(i - Ы)‘< ПГ=,+1(1 - ir=F+։(i - Ы)“+։-(вн-з)/|> • w

Из (8) и (9) следует оценка

J<C(p) £ £ max |/(С)|₽(1-К1)в+ах 
.......

х (1 - 1 -.•••(! - |Cn|)(m*-i’+1)”log -Ц—V
• 1 “ IG+il 1 Кп| J

Оценим величину (1 - |Cn|)(rn*~t,+1)” log при ։ = и + По условию

(тгц — ki + 2)р = а,■ + 2 при i = и + 1,,..., п. Отсюда следует, что (т,- — ki + 2)р = 

= а,• + 2 — р > 1 — р > 0, т. е. при v +1 < i < п всегда (т,- — А,- + 1)р > 0. Поэтому

sup ((1 ֊ |Gl)(m< log -—< const.

Тем самым, пользуясь леммой 4 из [7] получим

I - И)»Лп2п(я) <С(р) [ |/(С)|”(1 - |C|)°rfm2n(0 =
Ju՝ ’ Ju՝

= ОДН/Пя^а) < +°°-

Поскольку Тд։(/) - конечная сумма от 7֊ (/), очевидно 7^։(/) е Я”(а).

Теперь покажем, что Л1 6 Я“(<7П). Для этого заметим, что

П։(/)(0 = f&hiw И ||П1(/)||я.(а) < ||ТЛ(/)||Я.(О) + ||Тл։(П11я,(а).

Далее, положим

Л(з) = , г = (Г1։....гп), п е (о, 1) (1 < i < П), к = (Ai,...,кп) е z^.

к выберем kj таким образом, чтобы ||/г||я»(а) ~ const. Тогда нетрудно устано­

вить, что

С(г) = (1 - г)*֊<“+2)/₽ и [ \fr^\h1^\^l֊\z\ydm2n<C^.
Ju՝
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Взяв

1 — Гу 3fj; - 1 | I 1 + rj 1
I arg*JI < —2~. —2— < < ~2~ J 1 Л/ = Л/, x • • - Ai.,

получим

/ |/rW|’’|AiWIF(l ֊ l>l)e^nW < f IA(*)|’’IM*)I’’(1- |*|)“dman(*).

Ai Ju'

Па Л/ имеет место оценка |/r(z)| > С'(г)(1 - г)-*. Поэтому

С-.2 [ |Ai(z)|’’dm2n(z) < const. 
(1~ГГ Jai

Далее, функция g(z) = |Ai(z)|p является n-субгармонической. Следовательно

С f ff(r) ֊ 3^71—/ |Ai(z)|prfrn2n < const, 

где К(г) - полидиск с центром в г = (п, ...,гп). Отсюда вытекает, что |Aj(г)| < 

< const. Взяв вместо fr(.z) функцию /г(е‘®г), получим |/ц(е*®)| < const, т. е. 

fti е н°°(ип).

Обратно, пусть h = Ах + Кд, где Л։ G Я°°(1/п), Аг б Л&. Тогда 7л(/)(«) = 

= + ^)»։(/)(г)> я € Un. Ограниченность T^(f) доказана. С другой

стороны, 7^i (/)(z) = Aj(.z)/(z). Тем самым

Над)|&,(о) = Д l/WAi(z)|p(l - |z|)“dm2n(z) <

< С(р) [ |/(z)|₽(l - H)“dman(z) = (7^)11/11^^ < +оо.
Ju՝ ՝ ՛

Следовательно

IIW)||H,(e) < ||тЛ1(/)||я,(а) + ||Тх։(/)11яя(а) < С(р)11/11₽я,(а),

и теорема доказана.
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ABSTRACT. The paper establishes a complete characteristic of those 
h 6 Ll(Tn') for which the Toeplitz operator

T i - 1 [ ffa.-.WG..... Cn) ■>_ (r , 'a(/)( 1..... n) " (2%i)՞ Jr- (Cl - *i)(G ֊ Z2) • ■ • (Cn ֊ zn)dn։2n(Gl"-Cn)>

is a bounded operator in some spaces of functions f analytic in the 
polydisk, for which

[ l/(*i..... *n)l”(l - 1*11)“1 (1 ֊ l*2l)o։ •••(!- I*n|)“-dman(z1, < 4-00.
Ju-

Here Un is the unit polydisk of Cn, dm2n is the 2n-dimensional Lebesgue 
measure in Un and 7^-is the distinguished boundary of the polydisk Un.
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Весовые 5-интегральные представления гладких фупкций, начиная с семи­

десятых годов, играют важную роль в многомерном комплексном анализе и име­

ют многочисленные приложения. В частности, такие представления эффективно 

применяются для получения явных решений 3-уравнения. В исследовании ав­

тора, частично опубликованном в [1], получены новые весовые 3-интегральные 

представления для функций, гладких в единичном шаре Вп и в пространстве С”. 

В связи с этим исследованием оказалось необходимым установить ряд тождеств 

для сумм биномиальных коэффициентов и функций Эйлера. Поскольку эти ре­

зультаты представляют самостоятельный интерес, мы решили представить эти 

тождества с их полными доказательствами в данном кратком сообщении.

Предварительно введем некоторые обозначения. Через С* обозначим бино­

миальные коэффициенты п1/к\(п — Л)!, а через Г, В - общеизвестные функции 

Эйлера. Если функция /(г), х > 0, измерима и принадлежит Л1 [0, /] для любого 

I > 0, то при р = 1,2,... полагаем
£>-”/(*) = Н7-Т Г ~ Л1 Г Лз Л Аз... Л * Дт) <1т,

1 (Р; Уо Зо 7о Уо Л
2)-0/(х) =/(х), х>0.
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Легко видеть, что

^-{£>֊₽/(«)} =/(»), т > О

для любой непрерывной функции /(г), х > 0. При р = 0,1,2,... и у > — 1 

справедливо следующее полезное соотношение :

Г Х1 1 х"г+р ” 1г(7 + 1)}՜ г(7+р+1)’ х>

Предложение 1. Если п>1 иа> -1,то

Доказательство. Обозначив левую сторону равенства (1) через А, рассмотрим 

функцию

у>(х) = V ь С՜1)* , х > 0.
^ок + а+1

Очевидно у>(1) = А, р(0) = 0 и

п—1
<р'(х) = у (-1)*(7*_1х*+в = х“(1 - х)՞՜1, X > 0.

4=0

Тем самым

,1 Г1
А = у>(1) — у>(0) = / у>'(<)Л = / <“(1 — /)П-1Л = 5(п, а + 1). 

Уо Уо

Замечание 1. По-видимому, формула (1) известна. Тем не менее, мы сочли 

уместным доказать ее. Отметим, что при а = 0 тождество (1) переходит в

£(-1)М+։ = 1. (2)
4=0

Предложение 2. Если п>1н0<։ + р<п — 1, то

" Е ^+'+1си(-1)‘ = (3)

4=0
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Доказательство. Обозначив левую сторону (3) через А, при х > 0 рассмотрим 

функцию 

п-1-«-* (_1)*х*+։+«'+1
£ С‘֊1-֊*'(* + *+1)(*: + » + 2)--(* + » + ։г+1)-

Легко проверить, что ^(1) = -А и справедливы равенства

^>(о) = о (о <!<>-), «>('+1>(։։) = й5^7Т^։‘<1-։’։"՜1''՜'- (4)

Тем самым, интегрируя по частям и используя (4), получим

?(®) = Г(р+ 1) /о *’(|,+1)х > °՜

Отсюда следует, что

л = ^(1)=- /\(*'+1)М(1-^й = 
и- ./о
= Тй—г—•—М Г *‘(1 - - гул =

_ Г(» + 1)Г(п-1) _
։/!»!(п- 1 —» —р)! Г(п+1)

Замечание 2. В случае »+р = п— 1 равенство (3) тривиально. Взяв в (3) ։+// = О 

(т. е. ։ = и = 0), снова приходим к (2).

Предложение 3. Если п>1,т>0и0<1/< пил{т, п}, то

V

ЕС1 Гт՜! — Г™1/<-'п+т—и ^п+т
1=0

(5)

Доказательство получается сравнением коэффициентов при хт в обеих частях 

очевидного тождества (1 + х)"(1 + х')п+т~։' = (1 + х)п+т.

Предложение 4. Если п> 1, 0 < и < т <п — 1 и а > —1, то

тп—и
(-1)*С£-т+*+՛' Д(а + 1, П - т + 

к=0

Г(п + 1 + а + к) 
ЦГм)

= Г(п + 1 + а)С^В{п - т, т - и + а 4-1). (6)
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Доказательство. После деления на Г(а + 1) обе части (6) превращаются в 

полиномы от а порядка < т. Следовательно, достаточно установить (6) только 

для пелых а> и. Далее, обозначим левую сторону (6) через А и при х > 0 введем 

в рассмотрение функцию 

¥>(«) =

Г(п+1) . Г(п+1 + а + к) п_т+к+„
Г(тп-4/+1)£^ ' От_„Л(а + 1,п т + ^Г(п_т + А + ։,+ 1)®

Легко видеть, что А = Кроме того

= г(^”+9—^(-1)*сД-уВ(а+1, п-т+ф"+“+‘, х > 0.

Папомним, что

Я(а + 1, п - т + к)=
Уо

Следовательно, поменяв порядок суммирования и интегрирования, получим

р-Са+т֊^) (а.) = Г(»±.11 дп+а Лр _ ^п-1-т^ _ 0

Г(т — ։/+ 1) Уо

Отсюда заменой переменной х11—»< приходим к равенству

0-(а+т-,)^(г;) = ,Г(п + 1)Г(о + !) хто-(а+Г)д(х^ х>0։

где д(1) = (1 — ^)т-*'Г։ 1 т, I > 0. Отсюда следует, что при х > 0

Г(. + 1)Г(<.+ 1)Т.-„, 
Г(т- ։/+!) “+т՜*'

^а+т-р-У
^а+т-и-з хТП-

Отметим далее, что

Да+т-у-з 
_____________  

(1ха+т-и-з

°, при 0 < j < а — и,
Г(тп +
Г(> - (а - у) + 1) ’ при а —и < $ <а + т — и, (8)



100 А. О. Карапетян

а также

при а < ] < а + т — и. (9)

Учитывая (8) и (9), из (7) получим

р(1) =
Г(п+ 1)Г(а+ 1)

Г(т — 1/+ 1)

а Г(т+1)
Г(,}‘ - а + р 4-1)'

Однако, легко видеть, что

Поэтому

?(1) =Г(г(Х-ГЛт2г(а + т ~ " + 1)г(п " т)г(т + 1)Х 

" 1Х ;Л^х Г(*+ ~ 3 + 1)Г(п4- 14- а - V - У)Г(7 - а 4՜ ^4- 1)

=Г(п 4-1 )Г(а 4- 1)Г(а + т - 4- 1)Г(п - т)С* х

а Са՜^Х ^'-и + ^(л 4֊ 1 + а - и - ;)'

Заменой индекса суммирования а — ] ।—► 1 отсюда получим

р(1) =Г(п 4- 1)Г(а 4- 1)Г(а 4- т - V + 1)Г(п - т)С^х

А___________ с!___________ =
Х Г(“ “ 7 + 1)Г(” + 1 + ■7 - ")

_ Г(п + 1)Г(в 4- 1)Г(а + т - у + 1)Г(п - т)С^ ч 
Г(п4-1 + а-И г^^х^п+а-и-

Воспользовавшись (5) можно вычислить последнюю сумму и получить

. _Г(п4-1)Г(а4-1)Г(а4-т-։/4-1)Г(п-т)С^ Г(п4-14-а)
Г(п+1+ «-։/) Г(а 4-1)Г(п 4-1)

=Г(п 4-1 + а)С„В(а 4- т - V + 1, п - т).

Замечание 3. Тождество (6) может быть записано также в виде

"> + *)=(д+аСТя_т> т-Р+а+1). (6')
4- п, к 4-1)
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Замечание 4. Если т = 1/, то тождество (6) тривиально. Взяв же в (6) и = 0։ 

т = п — 1, приходим к следующей формуле :

В(а + п, к + 1)

В частном случае а = 0 последняя формула принимает вид

£(-1)^081 = 1.
*=о

Предложение 5. Если р = 0,1,2,... и а > —1, то

1 у-՝՝ Г (а- + к + 1) _ 1
Г(« + 2 + р) Г(* + 1) “ Г(р+1)(а+1)'

Доказательство. Обозначив левую часть требуемого равенства через А, будем 

иметь

_ 1 ,Г(а + * + 1)Г(р-& + 1) _
r(₽+1)£j ” Г(а + 2 + р)

Далее, заменой порядка суммирования и интегрирования получим

1 Г1 р / t \кЛ=г5П)/‘“<։-։>г^Ы Л= 

1 1
Г(р+1)/о Г(р+1)(а+1)'
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Считаю своим долгом уведомить Вас о некоторых оплошностях и опечатках, 

нашедших место в моей статье “О представлениях некоторых классов функций, 

субгармонических в единичном круге и в полуплоскости”, Известия НАН Арме­

нии, Математика, т. 29, X» 1, стр. 3 - 15, 1994.

После исправления условие (1.4) должно иметь вид

//d - ICI)“+1 W + Ц log < ОО, (1.4)

ПЭ 1(|<1/2

т. е. в левой стороне необходимо добавить слагаемое

//108
ICK1/2

Присутствие этого слагаемого существенно не влияет на доказательства. Далее, 

в условии 3), следующем за формулой (3.6), а также в лемме 3.1 lim Ян(։Я) 
Л—♦4-оо 

должно быть заменено на limsup Ru(iR\ После (3.6) должно быть добавлено
Л—♦4-оо

условие 3') ИтзирДц(»Я) = 0.
R—*4-оо

Все результаты статьи после указанных изменений остаются справедливы.

К. Л. Аветисян
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