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ԽՄԲԱԳՐԱԿԱՆ ԿՈԼԵԳԻԱԳլխավոր խմբագիր Ռ. Վ. ՀԱՄԲԱՐԱՈԻՄՑԱՆՆ. Հ. ԱՌԱՔԵԼՅԱՆ Ս. Ն. ՄԵՐԳԵԼՅԱՆԻ. Դ. ՋԱՍԼԱՎՍԿԻ Ա. Ր. ՆԾՐՍԵՍ8ԱՆԱ. Ա. Թ-ԱԼԱԼՅԱՆ Ռ. Լ. ՕԱՀԲԱՂՅԱՆգլխավոր խմբագրի տեղակալՊատասխանատու քարտուղար Մ. Ա. ՀովՈտննիսյաԱ

Ի ԳԻՏՈԻԹ՜ՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻԽմբագրությանը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրս պարտկել Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկացիր սեր1 ա <1ГшчЬ- մաւոիկա» ամսագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները՝ 1. Հււդվածների ծավա|ը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մսւմոզը (այսինքն ոչ ավելի քան տեքոստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավ՜ալը' ոչ ավելի քան 
5—6 մեքենագրված էջ։ ՚Մեկ տպագրական մամոզը գերազանցող ծափպով հոդվածներն ընդունվում են հրապարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիայի ճաւոուկ որոշմամբ:

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված. երկու օրինակով: Ռուսերեն (հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն և ռուսերեն լեզուներով:Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել համապատասխան լեզվով:
8. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը՛ երկու գծիկով վերևում:Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մաւոիտով, իսկ կւորսիվ տառերը ընդգծվեն սզիքա&և գծով:
4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց համարը և տեղը տեքստում՛ էջի ձախ մասում: 5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար նշվում է՛ հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անու՛նը, ամսագիրը, համարը, տարեթիվը և էջերը:Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապատասխան տեղում:
6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփոխությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում: 7. Հոդվածը վերամշակման նպա- տակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդվածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնյսկան տկքստի ստացման օրը:
8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով:
9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատարված է տվյալ աշխատանքը: ՚
10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը:
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր: Խմբագրության հասցէն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ. Գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր, սերիա «Մաթեմատիկա»:



АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СПЕКТРАЛЬНЫХ ОЦЕНОК 
СТАЦИОНАРНЫХ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ

М. С. Гиновян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 1, 1995

Пусть Х(и), « 6 и — вещественнозначный стационарный гауссов
ский центрированный процесс, обладающий спектральной плотностью 
/(А). Рассматривается общая проблема непараметрического статисти
ческого оценивания спектральных средних £(/) = / ։р(А)/(А) ^А на осно
ве выборки {Х(и), 0 < и < Т}. В качестве оценки Ь(/) рассматривает
ся статистика Ьт = /у>(А)7т(А) е/А, где /т(А) - периодограмма процесса 
Х(и). Для спектральных плотностей из различных функциональных 
классов нами доказано, что оценка Ьт является асимптотически не
смещенной, среднеквадратически состоятельной, асимптотически нор
мальной и асимптотически эффективной оценкой для /,(/). Рассматри
ваются случаи дискретного и непрерывного параметров.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Х(и), и 6 и - стационарный гауссовский центрированный процесс, 

обладающий спектральной плотностью (с. п.) /(А) с /(—А) = /(А), т. е.

ЕХ(и) = О,

ЕХ(и)Х(н) = г(и-ц) = J и,уеи, (1)

где г(и) - ковариационная функция процесса Х(и).

Рассматривается одновременно два случая : случай непрерывного параметра 

(н.п.) и случай дискретного параметра (д.п.). В случае н.п. областью изменения 

I/ переменной и является вещественная ось и — (—оо,оо), а в случае д.п. - 

множество целых чисел и = {0, ±1, ±2,...}. В случае н.п. областью изменения С] 

переменной А является = (—оо, оо), а в случае д.п. - С = [—тг.х]. Все интегралы 

с опущенными пределами берутся по <2, т. е. по (—оо, оо) в случае н.п., и по [—т, тг] 
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-в случае д.п.. В непрерывном случае процесс Х(и) предполагается измеримым 

и среднеквадратично непрерывным.

Рассмотрим так называемое спектральное среднее процесса Х(и), т. е. 

линейный функционал Л(/) (см. [3], [7], [11], [15], [16] [20]) :

М/) = УНА)ДА)^. (2)

где <р(Х) - надлежащим образом выбранная суммируемая функция, называемая 

спектрально-усредняющей (с.у.) функцией. В дальнейшем будем предполагать, 

что с.у. функция <р(Х) - вещественная и чстпая.

Заметим, что если р(А) - индикатор интервала [—оо, д], (или [-л, д] в случае 

д.п.), то £(/) = /?(д), где ^(д) - спектральная функция процесса Х(п), а если 

р(А) = е‘“А, то Л(/) = г(и).

Мы будем рассматривать общую проблему пепараметрического статисти

ческого оценивания /,(/) на основе выборки (Х(и), 0 < и < Т (или и = 1,7'в 

случае д. п.). В качестве оценки £(/) рассмотрим статистику Ьт (см. [7], [8], [11], 

[15], [17], [20]) :
I <р(Х)1т(Х)ЛХ, (3)

где 1т(Х) - так называемая периодограмма процесса Х(ц) :

7т(А) =
)'^|Еи=1ад«-иА|2, 

^|]0таде֊-А^|2,

в случае

в случае

д.п.

н.п..
(4)

В настоящей статье исследуются асимптотические (при Т —♦ оо) свойства Ьт-

Для спектральных плотностей из различных функциональных классов последова

тельно доказывается, что статистика Ьу является асимптотически несмещенной, 

среднеквадратически состоятельной, асимптотически нормальной и асимптоти

чески эффективной оцепкой для £(/).

Исследование асимптотического поведения оценки Ьу основано на следую

щем известном представлении кумулянта х, (Дт) порядка з случайной величины 

Ьт (см. [14], [16]) :
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Х,М = T-2-\s - 1)! 1г[Вт(/)Вт(^)]*, (5)

где Вт(/) и Вт(<р) - усеченные теплицевы операторы (или матрицы в случае д. 

п.), порожденные функциями /(А) и у>(А) соответственно.

§1 . АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НЕСМЕЩЕННОСТЬ

1.1. Напомним, что оценка Lt функционала £(/) называется асимптоти

чески несмещенной, если

1нп[Е(£т)-ад = 0. (6)Л —*ОО
Пусть

Of \ 1^р' |/(A)|₽dA <оо}, 1 < р < оо
Q /

И

Loo = Loo(<9) = {/; II/1 loo = esssupAeq|/(A)| < oo}.

Теорема 1. Пусть функция

h(t)= [ f(X)tp(X+t)dX (7)

принадлежит Li(Q) и непрерывна в -тючке t = 0. Тогда статистика Lt является 

асимптотически несмещенной оценкой для L(f), т. е. имеет место соотношение 

(6)-

Как следствие этой теоремы, приходим к результату (впервые установлен

ному в [4]), дающему конструктивные достаточные условия для асимптотической 

несмещенности оценки Lt-

Теорема 2. Пусть /(А) G LP1, у>(А) G LP։, 1 < р1։р2 < оо, l/px + 1/pa < 1. Тогда 

Lt является асимптотически несмещенной оценкой для L(f), т. е. имеет место 

соотношение (6).

Обобщением теоремы 1 является

Теорема 3. Пусть h(t) G Li(Q) и t = 0 - точка Лебега функции h(t), т. е.

/ |Л(и) — Л(0)| du = o(t) при t-»0. (8)
Jo
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Тогда Lt является асимптотически несмещенной оценкой для L(f), т. е. имеет 

место соотношение (6).

При дополнительных условиях гладкости на /(А) и <р(Х) мы можем оценить 

скорость сходимости в (6) и доказать некоторые свойства асимптотической 

несмещенности оценки Lt.

Следуя Е. Парзену (см. [18]), назовем оценку Lt для L(J) асимптотически 

несмещенной порядка Т?, Р > 0, если

lim T^E(Lr) ֊ £(/)] = 0. (9)1 —»оо
Пусть С = C(Q) - пространство всех непрерывных на Q функций с нормой

1 Д
IlV’ll = IIV’lloo = 8UP*eQ IV'WI- Для функции 6 C(Q) определим ее С-модуль 

непрерывности как

= sup ||^(- + t)֊ V>(-)||, 6 > 0.
I«l<4

Для заданного 0 < а < 1, введем С-липшицевы классы (см. [5]) :

Lip (а) = {^(А) G С; w(tf>; 5) = 0(5“), 8 - 0), 

lip(a) = {V>(A) 6 С; w(V>; 5) = о(5“), 5-0}.

• » •*»
Теорема 4. При h(t) Е Lip(a), 0 < а < 1, статистика Lt является асимптоти

чески несмещенной оценкой порядка Т? для L(f) с Р < а.

Теорема 5. При h(t) Е lip(a), 0 < а < 1, статистика Lt является асимптоти

чески несмещенной оценкой порядка Та для L(f).

Для функции V>(A) Е Lp определим Ьр-модуль непрерывности как 

wp(1M) = sup ||#+*)-#) I |Р, f>°-
l‘l<f ...»

Для заданных чисел 0<а< 1, г 6 N, у = г + аир> 1, обозначим через 

lip(a;p), Вр(7) и Нр(7), соответственно, Ьр-липшицевы классы, и классы Бесова 

и Никольского. Эти функциональные классы определяются следующим образом 

(см. [5], [19]) :

lip(a;p) = {V>(A) Е Lp; wp(V>;5) = о(5“), 5 — 0},
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вр(7) = (^(А)еЬр;^(Г)(А)еьР, Л < оо),
I «/о )

Нр(7) = {0(А) 6 ь, 1Н(г)(- + Л) - ^<г)( )||р < С7|Л|“}.

Здесь и всюду ниже через С будем обозначать различные положительные посто

янные.

Замечание 1. Известно (см. [19]), что Нр(7) и Вр(7) являются нормированны

ми пространствами. Пространство Вр(7) непрерывно вложено в пространство 

Нр(7), т. е. Вр(7) С Нр(7) как множества, и норма Нр(7) доминирует над нор

мой Вр(7).

Теорема 6. Пусть выполнено одно из следующих условий :

с1) с.п. /(А) е Нр(71), 71 > 0, р > 1, и с.у. р(А) е Нд(72), 7з > 0, д > 1 

при 1/р + 1/д = 1 ;

с2) с.п. /(А) е Вр(71), 71 > 0, р > 1, и с.у. р(А) е В?(72), 72 > 0, д > 1 

при 1/р + 1/д = 1.

Тогда
' СТ~^1+13\

|Кт| < СТ-ЧпТ,
СТ՜1

где Кт = Ъ(ЬТ) - Щ).

при 71 + 72 < 1
при 7х + 72 = 1
при 71 + 72 > 1,

Отсюда непосредственно вытекает

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 6 статистика Ьт является 

асимптотически несмещенной оценкой порядка Та для Ь(/) с а < 71 +72.

Теорема 7. Если /(А) 6 Пр(а1;р), 0 < «1 < 1, р > 1, и у?(А) Е Кр(а2;р), 

0 < а2 < 1, д > 1 с + а2 < 1 и 1/р + 1/д = 1, то статистика Ьт является 

асимптотически несмещенной оценкой порядка тХ“։+°а) для Л(/), т. е.

Кт = о (т-(0'1+“а)) , при Т —♦ оо.

1.2. Предварительные сведения. Для доказательства приведенных выше те

орем нам понадобятся некоторые предварительные результаты для сингулярных 
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интегралов Фейера. При ^(«) 6 Ь։(ф) сингулярный интеграл Фейера, порожден

ный функцией V1! определяется формулой

ат(4) = ат(^;4) = / Гт(4 - и)^(и)«4и, (10)

где

?т(0 =

' 1 /втТ4/2\а
2%Т \ 4/2 ) '

I /ашТГ/г^2
. 2тгТ \ вт4/2 / ՛

4 6 (—оо, оо),

4 е [—и, -яг]
(11)

- ядро Фейера. Некоторые свойства ядра /'т(и) приводятся в следующей лемме 

(см., напр., [5], [19]).

Лемма 1. Определенное по (11) ядро Рт(и) является четным, неотрицательным 

и обладает следующими свойствами :

°) У Гт(и) Ли = 1, (12)

6) [ РтЩЛ! < СТ՜1,
Л>1

, Г СТ՜“, при а < 1,

(13)

в) 1 Рт(1)1аЛ1 < < СТ՜11пТ, при а = 1, 
[ СТ՜1, при а > 1.

(14)

Лемма 2. Пусть функция ф(и) 6 Ь1((?) и удовлетворяет одному из следующих 

условий:

а) ф(и) - непрерывна в точке и = х;

б) и = х — лебегова точка функции ф(и).

Тогда

Нт (гт(ф-,х) = ф(х). 1 —*оо

Доказательство дано, например, в [18].

Лемма 3. Имеют место следующие утверждения :

а) если ф(и) е 1др(а), 0 < а < 1, то 

стт(^;«) — ^(и) = О(Т~а) при Т —» оо;

б) если ф(и) е Кр(а), 0 < а < 1, то

стт(^;“) — ^(«) = о(Т “) при Т—*оо.
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Доказательство дано, например, в [5].

1.3. Доказательства. Во-первых, покажем, что

Е(£т) = У У (15)

В силу (1) и (5) имеем

Е(£т) = ^У У |Ст(в-«)|37(зМ0^Л,

где
ЕГ=1е(‘-<)и

/оТе('-<)и^-

Теперь, принимая во внимание равенство

-^֊|От(в-*)|2 = М»֊<).
£Т\1

придем к (15).

Доказательство теоремы 1. В силу формул (2), (7), (10) и (15)

Е(Дг) - Д(/) = У Гт(и)Л(и) Ли - Л(0) = <гт(Л; 0) - Л(0). (16)

По предположению, функция Л(и) непрерывна в точке и = 0. Тем самым, нужное 

утверждение следует из леммы 2 а).

I, .
Доказательство теоремы 2. В силу неравенства Гельдера, для функции Л(и),

определенной (7), имеем

|Л(И+*) - Л(*)| < №+4+•)-/(* + .)||, ||р(.)||9.

Поэтому Л(и) непрерывна и утверждение следует из теоремы 1.

Доказательство теоремы 3. Утверждение теоремы следует из (16) и леммы 

2 б).

Доказательство теоремы 4. В силу леммы 3 а) и (16) имеем 

Тд[Е(Ьт) - £(/)] = 7*[<тт(Л; 0) - Л(0)] = 0(7^՜“)).

Так как {3 < а, то последний член стремится к нулю при Т —♦ оо.
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Доказательство теоремы 5. Утверждение теоремы следует из (16) и леммы 

3 б), поскольку в рассматриваемом случае

Е(1т) ֊ Ь(/) = ^т(Л; 0) - Л(0) = 0(7֊“).

Доказательство теоремы 6. Учитывая замечание 1, достаточно доказать 

теорему лишь для пространств Нр(7). Для определенности рассмотрим случай 

н.п. (в случае д.п. доказательство аналогично). Поскольку функция 7т(<) четная, 

то в силу (15) имеем

Е(Ьт)=^ [ [ /'т(*)/(“+<М*)Л1Л + | / [ Гт(*)/(и)^(и+^с<иЙ.
* 7—оо 7 —оо ^7—оо 7-оо

(17)

Следовательно, учитывая (12) и равенство 
г+°о г+оо
/ Л«Ми)«Ь = / /(и + *)^>(и + *)</и,
7—оо 7—оо

с помощью (3) и (17) получим

Кт - Е(Ьт)-У>(П = х / Рт(1) / (/(и)-/(и44))(р(и+*)-р(и))«йиЙ. (18)
7-00

Воспользовавшись неравенством Гельдера, из (18) находим 
1 Г+°°IКт\ < / Гт(«)||Л* + •) - /ОПяНуК* + •) ֊ Н-)1И- (19)

7-оо
Сначала рассмотрим случай, когда 7* < 1, к = 1,2. В силу (19)

|КТ|< /\( ։̂'Н’Л + 4||/|Ш|? [ ГТ(*)<Й. (20)
•/о Л>1

Поэтому в этом случае утверждение леммы вытекает из (13), (14) и (20).

Перейдем к рассмотрению случая 71 = п + О1 > 1 и 71 = г3 + о^ > 1. Для 

этого нам понадобятся следующие известные результаты (см. [5], [19]) :

Лемма 4. Пусть У>(<) 6 Нр(7) С7 = г + а, г £ АГ, 0 < а< 1. Тогда справедливы 

следующие утверждения :

а) Н^Нр < С < оо j = 17г;

б) функция ^(£) разлагается в ряд Тейлора

^) = Е^^(*-и)* + ад«) (21)

л=о
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с остаточным членом

Л(*. “) = (г ~ х)! / 1^(Г)(4) “ ^(г)(«)](* ֊ и)1՜՜1 Ли, (22)

удовлетворяющим неравенству

ЦЯ(-, и)Н₽< (23)

В силу (13) и (19)

|Хт| < КИШ + •) - Я-)|1Х< + •) - Р(-)Н,Л + с • т֊1.
Поскольку /(4) € Нр(71) и <р(1) 6 Н9(72), применяя лемму 4, неравенство

Гельдера-Минковского и (14), получим

\кт\<С^^ + [11к+г>+а’Рт^(И

к=1] = 1^° к=1^°

Гз Г1 Г1+с\2 ^Г^РТ(1)М + С Г1+гз+“1+“аГг(*)Л-|-С-Т՜1 = О(Т-1).
У=1 л л

В случаях 71 > 1,7з < 1 и 7] < 1, 7а > 1 доказательство аналогично. Тем самым, 

теорема 6 доказана.

Доказательство теоремы 7. При предположениях теоремы ||/(*+֊)~/(')11р = 

= №’։''։(*) и 1И*+ •)-*’(•)! 1« = 111“а"з(4), где

а>1(0 1 0 и ш2(*) | 0 при I -» 0. (24)

Отсюда, в силу (13) и (19)

/1
Гт(*)<в։+“аУ1(0"з(*) Й + С • Г՜1. (25)

Полагая Т1 = х, из (11) и (25) получим

|ХТ| < Л('^)։.».№„1(Ь„։(^)11։ + О(Т-֊). (28)
»/О \ **/ *• / ^ ■*֊

Остается показать, что

Мт= I :в“1+“я"1(^>а(^)й® = о(1) при Т —»оо. (27)

Пусть То такое, что 0 < То < Т и То/Т —» 0. Тогда
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Мт= [ ®“1+в։“1(7)"а(^)Л։+
/о \ х/2 / 7 1

[т (в\пх/2\2 а.+а, гх\ гх\^ + £ Н/2 ) ‘ Ч**?’*5'

Пусть теперь Т и То стремятся к сю. Учитывая (24) и то, что при 0 < «1 +а2 < 1 

интеграл /“ (8д/22) ха1+аядх сходится, приходим к (27), чем и завершим 

доказательство теоремы 7.

§2. СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ 
•1:1՛

2.1. Напомним, что опенка Ьт для £(/) называется среднеквадратически 

состоятельной, если

Е(£у - Ь(/))2 -♦ 0, при Т —»оо. (28)

Пусть 0 < а < 1 - заданное число, оценку Ьт для £(/) назовем Та- 

состоятелъной, если

Т“(£т — Ь(/)) —♦ 0 по вероятности.

Сначала исследуем асимптотическое поведение дисперсии В(£т) = Е(£у— 

-Е(Ьт))2.

Определение 1. Будем говорить, что пара (/, у») функций /(А) и $о(А) удовле

творяет

условию (£), если /(А) £ £Р1 и у>(А) 6 ЬРз для некоторых Р1, р2 таких, что 

1 < Р1.Р2 < оо и 1/р1 + 1/р2 < 1/2;

условию (%), если /(А) € Нр(у1) и р(А) 6 Н,(у2) для некоторых 71, 72 > О 

и р, д > 1 (1/р+ 1/д = 1), удовлетворяющих одному из следующих условий а) - 

г) :

а) 71 > 1/р, 72 > 1/9>

б) 71 < 1 /Р> 72 < 1/9 и 71 + 72 > 1/2,
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в) 7։ > 1/Р> 1/9-1/2 <72 < 1/9,

г) 72 > 1/9,1/р — 1/2 <71 < 1/р;

условию (В), если пара (/, у>) удовлетворяет предыдущему условию (7Z), где 

вместо Н взято пространство В ;

условию (Z), если /(А) € lip(aj;p) и q>(X) G lip(a;5) при некоторых 0 < 

<а։, а2<1ир,д>1(1/р+1/5 = 1), удовлетворяющих одному из следующих 

условий а’) — г’) :

а։) oq > 1/р, а2 > 1/д,

б։) aj < 1/р, »2 < 1/q и + а2 > 1/2,

в’) ai > 1/р, 1/q - 1/2 < a2 < 1/q,

г’) а2 > 1/q, 1/р-1/2 < otj < 1/р;

Теорема 8. Пусть выполнено одно из условий (£), (W), (В) или (£). Тогда.

lira TE(Lr - E(Lt))2 = [ /2(А)р2(А) dX. (29)
Т —»оо J

Теорема 9. Справедливы следующие утверждения :

а) при выполнении любого из условий (£), (Л), (В) или (У) статистика Lt 

является среднеквадратически состоятельной оценкой для L(f), т. е. имеет место 

соотношение (28).

б) при выполнении любого из условий (Л), (В) или (£) статистика Lt 

является Та-состоятельной оценкой для L(f) с a < 1/2.

2.2. Предварительные сведения. Доказательства теорем 8 и 9, а также ис

следование асимптотической нормальности и эффективности оценки Lt требу

ет некоторых вспомогательных результатов, относящихся к асимптотическому 

поведению равномерных норм и следам произведений усеченных теплипевых ма

триц и операторов. Будет использована также теорема вложения типа Харди- 

Литтлвуда для классов Hpfy). В этом пункте приводятся соответствующие ре- 

зУльтать1-

К лПв-tu^iu
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Для функции ^(А) б М(-’П’г) введем в рассмотрение усеченную Т х Т 

теплицеву матрицу

ВтМ = Н^-Лк4=тт. (зо)

где {V։*} - последовательность коэффициентов Фурье функции т/’С-А).

Будем также пользоваться обозначением Вт(ф) для усеченного теплицсва 

оператора, порожденного функцией ^(А) б Д1(—оо.оо) и действующего на функ

циях и(А) б Ь3[0,Т] :

Вг(^)и(А)= / ^(А-р)и(р)^, 
7о

(31)

где ^>(-) - преобразование Фурье функции ^(-).

Лемма 5. Пусть ^(А) 6 Ъ\. Л Ьр, прячем 1 < р < оо. Тогда при Т —* оо

1 »(.Т) = цад)Н = °СГ1/Р), (32)

где ||Вт(’/')11 = 8ирци||а_1 |(Вт и, и)| - равномерная норма оператора Вт(ф).

Доказательство см. в [7], [8].

Лемма 6. Пусть фк (А) б Ь1 Л ЬР1։, где 1 < рк < оо при к = 1,п. Тогда при 

и = 24=1(Р*)-1 — 1 ямест место соотношение

V 1 пт — 1г
п
П Вт (-фк)

.4=1
(33)

Доказательство см. в [1], [11].

Лемма 7. Пусть -0(А) б Нр(7), где 7 > 0 ир > 1. Тогда справедливы следующие 

утверждения :

а) если 7 < 1/р и р < Р1 < р/( 1 - 7р), то

^(А)бНР1(7-֊ + ֊-);

б) если 7 > 1/р, то функция ф(Х) непрерывна и ||^||оо < ею.

Доказательство см., напр., в [19].
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2.3. Доказательства. Доказательство теоремы 8 проведем в несколько 

этапов.

Этап I. Условие (£) влечет (29). Доказательство следует из (5) и леммы 6. 

Действительно

7Е(Лт ֊ Е(/))2 =Х2{у/Т{Ьт ֊ ЩЬт})} = 

= ^г[Вт(/)Вт(5)]2 / /2(А)р2(А) <1Х,
1 Т —♦ оо У

Этап П. Условие (Л) влечет (29). Покажем, что (29) вытекает из леммы 6. 

Для этого достаточно показать, что при выполнепии (Л) существуют числа Р1 

(Р1 > Р) и 91 (?1 > д) такие, что Нр(71) С ЬР1, Нд(?2) С ЬЧ1 и 1/р1 + 1/дг < 1/2.

Случай 71 > 1/р, 72 > 1/д очевиден, поскольку в силу леммы 7 б) имеем 

НР(Д)С//оо И Н,(72) с Д».

Пусть 71 < 1/р, 72 < 1/д и 71 +72 > 1/2. Для произвольного е > О такого, 

что 71 > е и 72 > е, положим

1 1
— = - - 71 + Е,
Р1 Р

— = - - 72 + Е. (34)
91 9

Легко видеть, что р < р\ < р/(1 — 71Р) и д < д1 < д/(1 — 729). Отсюда в силу 

леммы 7 а) получим Нр(71) С ЛР1 и Н?(^г) С Д?х. С другой стороны, в силу (34)

— + — = - + ֊ - (71 + 72) + 2е = 1 - (?1 + 72) + 2е- 
Р1 91 Р 9

Поскольку е произвольно и 71 + 72 > 1/2, то получим, что 1/р1 + 1/91 < 1/2.

Пусть теперь 71 > 1/р и 1/д — 1/2 < 72 < 1/д. По лемме 7 б) Нр(71) С Ьоо-

Для произвольного е > 0 такого, что 72 > Е, положим

1 1 . 4՝,
91 ~ 9 72+ е' —-ЯГ...

• • ■- ‘1 и я е \
<*>*#>* А-
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Очевидно q < 91 < ?/(1 ֊72?). тем самым, по лемме 7 а) Н,(у2) С L4l. Далее, 

имеем 
1 1 1

 1 =------- 72 + с- 
Р1-----91-------Ч

Поскольку е произвольно и 1/9 - 7а < 1/2, то 1/pi + 1/91 < 1/2.

В случае, когда 72 > I/9 и 1/р -1/2 < 71 < 1/р, доказательство аналогично.

Теперь, применяя лемму 6, получаем требуемое утверждение.

Этап Ш. Условие (В) влечет (29). Доказательство этого утверждения следует 

из доказательства этапа II и замечания 1.

Этап IV. Условие (£) влечет (29). Доказательство аналогично доказательству 

этапа II.

Этим доказательство теоремы 8 завершено.

Доказательство теоремы 9. Имеем

Е(Ьт-Ь(/))2 = Е(Дт-Е(£т))2 + ^, (35)

где, как и прежде, Кт = £(/) — Е(Др). Заметим, что среднеквадратическая 

состоятельность Ьт при выполнении условия (£) является непосредственным 

следствием (35) и теорем 2 и 8. Далее, по теореме 8, при выполнении любого 

из условий (7<), (В), или (£)) имеем

Е(Вт ֊ Е(Вт))2 = О(Т՜^) при Тсо. (36)

Покажем, что при выполнении любого из условий (И), (В) или (£)

|Дт| = о(Т-1/2) При Т-оо. (37)

Пусть выполнено (И), (или (В)). Тогда легко видеть, что в случаях а) - г) (см. 

определение 1) имеем 71+72 > 1/2. Тем самым, при выполнении ('Н') (или 

(В)) соотношение (37) вытекает из следствия 1. В случае выполнения условия 
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(Z) соотношение (37) следует из теоремы 7, поскольку в случаях а’). - г’) (см. 

определение 1) имеем ац + aj > 1/2. Из (35) - (37) получаем

Т2оЕ(Ьт ֊ Ь(/))2 = 0(Т<20-1)) пра Г - оо. (38)
.—-К ■••<. -

Теперь средиеквадратическая состоятельность следует из (38), а Т“-состоятель

ность с а < 1/2 - из (38) и неравенства Чебышева.

§3. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ

И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ

3.1. Асимптотическая нормальность. Напомним, что оценка Lt для L(f) 

называется асимптотически нормальной с коэффициентом ст2 > 0, если 
. I

Tl'2(Lr-L{f))=^N^,fr2\ при Т —»оо, (37)

т. е. распределение нормированной случайной величины & = Tl^2(Lt — L(fJ) 

слабо сходится (при Т —юо) к нормальному распределению 77(0, ст2) со средним 

0 и дисперсией ст2.

Начнем с центральных предельных теорем (ЦПТ) для Lt. Отметим, что 

статистику Lt можно рассматривать как квадратичный функционал теплицева 

типа (квадратичную форму в случае д. п.) от процесса X(t) (см. [11]) :
. I

_ Г £ £(* - «)^(<)Х(а), в случае д. п.,
I у fo fo 'К1 - в)Х(*)Х(а)dt ds’ в случае н. п.,

■ - '■ -՝где <p(t) - преобразование Фурье (в случае д. п. - коэффициенты Фурье) функции

НА)-' ՛՛ ՛' ՛■՛■■ '

. :.՛ •<: ՝ ч|'.лу .

Теорема 10. Пусть выполнено какое-либо из условий (£), (77), (5) или (/). 

Тогда распределение нормированной случайной величины = Т172(1>г — Е(Дг)) 

слабо сходится (при Т —юо) к нормальному распределению 77(0, ст2) с
. О ЙГ ri’՛ 1՛ ։

Ст2 = [ /2(А>2(А)ЙА. (38)
ZM.j J <
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Доказательство. В силу (5) имеем
[ 0, при 8 = 1,

Х«(Ьт) - _ 1)1 и[Вт(/)Вт(у>)]*, при а > 2.

где х,(Ьт) = х>(у/Т(Ьт ֊ Е(Ьт)))- По теореме 8
Х2(Ьт) = ^[Вт(/)Вт(<р)]2т^ //2(А)?(А)ЙА <оо.

Тем самым, в силу теоремы И. А. Ибрагимова (см. [8], Дополнение) остается 

показать, что при выполнении любого из условий (£), (К), (В), или (/)

Т-1/2||Вт(/)Вт(р)|| = о(1) при Т —► оо. (40)

Покажем это сначала для (£). Пользуясь леммой 5 получим 

Т-1/’||Вг(7) Вт^П < Т֊1/’||Вт(/)|| I|вт(р)|| = 

= Г՜1/3 о(Т1/’>1)о(Т1^Р։) = о(Т11р1+11р',-112}

Последняя величина при Т —» оо является о(1), поскольку при выполнении (£) 

имеем 1/р1 + 1/ря < 1/2.

При выполнении условий (И), (В) или (/) доказательство (40) проводится 

повторением этапов П-1У доказательства теоремы 8. Теорема доказана.

Теорема 11. При выполнении любого из условий (И), (В) или (£) статистика. 

Ьт является асимптотически нормальной оценкой для £(/), где а3 определяется 

(38).

Доказательство. Имеем

Т1/а(£т - £(/)) = ^/’(Ьт ֊ Е(£т)) + Т^Кт, (41) 

где как и прежде Кт = ЦГ) — Е(Ьт)- По теореме 10, при выполнении любого из 

условий (7£), (В) или (£) при Т —♦ оо первое слагаемое правой части (41) слабо 

сходится к ДО^о՜3), где <т3 такое, как в (38), второе же слагаемое стремится к 

нулю в силу (37).

3.2. Асимптотическая эффективность. Обозначим через множество всех 

симметрических, неубывающих на положительной полуоси функций потерь ш : 

ИЛ-1 —♦ К-1 таких, что ш(0) = 0 и ш(г) < С\ ехр{Сз|®|} при некоторых постоянных
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С] > О, С2 > 0.

Следуя И. Л. Ибрагимову и Р. 3. Хасьминскому (см. [15]), оценку Lt

функционала L(/) назовем (W,a2) - асимптотически эффективной, если для
I ... ՛

любой функции потерь w 6 W справедливо соотношение

lira Е w(VT(Lt - ¥>(/))) = Е w(f), (43)
7 —»оо

1 ՝■ 

где £ является N(0, а2) нормальной случайной величиной.

Теорема 12. При выполнении любого из условий (Д), (В) или (/) статистика

Lt является (W, а^-асимптотически эффективной оценкой для L(f), где а2 

определяется (38).

Доказательство.: В силу теорем б, 7, 8 и И достаточно показать (см. [7], [15]), 

что при всех Т > Т(а)

Е(ехр{±а£т}) < оо, (44)

где, как и прежде, Lt = VT(Lt — E(Lt))- Пользуясь леммой 5 легко проверить, 

что при любых достаточно больших Т

Е(ехр{±а4г}) < exp{ytr(BT(/) Вт(<р))2}. (45)

По теореме 8 величина ^=tr(Br(f) Вт(у’))2 = ^Е(Ьт)2 ограничена. Поэтому (44)
J. ji

следует из (45).

ABSTRACT. Let X(u), u £ U be a zero mean real-valued stationary 
Gaussian process possessing a spectral density /(A). We consider the gen
eral problem of nonparametric statistical estimation of spectral averages 
L(f) = f ^>(A)f(A) dX, on the basis of a sample {X(u), 0 < u < 71 2}. As an 
estimator of L(f) we take the statistics Lt = f <р(Х)1т(Х) dX, where It (A) 
is the periodogram of the process X(u). For spectral densities from dif
ferent functional classes we prove in succession that the estimator Lt is 
asymptotically unbiased, mean square consistent, asymptotically normal 
and asymptoticaUy efficient estimator for L(f). Both continuous and dis
crete parameter cases are treated.
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СМЕШАННАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ТИПА СОБОЛЕВА ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

Г. С. Акопян, Р. Л. Шахбагян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 1, 1995

В статье исследуется начально-краевая задача для вырождающих
ся нелинейных уравнений типа Соболева высокого порядка. При неко
торых ограничениях на главные символы операторов и младшие чле
ны доказывается существование и единственность решения смешан
ной краевой задачи в весовых функциональных пространствах. Дока
зывается существование аттракторов полугрупп, порожденных иссле
дуемым классом операторов. При дополнительных ограничениях на 
младшие члены строится глобальная функция Ляпунова и с ее помо
щью описываются аттракторы полугрупп, порожденных этим классом 
операторов.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Q С IRn - ограниченная область евклидова пространства с достаточ

но гладкой границей Г = 30. Рассмотрим нелинейное дифференциальное урав

нение порядка 2m + 1 (m > 1) в частных производных вида

Q
g-Lu + Mu = 0 (0.1)
01 'V н

в цилиндре Qt = О х (0,7), где L и М - следующие операторы :

Lu= Е (-l)l“lDe(bo/J(z)D/’u), (0.2)
|а|,|Д|<т

Ми= £ (֊1)1“1д“ао(г,..,^и։...), И <т. (0.3)
|а|<т

Здесь суммирование производится по мультииндексам а = (aj,...,ап), р =

= (£։.—>&»), |а| = он + ••• + ап, а
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0|“1 
па =___________ .дх^-дх^

В настоящей статье исследуется разрешимость и асимптотическое поведение ре

шений смешанных краевых задач для вырождающихся па границе эволюцион

ных уравнений высокого порядка вида (0.1). Статья является обобщением для 

уравнений высокого порядка результатов, полученных в работах авторов [1], [2], 

в которых вырождение носило частный характер. В настоящей работе (по срав

нению с [1], [2]) обобщен также случай т = 1 (уравнение третьего порядка), а 

именно, младшие коэффициенты аа уравнения (0.1) здесь удовлетворяют более 

общим условиям. Как известно (см. например, библиографии к [3] - [7]), пробле

ма разрешимости краевых задач для вырождающихся уравнений тесно связана 

с теорией весовых функциональных прострапств. По определению, функция, за

данная на П, называется весовой функцией, если опа положительна, непрерывна 

и, при приближении к границе П, бесконечно возрастает или стремится к ну

лю. Весовое функциональное пространство - это нормированное пространство 

измеримых функций, некоторая степень которых суммируема с наперед задан

ным весом на П, таких, что их производные обладают тем же свойством сум

мируемости. В этой статье роль весовых функций играют степени расстояния 

р(л) —■ (НвЦх, ЗП) от точки до дГ1.

§1 . КЛАСС ОПЕРАТОРОВ

Всюду ниже будем предполагать, что коэффициенты, определяющие опера

торы Ь и М, удовлетворяют следующим условиям :

I) Функции йвд(®) являются вещественнозначными и непрерывными в П; 

для любых а, Р имеем 6од(х) = 6дв(х).

П) Эллиптичность. Существует положительное число «о такое, что

Е ^*Х«6з>«ор(г)2° I £ Ы2 + 1) (1-1)
|а|,|Д|<т \|а|=т / 
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для любого х 6 Л и любого набора чисел {£а}|а|<т> где весовой показатель а 

находится в следующих пределах :

11 „ „ч--<<т<тп--. (1.2)

1П) Ограниченность. Существует число С > 0 такое, что

1М«)1 < Ср(хУ° (1.3)

для любого х £ Л и любых мультииндексов а,0 (|а|, |/?| < пг).

IV) Коэффициенты аа(х, ...,£р,...) оператора М вещественнозначны и при

надлежат пространству С1 по переменным х € Л и ; при любых х G Л, £а, г/а, 

тр справедливы неравенства

52 -Ха > 71Х®)2" ( 52 Ка|2 + 11 ।
|а|<т у|а|=т )

(\ 1/2 / \ 1/2

У? koi2) ( 52 ы2) . 
|а|=т ) у|Д|=т ]

Е ( £ |£ор +1՝),
l«»l.l/9l<rr‘ р \|а|=т /

(ч 1/2 / ч 1/2

52 ы2) ( 521^1’1
|а|=т / \|/5|=т /

где 71,71,72,7г - положительные постоянные.

(1-4)

(1-5)

(1-6)

>(1-7)

Отметим, что условия (1.4) - (1.7), наложенные на младшие члены уравне

ния (0.1), называют условиями типа Леви.

§2. ВЕСОВЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2.1. Вначале приведем необходимые обозначения (введенные в [3]) и опишем 

некоторые функциональные пространства. Символом Н™ (Я) обозначим весовой

класс функций и(л), заданных на Я, для которых конечна величина 

1М1я- = 11и11да(л) + 52 [ p(x^\Da^dx

1/2

(2-1)
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Классы Я™(П) являются гильбертовыми пространствами с нормой (2.1).

В дальнейшем нам понадобятся иные нормировки этих весовых пространств.

Нормами (2.2) и (2.3) порождаются гильбертовы пространства, которые будем

Положим 1/2

Н«Н1 = £ ||р(х)’О“ц||3Мп) >

1/2

Н«11а = “П1а(п)-ь Е Цр(®)^“«н1։(п) |а|=т

(2.2)

(2.3)

обозначать, соответственно, через ] Я" (Л) и 2Я£*(П). Соотношения между вве

денными пространствами при различных весовых показателях а были исследо

ваны С. М. Никольским [6] - [8]. Ниже будем опираться на следующую теорему 

из [3].

Теорема А. ([3], Теорема 1.1.4) Положим

тогда

1Я-(П) = 2Я^(П) = Я"(П),

(2.4)

(2-5)

где равенства понимаются, как обычно, с точностью до эквивалентности норм.

ПустьЯ™(П) является замыканием в норме пространства линейного 

многообразия Сд°(И) финитных бесконечно дифференцируемых функпий с ком

пактным носителем. Справедлива следующая

Теорема Б. ([3], Теорема 1.2.1)

1) Если а < -1/2 или сг > тп— 1/2, тоЯ™(П) = Я™(П).

2) Если а удовлетворяет условию (1.2), то пространства Я™(П) обладают

следующей структурой :

Я"(П)= и6Я,п(П): д' и
дп* г = 0, з = 0,1,..., «о - 1 (2-6)
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где - производная в направлении внутренней нормали к границе, а «о ~ целое 

число, удовлетворяющее неравенствам

1
2՜ (2.7)

2.2. Введем, наконец, функциональное пространство, в котором действует опе

ратор редуцированной задачи.

Лемма 2.1. Оператор Ь, определенный на всюду плотном в Д2(П) множестве 

С’о°(П), является симметрическим и положительно определенным.

Доказательство. Симметричность оператора Ь следует из формулы интегри

рования по частям. Покажем, что Ь - положительно определенный оператор. 

Для этого рассмотрим скалярное произведение (Ди, и), где и 6 С§°(£2), а (•,•) - 

скалярное произведение в Д2(П). В силу теоремы А и формул (1.1), (1.2)

(Ди, и) = / 6в/5(г)Д>/5иД)ои Их >
|а|,|Д|<т։/п

= Л0||и||22>с||и||^>с||и||1։(П), (2-8)

где с > 0 - постоянная (всюду ниже через с будем обозначать различные 

постоянные). Лемма 2.1 доказана.

На линейном многообразии С“(£2) введем скалярное произведение

[и,и] = (Ди, и) = У2 / 6ад(г)Д)'5и£)“1> бйс. (2.9)
|в1>1Д|<т п

Далее, через Нь обозначим гильбертово пространство с нормой

Н“11я£ = Л“.«].

порожденной скалярным произведением (2.9), являющееся замыканием линейно

го многообразия С“ (£2) в этой норме.
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Лемма 2.2. Пусть а- удовлетворяет неравенству (1.2). Тогда пространства Нь 

и Н™ изоморфны.

Доказательство. Пусть и б Со°(П). В силу оценки (2.8) имеем 

Ни11я£, с11и11я“ >

где с > 0 - постоянная. Теперь докажем обратное неравенство. Действительно, 

из теоремы А и (1.3) следует, что

||<<‘ 12 /р(х)а’р“и|-|^и|^< 
|а|,|Д|<т',П

<С1 £ / |р(х)'£>ви|а^<с1||и||?<с2||<т. 
|а|<тЛ1

Таким образом, установлена эквивалентность норм на множестве, всюду плотном 

в Ь2(Я). Далее, стандартный процесс замыкания приводит к эквивалентности 

норм ||и||яь и |1«11я- • Лемма доказана.

2.3. Для уравнения (0.1) рассмотрим следующую краевую задачу :

“к=о = уо(®), хЕП, (2.10)

д‘и 
— =0, з = 0,1,...,«о- 1, $ > 0, (2.11)

где зо удовлетворяет условию (2.7), а ио - произвольный элемент пространства 

Нс.

2.4. Приведем полученный в [3] результат об однозначной разрешимости обоб

щенной задачи Дирихле для оператора Ь, на который будем опираться ниже. 

Рассмотрим уравнение

£и = / (2.12)

с краевыми условиями (2.11). Для формулировки теоремы нам понадобится 

следующее
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Определение 2.1. Функция и 6 Я™(12) называется обобщенным решением 

задачи (2.11), (2.12), если для любого <р € Со°(12) имеет место тождество

[«>*’] = (/>¥’)• (213)

Теорема В. ([3], Теорема 2.1.1) Пусть оператор Ь удовлетворяет условиям I), 

II) и (1.2), а / - произвольный элемент пространства (Н™(£1))', сопряженного к 

пространствуй™^՝). Тогда задача (2.11), (2.12) имеет единственное обобщенное 

решение и 6 Я™ (12) (или, что то же самое, и 6 Ир), удовлетворяющее оценке

Пи11н™ с11/11(т?т(п))'’ (214)

где с положительная постоянная.

В силу теоремы В, оператор Ь осуществляет гомеоморфизм пространств 

Я/, и (Я™ (12))'. Поэтому существует ограниченный обратный оператор Л՜1, 

отображающий (Я™(12))' на Я™ (12) (и, стало быть, на Я/,). Применяя к обеим 

частям уравнения (0.1) оператор Ь~։, мы придем к эквивалентному уравнению
Зи—- +Ли= 0,
СП

где оператор А = Ь~1М определен на линейном многообразии С“ (12). Таким 

образом, задача (0.1), (2.10), (211) сведена к эквивалентной задаче

^ + Ли = 0, (2.15)

и|1=о = ио(®)։ (2-16)

Лемма 2.3. Область определения замыкания оператора А совпадает с про

странством Нр.

Доказательство. Пусть и 6 Нр, и пусть последовательность {и*}*^, и* 6 

6 С“ (12) такова, что

Д“ IIй* ֊ “11яь = 0֊ (217)
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Для любого и £ С2°(П) имеем 

[Ли*,«] = / ЬЬ՜'Мик ■ »(х) dx =
./п 1֊

= 1 V (-1)1“1ро(аа(х,...։£’*’и*,...)« Лх = 52 / аа(х,...,Прик,...)Оаю с1х.
>'П|а|<т 1°1<т П

Оценим выражение

[Ли*,"]֊ / 52 ас,А(х,...,Орик,...)Паьс1х =
•/п |а|.|Э|<т

= 52 [ [аа(х,...,Орик,...)-аа(х..... Ори1. ..)]£>“« <1х =
|а|<гп П

= £ У՜ £ даа{х' ПРи +д(гГ>Рп,‘ ~ (орик ֊ Ори)Оаъ М dx.
|а|.|Д1<т п 0

В силу условия (1-7)

Орик, ...')Оау 4х

/ \ ։/2 /
<у2 52 11^г^(«*֊и)|Ца(п) 121|рМ^а«111а(п)

\|0|=т / \|а|=т
< 72II“* - «||2||< < С11« - и*||Яь ||и||Яь . (2.18)

Из (2.17) следует, что правая часть последнего неравенства при к -♦ оо стремится 

к нулю. Поэтому последовательность {Ли*} слабо сходится в пространстве Яд.

В силу единственности слабого предела можно расширить оператор Л с С“ (12)

на Яд, для любых и, и € Яд, полагая

ао(х,..., Ири, ...)Оаи dx. (2-19)

Лемма доказана.

§3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ

Здесь будет доказан основной результат статьи, а именно, однозначная 

разрешимость задачи (2-15), (2.16), к которой сведена задача (0.1), (2.10), (2.11). 

Доказательство основано на так называемом “методе монотонности” (см. [9], 

[10]). Мы будем пользоваться обозначениями и определениями, введенными в 

этих работах, а также в статье авторов [2].
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Теорема 3.1. Пусть операторы Ь и М удовлетворяют условиям I) - ГУ). 

Тогда оператор А, действующий в пространстве Нь, является монотонным, 

ограниченным и полунепрерывным. При этом, имеет место оценка

[Ли, и] > с||и||Яь

с некоторой постоянной с > 0.

Доказательство. Пусть и, V 6 Со°(П). Из (1.6) следует, что

[Ли — Аи, и — и] = У2 [ [аа(г,..., О0и,...) - ао(х,..., ...)]Да(и — и) с/г =

= Е г г- ..... в>» + »(^“ - В»»),...) д, _ и д =

= Е г а^(...... - Л>,),...)д, _ _
ы.и<»Л ’

>7։ II“-»11։ 2 е 11“-»Ня.՛ (31)

Пусть теперь и,«Е Яд, а последовательности {и*}^, {«* }*^.։, где и*,«* 6

6 С“(П) таковы, что

IIй* - и11яь -°> II«* - «Ияь -»°> при * — оо. (з.2)

Тогда из оценки (3.1) получаем

[Ли*-Л«*,и-«] = [Ли*-Л«*,и-и*] + [Ли*-Л«*,и*-«*] + [Ли*-Л«*, «*-«] >

> [Ли* — Ли*,и — и*] + [Ли* - Ли*,«* - и] + с||и* - 1>*||Яь - (3.3)

Из леммы 2.3 следует, что последовательности {Ли*}^ и {Л«*}^_1 слабо 

сходятся в Яд и, стало быть, ограничены. Учитывая (3.2), получаем

|[Ли*-Л«*,и-и*]| < с||и*-и||Яь —>0, при к -* оо.

Аналогично, второе слагаемое правой части неравенства (3.3) тоже стремится к 

нулю при к —♦ оо. Используя (3.3), заключаем, что при достаточно больших к 

справедливо неравенство

[Ли* — Л«*, и — «] > 0.

Отсюда предельным переходом получаем

[Ли — Л«, и — и] > 0. (3-4)
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Таким образом, оператор А является монотонным.

Докажем ограниченность оператора А. Пусть В - произвольное ограничен

ное множество в Яд :

В = {и 6 Нь : ||и||Яь < Жоо}. (3-5)

При любых и 6 В и V 6 С0°°(П) рассмотрим билинейную форму (2.19). В силу

(1-5)

< 7111«1121М12 <с 11и11нь Н«11ях. < «я ННь. (з.б)

Отсюда следует, что для любых и 6 В

1И«11яь < сЯ, (3-7)

следовательно, оператор А ограничен.

Докажем, наконец, нолунепрсрывность оператора А. В самом деле, пусть 

и Е Нс VI V & С“ (12), а последовательность {и*}*^, и* € Яд, такова, что 

||и* — и||Нь —* 0 при к —♦ оо. Тогда из леммы 2.3 следует

[Ли^, н] —»[Ли, и], при к —♦ оо, 

что и означает требуемую цолунепрерывность.

Для завершения доказательства теоремы 3.1, установим оценку снизу для 

[Ли, и]. Из теоремы А, леммы 2.2 и формулы (1.4) следует, что 

где с > 0 - постоянная. Теорема 3.1 доказана.

Прежде чем сформулировать основной результат этого параграфа обозна

чим через Ь2 (О, Т; Яд) гильбертово пространство определенных в цилиндре ($т 
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функпий и(1, х), со скалярным произведением

/>т
{и,«} = / [и, и] Л. (3.9)

Уо

Норму, порожденную этим скалярным произведением обозначим символом I I.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия I) - IV). Тогда, для любых начальных 

данных ио 6 Нь задача (2-15), (2-16) имеет единственное решение в пространстве 

Ь2^,Т-,Нь).

Доказательство. Из неравенства (3.4) легко следует, что для любых и, в £ 

ЕЬ3(0,Т-,Пь)

{Ав — Ав, и — ։;} > 0. (3.10)

Поэтому оператор А монотонный. Далее, пусть В - ограниченное множество в 

£2(0,Т;Яь) :

В = {и 6 £2(0, Т; Нь) : 1и1 < Я}.

Тогда, в силу (3.6), для любых и С В и 1 € [О, У] имеем

1кМНг> < с||и||Яд ,

где с > 0 - постоянная. Интегрируя обе части по I С [0, У], получим

1Ли1 < с 1и1 < сЯ,

го есть оператор А ограничен в Л2(0, У; Нь)-

Теперь докажем полунепрерывность оператора А в £2(0, Т;Нь). Пусть и - 

произвольный элемент пространства Ь3(0, У; Нь), а последовательность {ик, 

и* € Ь2(0, Т; Нь), такова, что

1и* — и! —» 0, при к —» оо. (3-11)

В силу (2.18) и (2.19) для любого в 6 Со°([0,У] х П) и любого 4 6 [0,У] имеем 

|[Ли* - Ан, V]| < с||ик ֊ и||Нь ||«||Яь .

Интегрируя обе части этого неравенства по I С [0,У] и учитывая (3.11) получим, 

что
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,т [Т
|{Aufc-Au,v}|<yn \[Aut-Au,v]\dt<cJ^ ||u*-«||Ях> ||«||Яь dt < 

< с Iu* - ul • lui tZôo О,

то есть последовательность слабо сходится в £2(0,7;Яь). Итак, опе

ратор А полунепрерывен в Ь2(0,Т;Я/,) и удовлетворяет условиям теоремы 13 

работы [9] (см. также [2]). Отсюда следует существование решения u(l,x) G 

€ £2(0,7; Яд) задачи (2.15), (2.16) при любых начальных данных «о G Я/,.

Единственность решения доказывается стандартной процедурой. Пусть 

и1։ и2 G £2(0,7; Hl) - два решения задачи (2.15), (2.16). Тогда разность uj — u2 

удовлетворяет тождеству
а^+л“֊֊л“’=°-

от
Умножая обе части последнего тождества па ui — u2 и интегрируя по [0, г],

О < т < 7, получаем
Г [d(ui - U2)

7о di 1 dl -|- /
Jo

0.

В силу монотонности оператора А
/ Э(щ цд) Ц1_Ца / А||и1_и2||^ Л<0.
70 [ С7ь / «/О ЦЪ "

Учитывая начальное условие («1 — и2)|4_0 = 0, получаем

||и1(т,г)-и2(т,х)||Я£ =0.

Так как т произвольно, то отсюда следует, что «1 = в цилиндре фр, что 

завершает доказательство теоремы 3.2.

§4. ПОСТРОЕНИЕ АТТРАКТОРОВ

В этом параграфе будет доказано существование аттракторов полугрупп, по

рожденных задачей (2.15), (2.16). Доказательство этого аналогично доказатель

ству теоремы 1 из работы [2], в связи с чем мы опускаем некоторые подробности. 

Определение аттракторов и некоторые общие теоремы об их существовании и 

структуре можно найти в [11], [12].

Из теоремы 3.2 следует, что задача (2.15), (2-16), и, стало быть, задача (0.1),
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(2.10), (2.11) порождает семейство операторов {£«,$> 0}, заданных на множестве 

начальных данных и0 £ Я/, и определяемых следующим образом :

(4-1)

где и(4, х) - решение задачи. Это семейство является полугруппой.

Теорема 4.1. Пусть операторы Ь и М удовлетворяют условиям I) - IV) и 

(1.2). Тогда полугруппа 3։, порожденная задачей (0.1), (2.10), (2.11) обладает 

аттрактором, компактным в пространстве Нь-

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1.1 из [11], сначала 

покажем равномерную ограниченность семейства {£<}. Пусть

По = {«о е Нь : ||ио||нь < К < оо}

- произвольное ограниченное множество в Нь, и $ > 0 - фиксированное число. 

Подставляя решение и(1,х) задачи (0.1), (2.10), (2.11) в уравнение (2.15) и 

скалярно умножая обе его части на и, получим

+[Ли,и] = 0, или ~||и||яд +[Ли,и] = 0. (4.2)

Тем самым, в силу (3.8) и неравенства Гронуолла, приходим к оценке

11М1к<11<^' (4-3)

Отсюда следует, что семейство } равномерно ограничено.

Для завершения доказательства покажем, что оператор 3^ : Нь 1—» Нь 

непрерывен при любых < > 0. В самом деле, при любых начальных данных 

и£(х), и^(х) £ Нь соответствующие им решения и1(<,х),и2(<,х) £ Ь2(0,Т\ Нь) 

задачи (2.15), (2.16) при любом 1 £ [0,Т] удовлетворяют тождеству
1 9 I4- / д- ||и1 - и2||я с!т+ [Ли1 - Аи2, щ - и2] (1т = 0. (4.4)
* 7о Уо

Теперь, учитывая монотонность оператора А, получаем 

||и1(<,х)-и2(*,х)||Яь < ||и1(0,х)-а3(0,х)||яь

ИЛИ
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||5»ио - ^«ио|1яь - 11ыо ио|1яь •

Воспользовавшись произвольностью I > 0, убеждаемся в непрерывности семей

ства {&}• Таким образом, выполнены все условия теоремы 1.1 из [11], что влечет 

утверждение теоремы 4.1.

§5. СУЩЕСТВОВАНИЕ ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА

В этом параграфе построена функция Ляпунова уравнения (0.1) и с ее помо

щью описаны аттракторы полугрупп, порожденных рассматриваемым классом 

операторов. Будем предполагать, что оператор М следующего частного вида :

Ми= (-1)НЦ“ав(г,О“и). (5.1)
|а|<т

Введем обозначения

Ла(х,ш)= / ав(х,<)<^, (5.2)
•1о

а(®.г) = 12 М®.7՜»)- (5.3)|ог|<т
На пространстве Я/, рассмотрим функционал

Ф(ц) = I а(х,и, ...,Оаи,...) <1х, (5.4)
<1п

где |а| < т.

Теорема 5.1. Пусть оператор М имеет вид (5.1) и выполнены условия теоремы 

4.1. Тогда функционал Ф, задаваемый выражением (5.4), является функцией 

Ляпунова полугруппы порожденной задачей (0.1), (2.10), (2-11).

Доказательство. В силу теоремы 4.1 полугруппа {5’<11 > 0}, порожденная за

дачей (0.1), (2.10), (2.11), обладает аттрактором М, компактным в Нь. Сначала 
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докажем, что функционал (5.4) непрерывен на множестве ЛЛ (см. [11], определе

ние 10.3 функции Ляпунова). Для этого рассмотрим выражение

Ф(и) - Ф(и) = / [а(г, и + и,..., Ва{и + «),...) — а(г, и,..., £>“и,...)] Лх = 
7п

= Е а.(»..... р-»+_ д.., .

|а|

= 52 / / а„(х, Вау+ 1(Ваи — ОаьУ)Оа(и - у) <11 <1х =

= [ аа(х, Оаи) <1х, (5.5)
1«1<П.7П

где w’ = v+t^(u-v) и 0 < I’ < 1. Воспользовавшись неравенством (1.5) и

определением нормы ||-||2, отсюда получим

|Ф(и) - Ф(«)| <7[ ||ш“||а ||и — «||а < с||ш*||Яь ||и - «||Яь <

<С1 (Ни11яь + 1М1я<,)Ни-”Няь •

В силу ограниченности множества А4 в Я/, имеет место неравенство 

|Ф(и)-Ф(п)| < с2||и —и||Яь

с некоторой постоянной с2 > 0. Поэтому функционал Ф непрерывен на М. Дока

жем, что этот функционал дифференцируем в смысле Фреше и его производная 

Ф'(и) действует па элементы и 6 М следующим образом :

ЗФ (^,и) = [Ли,и]. (5-6)

Для доказательства (5.6) выделим линейную часть в выражении (5.5). В силу 

(3.5), (5.2) и (5.3)
. <ЭФ . к—* [ За(х,..., Р“и,...)

= ! аа(г, £)“и)О“и <1х = [Ли,«].
|а|<ш •

В соответствии с определением функции Ляпунова покажем, что функция Ф(5)и) 

убывает по I при 1 > 0 и что множество решений уравнения Ли = 0 совпадает 
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с множеством неподвижных точек полугруппы 5։. Действительно, для любого 

и0 е М, в силу (5.6) и (2.15), имеем

„ . , .. .дФ ди 
0։Ф(5։ио) = М(и(*. ®)) =

) = рЬ.Й =֊||Ли||?/ь<°. (5.7)
иъ

Таким образом, функция Ф(5<и) убывает при I > 0. Наконец, пусть при некотором

I — т > 0 Ф(н(т,х)) = Ф(и(0,х)) = Ф(ио). Тогда, интегрируя (5.7) по [0, т] 

получим
0 = Ф(и(т, х)) - Ф(и0) = [ Э։Ф(и(1, х)) <11= - Г ||Аи|& <Й, 

•1о Ло
откуда следует, что Ли = 0 при 4 £ [0, т]. Покажем, что г = ио(») является

неподвижной точкой полугруппы 5։. Действительно, поскольку Айо = Аи(0, х) =

= 0, а = 0, то функция г(х) является решением задачи (2.15), (2.16) и, стало 
01

быть, 5(2 = х для любого 1 > 0. Это завершает доказательство теоремы.

Согласно теореме 10.2 [11], как следствие из теоремы 5.1, справедлива 

следующая

Теорема 5.2. Пусть выполнены условна теорем 4.1 и 5.1, а множество М =

= {х1(х),..., х,(х)} решений уравнения

А и = 0

конечно. Тогда аттрактор М. является объединением неустойчивых инвариант

ных многообразий 2У(х։), ։ = 1,..., з, выходящих из точки я,, т. е.

М= □ 1Ц*).

§6. ПРИМЕР МОДЕЛЬНОГО

ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ УРАВНЕНИЯ

Пусть основанием цилиндра С}т служит единичный шар К = {х 6 Ш." :

|х| < 1} с границей 5 = дК. Для уравнения третьего порядка

д г „—+ Мн = 0, (6-1)
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где

+*(*>■
1=1 ’ L -* 

Л/и=֊^^7 (1 - |®la)ffof +a(z)u,

(6.2)

(6.3)

k - натуральное число и i = 1, ...,n, рассмотрим следующую начально-краевую 

задачу :

Ч=о = u°(x)> хеК' (6-4)

u|s = 0, I > 0. (6-5)

Уравнение (6.1) является простейшим частным случаем общего уравнения (0.1).

В соответствии с условием (2.7) предположим, что

-|<<г< 1.

Функции а(г) и 6(х) непрерывны на К и удовлетворяют условиям

С1(1-|«1аГ< £$ <С2(1-НаГ, (6.6)

при некоторых положительных постоянных С1 и сг. Нетрудно проверить, что 

операторы L и М удовлетворяют условиям I) ֊ III) из §1. Проверим, например, 

справедливость неравенства (1.6). В силу (6.6), для любых £,т G IRn имеем

-1

\ «=1 /
где 7 = min(l;ci), и неравенство (1.6) доказано. Поскольку оператор М имеет 

вид (5.1), то заключаем, что для задачи (6.1), (6.4), (6.5) справедливы все 

утверждения статьи.

ABSTRACT. In the paper initial boundary value problem for high or
der Sobolev type nonlinear degenerate equations is investigated. Under
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certain conditions concerning the principal symbols of the operators and 
the lower terms the existence and uniqueness of solutions of mixed prob
lems in the weight functional spaces is proved. The existence of attractors 
of semigroups generated by this class of operators is established. Under 
additional restrictions on the lower terms, global Lyapunov function is con
structed and the structure of attractors of the corresponding semigroups 
is described.
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ОБ ОБРАТНОЙ задаче рассеяния
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 
ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА С СУММИРУЕМЫМИ 
НА ВСЕЙ ОСИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ, П

А. Р. Казарян, И. Г. Хачатрян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, № 1, 1995

Рассматривается действующий в пространстве 7,2(—оо, оо) диффе
ренциальный оператор Ь порядка тп > 3 с суммируемыми на всей оси 
комплексными коэффициентами. Исследуются спектр и резольвента а 
также связь между двумя различными постановками обратных задач 
рассеяния для оператора Ь.

§3. СПЕКТР И РЕЗОЛЬВЕНТА

Настоящая статья является продолжением работы [14]. Нумерация парагра

фов, утверждений, формул и литературы продолжает нумерацию [14].

Методом, использованным в монографии [10], можно доказать, что обла

сти определения О и 79* операторов Ь и Ь# соответственно всюду плотны в 

пространстве 7<2(—оо, оо). Поэтому существуют сопряженные операторы Ь* и 

(Л*)*. Ниже будет доказано, что для некоторого невещественного числа д суще

ствуют определенные на всем пространстве /<2(—оо, оо) ограниченные операторы 

(£—д7)-1 и (£* —дТ)՜1, причем ((7, — д7)-1)’ = (£*—дТ)՜1, где 7- единичный 

оператор. Поэтому операторы Ь и 7>* замкнуты, Ь* = Ь# и (Ь#)* = 1>.

Теорема 3. Пусть а - спектр дифференциального оператора Ь порядка тп, а 

(71 = (т\(7о։ где (То = [0, оо) при четном т, исто = (—оо, оо) при тп нечетном. Тогда 

со С а. При этом, множество а у конечно, либо счетно и ограничено, состоит 

из собственных значений оператора Ь и его предельные точки принадлежат до, 
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причем для р € число р является собственным значением оператора Б#. Для 

любого числа А такого, что Ат £ а, резольвента Яд = (Ь - А՞1/)՜1 оператора Б 

задается формулой

(Ял/)(®) = / Я(х,-*)/(*) ® < оо,
У — ОО

в которой [ е Ь2(—оо, оо) - произвольная функция, а ядро Я(х, 1; А) определяется 

равенством
.(А)֊1 --------
52 J/*(®, А),

Ä(x,i;A) = <

к

4=0

- Ё Vk{.x,X)zk{t,X), 
4=п(А)

t < х,

t > X,
(104)

где n(A) - максимальное число линейно независимых решений уравнения (I), 

суммируемых с квадратом на интервале (0,оо), j/*(x, А), k = 0,1,...,т — 1 

- произвольная фундаментальная система решений уравнения (1) такая, что 

ук(г, А) при 0 < к < п(А) — 1 суммируемы с квадратом по х на интервале 

(0,оо), а при п(А) < к < тп — 1 - на интервале (—оо, 0). При этом, функции 

гк(х, А), к = 0,1,...,т — 1, однозначно определяются из соотношений (6) и 

образуют фундаментальную систему решений уравнения (2) такую, что гк(х, А) 

при 0 < к < п(А) - 1 суммируемы с квадратом по х на интервале (-оо, 0), а при 

п(А) < к < тп — 1-яа интервале (0,оо). Кроме того, А™ является регулярной 

точкой оператора Б#, а для ядра Я*(х,1; А) резольвенты = ^Б# — А՞*/) 

оператора Б# справедливо равенство Я*(х,4;А) = Я(1,х;А).

Доказательство. Приведем доказательство при четном тп (при нечетном m 

доказательство аналогично). Пусть m = 2m0, a j/^(®,А), к = 0,1,...,тп — 1 

- указанные в лемме 1 решения уравнения (1), где число А / 0 такое, что 

0 < arg А < т֊֊. Положим

, чч (У^(®>^) при 0 < к < тп0 — 1,
1 * = 0,1,...,т֊1. 105

1у։(г,А) при тпа < к < тп— 1,

Из асимптотических равенств (13) следует, что функции ук(х, А) при 0 < к < 

< mo — 1 суммируемы с квадратом по х на интервале (0, оо), а при тп0 < к <
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< т — 1 - на интервале (—оо,0). В рассматриваемом случае п(А) = то. Число 

Ат является собственным значением оператора L тогда и только тогда, когда 

определитель Вронского И^(А) системы решений ук(г. А), к = 0,1,..., т— 1, равен 

нулю. Легко убедиться в том, что 1У(А) не зависит от выбора в (105) решений 

y±(z,A), обладающих асимптотикой (13). Поэтому W(A) является голоморфной 

функцией от А в каждом из секторов 0 < arg X < т՝ т < аг9 По

лемме 1, функция И^(А) непрерывна в секторе 0 < arg X < и, следовательно, 

голоморфна в этом секторе. Из асимптотических равенств (15) вытекает, что 

1У(А) /0 для достаточно больших по модулю значений А. Поэтому IV(A) может 

обращаться в нуль лишь на некотором конечном или счетном и ограниченном 

множестве, не имеющем предельных точек в открытом секторе 0 < arg X <

Пусть А - точка этого сектора, для которой система решений (105) уравнения 

(I) линейно независима. Поскольку Хт не является собственным значением 

оператора L, существует обратный оператор Дд = (£ — Am7)֊1. Покажем, что 

оператор Дд определен на всем пространстве L2(—оо, оо), ограничен и является 

интегральным оператором с ядром, определяемым формулой (104). Для этого 

рассмотрим неоднородное уравнение (4), где f - произвольная финитная функция 

из L2(—оо, оо). В формуле (5) общего решения f(z,A) уравнения (4) возьмем 

(105) в качестве решений уд(х,А) однородного уравнения (1), а постоянные с* 

определим так, чтобы функция £(х, А) была суммируема с квадратом по х на оси 

(—оо,оо). При таком требовании числа с* определяются однозначно следующим 

образом :

Zo ______
■։։*(*>Ä)/(i) Л, 0 < к < то - 1, (106)

-ОО
г оо_____ _

Ск = — / zk(t,X)f(t) dt, mo<k<m— 1. (Ю7)
Jo

Подставив эти представления в (5), получим

^(х, А) = (Дд/)(х) = /“ Д(х, *; A)/(i) dt, (108)
J —ОО
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где ядро Щх, у, А) определяется по формуле (104). Докажем, что в формуле (104) 

функции г*(х, А), определенные из системы уравнений (6), при 0 < к < т0 - 1 

суммируемы с квадратом по х на интервале (—оо,0), а при то < к < т — 1 - на 

интервале (0,оо). Для этого выразим решения у*(®, А), к = 0, 1,... ,гпо — 1, через 

фундаментальную систему решений у^ (в, А), к = 0,1,..., т — 1 :

тп— 1
У*(®, А) = 52 а^(А)уГ(а:,А)1 к = 0,1, ...,то - 1. (109)

з=о

0з (105) и линейной независимости системы А), к = 0,1,..., то — 1, следует, 

что 
/ что—1

йСЦаъ’(А)) /0. (ПО)
\ /kյ=0

Подставим выражение (109) для функций у*(г,А) в левую часть соотношения 

(6):

тп—1 ________ гпо-1т-1 ________
Е^(*’АМ®>^)= Е 12
Л=0 *=0 7=0

тп—3 ________  тпр—1 /гир—1 ________ \
+ Е уГМ(®>а)®4(®>а) = 52 У*М(М) £ ау4(А)яу(х,А) I +

Ь=то Ь=0 \ 7=0 I
Л1—1 I т0-1 \

+ Е У*М(®.А) ®4(х,А) + Е “/‘(А)а'Я«>А) • 
4=т0 \ >=0 ]

Обозначив

т0 —1
ШГ(®>А)= Е “/*(А)г./(®> А)> * = 0,1,,..,то-1, 

з=о
(Ш)

то—1
и»Г(х,А) = я*(х,А)+ Е “лСФЛ®.*).

;=0
к = то, то 4-1,. т-1, (112)

получим, ЧТО 
т-1 ________  т-1 _________

Е й^с®. ^с®.^) = Е уГм(®> А)шг(®> 
4=0 4=0

Тем самым, соотношения (6) принимают вид

т—1 __________

Е У4М(®>А)ш4(®>А) 
4=0

ГО при I/ = 0,1,...,т — 2, 
( » при и = т — 1.
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Решая эту сисл ему уравнений относительно (х, А) с помощью формул Краме

ра, с учетом асимптотических равенств (13), получим

w-(x,A) = e-i“‘A^^zr + 0(l)J։ х-»-оо, * = 0, l,...,m—1. (113)

Из (111), (ИЗ) и (ПО) следует, что

я4(х, А) = О (е‘г<А>) , z-»֊oo, * = 0, l,...,mo - 1, (114)

7(A) = о<^-1 > 0։ (115)

Отсюда заключаем, что функции я*(х,А), к — 0,1,...,тп0 — 1, суммируемы с 

квадратом по х на интервале (—оо,0). Из формул (112) - (114) вытекает, что 

я*(х, А) = О (е“'"*А։), х —» -оо, * = mo, mo + 1,..., m — 1.

Теперь при к = т0, то + 1,..., т — 1 выразим решения у*(х, А) через фундамен

тальную систему решений ук(х, А), к = 0,1,..., т — 1 :

т—1
y*(®,A) = ^(A)y/(«,A), * = m0,mo + 1,. ..,m — 1. (116)

1=0

С учетом (105) из линейной независимости системы у к (в, А), к = 0,1,..., т — 1, 

следует, что 
z \ т— 1

det ( Ду (А)] /0. (117)
՝ /tj=mo

Подставим выражение (116) в левые части соотношений (6) и введем обозначения

m—1
шь(гД) =3t(s,A)+ 52 Д*(А)я,(®,А), * = 0,1,...,mo - 1, (118)

j=m0

m—1
w^(x, A) = 52 ft'i(A)^(x, A), * = mo,mo+1, ...,m—1. (119)

j=ma

Тогда соотношения (6) примут вид :

при и = 0,1,... ,т — 2, 
при и = m— 1.
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В силу асимптотических равенств (13)

х —»оо, к = 0,1,..., т — 1. (120)

Из (119), (120) и (117) получаем

ж*(®,Л) = 0(е-*А>), X —► ОО, к = т0,т0 + 1,...,т— 1, (121)

где число 7(А) определено формулой (115). Поэтому функции аь(х, А), к =

— то, то + 1,..., т — 1, суммируемы с квадратом по х на интервале (0, оо). Из 

(118), (120) и (121) следует, что

я*(х, А) = О (е_*“*Ав) , х —♦ оо, к = 0,1,..., то — 1.

Теперь получим оценку для ядра Я(х,1;А). Для этого введем обозначения

-1.

Лк(®,А) = ՛
՛ ук (х> А), -оо < х < о,
.е-’“*А®у+(х,А), 0 < х < оо, * = 0,1, ...,т— 1,

Вк(х,Х) = ՛
е։ш*А1ш^՜(х, А), —оо < х < 0, 

ей-*А^(х,А), 0 < х < оо,
* = 0,1,. ...т- 1,

Ск(Х1 А) = ’
е-1(А)։гь(Х։ А), —ОО < X < 0, 

е>Ш1.кх2к^х0 < X < ОО,
* = 0,1,. ..,то - 1,

Ск(х,Х)=<
е‘й'*Авк*(х, А), —оо < х < 0, 

е71А)®г*(х, А), 0 < х < оо,
* = то,то + 1,..., т

В силу полученных асимптотических равенств, функции Л*(®,А), В*(х,А) и

С^х, А), к = 0,1,... .т — 1, ограничены по х на оси (—оо,оо). При 4 < х < 0, в

силу (109) и (111) имеем

то— 1 ________
52 У*(®»А)2к(4,А) 

к=0

та—1 _________
52 У к (®>А)ш;(<,А) 
ь=о

то —1 ________

52 а)
. >=°

т-1
У е։“»А«е7<А)‘Лк(х,А)

£=то

то—1
52 ё^-^Ак^Х)Вк{1,Х} 
к=а

т0 —1
У ал(А)Су(*,А)

. >=°
где ф1(А) > 0 ֊ некоторое число. При I < 0 < х имеем

Е УГ(».А)
Ь=шо

< 01(А)е7(А){‘-։),
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то —1 ________
52 У*(®, ■*>*(«, А) 
к=0

то — 1
52 е-^«с^)‘А*(г,А)С*(<,А)
*=о

Если же 0 < 1 < ж, то очевидно
то —1 ________
52 Ук(х,Х)як(1,Х) 
к=0

т0 —1
52 с’<-**(-‘)А4(я,А)(7к(4,А)
*=о

Итак, справедлива оценка

то —1 ________
52 У4(®,А)Л*(Х,А) 
4=0

< I < х, (122)

где (?4(А) > 0 - некоторое число. Аналогично, используя равенства (116) и (119),

получил։ оценку

т-1 ________

52 ^(мэ^.а)
Аг=то

< рв(А)в^А><—*>, х < I. (123)

< QշWe'w(■t-I'i.

< QзWe^^֊^-^\

Из (122) и (123) следует, что для ядра Я(г,<; А) справедлива оценка

|Я(®,*;А)| < (?(А)е-7(А)1‘-։1, -оо < х,1 < оо, (124)

где С}(Х) > 0 - некоторое число. Используя оценку (124), докажем, что инте

гральный оператор Яд с ядром Я(®,4;А) фактически действует на всем про

странстве Ь2(—оо,оо) и ограничен. Действительно, для произвольной функции 

/ 6 Ь2(—оо,оо) имеем

Я(М;А)/(*) Л <$(А) /” е-^АИ‘-х1|/(1)|Л.
7—оо

Обозначим

д(С) = -^= [ |/(<)|е <с‘ «Й, -оо < < < оо. 
х/2я- У-оо

Тогда

|/И| = 4= Г^)е‘°^. 
у Л"К 7—00

Следовательно,

е-т(А)|»-1|с.С< 1'°°
З-'Х, (7(А))2 + С2
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Используя равенство Парсеваля, получим

e-T'(A)l'-‘l|/(t)| dt dx =
ОО

2

֊ (7(A))2

g(C)e‘<* 
(7(A))2+C2

К = —-—4 (7(A))2 1/(г)1ал.

|g(C)la 
[(7(A))2 + C2]’

3

Следовательно, имеет место неравенство

Я(®,1;А)/(<) di dx < (125)

Тем самым, ядром Я(х, 4; А) порождается ограниченный оператор Яд, определен

ный на всем пространстве £2(-оо,оо), причем ||Яд|| < 20(А)(7(А))-1. Проверим 

равенство

(L - XmI)Rxf = f, fEL\-oo,oo). (126)

Для этого рассмотрим неоднородное уравнение (4), где f - произвольная функция 

из L2(—оо, оо). Учитывая равенства (114) и (121), в формуле (5) общего решения 

£(з,А) уравнения (4) возьмем в качестве постоянных сд числа (106) и (107). 

Тогда формула (5) примет вид (108). В силу (125) полученное решение f(x, А) 

суммируемо с квадратом по х на оси (—оо, оо). Это означает, что ( € Д т. е. 

имеет место равенство (126). Поскольку оператор L — XmI взаимнооднозначен, в 

силу (126), для любой функции(ED имеет место равенство Яд(Л — Ат7)£ = £. 

Следовательно, Яд = (L — А՞*/)՜1. Заметим также, что правая часть формулы 

(104) для ядра Я(г,4;А) не зависит от выбора решений уд(х, А) уравнения (1), 

обладающих требуемыми свойствами.

Повторяя рассуждения, сделанные при выводе равенства (108), можно дока

зать, что при Ат > 0 оператор L — Хт1 либо не обратим, либо же его обратный 

оператор не определен на всем пространстве L2(—оо, оо). Поэтому полуось [0, оо) 

принадлежит спектру оператора L. Доказательство остальных утверждений те

оремы не представляет труда. Теорема 3 доказана.
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Теперь выразим ядро Я(х,1;А) через определенные по формуле (72) решения 

иА(х, А),А € П\(5,Ь = 0,1....... т— 1, уравнения (1). В силу (34), (35) и (72) имеем

и^1(х,А) = (Аы*)|'е£"‘Ах(1 + о(1)), х -» оо, к, v = 0,1,..., т - 1, (127)

u^(z, А) = О (е’"*Ах) , х —♦ — оо, к, v = 0,1,... ,т — 1. (128)

Пусть и(х, А) - решение дифференциального уравнения «lml* = Amz, обладающее 

всеми свойствами, требуемыми в лемме 2 к решению u(z,A) уравнения (1). 

Обозначим

vt(x, А) = v(x, Aw*), k = 0,1, . ..,m — 1.

Тогда решения v*(z,A) уравнения (2) будут удовлетворять асимптотическим 

равенствам

vt(®iA) = e •ш*А։(14- о(1)), х—»oo, к = 0,1,..., т — 1, (129)

ujt(x, А) = О (е ,“*Ах) , х —♦ — оо, к = 0,1,...,т — 1. (130)

Решения w*(z,A), к = 0,1,...,m — 1, уравнения (2) определим из системы

уравнений

$2 u*'J(x,A)wfc(x,A) = 
t=o

при V = 0,1........т — 2,
при и = т— 1. (131)

Решая эту систему с помощью формул Крамера, с учетом (127) и (128), получим

w*(x,A) = e i“tAx (—^^- + 0(1)) , z —»оо, * = 0,1,.. .,m — 1, (132)
\ J

w*(z, A) — О (e՜“"**”) , x —+ -оо, к = 0, l,...,m- 1. (133)

Из равенств (129), (130), (132) и (133) следует, что

wt(z,Ä) = ^^Т«т-*(®»А)։ * = 0,1........ т-1, (134)

где vm(z, А) = t»o(®, А). Отсюда в частности вытекает, что, если для данного А 

существуют решения u*(z, А) уравнения (1), удовлетворяющие асимптотическим 
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равенствам (127) и (128), то также существуют решения п*(х,А) уравнения (2), 

обладающие асимптотикой (129) и (130). В силу асимптотических равенств (127), 

(128) и соотношений (131), (134), для значений А, удовлетворяющих условиям 

0 < |аг(? А| <^иАеП\б, ядро Л(х,4; А) резольвенты оператора L выражается 

через функции Ujt(®, А) и vk (х, Ä) следующим образом : в случае 0 < arg А < ±

»m Am 1 Я(х, 4; А) = <

mi ---------- —
֊ Е b>kUk(x, X)vm-k(t, A), i < X 

к=0
m—1
E W*«Jk(«>A)Vm-Jt(t,A), t>X 

i=mi4-l

где mi = а в случае -֊ < argX < 0

im Xm 1 R(x,t-, A) = <
- E w*U4(®,A)vm_*(4,A), t<x 

k — \

E w*“*(®»A)vm-*(4,A), i>x

где то = [у] и шт = w0, Um(®, А) = «о (г, А).

§4. ДВЕ РАЗЛИЧНЫЕ ПОСТАНОВКИ

ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ РАССЕЯНИЯ

Предположим, что для каждого А 0 (1тХ > 0) решение у+(х, А) уравнения 

(1), обладающее асимптотикой

у+(х, А) = е,А®(1 + о(А)), х-*ос, (135)

может быть выбрано так, чтобы функция у+(х, А) при каждом х была голоморф

на по А в открытой верхней полуплоскости и непрерывна в замкнутой верхней 

полуплоскости без нуля. Если удовлетворяющая указанным требованиям функ

ция у+(х, А) существует, то она единственна. Действительно, согласно лемме 1, 

для каждого А / 0 из сектора f < arg X < у + уравнение (1) имеет 

лишь одно решение у+(х,Х), обладающее асимптотикой (135). Для каждого х 

это решение голоморфно по А в открытом секторе у — < агд А < у + и 

непрерывно на его замыкании без нуля. Если требуемая функция существует, то 
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опа для каждого х является аналитическим продолжением по А решения у+(х, А) 

из указанного сектора в верхнюю полуплоскость. Поэтому при существовании 

опа определяется однозначно. Эффективные достаточные условия, налагаемые 

па коэффициенты р*(х), к = 0,1,..., т — 2, уравнения (1), при выполнении ко

торых требуемая функция у+(х, А) существует, можно найти в [11] (см. также 

[12]). А именно, если на некотором полубесконечном подинтервале (а,оо) веще

ственной оси каждый из коэффициентов р*(х), 0 < к < т — 2, является сужением 

голоморфной в секторе |агр « - а)| < ֊■ - комплексной (-плоскости функции 

р*(С). удовлетворяющей оценке

/”(1 + Г՜2֊4) |р*(< + 01 Л < А*(Яе<), 
■/о

где Л*(х) - функция, невозрастающая и суммируемая на интервале (а, сю), то (см. 

[11]) при каждом А (1т X > 0) дифференциальное уравнение (1) имеет решение

( Г°° *1у+(х, А) = е‘Аг < 1 + / е,л‘Л’(х,4) А > , х > а. (136)
I Л )

При любом I > 0 функция /£((,£), голоморфная по ( в рассматриваемом секторе, 

такова, что

|Я'(С,*)1<л(яе(+|>),

где Л(х) - невозрастающая суммируемая на интервале (а, оо) функция, строяща

яся с помощью функций Л*(х), к = 0,1,..., т— 2. Представление (136) использо

вано в работах [5] - [7], [13] для решения обратных задач рассеяния. Введенная 

в работе [5] матрица рассеяния отличается от матрицы рассеяния (74). Целью 

настоящего параграфа является выяснение связи между этими матрицами.

Предположим, что существует решение у+(х, А) (1т А > О, А ф 0) уравнения 

(1), указанное в начале этого параграфа (условия его существования в дальней

шем изложении не будут существенны). Рассмотрим введенные в §2 решения 

и*(®, А), А 6 £2 \ в и (х, А), А 6 £\ &, к = 0,1,.. .,т — 1, уравнения (1) (см. 
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формулы (72), (73)). При 7т(Аш*) > 0 имеют место представления

u*(z, А) = У+(®> + 53 а*«(А)у+(х, Аш,), A£9\G, (137)
.ем+(л)

uf(®,A) = J/+(®,Aw*)+ 52 Ь*,(А)у+(х, Аш,), Xei\G', (138)
«ем+(Аы)

(®։ А) = у+(®, Аш*) + 53 с*«(А)у+(®, Аш,), XeI\G'. (139)

Пусть открытый сектор 9', имеющий вершину в нуле и ограниченный лучами 

Z+ и Z՜, является одной из связных компонент открытого множества 9. Для 

определенности предположим, что сектор 9' расположен в правой полуплоскости, 

а arg Ху < arg Xj для любых Ai £ Z+ и Aj £ /“. Тогда, если целое число к 

(О < к < т — 1) таково, что сектор ш*9' = {ш*А : А £ 9'} расположен в 

верхней полуплоскости, то в представлении (137) все функции а*,(А) голоморфны 

на открытом множестве 9' \ G и, когда А' £ 9' \G стремится к А £ (£+ UZ՜) \ G', 

существуют пределы

Jim и(г,А') = u+(x,A), Jim а*.(А') = а(А), А £ Z+\ G', (140)

Jin^ u(®, А') = и՜ (г, А), Jim а*,(А') = а*,(А), А £ Z՜ \ &. (141)

При этом, имеют место равенства

<(А) = МА), A€£+\G', (142)

aL(A) = с*,(А), A£Z-\G', (143)

где Ък,(А) и с*,(А) - коэффициенты из представлений (138) и (139). Таким 

образом, функции 6*,(А), А £ £+ \ G', и с*,(А), А £ 1՜ \ G', являются граничными 

значениями голоморфной функции а*,(А), А £ 9' \ G. Поэтому функции 6*,(А) и 

с*« (А) однозначно определяют друг друга.

Если в секторе ш*9' содержится точка из верхней полуплоскости, то, в 

случае, когда порядок т дифференциального уравнения (1) четный, и этот сектор
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целиком лежит в верхней полуплоскости. В случае нечетного т либо сектор 

целиком содержится в верхней полуплоскости; либо же его биссектриса 

лежит на вещественной оси. В последнем случае сектор П' разбивается своей 

биссектрисой t! на два открытых сектора П+ и П՜, ограниченных лучами £+, I! 

и Z՜, Z' соответственно. Один из секторов и содержится в верхней 

полуплоскости. Если это Wfcfi+> то в представлении (137) коэффициенты а*,(Л) 

голоморфны па открытом множестве 12+ \G, непрерывны на множестве (П+ U £')\ 

G, существуют пределы (140) и имеет место равенство (142). Следовательно, 

каждая из функций а*.(А), A £ £'\G, и 6*,(А), А £ t^\G', однозначно определяется 

другой. Если же сектор wjtfi՜ содержится в верхней полуплоскости, то функции 

а*։(А) голоморфны на открытом множестве П՜ \ G и непрерывны на множестве 

(12՜ UZ') \ G. При этом, существуют пределы (141) и имеет место равенство 

(143). В этом случае каждая из функций а*,, (А), А 6 t! \ G, и с*,(А), А £ Z՜ \ G', 

однозначно определяется другой.

В дальнейшем матричную функцию рассеяния (74) будем рассматривать 

лишь на лучах £то и 4п0+1> где т0 = [у], т. е. в случае четного т - на лучах 

arg X = 0 и агдХ = а в случае нечетного т - на лучах arg А = — и 

аг9Х = 2^֊

Рассмотрим следующие элементы матричной функции рассеяния (74) :

St,m։+i-t(A), Xe£mo\G', к = 1........ m1։ Яе(Аы*) / 0, (144)

5fc,m1-t(A), А £4по+] \ ö', fc = 0,...,mi, /?е(Аш*) 0, (145)

где ту = В случае нечетного т рассмотрим также коэффициенты

1>та,»-i(A), со։(А), А £4п04.1 \G', e = l,...,mi (146)

из представлений (138), (139) решений и+о(г,А) и Uq (г,А), А £ 4no+i \ G', а в 

случае четного т - коэффициенты

^0,։(А), СГПо,(А), А £ £то \ G , 8 — 1,..., ГОД, (147)
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из представлений (138), (139) решений Uq՜^, А) и umo(®, А), А g £то \ G'.

Лемма 3. Пусть для каждого А / 0, Im А > О, существует решение j/+(x,A) 

дифференциального уравнения (1) с асимптотикой (135), которое для каждого х 

голоморфно по А в открытой верхней полуплоскости и непрерывно в замкнутой 

верхней полуплоскости без нуля. Тогда коэффициенты (146) и (147) однозначно 

определяются элементами (144) и (145) матричной функции рассеяния. Обратно, 

функции (144) и (145) однозначно определяются коэффициентами (146) или (147). 

Используя равенства (78), (79), (92), (93), (96) и аналитическое продолжение 

функций, эти коэффициенты (или элементы матричной функции рассеяния) 

могут быть найдены с помощью последовательного определения коэффициентов 

6*«(А) и Ckt(X) представлений (138) и (139) всех решений u±(x,A), A g (Zmo (J 

Zmo+1)\(7', /m(Awt) > 0.

Доказательство. Пусть m = 4n — 1 или m = 4n, где n > 1. Тогда n»j = 2n — 1, 

и, в силу (92), (93), имеют место равенства :

t>n+l>,n — v(A) = ~Sn+v,n-v(X), Cn-p1n+»'(A) — Sn— v1n+v(A),

Xetm0\G', </= l,...,n-l, (148)

bn+v,n—1—v(A) = Sn+v.n-l—iz(A), Cn_i_Win+v(A) = Sn-1—v,n+v(A),

A G 4no+i\G', j/ = 0,...,n- 1. (149)

Функции 6n,n-i(A) И Сп_11П(А), A g Zmo+i \ G', в случае m — 3 совпадают с 

(146), и из равенств (149) получаем, что для v = 0 эти функции определяются 

одпозначпо. В случае m > 4 функции 6n-i,n(A), A g Лп0 \ G', Cn_i,n(A), А 6 

g 4п0+1 \G', являются граничными значениями голоморфной функции an_J>n(A), 

A G fimo\G, т. е. коэффициента разложения (137) решения un-i(®> A), A.g fimo\G. 

Имеет место равенство 6n+i,n(A) = in>n-i(Awi), A g Zmo-j\G'. Функции 6n+i,n(A), 

A G tma-1 \ G' и, Cn+i>n(A), A G Zmo \ G', являются граничными значениями 

голоморфной функции ап+11П(А), A G fimo-i \ G, т. е. коэффициента разложения 
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(137) решения un+i(a:, A), A G Qmo-i \ G. В случае т = 4 функции 5n-i,n(A) и 

Cn+i,n(A), A G Zmo \ G', совпадают с (147). Вследствие этого они определяются 

однозначно. В случае т > 4, т. с. п > 2, предположим, что для некоторого v 

(О < р < п — 2) функции

6п+у,«-1(А), Сп—i—iz,«(A), AeZmo+i\G', n-v<s<n + v, (150) 

определяются однозначно по элементам (144) и (145) матричной функции рас

сеяния (в силу (149) при и — 0 это предположение выполняется). Докажем, что 

тогда однозначно определяются также функции

6п-1-^.«(А), Cn+i+Vi,(A), Xe^n0\G՛, n-v<8<n + v, (151)

6n+i+y,i-i(A), cn_j_Vi,(A), Xe£m0\G', n-u<s<n+l + v, (152)

l>n—2—iz,»(A), cn^.i4.|Z|1(A), A G Zmo+i \ G , n 1 — iz < e < n + p, (153)

6n+i+>/,.-i(A), cn-2-v,«(A), A e£mo+i\G', n - 1 - v < s <n+1 +v. (154) 

Действительно, для каждого s (n—v < s < n+v) функции 6n_i_Vil(A), A G 4n0\G', 

и Cn_i_V11(A), A G Zmo+։ \ G', являются граничными значениями голоморфной 

функции an-i_1,i<(A), A G Qmo \ G, т. е. одного из коэффициентов представления 

(137) решения (4n_i_F(2;, A), A G Hmo \G. Поэтому

6п+1+у,»(Л) = 1(Awi), А £ ^то — 1 \<5',

и функции 6„+1+х,.,(А), A G Zmo-i \ G', и Сп+1+и,(А), A G Zmo \ G', являются 

граничными значениями голоморфной функции an+i+Fil(A), A G Пто-1 \ G. 

Таким образом, функции (151) однозначно определены. В силу (78) и (96), при 

A G lm0 \G' и п — и < s <п + и имеем

сп+1 +*',«(X) = 6n+i+։,։,(A) 4֊ 5n_i_F|։(A)Sn4.i+։,>n_i_։,(A), 

сп — 1 — iz,*(A) — 6n —1 —v,»(A)Sn —1 —v,n —1 —v(A) + 6n+l+iz1«(A)Sn_l_IZ1n+l+iz(A).

Отсюда и из (79) получим

^п+1+1>,л(А) — СП4-14.։<>։(А) 5n-l—։»,«(A).Sn+l+v,n-l—iz(A), (155)
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Cn-l-v,t(X) — 5n-l-F,«(A) + Cn+l+*,»(A)Sn—1—к,п+1+^(А), П — V < 8 < П+1/. (156)

Из равенств (148), (155) и (156) следует, что функции (152) однозначно опреде

лены. Для каждого s(n-l-p<s<n + v) функции 5n+i+Vi,(A), A G Zm„ \ &, 

и Сп-щ-уДА), A G Zmo+1 \ ö', являются граничными значениями голоморфной 

функции an+i+V1<(A), A € fimo \ G, а функции 6n_j_։,i,+j(A), A 6 4n„-i \ G', и 

c„_j_v,«+1 (А), А € 4п0 \ <7, ~ граничными значениями голоморфной функции 

an-i-w,«+i(A), А 6 fimo-1 \ G. Отсюда и из равенства

6п-2-р,*(А) = 6п-1-у,«+1(АшГ), A G Zm0+i \G'

следует, что однозначно определены также функции (153). По аналогии с выводом 

(155) и (156), в силу (78), (79) и (96) для A G Zmo+1 \ G' имеем

^n+l+v,i(A) — Сп+1+к,з(А) — bn-2—p,։(A)iS'n+J+vln-2-v(A),

Cn—з—v,o(A) = bn_2—^to(A) 4֊ cnt(X'jSn — 2—v,n+i +v(A), n 1

Отсюда и из (149) следует, что функции (154) определены однозначно. Из 

доказанного утверждения по индукции получаем, что функции (150) определены 

однозначно для всех и (0 < м < п - 1). Однако, при и = n- 1 (150) является 

набором функций

Ь'2п — 1,з—1(A), СО։(А), А £ /mn+l \ G , 8 = 1,..., 2п — 1, 

совпадающим с (146) в случае тп = 4п - 1. В случае m = 4п, при 1 < s < 2п - 1, 

функции &О։(А), A G Zm0 \ G', И Со»(А), А 6 ^то+1 \ G', являются граничными 

значениями голоморфной функции a01(A), A G fimo \ G. Одновременно, имеет 

место равенство

bln.tW = &2n-l,*-l(Awi), А е /то-1 \ G՛,

причем функции 62n>,(A), A G /то-1 \G', и с2П1,(А), А G \G', - граничные зна

чения голоморфной функции a2n>,(A), A G fimo-i \ G. Таким образом,-множество 

функций

5о,(А), c2n,,(A), A G tma \ G', 8 = 1,...,2п — 1, 

совпадающее с (147), определено однозначно. В силу равенств (78), (95) и леммы 
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2 в равенстве (96) функция Skt (А), Л € I \ G1 может обращаться в пуль лишь 

на множестве нулевой линейной меры Лебега. Тем самым, вышеприведенные 

рассуждения обратимы. В результате получаем, что в случаях тп = 4п — 1 

и тп = 4п элементы (144) и (145) матричной функции рассеяния однозначно 

определены набором функций (146) и (147).

Пусть m = 4n + 1 или тп = 4п + 2, где п > 1. Тогда mi = 2п и, в силу (72), 

(73), справедливы равенства

^n + l+v,n-v(A) = — 5n+l+<z,n-v(A), Cn-iz,n+l+iz(A) = 5п-к,п+1+։<(А), 

A64.o\Ö/, p = 0,l,...,n֊l, (157)

bn+vtn — u(А) — — <5n+v,n-v(A), Cn-v,n+v(A) — 5n-p,n+i/(A), 

AG4nu+1\G', u=L,...,n. (158)

При = 0 из равенства (157) следует, что функции 6n+i,n(A) и Сп1П+1(А), 
ч

A 6 4n0 \ G' определены однозначно. С помощью аналитического продолжения 

последних однозначно определяются функции cn+i,n(A), А 6 1та+1\С'и6П1П+1(А), 

А 6 \ G'. Учитывая равенство 5П-1|П(А) = 6П1П+1(АыГ), А Е 4п0+1 \

G', получаем функции 6n_i>n(A) и Сп+11П(А) на луче £mo+i. Воспользовавшись 

равенствами (78), (79) и (96) на луче 4п0+1 определяем также функции frn+i,n(A) и 

Cn-i,n(A). Таким образом, с учетом (158) однозначно определяется набор функций 

^n+i,n—i(A), bn+i,n(A), Cn—i,n(A), cn_i<n+i(A), А £ ^n»o+i \ G , (159)

совпадающий с (146) при m = 5. Если m > 6, то аналитическим продолжением 

функций (159) однозначно определяется набор функций

5п-1,п(А), Ьп—1,п+1(А)> Сп+21п(А)> Сп^.21П4.1(А), А Е £та \ G , 

совпадающий с (147) при тп = 6. В случае m > 6, т. е. п > 2, предположим, что 

для некоторого и (0 < и < п — 2) функции 
՛ ՛ ՛ - • «л: ՛ ’

5n + l+v,։(A), Cn_Vi,+1(A), А 6 £ma \G , H— (160)
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однозначно определяются элементами (144) и (145) матричной функции рассея

ния (ввиду (157) при v = 0 это предположение выполняется). Повторяя выше

приведенные рассуждения, легко видеть, что функции

&п-1-1м(А), Сп+1+«,»(А), А £ ^no+i \ G', n-i/<s<n + v, 

5п+1+»,«—1(A), cn_I-|>,։(А), А £ Апо+1 \ G , п — I/ < S < п + 1 +1/, 

сп+24.։,1,(А), A £ tm„ \ G', п — i/<s<n+l + is,

f>n+2+v,t (А), Сп—1 -iz,<+1(A), А £ £то \G , n—1 — v<s<n+l + v

тоже определены однозначно. Из этого утверждения по индукции следует, что 

функции (160) однозначно определены для всех р (0 < и < п - 1). При и = п — 1 

(160) есть к набор функций

Ьап,«(А), С1>ж+1(А), А £ 4n0 \ G', в = 1,..., 2п — 1.

Аналитическим продолжением этих функций однозначно определяются функции 

&о«(А), С2П>։(А), А £ Апо+1 \ з = 1,...,2п — 1.

В силу (78), (79), (96) и (157) этими функциями однозначно определяется набор 

функций

Ьзп,«-1(А), с0։(А), Xetmo+i\&, з = 1,..., 2л, (161)

совпадающий с (146) при т = 4n + 1. Аналитическим продолжением функций 

(161) однозначно определяется набор функций

6о«(А), С2п+1|,(А), A£Zmo\G', s=l,...,2n,

который совпадает с (147) при т = 4п 4- 2. Если приведенные рассуждения 

провести в обратном порядке, то получим, что при т = 4п + 1 и при т = 4п + 2 

элементы (144) и (145) матричной функции рассеяния определяются однозначно 

по наборам функций (146) или (147). Лемма доказана.

В предположении, что выполнены условия леммы 3, в случае нечетного 

т для каждого вещественного А (А С и {0}) решение и(х, А) уравнения (1), 
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указанное в лемме 2, представимо в виде

и(х, А) = у+(х, А) + а,(Х)у+(х, Аш,), 1тХ = О, A£GU{0}, (162)
*6М+(А)

где у+(х, А) - решение уравнения (1), обладающее асимптотикой (135), голоморф

ное по А в открытой верхней полуплоскости и непрерывное в замкнутой верхней 

полуплоскости без нуля.

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда, в представлении (162) 

коэффициенты

а,(А) (А > О, А £ G), ат_,(А) (А < О, А £ G), s=l,...,m0, (163)

однозначно определяются элементами (144) и (145) матричной функции рассея

ния (74). Обратно, функции (144) и (145) однозначно определяются коэффициен

тами (163).

В случае четного m коэффициенты

i(^)i со,(А), А 6 tma \ G', в = 1........то, (164)

разложений (138) и (139) решений и+о(z, А) и Uq (z, A), A G £m„\G', уравнения (1) 

однозначно определяются элементами (144), (145) и Smoo(A), Somo(^)> * С ^m0\G', 

матричной функции рассеяния (74). Обратно, указанные элементы матричной 

функции рассеяния однозначно определяются коэффициентами (164).

Доказательство. Пусть m нечетное. Рассмотрим представление (137) решений 

ио(г,А), 0 < arg А < А £ GU {0}, и umo(z,A), < arg X < £■, А £ GU{0) 

уравнения(1). В (137) коэффициенты а0,(А) и Om0i,_i(A), s = 1,2,...,то, голо

морфны, соответственно, на открытых множествах 0 < arg X < А £ GU {0}, 

и 2^ < arg X < А Gu {0}, и непрерывны, соответственно, на множествах 

0 < argX < А GU {0}, и < argX < X GU {0}. В представле

ниях (138) и (139) решений u+o(z, А) и Uq(z, A), A G 4n0+i \ G', коэффициенты 
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1>тй ,_i(A) и со,(А), 1 < з < то, являются, соответственно, граничными значени

ями голоморфных функций ат01,_։(А) и а0,.(А). Таким образом, набор фупкпий 

(146) и набор функций

amo«W> arffA=m’ Л£$и{0), а = 0, - 1,

яо,(А), argX = 0, AgGU{0}, я=1,...,тло

однозначно определяют друг друга. Однако, и(®, А) = и0(г,А) и и(®, А) = 

= umo(x, Аш^7). Тем самым, приходим к заключению, что в представлении (162) 

а,(А) = во«(А), А > 0, и ат_,(А) ~~~ ат0|то֊4(Ашто), А < 0, s = В силу

леммы 3, набор элементов (144) и (145) матричной функции рассеяния и набор 

функций (163) однозначно определяют друг друга.

В случае четного тп функции (164) представимы функциями (147) и элемен

тами 5mno(A), Sbm0(A), А G 4n0 \ G', матричной функции рассеяния посредством 

равенств (78), (79), (92), (93) и (96). Отсюда и из леммы 3 следует, что набор 

функций (164) и набор элементов (144), (145), Smo0(A), SOmo(A), А £ tma \ G', 

матричпой функции рассеяния однозначно определяют друг друга. Лемма дока

зана.

Предположим теперь, что оператор L самосопряженный, т. е. что его коэф

фициенты р*(г), k = 0,1,..., т — 2, вещественны. Рассмотрим введенную в ра

боте [5] матрицу рассеяния оператора L, отметив, что введена она посредством 

нормированной обобщенной собственной функции оператора L, соответствующей 

непрерывному спектру.

В случае нечетного т, что для каждого вещественного значения А 0 та

кого, что число Ат не является собственным значением L, дифференциальное 

уравнение (1) имеет единственное, с точностью до постоянного множителя, огра

ниченное на всей оси решение ш(г, А) 0. Это решение обладает асимптотикой

w(x,A) = Л±(А)е,А։ 4- о(1), х —» ±оо, (165)



Об обратной задаче рассеяния для ... 59

причем |Л^(А)| = |Ло (А)| 0. Действительно, если для вещественного числа

А / 0 уравнение (1) имеет решение ш(х,А), ограниченное на всей оси, то опо 

допускает представления

ш(х,А) = Л+(А)у+(х,А) + £ Л+(А)»+(х,А), (166)
*6М+(А)

ш(х,А) = Ад (А)уо (х,А) + Л;(А)у7(х,А), (167)
•ем0-(А)

где у±(х,А), к = 0,1....... т — 1. - некоторые решения уравнения (1), обладаю

щие асимптотикой (13). Следовательно, ш(х, А) удовлетворяет асимптотическим 

соотношениям (165). Из равенств (99), (100), (166) и (167) получим, что

[ш(х, А), ш(х, А)] = тА՞*՜1 |Л^(А)|2 , [ш(х, А), ш(х,А)] = тА՞1՜1 |Ло (А)|2 .

Тем самым |Л^(А)| = |Л^ (А)|. Отсюда следует, что каждая из систем решений 

иГСМ), У?(М)> 8 £ А^0±(А) и Уд (ж,А), у±(х,А), з е М^(А), линейно зависи

ма тогда и только тогда, когда линейно зависима система решений у^(х,А), 

в € М±(Х), т. е. когда число А՞1 - собственное значение оператора Ь. Если Ат 
I

не является собственным значением Ь, то уравнение (1) имеет решение ш(х,А), 

допускающее представления (166) и (167), где |Л±(А)| ф 0. Если это решение 

нормировать одним из условий Л^(А) = 1 или Лд (А) = 1,то оно будет непрерыв

ным по А и, как указано в работе [5], непрерывным продолжением определяется 

для всех вещественных А 0.

В случае четного т для каждого А > 0 такого, что Ат не является соб

ственным значением оператора Ь, уравнение (1) имеет два линейно независимых 

решения, ограниченных на всей оси, причем любые три таких решения уже ли

нейно зависимы. Если Ш1(х,А) и шз(х,А) - ограниченные на всей оси линейно 

независимые решения, то имеют место асимптотические равенства

ш,(х,А) = В±0(А)е’А’ + В±։о(А)е-А’ + 0(1), х-»±оо, 1/=1,2, (168)
• I '

где числа (А) и В±то(А) связаны соотношениями

|^+о(А)|2 + |5;то(А)I2 = |В-(А)|2 + |в+гао(А)|2 , и = 1,2, (169)
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В5’о(А)Ва+о(А) + ВГто(А)В2-то(А) = ВГ0(А)В2֊0(А) + В+^В+^Х), (170) 

причем определители матриц

В?0(А) ^1та(А)\ ри(А) ВГ0(А)\
В+(А) ^2т0(А)/’ кя2+то(А) 52-о(А)^ (171)

отличны от нуля и равны но модулю. Действительно, если для А > 0 уравнение 

(1) имеет решения ш։(х, А) и ш2(х, А), ограниченные на всей оси, то эти решения 

допускают при и = 1,2 следующие представления :

то —1
А) = В+0(А)4(х,А) + В+то(А)у+о(х։А) + £ В+(А)У+(х,А), (172)

«=1 

т—1
ши(х,А) = В7„(А)уо (х,А) + В;то(А)у-о(х,А)+ ^(А)у,-(х, А). (173) 

|=т։+1

Следовательно, ш։(х,А) и ш2(х,А) обладают асимптотикой (168). Из равенств 

(99), (100), (172) и (173) получаем

[ш,(х,А),ш,(х,А)] = тА—1 |В+(А)|2 - тА—1 |в+тп(А)|2 , р=1,2, 

[ш„(х,А),ш„(х,А)] = тА—1 |В70(А)|2 - тА—1 |В;то(А)|2, */=1,2, 

[Ш1(х, А), ш2(х, А)] = тА—1 В+(А)В+(А) - тА—։В+то(А)В+ДА), 

(ш1(х,А),ш2(х,А)] = тА—1 В^Х)В^Х) - тА—1 ВГто (А)В^ДА).

Поэтому имеют место равенства (169) и (170), в силу которых определители 

матриц (171) равны по модулю. Из (169) и (170) следует, что каждая из систем 

решений У+(х, А), у-Дх.А), ^(х.А), з Е М^(Х), и % (г, А), У+0(х,А), ^(х.А), 

з £ ЛГ±(А), линейно зависима тогда и только тогда, когда линейно зависима 

система решений У± (х, А), з 6 М±(Х\ т. е. когда число Ат является собственным 

значением оператора Ь. Если же А”* не является собственным значением Ь, 

то уравнение (1) имеет ограниченные на всей оси решения Ш1(х,А) и ш2(х, А), 

для которых определители матриц (171) отличны от нуля. Таким образом, эти 

решения линейно независимы. При этом, одну из невырожденных матриц (171) 

можно задать произвольно, и ею однозначно определяеть вторую матрицу и 
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решения wv(x,A). Заметим, что если одна из матриц (171) унитарна, то, в силу 

равенств (169) и (170), унитарна также другая. Далее, если одна из матриц (171) 

тождественно равна единичной, то отмеченные решения непрерывны по А, и, как 

указано в [5], допускают непрерывное продолжение, определяющее их для всех 

А > 0.

В случае нечетного т для каждого вещественно А / 0 выберем решение 

ад(г,А) уравнения (1) с асимптотикой (165) так, чтобы |Л±(А)| = 1, а в случае 

четного т для каждою А > 0 выберем решения Ш1(а;, А) и А) уравнения (1), 

обладающие асимптотикой (168) так, чтобы матрицы (171) были унитарными. 

При этом будем считать, что Л± (А) и элементы матриц (171) ֊ измеримые 

функции. Кроме того, в случае четного т для вещественных А / 0 решение 

ш(х,А) уравнения (1) определим по формуле

w(x, А) =
Г wi(e,A),
1 ш2(х,-А),

А > 0,
А < 0.

При отмеченном выборе имеет место следующее разложение по собственным 

функциям оператора L : для любой функции f € Д2(—оо, оо) интеграл

F(A) =

сходится в норме пространства Д2(—оо,оо) и справедливо равенство 
1 fOO л ОО

/(*) =
к ОО

где первый интеграл сходится в L2(—оо,оо) норме, а {ги*(®)} - ортонормиро- 

ванная система всех собственных функций оператора Ь. При этом имеет место 

равенство Парсеваля
2

*/-оо -ОО 4 ОО

Теперь, вместе с требованием о вещественности коэффициентов р*(®), k = 

= 0,1,..., т— 2, предположим, что уравнение (1) имеет решение у+(х, А) (1т А > 

> 0, А / 0), указанное в начале этого параграфа. Тогда при нечетном т 



62 A. P. Казарян, И. Г. Хачатрян

выбранное решение w(x, А) допускает представление

Шо
w(z,A) = £A+(A)jz+(z,AWjk), А > О, (174)

t=o

то
ш(М) = £>*(А)у+(®,А^, А < 0. (175)

t=o

Обозначим

Я*ДА) = Л£(А)А+(А), -оо < А < оо, А / 0, k,j = 0,1....... т0. (176)
г гл... ь.; и.«

Так как |Л±(А)| = 1, то

Яоо(А) = 1, Як,(А) = Ям(А)ВДА), k,j = 0,l,...,mo. (177)

Кроме того, функции HkjW не зависят от выбора решения ш(г, А), для которого 

|Ао (А)| = 1, и тем самым непрерывны.

В случае четного т выбранные решения wi(x,A) и w2(a;,A) представимы в 

виде
Шо

ш„(г,А) = 2я+(А)у+(г1Ау*), А > 0, </ = 1,2. (178)
4=0

В этом случае функции Я*/(А) определим по формуле

ЯЪ(А) = В+(А)В+(А) + В2+(А)В+(А), А > 0. к, j = 0,1,..., т0. (179)

В силу унитарности матриц (171) справедливы равенства

Яоо(А) = Ятото(А) = 1, (180)

Я*,(А) = Я*то(А)Я>ти(А) + [Я*О(А) - Я*то(А)Я0то(А)] х

х [я^о(А) - Я0то(А)Я;то(А)] [1 — |ЯОто(А)|2]-1 ,k,j = 0,1,...,то,(181) 

причем, равенство |Яото(А)| = 1 может выполняться лишь на некотором, ко

нечном или счетном и ограниченном множестве с единственной возможной пре

дельной точкой в начале координат. В рассматриваемом случае функции Я*ДА) 

также не зависят от выбора решений wi(x, А) и w2(z, А), для которых матрицы 

(171) унитарны, и следовательно, эти функции непрерывны.

Рассмотрим введенную в [5] эрмитову неотрицательную матрицу
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/ \ ^0

Я(А)= (яу(А)) , Аеао\{О},
\ / *J=0

где сто ~ непрерывный спектр оператора L, т.е. o-q = (—оо, оо) при нечетном т 

и о"о = [0,оо) при четном т. Матрицу Я(А) тоже будем называть матрицей 

рассеяния оператора L. В случае нечетного т из равенств (177) следует, что 

матрица Я(А) вполне определяется заданием ее элементов Яьо(А), к = 1, . ,.,mo. 

При четном т, в силу равенств (180) и (181), матрица Я(А) вполне определяется 

своими элементами Лото(^), Якто(А), ЯИ(А), к = l,...,njo — 1.

Теорема 4. Пусть коэффициенты рк(х), к = 1,..тп - 2, уравнения (1) веще

ственны, а для каждого А (А 0, Im А > 0) решение y+(z,A) уравнения (1), 

обладающее асимптотикой (135) может быть выбрано так, чтобы оно было го

ломорфно по X в открытой верхней полуплоскости и непрерывно в ее замыкании 

без нуля. Тогда матрицы рассеяния S(A) и Я(А) самосопряженного оператора L 

однозначно определяют друг друга. При этом, в случае нечетного m справедливы 

равенства

ЯИ(А) = а*(А), А > 0, ffio(A) = am_t(A)I А < 0, к=1........то, (182)

где а*(А) - коэффициенты (163) из представления (162) решения и(х, А) уравне

ния (1). В случае же четного m и А > 0 справедливы равенства

^OmoW = ^тоо(А) ֊֊ с0то(А) = ~5тоо(А) — (183)

HkmaW = ^wiot(A), Я*о(А) = со*(А), к = 1,..., то — 1, (184)

где bmok(X) и сок(А) коэффициенты (164) из представлений (138) и (139) 

решений Um0(®> и ио(х< А) уравнения (1).

Доказательство. В случае нечетного m решение w(x, A) (7mA = О, А 0) урав

нения (1), обладающее асимптотикой (165), пронормируем условием Aj(A) = 1. 

Тогда w(i, А) = и(г,А), где и(г,А) - решение уравнения (1), указанное в лем

ме 2. Из (176) получим, что Я*о(А) = А^(Х), к = 1,...,то, а из представлений 

(162), (174) и (175) - что А^(А) = ак(Х) (А > 0) и А^(А) = am_t(A) (А < 0), 
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k = l,...,mo- Тем самым, верны равенства (182). В силу равенств (183) и лем

мы 4, набор элементов (144) и (145) матрицы S(A) и набор элементов Я*о(А), 

k = 1,..., mg, матрицы Я(А) однозначно определяют друг друга. Однако, соглас

но теоремам 1 и 2, матрица 5(A) вполне определяется набором своих элементов 

(144) и (145). В силу (177), Я(А) вполне определяется набором своих элементов 

Я*о(А), к = 1, ■. -, т0. Следовательно, матрицы рассеяния 5(A) и Я(А) однознач

но определяют друг друга.

В случае четного тп при А > 0 рассмотрим решения и+о(г,А) и и^(®, А) 

уравнения (1), полученные по формуле (73) из указанных в лемме 2 решений 

гг^х, А) того же уравнения. Для этих решений имеют место представления (81), 

(83), (138) и (139), т. е. при А > О
mo—1

«то(®>А) = Ьтоп(А)2/+(:с, А) + у+(х, -А) + ЬтвкЩу+(х, Аш*), (185)
*=։

т-1
։*то(®,А) ^тотп(А)уто (®, А) + ) ^mot(A)j/^ (х, А), (186)

Jt=m0 + l
то —1

«ПМ) = У+(г>А) + сот0(А)у+(®,-А)+ 52 co*(A)j/+(x,Aw*), (187)
fc=l 

m—1
u^(z,A) = cOo(A)j/q (ж, A) + 5? co*(A)y* (x,A). (188)

jb=mo+l
Тем самым, в силу равенств (99) и (100),

|Ьтг>о(А)|2 + |6тото(А)|2 — 1> |cqo(A)|2 + |сото(А)|2 = 1, 5тоо(А) = Сото(^)- (189) 

Обозначим

”,(’■*)=<’՛А>-

В силу представлений (185) - (188) выбранные решения wi(x, А) и ui2(x,A) 

уравнения (1) обладают асимптотикой (168), где функции Д±0(А) и 

таковы, что вторая из матриц (171) - единичная. В силу (92), (93) и (189) для 

коэффициентов В^.(А) представления (178) имеем

^о(А) = ^moo(A) = Сот0(А) = — Smao(A) = 5от0(А)» (190)

(191)Bjo(A) = соо(А), В1+то(А) = 1, В2+то(А) = 0,
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B։+t(A) = 6mo*(A), = k = 1........rno-1.(192)

Равенства (183) и (184) легко следуют из (179) и (190) - (192). Из (183) и (184), 

в силу леммы 4, вытекает, что набор элементов (144), (145) и Smoo(A), А > 0, 

матрицы S(A) и набор элементов Яот0(А), Я*то(А), Я*о(А), k = 1,...,т0 — 1, 

матрицы Я(А) однозначно определяют друг друга. Однако, согласно теоремам 1 

и 2, матрица 5(A) вполне определяется указанным набором своих элементов, а в 

силу равенств (180) и (181) матрица Я(А) тоже вполне определяется указанным 

набором своих элементов. Следовательно, в случае четного т матрицы 5(A) и 

Я (А) однозначно определяют друг друга. Теорема доказана.

ABSTRACT. A differential operator L of arbitrary order m > 3 acting in 
the space L2(—oo,oo) with summable on the line coefficients is considered. 
The spectrum and resolvent of operator L are investigated. The connection 
between two different statements of the inverse scattering problem is found 
out.
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РЯДЫ ПОЛНА И ПРЕДСТАВИМОСТЬ ФУНКЦИЙ
В КОНЕЧНЫХ МОДЕЛЕЯХ
НЕКОТОРЫХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ТЕОРИЙ

А. С. Машурян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 30, 1, 1995

В статье рассматриваются некоторые формальные теории перво
го порядка (М-арифметики), имеющие конечные модели и исследует
ся вопрос о представимости арифметических функций в этих моделях. 
Вводится понятие ряда Полна и доказывается, что любая целозначная 
функция единственным образом разлагается в такой ряд. На языке ря
дов Полна характеризуется класс функций, представимых во всех ко
нечных моделях М-арифметик. Рассматривается задача относительно 
иерархии Гжегорчика в классе примитивно рекурсивных функций.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В основе классической теории рекурсии лежит концепция актуально беско- 

печного натурального ряда и адекватный этой концепции формализм - арифме

тика Пеано. Понятие рекурсивной функции является (если принять тезис Черча) 

точным эквивалентом понятия эффективно вычислимой функции. Однако, раз

витие представлений о конструктивности вычислений, связанное с реальными 
• . т . Г \ г

вычислениями и вычислителями (ЭВМ), требует разработки понятий о вычи

слимости в “реальное время”. В частности, ведутся исследования, имеющие це

лью нахождение соответствующего подкласса рекурсивных функций. Для суже

ния класса рекурсивных функций требуется построение формализмов, которые 

имеют конечные модели и допускают реальные вычисления. Этому требованию 

удовлетворяют введенные в [12] так называемые АГ-арифметики и их конечные 

модели - у пары.
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В данной статье рассматриваются некоторые формальные теории первого 

порядка (М-арифмстики), имеющие конечные модели и исследуется вопрос о 

представимости арифметических функций в этих моделях. Вводится понятие ря

да Полна и доказывается, что любая целозначная функция единственным образом 

разлагается в ряд Полиа. На языке рядов Полна характеризуется класс функций, 

представимых во всех конечных моделях М-арифметик. Рассматривается задача 

о иерархии Гжегорчика в классе примитивно-рекурсивных функций. Доказыва

ется, что классы Гжегорчика не могут быть порождены лишь посредством явных 

преобразований и суперпозиций абсолютно унарных функций.

§2 . М АРИФМЕТИКИ И ИХ КОНЕЧНЫЕ МОДЕЛИ _

Этот и следующий параграфы являются обзором некоторых понятий и 

результатов из работ [2] и [10] - [12], необходимых для изложения статьи.

Сигнатуру (с;У1,/!2,/։;=), состоящую из предметной константы с, символа 

/։ одноместной функции, двух символов У2, У2 двуместных функций и символа 

предиката равенства, называемых арифметической сигнатурой или языком. Всю

ду в дальнейшем будем использовать символы 0 вместо с,' вместо У1, + вместо 

У2 и • вместо У2. Таким образом, в привычных обозначениях арифметический 

язык задается сигнатурой £ = (0,’, +>•, =)•

В [12] построены несколько теорий первого порядка в языке так назы

ваемые М-арифметики. Наименьшей из них является абсолютная арифметика - 

теория АЗ. Собственными аксиомами абсолютной арифметики АЗ являются :

1° х2 = х2 -> (®1 = х3 -» х2 = х3),

2° Х1 = х2 —♦ х\ = х2,

3е ®1 + 0 = Х1,'

4° X! + х2 = (®1 + х2у,

5° Х1-0 = 0,
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6° Х\ • х'3 = Х1 • ®а + ®1>

7е Ф(0) — (Ух1(Ф(х1) — Ф^)) “* $(*։))>

где Ф(®1) - формула языка £ с0 свободной переменной х\. Поэтому теория АЗ 

отличается от классической арифметики Пеано (системы 3, [1], гл. 3) отсутстви

ем следующих аксиом :

(Р1) 0 / х{,

(Р2) X1! = Х3 —* Х1 = Х3, 

которые мы называем, соответственно, первой и второй аксиомами Пеано. 

Остальные М-арифметики получаются из АЗ добавлением одной или двух акси

ом Пеапо или их отрицаний. Тем самым, одной из М-арифметик является сама 

система 3. Опишем еще так называемые альтернативные М-арифметики АМ1 

и АМ2 :

АМ 1 = Л5 + (Р1)+КР2), ЛМ2 = А3 + (Р2)+](Р1).

Ясно, что каждая из альтернативных арифметик не совместима с арифметикой 

Пеано. С другой стороны, в [12] доказано, притом финитными методами, что 

АМ1 и АМ2 не противоречивы (непротиворечивость арифметики Пеано, как 

известно, финитными методами недоказуема).

Перейдем к рассмотрению моделей М-арифметик. Рассмотрим часть )Г0 = 

— (0;') языка £. Любую модель языка £20 будем называть индукционной моде

лью. Таким образом, индукционная модель - это алгебраическая система вида 

(А, ао,у>), где А - непустое множество (носитель системы), а0 6 А (начало си

стемы), <р - одноместная операция, отображающая А в А (операция следования 

системы). Индукционная модель - наиболее общая математическая структура, в 

которой возможно рассмотрение свойства индукции.

Определение 2.1. Аксиомой индукции для индукционной модели (А, ао,у>) 

называется следующее требование : если 1) X С А, 2) до 6 X, 3) из I £ X 

следует <р(1) 6 X, то X = А. Индукционная модель, удовлетворяющая своей 
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аксиоме индукции, пазывается унаром.

В [10] доказана классификационная теорема, позволяющая естественным 

образом классифицировать унары, а также ввести понятие характеристики унара 

носителя его основных свойств.

Условимся унары графически интерпретировать следующим образом : эле

менты носителя изображаем точками плоскости, из точки Мт, изображающей 

элемент х, в точку изображающую элемент <р(х), проводим стрелку. В ре

зультате получим некоторый орграф, который назовем орграфом данного унара.

Теперь классификационная теорема формулируется следующим образом : 

орграф любого унара является орграфом одного из следующих трех видов :

а) орграф 
без хвоста, 
с кольцом 
длины п

б) орграф 
с хвостом
длины ГП и с 
кольцом длины к

в) орграф
без кольца, с 
бесконечным хвостом

Соответствующие унары будем называть аналогично — типов а), б) и в). Уна- 

ру типа а) приписываем характеристику (0, п), унару типа б) - характеристику 

(т, Л), а унару типа в) - характеристику (оо, 0). Итак, характеристика унара 

- упорядоченная пара, первый элемент которой указывает на длину хвоста, а 

второй - на длину кольца унара.

Как это принято, будем считать что : оо больше любого натурального 

числа, оо = оо и что 0 делится на любое натуральное число, в том числе на 0.
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Унар типа в) назовем унаром Пеано.

Определение 2.2 [2]. Унар (А, а01 называется гомоморфным унару (В, 60, V1), 

если существует отображение (гомоморфизм) Л: Л —♦ В, удовлетворяющее 

тождествам

Л(ао) = Ьо, А(р(х)) = ^(А(х)), (х £ А).

Теорема о гомоморфизме. ([10]). Унар характеристики (тп^пх) гомоморфен 

унару характеристики (гп^, п?) тогда и только тогда, когда ттц > гп2 и П) кратно 

п2. В частности, при тщ — оо, П1 = 0 получим, что у нары Пеано (и только они) 

гомоморфны любому другому унару.
•** * • ,. V

Следствие. (Теорема об изоморфизме) Унар характеристики (тп\, гц) изоморфен 

унару характеристики (т2, п2) тогда и только тогда, когда т\ = т2 и п։ = п2.

Таким образом, с точностью до изоморфизма, существует только один унар 

данной характеристики. Поэтому мы вправе выбирать стандартных “предста

вителей” из каждого класса унаров одинаковой характеристики. Носители стан

дартных унаров образуем из натуральных чисел. “Перечислим” стандартные 

упары на языке их геометрических интерпретаций с помощью орграфов :

а) унарш°
характеристики (0, п)

б) унару*+п 
характеристики (к, п)

в) унар ш харак
теристики^, 0)
(унар Пеано)
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Замечание. Классификационная теорема унаров была доказана в работе автора 

[10], ее можно найти также и в [4]. Частный случай теоремы о гомоморфизме 

(п»1 = оо, П1 = 0) рассматривался Гильбертом (см. добавления [3]) и, согласно 

замечанию Генкина в [2], доказал еще Кальмаром.

§3. ПРЕДСТАВИМОСТЬ АРИФМЕТИЧЕСКОЙ

ФУНКЦИИ В УНАРЕ ....

Функцию /(xi,...,xn) назовем арифметической, если при натуральных зна- 

чениях аргументов она принимает натуральные значения.

Пусть ш - стандартный унар Пеано, а А - произвольный унар. Обозначим 

через гомоморфизм улара ш на унар А (существующий по теореме о гомо

морфизме из предыдущего параграфа) и будем элемент тд(х), г Е w, называть 
'. >г ■ .f՛։ ՛.՝։ <’1Н/ Г.

проекцией натурального числа х на унар А.

Определение 3.1. ([11]). Арифметическая функция f называется представимой 

в унаре А = (Л, аи,у9), если существует операция F: Ап —♦ А такая, что при 

любых значениях аргументов xj, ...,хп имеет место равенство

^(/(»l,-.,®!«)) = 2?(7Гд(х1),...,1Гд(хп)).

Рассмотрим следующие два вопроса :

I. В каких унарах представима данная конкретная функция ?

II. Какие функции представимы во всех унарах ?

Ниже мы установим два критерия, лежащие в основе исследования этих 

вопросов. Для их формулировки понадобятся следующие понятия.
'е.п • ;|.ч яг՛

Определение 3.2. Арифметическая функция /(х՝) называется : 
■ . • ,1'

1) fc-надаргументной, если при х > к имеет место неравенство f(x) > х;

2) падаргументной, если при любом х 6 ш имеет место неравенство /(х) > х ;

3) (», т, п)-периодической, если при любом к Е ш имеет место сравнимость 

/(тп + »+ кп) — f(m + ») = 0 (mod п);
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4) (тп, п)-периодической, если при любом ։ е ы функция /(г) является 

(», тп, ^-периодической;

5) абсолютно периодической, если при любых тп,п 6 ы функция /(х) 

является (тп, п)-периодической.

Критерий локальной представимости. Для того, чтобы Л-надаргумептная 

функция /(х) была представима в унаре А характеристики (к,п), необходимо и 

достаточно, чтобы /(х) была (к, п)-периодической.

Критерий абсолютной представимости. Для того, чтобы функция /(х) бы

ла представима в любом унаре, необходимо и достаточно, чтобы она была на

даргументной и абсолютно периодической.

Определение 3.3. Для функций многих переменных будем применять следую

щий принцип. Пусть С - некоторое свойство арифметической функции. Будем 

говорить, что функция /(х1,..., хп) обладает свойством С тогда и только тогда, 

когда /, как функция одной переменной х* (1 < к < п) (при фиксированных 

значениях остальных переменных), обладает свойством С.

Например, критерий абсолютной представимости в многомерном случае 

выглядит так : для того, чтобы функция /(х1,...,хп) была представима в 

любом унаре, необходимо и достаточно, чтобы она при любом к (1<к < 

< п) была, как функция одного аргумента х*, над аргументной и абсолютно 

периодической.

Определение 3.4.Функпия, представимая во всех унарах, называется абсолют

но-унарно-представимой, или короче, /{/-функцией. Класс всех /{/-функций 

обозначается через А11.
) •• I г։1.»*:՛ ..

Примеры. 
■ ։ •՛ I-

Ясно, что функции х + у (сложение) и х • у (умножение) надаргументны по 
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обоим аргументам. Далее, при любых », т, п, к 6 ы имеем :

[(* + т + кп) + у] - [(» + т) + у] = кп = 0(то<1 п),

[(» + т + кп) ■ у] - [(( + т) • у] = кпу = 0(тоИ п),

г. с. эти функции периодические по первым аргументам. Легко видеть, что по

добным образом эти функции абсолютно периодические и по вторым аргументам. 

Следовательно, сложение и умножение являются А (/-функциями.

Рассмотрим сше показательно- степенную функцию, заданную следующей 

рекурсивной схемой :
Г то»=у>(а0)
I х^ = Ху-х.

Допустим, что характеристика (т, в) унара (А, до, у?) удовлетворяет условию : 

существует к € ш такое, что п = 2*, к < т. Критерий локальной предста

вимости позволяет легко проверить, что при этом условии функция х* является 

(т, п)-представимой.

Таким образом, существует бесконечное множество унаров конечной харак

теристики, в которых рекурсивная схема (1) реализуема. Этим опровергается 

утверждение Л. Генкина (см.[2]) о том, что показательно-степенная функция 

определима только в унаре Пеано.

Определение 3.5. Будем говорить, что функция д получена из функции / явным 

преобразованием, если д(уъ..., ук) = /(хх..... хп), где каждое х, (1 < У < п) или

константа, или же совпадает с каким-нибудь из аргументов у< (1 < I < к).

Определение 3.6. Будем говорить, что функция Л получена из функций д и / 

применением оператора суперпозиции, если при некотором 1 < > < п

Ь(хг,..., х,_1, У1,..., ук, х,+1,..., хп) = /(хь..., х,_1,д(у1,.... ук), х,+1, —, хп).

Теорема 3.1. Функциональный класс А1/ замкнут относительно явного пре

образования и оператора суперпозиции.
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Доказательство этой теоремы получается прямым применением критерия аб

солютной представимости.

§4. О ПРОБЛЕМЕ ГЖЕГОРЧИКА

Свойство абсолютной унарной представимости может быть положено в осно

ву методов решения проблем определенного типа. В качестве иллюстрации этого 

рассмотрим некоторую проблему, относящуюся к известной иерархии Гжегорчи- 

ка примитивно-рекурсивных функций. Рассмотрим следующую последователь

ность функций :

/о(®,у) = »+1, /1 (х, у) = х + у, /2(х,у) = (х+1) • (у+1),

/п+)(0,у) = /п(у+ 1,г/+ 1), А+1(г+ 1,у) = /п+։(г,/п+1(г,у)) дляп > 2.

1-ым классом Гжегорчика назовем наименьший класс функций Г*, к = 0,1.....

который содержит функции з(х) = х + 1, и^х.у) = х, «’(х.у) = у, /к(х,у) и 

замкнут относительно явных преобразований оператора суперпозиции и опера

тора ограниченной рекурсии. При этом, класс функций Ф называется замкнутым 

относительно оператора ограниченной рекурсии, если при <р,д,К 6 Ф выполнение 

условий

а) /(х1,...,хп,0) = у(хг,...,хп),

6) /(х1, Хп, Уп+1) = А(Х1, ..., Х„, у, /(Х1,..., х„, у)),

в) /(Х1,...,хп,у) < у>(г1,...,хп,у), 

влечет принадлежность / классу Ф.

В [6] Гжегорчиком поставлена следующая проблема : являются ли явные 

преобразования и суперпозиции достаточными для получения класса Гп (п = 

= 0,1,2,...)?

В [9] эта проблема трактуется как вопрос о существовании какого-либо ко

нечного базиса (возможно, отличного от данного Гжегорчиком) для этих функ

циональных классов. В такой трактовке эта проблема решена в положительном 
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смысле Редингом [7], для п > 3, и Марченковым [8], для п = 2. Однако, эту 

проблему можно рассматривать и с другой точки зрения. Можно требовать ли

бо сохранения базиса, данного Гжегорчиком, либо, чтобы функции, входящие в 

новый базис были “проще” функций, входящих в исходный базис. При таком 

понимании проблемы приобретает важное значение следующая

Теорема 4.1. Пи один класс Гжегорчика невозможно породить только явными 

преобразованиями и суперпозициями, исходя из (конечного или бесконечного) 

множества базисных функций, принадлежащих классу АП.
• г 4 
I; 

Доказательство. По теореме 3.1 класс АП инвариантен по отношению к явным 

преобразованиям и суперпозициям. С другой стороны, как известно (см. [6]) 

функция х — у (усеченная разность) принадлежит всем классам Гп.

§5. РАЗЛОЖЕНИЕ ЦЕЛОЗНАЧНОЙ ФУНКЦИИ В РЯД ПОЙА

В этом параграфе введен новый способ аналитического представления цело

значных функций - понятие ряда Полиа, и на “языке” этого ряда охарактери

зован класс АП абсолютно-унарно-представимых функций. Сначала рассмотрим 

одномерный случай.

Определение 5.1. Пусть С - класс функций. Функция / называется локально 

С-функцией, если для любого натурального числа п найдется такая функция 

<рп 6 С, что при 0 < х < п выполняется равенство /(г) = <рп(х). Класс С 

называется локально-замкнутым, если он содержит все локально - С-функпии.

Теорема 5.1. Класс АП локально замкнут.

Доказательство. Пусть / - локально - АУ-функция, п 6 ш, <рп+1 € АЦ и 

/(г) = рп+1 (г) при 0 < х < п. Так как <рп+1(п) > п, то функция / падаргументна 

и периодическая. В силу критерия абсолютной представимости заключаем, что 

/€ АП. ■ ։ ' •
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Следуя [5], функцию / назовем целозначной, если числа

/(0),/(1)..... /(п),...

/4\_4(4- 1)...(4-*+1)
являются целыми. Полином с целыми коэффициентами назовем целочисленным.

Биноминальные коэффициенты, т. е. функции ^*(4) =

(к Е ы) являются примерами целозпачных, по пе целочисленных полиномов. В 

ряде задач из [5] (раздел 3, гл. 2) установлены следующие свойства полиномов :

1) каждый полином Р(г) степени т можно представить в виде

Р(®) = 6пГ + 61 ( . + ... + + Ьт;
\п»у \m-lj \Д у

2) Полином Р(х) является целозначным тогда и только тогда, когда коэф

фициенты 6ц, 61......Ьт - целые числа.

Обобщением этого результата является

Теорема 5.2. Каждую целозначную функцию /(г) можно единственным обра

зом представить в виде бесконечного ряда

/(х) = 6о + 61 + 62(2^ + -.. + Ьп + —> (2)

где коэффициенты - целые числа. И наоборот: функция I, представимая в в виде 

(2) с целыми коэффициентами, целозначна.

Доказательство начнем с достаточности. Пусть го £ ы. Тогда, по предположе

нию

где 6,- (» = 0,1,...) -- целые числа. Но при п> хо имеем | ° ) =0, следовательно 
\ п /

/(®о) = 6, ( Х I. Далее, принимая во внимание то, что биномиальные коэффи-
«=0 ' '

циенты - целые числа, заключаем, что /(го), как конечная сумма целых чисел, 

является целым числом. Доказательством необходимости и единственности раз

ложения в ряд (2) являются нижеприводимые леммы.
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Обозначим через Т множество всех целозначных функций, представимых в 

виде (2) с целыми коэффициентами. Для 4 бы положим и1+1 = {0,1,

Лемма 5.1. Пусть «1,Х2 б ш, и пусть рх и д2 - две функции из Т с такими 

разложениями в ряды Полна, что

Далее, пусть функция / такова, что

/ = 51 на ыц+1 и } = 9з ва ш(а+2.

Тогда при всех 0 < ։ < тш(4], 42) имеют место равенства 6,- = с,-.

Доказательство. По условию имеют место следующие две системы равенств :

I /(0) = <?1(0) = 6о 
/(1) = 51(1) = &о + 61

< /(2) = <7х(2) = 60 + (1)^1 + ^2 (3)

> /(й) — 51(й) = 60 + 61 (7) + 62(‘’) + ... + 6(1

’ /(0) = 52(0) = со
/(1) = <7г(1) = со + С1
/(2) = <72(2) = со + (1)с1 + с2

' .................  (4)
/(й) = 5г(й) = со + С1 (*։։) + с2( 21) + ... + с։,

֊ /(й) = 5г(*г) = с0 + С1 (У) + с2(‘2а) + ... + с1а
Рассматривая (3) и (4) как системы линейных уравнений относительно неизвест

ных Ъо, 61,...,6«։ и со, С1,...,сха, соответственно, заметим, что

1) коэффициенты обеих систем - целые числа;

2) матрицы обеих систем - диагональные, диагонали состоят из единил;

3) детерминанты обеих систем равны 1 (по (2));

4) (3) является подсистемой системы (4).

Далее, в силу свойства 3), обе системы определены и их решения, полученные 

по правилу Крамера, состоят из целых чисел. Теперь утверждение леммы 5.1 

вытекает из свойства 4).
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Из леммы 5.1 непосредственно следует

Лемма 5.2. Если функция представима, в виде (2), то это представление един

ственно.

Лемма 5.3. Каждая целозначная функция является локально - Т-функцией.

Доказательство. Действительно, определяя из системы (3) коэффициенты 60, 

Ь[, ..., 6<։ и приравнивая пулю остальные коэффициенты, найдем копечноразло- 

жимую Т-функпию, которая совпадает с заданной функцией па отрезке ы։1+1 

натурального ряда.

Лемма 5.4. Класс Т локально замкнут.

Доказательство. Пусть / - произвольная локально 7-функция, совпадающая 

на отрезке шп с функцией дп Е Т. Определяя при каждом п коэффициенты ЬП,Ь1, 

... ,6П_։ из (3), получим целые коэффициенты 6,, х = 0,1..... Тогда функция
ОО

д(х) = ^2 6«(”) принадлежит классу Т. Ясно, что / = д, и лемма доказана. 
։=0

Ясно, что ввиду лемм 5.1 — 5.4 теорема 5.2 полностью доказана.

Замечание. Правая часть представления (2) называется рядом Полна, само 

представление (2) - разложением / в ряд Полна, а коэффициенты 6,- (։ Е ш) - 

коэффициентами Полна функции /(х).

§6. ОПИСАНИЕ КЛАССА АЦ * ‘ • I . . Г 1

В этом параграфе мы дадим описание А17-функций в терминах их коэффици

ентов Полна. Для этого воспользуемся критерием абсолютной представимости.

Для произвольного натурального числа к > 2 обозначим через Мь = 

= ЬСМ{2,3,..., £} наименьшее общее кратное совокупности чисел {2,3,..., Л}, и 

пусть Мо = М\ = 1.

Теорема 6.1. Надаргументная функция /(х) является абсолютно - унарно

представимой тогда и только тогда, когда к-ый коэффициент ее разложения в
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ряд Полна, кратен числу Мк, т. е. сц = О (трвМк), где /(г) = а,-(').
1=0

Используя определение 3.3, получим критерий абсолютной унарной предста

вимости функции нескольких аргументов.

Теорема 6.2. Функция принадлежит классу АП тогда и только

тогда, когда коэффициент ее разложения в ряд Полна

кратен числу = ЬСМ{1,2, ...,тах{։1, 
' ։Ч» .«I

Доказательства этих двух теорем основаны на следующих трех леммах.

Лемма 6.1. (Основная лемма) Функции вида ЛГ*(*) с Мо = М\ = 1, М* = 

= ЬСМ{2, ...,£} являются А11-функциями.

Доказательство. Так как Л/о(ц) = 1, = г, то утверждение достаточно

доказать для к > 2. При этом, принимая во внимание, что - надаргу- 

ментны, достаточно доказать абсолютную периодичность. Для любых тп, п € ш 

установим сравнимость

= 0 (тос!п). (5)

Рассмотрим два случая.
• 1 .՛■ .<1.. ,!

Случай I. Мк кратно п. В этом случае Мк(^} кратно п при любом х 6 ш, так

как биномиальные коэффициенты - целые числа. В частности, имеем

/т+п\ _ (тп\ мк\ к । = мк\ к I = О (то(1 п),

и, следовательно сравнимость (5) имеет место.

Случай 11. Мк не делится на п. В этом случае среди делителей числа п 
- -------- . *1;

найдется простое число р такое, что кратность р в разложении п на простые 
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множители больше его кратности в разложении Мк- Пусть 4и г - эти кратности

для п и Мк соответственно. Тогда 4 > г, I > 1 и

Мк
т + п\ (т\ 

к )-\к) = Мк {(т+п)[(т-1)+п][(т-2)+п]...[(т-*+1)+п}-

—т(т - 1),,, (т - к + 1)} (Л!)՜1 = Мк оцп + «ап2 + ... + а.п* + ... + акпк
к'.

где а,, i = 1,^—1 - сумма всевозможных произведений (к — ։) сомножителей, 

взятых из совокупности чисел {т,т — 1,— к — 1}, а а* = 1. Индукцией по 

։ докажем, что если р делит Л! и Р - какое-либо слагаемое суммы оц, то число 

МкР I ։ 4—֊—п кратно р , где 4 - предполагаемая кратность р в разложении п. Итак, 
к!

пусть Р ~ ■ 1з...1к-1, где среди сомножителей отсутствует ровно одно из чисел

{тп,т— 1,...,т— к+ 1). Имеем
МкР _ м Р (т-]) 

к'. кЦгп — з)
где т — j - отсутствующий сомножитель. Так как числитель есть произведение 

к последовательных чисел, то он кратен Л!. Поэтому степень р сокращается.

Предположим теперь, что утверждение имеет место для оч и докажем его для

. Итак, пусть Р՛ - какое-либо слагаемое из а,- и ■ -п' кратно р։. Докажем,
МкР «+1 I ачто число п т всегда кратно р‘, где р - произвольное слагаемое из а,+1. К'

Пусть в разложении Р отсутствует число т 6 {тп,тп— 1,..., т— к +1}. Поскольку

Рт - слагаемое из а,-, то
МкРт ■ 1———п кратно р։. При

обязательно з < т < 4.

из индуктивного предположения следует, что число

этом, если г сокращает некоторую степень р*, то

Поэтому эту степень р* можно сократить за счет

выделенного п. Таким образом, число - п‘+1, а вместе с ним и число а,-+1, 

кратны р'.

Установим сравнимость

Мк(™
\ *

= 0 (шоИр*).

Разность в левой части этого выражения кратна любой компоненте п, а следова

тельно, кратна и самому п. Лемма 6.1 доказана.
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Пусть Т - множество надаргументных функций /(г), коэффициенты а* 
ОО

(А = 0,1,...) которых при разложении в ряд Полна /(z) = £ <։,-(*) удовлетворяют 
1=0

условию 

а* = 0 (mod М* = LCM{2,3,

Лемма 6.2. Класс Т локально замкнут.

ОО
Доказательство. Пусть функция /(z) = (<) ~ локальна и на отрезке

1=0

[о, 4],

/(z) = j(z) для некоторой д GT.

Достаточно доказать, что f GT. Пусть

р (z) = , bi = 0 (mod М{).

Поскольку функция д(х) - надаргументна и /(z) = д{т) при 0 < z < 4, 

то /(z) тоже надаргументна на [0,4]. В силу произвольности 4, функция f - 

надаргументна всюду. Далее, из равенств /(4) = g(t), f(t) = сц, g(t) = bt и 

единственности разложения в ряд Полна заключаем, что а։ = bt = 0 (mod Mt). 

Так как 4 произвольно, то лемма 6.2 доказана.

Лемма 6.3. Любая AU-функция Т-локальна.

ОО
Доказательство. Пусть /(z) = £ <։,(*) - какая-либо Д[4-функция, 4 G ш. 

1=0

Индукцией по 4 докажем, что существует такая функция gt G Т, что /(z) = pt(z) 

на отрезке [0,4]. Случаи 4 = 0,1 тривиальны, поэтому проверим утверждение при 

4 = 2. Пусть
ft(z) = a0 + aiQ +£^«Q)> <P2 = f֊h.

Так как f G AU, то функция f - абсолютно периодическая. Функция А тоже 

абсолютно периодическая (по лемме 6.1). Поэтому абсолютно периодическая 

также разность <р2 = f — А, откуда следует, что у>2(2) ¥>2(0) = 0 (mod 2). 

Так как у>2(0) = 0, 9э2(2) = а2 — M2, то получаем, что a2 — Af2 = 0 (mod 2). 

Поскольку М2 = 2, то а2 = 0 (mod 2).
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Пусть а2 = 2с2 = с2М2 и д2{х) = а0 + aj(') + c2Af2(“) + Ё M, Q). Ясно, 

что f(x) = д2(х), при 0 < х < 2. Предположим, что требуемое утверждение 

верно при i = к. Докажем, что оно верно и при է = к + 1. По предположению 
k ОО

имеем Т-функцию дк(х) = £>.(“) + Е Mi) такую, что /(х) = дк(х) при 
i=0 1=4+1

О < х < к. Требуется найти такую Т-функцию дк+\ (х), чтобы /(х) = дк±1(х) 

при 0 < х < к + 1. Для этого рассмотрим разность ^4+ւ(®) — /(х) - дк(х) =
ОО

= E(a* ~ MCD- Имесм ¥»*+1(0) = ¥>4+1(1) = ... = <Pk+i(k) = 0. Так как по 
1=0

лемме 6.1 функции f и дк абсолютно периодические, приходим к заключению, 

что абсолютно периодична также функция ¥>4+1 • Поскольку ¥>4+1 (к + 1) =

= у»4+1 [(* + 1 —») + *] и ¥>4+1 (к + 1 —») = 0 для всех i = 1,2, ...,к + 1, то для всех

» = 1,2, ...,*+1

¥»4+i(k+ 1) ֊¥’*+։(* +1՜») = °, (mod։).

Поэтому число <pk+i(k + 1) кратно числам 1,2, ...,к 4- 1, а, следовательно, и их 

наименьшему общему кратному М4+1. С другой стороны, у>к+1(к + 1) =

= и4+1 — />4+ь &4+1 = 0 (mod Л/4+1), а отсюда следует, что a4+i тоже кратно

Mk+i. Пусть <»4+1 = С4+1Л^4+1- Положим

Ясно, что <74+1(х) и есть требуемая функция, и лемма 6.3 доказана.

Доказательство теоремы 6.1. Необходимость следует из утверждения леммы

6.3. Докажем достаточность. Пусть д € Т, т. е. д - надаргументная функция, 

разложимая в ряд Полна вида
9(г) = ^скМк[^,

где С4 (к = 0,1,..) - целые числа. Требуется доказать, что д .- абсолютно

периодическая функция. Пусть тип- произвольные натуральные числа. Так

как
ОО / \ ОО / \

д(т + п) - д(тп) = £ скМк ГскМк 
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и (”’+”) = 0 при к > т + п, то достаточно доказать сравнимость

т+п / _1_ \ /т\52 скМк(т к ) - 52 СкМк(к J =0 (m°dn). (6)
*=о ' ' *=о ' '

По лемме 6.1 функции ffjt(x) = Af*(£), (к = 0, l,...,m + n) абсолютно периодиче

ские. Поэтому функция
т4֊п

4>(х) = 52 с^*(®)-
*=о

как конечная линейная комбинация абсолютно периодических функций (с целыми 

коэффициентами), тоже абсолютно периодическая. Это доказывает (6), и теорема 

6.1 доказана.

Как непосредственное следствие из теоремы 6.1 получается результат, кото

рый в [14] был установлен другим методом.

Следствие 6.1. Класс AU содержит континуум функций.

Доказательство. Обозначим через класс всех функций /(х), коэффициен

ты которых разложения в ряд Полна натуральны :

^) = ^акМк(Х\ акеи (к = 0,1,...). (7)

*=о ' '

Так как коэффициенты ак - натуральные числа, то /(х) - надаргументная 

функция. Следовательно, по теореме 6.1 /(х) б А11, т. е. АУ+ С АУ. В силу (7) 

мощность класса АУ+ равна мощности всех последовательностей, составленных 

из натуральных чисел, т. е. континууму.

§7. ФОРМАЛЬНАЯ ВЫРАЗИМОСТЬ

АРИФМЕТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В этом параграфе мы займемся изучением наименьшей из М-арифметик с

точки зрения возможности представления в ней арифметических функций. Напо- 
>

мним, что М-арифметикой называется теория первого порядка, язык которой со

держит сигнатуру (О,’, +, •, =) и среди моделей которой имеется по крайней мере 
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один унар. Унары, при этом, будем называть стандартными моделями, а осталь

ные модели - нестандартными моделями соответствующей М-арифметики. Су

ществование нестандартных моделей следует из теоремы компактности Мальце

ва.

Для любого натурального числа п обозначим через п терм 0 — (n times).

Определение 7.1. Пусть Т - некоторая Af-арифметика, a f - арифметиче

ская функция к переменных. Функцию f будем называть выразимой в Т (Т- 

выразимой), если в языке Т существует формула Ф от n + 1 свободных перемен

ных такая, что если /(тц,..., гц) = п, то

1) в Т доказуема формула Ф(п1, ...,п*,п);

2) в У доказуема формула 3] хф(п], пг,...,п*, х), где Bi ֊ квантор “существу

ет, причем единственный”.

Будем говорить, что теория Т меньше теории Т' и писать Т < Т*, если языки Т 

и Т՛ совпадают и собственные аксиомы Т являются теоремами для Т՛.

Следующее утверждение очевидно.

Теорема 7.1. Если Т <Т1, то любая Т-выразимая функция Т'-выразима.

Следствие 7.1. Любая AS-выразимая функция является рекурсивной.

Доказательство. Так как AS меньше арифметики Пеано (т. е. формальной 

системы S в терминах [1]), то по теореме 7.1 любая AS-выразимая функция 

также S-выразима. Но S-выразимые функции рекурсивны (см. [1]). Поэтому и 

AS-выразимые функции будут рекурсивными.

Рассмотрим теперь вопрос : при каких дополнительных свойствах арифме

тических функций обеспечивается их AS-выразимость ? Ясно, что для этого 

рекурсивность - необходимое свойство. Наконец, вместо арифметической функ

ций /(xi, рассмотрим ее график, т. е. (k -I- 1)-местное отношение у = 

= ..,։*)•
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Ниже будем рассматривать только п-местные отношения R, определенные в 

множестве натуральных чисел (п-местные арифметические отношения).

Определение 7.2. п-местное арифметическое отношение R называется вырази

мым в арифметике Т, если существует формула Ф(х1..... хп) языка Т такая, что

для любых натуральных чисел

1) если отношение R истинно, то в Т доказуема формула Ф(^1,..., £п), (т. е. 

Ф(А|,..., кп) - теорема);

2) если отношение R ложно, то в Г доказуема формула -՝Ф(к1, ...,кп).

Пусть R(xլ, ...,хп) - арифметическое отношение, выразимое в абсолютной ариф

метике формулой Ф(х],..., хп), А - произвольный унар, а к\,..., кп - натуральные 

числа. Предположим, что R{k\,...,kn) истинно, тогда Ф(кь,...,кп) доказуема в 

АЗ. Но А - модель для АЗ, следовательно, интерпретация формулы Ф в унаре 

А должна быть истинной на (01,02,..., оп), где а, = хд(п,), и тгд - гомоморфизм 

стандартного унара Пеано ы на унар А. Ниже мы установим достаточное усло

вие, при котором Л-ингерпретация формулы Ф индуцирует некоторое п-местнос 

отношение в А.

Определение 7.3. Пусть А - унар. п-местное арифметическое отношение R 

называется функционально выразимым в А, если в А существует такое п-местное 

отношение R*, что :

1) если для некоторых элементов 01, ...,Оп унара А отношение R* ложно, то 

для любых хд-прообразов этих элементов ложно также отношение R;

2) если Я*(Д1, аг...... оп) истинно, то для любых тгд-прообразов 6], Ь2,.... 6П_1

элементов о։..... ап_1 существует такой прообраз Ъп элемента оп, что Я(6։,..., 6П)

истинно.

Отношение R* называется Л-выражением отношения R.

Лемма 7.1. Если арифметическое отношение R функционально выражается в 
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унаре А отношением R", а арифметическая функция / представима в А операци

ей Г, то при любом », 1 < » < п, отношение вида Е(хх,.... х,_ъ /(у1,..., ут), х,+1, 

хп) может быть функционально выражено отношением

........Ут),®.+1......... Хп).

Доказательство. Пусть а,,...,^.], Ь\,...,Ьт и 0,4.1.... ап такие элементы А,

что Л*(а1,...,а,_1,/*(61,...,6т),о|+1..... ап) ложно, и пусть С1,...,с,_1, <1ъ...,с1т,

с,+1,...>Сп - произвольные ид-прообразы этих элементов, /*(6],..., 6т) = Ь, 

/(<11,..., с/т) = </• Так как /* является Л-представителем / и тгд </,- = (/ =
’ «О • *

= 1,..., п»), то тгде/ = Ь. Принимая во внимание, что Я* является Л-выражснисм R, 

заключаем, что значение Я(с1, ...,с»_1, с/, Ч+ь ...,Сп) = Я(с։ с<-1,/(</1, —, с/т), 

с,-+1, ...,сп) ложно. Случай, когда Я*(а1,..., а։-1, /*(61,..., Ьт), а,+1,..., ап) истин

но, доказывается аналогично.

Лемма 7.2. Арифметическое отношение равенства в любом унаре функциональ

но выражается отношением равенства этого унара.

Утверждение леммы 7.2 следует из определения функциональной выразимо

сти. Как непосредственное следствие из лемм 7.1 и 7.2 получается

Лемма 7.3. Если арифметическая функция /(хх,...,хп) представима в унаре 

А операцией /*, то отношение у = /(х1,...,хп) функционально выражается в 

А отношением у = /*(х],..., хп) этого унара. Обратно, если арифметическое 

отношение у = /(х1,...,хп) функционально выражается в унаре А отношением 

вида у = /* (Х1,..., хп), то операция /* является А-представителем функции /.

Лемма 7.4. Пусть арифметическая функция /(хх, ...,х„) выражается в абсо

лютной арифметике формулой Ф(х1,...,хп,у) и А - любой унар! Тогда, ин

терпретация формулы Ф в А является (п + [^-местным отношением в А вида 

у — /*(х\,..., хп), где /* - п-местная операция в А.

Доказательство. В А определим (п + 1)-местное отношение Ф*(х1,..., хп, у) 
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следующим образом. Предположим, что характеристика унара А равна (/, т), 

aw- стандартный унар характеристики (/, т). Пусть aj, ...,ап - произвольные 

элементы унара А, а натуральные числа к\,...,кп - изоморфные образы этих 

элементов в ы. Далее, пусть f(ki,..., Лп) = к и -?гл(^) = о- Тогда Ф*(ах,..., ап, а) 

считаем истинным, а для любого элемента Ъ унара А, отличного от а, полагаем, 

что Ф'(а1, ...,an> 6) ложно. Ясно, что определенное таким образом отношение 

Ф" является функциональным выражением в А арифметического отношения 

у = f(zi,..., хп). Проверим, что Ф* совпадает с интерпретацией формулы Ф в А. 

Предположим, что для некоторых натуральных чисел hi, ... ,кп, к в абсолютной 

арифметике доказуема формула Ф(ку,..., кп, Л), и пусть тгд-образами этих чисел 

в унаре А являются ai, ...,an, b. Тогда /(&i,...,An) = к и, по определению 

отношения Ф’, Ф’(а։, ...,ап,Ь) истинно. Теперь отношением Ф* определяется п- 

мсстная операция /* унара А такая, что Ф*(г։, ...,хп, у) совпадает с графиком 

у = f*(x},..., хп) операции /*. Поэтому, по лемме 7.3 функция f представима в 

А операцией /*, и лемма 7.4 доказана.

Таким образом, доказана следующая

Теорема 7.2. Любая арифметическая функция, выразимая в абсолютной ариф

метике, является AU-функцией.

Из этой теоремы и следствия 7.1 вытекает следующая

Теорема 7.3. Любая арифметическая функция, выразимая в абсолютной ариф

метике, является RAU-функцией (рекурсивной AU-функцией).

ABSTRACT. In this paper we consider some formal first-order theories 
(M-arithmetics) which have finite models and investigate a question 
of representability of number-theoretic functions in these models. We 
introduce a notion of the so-called Polya series and prove that every 
integer—valued function admits unique Polya—series expansion. In terms of 
Polya series we characterize the class of functions which are representable 
in aU the finite models of M-arithmetics. We also study a problem 
concerning to the Gregorchik hierarchy in the class of primitive recursive 
functions.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О СОПРЯЖЕННОМ ОПЕРАТОРЕВ МНОГОМЕРНЫХ ГЕЛЬДЕРОВЫХ КЛАССАХ НА ТОРЕ
Ф. А. Шамоян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 30, № 1, 1995

Пусть ип = {г = (21,...,гп) : |«/| < 1, 1 < /' < п} - единичный открытый полидиск в п-мерном комплексном пространстве Сп, и пусть Т” = == (6....... <п): 1 < 5 < п} - его остов. Для любой функции / еС(Т’п) илюбого Ау 6 1Н, 1 < 1 < п} положим
ДЛ,.(/)(е'®‘........е*®’) '= /(е1®1..........е^+М, е’®*֊’,.... е’՜®») - /(е‘®*,.... е'՜®-),

и для (»1....... ։*) е Ж* , 1 < к < п положим
△л.֊........ л.-, (/)(«"’. •••> «"“)Ал.., (• • • (Дл<։ (/)) • • •) (е’®։........ е«-).

»• ՛ и. • . . •Для произвольного мультииндекса а = (оц, ...,ап), 0 < а/ < 1, 1 < / < п определим А(а) как класс тех функций / 6 0(7”), для которых существует положительная постоянная Су > 0 такая, что
|Ал.-..... Ч (/)(в‘в1. е’’")| < 67/141“’՜1 • • ֊ 141°-

У(й,...,й)еж*, (4,...,4)ею.*, еш.՞, 1<*<п.

• . . . . • ■ 1. •*Очевидно, что при я = 1 и а = О1, 0 < О1 < 1, класс А.(а1) совпадает с гелъдеровым классом 1Лр(а,Т), Т = Т1.



90 Ф. А. ШамоянОпределим сопряженный оператор на классах Л(а) следующим образом : для 
/ Е Л(а), (»1, € И* , к <п положим

* |Х П (о*«-) О)т=1где(?‘ = [-1г,т]*, ^ = (.°’ прит^*т1 \<т<к.1йп, прит = ։т,Заметим, что если п = к = 1, то51(/)(еи) = ~ Г /(е«+н) с1в (4/2) Л, /7Г Jто есть функция 51(/) совпадает с обычной сопряженной функцией / (см. [1]).По теореме Привалова, если / 6 Ь»р(а,Т), то 31(/) 6 Ыр(а,Т). В 1938 году Чезари [2] установил, что при п > 1 это утверждение неверно : для произвольного О < а < 1 существует функция / € П»р(а, Т) такая, что П,։..... »ь(/)(е’,։,..., е,в") ££ £»р(а,Т) при некотором выборе индексов (й, 1 < к < п (см. [3] - [5]).Отсюда возникает естественный вопрос о многомерных обобщениях одномерных гельдеровых классов, в которых теорема Привалова верна.Иными словами, возникает вопрос : существуют ли многомерные обобщения одномерных гельдеровых классов, инвариантные относительно операторов 5,-,......«,,(/) для произвольных (й, ..,»*) € 22* , 1 < к < п.Ответ на этот вопрос содержится в следующей теореме.
Теорема. Пусть а = (»!,...,ап) 6 0 < а,- < 1, 1 < 7 < п. Если / 6 Л(а),то для произвольных (й,..,»*) € 22*, 1 < к < п соответствующие функции ,..,«*(/) принадлежат Л(а).
Замечание 1. Отметим, что классы Л(а) остаются инвариантными по отно- шению к многомерным интегральным операторам типа Коши. В [6] в терминах 



О сопряженном операторе в многомерных гельдеровых ... 91этих классов было дано описание сопряженных пространств Яр(а)*, для любого ֊1 < а; < оо, 1 < 1 < п .Для простоты, доказательство нашей теоремы проведем для п = 2, для прочих п доказательство вполне аналогично. Начнем с одного вспомогательного результата, отметив, что этот результат в п-мерном случае был установлен в [7], [8] иным методом.
Лемма 1. Пусть / £ Л(а1,аа), 0 < оу < 1,1 = 1,2 и

,Я2}= (2^// (6 ֊5(6- (2)
Тогда граничные значения функции Р на торе Т2 тоже принадлежат классам Л(а։,а2).
Замечание 2. Утверждение Леммы 1 нарушается для гельдеровых классов па торе Т2 (см. [4]).
Доказательство леммы 1. Достаточно установить следующие оцепки :

дР сопв1
дГх ֊ (1-1^1)!-«.’ дР сопв1

дГ2 ֊ (1-|л։|)1-аэ’
д2Р{лх,л2) 

дг2дг2
сопя!- (1-Ы)’-“*(1-Ы)1-°а՜Используя теорему Харди-Литтлвуда для одномерного случая,мы установимнервов и последнее ограничения. Легко вйдеть, что 

дях 1*1։*2' “ (2т)2 У/ (1 - г1в-«1)2(1 - г։е֊«») ^=г,е{% 7 = 1,2.

Мы имеем
дГ, 1 е-«։ Г Г [у(е’®։+։«1 < е«з) _ > е«»+«з)] е֊»>(2х)2 У/ (1-г1е-«1)2(1-Г2е-Ь) Л1Й2
-Я е~,<1.4, л(2тг)2 У/ (1 - пе-‘>)2(1 - г2е-<‘») 1 2
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№, ։

<2а

Д<»ь №'»,*"»)) е֊«> (1 — Г1в~{*։)2(1 — г2е_*<։) <Й] Л3+

, е֊"> Г А*։(Л(е"‘,е«а)е-«>+ (1֊^)’ А1
Поскольку / Е Л(а1,а3), мы можем написать

дР, ՝ 'С} ([ 1*1ГЧ«а|а> *1<йа , с, г |Ь|°*Л1 .Зя/ 11 2) “(2т)2 У/ |1֊г1е-“1|2|1-гзе--Ь|+ 2т ]_„ |1-г։е-“1|2 5
֊ (1-|ж։ !)։-«*>• (3)

Оценим функциюЭ2Г(21,22) _ е_,(91+9а) Г/ /(е,9։+<‘г, е’9а+<<а)е_’‘1-‘‘а л յt 321 Эг3 “ (2т)2 // (1 - пе֊«։)2(1 - гае֊«»)2*1*2'<?аПовторяя вышеприведенные рассуждения, получаемЗаЛя1,23) _ с-(9>+в>) ГГ А4а<։(/)(е<9*,е<9а)е-‘>-<аЗг1022 (2т)2 // (1-Г]е-.<1)2() _Г2е-.Ъ)2(1:1^2-
Q2Поэтому 32Р(г1։22) С/ ГГ |<1|в1К3|“аЛ1Й3 021322 "(2т)2 // |1 - пе֊«1|2|1 - г3е-Ь|2 Ь

<_______________ °г-(1-|21|)1->(1-|22|)1-^՛Этим завершается доказательство леммы 1.
(4)

Аналогичным образом мы можем доказать следующий результат.
Лемма 2. Пусть / 6 Л(а1, а2), 0 < а2 < 1, з = 1,2. Тогда функцияф(*1’,‘")=2^/ (5)
принадлежит классу А(а1, а2).
Доказательство теоремы. Не теряя общности, можно предположить, чтофункция / вещественнозначна. Покажем сначала, что функция

ф(е«>1 е‘>а) = 51(/)(е<*’*,е^а) = ит± [ 
1^0 21Г У|1|>4

/(е,’‘+<*’1,е։'*,а)
{1/2)



О сопряженном операторе в многомерных гельдеровых ... 93принадлежит классу A(ai, «2). Для этого заметим, что
Ф(я։,С։>а)=^- Гztt J—г с«։_Г1е«у>։

где .Ç(e*®‘ ,«1) - ядро Шварца, a Z] = не**’1. По лемме 2, Ф(е'*’1, е*՝”) G А(а1։ а։).Отсюда следует, что первый интеграл в (6) обладает тем же свойством. Учитывая равенство
S{z, е։в) = Pr(0 - <р) + iQT{0 — ч>)

заключаем, что функция 
Z7T J _-jf

на границе круга принадлежит классу Л(«1, а3). Отсюда следует, что 51(/) €6 Л(а1,«2). Остается доказать, что 5112(/) 6 Л(а1։ а2). Имеем
51,2(/)(с’>*,е'^) =

= 1™ Ог 1йр О7^2 /7 с1в^02.
Г1 —»л—и га—и । л7Г I у у<2аС другой стороны, по лемме 1, Г(е**’։, е’*’а) е Л(а1, а2) (где Р то же, что в (2)). Поэтому граничные значения

Л(г1 ’° (2^7 // ’ е'ва) М1М2<?апринадлежат Л^.аг). Далее, имеем
F1(21>Z2) =(2ÏÏp IIРгЛв1 " dO.dO,-

Q3
II Qr^i֊v>i)Qr^-^)f^ei,^3) deid02+

Q3
+ II [-Pn^l - Pl)Qra(02 - ^2)+

Q3
+ Pr։(e2 - ¥>2)0r։ (0! - P1)] /(eiSl, e‘®a) dO^.



94 Ф. А. ШамоянТем самым /(е<*’*,е‘>=') - SI>2(/)(e‘*’«,ei*”) £ А(а1։а2).
Так как по предположению f 6 A(ai,aa), получаем Si,2(/) 6 A(ai,ot2), что завершает доказательство.
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