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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Интегральные операторы с разностными (в том числе и матричными) ядра

ми обычно называются операторами типа свертки. Классическая теория таких 

операторов существенным образом опирается на применении преобразования Фу

рье. Примером являются хорошо известные операторы Винера-Хопфа, соответ

ствующие случаю полубесконечного интервала интегрирования и естественным 

образом связанные с задачей сопряжения для аналитических функций и с теорией 

сингулярных интегральных уравнений. Уравнения типа свертки часто появля

ются в применениях и для них развито множество быстрых методов приближен

ного решения.

Задача смотрится в совершенно новой перспективе, когда ядра операторов 

удовлетворяют уравнениям с частными производными. Последние естественным 

образом определяют некоторые обыкновенные дифференциальные операторы £,
I

играющие ключевую роль. Существует гипотеза о том, что условия разрешимо

сти интегрального уравнения в основном зависят от спектральных характери

стик операторов £. В настоящем сборнике статей эта гипотеза подтверждена в 

ряде случаев.

В первой статье исследуются операторы, которые мы называем ” оператора

ми циркулянтного типа”, ассоциированными с оператором £ Штурма-Лиувилля 

на оси, с неограниченным потенциалом и точечным спектром. В этом случае 

алгоритм решения основан на разложении по собственным функциям оператора 

£. Теоретические результаты применены в новых адаптивных алгоритмах для 

приближенного вычисления преобразований Ганкеля или Фурье. Последние запи- 
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саиы в явном виде произведения полиномиальной и экспоненциальной функций. 

Приведены вычисления, подтверждающие практическое значение примененного 

метода.

Вторая статья - чисто теоретическая. В ней рассмотрен случай, когда опера

тор £ имеет суммируемые коэффициенты. При этом его спектр может обладать 

как непрерывным, так и точечным компонентами. В этой, более общей ситуации 
I

остаются верны многие положения теории операторов полной свертки, или опера- 

торов Винера-Хопфа. В случае оператора Штурма-Лиувилля с неотражающимся 

потенциалом результаты имеют исчерпывающий характер. Описана фредголь- 

мовость интегрального оператора на полуоси (случай, обобщающий уравнение 

Винера-Хопфа) в терминах некоторой матрицы-функции, определенной на спек

тре £, и матрицы рассеяния £.

Третья статья содержит алгоритм решения интегральных уравнений с раз

ностными ядрами. Довольно высокая точность достигается применением нерав

номерной сетки. Представлены также численные результаты.

Выражаю мою признательность Международному научному фонду, обеспе

чившему в 1994 году финансовую поддержку нашей группе по исследованию ин

тегральных уравнений. Часть полученных в результате этой поддержки статей . «

опубликована вне этого сборника (в частности, в №5, 1994 настоящего журнала).

25 декабря 1994 А. Б. Нерсесян
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В статье исследованы интегральные операторы с ядрами, удовле
творяющими некоторым дифференциальным уравнениям второго по
рядка в частных производных. Целью исследования является нахожде
ние условий, при которых они являются операторами “циркулянтно- 
го типа”. Рассматриваемое дифференциальное уравнение в частных 
производных тесно связано с самосопряженной сингулярной задачей 
Штурма-Лиувилля с точечным спектром. Развита схема вычисления 
для таких операторов и их резольвент. Детально исследованы слу
чаи, связанные с ортогональными многочленам Лаггера и Эрмита. В 
частности, предложены методы адаптивного вычисления для преобра
зований Ганкеля и Фурье. Статья содержит численные результаты.

Ключевые слова : интегральные операторы, задача Штурма-Лиувилля, 
многочлены Лаггера, многочлены Эрмита, преобразование Ганкеля, 
преобразование Фурье 1

ВВЕДЕНИЕ

В статьях автора [1,2], на основе соотношений для резольвентных ядер; были 

рассмотрены интегральные операторы с ядрами, удовлетворяющими некоторым 
- »-и ' ։

дифференциальным уравнениям, что привело к развитию некоторых “быстрых” 

методов решения интегральных уравнений. В частности, для интегрального 

уравнения второго рода на конечном интервале с ядром, удовлетворяющим 

уравнению
/ д2 д2\

к(х,р№к(хЛ), (°-1)

Данное исследование частично финансировано грантом № ВУБООО 
Международного научного фонда.
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соответствующий алгоритм по дискретизации на N точках имеет сплошность 

О(№) с использованием памяти порядка О(/У) (ДО —» оо) (см. [2—4]). Ранее 

этот результат был известен лишь для случая р(л) = 0 (т. е. для ядер вида 

К(®3) = Х1(® — *) 4֊ Кз(х +<)). Свойства операторов с ядром К, удовлетворяю

щих уравнению (0.1) на бесконечном интервале, тесно связаны со спектральной 

теорией дифференциального оператора Штурма-Лиувилля £, порожденного опе

ратором I = (121<1х2 — р(®). Для самосопряженных на (—оо,оо) операторов £ с 

конечным дискретным спектром и непрерывным спектром, покрывающим поло

жительную полуось теория разрешимости (а также ее версии для операторов 

высоких порядков) развиты в [5].

Ниже мы рассматриваем операторы £, действующие в £2(0,4-00) или в 

£2(—оо, оо), полагая, что спектр конечен и не имеет точек сгущения, кроме, быть 

может, бесконечности. Реализована предложенная в [2] схема “интегральных опе

раторов циркулянтного типа”. Детально рассмотрен случай, соответствующий 

многочленам Лаггера (и, в частности, многочленам Эрмита).

Описаны связи с адаптивным приближенным вычислением преобразований 

Ганкеля и Фурье. Для широкого класса функций эффективность рекомендаций 

подтверждена численным, экспериментом.

§1 . ОПЕРАТОРЫ ОБЩЕГО ТИПА

1.1. Рассмотрим интегральных оператор

Г00I К,у = / к(х,1) х е (а, оо), а > -оо (1)
*/а

с ядром К 6 С2 [(а, оо) х (а, оо)], удовлетворяющим уравнению

/ д2 д2\(^2 ~ = а < х, I < оо, 1шр(®) = 0, (2) 

где р(х) - непрерывная функция.
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С ядром К ассопиируем самосопряженную задачу Штурма-Лиувилля с 

потенциалом р(х) :

/у = ^у(х.А)-p(x)j/(x, А) = Aj/(x,A), у(х, A) G £2(0,00), А = const, (3) 

где в случае а > —оо в точке х = а поставлено соответствующее граничное 

условие (см., яапр., [6]).

Нас интересует случай, когда спектр оператора I, соответствующего задаче 

(3), чисто дискретен и имеют место теоремы о разложении оператора в L2 по 

собственным функциям. Для этого достаточно (см. ([6], [7]) любое из нижепри

веденных условий :

Условие A. limp(z) =+оо (х —» оо).

Условие Б. р(х) > с > 0, с = const, J*+u р(х) dx —»оо (при любых 

ш > 0 и х —♦ оо).

Обозначим через {у*(х)} ортонормальную систему собственных функций заг- 

дачи (3), соответствующую собственным значениям {A*}, k = 0,1,2,..., с учетом 

их кратностей. Каждая из этих функций имеет не более чем конечное число нулей 

(см. [6]). Тем самым, для достаточно больших х (|х| > А*, при некотором А*) 

второе линейно независимое решение я* (х) уравнения (3) при А = А* допускает 

запись в виде

= г>А“~ <4)

где для простоты предполагаем х > 0.

1.2. Пусть теперь ядро К удовлетворяет условиям

ГЖИ(1)Л <+оо,
Ja их

Г°° d'K(xtt) , ч ± 
/ dt' yk^dt <+оо>

(5)
х 6 (а, +оо), »=1,2, k = 0,1,2.....

Дополнительно предположим, что при х > А* (или х < —А*)

(в)
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при некоторой функции е(ж), для которой lims(x) = 0 (|х| -» оо). Для случая 

а > —оо дополнительно поставим граничное условие

lira*)«(*)) = 0, I - 0, (6')

где у(х) удовлетворяет первоначальным условиям задачи (3).

Теорема 1. Если ядро К удовлетворяет условиям (2), (5), (6) fa при а > -оо 

также условию (6')/ то

К, yt = с* Ук (®) > ck = const, k = 1,2,.... (7)

Sk (®) = ск Ук(х) + dk zk (®) = У к (®) с*

f д д'2.3). Тогда достаточно потребовать непрерывность функции ( -—F — 
\дх dt

Доказательство. Из первого условия (5) следует, что функция

Sk(z) = ICyt = У K(z,i)j/t(t)di, хб(а,оо) 

дважды дифференцируема. Из (2), второго условия (5) и условия (6') заключаем, 

что при а > -оо функция St(x) удовлетворяет уравнению (3), если А = At- 

Отсюда следует (см. п. 1.1), что

■j , х > А*, Ск,dk = const.

Поэтому при dk 0 нарушилось бы условие (6). Теорема доказана, 
f! - ’ ՝

Замечание 1. Утверждение теоремы 1 остается справедливым и при некоторых, 

более слабых предположениях. В частности, не обязательно условие гладкости 

функции /((x.t) на диагонали х = t. Можно предположить, например, что 

условие (2) выполнено при х t и существуют пределы К(х,х ± 0). (см. п. 

X(x,t),

а также выполнение условий (5) и (6) (а также (6'), если а > —оо).

1.3. При дополнительных ограничениях на р(х) могут быть найдены более 

удобные условия на ядро К, обеспечивающие справедливость формулы (7). 

Обозначим

д(х) =Р(®)-1/4^ (р(®)-1/4) > г±(х,А) =р(х)“1/4ехр J(р(х) - А)1/а dx

(8)
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Теорема 2. Пусть р(х) —» +оо (х —* оо), р(х) G С?ос, и функция д(х) ограничена 

для х > А при некотором А. Если для некоторого А = const > 0 выполнены 

условия

<=1.2, m

K(x,t)z_(i,A)dt < с(х)я+(х, A), lime(x) — 0, х —» оо, (10) 

(если а > —оо, то также граничное условие (6')), то формула (7) справедлива. 

Доказательство. Пусть у(х, А) - решение уравнения 1у = Ху, А = const (см. 

(3)). Обозначим

г(х) = (р(г) - А)՜1/4 (р(х) - А)"1/4.

Если функция г(х) ограничена при достаточно больших |z| (т. е. в бесконечно

сти), то верна асимпточ'ическая формула (см., напр., [8])

у(х, А) = (ci + z+(x, А) + с2 г_(х, А)) (1 + о(1)); ci,c2 = const, х —» оо.

Легко видеть, что при р(х) —* +оо (х —» оо) функции г(х) и д(х) в беско- 
1

нечности либо ограничены, либо неограпичены одновременно. Таким образом, 

остается лишь применить схему доказательства теоремы 1.

Замечание 2. Нетрудно видеть, что если 
/ОО

р(х)-3/2 dx < 4-ОО, (Ц)

•го, при условии (10), функции з±(г,А) могут быть заменены более простыми 

выражениями вида , , . ■ • .

2±(х, А) = р(х)-1/4ехр (± У р(х)1/2 | jр(®)1/2 • (12)

1.4. Ввиду ортогональности системы {j/*(a։)}> из теоремы 1 следует, что ядро 

К, удовлетворяющее условиям (2), (5), (6) (при а > —оо а также условию (6')), 

формально представимо в виде 
ОО

K(s,t) = 52*" Уп(г)уп(*)> *n = const, x,tG(a,oo). (13) 
n=0 т • • • .

Поведение ряда (13) зависит от дополнительных условий на ядро К.
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Дальнейшие построения будут основаны на следующей формальной схеме 

вычисления значений некоторого оператора К,, действующего на функциях /(х), 

х 6 (а,оо) :

/Cf=l°°K(x,t)f(t)dt = Yiknyn(x)[ dt. (13')
■/а n=0 Ja

По терминологии [2], К является оператором “циркулянтного типа”

-оо ОО

(ат-к)/ = аДх)֊ / к(®, 0/(*)* = £>֊ МЛ. ։&.(*)> АеС’ (14) 
п=0

где I - тождественный оператор, a fn = (f,yn) = /о°° f(t) yn(t) dt. Мы будем 

использовать это обозначение для скалярного произведения, хотя в общем случае 

f t h-

В частности, разрешимость интегрального уравнения

(AI-£)/ = <z(z), АеС, ։е(а, оо) (15)

зависит от соотношений

(А — кп) fn = дп։ /п = (/,&»)> ffn = (s>J/n)- (15')

Если А / кп при каком-либо п, то решение формально имеет вид fn уп • Оче

видно, что разрешимость уравнения (9) тесно связана с поведением коэффици

ентов кп при п —» оо. В частности, уравнение первого рода (А = 0) формально 

устойчиво разрешимо, если |fcn| > с > 0 при каком-либо п (с = const). В против

ном случае можно предложить хорошо известную регуляризационную схему (см. 

[14]), сводяющуюся к приближенному решению уравнения

«•ОО /«ОО

ел(х)+ / K1(x,t)f1(f)dt= / (16)
Ja Ja

Здесь е > 0, a Ki - неотрицательно определенное ядро

Х1(х,*) = К (в, x)K(s,t)ds. (16')
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В этом случае приближенное решение /1 = fin Уп определяется из равенств

(е+|Лп| )/ln=^nÿn> /n=Û7>J/n)> fin = (/11 Уп}-

Оптимальный выбор параметра е зависит от требуемой точности и может быть 

произведен по стандартной схеме (см. [14]).

§2 . РАЗЛОЖЕНИЕ ПО МНОГОЧЛЕНАМ ЛАГГЕРА

2.1. Ортогональная на (0, оо) система Лашера имеет вид

exp (-х/2)ха/2 L“(x), а> —1, п = 0,1,2,..., (17)

где L° - многочлены Лаггера

£“(х) = (п!)֊1 х~а е’ ^(х"+»е-։). (17')

Мы будем пользоваться несколько видоизмененной системой

1»п(«) = й.ехр(-^) «■=(г(„^ + 1)) ' , (18)

которая ортогональна на (0։ +оо) и порождена (см. [9]) уравнением

¥>п + ^4п + 2а + 2-х2 + ^^-^<рп=0, (18')

. . 2 1/4 —а2
т. е. здесь р(х) = х-------------- . Условие (6) в этом случае приобретает вид27

•К(®,<) PnW dt < е(®) г՜2՞՜“՜! ехр (-ж2/2),

lim е(г) = 0, п = 0,1,2.....  (19)X—*оо
В частности, достаточно потребовать выполнения неравенства

°° |K(x,t)| «2"+»+1/2 ехр dt < e(a.)x-2n-a-l/J ехр ^2/2)(

п = 0,1,2,... (19')

Легко видеть, что последние условия довольно слабые.

Отметим, что если а = ±1/2, то потенциал p(z) не содержит сингулярно- 
։ 1

стей, а {у>п} ~ соответствующая система Эрмита, ортогональная на (—оо, +оо).
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2.2. Для дальнейшего изложения важен нижеприведенный пример ядра, удовле

творяющего условиям теоремы 1 при р(х) = х2 - (0.25 - а2}/х2 (см. [9]) :

Ki(®,t) =(1 - г2)՜1 ехр f =

= ехр (-(г> +?)/2) £ «(•’) «(<’) =

-|Е>М*)Ч«Й. И<1, (20)
1 н=0

где /о( ) - модифицированная функция Бесселя.

В случае многочленов Эрмита (а = ±|) формула (20) переходит в хорошо 

известную формулу Мелера

K2(z, I) = (1 ֊ a2)՜՜172 exp f 4- 2^a^n(ga + Й ^^(х) Рп (*),

(21) 

справедливую для любого комплексного z / 1 (см. [9]). Здесь {у>п} - система 

Эрмита, ортогональная на (—оо,+оо) :

где Яп(х) = (-1)”е®։(в '*) “ многочлены Эрмита.

Отметим, что если г ф ±1, |г| > I, то коэффициенты разложения (15) не 

стремятся к Нулю. Следовательно (см. п. 1.4), в случае интегрального уравнения 

первого рода, в которое (15) переходит при А = 0 и К = Кг (или = К2), оно 

устойчиво разрешимо без регуляризации.

2.3. В качестве другого примера рассмотрим ядро, не гладкое при х = t

Кз{х,1) = ехр x2 + t2 Erfi(min(z,t)); x,t GlR1, (22)2

где Erfi(z) = f* e’3 ds. Имеем (см. [9])

Ar3(x,t) = f;
n=0

¥?2n+i(z)y’an+i(<) 
2n+ 1
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где {у>п} ~ система Эрмита (21'). Нетрудно видеть, что при р(в) = х2 это ядро 

удовлетворяет условиям замечания 1 к теореме 1.

Схема, данная в п. 1.4 позволяет решать уравнение второго рода с ядром 

ХКд, где X = const (см. п. 4.1). Для численного решения уравнения первого рода 

необходима регуляризация (см. п. 1.4)

Отметим, что граничная задача (у G £з(—оо, оо)) для неоднородного урав

нения Эрмита

y"(z) + (А+1 - г2)у(г) = у(г), х G Ш.1 (22՜)

переходит в интегральное уравнение вида (I — А/С), у = / с ядром К = ХКз 

(А 6С). Это уравнение 1 разрешимо при А 2п + 1 (п = 0,1,2,...).

§3 . ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ГАНКЕЛЯ И ФУРЬЕ

3.1. Из (20) следует, что при z = ir и Im(r) = 0 имеем

2г
—

(1 + г2) exp ((xtr)* exp 
м \ ** J 

х

^Hn + ^ + i) (23)

где J4( ) - бесселевы функции первого рода, ar Е (0,1). Пусть теперь х =
* = С1 2га Тогда

rfc. (1 + г2)'+3/2 , ( г2а2е
= • 2,+i/2 t V exp х

ОО

\՜^ ) г» /'„2-2'1 г>^-'Г(п + з+1)7'п( )L՛
п=0 ' '

,2>2 г,2
4г2 а2 • (23՜)

Выражение (23՜) содержит два параметра (г и а). Применим это выражение для 

вычисления преобразования Ганкеля

Обычный подход к вычислению интегралов, зависящих от параметра, состоит

(24)

из следующих этапов :
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а) выбор сеток {А*} и {хр} (А*, хр > О, к =1,2,..., п,р= 1,2,...,т);

б) вычисление /»(/)(«₽) для р = 1,2,..., т на сетке {А*} посредством квадратур

ных формул;

в) при необходимости, применение интерполяционных формул для А(/) при

х Е Ш.1.

При больших требованиях па точность этап б) может быть реализован без пред

варительного выбора сетки {А*}, посредством автоматического оптимального вы

бора точек дискретизации (см., напр., [10]).

В силу (23') имеет место разложение Л(/) = У2кп1/>п по системе

(22 \
~Ь'(а3х3), п = 0,1,..., (25)

Лп =
п!(-г3)п

Г(п + а+ 1)
/<] 4. Р2>3 \

(25,)

Нижеприводимые рассуждения показывают преимущества этого подхода :

1) Частичная сумма (0 < п < /V) представляет приближенное

значение Л(/) в явном виде :

Л(/) « х'+1/2 ехр Р„(х),

где Рм - многочлен порядка 1*1, зависящий от (# + 1) коэффициентов.

2) Квадратурные формулы удобны для вычисления Кп по формуле (25'), 

ввиду наличия под интегралом быстро убывающего экспоненциального члена.

3) По той же причине {Ап} могут быть вычислены для некоторых функций 

/(х), не суммируемых в бесконечности, в то время, как Л(/)(хр) вычислено для 

узкого класса функций, например, для Ь1(П11) или /^(Ш.1). Это позволяет (см. 

ниже, §4) представить приближенно распределения А(/), являющиеся производ

ными локально интегрируемых (но, возможно, не гладких) функций.

4) Выбор параметров г и а позволяет применить адаптивный подход, т. е. 

учитывать дополнительную априорную информацию о свойствах Л(/) (см. п. 3.2 

и §4).
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Замечание 3. Ограничение |r| < 1 обеспечивает сходимость ряда в формуле 

(23). Тем не менее, для вычисления Л(/) это ограничение может быть снято, 

если ряд сходится. Формула (25') обеспечивает эту возможность как

минимум для гладких функций f 6 Lj(IRI), таких что

(fl “f" \
-—------ ех] , при любом е > 0.

3.2. Рассмотрим более детально случай эрмитовых многочленов. Из формулы 

(21), записанной для z — ir (Im(r) = 0) получаем (а > 0)

. 2x1/2 ( а2г2г2\ ( 1 + г2е * = (1 + г2)1'2 ехр ( — --- ) ехр----ГТ՜*2 х\ 1 + тл у \ 4а / 
°° /1 4-г2 \xV •^-Яп(аг)Яп Нг—t , x.iGffi.1; а,г>0.(26)

« »! \ 2°г /п=0 ՝ '

Рассмотрим частные случаи. При г = 1 имеем

eixl = V2 ехр (-^7՜) ехР (~^з) 52 Яп(а1)&Г)

При а = (-^) получаем выражение, симметричное по х и t :

eist = х/Ц-г2 ехр f~y՜) ехр (““у) 52 Нп^ Яп(0<)- (28)
\ \ / п—о

Как следует из представления порождающей функции для эрмитовых многочле

нов, имеем (см. [9])

е։1‘ = ехр (-?/2) £ £ Я„(л) Г. (29)

Существенно, что (29) - предельный случай формулы (26) (при г —» 0).

Далее, приведем краткий анализ разложения (26) посредством преобразова

ния Фурье по многочленам Эрмита. Формально имеем

оо / 2 2 2 \
/= 52 (»»•)’*/пяп (ах) ехр (-^4֊ ), хек1, (30)

X 1+г '

где
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( 2ar \ /(1 —r2)s2\l
нм К (тт?’)ехр (՛

п = 0,1,2,.... (309

Таким образом, коэффициенты fn представлены посредством коэффициентов

(31')I - г2)а2х2 
2(1+г2)

Эрмита функции 
. . / 1 —г’ 2\ , ( 2аг \ fW = »р ) 1 (ттИ ■

Воспользовавшись следующей неулучшаемой глобальной оценкой для многочле

нов Эрмита (см. [9])

|Я2п(»)| < ехр 22пп! (г - 

|Я2п+1(У)|<|У|ехр^)2ап+2^֊^, ' у e JR1, п =0,1,2,... 

получим

®ф (“ПТ2®2) 1Я2"(О®)1 < 22п+1п!ехР (п^+г2)* 

ехр (“ПТ2®2) |Я2п+1(аг)| < 2а’,*а°ГСг(3/2)2)'1*|е* 
• — .

Отсюда следует, что предположение г > 1 может быть удобно (особенно для 

негладких /), поскольку тогда рассматриваемый класс функций расширяется. 

При г > 1 слагаемые ряда (30) равномерно ограничены в JR1. При г = 1 (см. 

первое неравенство (31')) также равномерно ограничены слагаемые ряда cos- 

преобразования Фурье. Случай, г < 1 предпочтителен при убывающем f (см. 

рис. 3), когда требуется большая точность на ограниченном сегменте (см. §4).

Замечание 4. Функция Яп(®) осциллирует только на интервале |х| < у/2п (см. 

[9]). Для урезанного ряда (30) интервал высокой относительной точности убывает 

при возрастании а. Тем самым, имеет смысл перейти к пределу в разложениях 

по первым р функциям системы Эрмита {^„(х)} (п < р), например на сегменте 

(0, л/Ър/а) (см. также нижеследующие п. и. 4.1 и 4.3).

Использование разложений по многочленам Лаггера или Эрмита для вычисления 

преобразований Фурье имеет предысторию. В. Ф. Эберлейном [12] была исполь

зована формула (28) при а = г = 1 в случае х/(х) 6 А2(П<1), /'(г) 6 ^2(1Я1). X.
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Вебер [13] применил разложение преобразования Фурье по многочленам Лаггера 

и Эрмита по другой схеме, допускающей быстрое преобразование Фурье (ГЕТ). 

Формула (29) была применена для вычисления преобразования Фурье посред

ством интегрирования только по первому переменному х (для подробностей см. 

[10], 53.94).

3.3. Сделаем некоторые замечания относительно вычисления коэффициентов 

{/ч} в (25')- Как правило, при п > 1 интегрируемая функция быстро осцил

лирует, как в (24). Тем самым, стандартные пакеты программ для численного 

интегрирования могут привести к большим ошибкам или даже полностью отка

зать.

В случае гладкого /(®) обычно эффективны следующие подходы :

1) применение квадратурных формул Гаусса - Лаггера ֊ Эрмита (см. [10]);

2) развитие весовых формул для вычисления неосциллирующих интегралов

5к = /°°«<+1/2ехр /(<)(32)
7о \ 4а /

при неосциллирующем /, и использование Лп как в (25՜) с (см. [9])

= (32')' \п — тп/ тп\т=0 ՝ '

3) вычисление {5*} и {Лп} по (32), (25՜) с использованием стандартных пакетов 

программ;

4) применение асимптотики многочленов Лаггера и Эрмита на бесконечности 

([9]) для особых, весовых квадратурных формул.

В нижеследующем §4 в случае многочленов Эрмита мы применим подход 2).

§4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Таблица и рисунки этого параграфа были выполнены с применением про

граммного пакета МАТНЕМАТ1СА [11].
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4.1. Если К удовлетворяет условиям теоремы 1, то, согласно п. 1.4, в первую 

очередь необходимо вычислить коэффициенты кп. С этой пелью для каждого п 

выберем хп так, чтобы у(тп) / 0. Тогда (см. (13))

кп = (^(хп))՜1 Г К(хп,1)уп(1)<И. (33)
а

Рассмотрим, для конкретности, систему Эрмита {у»п} (я = —оо,р(х) = в2).

При |г| > >/2п функция ^п(®) не имеет нулей (см. замечание 4). Можно взять 

хп = д/2п. Более целесообразно использовать следующие формулы (см. [9]) :

*2₽ = (-])₽^/~ к(0-^2р(*Ж
= 2(2Г+11)(ЗД! £ К;(°'0 Ь 2' ■ -

(33')

Решение у уравнения

у(®) = А Г Я(М)у(*)Л+ /(*). ябШ.1, (п = 0,1,...) (34)
У-ОО

может быть аппроксимировано (см. (15), (15')) посредством суммы

Ур(») = 12 1 ^\к М*)- п=0 п
Вычислим среднюю квадратичную ошибку на интервале (0,/), (/ > 0)

е(0’ = т / - у(х))2 Лх.
1 ./О

(35)

(36)

Для проверки ядро К = Кз(х, 4) было выбрано (см. (22), (22')) имеющим 

разрывные производные на прямой х = I. Функция / правой части и точное 

решение у были выбраны следующим образом :

Г2х(2 4-в2) я-1 / 2х(2 + в2) / в2\
/(г) = [(1 + х*)2 - аГС‘аПХ " 2_| “Р = (14-в2)2 “Р

(37)

Решение у(х) является нечетной функцией. Средняя квадратичная ошибка £р(/) 

на (0, /) бцла вычислена по формуле (36).
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Результаты численного эксперимента содержатся в таблице 1. Выбор / = 4 

в первом столбце приводит к тому, что при х > 4 функция у(х) практически 

равняется нулю.

Во втором столбце величина / связана с максимальным интервалом, где <р{х) 

осциллирует (см. замечание 4). В третьем столбце имеется ввиду та же связь, 

но только для р = 64. В нашей задаче сходимость ряда (35) довольно медленная.

Таблица 1.

Средняя квадратичная ошибка £р(/), вычисленная по формуле (36) для 
решения уравнения (34) с данными (37).

р 1 = 4 1 = 2^ / = 2։
4 1.65- 1 1.85- 1 9.25-2
8 6.45 - 2 6.35-2 3.85-2
16 1.65-2 1.45-2 9.85-2
32 2.05-3 1.55 — 3 1.35-3
64 1.05-4 6.45 - 5 6.45 - 5

4.2. Преобразование Ганкеля (24) вычислено на основе формулы (23'), урезанной

по п :

Л(/) = / \/х1 Л (х4) /(*) <Й к* Ар(/) =
/о

=<1+-л)-+1/։ 2-։/։ «₽ (-^) £ «(«’«’)«
\ 1 т / п=0 а V* -г -г а;

Х/0°Г+1/2еХ₽(_^Ц?’)^(Й^<2) ^^(Зв)

Выбрана следующая функция :

/1(х) = /,_1(х)г-։/2, х > 0. (39)

Имеем (см. [9])

А(А)(х) = х1'2 Г Л_!(<) /.(«*) й = ( 01 0 < ® < 11 (39')
У о I ® , х > 1.

Если х —♦ 0 (см. [9]) то Л(г) « 2“'(Г(в + I))՜1 х* и, тем самым, интеграл в (39')

сходится для з > 0. Рассмотрены три случая : в = 1.7 (Л(/1) 1 0 при х —♦ оо),
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Рис. 1. Графики приближенного вычисления Л(/1) (с разрывом в х = 1) по

формуле (38) для а — 0.5 и р = 8.

Рис. 2. Графики приближенных вычислений А(/1) (с разрывом в х = 1) по

формуле (38) для а = 0.15 и р = 8.

а = 0.5 (Л(/1) = 1 при х > 1) и а = 0.15 (Л(/1) Т 00 если ® °°)- Ниже даны 

результаты для последних двух случаев.
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В рис. 1 и 2 иллюстрирован характер аппроксимации при я = 0.5 и я = 

= 0.15. Отметим возможность адаптивного (посредством выбора а и г) подхода, 

содержащего априорную информацию (например, основанную на физических 

соображениях) о поведении Л(/) при х —♦ оо.

В рассматриваемом случае асимптотическое поведение /] (®) позволяет пред

сказать характер гладкости Л(/1), а из поведения А(х) при х —» 0 следует, что 

А(/!) пе может убывать слишком быстро (см. также нижеследующее замечание 

5). Как видно из рис. 1 и 2, если мы интересуемся относительно малой окрест

ностью точки х = 0, то лучше брать а > 1. Если необходимо аппроксимиро

вать функцию на возможно большем интервале, то лучше брать а < 1. Если 

я = 0.15, а Л(/1)(а;) стремится к бесконечности при х —♦ оо, то особенно эффек

тивны меньшие значения а (см. нижеследующее замечание 5). Оба приведенных 

графика ясно демонстрируют, что уменьшение параметра г приводит к более 

гладкой аппроксимации. Далее (этого на рис. 1, 2 не показано), при х > 20 вари

ация аппроксимируемой функции резко возрастает в согласии с оценками (31')- 

В случае я = 1.7 ситуация аналогична, однако, ввиду убывания Л(/1) при г > 1, 

аппроксимации имеют глобальный характер.

4.3. Анализ вычислений преобразования Фурье по схеме пункта 3.2 был произ

веден более подробно. В классической теории обычно оперируют изоморфизмом 

£2(П1.1) «—♦ £а(1К.1) задаваемом преобразованием Фурье

1 Г“ .
/Ю=֊Я= (41)

Во многих задачах применяется также алгебра Винера, состоящая из непрерыв

ных функций /, соответствующих / Е 7,1 (1Й.1). Численные задачи в основном 

рассматриваются в этих случаях.

Теория распределений ([13]) позволяет использовать преобразования Фурье / 

функций / Е 7,|0С полиномиального роста в бесконечности. Однако, их численные 
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аспекты, насколько нам известно, ранее не были рассмотрены.

Ниже дано приближенное вычисление преобразований Фурье / посредством 

урезанной формулы (26) (р > 0).

ехр
aW\ 
1 + г2 J

Р (ir\n

п=0 '

У“ гг Л +
Х У-оо^ к) Л ’ р > 0. (42)

Для избежания вычислений с комплексными числами и для графического изобра

жения решения был произведен численный эксперимент для сов-преобразования

Св(/)(«) cos(zi) /(t) di, х > 0 (43)

на основе следующей формулы, являющейся следствием (42) (Im(/) = 0) :

_ ... /2(1 + г2) ( а2т2х2\ ( 4)
Св(/) ехр ) £ ֊(2^)!֊ Н2^х

f°° / 14-Г2 3\ O+rSA ff4\J4х /о ехр С^7՜ ) 2п ) } (43')

Отметим, что в 4.1. фактически вычислено преобразование Фурье функции 

х՜1 совх при s = 1/2, а эта функция не суммируема в окрестности нуля.

Замечание 5. Будем говорить, что функция /(г) гладкая, если четное разло

жение f на (—оо, оо) принадлежит классу Ск{—оо, оо), к 1. Выбор параметров 

г и а произведен на основе следующих простых соображений : для более гладких 

f скорость убывания f в бесконечности больше. Тем самым, предпочтительно 

увеличить параметр а2г2/(1 + г2) в формуле (43'). Наоборот, если f обладает 

сингулярностями, то лучше брать этот параметр меньшим. Убывание г2п при

водит к более гладкому изменению графика (роль первых гармоник возрастает).

Преобразование Св(/) было приближенно вычислено по формуле (43') для 
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следующих функций и их точных соз-преобразований :

. . зт0.25х 1 /вт(1.5(® — 8)) зт(1.5(х + 8))\/2(Х) = -- ----------- -- _------+----------- - ------ ,

/з(х) = а(х) - Ь(х), 

г \ Г х/Т1 х — 0-25, . .а(х) = 4 у л (44)к ' (0, х > 0.25,
,. . ( \/¥ созйх, х < 1.5,0(ж) = <

(о, г >1.5,
/з(х) = СЭД(х)), ' Сз(/з)(х) = Л(х), А(х) = 1.

Функции /2 и /з являются соз-преобразованиями Фурье друг друга. При мед

ленном росте /2 функция Св(/2) = /з не может быть очень гладкой. С другой 

стороны, функция /г целая, тем самым, Сз^) = /з быстро убывает. Функция 

/2 - экспоненциального типа 1.5 и поэтому /з(®) = 0 при х > 1.5. С другой 

стороны, функция /з разрывна. Поэтому ясно, что Св(/з) = А будет медленно 

убывающей.

Можно априорно прийти к заключению, что для приближенного вычисления 

Св(А) лучше брать а > 1, и а < 1 для Св(А)- Что касается выбора г < 1, см. 

замечание 6. Рис. 3 и 4 подтверждают эффективность такого подхода.

На рис. 5 показано приближенное представление 5-функции при а > 1 и 

г = 1. Отметим, что из классической формулы

С(А)(х) = л1т։У|^ сов(а^) <Н (45)

следует, что
/2՜ г л Mein Ах

C^fiXx) яз \ — / cos(arf)di = —-----------
V т Jo х т

График правой сторопы (45') интенсивно осциллирует при 1 и, тем самым, 
_ ein Axt ,приближенное вычисление, основанное на--------- (0 < Xi < х2 < ... < хп) может

х*
привести к большой ошибке.

На рис. 6 представлены результаты такого подхода. Значения функции (45') 

на сетке {^} точны. Значение А = 11.3 выбрано так, чтобы (45') при х = 0
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Рис. 3. График приближенного вычисления преобразования Сз(/2) = /3 при 

р = 6. Функция /з разрывна (см. (43')) в точках х = 0.25 и х = 1.5.

Рис. 4. График приближенного вычисления преобразования Сз(/з) = /2 при 

р = б (см. (43'))-

имело приблизительно то же значение, что имеет функция “получше” на рис. 5,

определенная вычислением семи интегралов.
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Рис. 5. График приближенного вычисления дельта-распределения |5(г) = 

= С'а(Л(г)) при р = 6 и р = 12.

Рис. 6. Приближенное вычисление распределения Са(1) = ^5(х) по (45') 

при А — 11.3 на равномерной сетке {^} (к = 0,с последующей 

интерполяцией многочленом порядка т.

Кривая менее сходная с 5-функцией, чем представленная на рис. 5, была
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■ FOURIER COSINE TRANSFORM 

w=
f[xj ։=l/(l+(7+x)A2) + (* FUNCTION ♦)
1/(1+(7-x)A2)
cf[x_|:=(2Pi)A(l/2)Cos[7x]EA(-x) (* EXACT TRANSFORM *)

r = 9/10; a =2; p = 4; (* CHOICE OF PARAMETERS *)
AfOJ.- 

h[n_Integer,x_]:=HermiteH[2n,a x]* (* HERMITE SYSTEM *) 
(2/Pi)A(l/2)(r/2)A(2n)(l+rA2)A 
(l/2)EA(-aA2 rA2 xA2/(l+rA2)) 

b[ j_Inte<jer?Positive] := (* DEFINITION OF COEFFICIENTS *
Nlntegratef (yA (2*j ) ) EA {-(l+rA2) 
yA2/(4 aA2))f[y],(y,0,Infinity)] 
b[0] :=NIntegrate[EA (-(l+rA2,> - 
yA2/(4aA2)> f[y], (y,o,Infinity}] 

v = Table[b[j],{J,0,p}]; (* EVALUATION OF COEFFICIENTS ‘
H“Table[Sum[ (—4)Ak ((l+rA2)/(2a 
r) i*(2k]v[[k+lj]/( (n-k)!(2k)i ), 
(k, 0, n) ] , (n, 0,p) ] ; 

csf=N[Togetner[Sumin[n,xj (* APPROXIMATE TRANSFORM *j
w[(n+1)J,(n,o,p))),5]

OutfU]- 
2 4 6 8

2.0309 - 40.791 x t 114.9 x - 90.73 x b 19.887 x

1.7901 x
2.7183

Plot[{cf[x],csf},{X,0,2.5}, (♦ COMPARISON OF GRAPHICS *)
PlotStyle->{Hue[1],Dashing[{.015,
.01,.007,.01}]},PlotRange->All]

Рис. 7. Приближенное соз-ггреобразование Фурье, задаваемое формулой (43'), 

методом 2), п. 3.3 при а = 2, г = 0.9, р = 4.

получена вычислением семи интегралов (п = 6,р = 6) и полиномиальной 
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интерполяцией на рис. 6. Для числа точек р = 12 и интерполяции кубическим 

сплайном р = 3 было необходимо вычисление 13 интегралов. Полученная в 

результате кривая ближе к 6-функции. Однако, эта кривая не записывается 

одной формулой и зависит от 48 постоянных. Попытка применить интерполяцию 

Лагранжа для получения простой формулы (р = 12) приводит к еще большим 

ошибкам.

При возрастании А вычисления, основанные на формуле (45) должны произ

водиться для интенсивно осциллирующего интеграла. Одного этого уже достаг 

точно для значительных ошибок. В нашем случае (см. пункт 3.3) это затруднение 

было обойдено. При традиционном подходе (45), если А большое и х > const > О, 

то можно получить любую функцию с графиком в зоне |у| < yj^ï/x. В то же 

время применение (44՜) приводит к согласованным результатам (см. рис. 5).

4.4. На вышеприведенном рис. 7 показан результат приближенного вычисления 

cos-преобразования и графического сравнения с точным преобразованием, полу

ченным применением стандартной программы MATHEMATICA. В этом примере 

а = 2, г = 0.9, р = 5, и

1 + (7 + г)2 + 1 + (7 - х)31 (4б)

Св(/)(г) = г/2тге՜® cos(7z).

Согласно замечанию 4, необходимо рассмотреть аппроксимацию на сегменте 

[0,2]. Выбор параметра г не оптимален : для 1 < г < 1.1 результаты получше, 

см. замечание 5.

Отметим, что на компьютере IBM DX/33 MHz/ 8 МВ/ это вычисление при

ближенного соз-преобразования заняло примерно 14 секунд. Построение графи

ков требует примерно 3.5 секунд.

ABSTRACT. Integral operators with kernels satisfying certain second or
der partial differential equation are studied. The purpose is to find condi
tions when these operators are of “circulant type”. The partial differential 
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equation is closely connected with self-adjoint singular Sturm - Liouville 
problem with point spectrum. A calculation scheme for such operators 
and their resolvents is developed. The cases associated with orthogonal 
Laguerre and Hermite polynomials are studied in some detail. In partic
ular, adaptive calculation methods for Hankel and Fourier transforms are 
suggested. The paper contains numerical results.
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Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 29, № 6, 1994

В статье исследованы одномерные интегральные операторы типа 
£-свертки с ядрами, удовлетворяющими некоторым дифференциаль
ным уравнениям в частных производных. Результаты статьи являют
ся обобщением классической теории для операторов свертки на прямой 
и полупрямой. Результаты получены на основе спектральной теории 
обыкновенных дифференциальных операторов и теории сингулярных 
интегральных операторов.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть I - следующая дифференциальная операция порядка т > 2 :

1 сГ* 1 <1к . .<1к

*=0
пх=>1 1 Г <1к . . <р+1 й‘+։ . . (1к 1

+ X 2։-а*+1 (йг*Ра*+1(х^а;*+1 + ^*+1Г ’ (0Л)
4=0 4 7

где п = [у], п' = [2у^-] и каждый коэффициент р*(х), 0 < к < т - 2 

- вещественная функция на Ж, обладающая непрерывными производными до 

порядка [^-] включительно и удовлетворяющая условию

|р*(х)| с!х < оо, к = 0,1,. ,т — 2. (о.2)

Обозначим через операцию дифференцирования, полученную из (0.1) подста

новкой —»вместо». Пусть £ и £* - максимальные дифференциальные операторы 

в Ь2(Ж), порожденные / и /* соответственно. Операторы £ и £* самосопряжен

ные.

Рассмотрим интегральные операторы /С и К.+ , действующие, соответствен

но, в пространствах Ъ2(Ж) и Ьа(Ж+) (Ж+ = (0,оо)) :

£у= [ х(х,1)у(<)л, хеш., у е ь2(ж), (о.з)
*/—ОО Г ОО

£+у = / к(х, *)у(е) <и, хеж+, Уеь2(ж+), (0.4)
*/о

где полагаем, что ядро К(х,<) удовлетворяет уравнению в частных производных

։х(к(х,1)) = /<*№,*)), меж. (0-5)

Нижний индекс при I и указывает переменную, по которой действует соот

ветствующая операция. В простейшем случае, когда I = | функция К(х,1) 

является разностным ядром : К{х,1) = Л(х —*)). Если Л € Е^Ж), то интеграль

ное уравнение

(2 + К.)у = / (0-6)
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посредством преобразования Фурье Т сводится к линейному алгебраическому 

уравнению с коэффициентом с(А) = 1 + (J7i)(A). В этом случае условия разре

шимости уравнения (0.6) вполне описываются свойствами символа с(А). Условия 

разрешимости интегрального уравнения Винера-Хопфа

(I+ «+)»=/ (0.7)

описываются посредством факторизации символа с(А). Метод факторизации 

приводит к необходимым и достаточным условиям фредгольмовости оператора 

1+/С+, а также к формуле для его индекса. Этот метод также позволяет описать 

ядро (нулевое подпространство), ко-ядро, и построить обобщенное обратное опе

ратора 2՜+£+, (см. [1], а также [2], где рассмотрен случай разрывного символа).

В работах [3, 4] были исследованы интегральные операторы с матричными 

ядрами, удовлетворяющими дифференциальным уравнениям типа (0.5). Там же 

исследована структура резольвентного оператора (А2՜ — /С)՜1 и дана схема бы

строго численного решения для соответствующих интегральных уравнений на 

конечном сегменте. Как было отмечено в этих работах, разрешимость уравне

ний, ядра которых удовлетворяют дифференциальным уравнениям типа (0.5), 

зависит от результатов спектральной теории обыкновенных дифференциальных 

операторов. В этом случае роль преобразования Фурье играют спектральные пре

образования, связанные с операторами, порожденными дифференциальной опе

рацией /. Ниже эта программа реализуется для интегральных уравнений (0.6) 

и (0.7) с указанным оператором £. С этой целью вводится понятие ядра £- 

свертки, т. е. функции К Е Cm(IR.2), являющейся решением уравнения (0.5), 

принадлежашим области определения £# по отношению ко второму аргументу 

и удовлетворяющим некоторым условиям суммируемости. Посредством ядер £- 

свертки и формул (0.3) и (0.4) вводятся интегральные операторы IC и К,+. Они, 

соответственно, называются оператором полной £-свертки и интегральным one- 
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ратором £-свертки на полупрямой. В этой работе исследуются интегральные 

уравнения (0.6) и (0.7), обобщающие, соответственно, интегральное уравнение 

полной свертки и интегральное уравнение Випера Хопфа.

В § 1 даны некоторые, необходимые для дальнейшего изложения, результаты 

о тносительно спектров самосопряженных дифференциальных операторов £, раз

ложении по собственным функциям и существовании оператора преобразования 

для £.

В §2 рассмотрен интегральный оператор )С полной £-свертки. Специальным 

образом вводится матрица-функция А(А), определенная на непрерывном спектре 

£, и семейство матриц Фд с р, принадлежащим точечному спектру £. Набор 

{Л(А), Фя) играет роль символа оператора Т + К,. В терминах этого набора 

сформулированы необходимые и достаточные условия ограниченности и фред- 

гольмовости 1 + /С. В случае ограниченного 1 + К. построен обобщенный обрат

ный оператор. Напомним, что оператор А՛. X ।—► У, где X и У - банаховы про

странства, называется фредгольмовым, если его образ 1тЛ замкнут, а простран

ства сВткегЛ и сПтСокегЛ конечномерны. Если существует оператор Л^-1Ь 

У ।—» X, удовлетворяющий условиям АА^~^А = А, А^^АА^-՜1^ = Л^-1\ то 

его мы будем называть обобщенным обратным оператора А.

В §3 исследован интегральный оператор /С+ £-свертки на полупрямой, в 

случае, когда £ обладает оператором преобразования (см. [5]). Здесь приходится 

рассматривать также матрицу рассеяния (см. [6]) и спектральное преобразование 

оператора £. Когда точечный спектр оператора £ конечен, задача фредгольмо- 

вости для I + /С+ сведена к аналогичной задаче для операторов типа свертки и 

сингулярных интегральных операторов со сдвигом.

В §4 рассмотрен случай, когда £ - оператор Штурма-Лиувилля, т. е. 

/ = —+ Ро(г). В этом случае для 1 -I- Х+, в терминах матриц рассеяния и 

А(А), установлен критерий фредгольмовости.
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В §5 рассмотрен случай, когда £ - оператор Штурма-Лиувилля с бсзотра- 

жательным потенциалом ро (см., напр., [7]). Для оператора I + /С+, при допол

нительном условии, что К(х,х — I) —♦ 0 при х —♦ оо, построена полная теория 

разрешимости.

§1 . НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

1.1. Сформулируем некоторые необходимые результаты, относящиеся к описа

нию спектра оператора £ и разложениям по его собственным функциям.

Лемма 1.1. (см. [10]) Для любого комплексного А О дифференциальное 

уравнение

1(у) = Хту (1.1)

имеет две фундаментальные системы решений : у£ (х, А) и у* (г, А) (А = 0,1, 

..., тп — 1), обладающие асимптотикой

у±(х, А) = е։ыьАг(1 + о(1)), х -♦ ±оо, к = 0,1,... ,тп - 1, (1.2)

где
( 2тгк= exp ----- (1.3)

Следствие 1.1. Если А 0, то решение г(х,А) дифференциального уравнения

(1.1) принадлежит L2(IR) тогда и только тогда, когда

lim z(x, А) = 0. х—*dtoo
Если число А՞* / 0 вещественно и решение z(x, А) уравнения (1.1) принадлежит

I?(IR), то

z(x, А) = О (ехр(—|хА| sin , х —» ±оо.

Теорема 1.1. (см. [6]). 1) При выполнении условий (0.2) непрерывный спектр

оператора £ в случае нечетного m совпадает с осью IR, а в случае четного тп- с 
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полупрямой IR+. Точечный спектр ограничен и в качестве точки сгущения может 

иметь лишь А = 0. Если тп = 2n +1, то кратность любого собственного значения 

А ф 0 не превосходит п. Если же тп = 2п, то кратность отрицательных (или 

положительных) собственных значений не превосходит п (или n — I). В случае, 

когда тп = 2, оператор С не имеет положительных собственных значений.

2) Если выполнено одно из нижеследующих условий

/0 уоо
\pk(x)\dx + (1 + z)m-1“*|p*(®)|d® < оо, к = 0,1.......m—2, (1.4)

•оо Jo

/•О г оо
/ (1-x)m~1~k\ple(x)\dx+ |p*(®)|dx < оо, к = 0,1.......т-2, (1.5)
J—оо J о

то ноль не является собственным значением оператора L.

3) При выполнении условия

[ (1 + |»|)m_1-*|pj.(x)|d® < оо, к = 0,1,.,т- 2, (1.6)
J—оо

в случае четного тп число отрицательных собственных значений оператора £ 

конечно. В случаях т = 3 и тп = 4 суммарное число собственных значений 

конечно.

Приведем формулу разложения по собственным функциям оператора £. Обо

значим Т = {А: Ат является собственным значением £, 1mA = 0 ,если тп не

четно^ > 0 или arg А = ,если тп четно}. Пусть г*, (А £ Т) - кратность 

собственного значения Ат, а v,(x,X),s = 1,2,...,гд - ортонормальная система 

собственных функций оператора £, соответствующая собственному значению 

Ат.

Лемма 1.2. (см. [6], [9]). При тп = 2п + 1 из условий (0.2) следует, что для ка

ждого АеИ\(Ти{0}) дифференциальное уравнение (1.6) имеет единственное,
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с точностью до постоянного множителя, нетривиальное решение и(®, А), ограни

ченное на И. При соответствующей нормировке это решение обладает асимпто

тикой

и(х, А) = -Д=Л^(А)е‘А։ + о(1), г —► ±оо, 
V 2% (1-7)

где Лд՜(А) = |Л0(А)| = 1. Функция н(г,А) непрерывна по обеим переменным

в точке х Е Ш., А € \ (Т и {0}) и допускает непрерывное продолжение на 

значения А £ 7’\ {0}. Для каждого А £ Т\ {0} функция и(х, А) является решением 

уравнения (1.1), удовлетворяющего условию (1.7). На каждом конечном сегменте

равномерно по х выполняется соотношение

и(г,А)= ֊е^х + О 
л/2тг

х)’ А-. ±го, (1-8)

где О (^) ограничено на {(г,А): х Е И,А Е (—оо,—с) и (е,оо)} при любом 

£ > 0.

Указанное решение и(®, А) уравнения (1.1) является нормированной обоб

щенной собственной функцией оператора £, соответствующей непрерывному 

спектру.

Теорема 1.2. (см. [6]). Пусть т = 2п +1 и выполнены условия (0.2). Тогда для

каждой функции д € Ь2(1Н) интеграл

и(х, Х)д(х)(1х, А € ®., (1-9)

сходится по норме пространства Ь2(Ш.) и определяет частично изометрический 

оператор Ко. Оператор Ко отображает Ъ2(И1) на себя, его нулевое подпростран

ство Но совпадает с замыканием линейной оболочки всех собственных функций 

оператора £., а ЫоТПо является оператором умножения на функцию Хт.

Из этой теоремы вытекает равенство Парсеваля

I2 <1х
______ 2

(1.10)
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а также следующее разложение по собственным функциям оператора :

У А ЛОО _______
и(х, А) <? (А) сХА + 52 52 V, (х, А) / V, (X, А)г(Х) <Й, 

лет«=1 •/_0°
(1-11)

где первый интеграл и ряд сходятся по норме пространства Ь2(П1).

Лемма 1.3. (см. [6], [9]). Если т = '2п и выполнены условия (0.2), -го для 

каждого А £ Ж-+ \ Т дифференциальное уравнение (1.1) обладает двумя линейно 

независимыми, ограниченными на Ш решениями : и\ (х, А) и и2(х, А) такими, что 

любое другое ограниченное на Ш. решение линейно зависимо от них. Эти два 

решения единственным образом определяются асимптотическими равенствами

и^х,Х) = ^={В^Х)е^ + В^(Х)е֊^}+о(1), х - ±оо, ; = 1,2, (1.12) 
V 4ь7Г

где В10(А) = В%П(Х) = 1, В20(А) = Й^П(А) = 0. При этом матрица
^о(А) ВГ„(А)\ 
^го(А) Ва-(А)>

унитарна. Функции иу(х, А), у = 1,2 непрерывны на множестве х 6 И1,

А 6 1Я+ \ Т по обеим переменным и допускают непрерывное продолжение на

положительные X 6 Т. Для каждого положительного X £ Т функции иу(х,А), 

) = 1,2 удовлетворяют уравнению (1.1) и обладают асимптотикой (1.12). На 

любом конечном сегменте равномерно по х выполнены соотношения

и2(х, А) = А —»оо,

(1.13) 

(1-14)

где выражения О (|) ограничены на множестве {(х,А): х £ Ш., А > б) при 

любом фиксированном е > 0.

Решения И1(х, А), и2(х, А) являются нормированными обобщенными соб

ственными функциями оператора £, соответствующими непрерывному спектру.
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Теорема Ï.3. (см. [6]). Если т = 2п я выполнены условия (0.2), то для любой 

функдии g G L2(IR) интегралы

(Z/yÿ)(A) =ÿ;(A) = ï uj(x,X)g(x)dx, AGIR-+, j = l,2 (1.15)
J — oo

сходятся по норме пространства. L2(H+) и определяют частично изометрические 

операторы Ы\ и W2, отображающие L2(1R) на L2(IR+). Пространство L2(IR) 

представляется в виде ортогональной суммы L2(1R) = Но © Hj ф H2j где Но - 

замыкание линейной оболочки всех собственных функций оператора £, a НоФЩ 

и Но ф Н2 ֊ пулевые подпространства операторов иЩ, соответственно, и, в 

частности, = ЩИ\ = 0. Кроме того, U\£U* иЪ^ЕЩ являются операторами 

умножения на Хт в пространстве L2(IR+), и в частности U\CIA* = Из£Щ.

Из этой теоремы вытекает равенство Парсеваля

а также формула разложения по собственным функциям оператора £ :

уоо у ОО
д(х)= И1(г,А)^1(А)с/А+ / и2(х, А)£2(А) ЛА+

1о ./о
ГА у ОО ______

+ / в,(1,Х)д(е)<П, (1.17)
лет*=1

где интеграл и ряд сходятся по норме пространства Ь2(Л1).

1.2. Следующий результат относится к спектральной теории операторов Штур

ма-Лиувилля.

Теорема 1.4. (см. [11], [12]). Пусть в уравнении

—z" + p0(x')z = X2z, х G IR (1-18)

Ро(л) - комплекснозначная функция, удовлетворяющая условию

(1 + |г|)|р0(г)| dx < 00. (1.19)
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Тогда, для всех А из левой полуплоскости նոճ > 0 (или ImX < 0) это уравнение 

обладает решением z+(x, А) (или я~(х, А)), представимое для всех х G IR в виде 

z+(x, А) = eiXx + G+(x,t)eiX։ dt, նոճ > О,

(1.20)

z~(x, А) = eu" + [ G~(x, t)eixt dt, նոճ < 0, x e IR. 
J—oo

Функции G+(x,t) (-oo < x < t < oo) и G~(x,t) (-oo < t < x < oo) 

удовлетворяют неравенствам

|G*(«.*)| < ex₽ ՜ } • (L21)

где 
ZOO rOO

|p0(t)| dt, trf(x) = у or+(t)dt, 

(1-22) 

°՜՜(®)= / [po(t)| dt, o\(z) = [ tr-(i)di.

Отметим, что если ро(®) - вещественная функция, то функции С±(х, 1) тоже 

вещественны. Из неравенств (1.21), (1-22) следует, что при любом а £ К. и 

1 < р < оо ядро С+(х,4) порождает ограниченный интегральный оператор 9+ в 

пространстве 1/(01,00), а ядро (7_(х,4) - такой же оператор 5՜ в пространстве 

Ь₽(—оо, а). Операторы 1+С+ иТ+С~ называются операторами преобразования. 

1.3. Сформулируем аналогичный результат для дифференциального уравнения 

порядка выше двух.

Пусть / - дифференциальная операция (0.1) порядка тп > 3. На комплексной 

С-плоскости рассмотрим открытые секторы

£2+ = {С; 1агбС1<?"}> °՜ = {С 1агв<1 > ?+£} 
I 2 пи I 2 т.)

и предположим, что каждый коэффициент рл(г) дифференциальной операции 

/ является сужением на вещественную ось голоморфной в секторах П+ и П_ 

функции р*(С), удовлетворяющей неравенствам
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Г(1 + |pt(C + i)| dt < Л+ (ReC), C G Я+, 
JO /о
(1|p*(c + i)| Л<Л-(К<), <GQ-.

•ОО
Здесь Aq (z) - невозрастающая, суммируемая на Ш.+ функция, a Aq (г) - невоз- 

растающая, суммируемая функция на Я_ = (—со, 0). Заметим, что из этих нера

венств вытекает (1.6).

Теорема 1.5. (см. [5], [9]). Пусть коэффициенты pt(x), k = 0, l,...,m-2, 

дифференциальной операции I порядка m > 3 удовлетворяют вышеприведенным 

условиям. Тогда дифференциальное уравнение (1.1) при любых А из замкнутой 

верхней (или нижней) полуплоскости имеет решение z+(z,A) (или z_(z,A)), 

представимое в виде

я+(г, А) = е,Ах + У G+(x,i) e*xt dt, z > 0, ImA > 0,

(i-23)

z~(x, A) = e։Ax + / G~(x,t) c։A‘ dt, x < 0, ImA < 0. 
J—oo

Функции G+(z, t) и G~(x, t) определены на (0 < z < t < oo, z +1 0) и (—oo < 

< t < x < 0, z+i # 0), функция же Go՜«, О = G+(C,C+€) « > 0, f > 0, <+{ / 0) 

при любом ( > 0 голоморфна по ( в секторе Я+ и имеет конечный предел при 

( стремящемся к граничной точке параллельно вещественной оси. Аналогичное 

утверждение верно для функции Go ((,£) = G_«,C+£) « < 0, £ < 0, С+С 0), 

< 0 и Я". Функции Gq(C,C и Gq(G^) бесконечно дифференцируемы на 

множествах С G П+, £>0и£бП-,£<0 соответственно и удовлетворяют 

неравенствам

|Gj(C£)|<A+(aK + |). <>о. (L24)

|Go(U)|<A-(r< + 0, С Gil", е<0, (1.25)

где A+(z) - невозрастающая, суммируемая функция на ДЦ, а А՜ (г) - не убыва

ющая, суммируемая функция на .
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Замечание 1.1. (см. [6]). При выполнении условий теорем 1.4 и 1.5, в случае 

т = 2п+ 1 обобщенная собственная функция и(х,А) оператора £, определенная 

в лемме 1.2, представляется посредством я"*'(в,А) и г (х, А) в виде

н(х, А) = 4=Ёл?(А>+(г-А^)- 
V к=0

х > 0, А > 0,

и(х,А) = -А=52л*(а)ж+(!в'ащ*)’
к=0

х > 0, А < 0,

(1.26)

и(х, А) =
^^Ак№г~(х,хйк)> х < 0, А> 0,

и(х, А) =
-^=^Ак(.х)2~(х.хшк),

V2* 4=0
х < 0, А < 0.

Здесь числа шк определяются из формулы (1.3), а функции А* (А) (£ = 0,1,..., п) 

непрерывны на Ш. \ {0}. В случае, когда т = 2п, обобщенные собственные 

функции иДх, А) (У = 1,2) оператора £, определенные в лемме 1.3, представимы 

в виде

1 ”иД®.А) =-^=$2^*(А)г+(®1Аы*)> х>°. А>°> У = 1.2.
■У2*՜ к=о

(1-27)
1 п«К«.А) = -^=^2в7к(х')3!~(х>х^> ®<0. А>°. > = 1.2. 

^21Г к=0

где функции В±к (А) (5 = 1,2, к = 0,1,..., п) непрерывны на Ш.+ .

Многие из вышеприведенных формул справедливы при предположении, что 

р*(х) вещественные, суммируемые на Ш. функции. При отсутствии гладкости 

/(у) определяется с использованием квазипроизводных у(х) (см. [8], [9]).

§2. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР ПОЛНОЙ £-СВЕРТКИ

2.1. Всюду в этом параграфе будем предполагать, что оператор £ удовлетворяет
■ ՛ I
условию

А) нуль не является'собственным значением С, т. е. 0 £ Т.

Из теоремы 1.1 следует, что условие А) выполнено, если верно (1.4) или (1.5).
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Пусть /* - операция дифференцирования, полученная из (0.1) подстановкой

—։ вместо ։. Функцию 6 Ст(Ш.2) будем называть ядром £-свертки, если

оно удовлетворяет следующим условиям :

а) К(г,1) является решением дифференциального уравнения

в) существует число М > 0 такое, что при любых х 6 Ш.

и при любых о; и р (—оо < а < Р < оо)

Нт

г) на каждом конечном интервале интегралы 
г°° диI дх^К^х'^ Лг՝ и = 0,1 ,,т

/г(К(х,4)) = /*(К(х,*)), (2.1)

б) К(х,1) и /*(К(г,^), как функции от I, при любом х принадлежат 

пространству Ь2(Ш.);

(2.2)

(2.3)

сходятся равномерно по х.

Через В/с обозначим множество таких функций у е Ь2(ГО.), для которых 

интеграл

(Ку)(х) = Г° К(г,։М)Л (2.4)
У—ОО

принадлежит Ь2(Ш.).

Оператор /С, действующий в Ь2(И) по формуле (2.4), с областью определе

ния Вк, назовем оператором полной С-свертки.

Из условия (2.2) следует, что формулой (2.4) определяется ограниченный 

оператор, действующий в Ь“(П1) и с нормой || • Ц«, < М. Удобно обозначать 

этот оператор снова через К,.
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Ниже через НОд С Ь3(Ш.) (А е Т) будем обозначать собственное подпро

странство оператора £, соответствующее собственному значению А”*. Следую

щее утверждение показывает, что Нод содержится в Вк и является инвариант

ным подпространством оператора К,.

Лемма 2.1. Пусть гд (А £ Т) - кратность собственного значения А”* оператора 

£, «Да, А) (у = 1,2,..., гд) - ортонормальный базис в Нод и

/ОО
К(х,1)нк(1,^<П, АеТ; ь= 1,2,..., ГД. (2.5) 

•ОО

Тогда
ГД

«»*(®.А) = ^су*(А)нД»,А), АеТ; к = 1,2,...,гд, (2.6)
}=1

где

’<7*(А)= / и»*(х,А)»у(»,А)((х, АеТ; у,*=1,2.......гд. (2.7)
7—оо

Доказательство. Собственная функция н*(®, А) оператора £ имеет асимптоти

ку, описанную в следствии 1.1. Ядро К(а,1) удовлетворяет условиям в) и г). Из 

равенства (2.5) следует, что

ш*(®,А0) = 0, (2.8)

1± (ш4(а, А)) = / »*(<, А)/։ (К(а,*)) Л, 
7—оо

и, в силу условия а)

/։(щ*(х,А))= / «*(1,А)/*(К(х,4))Л. (2.9)
7 — оо

Далее, из равенства

/*(К(М) = 1։ (*М) , (2.10)

и условия б) следует, что функция К(х,/) принадлежит области определения £

по переменной х. Таким образом

/։ (К(а,4)) =£< (к(а,<)). (2.11)
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Поэтому правая сторона (2.9) является скалярным произведением в*(1, А) и

£։ Ввиду того, что £ - самосопряженный оператор, из (2.9) получим

1Х (щ*(х, А)) = Г К(х, 4)£* («*(*, А)) А = 
— ОО

= Ат [ К(х,<) п*(4, А) А = Атии*(», А).
7—00

Итак, функция иц,(г,А) является решением уравнения (1.1) и удовлетворяет 

условию (2.8). В силу следствия 1.1, ги* £ Ь2(Ш.) и ш*(х,А) - собственная 

функция £, т. е. ю* 6 НОд. Справедливость равенств (2.6) и (2.7) очевидна.

Лемма доказана.

Следствие 2.1. Если собственное значение Хт (А 6 Т) простое (гд = 1), то в 

(2.6) имеем |сц(А)| < М (см. (2.2).

Фактически, в этом случае сц(А) является собственным значением ограни

ченного оператора К., действующего в Ь°°(1Й.)1 откуда и следует, что |сц(А)| < 

< ||Я||оо < М.

При у 6 Ь2(И1.) обозначим

У*(А) = [ ХеТ; к = 1,2,..., г*.
•/—ОО

Для каждого х € Я значение (£у)(я) есть скалярное произведение у(1) и К(х,1) в 

Ь2(1Й.). Из обобщенного равенства Парсеваля (вытекающего из (1.10) или (116)) 

и леммы 2.1 заключаем, что при у 6 Но

(/Су)(х) = ^2^2у*(А)ш*(х,А)= ]Ги;(х,А) $2сул(А)։7*(А). (2.12)

А6Т*=1 АбТ/=1 *=1

При этом

Н*Ма = 1Ы12 = ЕЫА)|а, ХЕТ-, л = 1,2,...,гА. (2.13) 
у=1

Из (2.12) следует, что все функции у е Но, удовлетворяющие условию
ГА

ЕЕ

АбТУ=1 4=1

2

< ОО,

принадлежат множеству В к;. Из (2.12) и (2.13) приходим к следующей лемме.
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•»
Лемма 2.2. Сужение интегрального оператора К. полной С-свертки на подпро- 

странство Но является ограниченным оператором в том и только том случае, 

когда ограничено множество △= {|с?-*(А)|; АбТ, Л = 1,2, ...,гд).

2.2. Случай тп = 2п+1. Предположим, что и(х, А) - нормированная обобщенная 

собственная функция оператора £ (см. лемму 1.2), а Ио - оператор, определенный 

равенством (1.9) и у = ИоУ (у 6 Ь2(Л1)).

Лемма 2.3. Функция

ш(®,А) = [ и(е,А)К(х,*)Д, хбЯ, Аб1Б\{0} (2.14)
У—оо

удовлетворяет равенству 

ю(г, А) = с(А)и(х, А), (2-15)

где с(А) - функция, ограниченная и непрерывная на множестве 1Л\ {0}, |с(А)| < 

< М, где М ~ указанное в условии (2.2) число, и

Нт Атс(А) = 0. (2.16)А—* 4:оо

Как функции от А, ги(х, А) и Атги(х, А) принадлежат Ь2(Ш.).

Доказательство. Функция и(х, А) ограничена по х. Повторяя рассуждения 

доказательства леммы 2.1 находим, что из (2.14) и условий в), г) и а) следует 

равенство

1Х (и)(х, А)) = / ц(1, А)/* (К(х,<)) Д. 
У—оо

Из (2.10) получаем

•00 -
1х(ю(х, А)) = у и(4,А)/< (к(х,^)) сП. (2-17)

Ввиду (2.11), при любом х б Ш. формулы (2.14) и (2.17) могут быть записаны в 

виде

ш = И0(К), /(^) = г/0£ (К) . (2-18)
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Далее, в силу теоремы 1.2, ЫцС — АКо, где Л - оператор умножения на Ат в 

Ь2(П1). Поэтому второе равенство в (2.18) переходит в /(ш) = Л1(о (К) ■ Пользуясь 

первым равенством из (2.18) последнее можно переписать как

1Х (ш(х,А)) = Атш(х, А). (2.19)

Нами доказано, что функция ш(х,А) является решением уравнения (1.1). Из 

(2.14), неравенства (2.2) и ограниченности н(*,А) по переменной £ следует, что 

эта функция ограничена по переменной х. Далее, в силу леммы 1.2, для каждого 

А £ Ш\(7’и {0}) любые два ограниченных решения дифференциального урав

нения (1.1) нечетного порядка линейно зависимы. Поэтому справедливо (2.15) ■
(и(х,А) 0). Из (2.14) и леммы 1.2 следует, что функция ш(х, А) непрерывна по 

переменной А на множестве Ж.\ {0}. Из (2.18) и (2.19) вытекает, что ш(х,А) и 

Атш(х,А) принадлежат Ь2(1Л). В силу (1.7), для каждого Ао / 0 существует хо 

такое, что и(хо,А) / 0 для всех А из некоторой окрестности Ац. Тем самым, из 

равенства (2.15) следует, что функция с(А) непрерывна на Ш. \ (Ти {0}) и до

пускает непрерывное продолжение на 1Я\ {0}. Доказательство ограниченности 

аналогично доказательству следствия 2.1. Для доказательства (2.16) воспользу

емся равенством

Атс(А)и(х, А) = [ и(2, А)/։ (7<(х,2)) <Й, (2.20)
У—оо

полученным из (2.14) при помощи (2.15) и (2.19), а также условий в) и г), 

наложенных на 7<(хЗ). Поскольку (Л'(х,1)),как функция от £, принадлежит 
• . 1 1

Ь^ТЛ), из (2.20) и (1.8) получаем

/ОО
е*А“/х (Х(х,1)) <а = 0.

Снова воспользовавшись (1.8) приходим к формуле (2.16). Лемма доказана.

Приведем теперь несколько следствий.

Следствие 2.2. При т = 2п + 1 ядро'К(х,1) оператора £-свертки допускает
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представление
г* ______

Х(®14)= / и(х, А)й(1, А)с(А)«1А + У^ У^ А)п*(<, А). (2-21)
֊/-оо АеТ/,к=1

Доказательство следует из (2.6), (2.15) и формулы разложения (1.11), приме

ненной к Я(х,1) при фиксированном х.

Следствие 2.3. Для Ку, определенной равенством (2.4), т = 2п+1 и у 6 Ь’(Ш.)

имеем
ОО Гд

(ЛСу) (х) = [ и(х, А)с(А)у(А)4А + £ £ «у(х, А) £ су*(А)й(А). (2.22)
АбТ/=1 *=1

Доказательство следует из (2.6) и (2.15), после применения обобщенного раг- 

венства Парсеваля (см. (1.10)) к скалярному произведению у(4) и Х(х,<).

Из леммы 2.3 следует՛, что Но является инвариантным подпространством опе

ратора /С. Точнее, справедливо следующее утверждение.

Следствие 2.4. При любом у 6 Нд имеет՛ место равенство

Ку = и;Л.еиоу, (2.23)

где Ае - оператор умножения на функцию с(А) в пространстве Ь։(1Д), т. е. 

(Л.еФ) (А) = с(А)0(А) при ф € Е3(Ш.). Тем самым, Нд- содержится в Бк и является 

инвариантным подпространством оператора К. Сужение оператора К на Нд 

является ограниченным оператором, и множество Вс плотно в Ь2(Ш.).

Доказательство. Равенство (2.23) вытекает из (2.22), поскольку с(А) ограни

чено и у*(А) = 0 (А £ Т; к = 1,2,...,гд) при у € Нд . Последнее утверждение 

следует из вложений С Вс и Но> С Вс, справедливых при любых А е Т.

В силу леммы 2.2 имеет место следующее утверждение.

Лемма 2.4. При т = 2п + 1 интегральный оператор К полной С-свертки 

ограничен тогда и только тогда, когда ограничено множество △.

Следствие 2.5. Если имеет место одно из следующих двух условий
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]) .множество всех собственных значений оператора £ конечно,

2) все собственные значения оператора £ простые, 

то оператор Ю ограничен.

Теорема 2.1. Пусть т — 2п+ 1, К. - интегральный оператор полной С-свертки, 

/ € Ь2(Л1), функция с(А) (X £ Ж. \ {0}) и числа су*(А) (А Е Т; ),к = 1,, гд) 

определены равенствами (2.5), (2-7), (2-14) и (215). Пусть выполняются также 

следующие два условия :

1) функция /(А)/(1 + с(А)) принадлежит Ь2(1Й.);

2) при любом А £ Т система алгебраических уравнений

■2ЛА) + £^(А)я*(А) = 4(А)1 1 = 1,2,..., га (2.24)

*=1

имеет решение {г;} и

££>«<оо. (2.25)
лет 7=1

Тогда функция

2/М = / ^-^Г+сГа/а + 53 £^(®>А)гЯА) (2-26)
1֊оо 11-си! лет/=1

<
принадлежит Ь2(Ж) и является решением интег рального уравнения

(1 + 1С)у = /. (2.27)

В случае, когда /С ограничено, условия 1) и 2) необходимы для разрешимости 

уравнения (2.23) в Ь2(Ш.).

Доказательство. В силу (2.25) ряд, стоящий в правой стороне (2.26), определя

ет функцию из Но, и по условию 1) интеграл является функцией из Нд՜. Поэтому 

у Е Ь2(Ш.). Из формулы разложения (1.11) следует, что у (А) = /(А)/(1 4- с(А)) и 

У*(А) = г*(А) (А Е Т, к — 1,..., гд). Подставив эти выражения в (2.22) и сложив 

полученное с (2.26), получим



1
* . ՛ .

50 А. Г. Камалян, И. Г. Хачатрян, А. Б. Нерсесян

у(х) + (/Су) (®) = [ u(x,A)7(A)dA + £^S(s,A) pj(A) + 52cit(A)at(A)

•/-«> xerj=i \ t=i
Ввиду (2.24), правая сторона этой формулы является разложением /(х) по 

собственным функциям оператора £. Тем самым, верно (2.27).

Пусть теперь /С - ограниченный оператор. По лемме 2.4 множество △ огра

ничено, и для у G L2(IR) представление (2.22) является разложением функции /Су 

по собственным функциям оператора £. Пусть у 6 L2(IR.) - решение уравнения 

(2.27). Разлагая правую и левую части по собственным функциям оператора £, 

получим (1 + с(А))у(А) = /(А) и

йй + ^,ч(А)й(А) = А(А). АеТ: ; =
* = 1

Из этих равенств следует необходимость условий 1), 2). Теорема доказана.

Из формулы (2.23) вытекает матричное тождество

it 0 fl + JC) Ч|н° 0 — (С^ + /Со)|Но ° f2

Обозначим через Фд (A G Т) матрицу (c,-*)J*4=1, а через ||Фд|| - ее нор

му, индуцированную евклидовой нормой конечномерного пространства. Отме

тим, что ограниченность множества △ эквивалентна ограниченности множе

ства {||Фд||; А 6 Т}, и для фредгольмовости оператора А(]+е) необходимо, чтобы

inf |1 + с(А) | > 0 (см. [13]). Обозначим через Ek единичную матрицу порядка >бШ\{о}
(к х к). Теперь из (2.28) и теоремы 2.1 получим следующие утверждения.

Теорема 2.2. Пусть тп = 2п 4- 1, и пусть /С - ограниченный интегральный 

оператор полной £-свертки. Для фредгольмовостиI + К. в L2(IR) необходимо и 

достаточно выполнение следующих условий :

inf |1 + с(А)| > 0;

2) для всех A G Т \ Т', где Т1 - конечное множество, матрица ЕТ1֊ + Фд

обладает обратной и sup || (ЕГд + Фд/ || < оо. 
АбТ

При выполнении условий 1) — 2)
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Ind (I + £) = 0, dimker (2՜ + £) = dimker (£Гд + ФА), 
лет 

и
+ = у(х) - f R(x, t) y(t) dt,

J —ОО
где

R(z,t)= Г u(x,A)^M)-^-dA + ^ £ ^A^.A^A), 

J֊°° 1 + '֊J A6Tj,4=l
a dj*(A) (A G T; j, к = 1,..., r\) - элементы матрицы Erx — {Erx + Фд/՜Ղ

Следствие 2.6. Пусть тп = 2n + 1. Тогда обратимость матриц Егх + Фа при

всех A G Т вместе с условиями 1), 2) теоремы 2.2 необходимы и достаточны для 

обратимости оператора Т + К..

2.3. Случай тп = 2п. Пусть Uj(z,A) (յ = 1,2) - нормированные обобщенные 

собственные функции оператора £ (см. лемму 1.3) и Uj (j = 1,2) - операторы, 

определенные равенствами (1.15). Для у G L3(IR) положимyO) = W.y,i = l,2.

Лемма 2.5. Имеют место равенства

w(k)(x, А) = ait(A)ui(a;, А) 4- a2fc(A)u2(x, A), к = 1,2, (2.29)

где

ЛОО
ш(*)(х,А)= / ut(i,A)K(x,t)dt, к = 1,2, х G IR-, A G IR+, (2.30) 

J — оо

а а« t (A) (տ, к = 1,2) - функции, непрерывные на JR+, для которых

Lim Ama,t(A) = 0, s, к = 1,2. (2.31)

Доказательство. Рассмотрим функцию

Л,,,л) = ае։(;;«:^ ^<’;Ч), £.,еж. А6Щ.

Из леммы 1.3 следует, что ^>(Հ, т], А) представима в виде суммы

^.»l.A) = — sin(f — j?)A + ф(£, յյ, А), (2.32)7Г 



52 А. Г. Камалян, И. Г. Хачатрян, А. Б. Нерсесян

где при А -♦ оо функция А) стремится к нулю равномерно относительно £ 

и т}, принадлежащих произвольному конечному сегменту [а, 0].

Выберем а, р и и таким образом, чтобы Р֊а > тг/2, и > 1 и |^«, ту, А)| < 1/2тг 

для всех £, г? 6 [а,Д и А 6 (^оо). Тогда для каждого А 6 (։/,оо), выбрав 

£, т] е [а, Р\ так, чтобы € ~ »? = зХ> получим

И€.Ч,А)|>^֊. (2.33)
27Г

Пользуясь теоремой 1.3 можпо доказать, что при любом А £ 1Й.+ функции 

и/*)(х,А) (к = 1,2) являются ограниченными решениями уравнения (1.1), не

прерывными по А € В силу леммы 1.3, при любом А € Ж+ \ Т функции 
1

иХ*>(х,А) линейно зависимы от и1(г,А) и и2(х,А), т. е. при А б Ш-+ \Т имеют 

место равенства (2.29).

Пусть Ао 6 Ш+\Т. Из равенства (2.32) и свойств следует, что существуют 

числа £ и т) такие, что <р(£,т},Х) Ф 0 для всех А из некоторой окрестности 

(Ао — е, Ао + е) точки Ао, не содержащей точек из Т.

Подставляя значения х=£их = т]в (2.29) и разрешив полученную систему 

относительно а*,(А), получим

Г аи(А) = [и2(77, А)щ<*)((, А) - и2(£, А)] /<?(£, г>, А),
1а2*(А) = [-Ц1(»?,А)ш(*)(^,А)4-и1(^,А)ш(*)(77,А)] /¥>({,։»,А),

к — 1,2; Аб (Ао — £,Ао + е)\Т.

Функции и*(г, А), А) (к = 1,2) и А) непрерывны по А. Из 

(2.34) следует, что функции ад,(А) непрерывны на 1Й.+ \Т и по непрерывности 

определяются для всех А £ ПЦ.. Равенства (2.29) и (2.34) имеют место также для 

всех А б Ш.+ . Имеем (ср. с леммой 2.3)

Атш<‘)(х,А)= Г ик(1,Х}1х(К(х,1}) <Н (к = 1,2).
*/ —ОО 

Интеграл

Г |/,(Х(х,«))|й
•/—оо
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сходится равномерно по х на каждом конечном сегменте. Пользуясь асимптоти

ческими формулами (1.13) и (1.14) нетрудно доказать, что функции Хти№(х, А) 

стремятся к нулю при А —» оо, равномерно по х на каждом конечном сегменте 

[а,0]. При достаточно большом А выберем £ и т? так, чтобы выполнялось ра

венство (2.33). Далее, подставим значения А, £ и т/ в (2.34) и умножим обе его 

части на Ат. Устремляя А к бесконечности приходим к (2.31). Доказательство 

завершено.

Замечание 2.1. Функции ш^к\х, А) и Хти։(к\х, А) (к = 1,2), как функции от А, 

принадлежат Ь2(Ш-+).

Доказательство аналогично нечетному случаю.

Следствие 2.7. В случае т = 2п ядро К(х,1) £-свертки представимо в виде

Л֊(»>^)= / [аи(А)иг(г,А)Ч-аа1(А)иа(х,А)]и1(*,А)£/А+

Г СО ______________

+ У [я12(А)и1(х, А) + ааа(А)иа(®, А)]иа(1, А) е/А+ 35)

+ 12 £ ^(АММММ)- 

лет;,*=1

Доказательство следует из формулы разложения (1.17), примененной к К(х,1) 

цри фиксированном х и формул (2.6), (2.29).

Следствие 2.8. Пусть т = 2п и у £ Ь2(П1). Тогда для /Су, определенной 

равенством (2.4), имеет место представление

ЦСу) (х) =1°° щ(х, А) (ан(А)у<1)(А) + а1а(А)у(2)(А)) ЙА+

+ У иг(®| А) (ааДА)^1^) + ааа(А)։/2\А)^ (/А+ (2.36)

+ 52 52 (®»А) 52 СУ*(А)Й(А) 
АбТ>=1 4=1

Доказательство следует из (2.6), (2.30) и обобщенного равенства Парсеваля, 

вытекающего из формулы (1.16).
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В обозначениях теоремы 1.3 имеем = Н։ фН2. Из (2.36) следует, что 

для каждого к = 1,2 функции у € Н*, удовлетворяющие условиям

<м(А#‘>(А) 6 Е2(Ш-+), в = 1,2, (2.37)

принадлежат В*;. В частности, при любом к = 1,2 все функции у 6 Н*, для 

которых у<*)(А) = 0 в окрестности пуля, принадлежат линеалу В«;. Тем самым, 

и в случае т = 2п линеал В к плотен в Ъ2(Ш.).

Определим оператор УУ: Н։ фН2 —♦ Ь։(К.+ )®Ь2(1К+) :
ъу _ /,г/։|н։ 0 \

\ 0 2/я|на / 
Тогда

уу՜1 - (и* ° 
“ к о Щ ) • 

Из представления (2.36) вытекает следующее утверждение.

Следствие 2.9. Для любой функции у 6 Н1 ф Н2, удовлетворяющей условиям 

(2.37), справедливо равенство

1Су = УМ՜1 Л.лУУу, (2.38)

где Ад: Ь2(Ш.+) —» Ь^ПЕ^.) - оператор умножения на матрицу-функцию

А(А)=(ап51} (2-39)
4 ' \а21(А) а22(А)у 4 '

Из (2.38) следует, что сужение К на Н։ ф Н2 ограничено тогда и только 

тогда, когда ограничен оператор Ад. В силу леммы 2.3 приходим к следующему 

утверждению.

Лемма 2.6. Яри т = 2п интегральный оператор К полной С-свертки ограничен 

тогда и только тогда, когда ограничено множество А и

зир |а**(А)| < оо (а, к =1,2). (2-40]
Аб(0,оо)

Воспользовавшись формулами (1.17), (2.36) и леммой 2.6 можно доказать 

следующее утверждение (ср. с теоремой 2.1).

Теорема 2.3. Пусть тп = 2п, /С - интегральный оператор полной С-свертки и 

/ б Ь2(П<). Далее, пусть функции а,*(А) (а, к =1,2; Аб ИЦ) и числа с,к(А)
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(А € Т; ), к = 1.......гх) определены равенствами (2.29), (2.30), (2-14), (2.15), и

пусть выполнены также следующие два условия : 

1) система алгебраических уравнений
/ (1 + аи(А))2О)(Д) + а1а(Д)2№)(А) = /*П(А), 
I «21 (А)2О>(А) + (1 + а22(А))2С0(А) = /<2>(А) 

имеет решение (^^(А), 2^2)(А)) с компонентами из Ь2(Ш.+) ;

2) системы алгебраических уравнений (2.24) имеют решения, удовлетворяющие 

условию (2.25).

Тогда функция
у(х) = Г и1(х,Х)*1\Х)ЛХ + Г ц2(х,Х)^2\Х))НХ + ^^^(х,Х)г5(Х) 

хет 1=1
принадлежит Ь2(Л1) и является решением интегрального уравнения (2.27).

Если оператор К. ограничен, то условия 1) и 2) также необходимы для того, 

чтобы уравнение (2.27) имело решение в Ь2(Л1).

Теорема 2.4. Пусть тп = 2п и IC - ограниченный интегральный оператор 

полной Е-свертки. Оператор I+K. фредгольмовый в L2(IR) тогда и только тогда, 

когда

I) mf | det (Е2 + А(А)) | > О,

2) для всех X £ Т, за исключением конечного множества Т' С Т, матрица

Erjt + Фд обратима и sup || (ЕГх + Фа)՜1 || < оо.
А6Т\Т'

При выполнении этих условий

Ind(I + /С) = 0, dimker(T4- /С) = dimker (Егл + Фд) 
лет

и обобщенный обратный оператор (Т + определяется формулами 

((Т + (г) = у(х) - / R(x,t)y(t)dt,
՝ ' J—ОО

R(x,t)= / [6ii(A)ui(x,A)4֊621(A)u2(x,A)]u1(t,A)dA+
.. •'° лею ______

+ / [bi2(A)ui(x,A) + 622(A)u2(x,A)]u2(t,A)dA+

+ 52 djk(X)vj(x,X)vk(i,X),
A6Tj,t=l
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где функции Ь}к(Х) Ц, к = 1,2) - элементы матрицы-функции Еа-(Е3 + Л(А))՜1, 

а (А 6 Т; ),к = 1,... ,гх) - элементы матрицы Ет„ - (£Гд + Фа)(-1) .

Доказательство аналогично случаю с нечетным тп.

Следствие 2.10. Пусть тп = 2п. Оператор Т+/С обратим тогда и только тогда, 

когда для всех А 6 Т обратима матрица Етх + Фд и выполнены условия 1), 2) 

теоремы 2.4.

§3 . ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ Г-СВЕРТКИ

НА ПОЛУОСИ

3.1. Пусть К(х,1) - ядро £-свертки. Всюду в этом параграфе будем предпола

гать выполненными следующие условия :

Б) в случае тп = 2 справедливо (1.19), а в случае тп > 3 выполнены условия 

пункта 1.3;

В) оператор К. полной Е-свертки, порожденный ядром К(х,1), ограничен. 

Отметим, что из условия Б) следуют неравенства (1.6). Следовательно, по теоре

ме 1.1 имеет место условие А), и поэтому остаются в силе все результаты §2. В 

зависимости от четности т, условие В) эквивалентно выполнению утверждений 

леммы 2.4 (гп = 2п + 1), либо леммы 2.6 (ш = 2п).

В этом параграфе мы будем рассматривать операторы Т + КЛ : Б2(Ш.+) ।—» 

।—♦ Ь2(т.+), определенные равенством

(I + £+)у = у(х) + [ К(х,1)у(1}й1 (3-1)
до

и называемые интегральными операторами Е-свертки на полупрямой.

Определим операторы 0+ : Ь2(Ш.) ।—♦ Ь2(П1+), О- : Ь2(Ш.) ।—» Ь2(Ш._), 

0° : Ь2(1Н+) ।—♦ Ь2(Ш.), 0° : Ь2(Ж._) ।—♦ Ь2(Л1) следующим образом : 

(0+у)(г) = у(х), (х £ 1Н+), (0֊у)(х) = у(х), (х е Ш._),
X Г у(х), х>0, , ГО, х > О,

0+2/) х = < л ’ 0-У * = < , х п
(О, х < 0, 1у(х), х < 0.
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Оператор 2՜ + К.+ ограничен, поскольку 2՜ + К,+ = I + в+/Св^_. Наряду с I + 

/С+ рассмотрим также оператор 2՜ + : Ь2(Ш.) »—♦ Ь2(1Я), определенный

равенством 2՜ + X/՜ = 2 + /СЛХ+ (здесь и далее х+ (х֊) ~ характеристическая

функция полупрямой 1Л.+ (Ш.֊)). Операторы I + К,+ и I + К.+ взаимосвязаны :

I 0 \ _ ( I
О Т + Г+) ~ ^£0$.

-0+ \ (т+/с+ о\ / т -е+ \ 
-(1+к+)Д о тДо° -(1+^)^’

(3-2)

где
2՜ -0+ \՜՝ _(? + £+ -о+\

Ю0°+ + - V Ы°. -!)■ (3.3)

3.2. Лемма 3.1. Пусть А(г) £ 1Р(1Я+) -убывающая, неотрицательная функция,

д^х,։՝) (0 <1 < х < оо) - функция, удовлетворяющая неравенству

|д(г,1)| < А(г + <) (0 < I < х < оо), (3-4)

и пусть О.: Ь2(Ш.+) ।—» Ь2(1И+) ֊ интегральный оператор 

(2у)(®) = / Л.
Jo

Тогда оператор 1—0. обратим и (2՜ — 2)՜1 = ®”-

Доказательство. Сначала докажем оценку 

/ гх \ 2*-Г| 4
1(<2*!/)(*)1 < 1М1+ (Л-1) к= 1,2,3,... (3.5)

где ||у||+ - норма функции у £ Ь2(1й.+). Если к = 1, то (3.5) получается из (3.4)

применением неравенства Гельдера, ввиду монотонности Л(г). Пусть 5 > 1 -

некоторое натуральное число. Предположим, что (3.5) верно для к = Тогда 

г® Г кых / и \ 2г~11 ’

о

1* Г
(2՜

4 3^-1 1 5 
Л

ио

■V [

\ 2/+11 ։

2/-1 1 т 
Л



У я

58 А. Г. Камалян, И. Г. Хачатрян, А. Б. Нерсесян

Следовательно, оценка (3.5) справедлива также при * = У + 1, и поэтому она 

справедлива для всех к > 1. Из (3.5) для нормы ||2*||+ оператора С)к получаем 
||<Э‘||+ < ֊ ( Г Л(х) аУ , к = 1,2,3,...

■уж!2* Мо /
Лемма доказана.

Можно доказать, что оператор 2 компактен. Однако, пам этот факт не 

понадобится, и его доказательство мы пропускаем.

Рассмотрим операторы Гц. : Ь2(П<+) ।—♦ Ь2(1Б+), Г_ : Ь2(Ш._) ।—♦

Ь2(Ш,_), Г : Ь2(Ш.) ।—» Ь2(И), определенные равенствами

(Г+у)(х) = у(х) + / С+(г, х)у(Д) А, (Г_у)(х) = у(х) + / С"(*, х)у(1) А, 
70 7Х

г = 0!}.г+0+ +«°г_0_.

Из теоремы 1.4 (случай т = 2), теоремы 1.5 (случай т > 3) и леммы 3.1 вытекает 

следующее утверждение.

Следствие 3.1. Операторы Г±,Г обратимы и
ОО

г±’ = $2(-1)п(1 -т±)п, г՜1 = 05.г;10+ + 0°п’0_. 
п=0

Пусть 7* (ог .7՜՜1) - прямое (обратное) преобразование Фурье
1 Г00(^±1у)(х) = -= / е±։1‘У(<) А, у е Ь2(Я), 

У** 7—оо
и пусть 8 : Ь2(И) ।—» Ь2(Ш.) (<5о : Ь2(1Б+) ।—♦ Ь^Ш^.)) - оператор сингуляр

ного интегрирования вдоль прямой (полупрямой) :
(5у)(х) = -֊н.р. / ֊^- <Н, (<$оу)(х) = -в.р. / Л. 

Ш Ъ ~~ X 7Г1 7о ь X
Наконец, пусть = |(1 ± 5) - проекторы, соответствующие разложению

Ь2(Ш.) = © Н2 где Н2՜ и Н25~соответственно - классы Харди в верхней

и нижней полуплоскостях.

Решения я±(х,А) уравнения (1.1) в случае т = 2 определим по формуле

(1.20), а в случае т > 3 - по формуле (1.23).

Лемма 3.2. Для произвольной функции у £ Ь2(Ш.) справедливы следующие 

равенства :
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1

у/2тг,

1
>/2?,

[ г+(х,р)у(.х)<1х- [ (7Ту)(1)М, 1тц>0, (3.6)
У—оо ъ « М

[ г+(х,±А)2/(х) ^ = (РТ77:’:1Г1/)(А), А е Ж, (3.7)
/о
г° _______ 1 г°° 1
/ г (х,ц)у(Х)11х- (7Гу)(1)(И, 1тц<0, (3.8)
У-оо ^»У-ооЬ+Д
/ г-(Х,±Х)у(х)<1Х = (Р±7^Гу)(Х), А б Ж. (3.9)
/ — ОО

Доказательство. Из (1.20), (1.23) и теоремы Пэли-Винера (см., напр., [14]) 

следует, что

1
2тг ։

2+(х,д)2/(г) ^Х=֊ е-'^{б°+Г+9+у)(х] <1Х =
> з/2т У о
“ ֊(™°+ г+о+у)Ы Ль

-ОО * “г /*

Поскольку 70°_Г_0~у Е Н2 , то
9^ Г ֊(^-Г-^։/)(ОЛ = о, 
^’г* У-оо ։ + М

и, тем самым, верно равенство (3.6). Равенство (3.8) доказывается аналогично.

Пользуясь тем, что УЛХ+ = Р+У7, Р-1ЛХ+ = Р-57՜1 (см., напр., [2]), из (1.21) и

(1.23) находим

Отсюда, учитывая что 7 6 Н£, Р0°Г-0-У 6 Н2 , получим (3.7).

Формула (3.9) доказывается аналогично. Лемма доказана.

Рассмотрим операторы : Ь2(Ж) ।—♦ Ь2(Ж) и : Ь2(Ж+) ।—♦ Ь2(Ж+) 

(|ш| = 1), определенные формулами

(Лу)(А) = Л Г М, = 9+ЛГы9°+.
7Г1 У—со I — ОМ

Заметим, что А/] и Л/^ совпадают с сингулярными интегральными операторами 

3 и 5о соответственно.

Пусть Л4 : Ь2(Ж+) ।—♦ Ь2(Ж) и Л4՜1 : Ь2(Ж) ।—♦ Ь2(Ж+) соответственно 

- прямое и обратное преобразования Меллина :
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(Л4У)(А) = Л, Деи,
V 2тг Уо

(Л4-1У)(*) = -4= *|Л~*У(А) <*А, I е т.+.
У—оо

Доказательство нижеприведенного утверждения можно найти в [15] или [16].

Лемма 3.3. Если ы — е'р (0 < /3 < 2я), то справедливы равенства

М^М-1 = Лп„ (3.10)

где
Атт®,

П^з(ж)— < е »$е(* Р)х
> созЬ ТТХ '

19 = 0,

0 6 (0,2т).
(з.и)

В зависимости от четности тп рассмотрим два различных случая.

3.3. Случай тп = 2п + 1. Пусть и(®,А) - обобщенная собственная функция 

оператора £, определенная в лемме 1.2, а А±(А) определены равенствами (1.26). 

Рассмотрим функции

«11(Л) = |[^(А) + МА)], ^(а) = ^[а0֊(а)-л+(а)], А6т.\{0},

а?(А) = Н^А>0> ^А) = Н^= ’̂ А>°’

21-^(А), АСО, 2и-_ДА), А<0,

*=1,...,п, ) = п + 1,...,тп — 1. (3.12)

Лемма 3.4. Оператор 11о, определенный по формуле (1.9), допускает предста

вление

«о = У05Т, (3.13)

где 
(т-1 \

Л»’-։ + Е Г- <314)1=0 )

а т : Ь2(Ш.) ।—♦ Ь2(Ш.) - оператор отражения : (ту)(г) = у(—х).

Доказательство. Из (1.26) следует, что если у 6 Ь2(Ш.) и А Е ИЦ-, то 
(2/оУ)(А) = Л+(А)-^= Г Н(М)у(г) <3х+
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п | ГОО | ,0
+ 12ЛЛА)_75= / *+(*.w7A)v(®) dx + AöW~fi= / *-(x,X)y(x)dx+ 
“ VJo V27T J-oo

П _____ I /-0 _________
+ 53л/(А)-^= / «֊(®,wjA)y(i) dx.

/=1 J-°°
При А G m_

(Woy)(A) = ÄÜX)֊ Г ^KÄ)y(^) dx+
х/2тг Jo

+ ^,AjW-^= [ z4x,üjX)y(x) dx + AöW֊ [ z-(x,.X}y(x)dx+ 
V Jo . ylT J—ooj—1 

n ____ 1 /֊0 _________
+ 13Л7(А)-75= / г'(г-ш7А)у(г) dx. 

J-COJ —1
Воспользовавшись леммой 3.2 и формулами (3.12) получим (3.13) и (3.14). Лемма 

доказана.

Теорема 3.1. Если т = 2п + 1, а с(А) определено по формулам (2.14) и (2.15), 

го справедливо представление

UO(I + £+) = (Уо + AeV07’+)7T. (3.15)

Доказательство. Применив равенства ГАх+ = Лх+ Г и 7?ЛХ+ = Р+ У, получим

КОА֊Х+ = УоР-?՜1?. (3.16)

Из (2.22) следует, чтоЦо1С = АеИ0. Поэтому г/0(Т+/С1՜) = ?/0+Д0/СЛх+. Подставив 

(3.13) и (3.16) в правую сторону последнего равенства, получим (3.15). Теорема 

доказана.

3.4. Случай т = 2п. Пусть операторы И,- (з = 1,2) определены равенством

(1.15). Определим ограниченный оператор Ие : Ь2(Ш.) ।—» Ь2(П1) равенством

Не = + гВ°+1(2. Пусть ф = (0° , т0°) : Ь^Щ) >— Ь2(№.+). Тогда

"•=* и

Воспользовавшись теоремой 1.3, получим кег Ий = Но, причем 1(е имеет правую 

обратную (г/։)(-1\ которая определена равенством (М«/՜1) =1(*0+ + Щд+т.
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Рассмотрим теперь функции :

^(А) =

«“-.(А)

«‘-ДА)

«:(а) =

«5(А) =

1 ( В1+п(А) + ВГп(А), А > 0,
2 I Изо(~А) + ®2о(~А), А < 0,

1 (В+(А) + ВГО(А), А>0,
■ 2 1в+(-А) + В2-(-А), А<0,

1 Я^(А) ֊ ВГП(А)„ А > 0,
(3-17)2 | В2+0(-А) - В2-0(-А), А < 0,

1 1 В!+о(А) ֊ ВГ0(А), А > 0,
2 1 йН) ֊ В2-„(-А), А < 0,

1-
А>0. 11 -■В^-п(А), А>0,

2 -В2-4(-А), А < 0, 21 .^(-А). А<0,
*= 1,2,...,п-1, у = п+ 1,п + 2,... ,т — 1,

где В±к(А) (у = 1,2; к = 0,1,..., п) определяются из (1.27).

Лемма 3.5.

ие = Уа7Т, (3.18)

где оператор Ув : Ь2(И) ।—» Ь2(Ш.) определяется формулой
т-1

Уе = + ^•а1гт + X/ (3.19)
4=0

Доказательство. Из представлений (1.27) следует, что при у 6 Ь2(1Я) 
(Муу)(А) = В/0(А) 1“ ЙМ)у(*) + 5+(А) 2°° я+(х,ыпХ)у(х) <1х+

п՜՞!______ г оо_________ _____  г О _________
+ 53Й/*(А) / г+(®։ы*А)у(х) йг + ДГ0(А) / я-(х,шьА)у(г) <1х+

______ ,о _________ «-։_____  го _________
+В/П(А) / з-(з,ШпА)у(г) «& + £ВД(А) / я-(г,ш*А)у(г) Их, у = 1,2.

Опираясь на (3.6) - (3.9) и определение Ие, из (3.17), (3.19) получим (3.18). Лемма

доказана.

Теорема 3.2. Пусть тп = 2п, и пусть матрица-функция А(А) определена равен

ством (2.39). Тогда

11,(1 + К?) = (V. + фХАф-1УеР+)УТ. (3.20)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1.
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3.5. Рассмотрим оператор V : Ь2(1И) ।—♦ Ь2(Ш.) :

V = (Уо + ЛеУ07’+)т, если т = 2п + 1, (3.21)

V = (V« + ^ЛлV-՜1 Рв^+), если т = 2п, (3.22)

а также оператор К : Ь2(Ш.) ।—» Ь2(1Й.), совпадающий с Ыо в случае т = 2п+ 1

и с Ис, в случае т = 2п. Формулы (3.15) и (3.20) могут быть записаны в единой

форме

Й@ + 1С+)=УГГ. (3.23)

Определим оператор V : Ь2(Ш.) ।—» Ь2(1И.), положив

АА (3.24)
и уи у у и /И у ' '

Для произвольной матрицы-функции a(z) второго порядка с элементами из 

L°°(IR) через T'(a) : Lj(lR.) >—» Lj(IR) обозначим оператор свертки Фурье с 

а(г) :
n-t ՝ _ (Т՜' 0 \ . (? о А

2 (а) - о т՜1 у Ла \ о у) ՛

Пусть X - множество бесконечно-дифференцируемых па R функций, имеющих 

конечные пределы в ±оо, и пусть Y - множество функций, ограниченных на всей 

оси и непрерывных на IR\ {0}. Обозначим через В(Х, Y) множество операторов 

вида
N
ЕТ(7<)Ал, (3.25)
«=1 ■»

где элементы матриц-функций Д- и у,- второго порядка принадлежат X и Y 

соответственно.

Ниже в этом пункте будем полагать, что удовлетворено следующее условие : 

Г) число собственных значений оператора £ конечно и, с учетом кратно

стей, равно и = dim Но.

• . . • • * i • *
Теорема 3.3. Оператор V принадлежит В(Х, Y). Если выполнено условие Г), 

то операторы Т + К,+, V и V фредгольмовы лишь одновременно и имеет место
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равенство

lnd(I + 1С+) = IndV — v — IndV - v. (3.26)

Доказательство. Пусть а(х) 6 Ь°°(П1.) и с/(а) = Ла}[в(։),а(-։)] (х 6 ГО.+ ).

Нетрудно видеть, что

,_։. , * /-1-п / (/±Л/1 Т-Л/-1Ля^ = Ла(в), V ^=2^,!

(3.27)

*-М=(° 5). <*«.♦=(#" 11"). (М = 1)-
С другой стороны, для любой матрицы-функции а(х) (х 6 Ш-+) второго порядка

с элементами из Ь°°(Ш.+) справедливо равенство 

где а(х) = а(е®).

Из равенств (3.24), (3.27) и леммы 3.3 следует, что V может быть предста

влено в виде (3.25). Свойства функций А±(Х), В^.(А) и равенства (3.12), (3.17), 

(3.27), (3.28) обеспечивают принадлежность коэффициентов соответствующим 

классам X, Y. Первое утверждение теоремы доказано.

Так как dim Но < оо, то оператор U фредгольмов и оператор Т — 

конечномерен. Из равенства Т + К.+ = 4- К.՜]} + (1 - W(-1)M)(Z + £+)

следует, что оба оператора Т + /С* wU(T + £*) фредгольмовы одновременно и

Ind(I + £t) = Ind(U(I+ £+))-и. (3.29)

Из тождеств (3.2), (3.3) следует, что операторы I + 1С+ и Т + К,+ фредголь

мовы одновременно и Ind(T + £+) = Ind(I + £^). Ввиду обратимости Г (см. 

следствие 3.1) из теорем 3.1 и 3.2 получим, что операторы U(I + К*) и У фред

гольмовы одновременно и Ind U(I + /С/՜) = IndV. Таким образом, в силу (3.29) 

и (3.24), получим второе утверждение теоремы и, в частности, равенство (3.26). 

Теорема доказана.
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Замечание 3.1. В скалярном случае операторы вида (3.25) при различных 

предположениях относительно коэффициентов 7,-, Д- были изучены в [2], [15] 

- [19]. Большинство этих результатов распространимо на случай матричных 

коэффициентов (в связи с этим см. §7 работы [2]) и может быть использовано при 

исследовании оператора Т + К.+. Например, при дополнительном предположении 

о существовании конечных пределов

д!“±оС^’ а-2оЛ^’ (3֊31)

на основе теоремы 3.3, методами работ [2], [15], [19] можно получить эффективные 

критерии фредюльмовости и найти индекс оператора 1 + КЛ. В следующем 

параграфе найдены условия фредгольмовости оператора Т + £+ при тп = 2 (см. 

ниже, замечания 4.1, 4.2).

3.6. Пусть 7г0 - оператор, проектирующий Ь2(Ш.) на подпространство Но. 

Полагая, что существует обобщенный обратный оператор 1Л՜1), рассмотрим 

операторы
7^1 : L2(]R+) и— L2(IR),

Лп =i + 0+тгх: Ь2(пг+) •— l2(jr+), (
GTTo/Cj’Tii \

) :L ^IR+^'—*Ho®Yx, 

где Yj = kerV^~^U, а также

7^12= (O;0+|yJ :H0®Y2(—» L2(IR+), Я2 = 1ГОЛ?|У։ : Y2 ♦ Ho,

(3.33)
/ I 72-1 \

Яо = Т । О :Н0®У21—>Н0®Т1,
\ У11н0 )

где У2 — Г-177-1(А:ег'Р). Из (3.23) следует, что

т+/с+ = г/(-։)утт + (I - г/<-1)г/)(т+£+).

Отсюда, из тождеств (3.2), (3.3) и результатов §1, [20] вытекает следующее 

утверждение.
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Теорема 3.4. Пусть выполнено условие Г). Если оператор Т+/С+ фредгольмов, 

то обобщенный обратный оператор оператора Т + £+ задается формулой

(Z + /C+)(-։) =7гц-7ti27l{0“l)7l2i. (3.34)

При этом

ker(Z + /С+) = 0+(кег7£з),

Zm(Z + /C+) = 7ij1l(7m7io), Ind(l + К+) = IndTto, (3.35)

dimker(Z 4- /С+) = dimkerfto, dim Coker(l + IC+) = dim CokerHo-

Замечание 3.2. Таким образом, в случае фредгольмовости оператора 1+

+)С+ теоремы 3.3 и 3.4 позволяют свести задачу о разрешимости уравнения 

(I + 1С+)у = f, f 6 L2(IR4.) в пространстве L2(IR.+) к построению обобщенных 

обратных У и конечной матрицы, соответствующей Т^о-

В связи с проблемой построения оператора у(-1) теорема 3.4 в общем случае 

носит несколько формальный характер. Однако, она играет важную роль в 

частной ситуации, рассмотренной в §5.

§4. ФРЕДГОЛЬМОВОСТЬ ОПЕРАТОРА I + Ю+ В СЛУЧАЕ

КОГДА £ - ОПЕРАТОР ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

4.1. Пусть m = 2 и K(x,t) - ядро £-свертки. В этом параграфе всюду будем 

предполагать, что верно следующее утверждение.

Д) Имеет место неравенство (1.19). Функции a,* (a, k = 1,2), определен

ные формулами (2.29), (2.30), удовлетворяют условиям (2-40).

В силу теоремы 1.1 и леммы 2.6 выполнение Д) влечет выполнение условий 

А) - Г). Поэтому все утверждения, доказанные в §§2, 3, остаются справедливыми.

Пусть решения з±(л,А) уравнения (1.6) определены по (1.20). Полагая A G 

ж\{0}. обозначим
_ я+(0,АУз-(0,֊А)-я+(0,А>-(0,-Ау
“ ЙА ’
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_ 2֊ (О, А)'я+(О, А) - г֊ (0, А)ж+ (О, А)' 
2£А ՛

где дифференцирование производится по первой переменной. Функции

Г'<Л>=^՛ г+<д)=-^՛ ■ «Л>=щр <41>

называются (см. [11]), соответственно, левым и правым коэффициентами отра

жения и коэффициентом прохождения. Выбрав функции В±-(А) как в лемме 1.3, 

будем иметь ([11]) :

Вщ = ^31 = *20 = *п О,
(4-2)

В2+0(А) = г+(А), ВГ1(А) = г-(А), В+(А) = Ва֊1(А) = *(А), АеЛЦ,

При А 6 1И.\ {0} введем

а(1)(А) = (в115А)’ А>°' а(2)(А) = (О1а5А)’ А > °1 (4.3)
1 азз(—А), А < 0, I а21(—А), А < 0,

71 (А) = Д1(А) + а<։)(А)МА) + а<2)(А)М֊А),
(4-4)

7а(Л) = Аа(А) + а(1)(А^12(А) + в(а)(А)М֊Л),

где + а§, /Зп = а1т + а’, 021 = а!, - а§, #г2 = а1т - а*.

Нетрудно видеть, то

= Ло(։) +Лв(2)Т. (4-5)

Из (4.2), (3.17) и равенств г±(—А) = г^А), <(—А) = <(А) (см. [11]) находим

МА) = ( Г(А)>
А < 0, МА)

А > 0,
1, А < 0,
1, А > 0,
*(А). А < 0.

(4-6)

Теорема 4.1. Имеют место равенства

У — {(Л./9п7’+ + Л^и^-) + (Л^ИР+ + Л.р12Р_')т} 7Т, (4-7)

И(Х + 1С+) = УРГ, (4-8)
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где 

у = (Л71Р+ + Ьр„Р-) + (Лд։аР+ + f^P-jr. (4.9)

Функции 7; (А), 0о(А) (*, j = 1,2) ограничены на всей оси и непрерывны на

IR.\{0}. Существуют пределы

lim 0ц(А)= lim 71(A) = 0, lim 0n(A) = lim 72(A) = 1,>—♦±00 A-*±oo A-*±oo A-*±oo

lim 021(A) — 0, lim 022(A) = 1. A—» ±00 A-*±oo

Доказательство. Первое утверждение непосредственно следует из результатов 

п. 3.4, ввиду (4.3)-(4.5) и того, что тР± = Р^т. Второе утверждение следует из 

формул (2.31), (4.3), (4.5) и равенств lim ^(А) = 0, lim i(A) = 1 (см. [11]). •>—♦±00 >—»±оо
Теорема доказана.

Ниже мы дополнительно будем предполагать существование пределов

lima,j(A) = aij(O), (4.10)

а!™о г± (А) = го ’ = *°' (4-1!)

Замечание 4.1. При выполнении любого из условий

HmAa(A)#O, (4.12)

/00 
(1 + г2) |po(z)| dx < 00, (4.13)

■00

выполнено (4.11). В обоих случаях функции г±(А), t(A) непрерывны. Если выпол

нено условие (4.12), то = -1 и to = 0. Если 1нпл_оАа(А) = 0 и верно (4.13), 

то 

где числа с± определены равенствами

2+(®, 0) = с+к~(л, 0), к_(х, 0) = с~х+(х, 0), с+с՜ = I.

Доказательства этих утверждений можно найти в работе [11]. В [11] также 

высказано предположение о том, что функции г±(А), ^А) непрерывны, если 

только выполнены условия (1.19).
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Замечание 4.2. Из теоремы 4.1 следует, что в случае т = 2 оператор V - син

гулярный оператор с отражением, т. е. сингулярный интегральный оператор с 

карлсмановским обратным сдвигом. Существующая теория Фредгольма для та

ких операторов предполагает свойства коэффициентов, как непрерывность, ку

сочная непрерывность, квазинепрерывность или кусочная квазинепрерывность. 

Подробно эта теория представлена в [21] - [26]. При предположениях (4.10), (4.11) 

имеет место кусочная непрерывность коэффициентов оператора У, позволяющая 

применить к 1+КЛ хорошо известную теорию Гохберга-Крупника (см. [22], [23], 

[27]).

4.2. При 5 = 1,2,3 и А е Шн- положим

71^ ^22(л) я _ ( /?21(А) 72(А) А
“։1}-Л72(֊А) ^(-А)Г “2('‘ЧМ֊А) 71(֊А)Г

(4.14)

= 72(А)-^2(А) /3„ (А) ֊71 (А) \
1 - Ы-А) -М-А) &2(—А) — 72(—А)у •

При выполнении условий (4.10) и (4.11) существуют пределы

1нп ЕДА) = Е°, ; = 1,2,3.

Введя в рассмотрение матрицу-функцию
ф(®) = | {(1 + ։« Л2гх)Е? + (1-18 Л2жх)35 - * £3} , X е R,

X СО8Д 21ГХ

перейдем к основному результату этого параграфа.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (4.10) и (4.11). Тогда, оператор I + 1С+ 

фредгольмов в том и только том случае, когда

Ы Ла |Н,.(А)| > 0, 5 = 1,2, <й*|Ф(®)|>0. (4-15)

При выполнении этих условий индекс оператораТ+1С+ вычисляется по формуле 

1п<1(1 + 1С+) = -^-вагагдс1е1 (Ер1(А)Н2(А))
27Г

а=оо

— —-ваг агд с1е14!(х)
А=о 27г

— V.
А——оо .

(4-16)
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Доказательство. Пусть ТГ+ = {(; |<| = 1, УтС > 0}, и пусть р(() = |<-

+ 1|^ - весовая функция на ТГ+. Направление на '1Г+ выберем от ( = 1 

к ( = -1 и определим оператор «г, переводящий элементы в элементы

весового пространства Ьд(ТГ+,е), по формуле

(<гу)(с) = ’ СеТ+1

Из результатов работы [24] следует, что сг является ограниченным и обратимым 

оператором, а оператор аф 1Уфа 1 : Ь^ТГц..^) ।—♦ 1^(ТГ+,<>) определяется 

равенством :
.-1». <-1_  » 0 \ , /5+ 0 \ . /5-1.1 0

опр Уфа - Лт>0 5+>)+Л®а\< 0

где 

©о(0 = ֊(Зх(А) + 2а(А))> ®у(0 = |(31(А)-2з(А) + (֊1У5з(А)), 5 = 1,2,

(4.17)
С 6 ТГ+, А = <)/(! + С) и (<5+У)(0 = 1V. р /

7Г‘ ■!тг+
Из теоремы 4.1 и формул (2.31), (4.14), (4.17) следует, что

2?о(-1)= 1йп |(21(А) + 5а(А))=Г° 5),

(4-18)

2>Я-1) = д1йп |(51(А)-2։(А)֊(-1У=з(А)) = ^ , 5=1,2.

Аналогичным образом, из (4.10) и (4.11) следует, что 
®о(1)=|(2? + 2§),

7 (4.19)
ад) = 4(3°-2§-(-1У28), 7 = 1.2-

Воспользовавшись (4.18), (4.19), теоремой 4.1 и результатами работы [27], по

лучим, что оператор аф~хУфа~х (а, следовательно, и оператор У) фредгольмов 

тогда и только тогда, когда выполнены условия (4.15), причем

1пв. {аф 1Уфа ։) = 1пЛУ =

= ^֊уатагдФ(Л (Н[՜ 1(А)2։(А))
27Г

А —ОО
— — иататд <1& Ф(х)

>=о 2^
. (4.20)
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Теперь остается применить теорему 3.3. Теорема доказана.

4.3. Рассмотрим формулу (4.16) в случае, когда K(®,t) = 0. Пусть S’(A) - 

матрица рассеяния (см. [7]) :

- ^r+(A) t(A) J >

и so = A^m0 ^eiS(A). Нетрудно видеть, что в этом случае

detE^A) = -1, deiEa(A) = -detS(-A) =

(4.21)
(1 - tg Л27г:е)«0 (l + tgft2xx) »(rJ-4-Го) det щх) _ _____-_________ + 2cosh2ir;c .

Условия (4.15) выполнены ввиду фредгольмовости оператора и. Формула (4.16) 

связывает число и собственных значений оператора £ с коэффициентами <(А), 

г±(А).

Следствие 4.1. При выполнении условий (4.11) число v собственных значений

оператора £ равно

v = — var arg det S(A)
A=oo

A=4-0
(4.22)

1 var arE / _ (1 - tg А2я-з)до _ (1 + tg A2TTZ)
2ir 6 1 2 2

»'(4 +ro) , 
2 cosh 2vrr

Если функции t(A), ^(A) непрерывны в пуле, то

и = — var arg detS(A)
A=oo

A=0
r0 (1 —sp) 

4 (4.23)

В частности, если выполнено условие (4.13), то

I/ = — — var arg det S(A)
A=oo

A=0
(4-24)4. * ~ a° 

+ 4

Доказательство. Формула (4.22) непосредственно следует из (4.16) и (4.21).

Далее, если коэффициенты $(А), г* непрерывны в нуле, то во, 2о, г± вещественны.



72 А. Г. Камалян, И. Г. Хачатрян, А. Б. Нерсесян

Так как S(A) унитарно (см. [7] или [11]), то so = 1 или So = —1. Если з0 = 1, то 

из равенства г~(А) = -г+(-А)det S(A) следует, что Гд +г£ = 0 и det¥(x) = -1. 

Тем самым, из (4.22) получаем (4.23).

В случае, когда з0 = -1, из равенства = -г^з0 следует, что Гд = rj. 

Очевидно также, что to — 0. Тем самым, Гд = г J = -1, либо Гд = rj՜ = 1. 

Рассматривая эти два случая, приходим к равенству

±„։dd»(.)'=" =
V — м ЧХ= — ОО

Подставив последнее в (4.22), приходим к (4.23).

Если выполнено условие (4.13), то, ввиду замечания 4.1, при s0 = —1 имеем 

Го* = -1.

§5. ПОЛНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ УРАВНЕНИЯ (Т + /С+)у = /

В СЛУЧАЕ, КОГДА £ - ОПЕРАТОР ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

С БЕЗОТРАЖАТЕЛЬНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

5.1. В этом параграфе проводится более детальное исследование оператора 2Ч-£+ 

в одном специальном случае, при т = 2.

Пусть числа —X? (А, > 0; s = 1,2...,։/) - собственные значения оператора 

£. Тогда (см. [11]) функции

цДх) = 1>։(ж, ։АЖ) = d+z+(x, »А») = d~z~{x, — ։А,), 3 = 1,2,...,։/ (5.1)

являются ортонормированпой системой собственных функций £. Правые и левые 

нормировочные коэффициенты определяются равенствами

ZOO
|z±(x, ±։А,)|2 dx, s = l,2,..

•ОО
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Рассмотрим функции </*,(А) (к, 5=1,2; AG Ю-+) :

Л1(А) = ац(А)В+(А)В{Ь(А) + а12(А)В+(А)В^(А)+ 

+ а21(А)В2+0(А)В]-0(А) + а22(А)В2+(А)В2-0(А),

Ла(А) = ап(А)В+0(А)ВГ1(А) + «1з(А) ^+(А)^ (А)+

+ а21(А)В2+0(А)ВГ1(А) + а22(А)В+(А)В7։(А), (5.2)

•МА) = в11(А)В+(А)ВГ0(А) + а12(А)В+(А)В2֊0(А)+

+ а21(А)В2+1(А)ВГ0(А) + а22(А)Д+ (А)В2"0(А),

Л2(А) = ац(А)В+ (А)ВГ։(А) + аг2(А)В+ (А)В2~1(А)+ 

+ а31(А)В+(А)ВГ1(А) + а22(А)В+(А)Б^.

Ядро К(х,1) £-свертки обладает следующим свойством.

Лемма 5.1. Если выполнено условие Д), то ядро К(х,1) £-свертки удовлетво

ряет соотношению

Дтп К(х,г - х) = (/12(А)е|А< + /21(А)е-А1) (IX. (5.3)

Доказательство. Коэффициенты ро(х) вещественны, тем самым г±(х, А) =

= х±(х,—А). Из (1.27), (5.1) следует, что

[аи(А)и1(г, А) + а2*(А)и2(х, А)] и*(4 - х, А) =

= {[а1*(А)В1+0(А) + а2*(А)В2+0(А)>+(х, А) + [а1*(А)В1+1(А) + а2к(А)В2+1(А)]х

х г+(х, -А)} ^0(А)г“(«-х,-А) + В^1(А)г“(4-х,А)] , к = 1,2, (5.4)

и«(:с)и,(* — г) = ^</7л+(х,։Аж)к_(4 - х, -։А,), 5 = 1,2,...,։/. (5.5)

Подставив (5.4), (5.5) в (2.35), получим
V

К(х,1 — х) = ^2с11(։А,)</+^7г+(х,։А,)а՜^ — х, —։А,)+ 
1=1

1+ 2тг/0 [■711(А)*+(®>А)*_(*“®>-Л) + ^12(А)*+(М)*~(*-х,А)+

+ 721(А)з+(х, -А)ж-(< - х, -А) + /22(А)и+(х, -А)х"(* - х, А)] ЗХ.
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В силу (1.20)

х +

К(х,1-х

X е-»А(<-х:

еА*£С-(Х-х,О^ +

е-А£С-(1-г,^)<^ +

+/ц(А) е<Ах С<А(1-») +

+/21(А) е-А£ + е-|Х(։-։) +

+Л2(А) с-<А£ +

«>£)# +

е,А(‘-х е,А£6’-(<-г,?)^ > <1Х.х (5-6)

Функции а*։(А) (к,а = 1,2) ограничены и, ввиду (2.31), суммируемы на Ш.+ .

Поэтому суммируемы также функции Л»(А) (к,з = 1,2). Переходя к пределу в 

(5.6), приходим к (5.3), и лемма доказана.

5.2. Потенциал ро(г) может быть единственным образом восстановлен (см. [И]) 

посредством данных рассеяния г+(А) (А е К), А*, <1% (к — 1,2,...,։/). В этом 

параграфе будем полагать, что ро(х) является безотражательным потенциалом, 

т. е. г^(А) = 0. Безотражательные потенциалы характеризуются множеством 

из 2и положительных чисел А*, (к = 1,2,...,м). Имеют место формулы 

восстановления (см. [7])

р0(г) = ֊2 Л <1е1&(х'), (5.7)
ах*

где
е(г) = Е„ + (

\Ат4֊Ак / т,к=1
Отметим также, что ро(®) удовлетворяет условию (4.13).
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Лемма 5.2. Если ро(®) - безотражательный потенциал, то условие

lim К(х, t — х) = 0, t Е JR, (5.8)

эквивалентно равенствам = 0, aai(A) = 0.

Доказательство. В силу (5.3) условие (5.8) эквивалентно равенствам

•Лз(А) = 0, J2i(Ä) = 0. (5.9)

В случае безотражательного потенциала из (4.2) следует, что

^о(А) = В* (А) = 0, ВГо(А) = В£(А) = 1, В+(Х) = В2֊1(А) = /(А). (5.10) 

Учитывая это, из (5.2) получаем, что второе равенство (5.9) эквивалентно 

равенству ал(А) = 0. Так как в этом случае (см. [11])

(=и)

то из (5.10) и (5.2) следует, что первое равенство (5.9) эквивалентно равенству 

aia(A) = 0. Лемма доказана.

В случае безотражательного потенциала условие (5.8) дает возможность 

избежать сдвига в формуле (4.8).

Теорема 5.1. Пусть ро(г) ~ безотражательный потенциал, и пусть ядро С.- 

свертки удовлетворяет условию (5.8). Тогда

W(T +/Cft = У°7-1Г, (5-12)

где

(5.13)

а коэффициенты /?22, 72 определяются по формулам
1, А > 0,

^гг(А) = iß-'-“*' Ä<°՛ (5-14)

72 (А) = <
(1 + »п(л))Пхт^;. л>°.

(5.15)
(1+а22(-А)), А < 0.
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Доказательство. Из (4.3) и леммы 5.2 имеем д(2)(А) = 0. Следовательно, 

учитывая (5.10), из (5.11) получим (5.14), (5.15), а также равенство /За։ = 72 = 0. 

Равенства (5.12) и (5.13) следуют теперь из теоремы 4.1. Теорема доказана.

Лемма 5.3. При выполнении условий теоремы 5.1 функции вц(А) и ааа(А) 

имеют конечные пределы

lim ац(А) = ац(0), Пт а22(А) = а22(0), 

причем ai 1(0) = а22(0).

Доказательство. Воспользовавшись (1.27) и (5.10) находим 
ММ) = -i=t(A)z+(®,A) = -^=я_(х,А), 

V (5.16)
М®.А) = ~^=г+(х>-Л) - ֊^=4(А)г“(®> ~Л)-

Следовательно, функции и;(г, A) (j = 1,2) непрерывны в точке А — 0. Воспользо

вавшись этим, аналогично доказательству леммы 2.5 легко показать, что функ

ции иДк)(г, А), определенные равенствами (2.29), имеют предельные значения 

0) = lim w^k\x, А) = f uic{t,O)K(x,t)dt k=l,2.
А—»0 J—оо

Отсюда и из (5.16), (5.11) следует, что

w(1)(։, 0) = (-l)*«^®, 0). (5.17)

Ввиду (5.16) и леммы 5.2, равенства (2.30) принимают вид

А) = on(A)t(A)2+(®, А), w^(®, А) = aaa(A)z+(®,-А). (5.18)

Из теоремы 1.4 следует, что г+(х, 0) 0. Устремляя А в (5.18) к нулю и пользуясь 

(5.17) получим все утверждения леммы. Лемма доказана.

Из леммы 5.3, равенства V = У°т и известных результатов теории сингу

лярных интегральных операторов (см. [13]) вытекает следующая

Лемма 5.4. Если выполнены условия теоремы 5.1, то оператор V фредгольмов 

в том и только том случае, когда

inf |1 + ац(А)| > 0, inf |1 + ааа(А)| > 0. (5.19)
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При выполнении этих условий справедливы равенства
IndV — «о 4- у, dim ker V = max {«о 4- у, 0},

dim Coker V = max{—(«о + v); 0},
(5.20)

где

«о = 7Tvar “SZ7T
1 4- ац(А)
1 4- Дзз(А)

А=оо

А=О
1

Обобщенный обратный У^ вычисляется по формуле

У(֊О = т (л^Р* + Л7-хР_) (Р+ 4- Л^-хР-)Л^-х,

где

а коэффициенты а^(А') и /?зз(А) определены, соответственно, формулами (4.3) и

(5.14).

При к0 4- у > 0 функции

51(A) = А' 1 _ (д +^л0+у » а~ 1>2>--->ло4-^, A G R, (5.21) 

образуют базис пространства ker V.

5.3. Перейдем теперь к исследованию оператора14-/С+. Из теоремы 3.3 и леммы 

5.4 выводится следующая

Теорема 5.2. Пусть ро(х') - безотражательное, а ядро K(x,t) С-свертки удо

влетворяет условию (5.8). Тогда оператор Т 4- фредгольмов в том и только 

том случае, если выполнены условия (5.19). При выполнении этих условий имеет 

место равенство

Ind(I+IC^ = Ko.

Дефектные числа dimker(l4-Ai+), dim Coker(I+IC+) и построение обобщен

ного обратного (14- существенно зависимы от знака величины kq 4- у.

Поэтому целесообразно рассмотреть два случая.
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Теорема 5.3. Пусть выполнены условия теоремы 5.2, пусть 1 + /С+ - фредголь

мов оператор и кд + п < 0. Тогда оператор Т 4- /С+ обратим слева. В частности 

сПшкег(2՜ + £+) = 0, ИтСокег (2՜ + Ю+) = —«о-

Левый обратный (1 + 1С+)^՜^ может быть построен по формуле

(I + = I + Г+А+^-М-^НЯв!}.. (5.22)

Доказательство. По лемме 5.4, оператор V обратим слева. Следовательно, 

У2 = Г-177“1(кегУ) = {0}. Поэтому оператор Но, определенный по формуле 

(3.33), имеет вид
^=(тТ ) : Но >—♦ НофУь

где У1 = кег]Х-1)£/. Отсюда, в силу теоремы 3.4 (см. формулу (3.35)) имеем 

кег(Т + £+) = {0}. Поскольку в случае Уз = {0} оператор 7£12, определенный по 

формуле (3.33) нулевой, то из (3.34) получим (5.22). Теорема доказана.

В случае л0 +1/ > 0 ситуация более сложна. В частности, теряется свойство 

односторонней обратимости. Пусть

/ОО
Х’(х,4)ц*(1) А, к = 1,2,...,и, (5.23)

•ОО

Из леммы 2.1 следует существование чисел с* (к = 1,2.......и) таких, что

ш*(х) = сквк(х), к =1,2,..., н. (5.24)

Рассмотрим также числа /к,, /*, (к = 1,2,..., V; з = 1,2,..., «о + у) и матрицу

Р порядка и х («о + ^) ■

/■ОО /»ОО
Ь,= (Г-1^֊1^) (*) <11, }к,= «*(<) (г՜1^՜1^) (*) а,

70 7 —ОО
Р = (А. +/ьс*) , к = 1,2,...,։/, в = 1,2,...,Ло + «б 

(5.25)

где функции д,(Х) определены по формуле (5.21). 
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Теорема 5.4. Пусть выполнены условия теоремы 5.2, оператор Т + )С+ — фред

гольмов и ко + v > 0. Тогда

dimkcr(Z + /С+) = «о + — rank F, dmCoker(l + £+) = v — rank F. (5.26) 

Обобщенный обратный (I + £+У-1) может быть построен по формуле

(I + К+/-1) =1 + Г+0+ F~lV^U)C0o+ -

- 0+|уЛ(2-1)^о(1 + + 0+|y,74-%O° , (5.27)

где Y2 = Г՜1 •/'“'(кегУ), а операторы Tli։ Из определены по формулам (3.32), 

(3.33).

Подпространства кег(2՜ + 1С+) и 1тп(Т + /С+) описываются по формулам в 

(3.35).

Доказательство. В силу леммы 5.4 оператор V обратим справа. Поэтому 

Y1 = Но, и оператор 72.Q имеет следующее матричное представление :

"Но = q2 : Но ® Ya ।—» Но ® Hq.

Легко видеть, что обобщенный обратный оператора Но имеет вад

7го"1)= ( т>(֊1) Л-1) ) : Но®Но ь—>HU®Y2.

Поскольку оператор У обратим справа, то
тг21 = ) '■ ь2(пц) —- Но © Но.

Теперь пользуясь (3.31) и (3.33), получим (5.27).

Выберем ортонормированную систему собственных функций v, (в = 1,..., и) 

и систему функций Г՜1^՜1^ (в = 1, ...,«0 + ^) для базисов в Но и Y2 

соответственно. Так как в силу (2.36) и (5.23) - (5.25)

(ТгаГ՜1^՜1^) (г) = (тгоГ՜1 F~lg,) (г) + (тго/СА^Г՜1^՜1^) (х) =

= Е (fk. +А«С*) Vk(x),
к=1

то матрица F является матрицей оператора %2. Формулы (5.26) вытекают из

(3.35) и очевидного равенства <Пткег7£о = «Нткег7£2. Теорема доказана.

Из теорем 5.3 и 5.4 следует критерий обратимости оператора Т + К.+.
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Теорема 5.5. Пусть выполнены условия теоремы 5.2. Тогда оператор I + £+

обратим в том и только том случае, когда

1) выполнены условия (5.19) ;

2) н > 0, ко = Q и det F 0, либо v = ко = 0.

ABSTRACT. The paper investigates one-dimensional integral operators 
of £-convolution type with kernels satisfying certain partial differential 
equations. The operators £ in the heading correspond to these equations. 
The results of the paper generalize the classical theory for convolution 
operators on the line and half-line. The spectral theory for ordinary 
differential operators and the theory of singular integral operators are 
the main tools.
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АЛГОРИТМЫ ВЫСОКОЙ точности 
ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С РАЗНОСТНЫМИ ЯДРАМИ

А. Б. Нерсесян, Н. В. Оганесян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
т. 29, № 6, 1994

В статье к уравнениям Фредгольма второго рода с гладкими 
разностными ядрами применено некоторое усовершенствование стан
дартного метода типа 1МТ-квадратуры. Показано, что при этом слож
ность и характеристика памяти улучшаются. Для решения возмущен
ной линейной алгебраической системы Теплица использована схема 
Шермана-Моррисона. Приведены численные результаты.

Ключевые слова, формула Эйлера-Маклорена, численные квадратуры, 
интегральные уравнения, теплицева матрица, быстрые алгоритмы

ВВЕДЕНИЕ

Метод квадратур (метод Нистрёма, см. [1]) является, по существу, одним из 

наиболее эффективных алгоритмов численного решения одномерных интеграль

ных уравнений. В случае линейного уравнения

1
К(х,*)у(4) сЙ + /(х), х 6 [—1,1] (1)

•1

приближенное решение ум « у находится из интерполяционной формулы

У*(®) = 52 а/К(®>^)^(^) + /(®)> С1')
где {^} и {о,} ֊ узлы и весовые функции соответствующей квадратурной 

формулы, значения ум(^) (3 = 0,±1,...,±#) определяются из (1') при х = 

Данное исследование частично финансировано грантом № КУЗООО 
Международного научного фонда.
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(։ = 0, ±1,..., ±7У) посредством решения алгебраической системы. При переходе 

от (1) к (1') уровень ошибки зависит как от квадратурной формулы, так и от 

гладкости ядра К.1

Для получения высокой точности, вообще говоря, необходимо решать систе

мы очень высокого порядка. Это приводит к жестким ограничениям на скорость 

и память вычислительных систем. Именно, сложность прямых алгоритмов реше

ния алгебраических систем с ТУ х ТУ-матрицей (ТУ —♦ оо) имеет порядок О(№). 

Требуемая же компьютерная память имеет порядок О(№). В случае разностного 

ядра К = К(х — I) эти параметры можно значительно улучшить. Так, в [2,3] 

применен метод “непрерывного вложения”, обеспечивающий разрешимость всех 

урезанных уравнений, полученных из [1] заменой отрезка интегрирования [—1,1] 

па [—1,т], —1 < г < 1. При этом, одношаговый алгоритм на равномерной сетке 

{4; } имеет сложность (9(№), однако, для гладкого ядра его точность имеет лишь 

порядок О(7У՜2).

В работе [4] разработан метод “дискретного вложепия”, требующий разре

шимости всех урезанных уравнений лишь на выбранной сети {ту}. Соответству

ющие алгоритмы могут быть любого степенного порядка точности при сложно

сти О(№). Папример, если К^х) € С'е[— 1,1] и порядок точности равен О(7У՜6), 

то сложность алгоритма равпа О(№) при используемой памяти порядка О(ТУ), 

X —» оо. В этом случае основой дискретизации является квадратурная формула 

Гаусса шестого порядка точности и соответствующая сетка состоит из равно

мерно распределенных трехточечных панелей.

Отметим, что на основе формул Гаусса для уравнения (1) могут быть 

построены алгоритмы точности 0(№р) с любым р (М —♦ оо, К = К(х — 4) € 

€ С2р). Но в этом случае матрица соответствующей алгебраической системы 

гГладкость / в правой части (1) не играет решающей роли, поскольку можно 

ввести новую неизвестную функцию я = у — /.
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имеет (р х р)-блочную теплицеву структуру, и сложность алгоритма имеет по

рядок С(р)№+О(.Л0 (см. [5]), где (7(р) = О(р) (р -♦ оо). Быстрое преобразование 

Фурье (РЕТ), в принципе, позволяет довести сложность этих алгоритмов до по

рядка О(/У1п2 У), —» оо, однако для больших значений р их практическая 

эффективность резко падает.

В данной статье разработаны алгоритмы любой степенной точности с улуч

шенными характеристиками. Примененный здесь метод аналогичен подходу, раз

витому в 1972 М. Ири, С. Моригути и И. Такасава [6]. В нашем случае метод 

основан на выборе сетки I/, равномерной почти на всем отрезке [-1, 1], кроме 

окрестностей крайних точек х = ±1, где сеть сгущается.

§ 1. ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА-МАКЛОРЕНА И КВАДРАТУРЫ 

НА ПОЧТИ РАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ

1.1. Пусть Ту - формула трапеций

Л "-1 / 1г \2^(/) = х(/(֊1) + /(1)) + Л X Лм)> А = 1/*' Л^1֊ (2>
*=^+1 ՝ '

Формула Эйлера-Маклорена, (см. [7], § 2). При любом /(х) 6 С2р+1[—1,1] 

!{х^х - £ ֊^Л2‘ (/«-’(1) - /а*֊1(-1)) -

- (2А)2р+1 рар+1 (з)

где Рк(х) - полиномы Бернулли, представимые в виде

Рз։(х) = (_1Г-1£ 2^, Р2к+1(г) = (-1)-£ (ЗЭ

а В2п — (2п)! Р2п(0) - числа Бернулли.

В основе вывода дальнейших квадратурных формул лежит тождество (3). 

Нам понадобится следующий аналог этого тождества для “формулы средней 

точки” :

^(/) = Л £ /[֊]. (4)
7=-Х+1 \ /

Из очевидного соотношения 72лг(/) = |(Т/<(/) + (/')') выФекает
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Вторая формула Эйлера-Маклорена Для любой функции / 6 С2₽+1[0,1]

/1 /(х) <1х = Л/„(/) + £ В2*(1г21?|12Л)л“ (/а‘_1)(1) - /(2*-1)(֊1)) +
■У—1 к=1 4 '

+(2А)”’+1 /' |Р2₽+1№ ֊ 1)) ֊ 2-3р^+1 /2₽+1)(*) <**• (5)

Замечание 1. Преимуществом формулы (5) являются пе только ее большая 

точность, но и то, что в ней не использованы значения /(х) в крайних точках 

х = ±1. Это практически позволяет применить (4) к функции /(х), обладающей 

особенностями в точках х = ±1 (см. ниже, п. 3.2, а также [2], § 2.10.6).

1.2. Формулы (3) и (5), вообще говоря, имеют точность порядка О(ЛГ՜2), # —» 

—» оо. Однако их точность резко возрастает, если /(2*-1)(1) — /(2։-1)(—1) = о, 

з = 1,...,р; р > 2. Для периодических гладких функций (см. [2], § 2.9) эта 

точность выше любой степенной, т. е. имеет “бесконечный порядок”.

Метод 1МТ основан на формуле замены переменной (см. [6], или [7], §2.9.2) 

[ ф(х) Лх = [ №(։))/(«) <1х. (6)
7-1 7-1

Если функция р(х) 6 С°° выбрана так, чтобы <?(±1) = ±1 и д(*)(±1) = 0 

(4 = 0,1,...), то, применив (3) и (4) к функции Г(х) = /(0(х))з'(х), приходим к 

квадратурной формуле бесконечного порядка точности. В [2], § 2.9.2 для этого 

была предложена функция д(х) = 2^(£±^)/^(1) — 1, где

¥’(г)=/ ехр{-а(1+*)_“-6(1-*)_0} Л, а,Р, а,Ь>0. (7)

С практической точки зрения достаточно потребовать, чтобы при р 2 и д £ С2р 

выполнялись условия

s(±l) = ±l, ff(i)(±l) = o, * = 1,...,2р-1. (8)
V - *?f !• • I.

Обозначив F(x) = /(x)jj'(x) (/ G C2p), получаем

FW(±l) = 0, t = 0,l,...,2p-l),
(8') 

F(2p)(±l) = /(±l)ff <2р>(±1).
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Из (3) и (5) следует, что

[' f(x) dx = T*N(f) + O(A2₽+1) = + O(hW), (9)
J-i

где

= tn(f) - {/(1)^(1) - /(-1)^₽)(-1)} ,

Mf) = MN(F) + p((2p)!—{f(V)g™(X) - /(-I)fl(2₽)(-1)} •

*
1.3. Квадратурные формулы (9) удобны для решения уравнения (1) с гладким 

ядром общего типа. Однако, в случае разностного ядра К = К(х — t), приме

нение этих формул нарушает теплицеву структуру матрицы линейной системы, 

соответствующей (2). Наложим на функцию д(х), определенную из (8), дополни

тельное ограничение

д'(х) = const >0, |х| < 9, 0 < 9 < 1. (10)

Тогда в (9') значения /(х) используются при |х| < 9 на равномерной сети, а при 

9 < |х| < 1 - па сети, сгущающейся в крайних точках х = ±1.

Для построения такой функции сначала рассмотрим случай р = оо, когда 

д е С00, р(±1) = ±1, /*)(±1) = 0, k = 1,2,... и выполнено условие (10). 

Пусть до(х) ~ функция, удовлетворяющая всем условиям, за исключением (10) 

(например, функция (7)). Пусть

Р(®)= + (И)
Jo \ ” /

Далее, пусть р(1) / 0 и i > 1. Непосредственная проверка показывает, что 

функция

*®» при |®| < 0, (12.
kx — (ах + /З)р(х), при 9 < |х| < 1, 

где
2(1-*) _(/»(i)+2)(*-i)

а- p(i)2 ’ р- р(1)2 

зЛ1՝) = |
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удовлетворяет требуемым условиям. Дадим конкретные примеры функций, удо

влетворяющих условиям (8) и (10) :

кх, при |х| < в;
£х-(ах34֊сх4-^)(։:-0)т, при 0 < |х| < 1. (13)

Здесь т > 2 - целое число и

т(гп2 — 1)
а - -6(1 - 0)^+1 (2 - т - т2 ֊ 60 - 2т0 4֊ 202) ’

(1 — т)(6 4- 5т 4- т2 — 80 — 4т0 4- 202) 
2(1 — 0)т+1 (2 — т — т2 — 60 — 2т0 4- 202) ’

(-6 - 11т - 6т2 - т3 4- 240 4֊ 24т0 4- 6т20 - 2402 - 12т02 + 603) 
3(1 — 0)т+1(2 — т — т2 — 60 — 2т0 4-202)

_ (1 4- т)(0 - т - 3)
(2 — т — т2 — 60 — 2т0 4- 202) ’

0з(®) = '

2х
Т+о՝

2х 1-0 2(х -1)
ГГ0-Т+0ехр^Т-

при |х| < 0,

при 0 < |х| < 1.
(14)

Функция д2 удовлетворяет условиям (8), (10) при р = 2, но дз удовлетворяет тем 

же условиям при р = 1 и 0з(±1) = 0. При т > 5 также имеем (см. ниже, (23))

(4)/.х _ т(—2 — т + 2т2 + т3)(—3 — т + 20)
92 “ (-1 4- 0)3(2 - т - т2 - 60 ֊ 2т0 4- 202) ’ (15)

Отметим, что д1,д2Е Ст ։, а дз Е С°°. Для построения аналогичных примеров 

для больших значений р полезна следующая

Лемма 1. Пусть функции г,(х) Е Ст, г,•([-!, 1]) = [-1,1], удовлетворяют 

условиям (8) при р = р,- > 1 (г = 1,2). Тогда функция К(х) = г2(г1(х)) при 

т > 2₽1 + 2рз(2рг — 1) удовлетворяет тем же условиям с р = 4р1р2 — 1.

Доказательство. Очевидно Я(±1) = ±1. Из соотношения Я'(г) = г^(г1(х))г1(г), 

например при х —> 1, заключаем, что

Я'(г) ~ Н2(1 - О((1 ֊ х)2^(1 - х)’»”-1) ~ О ((1 - 1)2Р1(2р>-П+2₽1-1) .

1.4. Рассмотрим формулу (9') в случае, когда 0 = 0(1У) —» 1 (ТУ —> оо). Это 

позволит строить экономичные алгоритмы.
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Теорема. Пусть д(х) - одна из функций gt (i = 2,3) и f G С2,,+։. Тогда при 

f(/V) = 1 - 0(Nj - О (N - оо)

[' f(x)dz = T՝N(f) + о([лмлг)]֊я»-։) = мм + ow*)]-2'-1), (16) 
J-1

где р = 1 при д(х) = д2 ир=2 при д(х) = g3.

Доказательство. Докажем сначала оценку

|g£*\z)| < d*(l - 0)՜2*, к = 0,1,2, ...,2р, d* = const. (16')

Для этого введем в рассмотрение функцию

h(x) = ex.p ——-Д, 0 < 0 < 1. (17)
t л и

Ее производные имеют вид

*“>(»)=(17'։
где Pic(x) - многочлены, удовлетворяющие рекуррентной формуле

Pk+i(x) = РЦх^х - 0)2 + 2Pt(®)[*z ֊ к9 + (1 ֊ 0)]. (18)

Имеем
8<J<1 ((г-0)2*) = 2*(1 -0)2*՛

Из оценки

|А(®)| < Ак^хк, 0<։<1

и (18) следует, что
*

|Pt(®)| < Ак 22т + к const. (20)
՛•՛<•• m=l

Тем самым, достаточно брать

Ак = const (Л!)2. (21)

В случае, когда д = д3 в (16) можно брать

dk = (const)*^!)3. (21')

Отсюда и из (9), (3) и (5) следуют оценки (16). В случае полиномиальной функции 

д = д2 в правой части (16') падо брать степень к вместо 2к.



Алгоритмы высокой точности для ... 89

Замечание 2. Для функции д = д\ (х) в (16) число р может быть любым. Однако, 

применение функций вида (11) не удобно, поскольку их вычисление связано с 

квадратурами.

Замечание 3. При е(Л^) = 1 — 0(./У) —» О, ЛГ —♦ оо точность квадратур 

и вообще говоря, уменьшается. Однако оценки (16՜) достаточно грубы. В 

частности, они не учитывают того, что д(к\х) = 0(А > 2) при |х| < 0(2У).

Для дальнейшего изложения нам понадобится следующий очевидный резуль

тат.

Лемма 2. Пусть <t>i(x') = k{X, |х| < 0,- < 1 и k, = const > 1 (։ = 1,2). Тогда

(«)) = к1к2х пРи 1®1 < Oi/ky.

§ 2. АЛГОРИТМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

С РАЗНОСТНЫМИ ЯДРАМИ

2.1. Рассмотрим уравнение

(Z-/C)j/d= у(х)֊У j К(г-*)у(*)Л = /(х), |:в| <1, (22)

где К(х) Е С2₽[—2,2],/(х) 6 С2р[—1,1] и р > 1. Метод решения основап на 

применении квадратуры (см. (9') при 0 = 0(#)).

Из вышеприведенного следует, что для приближенного решения ун = у 

интерполяционная формула (!') принимает вид

t \ ri \ л- XT' w ( + l / (2j՛ +1 .А Дгр(1 — 21-2₽)Улг(х) = /(х) + £ J ( ~Я~ ~ /J g \.~jv----- 1) + (2Рр------ -Х

х^2’>{х(х-1)р<2р)(1)֊^г+1)5(2₽)(-1)|, (0 = 0^)). (23)

Обозначим 
{/2s+ 1 \U, и<0(т

H-^--iL 0jv<|5|<^
(23')
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Для определения у = {улг(*,)} (в = 0,±1,..., ±ЛГ) получим алгебраическую 

систему с матрицей

А = Т+В։ (24)

где Т - теплицева матрица размерности (2ДГ х 2/У) :

(24')

а В имеет вид

В = В] О1 + В3В3,

где В[ и Вз - матрицы размерности (2^ х 2т(0)Х), В։, Вз - размерности 

(2т(1У) х 27У). Здесь = [Ы — 0(АГ)]. При тп(0) = о(7У) (ДО —» оо) В является 

матрицей малого ранга. Таким образом, матрица А является возмущением 

теплицевой матрицы.

Для решения уравнения Ау = / применим схему Шермана-Морриссона (см., 

напр., [8]). Обозначив г\ — В\у и зз = Взу (зх и зз - векторы размерности 

2т(ДО)ДО), перепишем эту систему в виде

31 — В1Т ] В1 •+• В] Т 1В3Я3 = Г)\Т * /,
(25)

33— В2Т 1 В] Я] 4- В2Т 1В2зз = В3Т

Легко видеть, что (25) - система с матрицей размерности (4т(ДО)ДО х 4т(ДО)ДО). 

Ясно, что матрицы А и Т невырождены, если оператор I — К обратим и чи

сло ДО достаточно большое. Алгоритмы решения систем с теплицевой матрицей 

размерности ДО х ДО имеют сложность порядка О(№) (ДО —» оо) (см. [5]). Для 

решения систем с матрицами размерности р х р общего типа существуют устой

чивые алгоритмы сложности О(р3) (р —» оо). Оценка матриц Т-1В, (։ = 1,2) 

при ДОт(ДО) —» оо —» оо) требует (см. [5]) О(т(ДО)ДО3) операций. Осталь

ные операции имеют меньший порядок О(№ + т(ДО)3ДО3), и, например, при 

тп(^ = О(АГ-1/3) общая сложность равна О(№^3). Однако, общая сложность 
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в некоторых случаях может быть сушественно уменьшена. Именно, если иметь в 

виду то, что значение Л,- = 4,-+1(0)-^։(0)) при |»| = ЛГ-1, .М-2,.очень 

мало по сравнению с Л, = у при |։| = 0,1,..., 0(ЛГ),У, то становится ясно, что 

нет необходимости в вычислении столбцов матрицы (» = 1,2). Для сохра

нения требуемой точности достаточно вычислить лишь столбцы при больших 

|*|, остальные найти метолом интерполяции, используя лишь 0(7/) операций на 

каждый столбец. Другой способ нахождения этих столбцов состоит в использова

нии формулы для резольвентного ядра уравнения (22) (см. [4]). Отметим также, 

что предложенные алгоритмы удобны для реализации на параллельных компью

терных системах. Реализация этих подходов лежит за пределами исследуемых 

в данной статье вопросов. Ниже на некоторых примерах мы покажем, что при 

вычислении по предложенному методу, по сравнению с методом, основанным на 

правиле средней точки, в принципе, возможно увеличение точности.

§3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Эффективность квадратурного метода была проверена для уравнения

(0.03+ (*֊ 0.8?) + (°-м+(, + 11-5)8) (26)

при

/1
= 21.99141165.... (26')

•1

Функция /(х) имеет резко выраженные пики в точках х = 0.8 и х — —0.5. Такие 

функции поддаются квадратурам с трудом, и поэтому удобны для тестирования 

(см., напр., [7]). Результаты некоторых численных экспериментов можно найти 

в таблицах 1-5. Результат применения правила средней точки для оценки 

интеграла (26') дап во втором столбце таблицы 3 (при 0=1).

Ниже через п обозначено общее число точек сетки, а через п' - число точек 

неравномерной сети.
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Таблица 1.

Ошибка 6П Для интеграла (26') с д = рз(х) при 0(п) = 1 - 2п */3.

п т — 4 5 6 8 10
8 2.0с + 0 1.7е+ 0 0.7е - 1 1.0е+ 0 1.6е + 0
16 2.8е —2 2.7е - 2 1.7е - 2 З.Зе-2 1.3е-2
32 1.9е — 4 2.0е - 5 1.9е —6 6.2е—5 1.4е —4
64 1.9е—5 2.0е - 7 3.0е-7 2.0е—6 7.0е - 6
128 2.3е — 6 6.5е —8 2.1е —8 9.бе—8 З.Зе - 7
256 1.3е —7 7.7е—9 9.1е—10 4.бе — 9 1.6е - 8
512 З.Зе - 8 2.7е - 11 2.9е —11 2.2е — 10 7.8е — 10
1024 3.7е - 9 2.5е — 11 2.2е —12 1.0е — 11 3.8е — 11

В таблицах 1-5 ошибка равна 6п = |7 — /п|, где 1п - приближенное значе

ние интеграла (26'). Результаты приводят к заключению о том, что применение 

полиномиальных функций <?г(х) предпочтительно ввиду слабого роста их произ

водных (см. оценку (16)). Кроме того, вычисление суперпозиций таких функций 

проще и точнее. Таблицы ясно показывают, что большая скорость уменьшения 

р(х) в х = ±1 требует большей гладкости в (—1,1).

В таблицах 2, 4, 5 для определения числа точек неравномерной сети мы 

должны применить лемму 2.

Таблица 2.

Ошибка 6п Для интеграла (26') г։ри 9 = (а։))» с 0(п) = 1 - 2п 1/3.

п т = 6 т = 8 т — 12 т = 16 п» = 24
8 1.3е—1 7.0е—1 1.6е + 0 9.5е —1 1.1е + 0
16 2.5е - 1 4.4е - 2 6.1е —2 5.8е —1 9.0е —2
32 9.0е —4 3.2е - 4 1.4е —6 4.4е —4 4.8е - 3
64 З.бе —7 5.7е — 10 9.3е - 9 З.бе-7 5.3е —5
128 4.3е —9 1.5е — 11 З.бе - 12 2.5е— 10 3.8е - 8
256 4.9е - 10 б.3е-13 4.2е— 14 1.4е— 13 4.2е—11
512 2.2е—11 1.8е — 14 3.2е— 14 1.1е — 14 8.5е—14
1024 4.0е — 13 5.Зе — 14 3.9е— 14 1.7е— 14 2.5е— 13
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Таблица 3.

Ошибка 6п для интеграла (26') при д = д3(х)

п 0=1 
МО)

0= 1 —2-п՜1/3 0= 1-п-1/з
МП М2) МО М2)

8 5.0« - 2 1.7е + 0 8.4е + 0 2.2е + 0 2.9е + 0
16 5.4« ֊2 4.0« ֊ 2 1.0е+0 4.5е - 2 1.4е - 1
32 1.3«-2 2.0е - 4 9.4е —3 3.8е -3 7.1е —4
64 3.2« ֊ 3 6.Зе —7 1.5е —6 1.1е —4 6.Зе — 4
128 8.1е —4 2.2« - 7 1.5«-7 2.9е —6 6.8е - 6
256 2.0« - 4 2.бе— 8 1.5е — 10 2.0е - 7 2.1е —8
512 5.1«-5 З.Ое - 9 1.8е—14 2.2е - 8 8.9е— 11
1024 1.3«-5 З.бе — 10 З.бе - 15 2.7е - 9 5.7« - 14

Таблица 4.

Ошибка 6п для интеграла (26') с д = Рз(5з(®)) при 0{п) = 1 — п

п 0п т = 6 т = 8 т= 12 т = 16 пт. = 24
8 0.5 1.9е + 0 1.4е + 0 4.2« - 1 1.4е + 0 1.9е + 0
16 0.6 8.Зе - 2 1.2е- 1 1.2е— 1 5.бе —2 0.8е - 2
32 0.68 З.бе - 3 б.Ое - 3 3.8е —3 2.9е - 3 З.бе - 3
64 0.75 1.2е —4 1.4е - 4 1.1е-4 1.0«-4 1.2е —4
128 0.8 4.1е —6 З.бе-6 4.0е —6 4.0« - 6 4.1е —6
256 0.84 2.1е —8 1.3е —8 1.9е —8 2.0«-8 2.1е — 8
512 0.88 7.9е — 11 6.2е — 11 7.5с -11 7.7е—11 7.8е — 11
1024 0.9 1.2е — 13 3.9е - 14 1.0е —13 1.1е- 13 1.2е— 13

Таблица 5.

Ошибка 6п для интеграла (26') при д = й(й(։))1 с 0(п) = 1 - п՜1^3.

п еп т = 6 т = 8 т = 12 т = 16 т = 24
8 0.50 2.8е + 0 1.9«+ 0 О.бе— 1 2.Зе — 1 1.1е + 0
16 0.60 5.Зе - 2 б.Ое-2 7.9е - 2 5.Зе—2 1.2е — 2
32 0.69 8.бе - 4 9.4е - 3 4.1е— 3 7.бе - 3 2.бе - 3
64 0.75 2.0е - 4 1.0« —4 1.6е —4 2.2е - 4 2.7« - 4
128 0.80 4.7е - 6 7.4е - 6 3.4« - 6 6.Зе—6 3.2е —6
256 0.84 5.8е — 8 2.Зе —8 2.8е —8 4.9е - 8 2.бе - 8
512 0.88 4.2« —11 1.5е —10 1.0«-10 б.9е — 12 б.Зе- 11
1024 0.90 3.1е—12 9.6е- 14 5.7е - 14 З.бе - 14 б.Ое-14

3.2. Точность предложенного метода решения интегральных уравнений прове

рена на следующих двух примерах.
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Задача 1.
X1(S ~ l/9 + (x-t)2)’ (26)

/i(x) = 1 - 3arctg[3(l + я)] - 3arctg[3(l - х)].

Задача 2.

. Гп + х] .Уз(х) = 1 - arcam —-— — arcam 1 —-— 1 .
\ ^ /

Ядра типа К1(х—1), имеющие резкие пики в точке х = 0, часто применяются 

в качестве тестовых (см., напр., [1]). Функция Яг(х) имеет особенность в точке 

х = ±2.

В таблицах 6 и 7 средпеквадратическая ошибка с!п и абсолютная ошибка 7П 

вычислены по формулам

1
( \ 2

^(»)= > (28)

7n(») = max|y(xt) - j/(xfc)|, (» = 0,1,2),

где {хп} ~ соответствующая п-сеть, у(х) - точное решение, а у(хп) - прибли

женное решение. В (29) при » = 0,1,2 имеем д = х (формула средней точки) и, 

соответственно, д = дз(х) и д = <7з(рз(®))-

Среднеквадратичная и абсолютная ошибки для задачи 1.

Таблица 6.

0=1 0 = 1 -2-J 0 = 1 — 2-2-i
п rfn(0) rfn(l) *n(2) 4(1) rfn(2)

7n(0) 7n(l) 7n(2) 7n(l) 7n(2)
8 1.3е— 1 1.7e - 1 6.4e - 1 3.6e - 2 4.3e + 0

1.7e — 1 2.4e - 1 9.0e— 1 6.6e — 2 5.0e + 0
16 4.5e —2 5.3e —2 З.Зе— 1 3.4e - 2 l.le-1

6.9e—2 7.6e —2 4.1e-l 4.2e - 2 1.4e— 1
32 1.0e-2 3.5e - 3 2.2e - 2 2.0e —3 8.1e—3

1.7e—2 5.0e - 3 2.7e - 2 2.7e - 3 9.4e—3
64 2.5e - 3 1.2e —4 2.2e - 3 1.2e-5 5.0e - 5

4.3e—3 1.7e - 4 2.9e - 3 1.5e — 5 5.9e—5
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Среднеквадратичная и абсолютная ошибки для задачи 2.

Таблица 7.

e= i 0=1 — 2-2-S 0=1 -2֊?
n 4.(0) rfn(l) M2) rfn(l) M2)

7n(0) 7n(l) 7n(2) 7n(l) 7n(2)
8 3.2e — 2 2.7e - 2 3.4e - 1 .2e — 1 6.1e— 1

3.4e - 2 3.8e —2 3.8e—1 1.4e —1 7.7c - 1
16 1.2c-2 J.9e—3 2.6e - 2 5.3e —3 4.7c - 2

1.3c —2 4.7c - 3 3.0c - 2 7.3e - 3 5.8c-2
32 4.8e —3 3.6e — 4 5.2c - 4 9.3e — 4 1.3c-3

5.2e —3 1.4e —3 6.3e — 4 3.2e — 3 1.7c ֊3
64 1.9e —3 1.0c-4 1.6e - 6 1.8e —4 2.1c-4

2.0e - 3 5.8e —4 2.1e —6 1.0c - 3 2.8c - 4

Предложенный подход эффективен, в частности, если ядро К(х) имеет 
особенности в точках х = ±2.

Таблица 8.

Среднеквадратическая и абсолютная ошибки 
для задачи 1 с д = дз^дз^х)) при 0=1-2- 2՜”/3.

Таблица 8 подтверждает предпочтительность применения полиномиальных 
функций д.

m = 10 m = 12 m = 14 m = 16
ds 6.5e —1 2.0e - 1 9.1c-2 1.2c—1
78 9.1c-1 3.1e-1 1.5e — 1 1.7e - 1
dis 1.6e —2 1.7e —2 7.9e —2 9.0e-2
716 1.9e —2 2.1c-2 l.Oe- 1 1.2e —1
d.sa 4.6e - 6 1.6e —4 2.3e —4 2.3e - 3
732 5.8e - 6 2.1c —4 3.0e —4 3.1e —3
d64 4.7c - 9 5.1e —8 l.le-7 2.4e - 6
764 6.0c-9 6.7e - 8 1.5e—7 3.2e —6

ABSTRACT. A development of a standard IMT-type quadrature method 
is applied to the second kind Fredholm equations with smooth displace
ment kernels. Rather good complexity and memory characteristics are 
demonstrated. Sherman-Morrison scheme for the solution of the perturbed 
linear algebraic Toeplitz system is used. Numerical examples are given.
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