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Խմբագրությունը խնդրում { այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա
կի Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա »Մաթեմատիկա» 
»Մաթեմատիկա» ամսագրում, հաչվի առնեք հետևյա/ կանոնները'

1. Հողվածների ծավայը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավեյի քան տեքստի 24 մեքենագրված Լչ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա- 
էր' Ո[ ավելի քան Տ-6 մեքենագրված էլ։

Մեկ տպագրական մամ ույը գերազանցող ծավա/ով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման րացաոիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոչմւսմրւ

• 2. Հոդվածները պետք ( ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ > կցեյ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռուսերեն •/եգոլներովէ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան /եգվովւ

3. Մեձատաո /ատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք ( ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էլի ձախ մասումւ

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվա*Ւ վերւ"^> ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում (' Հեղինակը, գրքի, անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում ւ

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փ»փո- 
խությոլնները (սրիգինայի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստւսցման ժամկետ համարվում Հ վերջնական տեքստի ստացման օրըւ

ճ. Հոդվածի մերժմոյն դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզարանումով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված 4 տվյալ աշխատանքը»

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը!
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 2Տ աոանձնատիսլերւ
եւմրագըոլթյան հասցեն' Երևան, Մարշայ Բաղրամչանի պող., 24 բւ Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։



МХИТАР М. ДЖРБАШЯН

НЕКРОЛОГ

Математика Армении понесла тяжелую утрату. 6 мая 1994 
года ушел из жизни выдающийся ученый, один из основателей ар
мянской математической школы, член Национальной Академии На
ук Армении, профессор Ереванского государственного университе
та Мхитар Мкртичевич Джрбашян. Его родители, спасаясь от 
геноцида 1915 года, переселились из Вана (в настоящее время в 
Турции) в Ереван, где 11 сентября 1918 года родился будущий 
математик. В 1936 году Мхитар Джрбашян поступил на физико- 
математический факультет Ереванского государственного универ
ситета, где его учителями были В. Торгомян и А. Шагинян. Буду
чи студентом, Мхитар проявил незаурядные математические спо
собности и сделал первые шаги в области самостоятельного науч
ного исследования. Решающую роль в формировании исследова
тельских интересов молодого математика сыграл блестящий курс 
лекций, прочитанный М. В. Келдышем во время его пребывания 
в Ереване в 1940 году. Окончив с отличием университет в 1942 
году, М. М. Джрбашян поступил в аспирантуру и в 1945 году за
щитил кандидатскую диссертацию ’’Некоторые вопросы предста
вимости аналитических функций”. При этом основой диссертации 
было исследование, начатое им еще в студенческие годы. Это бы
ла первая кандидатская диссертация в области математики, защи
щенная в Армении. Четыре года спустя М. М. Джрбашян защи
тил в Московском государственном университете свою докторскую 
диссертацию — ” Метрические теоремы полноты и представления 
аналитических функций”, которая была, высоко оценена его оффи- 
циальными оппонентами ֊ М. В. Келдышем, А. О. Гельфондом, 
А. И. Маркушевичем, а также другими ведущими советскими ма
тематиками. В 1953 году он был избран членом-корреспондентом, 
а в 1956 году действительным членом Академии Наук Армении.



Наряду с лекциями, которые М. М. Джрбашян читал в Ереван
ском государственном университете, он возглавлял исследователь
скую группу в Математическом секторе (1945 - 1955), а затем в 
Институте математики и механики (1955 1971) Академии Наук
Армении. За эти годы, благодаря интенсивной исследовательской 
работе М. М. Джрбашяна и его учеников, в Армении была создана 
школа комплексного анализа, ставшая широко признанной, и когда 
в 1971 был организован Институт математики Академии Наук Ар
мении, М. М. Джрбашян был назначен его директором. Трудно 
переоценить его вклад в становлении и определении направленно
сти научной деятельности Института. В 1966 г. М. М. Джрбашян 
основал настоящий журнал, главным редактором которого оста
вался вплоть до своей кончины.

М. М. Джрбашян внес существенный вклад в такие области 
классического анализа, как теория аппроксимации, интегральные 
преобразования, теория факторизации и граничных свойств меро
морфных функций, интегральные представления аналитических и 
целых функций, квазианалитические классы бесконечно дифферен
цируемых функций, теория интерполяции, гармонический анализ 
и граничные задачи в комплексной области. Он является автором 
более чем 200 публикаций в различных журналах и четырех моно
графий — ’’Преобразования Фурье” (Митк, Ереван, 1964), “Инте
гральные преобразования и представления функций в комплексной 
области” (Москва, Наука, 1966), ’’Harmonic Analysis and Boundary 
Value Problems in the Complex Domain” (Basel, Birkhauser, 1993) и 
’’Классы и граничные свойства функций, мероморфных в круге” (в 
соавторстве с В. С. Захаряном, Москва, Наука, 1993). Сегодня во 
многих странах специалисты используют его идеи, теоремы, пред
ставления ит. д.. Жизнь М. М. Лжрба.тттяна является примером 
беззаветной преданности науке. Трудно представить, что более нет 
среди нас Мхитара Мкртичевича, нашего коллеги, учителя, обая
тельной личности. Его память вечна в наших сердцах.

Редакционная коллегия



ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 
ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ

А. Г. Багдасарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №3, 1994

В статье доказаны теоремы вложения для пространств типа В и 
Е Никольского-Бесова и Лизоркина-Трибеля. Найдены необходимые 
и достаточные условия для таких вложений, а также вложений рас
смотренных пространств типа В и Г в пространство С непрерывных 
функций. Доказана теорема о следах функций пространства типа В, а 
также пространства Н типа Соболева-Лиувилля, порожденных неко
торым, вполне правильным многогранником, удовлетворяющим един
ственно условию, что п-ые координаты вершин вне Ш-п֊։ должны быть 
больше, чем 1/р.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья посвящепа установлению теорем вложения разных метрик 

и разных измерений для обобщенных пространств типа Соболева-
*

Лиувилля, В*типа Никольского-Бесова и Г*ч(ц-,ТЕЕп) типа Лизоркина- 

Трибеля, порожденных некоторыми весовыми функциями д(£). В дальнейшем, 

для краткости, эти пространства будем называть пространствами типов Н, В и 

F, соответственно. Отметим, что при д(£) = |£| эти пространства совпадают с 

соответствующими классическими пространствами.

Для пространств Соболева [V* первые результаты о вложениях были полу

чены С. Л. Соболевым [1]. Для пространств Никольского-Бесова В* д теоремы 

вложения были доказаны С. М. Никольским [2,3] (при д = оо) и О. В. Бесовым 

[4,5] (при 1 < д < оо). Эти результаты были применены в теории краевых задач 

для эллиптических дифференциальных операторов. Тем не менее, исследование 



5 < _ :, . • А. Г. Багдасарян

краевых задач для общих регулярных операторов требует рассмотрения про

странств типа Соболева-Лиувилля и Никольского- Бесова, порожденных вполне 

правильными многогранниками, зависящими от начального оператора (см. [6]). 

Пространства типа Н ранее были исследованы в [7], пространства типа В - в 

[8,9].

В данной статье доказаны некоторые теоремы вложения разных метрик для 

пространств типов II и В, а также теорема о вложении пространств типа Н и 

В в пространство С непрерывных функций. Доказана независимость нулевых 

классов от порождающих функций.

В §3 доказана теорема о следах для функций пространств ДДр;®,,) и 

Вр?(д;®п), порожденных вполне правильным многогранником, удовлетворяю

щим условию о том, что п-ые координаты вершин вне Кп_\ больше 1/р. Это 

условие в некотором смысле является также необходимым. Оказывается, что про

странство следов зависит только от проекции порождающего многогранника на 

®п_1 и от его вершин, ближайших к ®п-1.

§1 . ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Будем пользоваться следующими обозначениями : ТЩ., - п-мерное евклидо

во пространство, 2й+ - множество мультииндсксов, т. е. векторов а = («|,..., оп) 

с целыми, неотрицательными компонентами. При £ 6 ®п, а Е положим

п / П \ Ч?
= К1= Ее? , =

£=1 \«=1 /

®п = {х; х = (®!..... X, > 0, »= 1,2,.

Определение 1. бд — множество положительных функций р(£), бесконечно 

дифференцируемых вне пачала координат, таких, что । Пт р(£) = 0 и

1ГО“р(€)|<сд«)1 1 + рЮ>с'(1 + |еп, (I)

где с, и г —положительные постоянные.
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Нетрудно убедиться, что для функций из О'* наряду -с (1) выполнены 

соотношения Пт|С|_оо д(£) = оо, д(£) < с"(1 + |£|)г , с", г7 > 0.

Всюду ниже через с будем обозначать различные постоянные.

Определение 2. Пусть 1 < р, д < оо, Г - оператор преобразования Фурье и В - 

класс Шварца. Обозначим через ФР17(р;1Л„) множество систем функций {^4}^0, 

обладающих следующими свойствами :

а) <рк е 5(1^), (^)«)>0, * = 0,1,...;

б) Бирр/'>* С {< 6 П1л;2*-՛ <р(<) < 2*+1} , * = 1,2...

яирр^о с {£ е < 2};

в) £ (^)(4)=1,<6К„; 
4=0 •

Г) {^4}Г=0 6 Л-/Р1,. (2)

Отметим, что условие г) означает, что оператор Т :Т/ = Г՜՜' {Г<ркГ/} (/ = 

— {/*}4=о £ ^р(М> А € Л’, * = 0, 1,...) допускает расширение до непрерывного 

оператора из />р(/9) на Лр(/,). Определения пространств Лр(/,) и /?(ЬР) можно 

найти, напр., в [11]. Пример системы из ФР17(р;Ип) приведен в [12]. Для этого 

примера выполнено неравенство

11^>4||л/;= яир ||^4*/||£г < с, *=1,2,... (3)
11/11«.,=*

(см. [13]), где множество мультипликаторов Фурье типа (р,р).

Определим теперь основные функциональные пространства статьи, являю

щиеся обобщениями пространств Соболева-Лиувилля (Вр(д;П1„)), Никольско

го-Бесова (/?' 9(р; Ш,,)) и Лизоркипа-Трибеля (Вр?(д; Шп)).

Определение 3. Пусть 1 < р, д < оо, —оо < я < оо и ц 6 Ср՜. Далее, пусть Я՛ - 

сопряженное пространство класса Я Шварца и {<Р4)*^о € Фр,?(м;Шп). Положим 

а) = {/Е Я՛: ||/||я. = ||Р֊՛ [(1 + Да)''аР/] ||МПи) < оо},

б) = {/ 6 Я՛-. ||/||В;>, = ||/*Р4|Ь;(М < °°}'

в) = {/£.<?': М/* Мь,(';) < те}‘
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Замечание 1. 1. В определении пространств Н'л(р;1Пп) можно ограничиться 

системами {^} со свойствами а) — в) и оценкой (3) вместо свойства (2); 2. 

Пространства а), б), в) - банаховы и не зависят от выбора системы {р*}. 3. 

Класс Шварца плотен в этих пространствах.

§2. ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ РАЗНЫХ МЕТРИК

Лемма. Пусть 1 < р, ч < оо, -оо < з < оо и р 6 . Тогда

^р,т1п(р,д)(^1) ^р»(А*) ^р,тах(р,?)(/*)• СО

Доказательство аналогично случаю изотропных пространств.

Теорема 1. Пусть 1 < р < оо, рп и р\ £ ($. Тогда.

я) «р,,(Мо) = «р,,(Р1). 1 < 9 < ос>

б) ^"»(Мо) = 1 < 9 < оо,

Доказательство. Утверждение а) доказано в [14]. Утверждение б) докажем от 

противного. Пусть существует последовательность функций {А}^.0 € ^р,(М|) 

и число > 0 такое, что при любом е > 0 выполнено неравенство ||А||г" (д,) < 

< £||А11г",(до)- Не ограничивая общности, можно считать, что р < д. По 

доказанной лемме при г > 0 имеем ПЛНв֊;^) < е11/*11г°,(/<.,) < е||А||я;

Интерполяцией (см. [14], теорему 3) получаем 1|А|1в-;(,1։) < е||А||в;,,(рп), г > 0. 

Устремляя г к нулю, приходим к неравенству, противоречащему утверждению 

б). Тем самым, теорема доказана.

Теорема 2. Пусть 1 < р, д < оо, -оо < ди, < оо и д0,Д1 6 Со . Для того, 

чтобы имело место вложение

Томо) с • (5)

необходимо и достаточно, чтобы

(1+яй,‘/։(1+4)“։/։бА.. (в) 
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То же утверждение справедливо и для В -пространств, причем допустимы пре

дельные значения д = I, ос.

Доказательство. Случай «о = «| =0 рассмотрен в теореме 1, поэтому можно 

счита л., что я?, + я? / 0. Пуст։, имеет место соотношение (6). В силу теоремы 5 

из [10], а также (6) и (2)

{(I +/4) "'2 (1 + /4?) -‘"/2 /-V*}“ „ е {*»*}?=-. € ФРМ.

Ввиду теоремы I и изоморфизма оператора типа л иу вил ленского дифференциро

вания, при / £ /'р“ (ро) имеем

»;,№.) ~ И'՛’՜1 (1 +р?)'1/2/11а’0.(,ы) < с||/||р;;.{/։п),

где, как и всюду ниже, знак ~ обозначает двустороннюю опенку.

Пусть теперь имеет место вложение (5) и / 6 5(Ш.П). Тогда

11Р-'(1+<.;)''/։(1+мг)-"/։рл|г;>,><

< «ЦГ՜1 (1+«!) -/։ ^7Пг;.(„) ֊ (7)

Обозначим через Л/(Р17) множество мультипликаторов Фурье для классиче

ских пространств Лизоркина- Трибеля (в наших обозначениях это пространства 

А’Д, = ^7,,(к1)), т. с. Л/рл есть множество распределений Т 6 Я' таких, что для 

всех / е Я имеет место неравенство

Известно (см. [15]), что Л/(р>9) не зависит от я. Так как по теореме 1 /'’Д =

= ^рП,9(1€1) = ^Р,,(М|). то из (7) следует, что

0 + р?)*‘/2 (1 + До) * "/2бЛ/(рл).

Гем самым, соотношение (6) следует из включений (см. [15], пункт 2.6.6)

^(р,7) Мр С М2 — /.оо, 
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где Мр - множество мультипликаторов Фурье для классических пространств 

Никольского- Бесова.

Аналогично доказывается утверждение теоремы для [i -пространств, притом

с обычными видоизменениями при q = оо. Теорема 2 доказана.

Пусть С - пространство непрерывных функций с равномерной нормой. 

Имеет место

Теорема 3. Пусть 1 < р, q < оо, -оо < в < оо, 1/р + \/р1 = 1, l/q+ \/q' = 1 и 

р &Gq . Для того, чтобы имело место вложение

№ с С (8)

необходимо и доста точно условие

Г'О + д2)՜'7^^). (9)

Это утверждение остается в силе при замене класса Г на класс В. В этом случае 

q может равняться 1.

Доказательство начнем со случая Н-пространств. Пусть В* ?(р) С С. Тогда 

имеет место оценка

|/(0)1 < с1И1в;,.(д). f e S(lRn).

Ясно, что 6-функция Дирака принадлежит сопряженному пространству 

(Др,9(м))՜ = Тем самым

/ оо \
Е11/!’_1(1+а2)-,/2^11’Л ~||^-|(1 + м2)-'/211/л

\*=0 * •’

Необходимость условия (9) (с В вместо F) доказана. Пусть {у**}*?_„ 6 ФР17(р).
2

Положив = E ipt = 0, k < О, ввиду условий б) и в) определения 2 
2=-2 '

будем иметь

*<рк = <рк, *=0,1,.... (10)
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Следовательно. воспользовавшись неравенством Гёльдера получаем

1/1 =
ОС

52 + р2)-'/։Г^ * Г-|(1 + р2)'/аГ^4Г/
*=о
< с||Е '(1 + р2)-‘/2||в“, г(д) • П/11в;.,(д)"

Отсюда следует вложение (8) для Д-пространств.

Для /•’-пространств необходимость условия (9) доказывается аналогично. 

Для доказательства достаточности (9) заметим, что в силу (10) и неравенства 

Гёльдера

1/1 <1|/г-'(‘ + Р2)-։/2^1Ь,< * ПР-'и + д2),/2^е/||,. < 

<с||Г-1(1+я2)-‘/2||р. ,(д)-||/||р;,(д). (И)

Замечание 1. Использованное при доказательстве теоремы 3 равенство 

(Н* 9(р))' = ^\»(д) непосредственно следует из теоремы 1 [14] и теоремы 

3.7.1 [11]. Доказательство такого же равенства для /•’-пространств аналогично 

доказательству соответствующего утверждения для классов Л изоркипа-Трибеля 

(см. [15], пункт 2.11.2).

§3. ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ РАЗНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
1 ' *

Определение 4 (см. [6]). Непустой многогранник 14 с вершинами из ИГ,, назовем 

полным, если начало координат является вершиной Г4, и, кроме того, N имеет 

вершины на каждой оси координат. Полный многогранник N назовем вполне 

правильным, если положительны все координаты внешних нормалей его (п — 1)- 

мерных граней.

Определение 5. Полный многогранник назовем призмообразным, если он явля

ется частью вполне правильного многогранника, образованной его срезом гипер

плоскостью, параллельной Шп-։, и его вершины расположены только на 



12 А. Г. Багдасарян

и на этой гиперплоскости. Волне правильный многогранник назовем пирами

дообразным, если ее единственная вершина вне Н1п_| находится на п-той оси 

координат.

Пусть М - вполне правильный многогранник с вершинами ] = 

= 1,...^ ; а° = (0, ...,0). С N ассоциируем функцию

/ " \ 1/2
д(С) = • (12)

V-’ /

Если И - призмообразный многогранник с основаниями No С Ип-1 и С {в € 

€ Ш.п; хп = тп), то соответствующая функция д(£) примет вид

я(€)= Ш')+€Г(1 + р?(П)]1/2> е = (Г.€п), (13)

где ро(£') и д։(£') - функции, отвечающие многогранникам No и (см. (12)).

Отметим, что пирамидообразный многогранник можно рассматривать как 

призмообразный, с вершиной (0,..., О, т) вместо основания К।. Соответствующая 

функция имеет вид

д(€) = (д?(€,) + Йт)1/։- (14)

Функции вида (13) и (14) тоже будем называть, соответственно, призмообразны

ми и пирамидообраэпыми.

Для пирамидообразных функций теоремы вложения (для разных метрик и 

размерностей) доказаны в [8, 9].

Нашей целью является доказательство теорем вложения разных измерений 

(теорем о следах) для пространств типа Н и В, порожденных некоторым вполне 

правильным многогранником. В изотропном случае, когда все вершины много

гранника лежат на координатных осях и находятся на одинаковом расстоянии 

от начала координат, принятое нами условие пц > 1/р (см. теорему 5) совпада

ет с известным необходимым условием положительности верхнего индекса (см., 

налр., [16]).
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Определение 6 (см. [11]). Пусть Ло и - банаховы пространства. Оператор 

Я € Л(Ло, Л]) называется ретракцией, если существует оператор 5 £ £(Л1, Ло) 

такой, что ИЗ = Е, где Е - тождественный оператор из £(Л1,'Ло). Оператор 

следа определяем соотношением

(Тг/)(х,) = /(®',0), г/ = (х1,...,хп_1), /е5(Жп).

Следы остальных функций определяются с помощью предельного перехода.

Рассмотрим сначала случай призмообразных многогранников, т. е. про

странства Яр(р) и Яр Т(р) с д(£) вида (13). Отметим, что если в определениях 

пространств Н и В вместо (1 + р2)1/2 брать функцию

։/2

где сумма взята по всем вершинам многогранника, отличным от начала коорди

нат, то вопрос о бесконечной дифференцируемости можно обойти. В силу теоре

мы 2 при р € Со пространства, порожденные такими функциями, совпадают.

Теорема 4. Пусть функция порождена призмообразным многогранником, 

1 < р < оо, 1 < д < оо и т > 1/р. Тогда оператор следа есть ретракция

Доказательство. Представим функцию (1 4-р2)1/2 в эквивалентной форме

(I + даЮ)1/а ~ (1 + д?(€'))1/а
1 + М11ч )

Обозначим

1+^)=<ко=М(е')+й")1/։-
Тогда (1 + м2(£))1/2 ~ (1 + р?(£'))1/2 ՛ 0 + Р2(£))1/3 • Функция р(£) пирамидо

образна. Ввиду результатов [8,9] заключаем, что оператор следа есть ретракция 

из //'(р.П^) на П;,7(рт)”(р0;1ап-1) и из В^р-ТЕСп) на В^'^ТЕ^).
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Докажем прямое вложение для случая а). Пусть / е 5(Ю-„) и д(х') = /(х',0). 

В силу теоремы о следах для призмообразных функций и теоремы 6 из [14]

< с|1Л1н;(д-,п1«)»

где ^п_1 есть (п — 1)-мсрное преобразование Фурье.

Для доказательства обратного вложения воспользуемся оператором продол

жения из теоремы 3 [8]. Пусть /? такой оператор, действующий непрерывно из 

В^р{ртГ\ра^-1) в Н^р,^) (см. [8]), тогда, в силу свойства изоморфизма 

оператора типа лиувиллсвского дифференцирования (см. [14], теорему 0), имеем 

11Л1н*(япи) ~ +Д?)1/2Мя;(₽;пи) < с1^11^^М1.-(^)-'.;|1/(>.т).1П.|>_1у

Утверждение б) доказывается аналогично. Теорема доказана.

Рассмотрим произвольный вполне правильный многогранник 14. Пусть его 

вершины имеют п-ые координаты

0,т|,пз2,...,гп/у с 0 < т, < пз2 < ... < пгд-, тц > 0.

С многогранником К ассоциируем функцию

=

где функция 1 = Ь •••> М отвечает проекции М на гиперплоскость {ж £ 

6 ГО-г.՝; = п»]> а До(С) отвечает проекции 14 на Ш„_։. Наряду с р(£)

рассмотрим призмообразную функцию

м(€) = [мо«') + <п’П1(1+д?(0)]1/2, (ю)

отвечающую части многогранника 14, лежащей между и {ж Е К!,,; х„ = 

= т]. Имеет место 
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Теорема 5. Пусть I < р < ос, 1 < <] < ос и тп1 > \/р. Тогда пространство 

следов //^(п-.Л^) совпадает с пространством следов Н^(։р-,ЛСП'), а пространство 

следов Врсовпадает с пространством следов В^ ч(р;ЛСп).

Доказательство. Так как 1+р2(4) < с( 1 +^2«)), то имеем (см. [7]) Нр(у;ЛСп) С 

С //р(д;1Кп). С другой стороны, нетрудно убедиться в том, что

1 + «Л<) <«' [1 + ро(0 +£„2т~ (1 + м?(О)т"/т1(1 +м?и'))1_т"/т։] • (17)

Обозначим правую часть (17) через 1 + А2(£) и заметим, что ввиду (17) 

//|(А;П1п) С Нр^ЛЬп). Тем самым

ЯДА;П1„) С С //Дм;^), (18)

и в силу теоремы 4

= В^р [р'0-{рт'}՜' •д/('”П։);т,;_|) . (19)

Если обозначить (1 + д2(£'))т'*/”‘1 (1 + р2(^/))1-’"Л'^т’ = 1 + А2(£'), то получаем

ТгЯДд;1М = (мД(₽тл,)՜՛ • А;/(₽тл');1Нп_|) . (20)

Далее, в силу теоремы 2

йД (мД։/(рт1) •д}/(’>т։);1н«-1) = йД (д<1Г(ртл')՜1 •А։1/(рт"):1ип_1).

Из (18) — (20) следует необходимое утверждение для пространств Н. Доказа

тельство утверждения для пространств В аналогично.

Замечание 3. Прямые вложения теорем 4 и 5 можно доказать также с помощью 

“метода следов” вещественной интерполяции (см. [И], теорему 3.12.2). Необхо

димые при этом интерполяционные теоремы для пространств Н и В доказаны в 

[14]. Теорема о следах для пространств В, порожденных призмообразными функ

циями, установлена в [12].
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ABSTRACT. In the paper we prove some embedding theorems for 
several Nikolskii Besov and Lizorkin-Triebel type spaces В and F. We 
find necessary and sufficient conditions ensuring these inclusions and also 
the inclusion of the considered В ana F type spaces in the space C of 
continuous functions. Also we prove trace theorems for a В type space 
and a Sobolev-Liouville type space H, both generated by a completely 
regular polyhedron satisfuing the only condition that n-th koordinates of 
its vertices out of IRn-i are grater than 1/p.
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СУПЕРГАРМОНИЧЕСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ
НА ЗАМКНУТОМ МНОЖЕСТВЕ

Ч. Бенсуда, П. М. Готье

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №3, 1994

Согласно принципу локализации, при локальной аппроксимации 
имеет место глобальная аппроксимация. В статье установлена такая 
теорема и рассмотрены некоторые ее следствия.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Равномерные и касательные аппроксимации на неограниченных множествах 

изначально исследовались в основном при аппроксимации аналитическими функ

циями II. У. Аракеляном, А. А. Нерсесяном и другими (см., напр., Гаер [13]). 

Аналогичные задачи гармонической аппроксимации были рассмотрены А. А. 

Шагиняном и А. А. Нерсесяном. Результаты данной работы относятся как к 

гармонической, так и к субгармонической аппроксимациям.

Пусть П - направленная, связная, некомпактная риманова поверхность в С°°. 

Пучок ростков непрерывных функций Л. и решений лапласиана индуцирует на 

П гармоническую структуру Брело (см. [3], пункт 8). Для любого подмножества 

Л СП предположим, что А, .4°, дА и .4', соответственно, замыкание, внутрен

ность, граница или тонкая внутренность /1. Пусть С(А) и Л(А), соответственно, 

пространства непрерывных функций на Л и сужений на .4 функций, гармони

ческих в окрестности А. Обозначим через <5(А) (соответственно, через 5е(А)) 

выпуклый конус сужений на А функций, которые в некоторой окрестности А

Данное исследование финансировано КБЕДС (Канада) и ГС А R (Квебек).
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супергармоничны (соотв. супергармоничны и непрерывны). Далее, положим 

5о(Д) ~ {« 6 С(А) : «|л0 6 5(Л0)}

и -
Яо(А) := {Л 6 С(А) : Лц, е«(А0)}.

Для любого семейства Т’(А) функций, определенных на А, обозначим через 

/■+(4) подсемейство (строго) положительных функций и через Т'(А) — замы

кание 77(А)ПС(А) вС(А) в топологии равномерной сходимости. Будем говорить, 

что функция а из С2 является (строго) супергармонической, если ее лапласиан 

(строго) отрицателен.

Для любой области Я комплексной плоскости А. А. Нерсесяном [31] были 

исследованы функции, непрерывные на множестве Е, гармонические внутри и 

ограниченные на границе. С помощью гармонической меры он получил условие 

интегрируемости, при выполнении которого такие функции являются пределами 

функций, гармонических на всем Я. Следующая теорема является теоремой типа 

локализации.

Теорема 1 (о локализации [19]). Пусть Е - замкнутое множество из Нии 

функция, определенная па Е. Если каждая точка х £ Е обладает окрестностью 

Ух С Я такой, что и|впУх 6 Зе(Е П Ух), то для любой строго супергармони ческой 

функции гт £ 3+(Е) и любого € > 0 существует и Е Зе(Е) такое, что |и — н| < со

на Е.

В силу принципа максимума (доказанная ниже теорема 5), утверждение те

оремы 1 о локализации остается справедливым даже если вес <т попросту су

пергармоническая функция, а не строго супсргармоничсская функция. С другой 

стороны, тонкая теория потенциала дает иную харак теристику функций, допус

кающих приближение; Тем самым, следующая теорема обладает двумя версиями 

супергармонической и гармопической.
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Теорема 2. Пусть Е замкнутое множество из £1 и и - функция, определенная 

на Е. Тогда следующие утнерждения равносильны :

(а) любая точка х € Е обладает лежащей в Я окрестностью 14 т акой, что 

“|кпу. € Зё(7? Л 14) (соответственно, Н|сп„ж 6 Н(Е Л 14)) ;

(б) для любых з Е 5+(Е) и е > 0 существует V 6 3С(Е) (соотвезетвепно,

V 6 ?!(Е)), для которого |и — н| < ез на Е ;

(в) и е <$С(Е) (соответственно, и е 7/(7?)) ;

(г) и 6 С(Е) и и|я, супергармоническая (соотв. гармоническая) функция на 

внутренности Е‘ в тонкой топологии.

Отмстим, что в гармонической версии теоремы 2 эквивалентность д О а 

позволяет распространить на замкнутые подмножества римановой поверхности 

результат, ранее установленный П. М. Готье, В. Хенгартнером и М. Лабёчем [21] 

для открытых множеств из Ш.՞1 и для римановой поверхности. Эквивалентност ь 

л О й установлена Л. Дебайардом и Б. Гаве [11], для компактных множеств из 

П1т. Они были позже установлены П. М. Готье и С. Ладусе [23] для замкнутых 

множеств из ПТ", а затем Т. Багби и П. Бланше [3] - для некоторой римановой 

поверхност и. Эквивалентность в <=> г как в супергармонической, так и в гармони

ческой версиях была установлена для компактных множеств в аксиоматической 

теории Блайлтнером и Хансеном [8].

Из содержащейся в теореме 2 характеристики функций, допускающих при

ближение. вытекают некоторые следст вия, унифицирующие последние результа

ты многих авторов. Будем говорить, что открытое множество и грипово, если 

оно облагает функцией Грина бу. Отметим, что любое замкнутое множество, 

лежащее в 0, имеет базис, состоящий из окрестностей Грина. Из теоремы 2 вы

текает

Следствие՝. 1. Условия теоремы 2 эквивалентны условию
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(д) для любой окрестности Грина У из Е, любого £ > 0, и для любого 

р&У\Е существует V € 3С(Е) (соотв., V £ Я(£)), такое, что на Е

|и — «| < £шГ{Су (•,₽), 1}.

В случае, когдаЯ - область в комплексной плоскости, В. У. Аракеляном [1, 2] бы

ла дана характеристика замкнутых множеств Е, на которых любая непрерывная 

функция, голоморфная внутри, является равномерным пределом функций, голо

морфных на всем Я. В гармоническом случае Л. А. Шагипяпом [32] была дана 

характеристика пар (Я, Е), где Я - область из ПЦ՞, а Е - замкнутое множе

ство из Я, для которого любая функция из С(Е) есть равномерный или весовой 

предел функций из И(Я). Недавно С. Дж. Гардинером [14] были исследованы 

супергармонический и гармонический случаи в Ш.т. Будем творить, что за

мкнутое множество Е С Я допускает равномерную супсргармоническую (или 

гармоническую) аппроксимацию, если 5П(Ь') = 5С(Е) (или 'Н.ц(Е) = Н(Е)). Та

кое множество допускает локально-равномерную супергармоническую (или гар

моническую) аппроксимацию, если любая точка х 6 Е обладает лежащей в Я 

окрсстносз'ыо V* такой, что

$„(ЕЛ 14)=Зс(£П V։) (или ^п(£П1',)=7?(ЕП14)).

В компактном случае замыкания ограниченных областей из Ш'п, допускающие 

равномерную аппроксимацию, были описаны М. В. Келдышем [28] в 19-И голу. В 

1949 году Дж. Дени [10] получил ту же хатрак геристику для любого компактного 

множества К С Ш.՞1, а именно : П?.’п\7<՜ и Л<т\/<(| должны быть разреженными в 

тех же точках. Будем говорить, что замкнутое множество Е С Я келдышепо, если 

Я\/? и Я\/?п являются разреженными в одних и тех же точках. В качестве второго 

следствия к зеорсме [2] мы характеризуем замкнутые множества, допускающие 

равномерную супергармоническую и гармоническую аппроксимации.



Супергармоническая аппроксимация на замкнутом множестве 21 

Теорема 3. Пусть Е - замкнутое множество из Я. Тогда следующие утвержде

ния равносильны :

(а) Е допускает локально-равномерную супергармоническую аппроксима

цию ;

(б) Е допускает равпомерную супергармоническую аппроксимацию;

(в) Е допускает локально-равномерную гармоническую аппроксимацию;

(г) Е допускает равномерную гармоническую аппроксимацию;

(д) Е келдышево.

Отметим, что эквивалентность г д является обобщением результата Кел

дыша и Дени для случая замкнутых множеств. Эта эквивалентность была уста

новлена для замкнутых множеств из Е.՞1 М. Лабрёчем [29] в 1982 году. Им также 

была дана другая версия этой характеризации в терминах емкости, обобщающая 

результат А. А. Гончара [24. 25]. Для компактных множеств из Ш.т, допускаю

щих равномерную гармоническую аппроксимацию, ими был получен результат, 

аналогичный теореме Витушкина [35] для компактных множеств из комплекс

ной плоскости, допускающих голоморфную аппроксимацию. Связь между этими 

двумя результатами остается неясной [22]. Недавно эквивалентность г <=> д была 

установлена Т. Багби и П. Бланше [3] для римановых поверхностей. Эквивалент

ности б г О д были установлены для компактных множеств в аксиоматическй 

теории Дж. Блайдтнером и В. Хансеном [8, 26]. Эквивалентности а о в <=> д бы

ли доказаны Ч. Бенсудой [6] для замкнутых множеств в аксиоматической теории 

Брело.

Представляет интерес рассмотрение замкнутых множеств, допускающих как 

равномерную аппроксимацию, так и аппроксимацию с произвольным непрерыв- 

ным весом. Т. Карлеманом [9] в 1927 было показано, что любая непрерывная на 

вещественной оси функция допускает равномерное приближение целыми функ

циями с любым непрерывным весом. В этом смысле Ш. - множество Карлемана 
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на комплексной плоскости. В случае, когда П есть область на плоскости, Н. У. 

Аракеляном [1, 2] дана характеристика замкнутых областей Карлемана с пустой 

внутренностью. Позже А. А. Нерсесян [30] характеризовал замкнутые множества 

Карлемана. При этом, он использовал условие С, введенное в 1969 (после Кар

лемана) П. М. Готье [18], называемое также условием длинных островов (см. 

[4]). Замкнутое множество Е С О удовлетворяет условию С, если для любого 

компактного множества К С П существует компактное множество С П такое, 

ч то каждая связная компонента внутренности Ер, имеющая непустое пересече

ние с К, содержится в <2- Ниже мы будем говорить, что замкнутое множество 

Е С И допускает касательную супергармоническую (или гармоническую) ап

проксимацию, если для любой непрерывной в Е функции е со значениями в (0,1] 

и любой функции и 6 Зо(Е) (или и е 7{»(Е)) существует функция и € 5е(£) (или 

и 6 7/(2?)) такая, что |и — ц| < е на Е.

Третьим следствием теоремы 2 является характеристика множеств, допус

кающих касательную гармоническую аппроксимацию.

Теорема 4. Пусть Е - замкнутое множество из П. Тогда следующие утвержде

ния равносильны :

(а) Е допускает касательную гармоническую аппроксимацию;

(А) Е допускает касательную гармоническую аппроксимацию и удовлетво

ряет условию С;

(у) Е - келдышево замкнутое множество, удовлетворящее условию С.

В теореме 3 содержится эквивалентность (3 <=> 7. Недавно эквивалентность 

а <=> 7 была доказана С. Дж. Гардинером [15] для замкнутых множеств из 

ПГ”. Импликация 7 => а показана в [17]. В силу леммы 2 и рассуждения о 

.единственности (см. [17, 18]), импликация 7 => а представляет собой следствие 

теорем 2 и 3. Ниже мы докажем а => 7.
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В [17] нами найдена также касательная супергармоническая (или гармони

ческая) сильная аппроксимация : для любой функции и 6 5п(Е) (или и б 7<0(^)) 

и любой непрерывной функции е со значениями в (0,1] существует функция 

v б 5С(А') (или v б ЩЕ)) такая, что u<v<u + e на Е. Показано также, 

что условие 7 эквивалентно двум следующим :

(а) Е допускает касательную супергармоническую сильную аппроксимацию ;

(б) Е допускает касательную гармоническую сильную аппроксимацию.

Таким образом, остается открытым вопрос - вытекает ли из возможности 

касательной су пер гармони ческой аппроксимации условие С о длинных остро

вах ?

Для é-супергармонических функций (разности двух су пер гармонических) 

рассуждение о единственности не верно. Поэтому, если ограничиваться замкну

тыми множествами, удовлетворяющими условию С, то во всех допустимых слу

чаях эквивалентны следующие утверждения :

(1) Е допускает равномерную аппроксимацию ;

(2) Е допускает касательную аппроксимацию ;

(3) Е допускает касательную сильную аппроксимацию.

Это утверждение уже было доказано для некоторых замкнутых множеств, на

званных “chapelets” [7].

§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Регулярная область Æ, лежащая в П, обладает функцией Грина Gr. Следуя 

Т. Багби и П. Бланше [3], обозначим 
’ * • • .

Gn = linn (7д, н—п

I де К меняется в классе регулярных областей из П. Если функция 6'п тожде

ственно не равняете 
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рить, что открытое множество U обладает функцией Грина, если любая компо

нента 1Г области U обладает функцией Грина Gw- Тогда будем считать, что 

fju(.p,q) = û'iv(p, q), если р и q принадлежат одной и той же компоненте 1-Г, в 

противном случае положим Gu(p,q) = 0. Если II - регулярная область из П, то 

для любою положительного € С“(Л) функция

Р^(х) := ! у}<р(у) dv(y) (Vx G Л),

где՜» - емкостная мера на Q [3], принадлежит С”’0 па Н и се лапласиан равен — 

(см. [3, теорема 4.8]). Тдким образом, P'ft супергармопичиа на lt и гармонична 
»

вне носителя ça. Pft называется поте.пциалпм Грина <р на 1t. Отметим, что РЦ 

сходится к 0 на ÔR. Чтоб убедиться в этом, предположим, что V - компактная 

окрестность supp(p) и j/n Е V. Рассмотрим класс {6’д(х,-) : х Е //.\1 '} функций, 

гармонических на V. В силу неравенства Гариака, существует постоянная г > 0 

такая, что

6’я(х, </) < г Gk(t., j/а) (Vj/ Е snpp(p) и Vz Е lt \ И).

Пусть Q обладает функцией Грина 6'п, и пусть величина р Е С,7°(П) положи

тельна. Рассмотрим исчерпывание (Itj)j области Q регулярными областями. 

<р Е для достаточно больших j. По теореме о монотонной сходимости, по

следовательность (Ед )j сходится к пределу Pfi, названному потенциалом Грина 

р на Q. Отметим, что такие потенциалы на П обладают такими же свойства

ми, что и потенциалы регулярных областей. Далее напомним, что наибольшая 

гармоническая миноранта потенциала Грина - тождественный нуль.

Теорема 5 (Принцип максимума). Если Q обладает функцией Грина, то для 

любой положительной функции <р Е Сц(Я) и любой функции я Е 5+(П)

< ■* на •ч,։РР(у>) => — s вс>°лу на П.
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Доказательство. Пусть К = зирр(р), х € 9\ К, и пусть регулярная область 

К представляет из себя окрестность К и {х}. Так как Р^ < Р£, то Р£ < я на К.
X

Ясно, что функпия я— Рц супергармонична на Н\К и положительна па 3(Л\/С).

По принципу минимума,этафункпия положительна всюду на Н\К. В частности

Рп(х)<я(х) ПРИ хеН\К. (1)

Переходя к пределу (Н сужается до 9), получаем, что неравенство (I) справед

ливо па $2 вместо 11.

Замечание 2. Если 9 обладает функцией Грина, то при любом я 6 5+(9) 

существует потенциал а из С’°°, строго супергармоничный на 9 и такой, что 

гт < я всюду на 9.

Доказательство. Пусть я 6 5+(9). Рассмотрим разложение единицы (^п)>։>| 

на 9. При любом п > I существует положительная постоянная «п такая, что

«п/п' < '>пГ(1,я)/2п на вирр(^п).

По принципу максимума (теорема 5), (2) справедливо па всем 9. Рассмотрим 

поч-епниал

17 У? лп/’п“- ■ ,
п>|

Веря достаточно малое п„. можем посчитать па любом листе производную 

почленно. Тем самым, лапласиан поч'енциала а удовлетворяет условию

-Д<7 = ^а„<рп. (3)

Так как (9г„),։>1 - разложение единицы и.з класса С°°, правая сторона (3) есть 

локально-конечная сумма функций из С°°. .Следовательно, функция а принадле

жит С°°, строго супергармонична, и я преобладает над пей на 9.

Доказательство следующей леммы основано па технике, использованной С.

Дж. Гардинером [14].
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Лемма 1. Пусть Е - замкнутое множество, лежащее в Я, я 6 5+(Е), и / ֊ ве

щественнозначны на Е функция. Тогда следующие утверждения равносильны :

(а) при любом е > 0 существуют и+,и. 6 5(Е) такие, что
. * ֊ ’Ч

Г / - £ я < в+ </ + е я на Е 
\ —/ — с я < в_ < —/ + е я на Е;

(б) при любом е > О существует Л 6 ЩЕ) такое, что

/ - ея<К</ + €я на Е.

Доказательство. Пусть выполнено (а). Тогда для любого е > 0 существуют 

«+,«- 6 £(/?) такие, что

Г / - а < «+ < / + 1 а на Е
1 я < V- < —/ + | я на Е.

В частности
е

О <«+ + «-+֊« на Е. . (4)

Так как «+ +н_ + | а есть непрерывная снизу функция на Е, то существует 

окрестность IV множества Е, на которой справедливо (4). Тем самым, функция 

—(ц_ + ^я) субгармонична и миноризирует функцию ։1+ + --я, супергармоническую 

па IV. Далее, существует Л 6 7/( 1У) такое, что

—(«- + у«) < Л < «+ + 7« на IV. 4 4

При х 6 Е имеем

р
Л(Ж) - /(«) = (ЛМ - «+(«)) + ("+(я) - /(*)) < 2 Ф) < £■ *(*): 

/

Л(®) - Я®) = (Л(«) + «-(։)) - («-(«) + Я®)) > «(®) > -с я(®)-

Следовательно, Л € И(Е) и / -£ а < Л < / + е а наЕ. Обратное утверждение 

следует непосредственно, если подставить «+ = Л и н_ = —Л. .
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В завершение этого параграфа приведем еше два результата. Нижеследую

щая лемма 2, устанавливающая в некотором смысле единственность (см. [18]), 

была доказана в И”1 С. Дж. Гардинером [15]. Тем же способом ее утверждение 

может быть доказано для римановых поверхностей. В более общей формулировке 

нами она доказана в [17].

Ломма 2. Пусть Е - замкнутое множество, лежащее в Я. Если для любой 

функции е, непрерывной в Е и со значениями в (0,1], существует в 6 $+(Е) 

такое, что 0 < я < е на Е, то Е удовлетворяет условию С.

Второй результат - нижеприведенная теорема, доказанная Дж. Блайдтнером 

и В. Хансеном [8] в общей формулировке (см. [12]).

Теорема 6. Пусть Е ֊ компактное множество, лежащее в Я, и пусть и - 

функция, определенная на Е. Тогда следующие утверждения равносильны :

(а) и 6 5е(Е) (соотв., и Е Н(Е')).

(б) и £ С(Е) и и|я, супергармопично (соотв., гармонично) на внутренности 

Е' в тонкой топологии.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Доказательство супергармонического случая теоремы 2.

а => б является прямым следствием теоремы 1 локализации и замечания 2, 

так как любое правильное, замкнутое множество, лежащее в Я, имеет окрест

ность И, обладающую функцией Грина.

б => в легко следует, если в качестве весовой функции в взять постоянную 

(например, в = 1).

в => а тривиально.

а => г. Если справедливо утверждение (а), то ясно, что и 6 С(Е). Пусть х 6 

6 Е'. Тогда существует компактная окрестность 1УГ точки х такая, что «|впи,ж € 
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6 Зе(ЕП И-х). Поскольку EՈWг- компакт, то по теореме 6 функция и|(вп|у>), 

супергармонична на (Е П И4)' в тонкой топологии. Тем самым, и супергармо

нична в тонкой окрестности х. Так- как х - произвольная точка из Е', отсюда 

следует утверждение (г).

я => а. Пусть справедливо утверждение (г), пусть х € Е и V* - компак тная 

окрестность х. Тогда ЕПУХ - компакт, и функция “|(впу.ж), супергармонична на 

(Е’Л 14)' в топкой топологии. По теореме 6, и|вгп,ж 6 5е(ЕП 14), и утверждение 

(а) справедливо ввиду того, что х - произвольная точка из Е.

Доказательство гармонического случая теоремы 2. Импликации п п =>

а тривиальны, а эквивалентность а <=> г та же, что в супергармоническом случае.

а => б. Пусть справедливо утверждение (а). Тогда для любой точки х £ Е 

существует окрестность Ух такая, что ±иц/гпУ։) 6 $с(Е А 14). Предположим, 

что з £ 3+(Е) и е > 0. Тогда из супергармонического случая (б) следует, что 

существует 1»+, и_ 6 Зе(Е) такое, что

Г и — е 1пГ(я, 1) < «+ < и + е 1пГ(а, 1) на Е,
1 — и — е 1пС(я, 1) < V- < — и + е шЦя, I) на Е.

В силу леммы 1 существует Л 6 'Н.(Е) такое, что и — етЦя, 1) < Л < м-|-е!пГ(8, 1) 

на Е. Следовательно, |и — /*| < е я на Е. Гармонический случай утверждения (б) 

доказан.

Доказательство теоремы 3. Отметим, что эквивалентности а л <=> я <=> д 

установлены в [3] и [5].

д => б. Пусть верно (д). Если и е Зо(Е), то и 6 С(Е) и, в силу теоремы 2, 

достаточно показать, что «|в, супергармонична на Е' в тонкой топологии. Для 

этого предположим, что х 6 Е'. Тогда Е - окрестность х и П \ Е разрежена в х.
7

По (д) то же самое верно для П\Я°. Следовательно, £и\{х} - тонкая проколотая 

окрестность х. Так как функция и непрерывна, то она локально ограничена. Да

лее, поскольку изолированная точка {л} - полярное множество в П, то по теореме 
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об устранимой особенности супергармонических функций и обладает супергар- 

мопическим продолжением в х. Так как функция и определена и непрерывна в х, 

то она является продолжением самой себя. Поэтому и супергармонична в х. Да

лее, так как х произвольно в Е', то и^, - супергармонична на Е'. Из теоремы 2 

следует, что и 6 5С(Е). Утверждение (б) справедливо, поскольку и произвольно 

в &,(£).

6 => г. Пусть верно (б). Предположим, что е > 0 и /6 7£0(^). Так как 

±/ 6 3С(Е), то существуют «+,«- 6 8е(Е) такие, что

Г / — £<«+</ + £ на Е,
1—е < «_ < —/ + е на Е.

13 силу леммы 1 существует Л € 'Н.(Е'), для которого

/ —£<Л<и + е на Е.

Следовательно, \/— Л| < е на Е. Отсюда заключаем, что / Е ЩЕ). Поскольку / 

произвольно в Н^Е), утверждение (г) доказано.

Доказательство теоремы 4.

7 <=> 0 => а в силу теорем 2, 3 и леммы 2.

а => 7. Любое замкнутое множество, допускающее касательную гармони

ческую аппроксимацию, необходимо допускает равномерную гармоническую ап

проксимацию и, по теореме 3, оно келдьппево. 'Гем самым, остается доказать 

необходимость условия С. Будем исходить из обратного. Предположим, что Е - 

правильное, замкпутое множество, лежащее в П, но не удовлетворяющее условию 

С.

Этап 1 : существуют компактное множество Ь, исчерпание компактных мно

жеств (7<п)п>1 и последовательность связных компонент (Гп)„>| из Е" такие, 

что
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2) к„ с кХ+1 (Уп О»

3) ю = ип>1 ^Г1՛

4) /, Л Г„ / 0 и Г„ \ Кп ± 0 (V» > 1).

Таким образом, если игнорировать некоторую подпоследовательность, то суще

ствуют последовательность (хп)п>1 из Е Л Ь, сходящаяся к ж», и последователь

ность (к.)п>। открытых множеств таких, что жп £ /, П Гп и Г'п С Г„ \ К„ при 

любом п > 1. Пусть Л 6 ЩЕ). Тогда существует шар В, т. с. параметриче

ская окрестность жо, такой, что Л 6 ТЦВ). Следуя Т. Багби и П. М. Готы: [5]. 

заключаем, что для любого п > 1 существует 6„ > 0 такое, что

аир |Л| < 6п => |/?"Л(ж„)| < 1/п (\/|а| < п). 
։«

Следовательно, ЛаЛ(жц) = 0 для любого мультииндекса а. Отсюда вытекает, 

что Л - тождественный ноль па В. Что касается последовательности (йп)п>1 на 

Е. существует непрерывная функция е со значениями в (0, 1] такая, что € < Л„ 

па (Ун > 1).

Этап 2. Пусть По окрестность Е, обладающая функцией Грина б'ц. Рассмо

трим последовательность (ап)„>1 из Яп \ Е такую, что любая точка из дЕ 

предельная точка последовательности (ап )п>ь Существует последовательность 

(^п)«>| такая, что ряд £2П>1 Яп) равномерно сходится на любом ком-

пактном множестве, лежащем в Е. Тогда этот ряд задает функцию / 6 

и не допускает гармонического продолжения в окрестность любой точки из дЕ. 

Поскольку Е допускает касательную гармоническую аппроксимацию, то суще

ствует Л| £ 'Н(Е') такое, что |/ — Л|| < е/2 на Е. Так как /ц / / на В П Е. то 

существует у £ ВГ}Е такое, что /(</) / Л] (у). Аналогично, существует Н2 £ ?/(/?) 

такое, что

|/-Ла|<֊{тГ(£,|/(у)֊А|(»)|)} на Е.

Следовательно, |Л| — /։2| < г на £’, т. е. Л։ = Л2 па В. Поэтому |/(у) — Л։ (у)| <
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< (j/)|, и получаем противоречие. Таким образом, условие С необходимо

удовлетворено.

ABSTRACT. According to the localization principle, local approximation 
implies global approximation. We state a theorem in this direction as well 
as several corollaries.
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ЗАКОНЫ ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА 
ДЛЯ ОПЦИОНАЛЬНЫХ МАРТИНГАЛОВ

К. В. Гаспарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, № 3, 1994

В статье дана характеристика множества сходимости для опцио
нальных локальных мартингалов в (строго) предсказуемых терминах, 
что является распространением на опциональный случай результатов, 
полученных ранее Ю. М. Кабановым, Р. Ш. Липцером и А. Н. Ши
ряевым в [8] для са<11ар мартингалов. Получены законы повторного 
логарифма для локальных и локально квадратично-интегрируемых 
опциональных мартингалов. Доказательства проведены по известной 
схеме Д. Лепингля [9], с использованием вспомогательных экспонен
циальных супермартингалов и соответствующей модификации леммы 
Бореля -Кантелли.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Данная статья продолжает начатое в работах [1, 2] исследование асимпто

тических свойств так называемых опциональных мартингалов. Исследуются в 

основном множества сходимости и законы повторного логарифма. При этом, нс 

предполагаются выполненными "обычные” условия о непрерывности справа и Р- 

полноте фильтрации Г = (Т7;)։»^ стохастического базиса (Я,^7, Р = (^«)е>п, /’). 

Предполагается, что траектории опциональных мартингалов при любом I > О 

имеют оба односторонних предела (см. [3]) (процессы из пространства Ia.gla.cl), 

в отличие от рассматриваемых обычно сасИа^-мартингалов, траектории кото

рых при любом I > 0 непрерывны справа и имеют пределы слева. Отметим, что 

основы теории опциональных мартингалов были заложены Л. И. Гальчуком в 

работах [4 -7].

Статья состоит из трех параграфов, из которых §1 содержит необходимые 
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обозначения и общие понятия. Второй параграф содержи т характеризацию мно

жеств сходимости для опциональных и локально квадратичпо-ингсгрируемых, 

опциональных мартингалов. Условия сходимости даны в терминах строгой пред

сказуемости, посредством компенсатора некоторого вспомогательного. возраста

ющего процесса Di (см. (1.4)) для опциональных, локальных мартингалов (те

орема 2.1), или посредством квадратичной характеристики для опциональных, 

локалально квадратичпо-интсгрирусмых мартингалов ( теорема 2.2). Эти разул ir- 

таты являются распространениями на опциональный случай результатов, полу

ченных ранее К). М. Кабановым, Р. III. Липцером и А. И. Ширяевым [8] для 

cadlag мартингалов. Третий параграф основан на результатах §2. Здесь доказа

ны законы подгорного логарифма для опциональных мар тингалов ( теоремы 3. | и 

3.2), при условии интегрируемости скачков. Рассмотрены вспомогательные экс

поненциальные супермартингалы (леммы 3.2 и 3.3) и использована модификация 

леммы Вореля Кантелли, доказанная в [2] (лемма 3.4). В §3 резульгяи.1 Л. Лс- 

пингля (см. [9]), установленные для cad lag-мартингалов, распространяются на 

случай опциональных мартингалов.

§1 . НЕОБХОДИМЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Всюду ниже через (П,^՜./*’ = (Jj)t>u, /') будем обознача ть стохастический 

базис, где 7՜ есть Р- полная гт алгебра, /•’ = (^)/>ц произвольный неубываю

щий поток а-подалгебр У {У, С У[ С У, I > ,ч > (i). а Р вероятностная мера. 

Примем следующие обозначения :

/'+ = (^ч+)<>(|, где У,+ = ;

Р и 0(0+) - а алгебры предсказуемых. 0(0+) опциональных множеств, по

рожденные, соответственно !•' согласованными caglad процессами (с непрерыв

ными слева траекториями, имеющими пределы справа) и /'’(/՛+) согласованными 

cadlag процессами. Те же обозначения будут использованы для соответствующих 

множеств измеримых процессов;
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Р, множество строго предсказуемых процессов (X = (А'()(>0 £ Р,, если 

X £ Р и существует процесс Л'+ = (А'։+)<>п € О, где Х«+ = 1ЬпА'։.) ;

Т, Тр и Т+ множества /•’-моментов остановки (м. о.), Р-предсказуемых м. 

о. и Е+~ м. о. соответственно;

V'+ и 4j£c соответственно, множества соответственно возрастающих и 

локально интегрируемых, возрастающих процессов (Я 6 если .4 6 |/+, 

/'’ согласовано и существует последовательность (/4,)n>i С ?+, /4, Î сю п. и. 

(почти наверняка), и /?Яд + < оо для любого п > I.) ;

V' и Л|ос соответственно - множества соответственно всех процессов ограни

ченной и локалыю-интегрирусмой вариации (Л £ Л|ОС, если Л F-согласовано и 

существует последовательность (ftn)n>i С Т+, Пп | оо п. и., и при любом п > 1 

имеем Е Var Л < оо, где [О,/4,1 = {(w,Z): û < i < /4,(ы)} стохастический 

интервал, Д'аг^ Л - вариация процесса Л на интервале [О, /4,1) ;

Л/(№) множества всех опциональных (опциональных, квадратично-интег- 

рируемых) мартингалов (Л/ £ Л/(Л/2), если М £ О и существует У«,-измеримая 

с. в. (случайная величина) М с Е\М| < оо (Е\М|2 < оо) такая, что Е [л/j = 

= Мт п. н. на множестве (Т < оо), при любом Т £ Т) ;

Л/|о։. (Л/2С) - множества всех локальных (локально, квадратично-иптегриру- 

емых) опциональных мартингалов (М £ Л/|ОС (Л/։2С), если М £ О и существует 

последовательность (//n, A</n)n>j, где /4, £ Р+, Мп £ Л/(Л/2) такая, что /4։ Î оо 

п. н., Л/ = Л/п па интервале [0, /4,1 и Е |Л/дп+ | < оо (Е |A//tn+ |2 < оо) при любом 

п>1);

Процесс А' = (Л\)։>п £ О называется опциональным супермартингалом, 

если : a) Æ|Хт| /т<оо < оо для любого Т £ Т, где /т<те * индикатор множества 

(Т < оо) ; б) < А', п. н. для всех s < t; в) существует с. в. X с

Е|Х| < оо такая, что п. н. Е Х|^т < на любом множестве (7 < оо),TçT.
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Замечание 1. Введенный выше класс опциональных мартингалов (супермар

тингалов) достаточно широк. Если Л' = (Л'<)։>о - некоторый мартингал (су

пермартингал) в обычном смысле и существует с. в. А.с. 75|А'| < оо такая, что 

Е [а|^<] = (— -՝<) п֊ Н։ лля вссх 4 - 1,1 то существует опциональный мартин

гал (супермартингал) А'', являющийся модификацией процесса А' [4, 10].

Замечание 2. Известно (см. [3]), что любой опциональный процесс А՜ = (А'()|>(| 

является опционально сепарабельным, то есть существует последовательность 

(5П)П>1 С Т (множест во опциональной сепарабельности), всюду плотная па Ш.+ 

и такая, что график процесса А’՛ = (Х<)։>п содержится в замыкании графика 

последовательности (А'я, )„>|. Кроме того, при некоторой непрерывной замене 

времени (7|)։>п оппиопалььносепарабельпый процесс (А'()<>(> становится сепа

рабельным в обычном смысле (см. [3]). Таким образом, траектории опнионал!>- 

ных, локальных мартингалов и супермартингалов для всех £ > 0 имеют и. и. 

пределы слева А'։_(ы) = 1|гпА',(ы) и справа А\+(ш) = ПтА'։(ы) (см. [13]).

Для процесса А' = (А'։)։>п условимся обозначать через (Д' —») множество 

тех ы £ П, для которых существует конечное финальное значение А’оо(ы) = 

= Пт Л'/(ы) < оо. Для множеств А, В € Т запись Я = В и. н., или .1 С В п. I—со
н., будет означать, соответственно, /’(АЛД) = 0, или Р(А П (П \ В)) = 0, где Д 

знак симметрической разности множеств. Пусть Л/ = (Л/։)|>ц 6 А7|ос- Тогда 

имеет место единственное (с точностью до неотличимости) разложение (см. [5])

Л/ = ЛГ + Л/®, (1.1)

где Мг = Л/с + Л'/'1 6 Л/|„с, Л/е £ Л/|иг и Л'/^Л/®) £ Л/|„с, соответственно, 

непрерывная и “чисто разрывная” сасПад (сад1ат!) составляющие для мартингала 

Л/ (процессы Мл и Мя ортогональны любому непрерывному процессу У £ 

т. е. М'1\' £ Л^ое, МЯУ £ Л/|.,։:). Далее, определим следующие процессы :

[Л/,Л/]։ =< Ме >1 +£(ЛЛ/.)2 + £(Д+Л/,)2, (1.2)
«<< *<։
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В, = £(1 + |ДЛ/։|)՜' (ДЛ/,)2 4- ^(1 + |Д+Л/1|)-1(Д+Л/,)2, (1.3)
»<< *«

=< мс >1 +В։, (1.4)

где ДЛ/, = М, — М,~, &+М, = М,+ — М,, а < Мс >6 Л^с - квадратическая 

характеристика для Мс Е Л/|ОС։ ((Л/с)2 - < Мс >Е Л/|ОС). Ряды в (1.2) и (1.3) 

сходятся п. и., и [М, М] £ У+, В £ Д£с (см. [5], [8]).

§2. МНОЖЕСТВА СХОДИМОСТИ -'
ДЛЯ ОПЦИОНАЛЬНЫХ МАРТИНГАЛОВ

Основными результатами этого параграфа являются нижеприведенные две 

теоремы, анонсированные ранее в [1].

Теорема 2.1. а) Если М Е М]ос, то (О«, < оо) С (Л/ —») п. в..

б) Если М е ЛУ|ОС и для всех Т £ Т и и 6 7+ имеем Е\Ь.Мт\1(Т < оо) < по и 

Е|Д+ Ми\1(и < оо) < оо, то (Лоо < °°) = ([Л'Л Л/]оо < оо) = (М —►) п. н., где 

Г) £ Р, П Л£с ֊ компенсатор процесса I) £ Л^с (И — Г) £ Л/|ОС/

Теорема 2.2. а) Если М Е Л/|2С, то (< Л/ >то< оо) С (М —►) и. и..

б) Если М 6 Л/|2С и для всех Т 6 Т и и € Т+ имеем Е\АМт\21(Т < оо) < оо и 

Е]А+Мц\2 ЦВ < оо) < оо,то(< М >оо< оо) = ([М, Л/],» < оо) = (Л'/ —♦) и. и., 

где < М >6 Р, П /1|ос ~ квадратическая характеристика мартингала М (см. [5]).

Для доказательства этих теорем нам понадобится следующая

Лемма 2.1. а) Если /1 6 Л+,с, то (Лоо < оо) С (Лоо < оо) п. в..
»

б) Если А 6 Л^с и для всех Т 6 Т и В 6 Т+ имеем ЕЛАт1т<оо < оо и 

ЕД+Аи/г/<00 < оо, то (Лоо < оо) = (Лоо < оо) п. н.

Доказательство, а) Процесс А Е Л^с можно записать в виде

А = АГ + Л*,

где Лг = Ле + ^2 ДЛ, 6 Л^с, Л' = 52 Д+Л, Е Л£с, а Ае Е Л^с - непрерывный 
• ><■

процесс (ряды п. н. абсолютно сходятся).
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Рассмотрим процессы

/1' = [ 1(ЬА. > 1) ЛАГ, + [ 1(Д+А, > 1)с/Л;+ 6 Л.+
֊']»,<] Ло.‘(

(2.1)

А" = { /(дл, <1)<ы; + [ /(д+л4< 1)</л?+бЛ+, (2.2)
Лм] Л«.։(

(интегралы в (2.1) и (2.2) понимаются в смысле Лебега Стилтьеса). В силу 

теоремы 1.6.3 из [11] и теоремы 1.10 из [7], из (2.1) и (2.2) следует, что

Л{= / /(дл, > 1)«м;+ [ /(Д+Л. > 1)^+ер,пл+с, (2.3)
7]о,։] 

• к
л{' = [ /(дл, < |)<м;+՛ [ /(д+л. < 1)г/л'+ ер,пл+г. (гл)

Далее, из (2.3) и (2Л) получаем, что п. н.

(Л'ое < оо) С £ /(ДЛ, > 1) + 52 /(А+Л, > 1) < оо С 
\»>о ,>п )

с £/(ДЛ, > 1)ДЛ, + £/(Д+Л, > 1)Д+Л, <оо] =^4 <оо).
\«>о «>0 /

(2.5)

Определим для некоторого а > 0 моменты остановки

Тв։ = Ы (/ > 0: (Л")г > а) е 7Р, Г2 = шГ (/. > (1 :(Л")г > «) С 7. (2.6)

В силу свойств компенсаторов возрастающих процессов (Л")г и (Л")* (см. [5], 

теоремы 2.2 и 2.3) и ввиду определений (2.6)

Е(Л/;)^> = £(Л")?ч < а + 1, Е(А")3Т2 = Е(А")3т; < а.

Отсюда следует, что Д(((Л")£О = оо) О (7^ = оо)) = 0 и /’(((Л")20 = оо) П (7а2 = 

= оо)) = 0, т.е.

((А'Уоа < оо) = ив>о(Т<г = оо) С ((Л'% < оо) п. н., (2.7)

((,?% < оо) = иа>0(7;2 = оо) С ((Л")*о < оо) п. н.. (2.8) 
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Из (2.7) и (2.8) вытекает, что п. и.

(Â" < оо) = ((Â")» < оо)П((^)2о) Ç < оо)Г>((Л'% < оо) = (А" < оо).

(2.9)

Наконец, из (2.5), (2.9) и равенств

(Л«, < ос) = (А'ж < оо) П (А" < оо) и (А» < оо) = (А'ж < оо) П (А" < оо)

приходим к утверждению а), б) Определим для а > 0 моменты остановки 

S, — inf (t > 0: А[ > а) 6 Т, = inf (t > 0: Af+ > a) g T+. Из определения 

компенсатора следует

EArSi = EArSi < а+ E&Asi I(S\ < оо) < оо, (2.10)

15A^a+ = £А|,+ <а + EA+As% < оо) < оо. (2.11)

Из (2.10) и (2.11) следует, что Р((А^ = oo)n(S’ = оо)) = 0 и P((A£o = оо)П(.^ = 

= ос)) = 0, т. е.

(Агж < оо) = Ua>n(5Ô = оо) Ç (А^о < оо) п. н., (2-12)

(Л*, < оо) = и0>о(6’в = оо) Ç (Ago < оо) п. н.. (2-13)

Наконец, из (2.12) и (2.13) следует, что п. н.

(А«, < оо) = (А^о < оо) Г1 (Л*, < оо) Ç (А^, < оо) П (А&, < оо) = (А«, < оо),

что вместе с доказанным утверждением а) приводит к утверждению б).

Доказательство теоремы 2.1. Для процесса М 6 Л^|ос будем рассматривать 

разложение Л/ = М' + М", где

м[= [ цдв; > 1)лм; + [ 1(д+в1 > i)<w/+ е Mtaci (2.14)

М"= [ + [ l(A+RÎ < l)dM;+e М|ос> (2A5)
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Л/ = М'+М’ (СМ. (1.1)), В = Нг+В» (см. (1.3)), Вг = Е,<.(1 + |ДЛ/«|)-'(ДЛ/,)’

и ßa — J3։<_(1 4- |Д+Л/,|)՜1 (А+Л/>)2 (относительно определения интегралов 
*

н (2.14) и (2.15) см., напр., [5] и [11]). Процесс В', соответствующий процессу

М' 6 М\ос (см. (1.3)), определяется следующим образом :

В,'=/ /(ДВ; > 1)</ВЦ- / 7(Д+В» > l)cZBf+6<с. (2.16)
■/Jn.t] J[o,։(

Тем самым, компенсатор процесса В' имеет вид (см. [15] и [7])

в[ = / /(дв; > i)rfB; + [ i(a+b? > 1)лвГ. (2.17) 
Лм] ’ J[o,։[

Из (2.17) и (2.14) приходим к следующим вложениям - п. и.

(/Хо < оо) С (В£, < оо) С (£ [/(AB; > 1) + /(Д+ßf > 1)] < ос) С (М‘ -).
«>11

(2.18)

С другой стороны, процесс В", соответствующий процессу М" G Л/|„г, предста

вим в виде

В" = [ ЦАЩ <\)dBr,+ [ 1(Д+В՜! < l)dB’ (2.19)
•'M •/[«.<[

(см. (1-3)). Отсюда для компенсатора В" получим (см. [11] и [7])

В['= [ 1(ДВ; < l)dBr + [ J(±+B! <l)dB?+. (2.20)
-/]n.t] /[<u[

Для процесса

D"=<Me>+B". (2.21)

согласно (2.20) имеем

д5"<1. (2.22)

Полагая Т՝ = inf (z > 0: (/>')[ > а) Е Тр. Та2 = inf (z > 0: (B")f > «) G T и

Та = для а > 0 и имея ввиду (2.22), получим

£(D")ti = E{D")TTl < а + 1, (2.23)
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= £(/*% < а- (2-24)

Из (2.21) легко следует, ч то

Е < ЛГ >;<’< (Е(П"УГ^ 42 . (2.25)

Воспользовавшись теперь известным неравенством (см. [11], лемму 2.2.1)

имеющим место для любого процесса Л՜ 6 О такого, что множество (/: Д'( / 0) 

нс более чем счетно։:, получим

(\ 1/2 
52/(АД; < 1)(ЛЛ/,)2 ] <

•<т> )
< (я(^)т«)1/2 + ֊+ 2А’ (5й)',. (2.26)

Далее, пользуясь неравенствами Дэвиса и Кунита-Вазапабе (см. [12] и [5]) для 

опциональных мартит алов, а также неравенствами (2.23), (2-24), (2.26) и (2.27), 

получим

Е sup |Л/։"| < С (Е [{М"У, (ЛГ")Г]У2 + Е [(Л/")*, (Му№\ < оо, (2.28) 
։<т. ՝ ■ ' • /

где С = 51>/2+8. Из (2.28) следует, что процесс (Л/")Т*, остановленный в момент 

Т„, является равномерно интегрируемым мартингалом, т. е. Р((М")Т‘ —») = 1 

(см. [131, теорему 6.1.6). Тем самым, Р(М" /*,Та = оо) = 0, т. с. Р(М"

= оо)) = 0. Отсюда следует, что

(/?" < оо) = иа6д։(Тя = оо) С (М" -») п. н. (2.29)

Наконец, ввиду (2.18) и (2.29) (О«, < оо) = < оо) П (D1̂  < оо) С 
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С (Л/' —») П (М" —») = (л/ —») П. и., что доказывает утверждение а).

б) Положим Sa = ։nf(l > 0: |М(+| > а) 6 Т+, где а > 0. Тогда

Е sup |Mi+1 < а + Е |Д+Мд. | l(Sa < oo) < oo, (2.30)
։<s.

и, согласно неравенству Дэвиса для мартингала М+ G M\CjC(F+)

E[M,M]s''2+ < oo. (2.31)

Далее, из (2.31), (1.2) и (1.3) следует, что

(Л7 —») С (sup |Af։| < oo) =(sup |M։+1 < oo) = Ua>0(֊% = oo) С ([M, M]'^2 < oo) = 

= ([Af, M]oa < oo) C (Dqo < oo) n. h. . (2.32)

Однако, так как AD < |ДЛ/1 и Д+ D < |Д+М| (см. (1.3)), то в силу леммы 2.1

(Doo < oo) = (Doo < оо) п. н. . (2.33)

Наконец, ввиду (2.32), (2.33) и уже доказанного утверждения а), (М —*) С 

С ([М, М]оо < oo) С (Doo < оо) С (М —») п. н., откуда следует утверждение б).

Доказательство теоремы 2.2 аналогично доказательству соответствующего 

результата работы [8].

§3. ЗАКОНЫ ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА

Как известно (см. [9]), для cadlag мартингалов имеет место закон повтор

ного логарифма. Основными результатами этого параграфа являются распро

странения закона повторного логарифма на случай опциональных мартингалов, 

содержащиеся в двух нижеследующих теоремах.

Теорема 3.1. Пусть М G М2ОС и Esup |ДЛ/։| < оо, Esup |Д+Л/(| < оо Тогда на
I I .

множестве (< М >«,= оо) lim (2 < М >t log log < М >t)՜'^2 Mt <1 п. н. t—*оо

Теорема 3.2. Пусть М G М|ос и Esup |ДЛ/<| < оо, Esup |Д+Л/։| < оо. Тогда на 
i <

множестве ([М, Л/]«, = оо) lim (2[Л7, Л/]* log log[Af, Л/]։)՜՛^2 Mt < 1 п. п.
t—*оо
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Предположим, что М € Л/|ос, и что д' (р2) — О (О+)-измеримая, случайная 

мера, порожденная скачками ДЛ/ (Д+Л/) мартингала М с Р(О)-измеримым 

компенсатором ։Д(</2) (см. [7]). Далее, определим процесс

{2 -]
Mt-1/2 <Ме>։-^(с“-1_и)*^1 (3.1)

•=» )

где

(eu - 1 - и) *//,'= // (е" - 1 -u)i/'(dn,du) Е Д+г, Е = Ш.'\{О},
J ֊/]0,(]хЯ

(«“ ֊ 1 - «) * = /7 (eu — 1 — u) p2(dS, du) 6 Л+с.

Для доказательства теорем 3.1 и 3.2 нам понадобятся следующие леммы (ср. [9]).

Лемма 3.1. Всякий неотрицательный процесс М Е М\ис является опциональ

ным супсрмартнпгалом.

Лемма 3.2. Для любого М Е М\иС процесс а(М) является опциональным 

супсрмартнпгалом.

Лемма 3.3. Пусть М Е М\пс так, что i\M < с, Д+Л/ < с (с > 0). Тогда процесс 

j(M)t = ехр(АЛ/։ — <рс(А) < Л/ >։) является опциональным с.упермартингалом, 

где <рс(Х) = с-2(еАе - 1 — Ас), А > 0.

Имеет место также следующий вариант .леммы Бореля Кантелли (доказа

тельство см. в [2]).

Лемма 3.4. Пусть для процесса А = Аг + Ая Е А£с выполнены следующие 

условия : а) Агж = оо, А®, = оо п. н.; б) Ksupt ДА։ < сю, Ssup( Д+Л( < сю. 

Тогда А( Af —* 1 п. н. при t —»оо.

Доказательство леммы 3.1. Пусть М 6 Л/|ос, М > 0. Тогда существуют 

Mn Е М, Мп > 0, и Rn Е Т+, Rn J оо п. н. такие, что при любом n > 1 на 
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стохастическом интервале [О, Л,,] справедливо равенство М = Мп. Далее, для 

любых t > в и А e Т. имеем

/Ш։/(Л) = Jim, £W։/(A)/(i < Яп) = Jim, O/։n/(A)/(l < Яп) < 

< lim ЕМ[Ч(А)1(в< Ип)= lim EM;i(A)l(s < R») = ЕМ.1(A). ~ n—֊оо п—оо

Отсюда следует, что процесс М = (A-ft)։>o - неотрицательный супермартингал 

в обычном смысле, и, согласно теореме 6.2.6 из [13], существует Мж = lirn Л7։I—*оо
п. н. , ЕМоо < оо и £[Л/оо|.7ч] < Mt п. н. , то есть /?[Л/оо [Jt] < Мт п. н. на 

множестве (Т < оо) для любого Т <Т (см. [13], теорему 6.2.13). Тем самым, М 

является опциональным супермартингалом.

Доказательство леммы 3.2. Определим следующие процессы :

0(M)i = ехр(М( —1/2 < Мс >t), Ht=exp(Mt), Lt = ехр(—1/2 < Мс >։).

По формуле замены переменных Ито (см. [5]) 
• * - ‘

Ht=l+[ H,-dM;+\/2[ H.-d<Mc>,+ [ H,dM3 +
J{o,t[

+ [[ H.-(eu— A — u)/il(ds,du) + + [[ H,(cu — I — u) n2(ds, du), 
JJ]o,t]xE JJ[n,t[xE

* (3.3)

Lt = 1 - 1/2 [ L,d<Mc >. (3.4)
Jjo,«]

(относительно определений интегралов правой части (3.3) см. [7]). Далее, инте

грируя по частям получим

p(M)t = Ht Lt = i+ [ н,- dL; + [ и, dL3 + [ l,- dn;+ 
J]o,i] J[o,t[ J]o,։]
+ [ L.dH3+[H,L]t. (3.5)

Из (3.4) заключаем, что L3 = 0, L_ = L и [H, L] = 0, а из (3.3) следует, что

Hri = l+f Н,- dM; +1/2 [ H,-d<Me>,+ 
. J]o.4

+ [[ Ht-(eu - 1 — и) n'(ds, du), 
JJ]n,i]xE

H3= [ H,dM3++ [[ H,(eu — 1—u)p2(ds, du).
J[o,t[ JJ[o,t[xE
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Таким образом, (3.5) приводится к виду

= Ме >.+ [ 0(M)t_d(M;+\/2<Me>,+Ar,')+
2 Jjo.i] Jjo.c]
+ [ ^M),d(M*+ + A3t+), (3.6)

где Лг = (cu — 1 — u)*/i' a A3 — (eu — I — u)*p։. После очевидных преобразований 

из (3.6) получим

/3(Л/)< = 1+ [ d(M! + Л1) + [ 0(М), d(M3 + Л' ),
•/)<>.*] •/[<>.։(

откуда вы текает, что

• в(М) = е(М + А), (3.7)

где с( ) экспонента Долеан (см. [7]), а А = Аг + А3. Учитывая, чтп Лг = 

= (eu — 1 — u) * V1, А3 = (е.и — 1 — и) * и2 (см. [7], леммы 3.1 и 3.3) и имея в виду 

(3.7), запишем процесс «(Л/) из (3.1) в виде

o(Af) = e(N + Л) exp (—.4), (3.8)

где N = М + (Л — Л) € Л'/|ос. А = Ar + А3 6 V, П .1^,г. Но так как ДЛ > 0 и 

Д+Л > О (ДЛ = ехр(АЛ7) — 1-ДЛ7 > О, Д+Л = ехр(Д+Л7)-1 - Д+Л/ > 0), то, 

согласно [14] (теорема 1), е(Л/ + Л) = е(Л/)е(Л), где Д = Jj(| ^(1 + АЛ,)՜1 dN,+ 

+ /jn ([(1 +Д+Л,)֊՛ dN3+, N = Nr4-N3. Следовательно, (3.8) запишется в виде

П(М) = е(Л0П(1 + ДЛ,)ехр(-ДЛ,) П(< + А+Л,)ехр(-Д+Л,). (3.9)
,<■ ,<■

Поскольку бесконечные произведения праной части этой формулы нс превосходят 

единицы и е(Л’) опциональный супермартингал (лемма 3.1), го из (3.9) следует, 

что для любого Т G 7՜

^о(Л/)т < Ee(N)T < 1- ' (ЗЛО)

Из (3.10) следует, что о(Л/) является супермартингалом в обычном смысле, и 

так как O'(Af) g О, то он к чому же сепарабелен (см. замечание 2). Поэтому 
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существует Нт а(Л/)< = Пж п. н. , где Еах < оо и Л[аэо|.7Г1] < (см. [13], /—•ОС
георему 6.2.6). Отсюда следует, что /?[аоо|^т] < а(М)т для любого Т е Т (см.

[13], теорему 6.2.13), т. е. а(М) - опциональный супермартингал.

Доказательство леммы 3.3. Напомним (см. [7]), что в разложении (1.1)

М? = [[ и(р'-м')(с/я, <1и), М° = [[ и(р2 - V2) (с/я.^н), 
У7]п,(]хВ 7^[о,<[х£

< Л/'* >= и2 х //', < Мя >= и2 х и2 (см. [11], задачу 3.5.2)

имеем
. 2

< М >=< Мс > + У^а2 * к1. 
i=l

(3.11)

А2
Используя (3.11) и элементарные неравенства у’е(А) > — и ехр (Au) — 1 — Au <

< ^e(A)u2 для всех и < с, получим, что

7(А/)( < ехр АЛЛ — — < Л/с >< -?с(А) У2 u2 * «/J

/а2 2 Л< ехр ( АЛЛ----— < Л/е >| — y^(exp(Au) — I — Au) * i/J I = а(АЛ/)«. (3.12)

У тверждение леммы следует теперь из того, что.в (3.12) процесс. о(АЛ/) является 

опциональным супермарзипгалом (см. лемму 3.2).

Доказательство теоремы 3.1. а) Предположим сначала, что АЛ/ < с. Д+ Л/ < 

< г (с > 0) и воспользуемся известным неравенством /'(sup, Л'։ > с) < с՜1 Л”» 

(с > 0) (см. [6]) для неотрицательного опционального супермартингала Л՜ = 

= (ЛЛ)|>п- Положив здесь ,V = у(М) (лемма 3.3) и с = ехр (Аа) (А > 0, а > 0), 

получим
Р ^яир(АЛЛ — $эе(А) < Л/ >() > Аа^ < ехр(—Аа). (3.13)

Следуя [9], обозначим

Д1 = (. + 8)(и>|„е1оВ»ч՛» Д։ = в-։(м,Ч1оев։)„։1 (3.и)
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где 0 > 1, 6 > 0 и к > I таковы, что 0к > е. Далее, положим Г* = inf(I > 0: 

< Л/ ><> 0к) € 7, к > 1. Тогда на стохастическом интервале ]7't,7*+i[

я* + АГ'?<:(>*) <М ><<Я4+>41У’с(А*)0*+1 <
1 _i_ * (3.15)

< (— + 0А;2^(Л*))(2 < М >< log log < м >^'2.

Воспользовавшись теперь супермартингалъным неравенством (3.13) с А = и 

а = ак։ получим

Р (siip(A/։ - A;Vr(A>) < М >() > at) < (к log0)՜ . (3.16)

Ич (3.15) и (3.16), ввиду классической леммы Короля Кантелли следует, что на 

множестве (< М >ос= оо)

liin (2 < Л/ >i loglog < М ><)-1/2 Л/, < —п. п. , (3-17)

•гак как Гни ((I + й)/2 + 0А* ^„(At)) = (1 4-Л+0)/2. Устремляя в (3.17) 0 ( 1 и Аг—••XJ
f> | О. приходим к нужному утвержденииI.

б) Предположив теперь, ччч» £кир( |ДЛ/|| < оо, tfsupj |Д+Л/(| < оо, введем 

обозначения (см. [12])

St = sup |ЛЛ/,|,

\\= 52 ДА/, /(|ДЛЛ| > 2Д,-):

Если .ч таково, что |ДЛ/.| > 25,-. п>,
<!<,<(

как .чегко виде ть

25, (3.18)

т. е. ДГ,

(3.19)

Д+Л/, < 2Д+ Н,. Из неравенств (3.18) и (3.19) заключаем, что

Vari' < 25^, • VaHV < 2Л«,,
Ги In. ли I 1

(3.20)
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т. е. И, И' 6 А. Представим процессы V и IV в виде V = V' - V2, IV = IV1 - IV2, 

где для ։ = 1,2 И, IV1՜ 6 Л+, причем V* - сахПай процессы, а IV’ - сай!ас1 

процессы. Полагая, что Й1՜ и IV*՜ компенсаторы процессов V” и IV1 Е Л+ (см. [7]), 

обозначим V = Й1 - Vя и IV = И'1 - IV2. Процесс М Е М2ОС можно представить 

в виде

М = тп1 + тя + тп, (3-21)

где т* = V — Й € Мяос, т2 = IV - И՜ Е Л/2,е и т — М — т' - т2 6 Л/(2С, так что 

(см. [12], лемму 4)

|Дтп|<45_, |Д+т| < 4Л. (3.22)

Кроме того (см. [12], лемму 5), имеют место неравенства

Е[т.‘,т։]^2< |ДтЛ<Е(;уа1У+1уаГЙ)<4Е5оо, (3.23)
П<»<оо

Е[т2,тп2]^2< £ |Д+тг|<^уау^+[уаг1Й)<4Л’/гоо. (3.24)
()<4<ОО

Из этих неравенств следует, что

[тп1, тп1]«, < оо, [тп2, тп2]«, < оо и. н. , (3.25)

/?|Дтп’|<оо, Е|Д+т2| < ос. (3.26)
• •

Применяя теперь теорему 2.1, из (3.25) и (3.26) получим, что процессы тп* и тп2 

имеют п. и. конечные финальные значения

тп^ < оо, тп^, < оо. (3.27)

С другой стороны

т'тпг — < т',тпг >Е М\ос, (3.28)

т2т3- < т2;т3 >Е М\ос, (3.29)
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где тг = Мг -т1, тя = Мя — т2, < т1,тг >е РП.4|ОС и < т2,тя >6 Р։ПЛ|ОС 

(см. [5]). Лапомним теперь (см. [11] и [7]), что для любого процесса V е Л/|ОС, 

для всех 5 6 па множестве (.9 < оо)

₽(ДЛА)д = Е [ДЛГд|Яд_] = 0. (3.30)

Аналогично, для всех Т^Т на множестве (Т < оо)

°(Д+А0т = Е [Д+Мг|^т] = 0, (3.31)

где ₽(ДАА) и °(Д+АУ) соответственно предсказуемая и опциональная проекции 

процессов ДАУ и Д+ЛУ. Пользуясь (3.28), (3.30) и (3.18), получим, что

Д < т1, тг >д= Е [Дт], Дт5|75-_] =

= Е [(ДИ5 - Я[Д V*|УТ.,-]) (ДЛ/д - ДРд + Я[ДУд|^д_])|^д_] =

= л;[(дл/д - др-д) Дкд|Гд_] + (Ддр'д|7-д_])։ = (я[дкд|Гд_])2 > о(з.зг)

для всех 5 е Тр на множестве (.5’ < оо). Аналогично, из (3.29), (3.31) и (3.19) 

заключаем, что

Д+ < гп2,тп3 >т= Е [Д+т^Д+т^|Ут] =

= Е [(Д+рИт ֊ Е[Д+РИт|^т]) (Д+Л/т - д+р^т + £[Д+И<г|Гт])|Гт] =

= Е [(Д+Л/т ֊ Д+И'т) Д+И'трт] + (£[Д+1Гт|*т])2 =

= (Е[Д+И’т|^т])а>0 (3.33)

для всех Т 6 Т на множестве (Т < оо). Из (3.32) и (3.33) следуют включения 

< т' ,тпт >, < тп2,тя >6 У+ а по (3.21)

< М > > < т > . (3.34)

Полагая 7п = тф > 0: > п или > п) 6 Т+, п > 1 и пользуясь

для мартингала т утверждением теоремы, доказанным в случае а) (ДА/ < с,
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Д+Л/ < с, с > 0), ввиду (3.22) получим

lim (2 < m >( log log < т >t)-l/2 mt < 1 п. н. 
/ —»оо

на множестве (< т ><»= оо) Г> (7’п = оо). (3.35)

Далее, так как П = Un(T„ = оо), то, ввиду (3.21), (3.27), (3.34), (3.35), па
1 • •

множестве (< т >ж= по) имеем

lim (2 < М >t log log < М >t)“1/2 Mt < 
/—•ОО

< lim [(2 < m >t log log < m >։)՜ ։^2 m( +

+ (2 < M >( loglog < м >()-l/2 (mJ + m*)j <

< lim (2 < m >( log log < m >։)՜'^2 mt < 1. (3.36)
/—*oo

С другой стороны, на множестве (< т >по< оо) Ci (< М >«,= оо)

lim (2 < М >t log log < М >t)-1^2 Л/։ = 0 п. н. , (3.37)
/—♦СО

поскольку, согласно теореме 2.2, (< т >«,< оо) С (тп —) п. н. . Теперь 

утверждение теоремы непосредственно следует из (3.36) и (3.37).

Доказательство теоремы 3.2. а) Сначала предположим, что |ДЛ7| < С’, 

|Д+Л/| < С (С > 0). Тогда, применяя-лемму 3.4 с Я = [Л/, М] получим, что 

на множестве ([М, Л/]«, = оо) = (< М >оо= оо)

[Л/, M]t < М >։ » 1 п. н. при I —♦ оо. (3.38)(<

В силу теоремы 3.1 и (3.38), на множестве ([Л/, М]ж = оо) = (< М >«,= оо)

ТтГ (2[Л/, Л-/]( loglog[M, M]t}~1/2 Mt = 
t—’ОО

=^lim [(2 < M >i log log < M ><)“l/2 AfJ (2 < M >t log log < M >t)l/2 x

x (2[Л/, M]t loglog[M, Af]։)-I/2 < 1 n. h.
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б) Пусть теперь /!»зир( |ДЛ/< | < оо и /£зир( |Д"*’Л/(| < оо. Тогда процесс 

М 6 Л/|<,с допускает представление (3.21), где т', т2, т е М\ос (см. [12]). 

Поэтому, заметив что •

[т, п»]| =< Ме >։ + 52(Дпз,)2 + У^(Д+т,)2, 
«<։ «<։

(Дт,)’՝< 2 ((ДМ,)2 + (Дт])2)_, (Д+т,)2 < 2 ((Д+Л/,)2 + (Д+т2)2) ,

получим

[m, r<'2 < V2 ([Л/, Л/]^2 + [т1, т1]^2 + [т2, т2]^2)'. (3.39)

(■ другой стороны, из (3.21) следует, что

[Л/, М]'՞ < [т, т]^2 + [т1, гн1]^2 + [т2, т2]^2. (3.40)

Тем самым, из (3.25), (3.39) и (3.40) получим, что ([т,т]м = оо) = ([Л/, А/]ж = 

= оо п. н.. Положим 7’n = inf(i > 0: 4S։_ > п, или 4Л։ > п) e Т+, п > 1 и 

отмстим, ч то ввиду представления (3.21) 
՝ *

ТБГ(2[Л/, M]t log log[A/, Л/]։)"1/2 ЛЛ = 
I—«оо

= Jim [(2[М, M]t loglog[A/, Л/]()-1/2 in't + т2) + (2[m,m]( loglng[rn, m]z)՜1/2 x 

xmf (2[m,m]( loglog[m, тп]։)՛^2 (2[Л/, Л/]( loglog[M, Af]։)՜1 ^2j . (3-41)

Далее, рассмотрим равенство (3.41) на множестве ([М, Л/]оо = оо) П (Тп = оо). 
» •

В силу (3.27) первое слагаемое правой части (3.11) равняется нулю. С другой 

стороны, ясно, что

[Л/, Л/] 1 [т, т] = [Л/, Л/] 1 [М — т1 — т2, М — т1 — т2] =

= [Л/, М]-' | < Ме > +52 Д(Л/, ֊ т])2 + 52 Д+(Л7, - т2)2 
\ «<• *<•

= [Л/, М]-1 ([Л7, Л/] + [т1, т1] + [т2, т2] - 2([Л/, р։1] + [Л/, т2])) . (3.42)
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Однако, в силу неравенства Кунита Ватанабе (см. [5], теорему 6.2)

[Л/,Л/]՜' ([M,m‘] + [M,ma]) < [М,М] 1/2 ([m‘,m1]1/2 + [m2,m2]1/2) . (3.43)

Тем самым, воспользовавшись (3.25) и (3.43), из (3.42) заключаем, что на

множестве ([Л/, М]оо = оо)

[М, М]։ '[т, гп]| —+ 1 п. п. при £ —* оо. (3.44)

Кроме того, на множестве ([Л/, М]оо = ос) П (Тп = оо) имеем |Дт| < п, 

|Д+тп| < п. Поэтому, имея в виду (3.44) и пользуясь утверждением теоремы, 

доказанным в случае а) (|ДЛ7| < С, |Д+Л/| < С,С > 0) для мартингала тп, 

получаем, что второе слагаемое правой части (3.41) не превосходит единицы. Для 

завершения доказательства теоремы 3.2 остается заметить, что Я = ип(7’п = ос).

ABSTRACT. The paper presents a characterization of the set of con
vergence for optional local martingales in (strong) predictable terms, ex
tending to the optional case the facts received by Yu. M. Kabanov, R. 
S. Liptser and A. N. Shiryaev in [8] for càdlàg martingales. The iterated 
logarithm laws for local and locally square-integrable optional martingales 
are obtained. The proofs follow the well-known scheme of D. Lcpingle [9] 
using auxiliary exponential supermartingales and a modification of Borel 
Cantelli lemma.
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О ЗАДАЧЕ ГИЛЬБЕРТА В СМЫСЛЕ ЕР-СХОДИМОСТИ

Г. М. Айрапетян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №3, 1994

В статье исследована задача типа Гилберта для аналитических 
функций в случае, когда граничные значения принадлежат классу 
и граничное условие понимается в смысле //-сходимости. Получено 
необходимое и достаточное условие для нормальной разрешимости и 
нётеровости рассмотренной задачи.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Пусть £>+ = {г : |а| < 1} - единичный круг в комплексной плоскости, 

Г)~ = {г : |г| > 1}, а Т = {я ; |л| = 1} - единичная окружность. Обозначим 

через А(Т) класс аналитических в П+С1П՜ функций, имеющих конечный порядок 

в бесконечности, а через Ао(Т') ~ подмножество функций из А(Т), обращающихся 

в нуль в бесконечности.

Рассмотрим задачу Гильберта в следующей постановке : найти функцию 

Ф(з) £ А(/), удовлетворяющую условию

гПгпп1|Ф+(г4)-а(£)ф-(г-Ч)֊/(Х)||р = 0, р>1, (1)

где /(/) £ Ь₽(Т'), ф± - сужения функции ф(з) в О* соответственно, а а(/) - 

функция, кусочно-непрерывная в смысле Гёльдера па Т.

В точках разрыва /1,/а, ...,/п функции а(/) положим

а* + »04 = ,-т[1п а(/4 - 0) - 1п а(1к + 0)],

где 1п а(/) - любая фиксированная ветвь логарифма, непрерывно меняющаяся на 

каждой дуге /4/44-1 окружности Т (при этом, полагаем, что /„4.1 = /1). Далее, 
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через 7’(р) обозначим множество Т(р) = {4* : (1 — {а*})р = 1}, где {а} - дробная 

часть о.

Булем говорить, что задача (1) нормально разрешима, если для любой 

функции /(/) £ 1?(Т) она разрешима в А(Т). Задачу (1) будем называть 

нётсровой, если соответствующая однородная задача (/(4) = 0) имеет конечное 

число линейно-независимых решений в Ао(Т), а для разрешимости в Л0(Т) 

неоднородной задачи необходимо и достаточно выполнение конечного числа 

условий ортогональности /*(/) = 0, к = 1,...,Л/, где /*(•) - линейно-независимые 

функционалы в [7(Т].

В работе [1] было доказано, что при р = 1 задача (1) нормально разрешима 

и пётеорва при любой кусочно-непрерывной в смысле Гёльлера функции а(4). В 

настоящей работе установлено, что при р > 1 нётровость и нормальная разре

шимость задачи (1) зависят от свойств функции а(4). Л именно, доказано, что 

для нётровости и нормальной разрешимости задачи (1) необходимо и достаточно 

выполнение условия

Т(р) = 0. (2)

Основные результаты данной работы анонсированы в [2].

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Ниже нам понадобя тся следующие вспомогательные результаты.

Лемма 1. Пусть 1О С Т. Тогда существует фу акция /(4) 6 ЬР(Т) такая, что

Нт / ----------—/(т) <1т = оо. (3)
г—»1—0 т — г10 ' ' . ' '

Доказательство. Обозначим через В следующий линейный оператор :

(В/)(г) = [ (—^-/Р/(т) <1т, 0 < г < 1, /(4) 6 27(Т). 
7т т — По
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Если для любой функции /(/) 6 ЬР(Т) соотношение (3) не выполнено, то по 

теореме о замкнутом графике Я - ограниченный опера тор из 7/(7') в Л°°([0, 1]).

Тем самым, существует число ОО такое, что

/ (Гт~1г)/,,/(т) ЛТ < С
ит т ““ г1о

при любом 0 < г < I и ||/||„ < 1. Из этого неравенства следует, что

г - г1„
= 8Нр

т
при любом г, 0 < г < 1. Отсюда приходим к противоречию, поскольку

Нт — 1-о = оо.
ч •

Лемма 2. Пусть т0 е Т, /(I) 6 ЬР(Т), и

(Л/)(0 = 7—-

где Рг(1, г) = (1 — г2)|т — г7| 2. Тогда существует не зависящая от г постоянная

С такая, что

11Л/||Р < С’||/||₽--

Доказательство. Пусть р = 1. Воспользовавшись неравенством ||т0 — т|п — |т— 

—г7|“| < соп81 |т — г4[“, получим

1 Г 1 - г2 Г(Л’/)(Ч 5 ЙГ^г/т|/(т)|Г^Р^ |л'|+/т|/(т)| /’’м |"т|-

Так как
1 — г2 1 — г2 1 — г2

|то — г1 |в|т — г7|2՜“ ~ |т0 — Н|2 + |т — г4|2

и

получаем ||Аг/||։ < ||/||1. Аналогичным рассуждением получаем, что ||-4гУ||оо < 

< Н/Ноо. / € £°°(Т). Таким образом, утверждение леммы доказано в случаях 

р = 1 и р = оо. Применением интерполядионпой теоремы Рисса-Торина завер

шаем доказатеьство.
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Лемма 3. Пусть 1„ Е Т. Тогда существует функция /(4) £ />”(7’) такая, что при

любом € > О

р
lim 

г—1-0
1

|г4 —40|'/р т — ri /(т) dr |с/4| = оо,

где Д(40,е, г) = {4 : 4 £ Т, |4 — 4О| < е(1 - г)}.

Доказательство. В силу леммы 1 существует функция /(4) £ №(Т) такая, что 

для некоторой последовательности {г*}, г* —» 1 — О

/(’’) drlim 
г*-1-0 т - rkl„

= ОО. (4)

Положим //(с) = {г : |л - 4О| < е(1 — |л|). Тогда, если гк1 £ А/(е), 4 £ Т, то

|4 — 4О| < 2|г*4 — 4О|. и поэтому

где С’ постоянная, не .зависящая от г, а Рг*(^о>т) = (1 — |г4|2)|т —Г44О|՜2 - ядро

Пуассона. Применяя эту оценку для г*4 £ У(е), 4 £ Т, получил։

/(т) г!т f(r) dr

< const I (т-*о)1/р/(г)РГй(4о,т) |dr| 
Jr

Теперь оценим последнее выражение с помощью максимальной функции Харди-

Литтлвуда (см. [3])

Л/(/;4) = зир֊2|/(т)| |<4т|,

где максимум взят по всем интервалам 1 £ Т с центром в точке 4. Имеем

Легко проверить, что Л/((т — 40)'/р/(т);40) < оо. Следовательно, при гк1 Е П(е)

\ °' ftf dr 
Т Т — rkl О

(5)
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где С - постоянная, не зависящая от k. Далее

Д(։.,<,г) lrt ~
( -f(r)dr |Л| = 

т — г*։

1.
△(։„,։,г) 1Г* ~ М Т

/(т) dr—

Р

’Т
/(т) dr |Л|. (6)

Поскольку
dl

г) |г^ — I
> с։ > о,

где С| - постоянная, зависящая лишь от £, то в силу (5) будем иметь

1
Д(1.,։,г) 1Г** ~

Г Г(т —io)1/₽ (т —i0)1/₽] . . Р . .
/ ----------------------------- ;— /(г) dr dt < const
Jr . т-гк10 r-rki .

Учитывая теперь (4) и переходя в (6) к пределу г*՜—» 1 — 0, завершаем доказа

тельство.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Положим

S(z) = exp —dl , zg D+ U D~, 
z7Tl jJ'P %

n
Sp(z) = S(z) П(* “ **)**. z 6 D+ u

t=i

где целые числа А* определены следующим образом : — 1 < А* + ai- < 0, если

(1 - {at})p < 1 и 0 < Хк + Ок < 1, если (1 - {ft*})p > 1.

Теорема 1. Пусть р > 1 ֊ произвольное число. Для того, чтобы зад&ча (I) была

нормально разрешима необходимо и достаточно выполнение условия (2).

Доказательство. Если функция Ф(я) 6 >4(Т) удовлетворяет условию (1), то она 

представима в виде (см. [4])

■ = + (7) 
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где Р(г) некоторый полином, 5*(я) - сужение функции 5р(я) на О+, а 5+(4) - 

ее граничные значения на Т. Если Т(р) = 0, то при любом /(4) 6 ЬР(Т) функция 

Ф(я), определенная формулой (7), удовлетворяет условию (1). Тем самым, при 

Т(р) = 0 задача (I) нормальна разрешима.

Для завершения доказательства остается показать, что если Т(р) / 0, то 

задача (I) не является нормально разрешимой. С згой целью предположим, 

что 4*п 6 Т(р) - некоторая точка и заметим, что в силу леммы 3 функцию 

/о(4) 6 можно выбрать так, чтобы имело место соотношение

iim 
r—1-П

1
|r4-4tJ‘/P

Г (r-Q1/p 
'т т — rt

р
fo(r) dr |d4| = oo, E > 0. (8)

Предположим задача (1) имеет решение в Л(Т). Тогда, в силу (7) это решение 

предствимо в виде

Фо(^) = SP(z) Г fo(r) dr 
2iri JT Sp (т) r - z + Sp(z)P(z).

Далее, имеем Ф*(г4) — а(4)Ф0 (г՜*4) = 7։(г,4) + где

Ji(r,4) =
S+(r4)֊O(4)Sp-(r֊14) Г /0(т) dr 

2х» JT S^(r) т — г-14'

2ят ,Чр (т)

а 5՜(я) - сужение функции 5р(я) на I)՜. Выберем числа бо,сп таким образом, 

чтобы из включений 4*п 6 Т(р) и 4 6 Д(4ьв, бп, г) следовала оценка (см. [4]) 

15’р (г0 “ (г“‘01 > со|5+(г4)|, 4 44.. Так как 5+(г4) « |4*։ - г4|-1/’’

в достаточно малой окрестности точки 4*в, то

/ Р>(г,«)|р 1*1 > / т 1 ,1/у / ֊֊Т^/о(т) dт Р |Л|,

•4т. 7д(։*в1։,г) I™ -Ь т-т1

и, в силу (8), будем иметь Птг_|_о||71(г,4)||1’ = оо. Учитывая, что согласно 

лемме 2, ||J2(r, 4)||р < const ||/||р, завершаем доказательство теоремы.
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Замечание. Если функция /(4) принадлежит классу Гёльдера, то задача (1) 

разрешима в классе А(Т).

Доказательство. В (7) полином P(z) монжо выбрать так, чтобы

2тг» JT Sp (г) Г — It

Тогда для некоторого р՜ > р будем иметь ||Ф+(г4) - а(4)Ф"(г՜14)||р< < const.

Учитывая равенство Гш։г_1_(|[Ф+(г4) — а(4)Ф՜ (г՜14)] = /(4), получим

r Hm п ||Ф+(г4) - а(4)ф-(г”14) ֊ /(4)||Р = О

Теорема 2. Условие (2) необходимо и достаточно для нстеровости задачи (1).

Доказательство. Пусть 7’(р) = 0. Тогда общее решение задачи (1) представимо 

в виде (7), где P(z) - произвольный полином. Отсюда следует нётеровость задачи 

(>)-

Рассмотрим теперь случай Т(р) / 0. Предположим, что задача (1) нёгерова. 

В силу теоремы Рисса

М/) = — = k N,, Z7T Jrp

где y>h(4), k = 1,..., N - линейно-независимые функции из М(Т), q = p(p - I)՜1.

Применяя теорему Хана-Банаха заключаем, что существуют функции /t(4) £ 
■ г '. • '■ • •

Е LP(T), k = I,..., N з՝акие, что

1 Г Г 1 7՛ *“ к
п' .,՝2* Jr I 0, j к.

Пусть Mt = .sup |/А(/)|, ||/||р = 1, М = sup Мь, k = 1,...,^. Выберем функции 

/*(4) класса Гёльдера так, чтобы имели место неравенства

*=■......«•
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Тогда с применением функционалов получаем, что

|/*(Л)| > 1МА)| - |/*(Л - А)| > 1 - е, 

|/4Л)|<|/*й֊л)|<е-'
Пусть теперь /ri(Z) G lf(T) - функция, для которой, согласно теореме 1, задача

(1) не имеет решения в А(Т). Если £ > О достаточно мало, то комплексные

числа .1*, k = I,..., N можно выбрать так, чтобы были справедливы равенства

52 = /*(/..), k=l,...,N.
j=i

Положим

Лм = /<>(/.) ֊52 л*л(0- 4=1
Тогда /*(/,>) = 0, k = Поэтому для функции /о(0 задача (1) разрешима

в классе До(Т). Так как, в силу замечания к теореме 1, задача (I) разрешима в

/1(7’) для функции
N

к=\
то она разрешима в Л(Т) и для функции /(|(4). Полученное противоречие завер

шает доказательство теоремы.

ABSTRACT. The paper investigates a version of Hilbert problem in a 
class of analytic functions. The continuity on the boundary is in the 
sence of //-convergence. A necessary and sufficient condition for normal 
solvability and Noetherness of this problem is obtained.

ЛИТЕРАТУРА

1. Г. М. Айрапетян՜, “Разрывная задача Римана Привалова со смешением в 
классе /Л”. Изв. АН Армении, Математика, т. 25. №1, стр. 3 20, 199(1.

2. Г. М. Айрапетян. “О задаче Гильберта в смысле // (р > 1)-сходимости”, ДАН 
РАН, т. 328, №5, стр. 421 -423, 1993.

3. И. Стейн, Сингулярные интегралы и дифференциальные свойства функций, 
Мир, Москва, 1993.

4. Г. М. Айрапетян, “Об одной задаче сопряжения со сдвигом в классах //”, Изв. 
АН Армении. Матемаз ика, т. 25, №4, стр. 394 400, 1990.

14 июня 1994 Государственный инженерный 
университет Армении



О ЛОКАЛИЗАЦИИ НА БЕСКОНЕЧНОСТИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
Г. Г. Казарян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 29, №3, 1994

В статье исследованы локализации нсгипоэллиптичсских операто- ров, а именно, поведение отношения Р(£ + »?)/Р(»?) при |7у| -* <х>, где - символ линейного дифференциального оператора Р(О), а Р(£) - его функция Хёрмандера. Для определенного класса операторов найден наибольший порядок локализаций и описано множество локализаций.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известно (см., напр., [1], глава 10); что многие свойства фундаментального решения линейного дифференциального оператора Р(О), такие как расположение волнового фронта и сингулярного носителя и др., зависят от поведения функции Хермандера Р(£), отвечающей оператору Р(Ц), а точнее, от поведения отношения Р(£ + т))/Р(т]) при |7?| -» оо. Легко показать, что для гилоэллиптичс- ских операторов этот предел является многочленом нулевой степени, в отличие от негипоэллиптических операторов, для которых он может быть многочленомX -положительной степени. Такие многочлены называются локализациями оператора Р(О) (или многочлена Р«)) в бесконечности. В связи с этим естественно возникают задачи :1) определения наибольшего порядка предельных многочленов (локализаций) для данного класса дифференциальных операторов,2) описания множества локализаций для индивидуального оператора изданного класса.



О локализации на бесконечности дифференциальных ... 63Настоящая статья посвящена этим и другим смежным вопросам, представляющим, на наш взгляд, самостоятельный интерес также вне теории общих дифференциальных уравнений.Перейдем к точной постановке задачи. Для этого приведем сначала ряд необходимых обозначений и определений.Через Ш.” обозначим п-мерпое вещественное евклидово пространство, через 
/У" множество п-мерных мультииндексов а = («!,..., ап) с целыми, неотрицательными компопентами. Для 4 £ Ш." и а £ /V" положим

Г =С = Dj = — (j = 1............п).
OXj

Функция
1/2

Р(€) = IZ>0называется функцией Хёрмандсра операз-ора Р(£>) = 52оТп ■ 1>а (многочлена /’(f) = • £")> где сумма берется по конечному набору мультииндексов (Р) = {а; а £ N”, уа / 0}.
Определение 0.1 (см. [1], определение 10.2.6). Многочлен Q(f) /const называется локализацией на бесконечности оператора P(D) (многочлена /’(f)), если ч существует последовательность {£*}, f‘ С JR”. |f'| оо, такая, что для произвольной точки f £ IRn

lim /д(€+С) =
,-оо р(е)

Множество локализаций многочлена Р будем обозначать через ЦР). Если 0 £ € IR” \ О, то множество таких предельных многочленов £*/|£|ж —♦ 0/\0\~х будем обозначать через Le(P)-

В данной статье определяется наибольший порядок локализаций для определенного класса дифференциальных многочленов.



64 Г. Г. Казарян§1 посвяшен обобщенно-однородным, а §2 - однородным гипербол։:՛•'■ многочленам. В §3 исследуется влияние носителя гипоэллиптичпости на степень локализаций. В §4 изучены локализации общих многочленов.
§1. ЛОКАЛИЗАЦИИ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ОБОБЩЕННО-ОДНОРОДНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ
Определение 1.1. Многочлен Ж€) = Ж£ь ••••£»«) называется обобщснпо- одноролпым (А-олпоролпым) А-порялка г! > 0, если для всех I > 0 и ( £ Ш."

«(? • £) = • 6, • • •, 4а- Чп) = I* • Л(<)•
Очевидно, что любой А-одпородный многочлен Н А-норядка г/ может быть представлен в виде

ЖО = 52 г»£“> (А,«) = А1«1+--Ап«п-(А,о)=йС другой стороны, если Р(£) = 7о С произвольный многочлен и А €£ Ш." произвольный век тор, то /’(£) представим в виде суммы А-однородных многочленов
Л1 м. жо = Е,,>«)=Е Е 7,-г. )=0 /=о (А,а)=и,где <1О > гЛ > ••• > <1м > 0. Число Ло = сЦ/’) = с/0(/։, А) будем называтьА-порядком многочлена Р и будем писать Ле^хР = <1О. Ясно, что если Р естьА-одпородный многочлен А-порядка Ио, то Р(£) = I о(4), /’>(0 = ()(.; = 1,. ., Л/).Если А £ IR" - вектор с положи тельными компонентами, го через |£|> будемобозначать А-норму вектора 4 € Ш.”, определенную формулой

Й|л = E^i2A'Определение 1.2. Пусть т) £ ПГ, |r?| = 1. Булем говорить, что многочленQ(f) ^const принадлежит множеству ЬА(Я), если существует последовательность {С} такая, что при я —> сю, |£*|д —» ос, С/|С|]/А —‘ П имеем
lini = Q(f) £ £ ИГ.,֊.00 ft(e)



О локализации на бесконечности дифференциальных ... 65В этом параграфе мы опишем множество £^(Л) для А-однородного многочлена R и для фиксированной точки т/ 6 ЛЦ*. При А] = • • • = Ап = 1, как следствие полученного результата, найдем описание локализаций на бесконечности для однородного многочлена R, т. е. описание множеств и £(Я).
Определение 1.3 (см. [2]). Многогранником Ньютона (или характеристическим многогранником) набора мультииндексов б = {а1..........ан} называется наименьший выпуклый многогранник М = М(б), содержащий все точки б-

Пусть Р(£) = 52а 7а • €“ ~ многочлен с постоянными коэффициентами и (Р) = {а; а 6 ТУ", уа ф 0}, тогда многогранник Ньютона набора (Р) и {0} называется характеристическим многогранником (х.м.) (или многогранником Ньютона) многочлена Р.
Определение 1.4 (см. [2],[3]). Многогранник М С Ш-п с вершинами из /V" на- зывается полным, если начало координат является вершиной .V, и .М имеет отличные от нее вершины на всех осях координат, (п — 1)-мерная грань полного многогранника Л/՜ называется главной, если она не содержится в какой-либо координатной гиперплоскости. Точка а ЕЛ/ называется главной, если она принадлежит хотя бы одной замкнутой (п — 1)-мерпой главной грани А/՜. Полный многогранник называется правильным (вполне правильным), если неотрицательны (положительны) все компоненты единичной внешней нормали к любой (п — 1)- мерной главной грани.

Пусть (։ = 1,..., М'к, к = 0,..., п — 1) — Л-мерные грани М. Грань X* размерности к < п — 1 многогранника М называется главной, если все ее точки главные, или, что то же самое, если Л//’ подгрань некоторой (п — 1)- мерной главной грани М. Правильные и вполне правильные грани определяются аналогично.



66 Г. Г. КазарянМногочлен
/”■'*(€)= 12 Та Г 

абЛГ?называется подмногочленом Я(£), отвечающем грани Л/* многогранника V = = Af(P). Положим ]Rn = {£;£€ JR", •••£։» ^ 0}-
Определение 1.5 (см. [2]). Грань полного х.м. Xf называется регулярной, если Р։'*(£) / 0 при £ £ 1Й.П. Многочлен Р(£) называется регулярным, если регулярны все главные грани его х.м. Xf\P)-

В [4] было доказано, что если А-однородпый многочлен Я«) / 0 при £ / 0, то Я(£) регулярен. Для регулярных многочленов поставленные вопросы решаются просто : регулярный многочлен с вполне правильным х.м. Xf является гипоэллиптическим (см., напр., [5]). Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать лишь A-однородные многочлены Я(£), удовлетворяющие условию 
E(«) = U Н = 1. я(»?) = о}/0.Пусть R является A-однородным многочленом и г) £ 52(Я) / 0. Обозначим

QW = G(ri, Я) = {«/; I/ е N?, Dv R(rf) * 0}
и положим △(»/) = △(»?-«)= min (А,р). (1.1)
Основным результатом этого параграфа является
Теорема 1.1. Пусть А £ IRn, Aj > 0, j = 1,..., п, Я(£) является Х-однородным 
многочленом Х-порядка d0, т) £ JR.”, |т/| = 1, число △(»;) = △(»?, Я) определено 
формулой (J.1) и Q £ £*(Я). Тогда deg^Q < A(tj).

Доказательство. Пусть Q £ ^(Я). По формуле Тейлора, при любом а = 1,2,...
fi(f + r) = £֊z)“fl(r). (1.2)

а>0



О локализации на бесконечности дифференциальных ... 67Поскольку многочлены £>°Я А-однородны и А-порядка (А, а), то при любом 
з = 1,2,...
«(£+€') = Е |С1а_(А’“)-^-^Я(»7‘) + 1Г1а"Д(’’) Е ^-£>“Я(^)+ (Л,а)<Д(ч) (А,а)=Д(»>)+ Е 1С1а"(А1“)&-о“Л(7/1)- (1.3)(А,а)>Д(ц)Аналогично, для многочлена Я2(£)' имеемяа(С) = Е К։|51<'_(А’“)1-|Д“я(ч։)1а + 1Г11[''_А(’)1 Е 1П°Д(’?')1?+(А,а)<д(п) (А,а)=Д(ч)+ Е 1Г1^'(А’в)1-Рая(п')13. (1.4)(А,аг)>Д(ч)Так как |т?*|а = 1 при всех в = 1,2,..., то существует постоянная С > 0 такая, что при любом а Е АГ՞, а > О

|£>° • Я(Ч*)| < С, в = 1,2,
Тем самым, для любой точки £ Е Ш.՛Е(А.а)>Д(,)Г1А[։,_(А1О)1-|^Я(^)|3 п^,|2[<։-д(п)] 0
при 8 —+ оо, и при з —♦ оо также

Е(А.а)>д(Ч)1е1А~(А,а)£о°я(>?«) 

]ЛЖ|</-Д(ц)

(1-5)

(1.6)

. .(1-7)'
С другой стороны, при вычислении предела Нт,-,,» я!^+? ) функцию Я(£) можно Я(С*)заменить функцией Еа |О“Я(£)|. Поэтому из представлений (1.3), (1.4) и соотношений (1.6), (1.7) получим

я(е)= Е(А,а)<Д(„) |Г1а (,!)-(А'О) • £ • Р°Я(^) -ь Е(А,а)=Д(,) £• • Д°Л(^) + 0(1) ^ + Е(А,а)=д(,)Р“Я(^)| + о(1) (1.8)
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А.= Е к'|^(п)-(А'“)-|ЛоК(77*)|. 

(А.а)<Д(п)
(1-9)

Так как Кт ЯУ,+^ 
г—оо !<(.(')

существует для каждой точки ( е Ш.п, то за счет выбораподпоследовательности возможны следующие два случая :а) существует число С > 0 такое, что А, < С при всех в = 1,2,...,б) А, —» оо при я —♦ оо.В случае а) без потери общности можем предположить, что А, —♦ А. Тогда, ввиду того, что () 6 Л*(Л), А > 0 и 52(А1О)=Д(П) |£°Я(т?)| > 0, для произвольнойточки £ б И-п получаем
где

Кт 

«—♦ОО я(е)

^(А.а^ДОО Ы՜ ' ДаД(*?) 

Л + £(А,в)=Д(,)|О“Л(’7)1 +9(е)=т (1-Ю)
<?(^) = Пт 

«—♦ОС А* + 52(А,а)=Д(п) 1£)"Д(’?')1 <1е£дд < △(»?), (1.11)
т. е. с^лЦ < △(»?).Рассмотрим случай б). Так как предел Нт ) существует, то рассу- • «—»со Я(с)ждая как в случае а) получим

.«ат^р=’«> >««»•
и с1е£д<Э < Д(??). Теорема 1.1 доказана.

Приведем два следствия, первое из которых показывает, что в неравенстве ^еёА<2 < △(»?) равенство всегда достигается.
Следствие 1.1. Если многочлен Я(£) удовлетворяет условиям теоремы 1.1 и

««) = ֊ Е 

(А,а)=Д(п)

а = <т(т), R, А) = 1 1/2 ‘
Е |Авя(ч)|2 . 

_(А,а)=Д(т|) 
(1-12)



О локализации на бесконечности дифференциальных ... 69то С} 6 £П(Л).Доказательство получается повторением рассуждений доказательства теоремы 1.1, если заменить последовательность {£'} на последовательность = вхт) = 
= (в^'тц,. ..,зх՝г)п), я = 1,2.........и заметить, что в этом случае А, = 0 (в == 1,2,...), <7(0 = 0 (см. (1.11)).
Замечание 1.2. Пусть Л(£) - однородный многочлен и 17 £ Ш", |т?| = 1. Тогда множество 1>Ч(Л) локализаций R состоит из многочленов вида

<։«) = ֊ Е 

|а|=Д(п)где 0 = 1, либо 0 = 0, Нед? < △(»?), а число <т определено формулой (1.12) при А, =••• = А„ = 1.
§2 . ОДНОРОДНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ

В этом параграфе мы изучим локализации двумерных, однородных, гиперболических в смысле Л. Гординга многочленов с характеристиками постоянной кратности.Пусть Я(£) = Я(£1,£а) - однородный многочлен порядка Л > 0, гиперболический по Л. Гордингу (см. [6], или [1], определение 12.3.3). По теореме 12.4.3 работы [1], любой однородный, гиперболический многочлен имеет лишь вещественные корни и, следовательно, представим в виде 
мЛ(£) = П(6 11 + -.-+1м = а, (2.1)

где ту - вещественные числа, т,- / Ту при » 5 (։,.; = 1,..., М).

Теорема 2.1. Пусть R - многочлен, представимый в виде (2.1) и 0к £ Ш.2, |0*| = 1, 0к — =0 (к = 1,..., М). Тогда, если

= Е як-С, (2.2)1«1=к
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где

к _ РаП(Ок)

то Qk £ £(я) (ь = ։,..., М).

к = 1,2, ,Л/, (2.3)
Доказательство. Пусть f,*՝k = я ■ 0к (к = 1,...,М; я = 1,2,...). Тогда при 
я —♦ оо имеем |С'*| = в —♦ оо, и по формуле Тейлора

Л(< + Г‘) = Е ^7 «"«(€''*) = У, 5е''՜1“1 • «пЛ(0*) = 
ст ст

= ?'-'*՛ У ^Т-О“Я(0*)+ 52 ^‘'->“1 • О“Л(в*). (2.4)
|л|=1* а՛ . |а|>Г* П'При доказательстве последнего соотношения мы использовали то, что Ра Н(0к) == 0 при |а| < 1к, к = 1,..., М. Аналогично, для многочлена Я2«) имеем

Ё2(С՛*) = 52 |£>ПЯ(0*)|2 + 52 в2^՜1“15 • |£)“/г(0*:)|2. (2.5)
Так как Ра П(0к) / 0 при |а| = /* и при з —юоЕ|а|>и«2(‘,-|“|)-|О“Ж)|2 в2(<*-и) - °՛
то из соотношений (2.4), (2.5) следует, что

= «*«>՛ 4 = 1.........."• .
чем завершается доказательство теоремы 2.1.Следующий простой пример показывает, что локализации однородных многочленов вообще говоря не являются однородными многочленами, они содержат ненулевые младшие члены.
Пример. Пусть п = 2 и Л - натуральное число. Очевидно, что Я(£) = (£։ — ^2)</ есть гиперболический многочлен относительно любого вектора 6 ГО2, / 
/ ^շ, для которого М = 1, г = 1,0 = (1/>/2, 1/>/^) и Д(0, Л) = <£ Для любого 
з — 1,2,... положим = (С{,42) = (а+'а,в+ 6), где а,Ь (а / Ь) вещественные 



О локализации на бесконечности дифференциальных ... 71числа. Заметим, что функции Л(£+£*), Я2(С) не'зависят от в и, поскольку а / Ь, то Л« + С) = [(£1 —&) +(°“ &)]**! Я(О / 0- Тем самым, предельный многочлен 
<Ж) = Пт Л^ + С)'֊*“ Я(е)содержит младшие члены порядка тп при любом 0 < тп < I.Остается заметить, что для этого многочлена существует локализация С} с максимальным порядком <1е£<2 = <1. При этом, если брать а = 6, то получим локализацию СЦ£) = -—у?.

а — а!

§3 . НОСИТЕЛЬ ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВИ ПОРЯДОК ЛОКАЛИЗАЦИЙВ этом параграфе мы покажем, что, грубо говоря, чем шире носитель гипо- эллиптичпости данного дифференциального оператора, тем уже его множество локализаций. Следуя терминологии работы [7], приведем необходимые определения и обозначения. Пусть, как и выше, /У" - множество п-мерных мультииндексов. Для произвольного (в том числе и пустого) множества е С л} положим У"в = {а; а 6 М", а; = О, У 6 е}.
Определение 3.1 (см. [7]). Носителем гипоэллиптичности Н = Н(Р) линейного, дифференциального оператора Р(О) с постоянными коэффициентами называется наибольшее из подмножеств е С {1,..., п}, удовлетворяющих условию

для любых мультииндексов 0 / и 6 Н"с.Число Л = Л(Р) элементов множества Н называется числом гипоэллиптичности оператора Р(£>). При этом, если Н = 0, то полагаем Л(Р) = 0.
Из определения носителя гипоэллиптичности следует, что для гипоэллипти- ческих операторов Н(Р') = {1,.., п} (Л(Р) = п), в отличие от гиперболических в смысле Л. Гординга операторов, для которых Н(Р) = 0 (Л(Р) = 0) (см. [8], 



72 Г. Г. Казарянтеорему 2.1). Таким образом, в смысле носителя гипоэллиптичности, гиперболические но Л. Гордингу (и, гем самым, также по И. Г. Петровскому) операторы с постоянными коэффициентами и гипоэллиптические операторы занимают край- ние позиции.Следующий результат обобщает теорему 1.1 и уточняет максимальный порядок локализационного многочлена по отдельным переменным.
Теорема 3.1. Пусть многочлен R и точка т/ £ НЦ* удовлетворяют условиям 
теоремы 1.1, С) 6 ЬП(Д), 0(С) = и (Ф) = {«;»£ АГ”, 0). Далее,
пусть И = Н(П) - носитель гипоэллиптичности многочлена R. Тогда <?а = 0 при « 6 (Ц) Л Мо։н< или< что то же самое, С}(0 ■ £) =сопз1, где Оу = 1, при ] Е Н и 
0} = о, при 1 е и.

Следствие 3.1. Пусть Нее,О = тах а,-. 3 «е(у) 1Предположим для простоты, что однородный многочлен R и многочлен С) удовлетворяют условиям теоремы 3.1. Тогда — 1 для всех ] 6 //(Д).
Доказательство теоремы 3.1. В дальнейшем будем считать, что

л(€) = Е|£»°л«)1-
Пусть при —» оо. Пользуясь соотношением (3.1) функции

Я(С')Д(£ + р) и П(т]) можно представить в виде/?(£+£') = 12 ^О?Я(Г)+ 12 §лвя(П (3.2)
“^О.НЯ(С)= 12 |ОЛД(С)1+ 12 |О“Я(€Д)1- (3.3)
°6*о,я а^о.нПо определению множества Н(Н), для любой точки £ £ К.” при я-»оо имеем

-----------— ^-» 0 и ------------ =------------------- > О, д(е)-------------- - д(е)что вместе с представлениями (3.2), (3.3) доказывает теорему.



О локализации на бесконечности дифференциальных ... 73Доказательство замечания 3.1 следует из теорем 1.1 и 3.1.
И- ЛОКАЛИЗАЦИИ ОБЩИХ МНОГОЧЛЕНОВВ этом параграфе изучены локализации в бесконечности общих многочленов с постоянными коэффициентами.Введем сначала ряд обозначений. Полагая, что а € Ы”, обозначим Уа = 
= {/?; Р Е No, 0 < Р, < а;, » = 1,..., п}. Для набора мультииндексов б = = {а|,...,алг} положим Уб = и^։Уо^, а через /У(б) = М(Уб) обозначим многогранник Ньютона набора Уб-Очевидно, что : а) М\б} С ЛА({7) ; б) если - правильный многогранник, то 

; и) вполне правильные грани многогранников АА и АА совпадают.Для выпуклого многогранника АА через ЛА' обозначим многогранник Ньютона, натянутый на вполне правильные точки многогранника ]У. В [3] доказано, что ЛА' = //.Пусть теперь А'(£) = уа^а - многочлен с постоянными коэффициентами, отвечающий линейному дифференциальному оператору Р(Ц) = ^2а7аВа, где сумма берется по конечному набору мультииндексов (Р) = {а; а 6 7а / 0}. Положим д=и(д։'Р), лА = лА(Р) = лА(д), (4.1)
р>0= (0^) = {“.:“6^«,7:#0}. (4.2)

аПусть ЛА/ - ^-мерные правильные грани ЛА(Р) и А, - множество единичных внешних относительно V нормалей (ЛА-нормалей) граней Л/? (* = 0,1,..., Л/), }■ — = 0,1,.. - ,п— 1). Положим
п—1 Му 

Х = ЦР)= и и А'.

7=0 4=1Пусть ц 6 Л, тогда д бЛ| для некоторой (очевидно единственной) пары (*,/), 1 < ։1 < М], 0 < ] < п — 1. Ясно, что существуют числа
<(р) > й։(р) > > Лм(р) > 0, М = М(р)
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м м^) = ЕР^) = Е Е 7аГ- (4.3)
1=° ;=О(р,а)=^,Для р-однородного многочлена Ро(<) и точки г) е ТО", |г/|/։ = 1, число До == До(|?, /о,д) определим как в § 1 :

6М = Ро) = {*/; и е ЛГ՞, О'Рв(п) / 0},
До = До(»7, Р„, р) = пни (р, и).

Основным результатом параграфа является
Теорема 4.1. Пусть /’(£) - многочлен п переменных с постоянными коэффици

ентами, Т] е ТО.", р Е Л(Р), |п|/< = 1 и У Е Ь£(Р). Тогда < До(р, г)}.

Замечание 4.1. Пусть С} Е т. е. С} - локализация па бесконечностимногочлена Р в точке т/ Е ТО". Тогда с!ед(Э < До, где число До соответствуез единичному вектору р = (р\,..., рп) с р\ = р2 = • • • = рп = п՜*/2.
Доказательство теоремы 4.1. Пусть р 6 Л(Р), т) Е Ш՞, |*7|м = I, С —• оо, 
г]* = —1/1։ ■“* П ПРИ я °°1 и ПРИ любом £ € Ш."

1С|/<

Рассмотрим в отдельности поведение функций Р(С) и Р(< + £*) при я —» оо и 6 ТО.". Из (4.3) следует, что
м ра^ + «') = Е Е |С|^-("'а)-^-0оРу(п1)+

>=»(д1в)<Д,

Л/ • со+Ек'^_д° Е
^=1> (д,а)=До

М сс+Е Е 1Г1?-('1'в)~-д“рд^)- (4.5)
3=0 (//,«)>△»
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(р,а)<А„

Л/^|С^-("’о)-0оРДг7')/=о
(/<,«)=△.

М 

рг#-д-лвад) + £ 
7=0 . (ц,а)>Ь„

М;=<> .(4.6)
Теперь в отдельности рассмотрим повеление слагаемых в (4.5) и (4.6) при я —> сю.

Е(д.0)<д„|Е"о^^(е)|

71 “ 1е1^-д’
(р,а)<Д >=<> (4.7)

л/

те
(<8)

(я.я)=До >=п

/Ц =
м

Е(^)>д0|Е"о^“С-(е)| _ " 1Н ,,., , Д1
лз = .2,Дд.----------- 1 = Е Е|С|^-<'»)-[('*-")-д”]^Р>(т7‘)

К *Д (р,а)>Д„ 1=0 (4-9)Очевидно, что при я —♦сю
Аз 0. (4-10)

Так как £)“ Ро(т]) ф 0 для некоторого а 6 IV", (д, а) = Ао и < <10 при всех
1 = 1,..., М, то А£ —» А2 > 0. (4.11)
Возможны следующие два случая :а) существует число е > 0 такое, что А* < £ (я = 1,2,...);б) А* —« оо при я —» оо.В случае а) из последовательности (Д') выберем сходящуюся подпоследовательность (которую снова обозначим через {А*}) такую, что А* —► А[. Тогда из (4.6) - (4.11) следует, что

Пт ,/^Д = А1+А2 = Л>0. (4.12)
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в,({) = "

Л/ еа
= Е Е |<'|(|<'i-<'.)+(A.-(/*.a))^D» W)i (4.13) 

i=0 (/j,։»)<△„

е ֊1^р.ы, cd.«)
14 (Д.»)=А.

,im Е"«Е(„,.»4. &0’Р,(«։) ,л1„Дгп В3(£) = Ьп -------------- --------------------------- = 0. (4.15)
Из соотношений (4.12) - (4.15) следует, что

lim + W । Е г,
՛-֊» P(f»)|^«|rf«-A= А а! °^) (4.16)

Поскольку по условию теоремы при s —» оо существует предел i ֊го существует также
lim . «ЯО =,(0,

причем, очевидно, degMg < △<,. Сопоставляя последнее с (4.16), получим
,'™, пЁР - ’<«+1 £ go-p.w ^ «(() 

W > (я,о)=АоИ deg^Q < A0(q).Перейдя к рассмотрению случая б), заметим, что
l-»0O А* 4 — 00 А*

и существует
lim^)=limp«+e>1->ОО А* «-»ОО Р(£*) = <?«) = Q(f),

причем, очевидно, deg^Q < Ао. Теорема 4.1 доказана.
ABSTRACT. The paper studies the localizations of nonhypo elliptic op
erators, mainly the behavior of the ratio P(£ 4- ^)/P(g) as |g| —» oo, where
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О ЗАДАЧЕ БИЦАДЗЕ-САМАРСКОГО 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Г. В. Вирабян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №3, 1994

Статья посвящена задаче Бицадзе-Самарского для уравнения ко
лебания струны и эквивалентных гиперболических систем в случае, 
когда рассматриваемая область - круг или прямоугольник. Устано
влены теоремы о разрешимости и единственности решения в классе 
обобщенных функций.

ВВЕДЕНИЕ

В работе А. В. Бицадзе и А. А. Самарского [1], относящейся к равномерным 

эллиптическим уравнениям, была предложена новая постановка краевой задачи. 

Предполагается, что неизвестная функция и удовлетворяет обычному условию 

Дирихле лишь на части границы, а на оставшейся части границы и на дуге, 

лежащей внутри области, и удовлетворяет некоторому соотношению. Для урав

нения Лапласа была указана методика установления корректности такой поста

новки задачи. Различные варианты эллиптических задач с краевыми условиями 

типа Бицадзе-Самарского рассматривались в работах [4-7]. Важность развития 

общей теории этих задач отмечена в [3, 8, 9].

В настоящей статье исследована краевая задача Бицадзе-Самарского для 

гиперболических уравнений второго порядка. Рассмотрены две постановки этой 

задачи - для уравнения колебания струны и для системы дифференциальных 

уравнений, эквивалентной уравнению струны, когда рассматриваемая область 

есть круг или прямоугольник.
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§1. СЛУЧАЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

Пусть область Я - квадрат {—1 < х < 1, — 1 < у < 1}. Краевую задачу 

Зи։ _ диг 3ui 3u2 _ п
дх ду ’ ду дх ’ Ш

a։(a:)ui + 6i(x)uj|v=_j = /i(x), 

a2(x)u։ +6а(х)иа|у=1.= /а(г),
(2) 

Оз(у)«1 + ^з(1/)«2|г=-։ = /з(у),

«4(у)«1 +b<i(j/)«2|x=i = ai(y)«i +Mv)ual*=r = A(jz), 
где 0 < г < 1, а а,-, 6,-, ft (* = 1,.... 4) - непрерывные функции на интервале [—1, 1], 

будем называть задачей Бицадзе-Самарского для системы дифференциальных 

уравнений, эквивалентной уравнению колебания струны. Ниже мы будем искать 

решение краевой задачи (1), (2) в классе непрерывных на Я функций.

При г = 1 задача (1), (2) была впервые рассмотрена С. Л. Соболевым 

[2], см. также [10, 11], а для г = 0 - см. в [12]. В данной статье эта задача 

изучается для произвольных г G [0,1]. Случаи рационального и иррационального 

г рассмотрены отдельно.

1. Пусть г - рациональное число : г = — G [0,1] (полагаем, что дробь т/п 

несократима). Границу ЗЯ квадрата Я, начиная с нижнего левого угла О\, 
, fk-1 k\ , , „ „разделим на равные интервалы Z* = [ ------ < в < — ], к = 1,2, ...,8п, длины\ п nJ

Здесь s - длипа ЗЯ, отсчитываемая от вершины О\ в направлении, обратном п
часовой стрелке (см. рис. 1). В этих интервалах отметим точки с координатами

(оь с\
------ --- GM, * = 1,2,...,4п, п nJ
fa t\ <’>

А/гьн I----- 1—I 6 hk+i, i = 0,1, ...,4n—1.\ n nJ

Эти точки представляют собой узлы упругих отражений от ЭЯ светового луча, 

исходящего из точки М\(£/п) G 1\ по одному из характеристических направлений 

(х±у =const) системы (1). Пусть М G ЗЯ - произвольная точка. Обозначим через
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3±(М) точки пересечения ЗЯ с соответствующим семейством характеристик 

х± у ~сопв1 системы (1). Далее, обозначим через М' проекцию точки М £

£ [Л/зп, Л/4П] на линию х = г, параллельную оси х. Легко установить следующие 

соотношения для автоморфизмов 5* границы ЗЯ в себя.

Лемма 1. Автоморфизмы 5± обладают следующими свойствами :

3՜ (Мк) = Млп-к+1, 3+(Мь) = Мвп-к+1, к = 2п+

3~(Мк) = М\2п-к+1< ' = Мвп_к+\, к = бп+

3~(М^) = А/зп+т-*+1> к = 2п+ 1,...,3п + т.

8֊(М*к) = Мп-т+к, к = 3п + т+ 1,...,4п.

3+(мк) = Мт-п+к, к-2п+1,...,3п-т.

3+(мк) = Мдп-тп+1, к = Зп-тп+ 1,...,4п.

Общее решение системы (1) можно написать в виде

(4) 
«2(Л = ¥’1(/’)-*’2(Р). • •

где Р £ Я, а функции <Р1(Р) и ^з(Р) постоянны на характеристиках х + у =сопз1
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и х — у =сопя1 соответственно :

= ^|(Р), <р2(Я~Р} = р2(Р). (5)

Здесь .Ч^Р - точки, где характеристики, проходящие через точку Р 6 Я, 

пересекают границу ЙЯ.

В рассматриваемом случае задача Бицадзе-Самарского состоит в определе

нии искомых ч>\{Р) и р2(Р) из класса С'(Я) непрерывных в И функций. Таким 

образом, ставится задача отыскания обобщенного решения краевой задачи (1), 

(2).

Определение. Обобщенным решением краевой задачи (1), (2) Бицадзе-Самар

ского называем пару функций , м2, удовлетворяющих почти всюду в Я = Я\йЯ 

системе (1) дифференциальных уравнений, а также граничным условиям (2).

Подставляя общее решение (4) системы (1) в граничное условие (2) в точках 

Мк (к = 1,...,8п), получаем систему из 8п уравнений :

[«։ (Л/ь) + 1>1(Мк)]։р\(Мк) + [а։(Л'/*) — 6։ (Л/*)]9’2(Л/]ь) = /1 (Л'/*), 4 = 1, ...,2п,

[а2(Л4) + 62(Л/*)]у>1(Л/*) + [а2(Лй) — Ь2(М*)]р2(Л/*) = /2(Л'/*), 4 = 4п + 1, ...,6п,

[д3(Л/*.) + 6з(Л-/к)]у>։ (Л/*) + [а3(Мк) — Ь3(Мк)]р2(Мк) = /з(Л/*), к — 6п + 1,...,8п,

[<м(Л/*) + 6и(М*)]^|(Лй) + [ал(Мк) ֊ Ьл(Мк)]р2(Мк) =

= [а4(Л/*) + Ь4(Мку]<р1(Мк) + [а4(Л/к) — 6.|(Л/*)]^2(Л/£), к = 2п + 1, ...,4п. (6)

Поскольку функции и у>2 инвариантны относительно автоморфизмов Я+ и Я՜ 

соответственно, то, согласно лемме 1

<Р2(Л/*) = <р2(Л'/4п-*+1)| 4=1,'...,2п, (7)

¥>2(Мк) = 9з2(Л/|2п_к+.|), 4 = 4п+1,...,6п, (8)

= у’1(Л'/вп-1:), А=1,...,2п, (9)
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¥’|(Л/|;) = ¥>| (Л/кп-*), 1: = 4п+ 1 , ...,6п. (н>)

Полагая 0 < £ < 1, введем обозначения
« •

А* Г֊՝) =¥’1(Л՛/*), 
\п / к= 1,..., 2п,

•

(И)

А2п+* [ - ) = ¥’|(Л-/4п+*), \Л/
к = 1,,...,2п, (12)

^4п4-1* [ ~ ) = 

\п/
к= 1...,., 2п, (13)

Абп+А: ( “ ) = ^(Л'^п+А-), 
\ Л/

к= 1,, ...,2п. (И)

Заметим, что нахождение искомых функций и у»2 и промежутке [—2,2], т.

е. решение задачи Бинадзе-С^амарского, эквивалентно нахождению новых неиз

вестных функций А, [ — ), 5=1, ...,8п, £ £ [0, 1]. Воспользовавшись соотношсни- 
\п/

ями (7) (10) и леммой 1, систему (6) можно переписать в виде алгебраической 

системы и.з 8п уравнений относи дельно 8п неизвестных функций А, :

[а|(,М*) + Ь,(Л/ь)]А* + [а|(Л/>) — Ь1(М1е)]А^„+к (£) = /|(Л/*), к = I. ...,2т*,

[а2(Л/*) + 4»2(ЛУ*)]А*_2п + [а2(Л/*) - Ь2(Л/ь)]А2„+4 = /2(Л/*).

к = -1п + 1, ...,6п,

[а:։(Л/*) + 6.з(Л1'*.)]Ан,|-*+1 + [а;։(Л/*) — 6.з(Л/*)]Ацп_*.+ ։ = /з(Л/*),

к = 6п + 1, ...,8п.

(а.|(Л/*) + 1м(М);')]Хбп-к+\ (Д) + [«-«(Л/*) — Ь^(Л/*)]Ак»,-к+1 =

= [о4֊(Л/*) + Ь.^М^Ащ-п+к + [«^(Л/*) — 1'-։(Л/4)]А7п+„,_*.+| ,

к = 2п+ 1,...уЗп — т, (15)

[^(Л/*) + б4(Л/|;)]А8п-*: + 1 + [«-»(Л/*) — б4(Л/к)]Авп-4+1 =

= [о<(Л/к) + б4(Л'/*)]А7П_„,_*+| + [^(Л/*) — 6,|(Л/*:)]А7п+„1_*+| .

к = Зп —• /и + 1,..., Зп + т,

[а4(Л/*;) + 6.1(Л'/*)]Абп-к+1 + [а^Мк) - Ьл(Мк)]Ацп_к+1 =

= ^(Л^к) + 64(Л/*)]А 1 |п-Гп-4+1 + [«-1 (Л/*) — б4(Л/*)]А;<п_т+* ^0 .

к = Зп -I- тп + 1,..., -1п.
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Обозначим через Д(£) определитель этой системы. В случае задачи Дирихле 

Д(£) совпадает с определителем из [10], в случае же, когда г = 0, явный вид Д(£) 

дан в работе [12].

Теорема 1. Если определитель Д(£) системы (15) отличен от нуля для всех 

6 [0, 1], то краевая задача Бицадзе-Самарского имеет единственное обобщенное 

решение в классе непрерынных функций.

2. Предположим теперь, что г 6 [0,1] - иррациональное число. Пусть П ֊ 

единичный квадрате центром в начале координат. Представим $2 в виде суммы

двух прямоугольников :

(16)П = пр)ипр\

Полные границы этих областей будут

апр) = и<г4, ао = иг.-. (21)
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Лемма 2. Для произвольной точки М 6 <9^2, не являющейся вершиной угла, и 

для произвольного решения П|,и2 системы (2) справедливо тождество

и>(Л/) + и,(5+5-)И) = и>(5-Л/) + и>(.5’+Л0, >=1,2. (22)

Доказательство. Из общего решения (7) имеем

“1,2(Л/) = 99[(Л/) ± у»2(Л7),

и 1,2 (9+9՜М) = (9+.9՜М) ± ра(5+«Г М),
(23)

М1,2(.9_ М) = М) ± у>2(.Ч Л/),

и ,,2(5+ М) = р, (.9+ М) ± <р2(.9+ М).

Сложи» эти равенства и учитывая инвариантность функций у>|12 относительно 

автоморфизмов .9±, приходим к тождеству (22). Лемма доказана.

Краевую задачу (1), (2) при /,• = 0, ։ = 1,2,3 будем называть однородной 

задачей Бицадзе- Самарского. Предположим, что выполнено условие

а? — Ь{ ф 0 па Г,- при ։ = 1,2,3,4.

Теорема 2. Пусть г иррациональное число, 0 < г < I и ’*1(®,2/), в2(х,.у) - 

решение однородной краевой задачи Бицадзе-Самарского. Если и2(х, л) обраша- 

ется в ноль на одной из сторон Г,- квадрата 9, то функции и и2 тождественно

равны пулю н 9. ч

Доказательство. Пусть для определенности н2|г, = 0. Тогда из граничных

условий (2) следует, что

«1,2 = 0.

Применяя лемму 2, получим

Г| иг2иг3
(24)

(25)

Таким образом, решение «1,и2 однородной задачи Бицадзе-Самацского одновре

менно является решением однородной задачи Дирихле для прямоугольников 9г՛
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—(а) 1 + г 1 — ги Я}-' с иррациональными отношениями длин сторон р\ = ------  и рз = ------ .
2 2

Поэтому, согласно [11], и1(։,у) = 0, «а(®,!/) = 0 в Яр5 и я£2\ а следовательно и 

в Я. Теорема доказана.

Переходя к вопросу о существовании решения неоднородной задачи Бицадзе- 
_ 1 + г • 1 — гСамарского, предположим, что иррациональные числа р\ = —-— и р2 = ------

2 2
удовлетворяют соотношениям

I пз| Л . . „ ,Г*՛ “ ~п I > п^+т’ ։-1,2‘ (26)

где А и К - фиксированные положительные постоянные, ат и п - любые целые 

числа.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (26) и иа|г, = 5- Далее, пусть а,՛, 6,- € 

Е С’2К+6(Г,), ։ = 1,...,4 и /,• Е С’К+'’(Г,), » = 1,2,3, причем эти функции и их 

производные вплоть до порядка 2К՜ +6 непрерывны в вершинах прямоугольников 

Яг՛) и Яг2\ Тогда неоднородная задача Бицадзе-Самарского имеет дважды 

непрерывно-дифференцируемое решение.

Доказательство. Из леммы 2 и условий (2) следует, что

а4(?;)и| + ЬЛ (х)н2|7։ = + ^(х)иг|г< = /«(։), (27)

I де 6 СА +4 однозначно определяется через заданные граничные функции

։ = 1,2,3. Таким образом, искомое решение неоднородной задачи Бицадзе- 

Самарского одновременно является решением неоднородной задачи Дирихле для 

системы (1) в случае прямоугольников Яг՛^ и Я^ соответственно. Тем самым, су

ществование дважды непрерывно-дифференцируемого решения задачи Бицадзе- 

Самарского следует из теоремы 3 работы [11].
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§2. СЛУЧАЙ КРУГА

В этом параграфе рассматривается задача Бицадзе Самарского для уравне

ния струны 

в случае, когда область П - единичный круг с центром в начале координат. 

Обобщенная задача Бицадзе-Самарского заключается в отыскании непрерывной 

в замкнутом круге О = О и д£1 функции м(х, у) вида

и(®. у) = ^(®) + б?(у), (29)

удовлетворяющей граничному услопим>

(30)

где сЮ£ граница концентрического круга радиуса £, 0 < £ < 1. Решения 

задачи (28), (30) будем называть обобщенными решениями задачи Бицадзе

Самарского. Очевидно, что эта задача имеет бесконечное множество решений, 

ибо в это множество в частности входят՜произвольные постоянные.

Подставив граничное условие (30) в (29), получаем

+ (7(± \/1 — х2) = /'’(ех) + О’(± Уе2 - £2х2), -1 < х < 1, (31)

откуда с применением (31) находим 
• <- * »

Р(х) = Г(ех) + Г7(е\/։ - X2) - 67(71-х2),

^(ех) = 1'\е2х) + (7(е\/1-£2х2) ֊ С(х/1-е2х2), (32)

Л’(епх) = Г(е"+1.х) + С(е\/| ֊ Е2"х2) - (7(\/1 — е2пх2).

Просуммировав эти равенства, получим 

п ________ ________
^(х) = ^(0) + 52 [(7(еУ1 -£2*Х2) - С(71 - е“։2)] • (33)

4=0
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Перейдя в (3.3) к пределу при п —* ос, полагая, что правая часть (31) равно

мерно сходится в [—1,1] и учитывая непрерывность функции Р'(х). приходим к 

равенству

Г(х) = К(0) + 52 [б'(£\/1 -е“х2) - 67(\/1 -е2‘х2)] .
4=0 1

(34)

Таким образом, существование решения задачи Бицадзе-Самарского зависит от 

равномерной сходимости ряда (34). Нижеследующая теорема показывает, что ряд 

(34) равномерно сходится в [—1, 1] для некоторого класса полиномов.

Теорема 4. Красная задача Бипалзе-Самарского (28), (30) имеет бесконечное 

множество полиномиальных решений.

Доказательство. Пусть С(1) - произвольный полином вила

•

67(0 = Ем2“ (35)
*/=(>

такой, что
N
Е^(^֊։) = о- (36)
|/=0

Тогда формула (31) принимает вил

оо ‘ /V /V

К(х) =К(0) + 52 52 Ме2 - £2*+2х2)1' ֊52^(1 ֊е2кх2у
1м=0 </=()

= ^(Ю + ЕЕ^1)"6" 5^(-1)*'-‘(?;е2,£<п+2)(1'-1Ъ2՛'-2՛-
Д=|»р=О и=1>

I/

ос V

= ^(0) + Е Е - 1) Е(-')'Се2*։х2< = 

Л=01/=0 *=(>
/V V ОО

= *՝(°)+Е Е -1)(-1 Ус>2‘ Е=
</=111=0 4=1

1/ = 0 1=1
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Тем самым, функции

• ■ N N V ( 2v \\ 2i
"(*< У) = *’(«) + 52 brf + 52 £(-1 )fc%(£ _ 72 

v=H v=l>i=l 1 С

являются полиномиальными решениями задачи Бицадзе-Самарского для урав

нения струны в случае круга.

ABSTRACT. The. paper is devoted to Bitsadze Samarsky problem for 
the string oscillation equation and for equivalent hyperbolic systems in 
the circle or in the square. The solvability and uniqueness theorems arc 
stated in a class of generalized solutions.
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КРАТКИЕ ООО Б ШЕН ИЯ

ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ КРЕЙНА ЛАКСА

Л. 3. Геворкян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №3, 1994

М. Г. Крейн в [1] и П. Лакс.в [2] доказали следующее

Предложение.. Пусть бан ахово пространство X непрерывно и плотно вложено 

в гильбертово пространство Н, и пусть А - ограниченный оператор, действую

щий в X и эрмитовым относительно Н, т. с. (Лг, у) = (х, Ау), х, у 6 Л՜. Тогда А 

допускает продолжение до ограниченного на Н оператораА, причем ||Л|| < ||А||.

Нетрудно заметить, что из последнего соотношения вытекает более точное 

неравенство. Действительно, спектральный радиус г(А) оператора А совпадает 

с нижней гранью эквивалентных норм ||А|| (в [3], задача 122, следствие 4, 

эго утверждение доказано для гильбертовых пространств, но после очевидных 

изменений это доказательство проходит и для банаховых пространств). Тем 

самым, ||Л|| < г(Л). Так как А самосопряженный оператор, то ||Л|| = г(Л). 

Поэтому

||Л|| = г(Л)<г(Л)<||Л||. (1)

В [2] П. Лакс доказал также включение спектров БрЛ С 8рА.

Ниже мы распространим цепочку (1) и утверждение о включении спектров 

на более широкий класс операторов. С этой целью введем следующее

Определение. Оператор Л, действующий в банаховом пространстве Д' (с обла

стью определения Л(А)) называется паранормальным [4], если для любого х € 

6 £)(А2) имеет место неравенство Ландау-Колмогорова

||А«||а<||ла*||-||х||.
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Теорема. Пусть банахово пространство X, | -1 непрерывно и плотно вложено в 

банахово пространство У, ||-|| и пусть А - ограниченный оператор, действующий 

в X и паранормальный в У. Тогда А допускает продолжение до ограниченного 

оператора в У оператора А, причем имеет место (I). Если оператор А — XI 

паранормален дли любого X £ Эр Л, |А| < г(Л), то БрЛ С 5рЛ.

Доказательство. Пусть х ֊ произвольный элемент из X. Введем обозначение 

,ЯП = ||Л"х||, п € 2й+. Тогда для любого пб И

= II Л”х||2 = ||Л ■ Лп֊։х||2 < ||Л"+1х|| • ||Л"֊1х|| = А’п+1 .

По индукции нетрудно показать, что для любых п и к, п, к 6 Г*!, к < п, имеют 

место неравенства

»)57 < в)з® < .%-к • Яп+к.

Из а) следует, что

цл®|| < цлпх||1/п • 11®Н1-1/” <с|/пипх|1/п • |И|‘-1/п <

< с1/’1|Лп|1/" • |®||/п •||х||’-1/м

Предельным переходом отсюда получаем

||Лх|| < г(Л) - ||х||. ■

Так как последнее неравенство выполнено на всюду плотном многообразии -V, 

™ ||Л|| < г(Л).

Воспользовавшись ограниченностью А, неравенство а) можно продолжить 

следующим образом :

||Лх||<||Лпх||‘/".||х|||֊1/"<||Л"||1/п -11x11,

или Ц-Л.Ц < г(Л),'что доказывает первое утверждение теоремы.

Для доказательства второго утверждения заметим, что из паранормальпо- 

сти А следует паранормалыюсть Л՜1 (при существовании последнего). Действи

тельно

||Л-1х||2 = ||Л.Л-2х||а<||х||.||Л֊2х||.
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Таким образом, оператор (А — А/)՜1 при А 8рА, |А| < г(А) паранормален 

в У и ограничен в X. Воспользовавшись доказанным утверждением теоремы 

убеждаемся, что («4 — А/)՜1 ограничен также в У. Так как точки А, |А| > г(А), 

заведомо не принадлежат Эр А, то Эр А С БрА, и теорема доказана.

Покажем теперь, что класс паранормальных операторов существенно шире 

класса самосопряженных операторов, даже в случае гильбертова пространства. С 

этой целью напомним, что ограниченный оператор называется гипонормальным, 

если

||А'х|| < ||Ах||.

Нетрудно заметить, что гипонормальный оператор паранормален. Действитель

но

11 Лх||2 = (Ах, Ах) = (Л*Ах, х) < ||А'Ах|| • ||х| < ||А2х|| • ||х||.

Условие гипонормальности может быть представлено в виде А*А — АА" > О, 

откуда следует, что (А — А/)*(А — А/) — (А — А7)(Л — А/)* = А'А — АА‘ > 0, т. 

е. оператор А — А/ гипонормалеп при любом А 6С и, тем самым, паранормален.

Из б) следует, что любая степень р £ N паранормального оператора пара

нормальна. Действительно

||А”х||2 = .92<52р.Л’(1 = ||А2рх|| • ||х||.

Поскольку существуют гипопормальные операторы, квадраты которых не гипо- 

нормальны ([3], задача 164), то класс паранормальных операторов шире класса 

। ипонормалыгых операторов.

Приведем пример, показывающий существенность условия паранормально

сти для ограниченности продолжения А.

Пример 1. Пусть А' = ^(О, 1)®1У2|(0,1), У = Ь2(0,1 )фИ/Г2|(0,1) и А -оператор 

в А՛, определенный формулой

Очевидно, что А - изометрия и что >12 = 7. Поэтому А паранормален в У в том 

и только том случае, когда норма Л в У ограничена единицей, что очевидно не 

выполнено.
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Пример 2. Пусть А' - пространство Харди №(/Р) аналитических в единичном 

круге 1) функций с суммируемыми в квадрате коэффициентами ряда Маклорена 

и пусть А - оператор умножения на независимую переменную в //2(О). Далее, 

пусть А2(/Э։) - пространство Бергмана аналитических в круге О, радиуса в 

(О < £ < 1) функций, суммируемых там в квадрате по плоской мерс Лебега. 

Нетрудно заметить, что Н2([)) плотно и непрерывно вложено в А2(/.)е), и что 

БрА = О, г(А) = ||А|| = 1, БРА = г(А) = ||А|| = е.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ ДЛЯ МАРТИНГАЛ РАЗНОСТНЫХ 
ГИББСОВСКИХ РЕШЕТЧАТЫХ МОДЕЛЕЙ

Д. Г. Мартиросян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
Том 29, Х“3, 1994

Важность изучения мартингал-разностиых гиббсовских случайных полей 

{£ь I- Е И"}, которые определяются условием

/ад.ад_/) = о, (о

обусловлена тем, что для эргодических полей этот класса, для значений

I. 6 7Ьи имеет место центральная предельная теорема (см. [1]). В другой ра

боте Б. С. Нахапетяпа и А. II. Петросяна [2] введены в рассмотрение классы 

моделей, удовлетворяющих (I). Естественен вопрос : есть ли фазоцые переходы 

в таких системах ? В настоящей заметке мы строим простые примеры решет

чатых моделей статистической физики, удовлетворяющих условию (1), и в кото

рых происходит (разовый переход. Эти модели являю тся, по существу, несложной 

модификацией модели классического изииговского ферромагнетика. Из вышеска

занного следует, что центральная предельная теорема имеет место для любого 

гиббсовского состояния, являющегося крайней з-очкой совокупности гиббсовских 

состояний (эргодические состояния).

Пусть. 22" -- р-мерпая целочисленная решетка, и > 2. Расстояние, между 

точками решетки г,у Е 22", х = (х։,..., ж„), у = (у|,...,у₽) будем полагать 

равным . 
V 

ФоУ) = ^|®; ֊ %|- 
/=>
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Через (х, у) будем обозначать пару точек ®,j/ £ 2Z" такую, что rl(x,y) = 1. Для 

V С 2Z" через Vе будем обозначать дополнение V в 7LU. Для У С Ж", |У| < ое, 

положим

DV = {® £ Vе : существует у £ V такое, что d(x, у) = 1}.

Пусть Q - конечное множество (спин). Для V С 2Z" отображение ^р(У) : 

У ।—> Q будем называть конфигурацией на У. Множество всех конфигураций 

на У обозначим через Л4(У). Наконец, будем предполагать, что <Л4(У) снабжено 

обычной а-алгеброй, порожденной цилиндрическими множествами.

Перейдем к описанию моделей.

1. Пусть Q = {—q, — 1 + 1, ...,0,1,...; г/}, q натуральное число. у>(ж) £ Q, р(у) £ 

£ Q. Потенциал взаимодействия ближайших соседей 6’(р(х), ^(?/)), d(x,y) = I 

определяется следующим образом :

nit \ I \\ /-1> если р(ж) = р(У) =0, d(x,y)= 1;
t О, в противном случае.

Одночастичный потенциал /л(у?(ж)) определяется следующим образом : 

я(,=М) = (
I 0, в противном случае.

2. Пусть Q = {—.4, А, —В, В}, где А, В > 0, А В. Положим

^.),Л)) = ^И1.М»)1) = {™ |”(։)| = и»)|; 
t 0, в противном случае.

В дальнейшем мы рассматриваем, нс оговаривая этого особо, только первую из 

введенных моделей.

Пусть V’ С И“, |У| < оо, и пусть р(Ж") - конфигурация па 22“, ограничения 

которой па множествах V и Vе обозначим через <р(У) и p(Vc') соответственно. 

Относительный потенциал Нп(у’(У)|¥’(Ус)) определяется как обычно (см. [3]) :

ЯоМПИП) = Е (/(^^(уВ + ^мМл)). (2)
(х,»)ГЙ'^И xEV

Пусть V С ZZ17, |V'| < оо, и пусть ^(У') - конфигурация на Vе. Распределение 

Гиббса наЛ4(У) с граничными условиями ^(V՞) задастся формулой

(3)
“ k ’ > r'j V'k У ))
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Здесь Ц > 0 обратная температура, аг- нормирующий множитель. Обозначим 

через Л внешнее поле Л = Яи.

Пусть V С 22", |И| < ос, и пусть конфигурации ^(|\Ие) и ^<2>(Уе) таковы, 

что

1р<֊1\Ус) = {'Ф(Уе') : ^(х) = 0 для всех х 6 Vе}, (4)

^(2)(р'е) = {^>(1'*՜’).: ^(х) / 0 для всех х 6 Vе}. (5)

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением распределений Гиббса в объеме 

V с граничными условиями или 1//2)(1/с). Эти распределения вероятно

стей будут обозначаться через Р^.1^-) и Р(-2\-) соответственно. Легко видеть, что 

распределения Гиббса (3) на Л4(Г) при различных граничных условиях ^|2\ке) 

и °) |,ила (5) совпадают. Если при V —» ос распределения вероятностей 

Рр\-) и Р[?\-) слабо сходятся па Л4(22"), то предельные распределения веро

ятностей будем обозначать через Р(') и Р^2՝ соответственно. Заметим, что если 

/. 6 V, то для. распределения вероятностей /V вила (3) условие (1) очевидно 

выполнено.

Теорема. Найдется с/п > 0 такое, что если (? > </(| и 01> — Л = 1п(2<7), то 

р(1) ֊/. р(2)

Доказательство.: Покажем, что распределения вероятностей (3) для рассма

триваемой модели сводя тся к распределению вероятностей модели классического 

изинговского ферромагнетика.

Граница и контуры конфигурации по аналогии с моделью классического 

изинговского ферромагнетика определяются как объединение («/ — 1)-мсрпых 

граней, разделявших пары точек \х,у) таких, что либо <р(х) = 0,<р(у} 0, либо

^я(х) / 0,^(у) = 0. Пусть х 6 22". и пусть у>(22") - конфигурация. Положим 
т

Г 0, если р(х) ф 0;
Ск(ж. о) = <

I #{у : у) - 1. <р(у) # 0}, если <р(х) = 0.

ГО, если ։р(х) 0;
С’¥’ 1#{у: Ф, У) = 1, ¥»(»/) ^0}, еслир(®) = 0.
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Пусть теперь V С 22", |У| < оо, и пусть ^(У) - конфигурация на V. Рассмотрим 

гамильтониан

Н1(¥>(Ю1^)(П) = -| «(։,р(ЕЪ£>(4 5=1,2, (6)
хедиву хеу

где конфигурация 9»(22") такова, что ее ограничения на V и Vе совпадают с 

конфигурациями у’(У) и соответственно. Нетрудно проверить, что в

случае граничных условий ф^2\Ус)

Я, (¥>( V) | ^(2) (Vе)) = //»(¥»( V) |^<2>( Vе)). (7)

В случае же граничных условий ^*)(уе)

/7։МЮ1^(1)(Ув)) = Н0(¥,(У)|^1)(Уе)) 4-1 52 1+

+ 52 1 = //оМЮ1#-(|)(П)4-/(^е). (8)(х,у):хЕЯУ,уЕд\'
Величина /(Уе) не зависит от ^(У). Поэтому распределения Гиббса, отвечающие

гамильтонианам Яп Н\, совпадают, т. с. имеет место равенство

р^у)) =
схр 2 Е «(։։,¥’)-/? Е мМ®)) 

«еиови хе՝'
=(У,Д,^)(Уе)) (9)

Для У С 22", |У| < оо и конфигурации <р, через О(р) обозначим множество 

всех точек х 6 У и ЗУ, удовлетворяющих условию с?(х) = 0. (Заметим, что

ЗУ С О(р) для граничных условий ^^(У'), и ЗУ П О(<р) = 0 для граничных 

условий ^(2)(У=)). Легко видеть, что

1 52 а(®,^)=1 52 «(*,¥’)= | 12 (2^ - 7(®, ¥>)) = г£1'иа1' х6О(<₽) х£О(у>)
= р|О(^)|-1 52 Т(®,*’)- (19)

гЕО(¥>)

Множество однозначно определяется заданием набора контуров

{Г],..., Гп} и граничных условий ^^(Уе), } = 1,2. Пользуясь этим, обозначим

О0)(Г1,...,Г„) = О0)(р), где Г ।,..., Гп - совокупность всех контуров конфигура

ции <р. Далее, обозначим через

Л^1(Г1,..., Гп) = {у>(У) : {Г1,...,ГП} - множество всех контуров

конфигурации 9?}.
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Положим

Е(Г1։...,Гп|1/,^(к'с)) =

52 ехр ֊ 52 «(«.*’) ֊^52^®))
•Хи)е>(г..... .. хе\-иа\'

(И)

Из (10) и (11) следует, что

Е(Гь...,Гп|У,^0'с)) =

7.(ПМ(Г,
ехр (/?4/ — РАк^(*»)1 - 7 52

= ехр (^-/1)|00)(Г11...,Г„)|֊֊ у 
ге осл (г

7(®,9°)
¥>(>')ел(Я(г1..... Г»)

1 =

= ехр (/Зь-- Л) |<'/-')(Г........Г„)|-2 ^2 7(®։<Р) (2г/)1’՝к°('')(՛ 1

г6О(Л(Г1|...,Гв)

Г.}|,

Рассмотрим числа

Л/У) = ехр[(Др - Л) |О0)(Г|,-...,Гп)|](2?)1^°и)(г.....г-)1, у = 1,2.

При ви - Ь. = 1п(2|/) имеем А।(V) = ехр[(/9р - Л) |У и ЗИ|] и Аа(V՜) =

= ехр[(;04/—Л) | У|], т. с. эти числа не зависят от конфигурации <р (соответственно, 

от набора контуров {Г|,.... Г„}. Далее

52 7(®>¥’).
гео<Я(г,....г.)

3 = 1,2

равно числу граней, разделяющих точки в парах (®,։/) с ^з(ж) = 0, <р(у) ф 0.

Значит

52 7(^,9’) = ^2 |Г,|,
«6О(Г,......Г„) »=1

(12)

(13)

(14)

....... ... .............. = ,1Д1')ехр ֊֊^ |Гл|

Следовательно, вероятность события Л(Г|,..., Гп) равна

ехр-|£|Г։|
.............Г^ = Ё(Л.^(ИГ
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где нормирующим множитель удовлетворяет следующему уравнению :

Е(1/,^^(Л(И) (15)

Суммирование в (15) производится по всевозможным наборам контуров 

{Г|,...,Гп}, внутренности которых содержатся в V.

Из формуль.! (14) следует утверждение теоремы, и, следовательно, наличие 

фазового перехода при достаточно большом /?(/?> /Зп). Равенство Л = Ри- 1п(2д) 

устанавливается обычным способом (см. [3]).

В заключение я благодарю Международный Научный Фонд и Российскую 

Академию наук за финансовую поддержку. Я благодарю также Б. С. Нахапетяпа 

за плодотворные обсуждения.
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