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»Մաթեմատիկա» ամ-

Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա- 
կեյ Հայաստանի Գիտությունների Ազգային Ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա »Մաթեմատիկա» 
»Մաթեմատիկա» ամսագրում, հաշվի առնեք հետևյայ կանոնները'

/. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավե/ի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա- 
լր' ոլ ավելի քան 5 — 6 մեքենագրված էջւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավա/ով հողվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոչմամրւ

2, Հոդվածները պետք { ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ * կօ^1 ամփոփումներ հայերեն, անգյերեն 
Լ ռուսերեն լեղուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների Հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան /եզվովւ

3. Մեծատաո յատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասումւ

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, Գրքերի համար 
նշվում, է' հեղինակը, գրքի, անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ- 
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում»

6, Սրբագրության ժամանակ Հեղինակի կ"ղմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում»

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակսվ հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

6. Հոդվածի մերժման դեպքհւմ հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի սեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանում ով։

0. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի (րիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24 բ» Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»!



ИЗОСПЕКТРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ДИРАКА

Т. Н. Арутюнян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №2, 1994

В статье дано описание регулярных операторов Дирака с потенциала­
ми из определенного класса, имеющих один и тот же спектр.

§1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть р(г) и д(х) - действительнозначные, суммируемые на [0, я՜] функции, 

т. е. р, д 6 Ьш.[0,1г]. Рассмотрим регулярную краевую задачу для канонической 

([1] - [3]) системы Дирака

Су= = Ху< АеС> <1Л)
I ) \ 2/2 /

у։(0)сова + у2(0)8та = 0, (1.2)

. У1 (^ = 0, < (1.3)

„ ( 0 1 \ „. . (р(г) а(х) \ -
где В = £2(х) = [ -р(х))' ДЛЯ кРаткости ЭТУ заДачУ бу­

дем обозначать (£2, а). Пользуясь методами [2], [3] нетрудно доказать, что при 

р,Ч б ^1я[0,я՜] задача (£2, о) имеет чисто дискретный спектр, состоящий из про­

стых, действительных собственных значений Ап = Ап (£2, а), п е 22, образующих 

последовательность, неограниченную как сверху, так и снизу. Примем нумера­

цию А* < А*+1, к 6 22, А* > 0 при к > 0 и А* < 0 при к < 0, а через Ап обозначим 

ближайшее к нулю собственное значение (с. з.). Если имеются два наиболее близ­

ких к нулю с. з., то через Ао будем обозначать то, которое отрицательно. При

этой нумерации нетрудно доказать, что асимптотика с. з. имеет вид

Ап (£2, а) = п — - + о(1) при п -» ±оо. (1.4)
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Обозначим через IV’щ.[0,л-] (Ь = 0,1,...) множество вещественнозначных функ­

ций, определенных на [0, тг], имеющих абсолютно непрерывные производные 

вплоть до порядка к - 1 и производную порядка к, интегрируемую с квадра­

том на [0, я՜]. В частности, %3п<[0, %] = £^[0, т]. В дальнейшем, для краткости, 

под Я е А будем понимать р,<? 6 А. Если Я е И'ДщДО,*], то асимптотику (1.4) 

можно уточнить (см. [4], [11]) :

А„(П,«) = п-- + —+ ^ + ... + ^рт+-^г. (1-5)

+о°где оц,...,о*-1 - постоянные, и У2 ак п < оо. В частности, при к = 0 имеем 
П = —ОО 1

Ап (Я, а) = п-------1- ао.п- Через р(®, А, а) обозначим решение задачи Коши
7Г

£» = >», ИО) ' (■-»)

а через ап = ап (Я, а) - квадраты Ьа֊норм собственных функций рп(х,Я) = 

= <р(х,Хп (Я, а), а):

Оп = ||у>п||2= [ |¥>(®,Ап(Я,ог)1а)|а«*®. 
-1о

Числа ап называются нормировочными постоянными.

Теорема. (Теорема единственности). Отображение

(Я, а) 6 Ь^[0, т] х (-֊, ֊] —. {А„ (Я, а), а„ (Я, а); п е И) 

взаимно однозначно.

Эту теорему естественно называть теоремой Марченко, так как ее доказа­

тельство можно провести аналогично доказательству подобного утверждения в 

случае задачи Штурма-Лиувилля [5]. Таким образом, задача (Я, а) однозначно 

определяется заданием всех с. з. и нормировочных постоянных, а только спектр, 

вообще говоря, не определяет задачу однозначно.
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Лемма 1. Пусть Г2,Я ё £^[0, тг] и Ап (12, а) = Ап(Я,а) для всех п 6 22, т. е. 

задачи (Я, а) и (О, 5) изоспектральны. Тогда а = а.

Доказательство легко следует из асимптотики (1.4) :

— = Нт (п-Ап(Я,а)) = Нт (п — А„(Я, 3)) =

Таким образом, вместо ’’изоспектральные задачи (Я, а) и (0,5)” мы будем 

говорить об ’’изоспектральных потенциалах” Л и Я (и опускать в дальнейшем 

аргумент а, от которого зависят Ап и ап). Зафиксируем Я 6 ^ь,1н.[0. ”՜] и 

рассмотрим множество

М?(П) = {я ё И/£ж[0,1ф АП(Я) =АП(Я), пе 2й} 

— (р д' \
всех канонических потенциалов 12 = ( ~ , имеющих одинаковый спектр с

0. Наша цель дать по возможности явное описание множеств М*(Я). Отме­

тим, что задача описания изоспектральных краевых задач Штурма-Лиувилля 

решена в работах [6 - 8]. Основными результатами настоящей статьи являются 

приводимые ниже теоремы 1, 2 и 3.

Из теоремы единственности легко вытекает

Следствие 1. Отображение

я ё м№) •—» {ап(п); п е 22}

взаимно однозначно.

Как известно (см. [4]), если (2 6 ^*^[0,т], то нормировочные постоянные 

имеют асимптотику

_ _ । С1 । с2 । , — 1 । /, 7\ап(а2) — тг Ч------ 1—=• + ... 4—г + —(1-7)п п* п* 1 п*

где с։,.... с*_| - постоянные, и £ с% п < оо. Поскольку Я ё то анало-
Л = — ОО 1

гичную асимптотику имеют и а„(Я). Так как ап(Я) и ап(П) положительные
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ап(Я) ։ _числа, то существуют действительные числа 1П, такие что —= е . отсюда 
Оп(Я)

и из (1.7) следует, что

’ е։’ = 1+^ + 4 + -+тЧ + ^Г. г“е Е <п<о°- (1-8)
п п2 п* 1 П* П = — ОО

Через Рк обозначим множество всех последовательностей {4П; п £ 22}, 1п £ И, 

имеющих асимптотику (1.8). Поскольку Оп(П) фиксированы, из следствия 1 и 

равенства ап(Я) = ап(Я)е“‘* получим

Следствие 2. Отображение

• я 6 мЦп) {*„; п £ 22} е Рк (1.9)
I 

взаимно однозначно.

Сначала мы дадим описание семейства изоспектральных потенциалов

Я(х,4), 1 £ Ш., у которых лишь одна нормировочная постоянная ат(Я(-,1)) отли­

чается от ат(Я) (а именно, ат(Я(-,4)) = ат(Я)е՜*“), а остальные совпадают, т.

е. ап(Я(-,<)) = ап(Я) при п / тп.

Введем некоторые обозначения. Через

Ап(х,Я) = Уп(т, Я) _ / Ап ։ \ 
\/ап(Я) \ Ап,а )

обозначим нормированные собственные функции, т. е. ||Ап(х,Я)|| = 1. Положим 

также /(Я) = {/„(Я) : п £ 22}, где

М(П) = 1п |М*’р))|| = 1п|<р„,а(1г,П)|, (1.10)

и

<?„(։,4|П)=1 + (е‘-1) /‘'|Ап(в>П)|Чд. ՛ (1.11)
./о

Заметим, (см. лемму 2 в §3), что при Я £ %2,ш.[0, т] имеем /(Я) £ Рк. Норму |Л| 

квадратной матрицы (а1к,) определяем как |А| = уАт»х(Л*А), где Ати<(Л,А) - 

наибольшее собственное значение положительной матрицы А*А, а А* сопря­

женная к А матрица [9]. В силу самосопряженности дифференциального выра­

жения £, компоненты Ап,1 и НП։2 решений можно выбирать действительными.
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Теорема 1 Пусть I £ Ш-, а £ (~2> и

Я(х, I) = Я(х) + . С* ■ {Bhm(x, Я) h‘m(x, Я) - h^x, Я) h’m(x, Я)В) . (1.12)

Тогда.:

I) А„(Я(-,4)) = АП(Я) для любого п £ 22, ап(Я( ,*)) = ап(Я) для любого 

п £ 71\{т}, и ат(Я(-, I)) = ат(Я)-е“‘. Кроме того, нормированные собственные 

функции задачи (Я(-,е),а) определяются по формулам :

е hm(x,fi),
Л„(г,Я(-,1)) =

hn(x,Q) - flm(z, t, Я)

при n = m

прип m;

(113)

2)

3)

/п(П(-.0) =
(W-t, 
Un(fi),

если n = m 
если n^m\

f|n( 

JO
z, t) — Q(x)| dx = |t|. (i.15)

(1-14)

Теорема 1 показывает, что возможно изменить ровно одну нормировоч­

ную постоянную (или ровно один элемент последовательности /(Я)), не изме­

няя остальных. Последовательно меняя все нормировочные постоянные ап(Я) на 

ап(Я)е-։", мы можем получить любой изоспектральный потенциал, соответству­

ющий последовательности {$п; п £ 22} £ Рк.

Из теоремы единственности следует, что неважно в какой последовательно­

сти меняем нормировочные постоянные. Поэтому условимся их менять в удобной 

последовательности. Мы будем пользоваться следующими обозначениями :
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Т_| = {0},

То = (..., О,..., 0,40,0.. О,...),

Т։ =(...,О, ...,0,0,4о,4։,0.. О,...),

Та — (..., О,..., 0,4_։, 4о, 41,0.. О,...),

/зп—։ ~ (•••, 0,0,4—п4-1, ••», 4—1,4о, 4|,4п—։, 4П| 0,...),

Тзп = (..., 0,4_П| 4_п^.1,..., 4_ 1,4о, 41,..., 4П_1,4П, 0,...),

Положим П(х,Т_1) = П(х) и

Я(х,Тт) = П(։,Тт_։) + ДЯ(х,Тт), т = 0,1,..., (1.16)

где

(Ы7)

В (1.17) аргументы у всех Л~ и Л~ такие же, как у первого из них, причем 
_ т + 1 _ т
т = —-— при нечетном т, и т = — — при четном т.

&

Теорема 2. Пусть Т = {4П; п Е Л} Е Рь иПЕ И^щДО, »]. Тогда

ОО

1) а(Г)Т) = П(х)+ £ ДП(з:,тт) е.м№) (1.18)
т=О

И

/(П(-,Т)) = /(П)-Т. (1.19)

2) Отображение (1.18) Т <—П(-,Т) взаимно однозначно, причем, если Й 6

€ УИ^(П), то •

П = П(-,/(Я)-/(П)), (1.20)



Изоспектральные операторы Дирака 9

т. с. отображение М2(0) Э П »—> /(Я) - /(Q) е Pt есть обратное к отображению 

(1.18).

Теорема 2 дает описание всех изоспектральных потенциалов в терминах 

нормированных собственных функций Лп потенциала Я и последовательностей 

7' 6 Pt- Из теоремы 2 можно заключить, что в треореме единственности 

Марченко можно заменить а„(Я) на /„(Q). Тем самым, имеет место следующая 

теорема единственности.

Теорема 3. Отображение Я 6 LJJ0,т] ।—» {ЛП(Я),/П(Я); п G Ж) взаимно 

однозначно.

Доказательство. Пусть АП(Я]) = АП(Я2) и /гг(Пг) = /П(Я2) для всех п 6 22.

Отсюда следует, что Яз € А/2(Я|). Обозначим е‘ж = Дп^1< • Согласно (1.19) 
ап(Я2)

/(Я2) = /(Я։) - Т и, следовательно, Т = {0}, т. е. 4П = 0 для всех п 6 Я. Таким 

образом, an(Qi) = а„(Я2), и по теореме Марченко fl։(z) = Я2(г) почти всюду.

Замечание. В гильбертовом пространстве L2(0,ir;C2) двукомпонентных ком-

плекснозначных вектор-функций у = ( " с llvll2 = Jo’ (1У1(®)12 + |У2(®)|2) dx =

= /о |у(г)|2 Их < оо рассмотрим самосопряженный оператор ЦП, а), заданный 

дифференциальным выражением £ = В^- + П(х) в области
ах 

Db= у= Р1 
\Уг : ÿt е АС[0, эг], (Cy)t Е £2[0, яг], k = 1,2;

j/i(0)cosa + j/2(0)sin а = .0, j/i(ir) = 0 >,

где АС[0, тг] - множество абсолютно непрерывных функций на [0, тг]. Так как соб­

ственные значения, нормировочные постоянные и другие спектралььные данные 

оператора ЦП, а) и задачи (1.1) - (1.3) совпадают, все результаты настоящей 

статьи могут быть переформулированы в терминах оператора £(Я, а).
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§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Во-первых, докажем равенство (1.15). Вычислив из (1.12) элементы матрицы
Я(х,!)-Я(х)=(^ Дополучаем:

Др = а—?---- < ^mj(x) И Д? — - . . • (Am2(x) — Ат1(х)) .
flm(a;,i,S2) frmkXih«;

Отсюда следует, что

|П(х,1)-П(х)| = х/Дра + Д?* = J.6—JL|few(x)|a = (signi) • — \nOm(x,t, П).

Тем самым

I |П(х, t) - Q(x)| dx = (signi) (In0т(тг,1,П) - lnOm(O,t, П)) = (signi) • t = |i|.
Jo

Докажем теперь, что для любых i 6 ffi. и п g 7L имеют место тождества (здесь 

для краткости обозначаем An(x,fi(-,i)) = An(x,i)) :

£Ап(х, {) = АП(Г1) Ап(х, {), (2-1)

АП1(0, <) сова +/1п։(0, {) 81пск = 0, Лп1(я-,4) = 0, (2.2)

где £ = 5^ + П(х, {). Отсюда в частности будет следовать, что все АП(П), п е Ж 

являются также собственными значениями задачи (Я(-,1),а). Так как из (1.15) 

следует, что П(-,4) 6 £^.[0, тг], то у задачи (П(-,{),а) не может быть иных 

собственных значений, ибо, в противном случае, была бы нарушена асимптотика 

(1.4). Таким образом, будет доказано, что П(-,4) и П изоспектральны при любом 

* £ т.. Сначала докажем (2.1) при п = т (для краткости 0т(г,1,П) = в, 

Лп(х,П) = Ап(х) = Ап) ;

£Лт(х,1) = { Л-т; + П(*) + —г՜1 (ЛАт • А^ - Ат ■ А^В)| ■ ^-Ат = 
“«С 7 I у

= ֊[ВА^ + П(х)Ат] +

I ^‘-‘^ДА ^‘-^А А-яИ
+ д д аПт + д------- ллт------------- Ат • птВпт .
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Из определения (1.11) следует, что 0' = (е‘ - 1)|Ат(х)|2. Очевидно также, что 

Н’тВкт = 0. Учитывая эти равенства и то, что ВК'т + П(х)Ат = Ат(П)Лт, 

получаем тождество (2-1) при п = тп. Пусть теперь п т. Тогда

£Ап(х,1) = ВК'п + П(х)Ап — -—-—֊< (АтАп) • Вкт — ,
У

АХ
— ВКт(Кт • Ат) + КтКтВКп 4- / Кт • Ап Из^ВК^^ 4՜ П(х)/1гп) > = 

Уо ]
= АП(О)АП - [ь’тВкп + Хт [ Ь"тКп(1з\кт- 

» I Уо }
Чтобы отсюда получить тождество (2.1), достаточно показать, что

Лт2?Ап + Ат /" Ат (а)Ап (я) = Ап / Лт(я)Ап(з) б/я. (2-3)
./о ./о

Для этого запишем

ВК'п(з) + О(я)Л„(в) = АпЛп(я), (2.4)

(Вк'т(з)У + (П(я)Ат(я))* = АтЛ^(я). (2.5)

Умножим (2.4) слева на А^(я), а (2.5) - справа на Лп(я) и вычтем из первого 

равенства второе. Учитывая, что = (ПЛт)* • Лп, получаем

- (ВК'т(з)У ■ кп(з) = (А„ - Ат)Л^(я)Лп(я).

Проинтегрировав это тождество от 0 до х, получим (2.3). То, что Ап(х,П(.,1)) 

удовлетворяет краевым условиям (2.2), следует из (1.13). Остается проверить 

нормированность собственных функций (1.13). Пусть п = т, тогда

(•» *))|а с/х = е‘ Г-------------|М*)12-------- =---хЛ (1+(е‘-1)Г|М«)12^)2 е'֊1

±0-Л . =___О___________ О _ ____ с‘ _ Л _ .
7 е‘-1^(тг,е) 0(0,1)) е‘-г\е‘ 7՜

Пусть теперь п ± т. Обозначив Нтп(х) = ^(з^^з՝) (1з и заметив, ч го

н'тп(х) = Лт(1)/‘п(г), получим :

|лп(х,п(., /))|2 = л;(х, п(.,«)) • лп(х,п(.,0) = |Ап(х))2 ֊ 2{е\-[}нтп • к’т • Лп

+ (<\21)2//™ • 1А-12 = М25)!2 - («‘ ֊ 1) •
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Так как Нтп(т) = Ятп(О) — о, то

£ !*.(•. П(, 0)1’ *=/' 1МО1’ <ь - (.՛ -1) (^ - ^) = 1.

Для доказательства (1.14) заметим, что, как следует из (1.13), при п / тп 

имеем Лп(т, □(•,*)) = Лп (ir.fi) и Лп(0, «(•,«)) = Лп(0,П). Отсюда вытекает, 

что /п(П(-,0).= ^(О). а при п = т -■ Лт(я֊,П( , 0) = е~* &„.(%.«) и 

Лт(О,О(-,0) = е* Лт(0,П). Таким образом, получаем

/т(П(-.0) = 1п (е-‘1|Л"(о’П))|1) = '"(«)֊*•

Теорема 1 доказана.

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

1) Пусть в теореме 1 I = 10. Тогда, исходя из начального потенциала П(г) = 

= П(г,Т_1), по формуле (1.12) получим изоспектральный потенциал П(х,Т։)). Ис­

ходя из П(г,7о), совершенно аналогично, по формуле (1.16) получим потенциал 

П(е,7’1), у которого две нормировочные постоянные, а именно ао(0(Т1)) = 

= °о(П(7о)) = ао(^)е“։° и а](П(Т1)) = а](П(То)) е՜*1 = а|(П)е_(‘ отличаются 

от нормировочных постоянных П. По индукции, исходя из потенциала

по формулам (1.16) и (1.17) получим изоспектральный потенциал П(7'т), У 

которого уже т + 1 нормировочных постоянных отличаются от нормировочных 

постоянных П. Продолжая этот процесс до бесконечности (Тт -* Т при т —» оо), 

мы придем к потенциалу П(х,7’) (см. (1.18)), имеющему спектральные данные 

{АП(Я); ап(П(Т)) = ап(П)е“‘"; п £ И). Чтобы доказать, что О(-,Т) 6 

остается показать, что Л(-,Т) 6 И^>пь[0,1г]. Для этого, во-первых заметим, что 

из П 6 ш.[0, тг] следует, что ап(П) имеют асимптотику (1.7), а так как Т Е Рк,

■го ап(Я(7’)) = ап(П)е~‘* имеют ту же асимптотику. Во-вторых, воспользуемся 

следующим результатом М. Г. Гасымова н Т. Т. Джабиева.
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Теорема. ([4]). Для того, чтобы последовательности {Ап}“«։ " {ап}֊оо бы­

ли, соответственно, собственными значениями и нормировочными постоянными 
краевой задачи вида (1.1) - (1.3) с потенциалом О вида -р(х)^' 'Де

р,Ч Е ^[0, я՜], необходимо и достаточно чтобы выполнялись асимптотические 

формулы (1.5) и (1.7) соответственно, Ап / Ат при п ± тп, все ап > 0, и чтобы 

все производные порядка к элементов матрицы-функции

/’’(«,*) = Е {^-^о(г1Ап)^(11А„)-1(Ро(х.А°И(1,А°)|, 
п=—ОО ** п '

/ % \ 81П ( Ад? 4֊ О?) \ . п ® г о /гл п Гл
где ^0(х» А) = I С0^Дх + ') Ь А° = п - принадлежали ([0, т] х [0, х]).

Так как справедливы асимтотические формулы (1.5) и (1.7), то из этой 

теоремы следует, что П(-, Т) Е И'Д^[0, т] (утверждение о ?’(։, 1) проверяется так 

же как в [/1]). Равенство /((!(•, Т)) = ЦП) —Т доказывается по индукции, путем 

повторения рассуждений, приведенных при доказательстве (1.14) в теореме 1. 

Таким образом, первое утверждение теоремы 2 доказано.

Как известно (см. [1], [3], [10], [11]), существует оператор преобразования 

/ + К, представляющий решение <р(х, А, а) задачи Коши (1.6) в виде

р(х,А,а) = у>0(х,А, а)+ / 
Jn

, . , ( sin(Ax 4-а) \ „через ^о(х,А, а) = 'z»_ . S и матрицу К(х, I). При этом, если П £\ ” cos։ лх otj j

6 £^[0,т], то К{х, •) Е Ьщ.(0,г), а если П Е %’1Ю.[0, %], То К(х, ■) G Wfc R(0,x)

для любого 0 < X < и. 
— t

Лемма 2. Если П Е ^»[0, т], то {/П(П)} 6 flt.

Доказательство следует из представления

<P2(ir, Ап, а) = - сов(Апя- + а)+

[^2i(ir, l)sin(Ant + а) - K22(r,t) r.os(Ant + а)] dl, 
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если использовать асимптотику собственных значений (1.5) и проинтегрировать 

последний интеграл k раз по частям.

Докажем 2). Согласно следствию 2, каждому П Е Л/£(П) соответствует 

некоторая последовательность T E Pk такая что ап(П) = an(Q)e՜*-. Построим 

по этой Т, по формуле (1.18), потенциал П(-,Т). Согласно (1.19), по лемме 2, 

/(П(-,Т)) = /(П)-T Е Pk- Очевидно также, что ап(О(-,Т)) = ап(П)е՜'« = ап(П). 

Отсюда, по теореме единственности, П(х) = П(г,Т) почти всюду. Следовательно, 

/(Q) = Z(Q(-, Т)) = /(П) - 7, и Т = /(О) - /(П). Теорема 2 доказана.

ABSTRACT. The paper gives a description of ail regular selfadjoint Dirac 
operators, which hâve the saine spectrum.
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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В МНОГОСВЯЗНОЙ ОБЛАСТИ

А. О. Бабаян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №2, 1994

В статье рассмотрена граничная задача типа Дирихле для элли­
птического уравнения

Зт+" и _ ди _ 1 / ди . ди \ ди _ 1 / ди . ди \
дгтдгп ’ дг ~ 2 \дх 'ду) ' дг ~ 2 \дх *ду )

в многосвязной области. Задача приводится к задаче Дирихле для 
п-гармонического уравнения. Доказана теорема существования.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Пусть О есть (р+ 1)-связная, ограниченная область комплексной плоскости 

С, обладающая достаточно гладкой границей Г. Не умаляя общности, будем 

предполагать, что 0 € О. Исследуем однородное эллиптическое уравнение 

ат+"и 
дгтдгп (х>у)еО> 0)

где 2 = х + ։у, г = х — ։у 

ди _ \ / ди ,ди\ ди _ 1 /ди ,ди\
дг ~ 2 \дх ' ду) ' дг ~ 2 'ду)'

т,п - целые, неотрицательные числа, такие что т > п (при т < п получа­

ем уравнение (1) относительно и). Это уравнение неправильно эллиптическое 

(определение см в [1]), следовательно, для него классические граничные задачи 

(Дирихле, Неймана, Пуанкаре) не являются ни фредгольмовыми, ни нетеровыми 

(см. [2]).
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ди

В настоящей статье рассмотрены следующие граничные условия :

= /*(«,у), (г,у)ег, * = о, 1.....п-1, (2)
с)/V р

= Л(®>У). (®.У)6Г, * = п,...,т-1. (3)
г

Здесь X - внешняя нормаль к границе Г в точке (а, у) £ Г, /о,--,/п-1 - 

комплекснозначные, а /п,---,/т-1 - вещественнозначные, достаточно гладкие 

функции на Г. При п = 0 условия (2) отсутствуют.

Мы ищем регулярное решение задачи (1) - (3), то есть функцию и(я,у), 

удовлетворяющую уравнению (1) в области О и граничным условиям (2), (3) на 

Г в классическом смысле. Определенная таким образом граничная задача для 

односвязных областей была исследована в [3]. Если в (2), (3) /* = 0, к = 

= 0,..., т — 1,,то задача (1) - (3) называется однородной. Основным результатом 

статьи является следующая

Теорема. Однородная задача (1) - (3) имеет (т — п)2 линейно независимых 

над полем действительных чисел решений, а для разрешимости неоднородного 

уравнения необходимо и достаточно выполнение (т— п)2р условий.

§2 . ДВА ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕРЖДЕНИЯ

Использование нижеследующих двух лемм существенно для доказательства 

теоремы.

Лемма 1. Общее решение уравнения (1) представимо в виде 
т-1 п-1 т -1 п -1 р

и = 52 + 52 «'Че*) + 52 52 52сг<,.Г2’10ё|л-2։|, (4)
4=0 /=П г=0 7=0 « = 1

где <рь, ф] произвольные аналитические в И функции, г, - фиксированная точка 

из 8-ой ограниченной компоненты дополнения О, а постоянные сг?1 однозначно 

определены по функции и.

Доказательство. Представим уравнение (1) в виде

(5)
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где Д = 4д21дгдг - оператор Лапласа. В [4] доказано, что общее решение п- 

гармонического уравнения допускает представление 
п-1 п-1 ____ п-1 р

ш= 52 *>*(*)+ 52^ + 52 52с'»‘Гг’|о81л~г'1> (6)
к=0 7=0 д,г=О 1=1

где - аналитические в О функции, я, ֊ фиксированная точка я-ой ограни­

ченной компоненты дополнения Р, а стч, - постоянные, однозначно определяемые 

по функции ■№. Следовательно, по. (5)

ят-п.. п~1 ”-։_____"-1 ₽
= 52 ***’*(*) +52^^'(*) + £ 52О1ч*Гл’ 1ой|г - я,\. (7)

° к=0 7=0 ?1г=0 »=1.

Соединим теперь компоненты границы Г гладкими дугами /*, к = 1, ...,р (/* С О 

и /* П /у =0 при к ф у), так, чтобы Р \ (/1 и ■ • ■ и /р) превратилось в односвязную 

область. Тогда в Р\(Л и- ■ -и/р) можно выделить непрерывную ветвь к^(я — г,). 

Следовательно, (7) можно переписать в виде

Лт-пи 1 ____ 2՜ Р
——. = + 52 52а’-»'?’г’[|о8(*-*.) + 1о8(*-г7)],

*=0 7=0 ?1г=0 1=1

(®,у) е р\(/։ и-- и/р).

Проинтегрировав обе части этого равенства по я в 1) \ (/։ и ■ ■ ■ и 1Р), получим

ат-п-1и п п-1____ Р п-1
д^п-п-1 = 52 + Фо(з) + 52 г?ф>(л) + 52 52 Ч*2' 1о8(?- *г)+

*=■1 7=0 1=17=0

п-1 п-1 р
+52*ч-(*) + 52 52Ьг»։Г+1л’Ро8(г~г*) + 1о8(1_^)]> (8)

7=0 у,г=О 1 = 1

где Фк(г), Ф>(я),ш,(я) аналитические в Р \ (/։ К • ■ ■ и /р) функции, а с,՛,, Ьгч, - 

постоянные. Учитывая, что левая часть (8) есть непрерывная в Р функция, а 
«

<£*(я),ФДя) допускают аналитическое продолжение в Р, заключаем, что

52 гу% (я) = 52 52 1ой(г ֊•*.) + /»(*)> 
7=0 1 = 1 у=о

где р(я) допускает аналитическое продолжение в Р. Суммируя изложенное, 

приходим к представлению

^тп - п — 1 ₽ п п — I
3^п-п-1 = 52 **р*(г) + 52 + 52 52 52 ։°в \г ~г>\-

к=0 7=0 1=1»=0г=0
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Продолжая этот процесс, аналогично получим представление (4). Теперь пока­

жем, что постоянные с?г։ определяются однозначно. Для этого отмстим, что в 

представлении (4) мы можем предполагать

¥’*(0) = ^(0) = --- = ^”-1)(0) = 0, * = 0,1,...1т-1 (9)

(при необходимости изменяем ф; во втором слагаемом в (4)). Далее

(10)

откуда

Зт+п-։и
= (т- (м 1)! ст ।|П ।>л

2 — 2, (11)

Следовательно

1 у 0т+п-1и
Стх1'"՜1'' “ (т — 1)! (п — 1)! 2т» 57"֊’Зг" ® = 1..... Р'

где у, - простая замкнутая кривая такая, что у, С О и ш1у, П Ос совпадает с 

я-ой ограниченной компонентой дополнения О. Из (11) находим и, после 

интегрирования, учитывая (9) однозначно определяем рт_։(.г). Теперь <рт-2(г) 

и постоянные ст_2>п_11։ могут быть найдены из соотношения

<9т՜2 5пи 
аг՞՜2 , г ֊ 2,1 = 1

=(п» —2)! .#’,(»)+£(л ~1)1
, 2 - 2я1 = 1

В общем случае функция рт_г и постоянные сгп_Г1П_|1, могут быть найдены из
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если ^(г) и су.п-!,« Уже определены (} = т-г+1,.... т- 1). Итак, и с,->п_1>։ 

при 5 = 0,1, — 1 однозначно определяются по функции и. Тем самым, из (4)

следует, что ' 
n—1 m —1 п-2 р

и = Е*У<М*) + 52 52 J^c^ra’logla-z,!, (12)
j=() r=0 q=0 1 = 1

где v уже определенная функция - 
т — 1 т — 1 р

« = “ - Е zjtpj(z) - '52 12 Cr.n-I,«^г՞՜’ log \z - z, |.
j’=0 r=0 « = 1

Дифференцируя формулу (12) no z приходим к равенству 
am n՜՝ _________ п-2 р .^ = £^j”>w+(„-l)!£££=±ai-, (13)

j=0 9=0 3 = 1 *

пользуясь которым находим :

Qn-f-m — 1 «. . .
= (-1)! *й (’)• (Н)

Записав (13)в виде

ат  п-2  Р

4=0 L . = 1 ~4 .

получаем равенство, аналогичное (10), из которого последовательно находим 

функции и постоянные cm-il9,։ (? = 0,1,...,п- 2). Затем, как и ранее,

перенесем уже определенные функции в левую часть (12) и получим 
n —1 т-2 п-2 р z

= Е^с*) + Е Е Е Cr»*r г’los 1г ~ г>\> (15)
J=0 г=0 9=0 з = 1

где 
п-2 р

= v - е Е0"1-1-։՛*5՞՜՝2’ los 1-® - г‘1- 
9=0 з=1

Дифференцируя (15) по z приходим к равенству, аналогичному (13) : 
am — 1 п — 1 ____________ п — 2 р _

= Е .’оГ ՛’w+(•» - ։)! ЕЕ 
9=0 9=0з=1 4

Отсюда аналогично определяются постоянные cm_2iJit и функции ^>9՞*՜’^). 

Продолжение аналогичных рассуждений приводит к определению всех постоян­

ных crq։. Лемма 1 доказана.
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Замечание. Если на функции из (4) наложить условия (9), то функции рк и

V»; ИЗ (4) тоже окажутся однозначно определенными по функции и. Для случая

односвязной области О представление (4) было получено в [1].

Лем։ла 2. Пусть функция и допускает представление (4) в [) и

Не и(х, у) = 0, (х, у) е £>.

Тогд։а справедливо соотношение

т- 1
и= 52 + ։и(х, у), (16)

у,Ь=п

где (}'^1։ - произвольные вещественные постоянные, и(х, у) произвольное веще-

ственное решение п-гармонического уравнения

△пи = 0, (®>у)бО, (17)

- линейно независимые, чисто мнимые функции, введенные в [3] :

Г *(?2* + Рх*), ;)<к;
Х1к ~ \?зк - ]>к.

Доказательство. Полагая, что для функций <рк выполнены условия (9), пред-

ставим (4) в виде

п—1 и—1 тп— 1 т—1
и = ^^Рк^) + 527*^(2) + 52 2т2к7к(.2՝) + 52 ^**+

*=о *=0 к=п ]։к=п

™՜՜] Р п—1т—1 р
+ 52 52с--»»Гг’1ов1г-«.1 + 52 5212с--«'Гг’1о8|'г-г'1- ою

?1г=0։ = 1 ;=0г=П|=1

Здесь
т-1 1

?*(*) = 52 Ьк^+гт7к(2), к = п,...,т— 1, 
;=п

>’Дв 7* (г) - аналитические в О функции. Тогда

'12^ ”-։ т-1 т—I
и = 22г*^(*) + 52^*(г) +52 2*^(*)+ 52 ьк^^+

*=0 *-п к=п .],к=п
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п —1 р n —Im—1 р
+ 52 52cj։.։r2’log|z-z,| + 53 52 crjlz« zr log |z-z,|, 

9,r=0 ։ = 1 9=0 r=n ։ = 1

и, следовательно

n-l | m —1
Re и = Re 52 «*[¥>*;(■«) + (■»)] + 52 (fy* + bfcj)zJ5* + 

4=0 Z j,k=n

Из этого равенства, учитывая линейную независимость функций z*zJ и

Fz? log \z - z, | и то, что левая сторона (20) тождественно равняется нулю при 

(z, у) е D, получим

<Pk(z) + ^ь(з) = 0, k = 0,1......n-l, z е D\ (21)

bjk = -bkj, j,k = п,...,т— 1; (22)

Cr?«=-e,r։, г, q = 0,1,...,п- 1, s=l,...,p; (23)
t

7*(z) = 0, k = n,...,m-l, z G D\ (24)«

Crq, = o, r = n, ...,m-l, q = 0, l,...,n- 1, s=l_, ...,p. (25)

Подставив эти соотношения в (19), получим

1 n—1 т— 1 п—1 р
и=52г*^(г)-^2?*^(2)+ £ 6,*?5*+ 52 52cr?1Fz»log|z-z,|, 

*=0 4=0 j,k=n (j,r=O«=t

где bjk и crq, удовлетворяют, соответственно, (22) и (23). Окончательно, вводя

функции Xjk и обозначая

ф4(а) =-֊»^4(г), * = 0, l,...,n-1,

։ Г, q — 0, 1, П — 1, S = 1 , р,
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приходим к соотношению >

т-1 /"-։ X п-1 р
и = 22 С]кХ]к + ^ Яс 1 52**ф*(2)1 + 52 52 Лгч,Г*’1ой 1г “ г‘। 

],к=п \к=0 / 9,г=0։=1

и для окончания доказательства остается заметить, что формула

(
и—1 \ п—1 р

22 г*Ф*(г) 1 + 22 22 сЦ.Гг’1ое |г - г։|
4=0 / 9>г=0 1=1

определяет произвольное действительное решение уравнения (17) (см. [4]).

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

1. Найдем условие разрешимости неоднородной задачи (1) (3). Для этого 

рассмотрим вспомогательную граничную задачу : найти регулярное в I) решение 

уравнения (1), удовлетворяющее граничным условиям

о = 9к(х,у), (я,у)еГ, * = 0,1, (26)

где 

9к(х,у} =
Не А(։,у),

/к(х,у),
к = 0, — 1
к = п, ...,т — 1, (27)

а М, Л те же> что в условиях (2), (3). Легко видеть, что если функция и является 

решением (1), то й - решение уравнения

дт+пи _ 
дгт 37" О

Следовательно, функция ш = Не и удовлетворяет уравнению

△т ш = 0. (28)

Итак, если и является решением задачи (1) - (3), то решением задачи (1), (26) 

является также и. Поэтому функция ш = Не и, являющаяся решением (28), 

удовлетворяет граничным условиям

3* ш
а^к Г = 9к(х,у), (х,у)еГ, * = 0,(29) 
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Как было показано в монографии [4], задача (28), (29) однозначно разрешима, и 

ее решение имеет вид

(
т-1 \ т-1 Р
52 zk0k(z} 1 + 52 52 ^q.^z4 log \z - z,I, (30)
*=0 / J,r=o«=l

где /Зк (г) ֊ аналитические в D функции, а Атч, = А,г, - однозначно определяемые 

постоянные. С другой стороны, w = Re и, где и есть решение (1) и, следователь­

но, w представимо в виде (4). Таким образом, в (30) выполнены условия

Агд, = 0, r,q = — 1, г > q, s=l..... р. (31)

Ограничения на дк, вытекающие из зтих условий (постоянные Агд, однозначно 

определяются по w, a w однозначно определяется по дк), являются независимыми. 

Действительно,если

я - 9 На <9*(Г^ log |г-*,|) _
9 к — 2 Re dN^ 1 — 0,1,..., m — 1,

то единственным решением задачи (28), (29) является функция

= (Уя’ + кгх’)к^|г - х,\,

для которой

Лг?1 = 1, Лу* = 0, (/-г)2 + 0--9)2 + (Л-»)2#0, 1>^

Итак, р(тп — м)2 условий (31) необходимы для разрешимости задачи (1) (3).

Пусть теперь условия (31) выполнены для функции ш, являющейся решением 

задачи (28), (29) и представимой в виде (30). Введем вспомогательную функцию

“1 = 52 **/М*)+52 5252Л’ч։Гл’1°81г-2!‘1- (32)
*=0 г=0 7=0 ։=1

для которой Re «1 = ш. Очевидно, что (32) является частным случаем пред­

ставления (4). Тем самым, функция - решение уравнения (1), и поскольку 
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Не и։ = ш, то оно удовлетворяет граничным условиям (26). Далее, обозначим 

через «1 единственное решение (17), удовлетворяющее граничным условиям

М=1тЛ-,т^1г՛ ‘“°՛1.....п՜՛- <зз)

Тогда функция и = и] + й>1 является уже решением задачи (1) - (3). Действи­

тельно, эта функция удовлетворяет уравнению (1), и при к = п,..., т - 1

дки _ 5*^1+»«!) _ дкщ _
Яс д!Ук г~ Ее д!Ук г՜ Яе д!Чк Г~Л1

так как V] вещественнозначна, а для и] выполнено (26). Пусть теперь к =

= 0, 1,...,п- 1. Тогда

дки дкщ , . 5*«1 _ п , , .дки1 , . ( , дкщ
д!Чк г “ д/Чк г+* дМк г Ке Л + ‘1т дМк г + ‘ \ т Л 1т. д/Чк г) -

= Не Л + * 1т /* = Л,

т. е. функция и удовлетворяет также условиям (3). Таким образом, условия (31) 

также необходимы для разрешимости задачи (1) - (3).

2. Перейдем к изучению однородной задачи (1) - (3). Поскольку в этом слу­

чае функции А тождественно равны нулю при к = 0, 1, ...,т- 1, функции дк(х, у) 

из (26) тоже равняются нулю всюду на Г. Рассуждая аналогично случаю неод-
I

нородной задачи, заключаем, что если функция и является решением однород­

ной задачи (1) (3), то = Не и - решение однородной задачи (28), (29) с

3*(®| у) = 0, к = 0,1.....т - 1. Так как задача (28), (29) имеет единственное (ну­

левое в рассматриваемом случае) решение, то Не и = 0 в О. Согласно лемме 2 

и, как решение (1), допускает представление (4). Итак, для любого решения од­

нородной задачи (1) - (3) справедливо соотношение (16). Далее, обозначим через 

Укг решение уравнения (17), удовлетворяющее граничным условиям

&Укт . &Хкг 5 = 0,1 п — 1, к, г = п, ...,т — 1, (34)
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где Хкг функции, определенные в (18). Тогда функции

и*г = Хкг + ։«*г, к, г = п, 1 (35)

являются решениями однородной задачи (1) - (3). Действительно, и*г удовлетво­

ряет уравнению (1) и граничному условию (3) (т. к. иь чисто мнимая функция).

Из (33) следует, что при > = 0,1,..., п - 1 имеем

^Ик. = О, 
г

т. е. однородное условие (2) также выполнено. Ввиду линейной независимости

Хкг, функции илг тоже линейно независимы.

Для завершения доказательства остается проверить, что любое решение

однородной задачи (1) - (3) является линейной комбинацией функций икг с

действительными коэффициентами. Пусть и - какое-либо решение этой задачи.

Как было показано выше, и допускает представление (16). Подставляя это

представление в граничные условия (2), получаем

дки

т - 1 гп - 1 9кХу 
д/Чк

т— 1т— 1

= 0, к = 0,1,..., п — I. 
г

И ввиду (34)
т-1 т-1 дкЬ;

д!Чк = 0, к = 0, 1,..., п — 1. 
г '

_ #Хк. 
г д№

= — 
г ~ аык

. &укг 
г + ’ д№

. дки 
г + ։ а/у*

, дку 
г + ‘

Г

Окончательно получаем

т —1дк 
дЫк г^г = 0, к = 0,1,:..,п — 1. 

г
(36)V

Функции V и и*г удовлетворяют уравнению (17). Воспользовавшись снова един­

ственностью решения задачи Дирихле для п-гармонического уравнения, из (36) 

находим

(37)
:п
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Подставляя (37) в (16) и учитывая (35), получим

m—lrn—1 m-lm-1 m— 1 та— 1 та — 1 та- I
■■ = Е £ Е Е = Е Е = Е Е 

j=n r=n j=n г=п j=n Г-П j=n г=п

что завершает доказательство теоремы.

ABSTRACT. The paper considers a Dirichlet type boundary value prob­
lem for elliptic equation

5m+nu _ n du _ 1
d^dz* ’ 5? = 2

du .du \
dx dy J 1

du ,du\ 
dx *dy )

du _ 1
dz ~ 2

in a multiply connected domain. The problem is reduced to a Dirichlet 
problem for n-harmonic equation. An existence theorem is proved.
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ДАРЛИНГТОНА 
ДЛЯ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ПОЗИТИВНЫХ 
/-СИММЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

В. Л. Даллакян

Известия .Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №2, 1994

В статье рассмотрены вещественные рациональные позитивные 
/-симметрические матриц-функции порядка п. Доказано, что любая 
такая функция /»(А) представима в виде дробно-линейного преобразо­
вания Л(А) = [ац(А)Я+а1а(А)] [а21(А)Я4-аа։(А)]՜1, где Я постоянная (диаго­
нальная) матрица, а матрица коэффициентов А(А) = (а,; (А)) рациональ­
на, 9-несжимаема в правой полуплоскости, 9-унитарна на мнимой оси, 
вещественна и симплектична.

ВВЕДЕНИЕ

Теорема С. Дарлингтона [1] о дробно-линейном представлении рациональ­

ных вещественных позитивных функций х(А) нашла множество приложений в 

аналитической теории цепей. В случае, когда х(А) - рациональная вещественная 

позитивная матрица-функция порядка п, ее дробно-линейное представление было 

получено Е. Я. Меламуд [2]. В работе [2] получено также дробно-линейное пред­

ставление для случая, когда х(А) является, кроме того, симметрической. Реали­

зация по Дарлингтону мероморфных позитивных матриц-функций рассмотрена 

в работах Д. 3. Арова (см., напр., [3]).

В настоящей работе получено дробно-линейное представление для рацио-.» 

нальных позитивных вещественных./-симметрических матриц-функций порядка 

п, где

, (1п. О \•'=(.0 -!„,)• " = "«+"»■

а 1т единичная матрица порядка т.
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§1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Квадратнаую нулевую матрицу порядка п обозначим через 0п. Квадрат­

ную блочную диагональную матрицу с блоками Оу, О։,.... лежащими на 

главной диагонали и с нулевыми элементами вне этих блоков, обозначим через 

£>4}. Мы будем рассматривать вещественные ^-внутренние матрицы- 

функции А(А) [3].

Как известно [2], рациональная вещественная позитивная матрица-функция 

Л(А) представима в виде суммы

Л(А) = А0(А) + А1(А), (1)

где Ап(А) - вещественная позитивная матрица-функция, удовлетворяющая усло­

вию /։0(А) + А^(А) = 0 при Ке А = О (реактансная матрица-функция), а А։(А) - 

рациональная вещественная позитивная матрица-функция с полюсами, лежащи­

ми на мнимой оси. Обозначим

®=(1 о)' Р>

Имеет место

Теорема 1 [2]. Произвольная рациональная позитивная вещественная матрица- 

функция г(А) порядка п представима в виде дробно-линейного преобразования

*(А) = [а(А)Я + 6(А)] • [с(А)Я + <*(А)]֊',

/д(А) 6(А)\ 
\С(А) ЦХ))

где R = {/т,Оп-т}, т = гапк [г(А) + г'(—А)], а матрица-функция Л(А) = 

порядка 2п рациональна и является вещественной ^-внутрен­

ней.
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§2. ДРОБНО-ЛИНЕЙНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТИПА 
ДАРЛИНГТОНА ДЛЯ РАЦИОНАЛЬНЫХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ 
ПОЗИТИВНЫХ МАРТИЦ-ФУНКЦИЙ

Рассмотрим рациональную вещественную позитивную матрицу-функцию

/»(А) порядка п = па + пр

f.(\x _ Мц(А) 
(J՜ /»21(A)

/»12(A)
/»22(A) (3)

где /։п(А) матрица-функция порядка па. Пусть

т = rank [/»(А) +/»'(—А)], та = rank [Ац(А) + ä'։i(—А)], 

т'а = па — та, тр = т — та, т'р = пр - тр.

Заметим, что тп'р > 0. Это обусловлено тем, что позитивность матрицы (3) 

влечет эрмитово-неотрицательность (г = т > 0) матрицы

_ Ми(»т) + /»'п(֊»т) /Ц2(»т) + /»'21(-։т)\
1 и. с]- + А'2(-£т) Л32(*т) + /»'„(-.г) ) ՛

Согласно лемме R. П. Потапова [5] о неотрицательных эрмитовых матрицах, 

уравнение АХ = В имеет хотя бы одно решение, т. е. столбцы матрицы В 

являются линейными комбинациями столбцов матрицы А. Но тогда rank [A й] = 

=гапк А. Следовательно, H(ir) имеет кроме та еще тр линейно независимых 

строк, которые естественно, расположены в блоке [В* С], имеющем пр строк.

Это означает, что т'^ > 0.

Введем следующие обозначения :

,• _ (Л» 0 ра _ ( 0 \ Рр _ / ОПа 0 \ _ / 0 J \
J \о -inJ՝ -4 о OnJ'1 о 0)'

flmo о 0 0 \
о о 7т, О
Ü /т; 0 0

\ 0 о 0 /т;/
Теорема 2. Произвольная рациональная вещественная позитивная матрица- 

функция /»(А) (3) порядка п = па + пр представима в виде дробно-линейного 

преобразования

(Ра Рв 
~ I рв ра

0 \
\ о % ) •

/»(А) = [а(А)Д+ 6(A)] • [с(А)Я+ «/(А)]՜1 (4)
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нал постоянной матрицей Н={1то, От>а, 1т,, От>0 } с вещественной ^-внутрен­

ней матрицей коэффициентов порядка 2п

Л(П-/ЧА) Ь(А)\ ,5՝
Л(А) " с(А) </(А)) 1 (5)

Доказательство. Наряду с Л(А), вещественна и позитивна также матрица 

Ла(А) = $2Л(А)95. Согласно- теореме 1, матрица Л2(А) представима в виде 

дробно-линейного преобразования

Лз(А) = [а2(А)Л2 + 62(А)] • [с2(А)Я2 + </2(А)]—1,

где Я2 = {1т,Оп-т}, а матрица-функция

Д,<А^ — ( Оа(А) 
2( }՜ V с2(А) Ь(А)\

порядка 2п вещественна и ^-внутренняя. Следовательно, матрица-функция Л(А) 

представима в виде (4) с R = Э2Я2Э2, и матрица коэффициентов равна Л(А) = 

= 9,;Л2(А)Э4. Так же мы получаем, что 94994 = 5, и, тем самым, А(А) является 
• ։

^-внутренней. Теорема 2 доказана.

Обратимся теперь к конкретному построению матрицы А(А) для матрицы- 

функции (3). Рассмотрим матрицу-функцию

/(А) = А(А) + ^(֊А)

с рангом, равным т. Предположим т = 0. Тогда Л(А) - реактансная, веществен­

ная, позитивная матрица. Полагая, что R = О, будем иметь

Матрица коэффициентов этого дробно-линейного преобразования :

/ Л(А)
О I
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Поскольку J2 = OjjSKJj, имеем

Л'(А)/а Л(А) - _j h,^j _ Jh^

В этом случае Л(А) является /-симметрической (Л'(А) = /Л(А)/), а матрица Л(А) 

удовлетворяет условию симплектичности

Л'(А)/аЛ(А) = Ja. (6)

Предположим теперь, что 0 < т < п. Тогда для матрицы-функции Л(А) спра­

ведливо разложение (1), которое можно представить в виде дробно-линейного 

преобразования

А(А) = [/А1(А) + Ло(А)]-[0-Л1(А) + /]՜’. (7)

Так как /»о (А) - рациональная, вещественная, позитивная, реактансная матрица- 

функция, матрица коэффициентов

Ло(А)=(' AoJA))

дробно-линейного преобразования (7) вещественна, Э-внутренняя и удовлетворя­

ет условию (6).

По теореме 2, /ц (А) может быть записано в виде дробно-линейного преобра­

зования

Л։(А) = [О1(А)Я + 6։(А)] • [с,(А)Я+ di(A)]՜1 (8)

с вещественной 9-внутренней матрицей коэффициентов

л,(\\ ֊ 6>(а)՝\
\cl(A) 4(А)Г

Покажем теперь, что если матрица-функция Д(А) является /-симметричес­

кой, то Л1(А) удовлетворяет условию (6). Дробно-линейное преобразование 

матрицы-функции h(A) является суперпозицией преобразований (7) и (8), т. е. 

матрица коэффициентов этого дробно-линейного преобразования есть Л(А) =
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= Л0(А)А։(А). Отсюда следует, что, если матрицы Л0(А) и Л] (А) вещественные, 

3-впутренние и удовлетворяют условию симплектичности (6), то те же свойства 

имеет и матрица Л(А). Поскольку А0(А) + АЗ(А) = 0 при И.е А = 0, то используя 

вещественность Ао(А) получаем, что Ло(։т) + Ло(-»т) = 0. Ввиду аналитичности 

справедливо тождество ,

Л0(А) + Л'о(-А) = О,

и, тем самым

/(А) =
/ц(А) + Ц(-А) 

2

Из вещественности /ц(А) следует,.что

У(»т) =
Äi(tr) + h\(ir) 

2

Таким образом, /(։т) ֊ рациональная по отношению ։т, неотрицательная матри­

ца-функция порядка п = па + пр, ее ранг равен тп = та + тр, и /(гт) = /(—ir). 

Матрица-функция /(А) обладает минором Afm(A) порядка т, тождественно не 

равным нулю. Не теряя общности можно предположить, что то строк и столбцов 

Мт(Х) расположены в левом верхнем углу и что следующие тр строк и столбцов 

расположены, начиная с (пп + 1)-го. В качестве рациональных вещественных 

решений полной размерности соответственно левой и правой факторизапиониых 

задач для /(։т) (см. [4]) возьмем матрицы-функции

X(A)={Bt>(A)V _ и У(А) = (уу(А)У 2_.
I J fc = J ,п Ч J Д = 1 ,гп

Представим их в блочной форме
\ _

С 1>=1.2 ( =
Х(А) = 5zY*j(A)> _ и У(А) = УЪ(АЙ

J *=1,4 I ) 4 = 1,2

где Хц(А) и Уц(А) (или А'32(А) и У2з(А)) - квадратные матрицы порядка та 

(или тр).
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Перейдем теперь от матрицы Л։ (А) к матрице-функции А2(А) = ЭгЛ1(А)9;. 

Соответственно, мы переходим от /(А) к Л(А) = 9а/(А)9; и от Л) (А) к 

Д2(А) = О^Л^А)^. Тогда матрица

= М*) + М»г)

и ее главный минор, расположенный в верхнем левом углу имеет порядок т 

и не равняется тождественно нулю. В качестве рациональных вещественных 

решений полного ранга левой и правой факторизационных задач для /2(։А) 

возьмем соответственно

%а(А) = (*ю(А)) = ЗДА)1 У2(А) = (У"(А) У։а(А)) = У(А)Э;՛

где Хц(А) и Уц(А) - квадратные матрицы порядка т, которые не имеют 

особенностей за исключением, быть может, конечного числа точек. На решение 

Х(Х) левой факторизационной задачи для /(А) мы налагаем условие

Ап (—А) голоморфно в полуплоскости Не А > 0, (9)

которое в любом случае может быть удовлетворено (см. [2]).

Рассмотрим следующие матрицы-функции порядка п :

со
Рх։(А) = дх։(А)Л։(А), (11)

«֊.«=(*՝« ?”<А>)՜'. (12)

Рп(А) = МА)?г,(А). (13)

Согласно теореме 1, вещественная позитивная матрица-функция А2(А) допускает 

дробно-линейное представление

МА) = [МА)Я։ + М*)] ֊ [са(А)Ла + МА)]՜', 



34 В. Л. Даллакян

где (см. [2])

аа(А) = ру»СА) + Рха(֊А) + ; _ Да> Яа = {/т> Оп_т},

. . РУ,(А) - Рх,(-А) , у 9У1(А) ֊ ?хэ(-А) , 9У,(А) + 9х,(_А)62(А) =----------—1-------, с2(А/ =----------- ----------- , </2(А) =----------- .

Из свойства ./-симметричности матрицы-функции А(А) (следовательно и Л, (А)) 

вытекает, что матрица-функция Л2(А) обладает свойством Эз-симметричности 

с 9з = 921/$5 :

А'2(А) = 93Л2(А)9з.

Отсюда следует, что

ДМ- ('■■«’•) и-ЧНг)у = ЭзА(,г)а3|

и в качестве правого решения факторизационной задачи для /2(»т) можно взять

П(А) = {/тв, -1т0}Х'2(Х^3.

При таком выборе У2(А) имеет место соотношение

?у,(А) = ^зч'х, (А)9з, РУ,(А) = 9зРх։(А)93,

откуда следует, что

Ла(-А) = {Эз, -93}Л2(А){Эз, -93}.

Для матрицы-функции Л։ (А) = 9;Л2(А)Э< получаем 
• • —

Л1(-А) = {3;, 9;}{9з, -9з}Л2(А){9з, -ЗДЭЯ, 92},

или, учитывая, что Э;9зЭ2 = 7

Л‘(-А)=(о -°/)Л|(А)(о Л) =^Л>(А)ЛЭ. (14) 



Обобщение теоремы Дарлингтона для... 35

Так как А> (А) вещественна и 9-унитарна, по аналитичности получаем

A'j(-A) 9 Л։(А) =9.

Следовательно, согласно (14)

9J2A'։(A) J29 9Äi(A) = 9

или

А'։(А) J2 Л։(А) = J2,

т. с. соотношение (6) выполнено и для матрицы-функции Aj(A). Таким образом, 

имеет место

Теогета 3. Произвольная рациональная вещественная позитивная J-симметри­

ческая матрица-функция

( Л“(А) Ли(А)\

порядка n = na + пр с матрицей Лц(А) размерности na представима в виде 

дробно-линейного преобразования

Л(А) = [a(A)R+ 6(A)] ■ [с(А)Я + d(A)]՜1 (15)

над постоянной матрицей R. = {Im„, 0По-т0,1т0, ОП(,_т(>}, где

т= rank [Л(А) + Л'(—А)], та = rank (Ац(А) + Л'ц(-А)], mß=m-ma,

.. лмх (aW Ь(Х)\ _
а матрица коэффициентов А(А) = I с(А) d(Ä)J порядка 2п является веществен­

ной, ^-внутренней и, кроме того, удовлетворяет условию симплектичности (6).

§3. РЕАЛИЗАЦИЯ РАЦИОНАЛЬНЫХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ
ПОЗИТИВНЫХ J-СИММЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

В аналитической -теории электрических цепей произвольная рациональная 

позитивная вещественная функция реализуется согласно теореме Дарлингтона 
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[1] как полное сопротивление двухполюсника, представляющего собой четырех­

полюсник без потерь, нагруженный со стороны выходных зажимов на одно ак­

тивное сопротивление (резистор). Аналогичная реализация осуществима для по­

зитивных вещественных симметрических матриц-функций. Такими матрицами- 

функциями как известно, являются как матрица полных сопротивлений (им- 

педансов), так и матрица полных проводимостей (адмитансов) многополюсни­

ка. Естественным обобщением этих матриц является гибридная матрица 2п- 

полюсника. Гибридная матрица /»(А) обладает свойствами вещественности, по­

зитивности и /-симметричности (см. [6]), причем числа по и пд определяются 

характером пар зажимов 2п-полк5сника (внешних дуг линейной структуры).

Перейдем к вопросу реализации вещественных позитивных /-симметричес­

ких матриц-функций. Рассмотрим 4п-полюсник Pw (п = пв + пд), нагруженный 

2п-полюсником Рн, обладающим внешним гибридным оператором (гибридной 

матрицей) Н. Допустим, что число входных а- (Д-) дуг 4п-полюсника Pw 

равно числу его входных а- (/?-) дуг. В предположении существования для 4п- 

полюсника Pw проходной передающей матрицы

г >;=Ъп г л
IV = < Г '

I ) 4=1,n I J 4=1,4

^1 = = с02 + d<pa,

имеет место матричное уравнение (см. [6, 7])

/Wn ИЪ ИЪ W14\
и? _ w2t W22 ^23 IV24

~ И^31 ИЪз И^ЗЗ ^34

Отсюда находим,

wf >

что

\^4| W42 ^43 ^44/ )

где

. /ИЪ JV12A _/'W3x 
W44J՝ ^43 WuJ ' С՜ ^IV21

W34 \ 
^24/

И'зз
W23 W22) 'd =
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= (4° 3 )'. ^ = (^°ИГ)'. к =1,2.

Так как V»։ = Н<рз [6], получаем,, что

1/>1 = [аЯ + бИсЯ+<*]"’Р1- (16)

Теперь легко заметить, что проходная И'-матрица 4п-полюсника Рьу совпадает 

с матрицей
IV = 9։ (“ 9։.

Однако, соотношение (16) задает дробно-линейное преобразование для гибридной 

матрицы Л(А) всего 2п-полюсника :

Л(А) = [а// + 6]-[сЯ+«<]-1 (17)

над гибридной матрицей Н 2п-полюсника Рн • Из свойств матрицы коэффици­

ентов Л(А) дробно-линейного преобразования (17) следует, что матрица^функция

ш(А) = 9։ Л(А) 9, 
*

удовлетворяет соотношениям

1) ш’(А) 9 ш(А) — 9 > О, Де А > О,

2) ш*(А) 9 ш(А) — 9 = О, Де А = О,

3) ш(А) = ш(А),

4) ш'(А) ] 9 ш(А) = 1 9.
I

Иными словами, ш(А) является реактансной проходной матрицей. Такие матри­

цы-функции 2п-го порядка известны в теории цепей как проходные (передаточ-
I

ные) матрицы-функции 4п-полюсника (см., например, [5, 7, 8, 9]). В [5] было 

показано, что любая рациональная реактансная матрицагфункция ш(А) поряд­

ка 2п является Л-матрицей некоторого линейного пассивного 4п-полюсника без 

потерь.
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Таким образом, дробно-линейное преобразование (15) задает способ реали­

зации вещественных позитивных /-симметрических матриц-функций порядка 

п посредством построения 4п-полюсника Pw с проходной матрицей ш(А), за­

груженной со стороны выхода 2п-полюсником Рн с гибридной матрицей Н. 

Иначе говоря утверждение теоремы 3 означает, что произвольная рациональ­

ная вещественная позитивная /-симметрическая матрица-функция h(А) порядка 

п = па + пр есть гибридная матрица 2п-полюсника, представляющего собой 4п- 

полюсник без потерь, п пар выходных зажимов которого замкнуты на активные 

сопротивления, некоторые из которых могут оказаться нулевыми.

ABSTRACT. The paper considers rational real positive ./-symmetric 
matrix-functions of order n. We prove that any function h(A) of this 
class can be presented by means of linear-fractional transformation h(A) = 
[aji(A)/? + 012(A)] • [aji(A)ß + 022(A)]՜1, where R is a constant (diagonal) 
matrix, and the matrix A(A) = (a։j(A)) of coefficients is rational, 9- 
noncontracting in the right half-plane, Ö-unitary on the imaginary axes, 
real and symplectic.
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О ДВУХ КЛАССАХ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ТЕОРИИ ОЧЕРЕДЕЙ

Э. А. Даниелян, Г. В. Микаелян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №2, 1994

В статье рассмотрены двупараметрические семейства предель­
ных распределений, возникающих в моделях очередей типов М|G|l|oo и 
Gl\M 11 |оо при условии единичной загрузки, заданных посредством сво­
их преобразований Лапласа-Стильтьеса. Исследованы аналитические 
свойства этих семейств — интегральные представления по устойчи­
вым законам, интегральные представления с ядрами типа Миттаг- 
Леффлера и представления рядами. Вычислены моменты распределе­
ний.

$1. ВВЕДЕНИЕ

1°. Пусть : 1 < а < 2} и {Яо : 1 < а < 2} - два семейства бесконечно 

дифференцируемых функций распределений (ФР) неотрицательных случайных 

величин (СВ) Х„иУас преобразованиями Лапласа-Стильтьеса (ПЛС)

М*)= / е-Чва(х) = е*“ (1 - * [ е-'“։х(։/“)-։жЛ, (1.1)
Л I Г(1/а)/о ]

гв(в)= Г е-ЧКа(х) = за Г е-а‘{1-(1 + х)֊'/а}с1х (1.2)
■/о Уо

соответственно, где з > 0 и Г( ) - гамма-функция Эйлера (см. [1]). В частности

ад=ЛГЛ։-"’/։-'“=2фй)-1
при любом х > О, где Ф(х) = е~“’/։</и и Яа(х) = 1 - е՜®’/* - ФР Релея.

Функции Са и Яа возникают в различных моделях типов М |С|1|оо и 

С7|1И|1|оо во множестве задач (см., напр., [1] - [6]), как предельные распреде­

ления виртуального времени ожидания при единичной загрузке. Например, рас­

смотрим модель М|С7| 1 |оо с параметром а > 0 поступления времен обслуживании



40 Э. А. Даниелян, Г. В. Микаелян

ФР В(х) в предположении, что :

(А) загрузка модели равна р = aft = 1, где Д։ - среднее время обслужива­

ния ; ' х֊

(Б)приИ0,/?(д) = J0“e֊«dB(z)= 1 — + (св)“(1 4-о(1)), где 1 < а < 2,

а с положительная постоянная. 
t

Предположим, что с времени 4 = 0 система начинает обслуживание вызовов 

и нет очереди. Обозначим через ж первый после 4 = 0 случайный момент 

времени, когда система становится незанятой, т. е. ж есть период занятости, 

инициированный одним вызовом. Обозначим через wn, п > 1 время ожидания п- 

го вызова при обслуживании в порядке поступления, через р - случайное число 

обслуживаний за ж вызовов. При выполнении (А) и (Б) существуют пределы

Мр(г^<х) = Со(х) и п11пЗоР(гЭт7<г/р^п) = д“(г)՛

при этом, соотношения равномерны по х (см. [7]). Здесь Р - вероятность, Р(А / В) 

- условная вероятность события А при условии осуществления события В.

В специальном случае, когда времена между соседними поступлениями 

вызовов и обслуживания имеют конечные первые два момента, существование 

первого предела для модели G1 |G/| 1 |оо впервые было доказано Ердешем и Кацом 

[8], а затем, иным методом, Прабху [9]. Существование этого предела влечет к f
отмеченному выше предельному ФР 2Ф(х) — 1. Существование в специальном 

случае а = 2 второго предела для модели М |G|1 |оо, для виртуального времени 

ожидания, было доказано Киприяновым [10]. Оно влечет к предельному ФР Я2(х). 

Для других моделей второй предел с а = 2 был исследован, например, в [11] - 

[12].

2°. Пусть х+, n > 1 - время обслуживания n-го вызова, X՜ интервал 

времени между n-ым и (п+ 1)-ым вызовами, й пусть X = X* — Х~.
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Если Р есть ФР X, то

/+°° аВ(з\
Г'ЧР(г) = 0 < з < а.

При выполнении условий (А) и (Б) будем иметь : М Х\ = 0 и ^(а) = 1 +(са)“(1+ 

4-о(1)), где М ֊ математическое ожидание. Как показано в [13] (стр. 668)

х°(1 - Г(х)) — х°Г(-г)-0, х-оо. (1.3)

Нам также понадобятся определенные ниже ФР для Ео.

Пусть {Хп}п>1 - некоторая последовательность независимых, одинаково 

распределенных (НОР) СВ с ФР Г, обладающим свойством (1.3), где 0 < а < 2 

и М X] =0 при 1 < а < 2. Тогда, за исключением значения а = 1, ФР СВ

п“>о°’

где 5П = Х\ + ••• + Хп сходится к Га (см. [14], стр. 185 - 193). Семейство 

{Го : 0 < а < 2, а / 1} обладает ПЛ С

/+<Ю
е՜"«/ Еа(х) — exp{-вign(l - а) • а“}, а > О 

-ОО

и принадлежит классу устойчивых законов [15]. ФР Га есть стандартный устой­

чивый закон с показателем а.

Функции Са и Яа являются предельными законами в схемах суммирования 
I

для НОР СВ {Хп]п>| с Хп = ,¥+ — Х~. Действительно, из основного уравнения 

теории очередей шп+։ = тах{0, шп + Хп} следует, что :

(А) СВ шп+1 и тахо<*<п54 одинаково распределены ;

(Б) Мп-н = -!?п на множестве {р > п] = {тГ(А : 5* < 0) > п].

Следовательно, Са, 1 < а < 2 является предельным законом для

тахо<*<п 5* — . п по. 
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а Ла, при {1пГ(А: : 5* < 0) > п} - предельный закон для условных сумм (1.4).

3°. Целью настоящей статьи является исследование аналитических свойств 

функций О а и На. '

В §2 найдены интегральные представления функций Са и Па посред­

ством стандартных устойчивых законов - интегральные представления с ядрами 

(функциями) типа Миттаг-Леффлера (см. [16], гл. 3)

р>0’ (15>

а также представления посредством рядов. В §3 проведено вычисление моментов 

С1П и Н„. В §4 даны представления этих моментов, где используются моменты 

функции Куммера

... . . , , а а(а + 1) г2 а(а+1)(а + 2) я3(в, ,я)_ + -г+ уу — + + (1.6)

и функции типа Миттаг-Леффлера. В §5 исследуются аналитические продолже­

ния рядов, представляющих Еа и Са. Последний §6 содержит некоторые заме­

чания. В частности, там получены моменты функций £|/о(-г,сг) и Е]/а^—х, 1), 

х > 0, 1 < а < 2.

§2. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

1°. Связи семейств {Со} и {Яо} со спецфункциями упрощают доказатель­

ства многих их свойств и интересны сами по себе. Связь На с Га/2 основана (см. 

[6]) на представлении

.. 1 [°°хЧа-с-*
ТГ?-*՛ «го. 1<«<2. (2.1)

которое мы уточняем. Именно, при а 2

1
Щх) = а Х ' *~3,а№, (2.2)

где
2 а

^(0=77д+ь / е~х3 costxdxl I > 0, Не0 > -1. (2.3)
I I г л 1 /п 4 '
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Аналог л ля Ga получаем с помощью представления [18] :

, я . х 7 х՜1'“ • е * ga(s) = -sin-/ ------ -—-—dx, я > О,х a Jo х + я“ 1 < а < 2. (2-4)

Интегралы (2.3) и

2 гmalt) =—угг- / xfi~l-e~* Bintxdx, г(^)7о t>0, Re£ > -1 (2.5)

сводятся к функции Куммера (см. [17], стр. 451)

mg(t) = t ■ К /1 + 13 t2
2 '2' 4 np(t) = К

/3 + 1 1 i2\
2 '2' 4 J (2.6)

ФР /'о/а абсолютно непрерывна (более того, она бесконечно дифференцируема 
ч

[15]). Ее плотность в дальнейшем будем обозначать через /а/з.

Теорема 1. Для всех а, 1 <а <2 и г>0 имеет место равенство

Ge(z) = Г(ТЛ^) £ г21аМх ■ r’/o)m’֊<»/»)(*) dL (2-7)

Теорема 2. Для всех а, 1 <а <2 и х> 0 имеют место равенства

1 тг Ga(x) = - Sin - / е-‘х՜“ • Г1/“ • £1/о(-1, а) dt, (2.8)

Ra{x} = 1 " Гг(1/а) Jo e~tX ° ' <(1/“)՜1 ’ 52-9)

2°. Доказательство теоремы 1. Замена переменной х = у2 в интеграле

г00 xfi .
Г^= в>0Jo х + а*

дает
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В силу сходимости интеграла при 0 > -1 и (2.3) получаем

= Г е-‘ ■ т1+3Д0Л.
• (1 + Р) Уо

Пусть а, 0 < а < 2, любое число. Рассмотрим процесс {£(1) : I > 0) с 

независимыми приращениями и с ПЛС Ме_*{<‘> = ехр(-4во/а), я > 0, I > 0. 

Ясно, что Р«(1) < х) = Р(€( 1) • *2/о < х) = Го/з(х • *~2/о) при любых х > 0 и 

I > 0. Тем самым

г/, г , аа~Лх = / е т1+а/5(1)Л =Г(1 + р) Уо х + за Уо
= Д т1+зд(0Л Г е“"^Р(€(0 < ®) =

Уо Уо
= [ ( /“ Л’о/а(г • Га/“)т1+2д(0А>) .

■/о \Уо /

В силу (2.4), (2.1) и тождеств

. Г(2) Г(1"2) = ^77' ’■г^) = г(х+1) (2.Ю)

приходим к (2.7) и (2.2), беря соответственно 0 = -1/а и 0 = 1/а.

3°. В [18] доказаны разложения

в*“+1»"« = '■ ֊£г(Г+,+(,/а)). «>»■ (2-й)

С„(։) = -51П - ^(-1)*՜' Г^* ։>0. (2.12)
1Г а Г(*а)

Оказывается, что (2.11) непосредственно следует из

- Гй75§ • (1 - •)*

(ср. с более длинным доказательством в [18]). Аналоги (2.11) и (2.12) для го(з) 

и Я<։(х) находим с помощью интегрального представления

о / 1 г1 \
го(я)=1—яе* ( Г(11 , 8 > 0, (2.13)

• \ л Уо У
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которое следует из (1.2). Виду (2.13)

= ■ -Г (■ -1) + £ г(> + . •>». (2Л4)

Для доказательства того, что при любых а, 1<о<2, и։>0

о /_ч _ 1 у*, м>-1Г(* + (1/а)) /2 ։с\
Яа(*) - Г(1/а) X/ 0 Г(*а+1) 1 (2Л5)

подставим у = я“(1 + ж) в (1.2). Тогда для го(в) получим

Дифференцирование последнего равенства по в законно, поскольку для го(в) = 

я_|гв(.?) имеем

֊^-{а1֊“ • гв(в)} - (а + (1 - а)<-“)го(в) = -в՜1՜“. (2.16)
аз

Этому уравнению соответствует уравнение Вольтерра

Г(п + 1). Яо(х) + Г ,^~!^--Да(и)Ли = (2.17)

Доказательство существования и единственности решения стандартно (см. [18]). 

Для решения (2.17) используем следующие рассуждения. Полагаем, что го(в) = 

= Хд>1 а* «՜*“՜1՜0՜1, где аь а2,...-постоянные. Подстановка в (2.16) приводит к 

рекуррентным формулам а։ = 0, а2 = ... а*+1 = {1 -£-(1/о))а4, к > 2, откуда

следует, что ап = (—1)п п > 1. Следовательно, г<,(в) соответствует

расходящийся ряд

т(*+1) (2.18)

Формальным почленным обращением (2.18) переходит в ряд правой части (2.15), 

который при а > 1 сходится для всех х > 0. Как легко проверить, сумма этого 

ряда удовлетворяет (2.16), тем самым, (2.15) доказано.
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4°. Доказательство теоремы 2. Интегральная форма Г(£ — (I/o)) преобразует

(2.12) к виду

Ge(x) = ^sin 1 Г r'W‘ J £(-!)*֊' 

Jo r(*Q) J

Поскольку

tXo • Ei/a(-lx°,a) = £(-!)*֊>
Г<*“)

получаем 
1 *оо

Са(х) = -sin -х“՜1 / t~ï,ae՜* ■ Ei/a(-txa,a)dt. 
it a Jo

Замена переменной txa = у сводит это равенство к (2.8), и из (2.15) получаем

{1 - Яв(х)} • Г(1/а) = ^(-1)* =
“ Ц*а+ 1) Уо

= / ‘(1/о)"։в"։ гТ^+1) 'Л = /00<(1/“)_*е“‘ £;։/«(-*®о.։)Л-

§3. ВЫЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ’ 
* •*

1°. ФР Еа, 0 < а < 1, стандартной устойчивой СВ 5О с показателем а

сосредоточена на [0,4-оо) и (см. [13], стр. 5Й4 - 505) 

*"<1 ֊'■<*» -г(Г^) х —♦ оо и е”“ • Fa(x) -»о, X — 0.

Поэтому для степенного момента <р(а,е) порядка е от Fo имеем

< оо, при —оо < Е < а
= оо, при Е > а, ■ (3.1)

а функция ç>(ot, х) = М S‘a комплексного переменного х аналитична в полуплос­

кости -оо < Rex < а.

Задача 1, При к&ких вещественных е

Г°° ÿ(a,E)= / x‘dG'a(x) < 4-00 и г(о,е)= / x*dHa(x) < 4-00 ? 
Jo Ju
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2®. Ответ для Са : функция д(а,я) = МХ* комплексного переменного г

аналитична в области 1 — а < Кея < а и

З(а.с)
при 1 — а < с < а 
при |е- || > а - |. (3-2)

< °О| 

=

Ответ следует из формул

х* а‘Са(х)^ Г(а).Г(1/ау ®-*°-

Формулу (3.3) получаем как следствие асимптотической формулы

(3.3)

(3-4)

(7о(х) « 1 + 7 52 р 8т(Лах) • Г(*а)х՜4“ 
* *>1

, 1 5рШп(*а1г)Г(йа+1) _4а_։ 
г(*+ 1 + (1/а)) Х

при х —♦ оо (см. [18]), преобразуя первый член с помощью (2.10). Согласно (2.4.) 

и (2.10)

г «-։ г \ 1 • * г /” х-1/в е-‘ , 1
пт яа да(я) = - ат — пт / . . .-------дх = 7 ..—оо 1Г о— оо/о (х/в)а + 1 Г(1/ог)

Воспользовавшись теоремами 2 и 3, §5, гл. 8, [13], приходим к (3.4).

Решение для На : функция г(а, я) = МУ^ комплексного переменного г

аналитична в области —а < Кея < а и

при -а < е < а 
при |е| > а.

Ответ следует из формул

.41-«.(»))

(3.5)

(3-6)

(3-7)

Формулу (3.6) получаем как следствие асимптотической формулы

На(х} «1 + 1г 
7Г

1 ка
Г(Л+1+ (1/«)) ’ (3-8)
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Докажем (3.8). Поскольку при любых х> 0, s > 0 и п> 1

—!— = УЧ-П*՜’**՜1*՜*“ + —֊—(-l)nxne-no, 
z + s° х + з°' '

то из (2.1) следует, что . ,

'•(•)= r{pS5D-»-"-(‘+—
Обозначим через r£m\s) m-ую производное re(s). При 1ms —» оо в полосе 0 < 

< Res < а, а > 0 равномерно выполнено соотношение r^m)(s) = 0(5՜°՜”*՜՝). 

Теперь, повторяя рассуждения Л. Берга [18] легко прийти к необходимому 

утверждению. Согласно (2.1), s° • ra(s) —» or՜՝ при s —» оо. Поэтому из теорем 2 

и 3 из §5, гл. 8, [13] следует (3.7).

3°. Функция Г(1 - (ж/а))/Г(1 - z), 0 < а < 2, аналитична в полуплоскости 

—оо < Rez < о и, по теореме 2.6.3 из [15], она совпадает с ^(o,z) в полосе 

-1 < Rez < а. Тем самым, по теореме единственности

y>(o,z) = -Г^- 0 < а < 2, -оо < Rez < а. (3.9)

Отметим, что <р(а, 1) = 1.

Задача 2. Вычислить д(а,е) при 1-а <е< а и г(а,е) при -а < £ < а, где 

1 < а < 2.

В нижеприведенных примерах раздельно рассмотрены случаи е = 0 и е = 1. 
И

Пример 1. Са и На являются ФР, тем самым, д(а, 0) — г(а, 0) = 1. Для проверки

этого факта подставим в (2.4)

д_ = п₽и-1</?<о
Л У+1 (оо, при 1/3 ч-1| > 1.

Тогда получим 
• ’ »

да(з) = ֊ain-Jim 7^Ге՜*՞1'^ ^(0}=; ֊8in^A-1/a= 1. (3.11)
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Интегрированием по частям в (1.2) получаем

гв(,) = Г 1 - (1 + (3.12)
до

Пример 2.

9{а՝=га+а/*))’ г(“։ 1} = Г{1"(1/а))՛ (3,13)
Из формулы (1.1) следует, что

,(«,!) = -,;(0) = Ит^^И =

= -ехр««)+ = г(|+1(|/а)).

Второе равенство следует из (2.13).

4°. Решение для Са содержится в следующей теореме.

Теорема 3. Если 1 <о <2й 1 - а < Пег < а, то

а(п и _ С1 ~ ։)«п(1г/а) Г(1 - (я/а))

Доказательство. Пусть {£(4) : 4 > 0} - процесс с независимыми приращениями 

и ПЛС

Ме՜'^ = ехр(-4в1/“), в > 0, 4 > 0. (З И)

Тогда пары £(1), 5уа и £(4), £(1) .4° одинаково распределены. Согласно (3.14)

Ме-«е(х»)= Г е֊'"’‘<Л>(Хо <4) = д<։(81/“), 8>0. (3.15)
до

Из (3.11), воспользовавшись (3.10), находим

1 тг Г°°Р К(-Ха) < = - ат - / -------<1у, х > 0,
т а до V + 1

* ж Гх>/ V \тс/ о л 8111Г7Г/О?)
М[<(*а)] = — МП—Д(«-1)/а = , 1—а<Е<1. (3.16)

та В1П а 1

По формуле условного математического ожидания

М (Хв)]։/“ = <р ■?(“■£). 1 - а<е < 1.
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При 1 - а < £ < 1с помощью (3.9) и (3.16) вычисляем д(а,е). Функция в 

правой части равенства теоремы 3 аналитична в полосе 1 - а < Пег < а и 

совпадает с аналитической в той же полосе функцией д(а, г) при действительных 

Е, 1 - а < Е < 1. Тем самым, ввиду теоремы единственности аналитических 

функций, теорема 3 доказана.

Ответ для Яа содержится в следующей теореме.

Теорема 4. Если 1 < а < 2 и -а < Лех < а, то

( 1 - *г . Г<1 + ^)
Г'а’г , 81п(т2/а) Г(1/а)Г(2 - х)'

Доказательство. Как и в (3.15), имеем

I
М։՜'«1'*։ = га(з',а), в > 0.

В силу (3.12)

РК(Ув)<х]=1-(1+х)-|/“1 х > О, М К(Уа)]*/а = - Г ;■ •

Заменой переменной 1 + х = у՜1 интеграл сводится к бета-функции, тем самым

МК(Уо)Г/о= (̂)1Г/(^)+°), —а < £ < 1. (3.17)

При этом, если —а < е < 1, то как и выше

М[е(Ув)]‘/о = ¥>(-!-,-С г(а,Е). 
а/

Подставив сюда (3.9) и (3.17), после преобразований с помощью (2.10) получаем

. хе Г(1.+ ^)Г(°'С) 8т(я£/а) ‘ Г(1/а)Г(2-£)’ “ < с < Е

Функция в правой части этого равенства при е = х аналитична в полосе

-а < Ясг < 1 и совпадает с аналитической там же функцией г(а,г).
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§4. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МОМЕНТОВ

1°. Теоремы 3 и 4 связывают моменты Са, И.а и Га, 1 < а < 2. Действи­

тельно, по (3.9) имеем :

(А) при 1 < а < 2

, . вш(я7а) . . _
р(а,л) = - 1 ֊ а < Лег < а;

81П * „' а

(Б) при 1 < а < 2

Г(1=£)Г(1 + *-)
г(“> =----- °Г(1/а) ' ’ ~а < И" <

Ввиду теорем 1 и 2 должны иметь место соотношения, связывающие момен­

ты Ка и Са с моментами функций Куммера и функций типа Миттаг-Леффлера. 

А именно, справедлива

Теорема 5. При 1 < а < 2

(А) д(а,г) = -г^а^ (^■*- 9 <(3’"Я,/Оп»։-(2/а)(0л. 1 — а < Ле» < а

1 /й \(£) г(а, я) = -<р *’։/о,т։+(2/а)(*) Л, -а/2 < Пег < а/2.

Из (3.9) и (2.10) следует, что :

(А) в полосе 1 - а < Лег < 0

= га+(!>)) Г(2 Л) (41)

(Б) в полосе -а/2 < Лег < а/2

’ т(а 21 — ~ (2*/а)) [°° 4»*/ат /нл
' ’ ) “ "а. Г(1-1) /0 * т։+(я/а)(0Л-

Теорема 6. При 1 < а < 2

1 7Г / X \(А) д(а,г) = -8Ш -Г (1 - / г««՜1)/“ . Ех/а(-х, а)«/х, 0 < Лег < а;

дГ( *~ж) г°°
(5) г(а,г) = - ) х(ж/»)-։ . Е։/о(-г, 1)^ж, 0 < Лег < а,
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за исключением точки z = 1. При z — 1 имеем

г(а'1) = “r(17^j / ®(1/О) '1П®

Отметим, что из (3.13) и (3.10) вытекает формула

a/1/“)՜1 In г • Ei/a(-x, l)da = —.
sin(։r/tt)

Доказательство теоремы 5. Из (2.6) и (1.6) следует асимптотическая формула 

mp(t) ~ I, I —» 0, а после подстановки в (2.5) xt = у получаем m^(t) ~ 

~l~pep, 1 —> оо, где

2 [°° sin х dx __ ir 1

Из асимптотических формул для mp{t) заключаем, что интеграл J” ti~'mp(t)dt 

сходится при -1 < 6 < /9. Исходя из вышеизложенного, из (3.1) заключаем, что 

интеграл

Г(1/а) /0 1 а/° ,С։(*)т։-(։/“)(*)Л> (4-2)

где

с«(*) =/ ՛г2,а№ = ~е ■t2t,a ֊ У’ (?-е ~ l) '

сходится при 1 - а < Е < 0. Умножив обе части (2.7) па х‘ и проинтегрировав 

от 0 до +оо, получаем

С) = Г(17^) /0 X‘dsl0 r2,Olifa'^x • dl-

При 1 — a < s < О изменение порядка интегрирования в последнем интеграле 

законно, так как полученный после этого интеграл (4.2) сходится. Утверждение 

(А) доказано при 1 - а < е < 0. Функции
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аналитичны в полосе 1 - а < Лея < 0 и их произведение совпадает при 

вещественных £, 1 — а < е < О, с аналитической в той же полосе функцией д(а, г). 

В силу единственности аналитической функции приходим к утверждению (А).

Имеют место формулы

о
пд(0~1, 4-0, 60 созх(1х, 4 —» оо.и

'Гем самым, интеграл /0°° 14пд(4)Л сходится при —1 < 6 < р.

Рассмотрим теперь интеграл

£ Г 
а /о • 8«(4)пц-(а/а)л, (4-3)

где

8,(1) = [ х*/а/3(х1 2/а)Рх = *(2։+։)/“ . ф 
./о

Ввиду вышеизложенного, из (3.1) приходим к заключению, что интеграл (4.3) 

сходится при —а/2 < е < а/2. Умножив обе части (2.2) на х* и проинтегрировав 

от 0 до 4-оо, получаем

Г(“>Е)=՜/ хЧх [ 4 3,а/а/2(х1-2/а)п1+(2/а}(1)(И. 
“ 70 70

Изменение порядка интегрирования в последнем интеграле при —а/2 < £ < а/2 

законно. Тем самым, мы приходим к утверждению (Б) для —а/2 < £ < а/2.

Функции

^ ($’*)• /о <а։/ОпИ-(3/а)(4)А

аналитичны в полосе —а/2 < Нея < а/2 и их произведение при вещественных £, 

-а/2 < е < а/2, совпадает с функцией г(а,х), аналитической там же.

3°. Доказательство теоремы 6. Поскольку

1-Са(х) = ^яп- / (1-е у/х°’) • у-х/аЕх/а(-у,а)<1у, 
аг уп 4 '



к

54 Э. А. Даниелян, Г. В. Микаелян

то

д(а,Е) =е [ х։-1(1 - (7о(х))</х =

= -81п- [ у-',аЕ1/а(.-У,а)4у [ ®*՜* (1 - Лх. 
1Г ® Уо </0 ' '

Внутренний интеграл равен а՜1 • ։/</<*Г(-Е/а) (см. [17], стр. 347). В силу един­

ственности аналитической функции приходим к утверждению (А) для 0 < е < а.

Если 0 < £ < I, то

г(а,с)=Е I х*-1(1 - Ло(х))«/х =
■1о

Заменой переменной и = у/ха во внутреннем интеграле приходим к утвержде­

нию (Б) для 0 < в < 1.

Пусть 1 < е < а. Запишем равенство утверждения (Б) в виде

(1 -х)г(а,х) = х<ж/в)-։Е1/в(-х,1)4х. (4.4)

В силу результатов [16] (§3, гл. 3), Нт։-.«, х • Е։/о(-х, 1) = ^,1^. Отсюда 

следует, что интеграл

•/О

абсолютно и равномерно сходится внутри полосы 0 < Яег < а. Так как при 

любом х > 0 функция х»՜1 Е1/о(—х, 1) - целая, то функция

/°Ox(«/“)-1E1/e(-x,l)dx

аналитична в полосе 0 < Rei < а. В той же области аналитичны и функции 

г(о։,х) и Г(1 + ■^£). Следовательно, (4.4) справедливо при 0 < Rea < а, и 

утверждение (Б) доказано для 1 < е < а. Ввиду (4.5) интеграл

®(։/а) 1 In х ■ Е։/о(-х, l)dx
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равномерно сходится при e € (0, о). Согласно (4.4) имеем

г(а, 1) ■ Г( 1 /а) = lim Г° х(*/»)-> . EJ/e(-x, l)dx = 
։ — £ Jo

xC*/“)-1 In® • E\/a(—x, l)dx.

§5. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Замена хи на г € С в формулах (2.12) и (2.15) приводит к целым функциям 

\!а/- / >/<»> ' • * 1 ч* 1 — (1/аг))г / Со(ж ) = -8,п-ж£(-1) г(*а + а) ж ,

Я"(' )֊г(1/«)^( ’ г(‘«+1)

(в силу формулы Стирлинга Г(х) ~ \Z2f-։’՝։1/2)՛։՜*, х —» оо, радиус сходимости 

рядов бесконечен). Для заданной целой функции 22к>0С4 • ж*, ж € С будем 

рассматривать ее порядок р и тип <т (см., наир., [19], гл. 7) :

р = lim * , <г = е~р lim к ■ |с*|я/*. (5.1)
*-oolog|ct|-’ i-oo 11 4 '

Теорема 7. Целые функции 2^aGa(z}la) и Яо(ж։/“) имеют порядок р — 1/(а-

— 1) и тип а = (а — 1) • а“/(’՜“).

Доказательство. Пусть р и сг - порядок и тип функции ж1/“С(ж1^“). По формуле 

Стирлинга, при к —♦ оо

՝°6 Г(Г+<1-0/а) ~ (“* + ®- 5) |о«а + («* + <»■- 0 ^(Л + 1)-

—ка + к + 1 - 2а ֊ (к - а + 0 ^(£ + 1 - а).

/

Тем самым, учитывая (5.1), приходим к утверждению теоремы для ж1/“С?<։(ж|/“).
I

Доказательство для Ца(2^а) вполне аналогично.

§6. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

1°. Применение формулы
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справедливой для всех Rea > Res > 0 и Ь -ф- 0, —1,-2,... (см. [17], стр. 715), 

позволяет дать другое доказательство теоремам 3 и 4. Покажем это для теоремы 

3. Из (6.1), заменой переменной t = ®2/4, и из (2.6) для 1 - а < £ < 0, учитывая 

равенство Г(3/2) = г/^/2 выводим

о о 4֊Ц4\ a 2 4 Л =

= 2՜
Г(֊£)Г(1 + ^)

Г(1 - |)Г(1 (6-2)

Ввиду теоремы 5, (6.2) и (3.9)

р(а,£) = 2^ Г(1 ֊ _____________
Г(1/а)Г(1֊1)

-£Г(-»Г(1 + ^
Г(2-£)

1

В силу формулы Лагранжа

€ — 1 = 2^ ■

а по второй формуле (2.10)

-։Г(4)Г(1+4А)=<£-1>Г(‘4)-Г(41

Следовательно, при 1 - а < е < 0

У(а,£) = Ш.֊^)г^ 
{ 1 Г(1/а)Г(1֊1)

) (£-1)Г(1-Ь)
Г(2֊£)

и обращаясь к первой формуле (2.10) завершаем доказательство теоремы 3.

2°. Сравнение теорем Зив позволяет заключить, что функция комплексной

переменной z 

• ^1/а(-։.а) dx

аналитична в полуплоскости — 1 < Rez < 1 и

*։/<>(“.*) = 77^----г—1 .< a < 2. (6.3)
Г(1 — az) sin kz ՝ J
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К этому заключению приходим, приравнивая выражения для д(а, 1 4- аг) из 

теорем 3 и 6. При 1 < а < 2 имеют место асимптотические формулы

х2 • Е1/а(-х, а) - ф * - +<ю, и Е1/а(-х, а) — х —»О

(см. [16], гл. 3, §2 и (1.5)). Тем самым, интеграл е1/о(а,й) абсолютно сходится 

при -1 < 6 < 1. Следовательно, е։/о(а,з) функция, аналитическая в полосе 

— 1 < Лез < 1. Функция 
а кг

Г(1 — аг) 81п кг

тоже аналитична в полосе —1 < Лез < 1 и совпадает с е1/о(а,з) в — 1/а < Лег < 

< 1 — (1/а). Ввиду единственности аналитической функции, формула (6.3) 

доказана. Аналогично, приравнивая выражения для г(а,аз4-а) из теорем 4 и 6, 

приходим к заключению, что функций комплексного переменного г

ЛОО
61/0(1,*)=/ х։ • я։/а(-х, 1) с/х

•/о

аналитична в полосе — 1 < Пег < 1 и я

61/о(1.*)= г, 1 ։<“<2- (6.4)
аГ(а(1 4-*)) вш %(з 4-1)

Действительно, (6.4) имеет место при —1 < Лез < 0, г (1/а) - 1. Из 

асимптотических формул

(см. [16], гл. 3, §2 и (1.5)) следует, что интеграл ei/a(M) абсолютно сходится 

при -1 < 6 < 0. Тем самым, ei/e(l,г) - функция, аналитическая в полосе 

-1 < Лез < 0. Там же аналитична функция ( .

1_______ 1г(* + 1)
аГ(а(1 4- г)) sin тг(з 4- 1) ’

совпадающая с ei/o(l, г) при — 1 < Лез < 0, з (1/a)— 1. Формула (6.4) доказана.
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ABSTRACT. We consider two one-parametric families of limit distribu­
tions arising in Queueing Models of Af|G|l|oo and G/|M|l|oo types under 
unit traffic intensity condition and given by their Laplace-Stieltjes Trans­
form. We investigate the analytical properties of the families : their inte­
gral representations by stable laws, integral representations with kernels 
of Mittag-Leffler type and series representations. Also the moments of the 
distributions are evaluated.
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НА МНОЖЕСТВАХ ПОЧТИ ПОЛНОЙ МЕРЫ

Г. А. Карагулян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29. №2, 1994

оо
В статье рассмотрены общие ортогональные ряды V ап1рГ|(г), с 

п=1

О < Ц ап < оо» гДе {л>(г)}^=1 ортонормальная система на (0,1). В

предположении, что .5’п(х) ~ частичные суммы ряда и => /(г), 
доказано, что при любых 0 < г < I и 0<а< 2/3 существует множество 

С (0, 1) с мерой; превосходящей 1 - такое, что

п = 1,2,... 2) Нт ||ЭД֊/(х)|Ь(£։)=0. п —• ОО

R статье рассмотрены ряды вида

00
^ап^п(х), с 0 <£^<00, 
п = 1

(I)

где некоторая ортонормирования» на (0,1) система. Обозначим

частичные суммы ряда (1) через

/V
= $2ап^п(г). А =1.2.....  (2)

и=1

к«« хорошо иавеетно. Меньшовым (1] и Радемахером [2] уетановлено „еравенетво 

(см. также [3], стр. 252)

/'Г м»)111 < с у в’

/о [|</*<оо ։°8 п=1
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Известно также, что при 1 < р < 2 ряд (I) сходится в //(О, I), однако, вообще 

говоря, сходимости н I), р > 2, нет. Тем не менее, как показано ниже, для

любого ряда (I) существует множество Е С (О, I), с. мерой близкой единице, на 

котором сходимость в АР(Е), р > 2, имеет место.

Теорема 1 Для любого ортогонального ряда (1) и любых чисел 0 < е < 1, 

О < (г < -, существует множество Еео чтоС (0, 1), |Ее><г| > 1 - £ такое,

(3)

где Се֊о - положительная постоянная, зависящая от е и ст.

Теорема 2 Для любого ортогонального ряда (1) и для любого € > 0 существует 

множество Е\ С (0. 1) с |Ее| > I — е, на котором ряд (I) сходится в Ьр(Ее) при 

любом р > 2.

Для любой последовательности а £ /2 обозначим через (а)п ее координаты.

И меем
/ ОО \ ' /2

Иа11р = I 52(а)п I < оо.
\п= 1 /

Ниже мы пользоваться следующим простым, но весьма полезным утвер- 

ж пением, являющимся модификацией одной леммы Эрдёша (см. [3]. стр. 323).

Лемма 1. Пусть задана последовательность а Е I2. Найдутся число I, I < I < оо 

и векторы а', а" £ /2 вида

а' = ((«)։.(а)2......(а)/֊|,(а/)/,0,...),

а// = (010,...,01(а")։,(а)(+1,(в)։+а|...)

такие, что

0 а' + а" = а ;

2Л1“'П?. < |||а||?„ ||а"||р < 1||а||«,;
£
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•V l(«')il < Ца)г|, К«")|| < |(«)<|.

Доказательство. В качестве / .лиестве ( возьмем число, для которого

о
При этом, полагаем, что £ = 0 Положив 

п = 1

определяем векторы (4), для которых, как легко проверить, условия I) - 3) 

выполнены. Лемма доказана.

Пусть /(г) - измеримая на (О, I) функция. Обозначим через /в(г) монотонно 

убывающую на (0, 1) функцию, равноиз.меримую с /(г), г. е. такую, что

|{/(х)>А}| = |{Г(*)>А}1

для любого числа —оо < А < +оо.

Лемма 2 Для любой совокупности измеримых функций {А(х)}п = |- т € (0, 1),

справедливо неравенеч во

(У

Доказательство. Очевидно можно предполагать, что каждая /п(х) ступен­

чатая функция, постоянная на отрезках
I

оДк)

'k - I к \ 
м ՝м)‘ Рассмотрим функции

при

111е°п некоторая перестановка натуральных чисел {1,2,Воспользуемся 

*М, ЧТО выражение + </ (р > О при УСЛ°НИИ 1 + « = ronsl “мрастает "Р"
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возрастании |т - у| (эго легко проверить дифференцированием). Тогда нетрудно

видеть, что выражение

(п) (п) _(г‘)принимает свое наибольшее значение при с _ а<7„(Л')> п ~ 

= 1.2,. Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 3 Пусть Дх) ֊ измеримая функция, определенная на множестве R С

С (0, 1), 1 акая, что

НЛХ)Н/^(Е) < С • Р° (о > О, С > 0-----постоянные) (6)

при любом р > I Гсп да имеет место неравенство

I де С’| - положительная постоянная, зависящая только от С ио

Доказательство. Воспользовавшись разложением экспоненциальной функции, 

учитывая (6) и неравенство

г 1Г(®)Г < ||/|Ц։(£) < С”, при 0 < г < 1 (£ С (0, 1)),

получаем

Очевидно, последняя сумма не превосходит 2 при достаточно малом С’, > О, 

зависящем только от С и о. Лемма доказана.

Лемма 4 Для любых чисел Ос г с I л՝ч.п„ _ с< е < 1, I) > () и любого ортогонального ряда вила

(1) существуют множество Е, , г (П П с \Е <1 х । .е.а ।) с |лс։$| > | — £ и число Ас > 0 такие
что

Н5Л'(1)11/..(ИМ) < Л«,хр*+< ||а||(>1 Д, _ ! 2 
(7)
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при любом положительном р > I.

Доказательство. Очевидно можно предполагать, что

ОО

£("Й = 1.
п = 1

Разложим последовательность а , следуя конструкции Ердёта (см [4], стр. 705) :

2"

к = 1

где гД — а, а век горы а* 1 построены последовательно. Если вектор а1/' 1 уже 

построен, то, пользуясь леммой 1, представляем его в виде а(.п"1) = а!,"1 + а*?5,..

Легко усмотреть, что определенные таким образом векторы имеют вид

Ь * *+» й+1
о,...)),

где 1 = /£>п) < /(։п) < ... < 4п1| < оо. При этом

(8)

(9)

Легко убедиться, что для последовательности а(Л) — ((а)|,(а)2,.... (а)лг,0,...)

имеет место разложение

Пи

а(^) = 52 £1°"М1 (10)

где

6(0...... О,(6),,(6)/+1.О,...).

(Н)

* £* равно 0 или 1. Определив

ОО

։
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ОО 

м*) = 52(6). 

։ = 1

ИЗ (Я) - (Ю) получаем

По

^(®)=12 р(д)*,м)(х)+л(*)’
*=։

где

Л(х) = (6), ^>(х) + (6)|+, »>1 + 1 (х).

(12)

(13)

(14)

и

Из (12) следует, что
1

2" А2'

Гем самым, можно определить положительную функцию р^п\ж), такую, что

Р(|П)(։) <ЙП)(«)> х € (0, 1), 

{₽**"’(*) >л}|= 2^ А>0-

(15)

(16)

Обозначим

Е?) = {р(»">М>>1п<+'/2}, Н* = /|<р»(։)| > Д[}.

где число А > 0 будет определено позже. Из неравенства Чебышева и (16)

следует, что

А2 • 2П ,п1+2«'
21 
А2՜

Отсюда, определив

!'= £1п))и(и“=1я‘)>

(изучаем, чю при дос (а точно большом А > 0, зависящем только от 6 и £
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Следовательно, для множества - (0, 1) \ Г будем иметь |Ее 4| > 1 “Л

ЙП)(Г) < л • п*+1'2 при X

1°к| кк(т)| < А

И։ формул (13), (II), (И). (15), (18) „ (5) следует чт0

(17)

(18)

(19)
+ 2Л.

С другой стороны, из (16) и (17) вытекает, что

Й"’(։)ХЕ...(^)] < ^—==, *= 1,2,...,2", 

где т.п = (Д2 ■ 2П • п1+2*) 1 Следовательно, из (19) находим

(20)

Как легко проверить интегрированием по частям

1ой - ) (11 < С ■ рг, 
г /

где С > 0 постоянная. А отсюда и из (20) вытекает, что

1|5/у||£»(£м) ' Р 1 ' р > I.

при Г £ Ьс'Ъ.

И (7) следует в силу предположения ||а||р = I- Лемма доказана
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Доказательства теорем. Неравенство (3) непосредственно следует из лемм 3

и 4. Воспользуемся леммой 4 с 6 =
9 а

2(2 - За)
( тогда - - (т = ). Пусть

• 5 »5 f Z “г (T

Нх) - • . Тогда из (7) следует, что ||/||ь»(е<4) < р3/2+г. и остается
.4։,«||а||р

использовать лемму 3 с Се,< = ()-{2/3-в). Для доказательства теоремы 2 

используем неравенство Гёльдера и лемму 4 (р > 2, N > М). Тогда

||Sn ֊ S.mIIm(e,.4) <
/ , \ 1/2 / /' \1/а

< / |S„(z) ֊ Sm(x)|2(₽-։) х / |Syv(z) - SM(z)|2 dx
\JE..t ) Wo /

J/2

Гак как

1/2

•Ae>i (2(p - i))(<+3/2X₽-։)

N (Еп=л/+1 °n) = 0- имеем

liin
N. M-ос II5* ~ .)

Теоремы доказаны.

OQ
ABSTRACT. The article considers general orthogonal series £2 an<pn(z), 

with 0 < £2 a2 < oo. where is an orthonormal system on (0,1).
Let Sn(z) be the partial sums of the series and Sn ==>/(r). We prove that 
for any 0 < e < 1 and 0 < a < 2/3 there exists a set Et C (0, 1), with measure 
exceeding 1 - c, such that

1) / exp|C.S„(։)|-dI<2, r>=|,2,.„ 2) lim ||S„(»)-/(I)||t,(£,) = 0.
l»« n —*oo
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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИИ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА
Р. Л. Шахбагян, М. эль-Саиди ГИзвестия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 29, №2, 1994

В статье исследована проблема управления системами, описывае­мыми эволюционными уравнениями в частных производных высокого порядка. Доказано существование точного управления смешанной за­дачей (при этом, управление может быть задано как на всей грани­це, так и на ее части) для некоторого класса эволюционных операто­ров высокого порядка в соответствующих функциональных простран­ствах.

ВВЕДЕНИЕ
Фундаментальные результаты в задачах оптимального управления, полу­ченные в пятидесятые годы Л. С. Понтрягиным, В. М. Тихомировым, М. Р. Хестенсом, А. Д. Иоффе, изложенные в монографиях [1] - [3], привели к бурному развитию в этой области. В [1] исследованы задачи управления, описываемые обыкновенными дифференциальными уравнениями. Однако, в многочисленных приложениях, в силу сложности управляемых систем, возникают математиче­ские модели, описываемые дифференциальными уравнениями в частных произ­водных. Примеры таких задач содержатся в [4],[5].
Это направление, начатое в семидесятые годы Д. Расселом [6],[7] и Ж.- Л. Лионсом [8], получило дальнейшее продолжение и развитие в исследованиях Ж.- Л. Лионса [9],[10], а также в работах других авторов (см. [11] - [13]).
В [10] исследована задача управления, порожденная смешанной задачей для



68 Р. Л. Шахбагян, М. эль-Сай диуравнения ut( — Au = 0.
При этом, управление задано как на всей боковой границе цилиндра, так и на ее части (последний случай весьма важен с точки зрения приложений). Доказано существование точного управления при достаточно больших значениях временной переменной.В настоящей статье, на основе изложенного в [10] метода, получившего на­звание Hilbert Uniqueness Method (HUM), применена идея рассмотрения сопря­женной задачи. В настоящее время достаточно полно исследованы задачи упра­вления, описываемые эволюционными уравнениями в частных производных вто­рого порядка. Значительно менее изучены системы, описываемые уравнениями высокого порядка, чему и посвящена эта статья.В §1 дается постановка задачи. В §2 излагается метод HUM. В §3 описыва­ется класс рассматриваемых операторов и вводятся функциональные простран­ства, в которых они действуют. В §4 доказан основной результат работы - суще­ствование точного управления смешанной задачей для класса операторов, вве­денных в §3.
§1 . ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯПусть Q ограниченная область в IRn с достаточно гладкой границей Г = ЗП. Обозначим через QT = П х (0,Т), 0 < Т < оо, открытый цилиндр, лежащий в прямом произведении IRn х IR+, где IR+ = {i | I 6 IR։, I > 0).В цилиндре Qr = П х (0, Т) рассмотрим эволюционное уравнение вида

u",+ A2mu+ £ (-l)l“lD“(ae(z)D“u) = 0, m>l, (1.1) 
|or|<2m—lгде u" = , А есть п - мерный оператор Лапласа, а= a = (“։..... “n)> i“i = Ea*-

4=1
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Ьи = £ (-1)1“1£)“(О։։(г)£>“и)| (1.2)

|а|<2т—111« = Дати+£и. (1.3)Для формулировки задачи введем обозначения. Пусть х° = (х°......... х°) - произ­вольная заданная точка из Ш.՞. Для любого х = (х1(..., хп) Е Ш.” положимт(х) = х - х0 = (х։ - х®......... хп-х°), тк(х) = х* - х°к. (1.4)
Далее, через и = (и,..., ип) обозначим единичную внешнюю нормаль к поверх­ности Г, 1/к = соз(1», х*). Разделим поверхность Г на две части, положив пГ(х°) = {х | х 6 Г, У^ткик > 0} (1.5)

4=1и Г.(х°) = Г \ Г(хв). Рассмотрим следующую начально-краевую задачу :
и"+1<1и = 0, (х,1)еУт> (1.6)и(0) = и°, и'(0) = 1?, на Я, (1.7)где и(0) = н(х,0), и'(0) = , Пусть Е - боковая поверхность цилиндраУт : Е = Г х (0,Т). На Е зададим краевые условия

Ад—Ч ЯР’ наГ(х»)х(0,Т)Е 1о, на Г.(х°) х (0,Т), где функция и управление.
(1-8)
(1.9)

Определение 1.1 (см. [10]). Управление и(х, 1), определенное на Г(х°)х х(0,Т), называется точным, если для любых начальных данных и°(х) и и*(х) (х 6 Я) существует Т, 0 < Т < оо, такое, что решение и(в) = и(х,4;и) задачи (1.6) - (1.9) обращается в нуль вместе со своей производной по 4 при I = Т, т. е.
и(х,Т;и) = и'(х,Т;в) = 0. (1-Ю)Таким образом, проблема заключается в нахождении точного управления сме­шанной задачей (1.6) - (1.9) в соответствующих функциональных пространс твах.



70 Р. Л. Шахбагян, М. эль-Саиди§2 . HUM. ОПЕРАТОР Л2.1. Для решения поставленной в §1 задачи точного управления мы применим метод HUM. В основе этого метода лежит идея одновременного рассмотрения двух задач - основной и, в определенном смысле, двойственной к ней. Итак, рассмотрим следующие две начально-краевые задачи :Пусть функция w(x,t) - решение задачи
W՛ + Ljw = 0, (x,4)gQt, (2.1)

ш(0) = w°, w'(0) = w’, X e Q, (2.2)
= 0, k = 0, !,..., 2m — 1 s (2.3)

и пусть функция з(х, 1) - решение задачи /+ L|> = 0, (։,i)GQT, (2.4)
dkz 
duk = 0, k = 0, l,...,2m— 2, s (2.5)

9 1 к r Amw, на Г(х°) x (0,7) E-l0, на Г»(х°) x (0,7), (2.6)
Я(7) = ?(7) = 0, x e n. (2.7)

Мы исходим из того, что задачи (2.1) - (2.3) и (2.4) - (2.7) имеют единственное обобщенное решение в соответствующих пространствах Соболева (см. [14]).2.2. Ниже мы будем существенно опираться на следующую лемму.
Лемма 2.1. Пусть функции ш(х,4) и з(х,*) - решения задач (2.1) - (2.3) и (2.4) 
- (2.7) соответственно. Тогда справедливо соотношение

/ (з'(0)ш° - з(0)ш')г1л = [ |△mw|^dГЛ. (2.8)•/П УГ(։*)х(0,Т)
Доказательство. Умножим тождество (2.1) на з(х,1), а тождество (2.4) - на ш(хЗ), составим симметрическую разность и проинтегрируем ее по цилиндру
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Qт■ Тогда получим
Л (ги>" — и>г")<1т Л + (гД.2ти) — шД2тг)с1х сП = (и>Ьг — гЬш)(1х <Н.(2.9)Преобразуем в отдельности обе части последнего соотношения. Применяя форму­лу интегрирования по частям, с учетом начальных условий (2.2) и (2.7), получим

Преобразуем теперь интеграл
11= (z&2mw-■u)Ь2mz)dxdi. (2.11)) Применяя многократно формулу Гаусса-Остроградского и учитывая условия(2.5), получим

Ц zЬ2mwdxdl = Ц ДJnzД.mwdxdt-^△т-1хДтш«/Е. (2.12)
Аналогично, воспользовавшись условиями (2.3), получим

Ц w&2mzdxdt = △тшДтз dx <Н. (213)
Подставив (2.12) и (2.13) в (2.11) и учитывая условия (2.6), будем иметь

Ц=- |Дтш|2ЙГЛ. (2.14)
^Г(х-)Х(О,Т)Правая часть тождества (2.9) преобразуется аналогично. В силу (2.3) и (2.5)

Щ (шЬг — zLw)dx dt = (аа(х)ПашОаг — аа(х)ПаzDaw)dx dt = 0.

|о|<2т—1 (2.15)Подставляя, наконец, преобразованные интегралы (2.10), (2.14) и (2.15) в тожде­ство (2.9), приходим к соотношению (2.8). Лемма доказана.



72 I Р. Л. Шахбагян, М. эль-Саиди2.3. Введем в рассмотрение оператор Л, ставящий в соответствие каждой „аре начальных данных задачи (2.1) - (2.3) пару {г'(0), ֊«(О)} :
Л{ш°>ш1} = {я'(0)1֊ж(0)}. (2.16)

Как доказано ниже (и в этом заключается основная проблема), оператор Л обра­тим в надлежащим образом построенных функциональных пространствах, есте­ственно связанных с двумя рассматриваемыми смешанными задачами. После этого существование решения основной задачи (1.6) - (1.10) доказывается три­виально. В самом деле, полагаем в (2.16) Л{ш0,ш՛} = {и1,—и0}. Тогда, ввиду обратимости Л, по заданной паре начальных данных {ив,и։} определяется един­ственная пара {ш°, ш1}- По этим значениям определяется единственное решение ш(я,4) задачи (2.1) - (2.3), после чего, беря в условии (1.9)
у1г(։-)х(о,т) = △"*«. (2-17)

легко убедиться, что, в силу (2.17), (2.4) - (2.7), решением исходной задачи (1.6) - (1.10) является функция и(®, *;«) = »(։, 4). (2.18)
2.4. Обозначим через £2(П) гильбертово пространство вектор-функций «(«) = (и։(х),и2(а:)), определенных на О, и таких, что и,- е £2(П), » = 1,2 (т. е. Ь2(П) = Л2(Я) х Л2(Г2)), наделенное скалярным произведением

<и,и>= / (и։и! + и2ц2)<4х. (2-19)֊<пВ силу (2.16) и (2.19) имеем
< Л{ш°,ш1},{ш°,ш1} >= / (ж'(О)ш’— ж(0)ш։)<^х. (2.20)

Из леммы 2.1 следует, что
< Л{ш°,ш-|},{ги°,ш1} >= [ |△mw|^dГdt. (2.21)Уг(х-)х(0,Т)



Задача управления для эволюционных уравнений... 73Таким образом, для доказательства обратимости оператора Л достаточно пока­зать, что интеграл
0

Г (2.22)Г(«-)х(0,Т) /определяет норму на множестве начальных данных задачи (2.1) - (2.3). Ниже мы докажем, что при достаточно больших Т > 0 интегралом (2.22) задается норма на множестве в надлежащим образом построенных функциональныхпространствах.§3. КЛАСС ОПЕРАТОРОВИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА3.1. Нижеследующими условиями а), б), в) описывается класс рассматрива­емых операторов.а) Коэффициенты ао(х) оператора Ь принадлежат пространству С2т(П).Следующее условие связано с неотрицательностью энергии системы. Для формулировки этого условия произведем некоторые построения.Предположив, что ш(х, 1) - решение задачи (2.1)- (2.3), умножим тождество (2.1) наш' = и, проинтегрировав по цилиндру фр, получим
2тш ( <1х <И.<3т (3-1)

Очевидно ( ш'ш" <1х <11 = (3-2)ОДалее, в силу начальных условий (2.2)
2тш I △ти/ △тшйхЛ =

(3.3)



74 Р. Л. Шахбагян, М. эль-СаидиНаконец, преобразовав последний интеграл правой части (3.1), получим

Подставляя полученные выражения (3.2) - (3.4) в (3.1), приходим к тождеству5L aa(։)|D“w|2 dx\„ = 0. 
|a|<2m-1

(3-5)
Интеграл энергии обозначим через

/S(t) = 2 / 
z Jn

52 aor(a:)|£>“w|2 dx. (3.6)
Из (3.5) следует, что R(t) = const при t E [0, Г]. Выражение (3.6) для энергиидиктует ограничения на ’’младшие" члены оператора £։, а именно, Ь) для любых ( 6 Ш.” и I Е (1 имеет место неравенствоЕ аа(х)еа > о, (г=€?’•••<:*); (з.?)

|a|<2m- 1с) для любых < 6 JR.” и х Е П имеемЕ Е тк^^2а^°- (з-8)
t=l |о|<2т-13.2 Введем функциональные пространства, в которых мы будем исследовать поставленную в §1 задачу управления.Обозначим через //'(Q) (в 6 2Z+) пространство Соболева с нормой

Hull. = (3.9)
По определению, Й'(П) подпространство гильбертова пространства являющееся замыканием в норме (3.9) финитных, бесконечно дифференцируемых в П функций.



Задача управления для эволюционных уравнений... 75Отметим, что на границе Г = д& функции пространства //‘(Я), вместе со своими производными порядка а — 1 включительно, стремятся в среднем к нулю.В пространстве Я'(Я) зададим норму, эквивалентную (3.9) :-] 1/2'П< = Е /п10°и(х)12^ .
Наконец, в прямом произведении гильбертовых пространств

(3.10)
Р = Я2т(Я) х £2(Я) (3.11)

будем рассматривать нормуНК«}.11г = (/1|и||1п + 1М12)։/а. (3-12)
где || • ||0 - норма пространства £2(Я).
§4. РАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ4.1 В этом параграфе доказан основной результат статьи. А именно, уста­навливается существование точного управления рассматриваемой смешанной за­дачей. Доказательство основано на следующих двух теоремах.
Теорема 4.1. Пусть ш(х,4) - решение задачи (2.1) - (2.3), отвечающее началь­

ным данным {ш°, ш1}, принадлежащим пространству Г. При выполнении усло­

вий а), б) существует постоянная с > 0, не зависящая от Т такая, что

/ |Дтш|3<Ю < с(1 +7’)||{ш°,Ш։}|Ц, (4.1) .
Теорема 4.2. Пусть выполнены условия а) - в). Тогда существуют постоянные 
с > 0 и Т > 0 такие, что для решения ш(х,1) задачи (2.1) - (2.3) справедлива 
опенка

Доказательство теоремы 4.1. Введем в рассмотрение функции />^(х) €
/ |Дтш|34ГЛ > с(Т - То)| 1 {ш°, щ1}11^.

/Г(х-)х(0,Т)
(4-2)



76 Р. Л. Шахбагян, М. эль-Саиди£ С2т(П), к — 1,2,.... п, удовлетворяющие условиям
Ы®)1г = *'*> (4.3)

Умножив тождество (2.1) на суммируя по к = 1,2......... пи интегрируя поцилиндру С]т, получаем
V // ш"Л*(®)^-с(хА + 52 /7 Л2ти1-Ь/к(х)-^-<1хс11+ “ УУ<5т о®* УУэг охк

+ ^к(х)—(1хсИ = 0. (4.4)
Произведенные опеарции неоднократно применялись различными авторами в /подобных ситуациях (см., напр., [16],[16]). Преобразуем вначале

Интегрируя по частям по переменной 4, после несложных преобразований полу­чим л = Е/пЛ.— (4-6)Учитывая, что ш'|Е = 0, будем иметь
£ ЛЯг *=- Е /Д м

Обозначим х = 12 / и)'кк(х)^-ах 
ГТ. За охк (4-8)ои подставим (4.7), (4.8) в (4.6). Тогда получим

/'=Х + 1Ё/ДШ'։^^Л. (4.9)
Рассмотрим теперь

^=52// △2тш-Л4(г)֊—ЛхИ. (4.10)
4=1 НЪт



Задача управления для эволюционных уравнений... 77Принимая во внимание условия (2.3) и (4.3), нетрудно убедиться, что
к • Д.ти1 Их сП,—

■ ДтШ • V; (1Е.

Так как ш|Е = 0, то
ди> _ ди> 
дх-; ’ ди'А поскольку

д 
ди

д 
дхк'то Ь можем переписать в виде

4=1 •'•’Чг
&тим1хсН- /

(4-10')

(4-11)
Рассмотрим теперь
'з = 52// Дт Дт1и<1х(Й = У [[ Кк(х)Ьт (—У^ахсП+

X дх^ \3®*/+ Е 52 «»Д // Оапк(х)о՞ (^Удтш<ЬсП = 1'3+13. (4.12)
4 = 1 |«|+|4|=։™ ^Чт \О®*/о#пИмеем

п՝,; = ։?^г '“(’)Л” •Д”“'‘'։А = 5Ё^/*(։)^;(А”«>)։*Л =
= ~2 52й?։Ати;12 Лхл52л*(®)|дтш|ар* </е.

Учитывая (4.3), получим= £ /4- ^|Д”"|։ '“л + 5 /в |Д””|։<й:' (4лз)
Подставив (4.12) и (4.13) в (4.11), будем иметь

7а = /з-|Х^У^ |^|Дтш|аЖвА- ^|Дт1д|2</Е. (4.14)



78 Р. Л. Шахбагян, М. эль-СаидиПоследнее слагаемое соотношения (4.4) преобразуем следующим образом :'֊ = Е#О=Е Е //
4=1 |а|<2т-։-/։,<гт 4= У2 52 /7 Кк{х)Оа (^-\ ^aa(x)Dawdxdt+
к = \\а\<2т-1^С)т Xх*/

+ Ё 52 А°» Ц =/' + /;'. (4.15)
4 = 1 |«|+1»15я—। ^<Эт \ ®*/Лг^ОПодставляя полученные для /1 - Ц выражения в (4.4), перепишем эту формулу в виде

-1 / |Дтш|а</Е+/" 4-/^4-^'= 0. (4.16)
2 ./■£Для доказательства неравенства (4.1) оценим по отдельности слагаемые соотно­шения (4.16). В силу того, что /»4 € С2т(П), имеемиз1=|Ё £ ааР [[ Оакк1?

4 = 11-1 + 1/4=3-֊ \Охк/-*0
£ #0 

4 = 1 |Д|<2т—1 \<Э®4/
• |Дтш|^гЛ == С1 12 // 

|Д|<2т։/։,<3т
• |Дтш|^гЛ < X

<С2 /7 ^2 |£>'5ш|2 4-|Дтш|а
|_|Д|<2т

dxdt (4.17)
(здесь и'далее через с», ։ = 1,2,... обозначаем различные постоянные). Исполь­зуя, далее, легко проверяемую оценку

(4.18)
из (4.17) и (3.6) получаем1^'1 < с։// \^mw]2dxdt<ce [ Е(^1 = сеТ Е(0). 

•Мд-г Уи (4-19)



Задача управления для эволюционных уравнений...Как нетрудно заметить
Ь’(Х)<с7 (|М|2 + '||ш||’т)

Используя последнюю оценку, из (4.19) находим
1#| < с8Т (||и,։ 112 +'11ш°||2т) = с8Т|I{ш°, и?}||2

79
(4-20)
(4.21)

Далее
• аа(х)£)“ш։1гЛ| <

< Сэ |2<£с <Н +

< ею
[ Е(1)М = сиТЕ(0) < с1аТ||{ш°, ш‘}||2.. 70/" оценивается аналогично :

*=1 |.|-ЦЯ|$Зт-1 
.00<с1а7’||{и‘’,ш1}|£.

■ аа(х)Паш /1х <Д| <
Имеем

[ w'2-—-^■dx Л < сиТЩш®, и» 
дг охк

у/7 иЛхсН < С|в7,||{ш<’1 и>1}||2,.

(4.22)

(4.23)
(4-24)
(4-25)Остается оценить интеграл X. Легко усмотреть, чтоЁ/пи>'Кк^^х ^с>в1К<Ь=1откуда вытекает неравенство

|^|<2С|в||{ш’,«1}||2.. (4-26)



80 Р. Л. Шахбагян, М. эль-СаидиИз (4.16) следует, что[ |Дтш|2</£ < 2 (|Х| + |/£| +|4| + |4'|) +
+ Ё/7 ■'г*4 + Ё /7“ Л()т ох к .Ндт ОХ кПодставляя, наконец, (4.17), (4.19), (4.21) - (4.26) в последнее неравенство, приходим к окончательной оценке

/ |Дтш|2^Е < с17(1 +Т)||{ш°,ш1}||2,. 
֊/£Доказательство теоремы 4.2. Пусть ш(х, 4) - решение задачи (2.1) - (2.3). Умножим тождество (2.1) на тпк^, просуммируем по к = 1,2.........пи проинте­грируем по области С)т. В результате получим

0=£ /Д ™*<։> £ ■ **+£ УД ■ й“ш *л+
+ = •/։+Л + /з.Преобразуем слагаемые последнего соотношения. (4.27)

= £ /7 л=- Е // ЛхЛ+*=1 ОХк Лдт о1охк

где *=1 7п I ду> Ш ---- ‘ С1Х
ОХк (4.28)

Е ( тпк(х)и>'—<1х 
дХк (4.29)

о
оПринимая невнимание, что ш'|Е = 0 и = 1, * = 1,2,..., п, из (2.28) получаем

+ (4.30)
Далее

=£ Дт л=£ УД
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-Е (4.31)

Заметив, что = 6]к, где бу* - символ Кронеккера, получим
// Лт՜'^- (^-(тк(х)~)} ■Лmwdxdt = 

дх1 \дх1 дх^)

+£ /Ед"՜ ՛ & (£) •“г м=+/Д. *• (4з2)Нетрудно убедиться в том, что
К = |Д,пш|2</1Л+ Х-^2^тк{х)\^тш\гикЛ^.

Подставив последнее выражение для в (4.32), получим•72 = (1_?)У^ \^т^А+у^ткик)\^\^. (4.33), <Преобразуем теперь Щ :

/»»(.)Д-' £ (£9 ■

+ ^/^т-‘ («о
В силу (4.10')

~ J^mi(x)^'tg^^m-iw^mwdE = ^^ткик) ■ \Лт1»\2 (4.35)
С учетом условий (2.3) получаем
Л'= У / Д’”՜* ^-•△т1ич/^£ = У2 [ ^m-' — ^Amw■^dE = 0,

к^,^ \дх]/дхк } 9хк *
№ I] ““ 4 Я — 1 (4.36)и, подставив (4.35) и (4.36) в (4.34), имеем

= / £т**/*) ’ 1ДГ"и'12 (4-37)•/'Е 4=1Г



82 Р- Л. Шахбагян, М. эль-СаидиВозвращаясь к соотношению (4.31), заметим, что в силу (4.33) и (4.37)Л = (1 ֊ ֊) |Д"Ча<Ь Л1 - 1т*1/*)|Д’"Ш|а <Е. (4.38)
Воспользовавшись (4.34) и (4.38), перепишем (4.27) в видех + М2^Л+а-|)Д |дт«|а^й-

֊֊ДЕт^)|Дтш|2^ + 7з = 0. (4.39)
Преобразуем, наконец, :

■/з =Е // тк(х)^- • Ьшс1х<П = 
“ дхк— Е У? [[ (тк(х)~—} ■ аа(х) Оаи> 4х сП == Е // а<»(*)|0“И’‘*®Л-Мз, (4.40)

|а|<Зт-|где И — — л .^ = Е Е [[ тк(х)Оа ) ■аа(х')Оаи<1х(11. (4.41)
4 = 1 |ог|<2т—1 \°хк/Далее, имеем

■=— (£>°ш)2 с!х сП = 
дхк

ОХк

2 
|а|<2т-1

, 5ав(х)+ пи — ■ 4 
дхк

(4-42)
Подставляя (4.42) в (4.40), получаем

•^3 — 0 ”9) Е // оа(:с)|^“ш|2^гЛ-2 |а|<2т-1՝/‘/«т~|Е Е // т*(г)^^|£)аШ|2^Л. (4.43)2*=1|а|<2т-1-,-,<Зт дхк



Задача управления для эволюционных уравнений... 83Возвращаясь к соотношению (4.39), с учетом (4.43) находим
-I /(Ё"**^)1дти'|а ^+ (!-?) Е // ао(х)|Р“и|2<й:а-

4 = 1|а|<2т-։’/’,<гт *Перепишем тождество (4.44) в виде ~ п — 1
(4.44)

ах = О, (4.45)
4=1 |а|<2т-1

|3

|о|<2т-1 

где

Лх (11. (4.46)
|а|<2т-1Докажем, что

I ш • ш' <1х 
п

(4-47)Умножив тождество (2.1) на ш(хЗ) и интегрируя но цилиндру С)т, получим
Ц (у>" + △2тщ + (1х Л = О,

и, после несложных преобразований имеем 
. Т ,,

(4-48)
/ ш • ш' (1х п

ч'1'о равносильно (4.47). / ю • ш' (1х п
Перейдем к доказательству оценки (4.2). С этой целью рассмотрим вначалепоследнее слагаемое левой части равенства (4.45). В силу условия в) теоремы£ ао(х)|О»ш|2-

|а|<2т-1да,“ЕЕ т*^|О“щ|2 (1х(11> . О’®*А։=1 |а|<2т— 1

о

п

т

о

т

о

о (4.49)



84 Р. Л. Шахбагян, М. эль-СаидиЗдесь мы воспользовались очевидной оценкой
£М>с։('1М|?т+>'||§)1 1е[0,п (4.60)

IПодставляя (4.49) в (4.45) и разлагая интеграл по поверхности Е в сумму двух интегралов по Г(®°) х (0,7) и Г.(х°) х (0,7), приходим к оценке
с։Т|Цшв,ш։}|1?>֊| / (£т^)|Дтф™<Л֊^У. (4.51)* 7г(х»)х(о,т) 2При выводе этой оценки мы воспользовались тем, что

Г п/ (£т*^)|Д’"и»|а</ГЛ<0.Уг.(*«)х(о,т)Ин тегралы X и У оцениваются точно так же, как X при доказательстве теоремы 4.1. Стало быть, имеем |Х|<с3||{ш°,гд1}||аР, ֊. (4.52)
|У|<сз||{иЛи>։}||2,. (4.53)

Обозначив п Я(г°) = аир У՝ тк{х)ик > О,
из (4.51) - (4.53) получим

[ |Д-ш^гл+1<Сз + !Ц^Сз>)||{и;о,1д1}||а.. 2С1 7г(։«)х(0,Т) с։ \ 24Отсюда следует, что
[ |ДМ^Л > [г - ֊ (с3 + ^Сз)] ||{ш°, и?}||?..

^Г(։«)Х(О,Т) Я(Х °) С1 \ 2/1
Обозначив То = (с։ + и с = д,2‘^, приходим к окончательной оценке :

А , , , 1А'ПИ2^ГЙ>С(Т-ТО)||{1Д»,Ш1}||2Р.УГ(։-)х(0,Т)Как следствия из теорем 4.1 и 4.2 получаем следующие результаты.
I .



Задача управления для эволюционных уравнений... 85Теорема 4.3. Пусть оператор Ь удовлетворяет условиям а) - в). Тогда при 
достаточно больших Т интеграл

0
' |Ат«|аД’л) (4.54)Г(«-)х(0,Т) / I определяет норму на множестве начальных данных {и>°,и?} задачи (2.1) -

(2.3), эквивалентную норме пространства Соболева на прямом произведении 
р = Н2т((1) х £2(Я).
Доказательство. Из неравенства (4.1) следует существование интеграла (4.54). Если интеграл (4.54) равняется нулю, то, в силу (4.2), ш° = 0, ад1 = 0 при Т > То. Поскольку задача (2.1) - (2.3) имеет единственное обобщенное решение, отсюда следует, что ш = О внутри С)т- Тем самым, теорема доказана.
Теорема 4.4. При достаточно больших Т > 0 оператор А, определяемый 
формулой (2.16), осуществляет изоморфизм между пространствами Р и Р', где 
Р1 = Я-2т(П) х Л2(О), а Я-2т(П) - сопряженное к Я2т(П) пространство.
Доказательство. Утверждение теоремы следует из теоремы 4.3, поскольку в силу (2.20) и (2.21)

< Л{ш°, ш1}, {ш°, ш1} >= [ |Дтш|2е/ГЛ = Л(։«)х(0,Т) 
= [ (г'(0)ш° - я(0)ш*)с/г.

Ввиду обратимости оператора Л. при достаточно больших Т, для любой пары {/(0), -я(0)}, где г'(0) 6 Я-2т(П), г(0) 6 £2(П), найдется единственная пара : ш° е Я2т(П), ш1 6 £2(П), такая, что Л{ш°,ш1} = {я'(0),-я(0)}. Тем самым, оператор Л есть изоморфизм из Г в F/, и теорема доказана.Приведем теперь основной результат работы.
Теорема /4.5. Пусть оператор Ь удовлетворяет условиям а) в), и Т > 0 
достаточно велико. Тогда при любых начальных данных {и0, и1} 6 Р существует 
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точное управление v G £а(Г(®в) х (0,Т)), приводящее систему (1.6) - (1.9) с 
начальными условиями и0,и1 в состояние покоя за время Т.Доказательство. Пусть {ui’jW1} G F. Как известно [14], эти начальные дан­ные определяют единственное обобщенное решение w(x,t) задачи (2.1) - (2.3). Согласно теореме 4.1, △mw|E существует и принадлежит пространству Lj(E). Подставляя это значение Amw в условие (2.6) и решая задачу (2.4) - (2.7), на­ходим функцию z(x,t). Повторяя рассуждения §2, легко убедиться в том, что u = z(x,t) есть решение задачи точного управления системой (1.6) - (1.9).4.2.0 единственности управления. Заметим, что при заданном Т > То существует бесконечное множество управлений v, приводящих систему (1.6) - (1.9) в состояние покоя. В самом деле, для каждого Т, 0 < Т < Т, в силу теоремы 4.5, существует управление v такое, что для решения u(t, х, v) задачи (1.6) - (1.9) в цилиндре Qf имеем й(Т, x,v) = u'(T,x,v) — 0. Полагаяй, при 0 < t < ТО, при f < t < Т, (4’55)получаем, что управление v приводит систему (1.6) - (1.9) в состояние покоя за время Т < Т. Как и в случае волнового уравнения (см. [17], а также [10], замечание 1.6), можно показать, что оптимальное управление v0 g /,а(Г(х°) х (О, Т)), связанное условием (2.17) есть единственное управление, сообщающее минимум функционалу Ф(ц0) = inf [ v2 dr di, 

v Jr(z‘)K(0,T)где inf берется по всевозможным управлениям вида (4.55), приводящим систему (1.6) (1-9) в состояние покоя за время Т. Доказательство этого факта можетбыть получено рассуждениями, аналогичными примененным в [17], с естествен­ными видоизменениями.
ABSTRACT. The paper investigates control problems for systems de­scribed by high-order evolutionary partial differential equations. The ex­istence of exact control for mixed problems (where control can be applied 



Задача управления для эволюционных уравнений... 87on the boundary or on part of the boundary) for a class of high-order evolutionary operators n suitable functional spaces is proved.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДЛИН
ПРООБРАЗОВ КОНЦЕНТРИЧЕСКИХ ОКРУЖНОСТЕЙ 
ПРИ МЕРОМОРФНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ

Г. А. Сукиасян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №2, 1994

В 1930 году Л. Альфорсом [1] был доказан следующий принцип длины 

и площади : для любой регулярной в области Г) функции имеет место 

неравенство
г тг(я))
'0 Rp(R) dR<2rS{D). (1)

Здесь £(Л,Г(Я)) - суммарная длина тех кривых в области О, на которых 

|ш(з)| = Л, где Г(Я) - окружность {ш: |ш| = R}, р(Я) = 
2т

֊ [ n(D,Re")d(),

О
п([), Ие՝в) число корней уравнения ш(я) = Ие'в в О, с учетом кратностей, а

S(D) - площадь D.

Неравенство (1) имеет многочисленные применения в теории р-листных в 

среднем по окружности (по площади) функций (см. У. Хейман [3]), а также в 

теории конформных и квазиконформных отображений (см. Лелон-Ферран [4] и Г.

Д. Суворов [5]).

Теорема А. (Г. А. Барссгян [6]). Пусть ш(я) - мероморфная и области О 

функция и пусть 0(Я) непрерывная, положительная функция на [0, +оо). Тогда 

при любом комплексном числе а

ЦО,Г(Л,а)) 
^(Я)

|w4^)l 
V’dw(z) - а|) da, (2)

D

где Г(Я, а) - окружность {ш: |ш - а| = Я} а dir - элемент площади.
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Как выяснилось впоследствии, метод доказательства этой теоремы приводит к 

тождеству
Г Ь(£>,Г(Я,а)) = [Г |нф)| ,

/о ^(Л) Л/ ^(|ш(г)-а|)
О

При а = 0 и ^<(Я) = Яр(Я) А-1(О, Г(Л)) из тождества (2*) и неравенства 

Гёльдера следует неравенство (1). Тем самым, (2*) может быть рассмотрено 

как модификация принципа длины и плошади. Вместе с тем, тождество (2*) 

является основой для установления разнообразных геометрических результатов, 

полученных с применением различных V (см. [б]).

Например, при ^(Я) = 1, ’/'(Я) = 1 + R2, или </>(Я) = R, используя неравенство 

Гелдера получим

Ц1), Г( Я, а)) Ц |щ'(з)| <1<т < х/зЦУ) ■ (3)

0 о

о

/" /,(О,Г(Я,а)) [[ »'(>) . ...
А ----я--- Л <5>

О
где Я(ш(£>)) - площадь ш-образа О с учетом кратности покрытия, А(ш(Р)) - 

сферическая площадь ш-образа И с учетом кратности покрытия. Отметим, что 

при И = £>(г) = {г: |л| < г} имеем А(ш(£))) = 1гА(г), где А(г) -- характеристика 

Л. Альфорса1.

Пусть Оа = {г Е И: |ш(я) - а| < 1}. Тогда

Ь(Оа,Г(Я,а))=(^(£’1Г(й'а))’ "РИ
• 10, при 1 < R.

Тем самым, из (5) следует, что

Г(и,.):= /'Ч£«йй=/7 (6)
Л R Ло. У)(я)-а '

Пользуясь тождеством (6), мы установим нижеследующую теорему, содержащую 

некий аналог второй основной теоремы Р. Неванлинны для-величин 7<*(г, а).

‘В дальнейшем, если О = то вместо И будем писать г
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Теорема. Пусть ш(я) - мероморфная вС функция конечного нижнего порядка X, 

аи еС,р = 1,2,.... я ~ конечный набор попарно различных комплексных чисел. 
/

Тогда существует неограниченная последовательность значений г, при которых

^£*(г,ам)<Х(А+1)гТ(г), 

к = 1
(7).

где К < оо - абсолютная постоянная, а Т(г) = Т(г, ш) - характеристика 

Неванлинны функции и(я).

Следствие. Существует не более чем счетное множество значений а, для 

которых
р<“>; =hmi»f^l>0

И

£Г(а)<Я(Л+1). 

(а)

Взяв £>а(г) = {я: |*| < г, |ш(я) - а| < 1), получаем

f L(r,r(R,a))dR= [[ |w'(j)|dr< [[
0

(8)

цф) 
w(z) — а da.

Соотношение (8), подобно соотношению дефектов Неванлинны [2] показывает, 

что средние длин £(г, Г(Я,а)) (0 < R < 1) прообразов ш՜1 (Г(Я,а)) малы для 

всех а еС, за исключением не более чем счетного множества значений.

Лемма 1. ([7]). Пусть ш(я) мероморфная в С функция и пусть а„ 6 С, 

и = 1,..., я - попарно различные комплексные числа. Тогда при любых 0 < г։ < г3 

справедливо неравенство

t dip di 4- ho (9)

где A(l,a) = {я: |я| = t, |ш(я) - a| < 1}; h0 = Л(а։,...,a,) = const < 

Ь(1) = J —|w(teiy)|2 сферическая длина образа окружности |я| = t 

отображении w(z).

оо;

при
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Так как 2^Н’^г]'из (9) получим

ифе**)
о W(te^)-av

oo f .r/2’

idtp dt =

w<(te,¥’)
,) w(le1*’) - av tdtpdi <

2r w"(te^) 
w'(tei։fi) td<pdt + 2A0 L(t) dt

0 J0

w"(te‘*’) 
w/(*e’՜*’) (10)

При фиксированном с > 1, по неравенству Гёльдера

где То (г)

tdtpdt < 1гг \/А(г) <
(И)

Д(«,а,

о

Лемма 2. ([7]). Пусть w(z) const - мероморфная в С функция, и с > 1 - 

фиксированное число. Тогда для каждого г > го выполняется неравенство
2» w"(tei4>)

w'(te'*’)

где К - абсолютная постоянная.

К
tdtpdt < -—г Т(сг, ш) 

In с (12)

В силу формул (10) - (12)
1 . t w,(te,>)

ra(t,0„) w(te’V)-о
К

t dtp dt <

<£.
me

Ao r \/T(cr, w),
(13)

Лемма 3. ([8]) Если мероморфная в С функция имеет конечный нижний 

порядок А, то для любого с > 1 существует последовательность гп = гп(с) —» оо, 

п —» оо, на которой

(14)

Согласно (13) и (14), при rn > rj = rj(Ao) имеет место неравенство

Z A*(rn,a,) < XcA+1rnT(rn, w) f — + -O . 
v=i \lnc vine/
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Положив с = 1 +
1

А + 1'
приходим к утверждению теоремы.

Разделяя обе стороны (7) на гпТ(гп) и переходя к нижнему пределу при 

п -* оо, получим

YiL-(av)<K(X+ 1).
</ = 1

(15)

Остается показать, что множество {а: Ь*(а) > 0} - не более чем счетное. Для 

это заметим, что правая сторона (15) не зависит от д, поэтому количество тех 

значений а, для которых Ь*(а) > меньше чем УУК(А + 1). Следовательно, 

множество {а ЕС: £‘(а) > 0} может быть представлено как объединение 

счетного числа конечных множеств. Тем самым, само это множество не более 

чем счетное.

В заключение приношу благодарность Г. А. Барсегяну за ценные обсуждения 

результатов.
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