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ԽՄԲԱԳՐԱԿԱՆ ԿՈԼԵԳԻԱԳլխավոր խմբագիր 1Г. Մ. ՋՐԲԱՇՏԱՆ
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Ա. Ն. ՄԵՐԳԵԼՑԱՆԱ. Р. ՆնՐՍԷՍՅԱՆՌ. Լ. ՇԱՀՈԱՂՅԱՆ գլխավոր խմբագրի ւոեգակա)Պատասխանատու քարտուղար Մ. Ա Հովնաննիսյան
• Մաթեմատիկա» ամ-

Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

նմրագրությունր խնդրում 4 ա1ն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կի Հայաստանի Գիտությունների [նզգային Ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա 'Մաթեմատիկա» 
'Մաթեմատիկա» ամսագրում, հաշվի աոնի/ հետևյայ կանոնները

1. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոլ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Լշ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա- 
լր' ոչ տվեք ի քան 5—6 մեքենագրված էջւ

Մեկ տպագրական մամոլ/ը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմւսմբ»

2. Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցեյ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռուսերեն լեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան /եղվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառ երին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը* երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տաոերը պետք է ընղգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, հրքերի համար 
նշվում է'. Հեղինակը, .գրքի, անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում» ' . . ՚

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կ"ղմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) 'չեն թույլատրվումւ

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է օ[եր ջնա կան տեքստի ստացման որըւ

8. Հոդվածի ՚ մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի սեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված 4 տվյալ աշխատանքը»

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվւսծը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր ե հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդւէածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բագրամյանի պող., 24 բ» Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»»



О ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
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том 29, №1, 1994

В статье установлены параметрические представления классов 56О(ГО) 
(О < а < оо) субгармонических в единичном круге ГО функций и(ж), 
удовлетворяющих условию Ц՜ (1 - |*|)о-1и+(з) Лпа(ж) < оо,.а также для 

ю

классов 5ЬО(С+) (0 < а < оо) функций а(з), субгармонических в верхней 
полуплоскости С+ и удовлетворяющих условиям

Ц (1т «)“_||в(я)| <йп2(ж) < оо, УУ (1т ж)"+1 </р(ж) < оо, 

с+ <7+

где и+ = тах{и,0}, т2(я) - мера Лебега на плоскости, ц -- мера Рис- 
са, ассоциированная с и(ж). Гармонические члены полученных пред
ставлений записаны с применением мер О. В. Бесова на единичной 
окружности и на вещественной оси.

В статье установлены представления типа Рисса для некоторых классов субгар

монических в единичном круге и верхней полуплоскости функций. Указанные 

классы субгармонических в круге функций являются обобщениями классов ме

роморфных функций /V* М. М. Джрбашяна [1, 2], а доказанная теорема - рас

пространением на субгармонические функции одного результата Ф. А. Шамояна 

[3], где найденные им ранее [4, 5] параметрические представления классов Ы* 

существенно модифицированы с применением мер О. В. Бесова на единичной 

окружности. Теорема, установленная в полуплоскости, является распростране

нием на субгармонические функции одного частного случая факторизационного 

результата А. М. Джрбашяна [6]. При этом, здесь осуществлена аналогичная 

модификация с применением мер О. В. Бесова на бесконечном отрезке.
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§1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1. Класс 5ЬО(ГО) (0 < а < оо) - множество субгармонических в 

единичном круге ГО = {г : |я| < 1} функций и(я), удовлетворяющих условию

- |я|)"-|и+(я) ։йп2(я) < оо, (1.1)
ш

где и+ = тах{и, 0}, т2(г) ֊ мера Лебега на ГО.

Замечание. Классы SbQ(ID) (0 < а < оо) являются обобщениями классов 

М. М. Джрбашяна [1, 2], ибо после замены а на а + 1 и подстановки 

u(z) = log|/(z)|, где f(z) голоморфная в ГО функция, класс S6O(ID) совпадает 

с голоморфным подклассом /V*.

Теорема 1. а) Класс Sb„(ID) (0 < a < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в виде

u(z) = JJ loK Ид(«> 01 МО+ 
го
1 Г’ Г 2+ ^Г(1 + о) Д я. ֊ 1] Ы»,

։ * •

где 0 > а произвольное число и

zero,

Лд(г,С) = ехр dr
т (С # 0), Ap(z, 0) = z,

(1.2)

(1-3)

есть элементарный фактор типа Бляшке М. М. Джрбашяна [1, 2], р(() неотри

цательная борелевская мера в ГО такая, что

У^(1-К1)о+1 МС)<оо, (1.4)

ПЭ 
если и(г) —оо, а - вещественная функция ограниченной вариации на

[—тг, я՜], удовлетворяющая условию Бесова

I де J \ф(9 + 1) + ф(0-1)-2ф(9)\ ֊ <00. (1.5)

Ь) Если ц(г) представима в виде (1.2) - (1.5), то риссовская ассоциированная 

мера и(г) совпадает с р.

Замечание. Формула (1.2) во многом аналогична представлению типа Рисса, 

установленному М. М. Джрбашяном [7]. Однако в (1.2) применены иные потен

циалы типа Грина, а также существенно сужен класс мер ф(9).
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Определение 2. Класс ЗЬО(С+) (0 < а < оо) - множество субгармонических 

в верхней полуплоскости С+ = {г : 1т г > 0} функций и(х), удовлетворяющих 

условиям
Ц(1т х)“_*|и(г)| йт2(х) < оо, (1.6)

<7+
Ц (1т г)о+1 4д(х) < оо, (1.7)

о+
где д риссовская ассоциированная мера и(я).

Замечание. Классы S6Q(G+) (0 < а < оо) являются обобщениями классов

А. М. Лжрбашяна [6] с fl = 0, ибо после преобразования w = — г и подстановки 

u(w) = log |/(w)|, где /(w) - голоморфная в нижней полуплоскости функция, 

класс Sba(G+) совпадает с голоморфным подклассом

Теорема 2. а) Класс. Sba(G+) (0 < a < оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в пиле
I

Ф)= // log|a/J(2,C)| dp(C)+ 1г(1+а) [ Re 1 <ty(i), (1.8)
jj ,r J-oo H*1 *ZJ

где z g G+, fl > a - произвольное число, а

ад(2,С) = exp
dr

(r + ^-x))^ (1.9)

есть элементарный фактор типа Бляшке, введенный А. М. Джрбашяном и 

/’. В. Микаеляном [8], д(С) - неотрицательная борелевская мера в С+, подчи

ненная условию (1.7), а ф(1) - вещественная функция ограниченной вариации на 

[-оо,4-оо], удовлетворяющая условию Ьесова

[ faf \il>(x +1) + il>(x - t) - 2ф(х)\ — < оо. 
— oo J—оо * (1-10)

Ь) Если и(г) представимо в виде (1.8) - (1.10), то риссовская ассоциированная 

мера и(г) совпадает с д.

Замечание. Формула (1.8) во многом аналогична одному представлению, уста

новленному Л. М. Джрбашяном [9]. Однако в (1.8) применены иные потенциалы 

типа Грина, а также существенно сужен класс мер ф(1).
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§2. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В КРУГЕ

Начнем с установления ряда лемм, относящихся к структуре классов 5ЬО(Ю).

Лемма 2.1. Пусть «(ж) 6 .5’6а(т) (0<а<оо),и пусть и(х) -оо. Тогда

|й(*)| сйпф) < оо, (2.1)
ю

а риссовская ассоциированная мера р функции и(ж) удовлетворяет условию (1.4).

Если к тому же, и(0) > -оо, то справедлива формула

27’(“ +

= и(0)+ / ֊֊] Лп(1), (2.2)

где п(1) - риссовская масса функции и(ж) в круге |ж| < I, т.е. п(1) = Д <1р(£).

Доказательство. Предположим, что и(0) > —оо. Тогда, проинтегрировав 

неравенство между и(0) и средним значением и(ж) по окружности |ж| = г по 

мере (1 — г)“՜1 г 4т, получим

< а(а+ 1)Ц(0) - //^ ~ ЛггЖ)> 

ГО

откуда, ввиду (1.1), следует, что

ЦС1 “ Н)“՜1«՜^) Лтп2(х) < оо, 

ю

где и՜ = и+ - и. Тем самым, имеет место (2.1). Если же и(0) = -оо, то составим 

субгармоническую в ГО функцию

|<|< 1/2

Лр(С1 = ф) - /(ж).

Очевидно, что н(0) > -оо. С другой стороны, н(з) е 56О(ГО), так как н+(ж) <
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< и+(г)+ |/(х)|, и функция /(я) удовлетворяет условию (2.1). Действительно

го

= // ^^1 1о8 с
КК1/2

(1у> =

= 2т/ / (* - г)“_'г|о8(тах{1С||г})՜1 <
1С1О/2

Ь8±«0<0=.
к«։/։

Поэтому н(г) удовлетворяет (2.1), и, поскольку |и(л)| < |«(г)| 4-|/(г)|, то (2.1) 

имеет место в любом случае. Чтобы доказать (1.4) и (2.2), снова предположим, 

что в(0) > —оо. Тогда интегрированием по частям формулы Йенсена

2т / и^ге'^ Л</> = и<°)+ /0 ~Т՜ Л> 0 < г < 1,

н(0) = д(0) = 0, 4 Ипг1о 71(2_) 1о£ 1// = 0

для субгармонических функций (см., например, [10], п. 3.9) получим (2.2). Отсю

да, очевидно, что

У/(1 ֊ К1)“+։ <НС) = /'(!- *)о+1 «ИО < 

го
< |и(0)| + ±а(а + 1)^(1 - |л|)“-'и+(к) <йпа(ж), 

го

и, тем самым, имеет место (1.4). Если же и(0) = —оо, то заметим, что условие 

(1.4) справедливо по меньшей мере для ассоциированной меры н(х) (н(0) > —оо). 

Эта мера, очевидно, является сужением меры д на кольцо 1/2 < |£| < 1. 

Поскольку д конечно на любом компакте из ГО, то отсюда следует, что (1.4) 

имеет место в любом случае.

Лемма 2.2. Пусть д(<) неотрицательная борслсвская мера и ГО, подчиненная 

условию (1.4) при заданном а Е (—1,оо). Тогда потенциал типа Грина

Уо{г} = II 1ок1л“(г՛ оино 
го 
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есть субгармоническая в TD функция, риссовская ассоциированная мера которой 

совпадает с р.

Доказательство. Пусть |я| < г0 < р < 1, где г0 и р - любые числа. Представим

Vo(z)= l/Jl)(,) + где

vj1)(^)=// log 01^(0. К$2)(*) = / / iog|Aa(^)l<M0- 

I(i<p 'SICK'

Используя представление (1.3), легко проверить, что при р < |<| < 1 имеем

| ։og|Ac(^,C)|| < с(а,р,г0)(1 ֊ Kir+1,

где с(а, р, го) > 0 - постоянная, зависящая только от а, р и гп. Ввиду (1.4) отсюда 

следует, что И»2)(я) гармоническая в |я| < г0 функция. Для исследования ИР\*) 

воспользуемся представлением (см. [2])

Ш) = (1- ^)ехр[-(/в(к,С)],

t
(1֊0° Г(* + 1 + а) 

Г(1+а)Г(*+1) (*/<)* di.

Мы имеем (см. [11], доказательство Теоремы 9.2.2)

(/«(«,<) = Ла + 1о8^р+о(1), при ( —» О, 

где ка - постоянная, зависящая лишь от а. Поэтому

ИГ)(')=// + 1 I 1о8֊|^«)֊у՜ У

1С|<₽ о<ККр о<|с|<я,

где второй интеграл справа есть постоянная, а последний интеграл абсолютно 

и равномерно сходится в |я| < го и представляет там гармоническую функцию. 

Следовательно, К<»1 \я), а значит, и Ио(я) - субгармонические в |я| < го функции 

при любом го < 1, обладающие риссовской мерой д.

Лемма 2.3. а) Пусть д(£) - неотрицательная борелевская мера в Ю, удовле

творяющая условию (1.4) при заданном а £ (0,оо). Тогда Ид(ж) £ 56О(Ю) при 

любом 0 > п.
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Ь) При любом а > 0 существует неотрицательная борелевская мера в ГО, 

удовлетворяющая условию (1.4), такая, что Ув(я) 5ЬО(ГО).

с) Пусть р(() неотрицательная борелевская мера в ГО и а (0 < а < оо) - любое 

число. Тогда, для тою чтобы ¥а(*) € 56О(ГО), достаточно выполнения условия

У/(1-К1)“+11о8т4^^(С)<~-
ю

Доказательство этой леммы вполне аналогично доказательству такого же 

результата Ф. А. Шамояна [4, 5], установленного для произведений типа Бляшке 

М. М. Джрбашяна (т. е. для случая дискретной меры), и поэтому мы его не 

приводим.

Доказательство Теоремы 1. а) Пусть и(я) 6 56О(ГО) (0 < а < оо), и(я)

-оо. Тогда, в силу Леммы 2.1, ассоциированная с и(я) мера р удовлетворяет 

условию (1.4). Следовательно, в силу Лемм 2.2 и 2.3 При любом фиксированном 

А > а потенциал Ид (г) субгармоническая в ГО функция с ассоциированной 

мерой р, и Ид(л) € ЗЬа(Ю). Тем самым, в силу Леммы 2.1, Л(я) = и(г) — Ид(г) 

гармоническая в ГО функция, удовлетворяющая условию

^(1-Н)‘’֊1|/»(^)Нт3(г)<оо. (2.3)

ю
Как легко следует из Теоремы 9.10 [И] и Теоремы 3 [3], класс таких функций 

совпадает с множеством функций, представимых в виде последнего интеграла 

формулы (1.2). В силу того же, если и(я) представима в виде (1.2) (1.5), то Л(я) 

удовлетворяет условию (2.3). Отсюда и из Леммы 2.3 следует, что и(я) 6 56О(Ю). 

Второе утверждение теоремы непосредственно следует из Леммы 2.2.

§3. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В ПОЛУПЛОСКОСТИ

Основной целью данного пункта является доказательство Теоремы 2, которо

му мы предпошлем три леммы, относящиеся к структуре классов 5ЬО(С+). Для 

установления аналога формулы Йенсена в полуплоскости введем функцию рас

пределения

»■»(*) = УУ <^д(г), О’/՜ = {я : 1т я > I}, 0 < 1 < оо,

' I ' ՝ •, л I
для неотрицательной борелевской меры р в С+.
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Лемма 3.1. Пусть ф) субгармоническая в в+ функция такая, что при любом

ОО.

Тогда при любом р > 0 имеет место формула 
оо гоо

1 [ ф + »р)</® = -2 / (1-р)^п(1)+ Нт ЯфЯ), (3.1)
* У-по Зр Я-+оо

где ф) - функция распределения, определенная посредством ассоциированной с 

и(г) меры р, а последний предел конечен.

Доказательство. Как следует из результатов работ [12] и [13], при любом р > О 

ф+ »/>) = УУ 1°в ^2՜= МС + *Р) + / ж'Сх- I)3 + у3 2 = Х + *У£С+՛ 

Я+ 
где

УУ (1т С) + ։р) < оо. 

в+
Как нетрудно убедиться, подставив здесь ж = »Я, умножив все члены па Я и 

устремив Я —» +оо, приходим к формуле

дД+оо = “2 У/ (1т <* “ р} ~ / ф + *р) <Й,

где предел слева конечен. Заметим, что последнюю формулу можно переписать 

и виде (3.1), поскольку в обобщенном смысле Лп(1) = - <1р(х + И).

Лемма 3.2. Пусть р(<) - неотрицательная борелевская мера в С+, подчиненная 

условию (1.7) при заданном а 6 [0, оо). Тогда при любом /3 > а потенциал типа 

Грина
Иф) = УУ |ов|аф,0| <*ф) (3.2)

о+
есть субгармоническая в (1+ функция, риссовская ассоциированная мера которой 

совпадает ср.

Доказательство. Пусть /? > 0 и х 6 где р > 0. Представим

И^(г) = У У |оя1‘М(*1С)Им(С) + УУ Ьй|аф,С)| Лф). 

0<1т (<р/3 с +
(3.3)
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Используя представление (1.9), имеем

| log |<м(ж. 0|| < c(/?,p)(lm СУ’+*. О < Im С < р/2.

где с(0, р} > 0 - постоянная, зависящая лишь от 0 и р. Ввиду условия (1.7) 

отсюда следует, что первый интеграл в правой части (3.3) абсолютно и равно

мерно сходится в Gp , представляет там гармоническую функции^. Рассмотрим 

последний интеграл в (3.3). Очевидно, log|a/j(z,<)| = log |ап(я,С)| 4՜ Re ^д(ж,<),

где

Функция
УУ log|a0(»,C)| dp(C) = УУ

субгармонична в G^2 как обычный потенциал Грина, поскольку

dp(C) < оо.

Далее, представляя ^д(я,<) = Фд(я,<) + Фд(я,С), где

рассмотрим функцию Фд(я,<) на луче ։ = < 4- ։Л, 0 < Л < оо. Поскольку

где постоянная ср > 0 зависит лишь от 0, То, в силу единственности голоморфной 

функции, при любом фиксированном < е О*/2, Фд(я,<) = ср (г 6 О’+). С другой 

стороны, при любом фиксированном < 6 функция Фд(я,<) голоморфна 

и ограничена в Ср. Действительно, после замены переменной т = уа + 2т/ 

(я = я + ։у, С = ( 4- *»;) получаем оценку

|y.(z С)| < ։ _ ( <г + ‘2т)/у V __________da__________
Jo \ 1 4- а 4- т)/у 4- ։(£ - х)/у) |1 4֊ а 4- Г)/у 4- ։(£ - ։)/у|
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Далее, обозначив 
________ 0՜ + 2»?/у______

1 +<г+г)/у + Ц£ -х)/у'

нетрудно проверить, что |ш| < I, и, следовательно

■ -о—Г <м„ 
и>

где Мд > 0 постоянная, зависящая лишь от р. Поэтому

г“ и _ (1 _ 10^1 |ш|/ |ш| |1 + * + ч/у + »(£ ֊ ®)/у| “

'Таким образом, при любом С 6 • С^2, “ ограниченная голоморфная

функция в Ср , удовлетворяющая неравенству

I Яс Лд(^,С)| < с(«,^,р)(1т ■

где постоянная с(а,/3,р) > 0 зависит от а,Р и р. Тем самым, функция

И^(я)=УУ ИеГ^я.О^«) 

°*/։

гармонична в Ср. Отсюда следует, что И^з(л) - субгармоническая в Ср функция 

при любом р £ (0, оо), обладающая риссовской ассоциированной мерой р, и лемма 

доказана.

Лемма 3.3. Пусть р(() - неотрицательная борелевская мера в С+, удовлетво

ряющая условию (1.7) при некотором 0 < а < оо. Тогда №р(я) е ЯЬа(С+) при 

любом Р > а.

Доказательство этой леммы вполне аналогично доказательству такого же 

результата Л. М. Джрбашяна [6], установленного для произведений типа Бляшке 

из [8] (т.с. для случая дискретной меры), и поэтому мы его не приводим.

Доказательство Теоремы 2. а) Пусть и(г) е 56в((?+) (0 < а < оо).«(«) $

-оо. Ассоциированная с и(л) мера р удовлетворяет условию (1.7). Поэтому, 

в силу Лемм 3.2 и 3.3, потенциал И^(з) - субгармоническая в С+ функция с 
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ассоциированной мерой ц. Отсюда следует также, что Wfl(z) 6 S6O(G+) при 

любом 0 > а. Следовательно, гармоническая функция Л(к) = u(z) - ^(к) 

принадлежит классу S6O(G+). С другой стороны, в силу 'Георемы 4.2 [14] и 

результатов работы [15], подкласс гармонических функций из Sba(G+) совпадает 

с множеством функций, представимых в виде последнего интеграла формулы 

(1.8). Лем самым, такое же представление имеет место для h(x). Обратно, 

если и(։) представима в виде (1.8) - (1.10), то гармоническая функция h(x) 
• I
принадлежит классу Sba(G+). В силу Леммы 3.3, и(х) 6 Sba(G+). Второе 

утверждение теоремы непосредственно следует из Леммы 3.2.

В заключение, докажем формулу, аналогичную формуле типа Левица из [6] для 

функций класса Sbn(G+) (0 < а < оо). Полагая, что u(z) Е Sba(G+) для 

заданного а Е (0, оо), вначале покажем,'что для любого уо > 0 выполнено условие

ZOO 
|u(z+ ։j/)| dx < оо. (3.4)

■оо

Действительно, по Теореме 2 и(к) представима в виде (1.8) - (1.10). Используя 

рассуждения доказательства Леммы 3.2 из [8], можно показать, что потенциал 

И'д(ж) удовлетворяет условию (3.4) для любого у0 > 0. Кроме того, гармониче

ская функция

Д(к) = -Г(1 + ц)Re <М0. *EG+

также удовлетворяет условию (3.4), так как

Г |Л(» + il()| dz < 1г(1 + а) Г №(<)! Г /■. , < £ /" W0|,

J-0O 71 J—оо J—оо Г ~ х ~ *1/1 У J—оо

где с„ > 0 - пос-гоянная, зависящая только от а. Следовательно, функция и(к) 

удовлетворяет условиям Леммы 3.1 и

— и(х + iy) dx = - / (t - у) dn(i) + К, 0 < у < оо, (3.5) 
»/ — ОО Jy

где n(t) = JJ dft(Ç) - функция распределения, определенная посредством меры . 

М> ассоциированной с u(z), а К - постоянная, нс зависящая от у. Теперь умножим
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нее члены формулы (3.5) на у“՜1 и проинтегрируем вдоль (0,+оо). Тогда

получим, что К = 0, так как очевидно

р- [■ /"(։■ ”="ïstï) L ‘°*՝ 

= 1 - [[ 1°+' d^x + it) < ОО.
а(а + 1) JJ

dn(t) =

Таким образом, имеет место следующая формула тина Левина :

(3.6)

Классам S6„(G’+) (0 < а < оо) можно дать эквивалентные определения. А 

именно, используя формулы (3.1) И (3.6), легко проверить, что субгармоническая 

в G+ функция u(z) принадлежит классу Sba(G+) (0 < а < оо) тогда и только 

тогда, когда она удовлетворяет условиям :

1) (Im z)“_|u+(z) dm2(z) < оо,
(7+ 

ZOO 
|u(z + ։y)| dx < oo для Любого yn > О, 

■оо

3) lim Ru(iR) = О
Я—»4-оо

ИЛИ

1') УУ (1m г)а 1 |u(z)| dm2(z) < оо, 

я+ 
ZOO

|u(z + iy)| dx < оо для любого у0 > 0. 
•оо

ABSTRACT. The paper establishes parametric representations for classes 
S6O(1D) (0 < a < oo) of functions u(z) subharmonic in the unit disk ID, 
satisfying th։: condition JJ՜(1 -|z|)“_|u+(z) dm2(z) < oo, as well as for classes 

ID
Sba(G+) (0 < a < oo) of functions u(z) subharmonic in the upper half-plane 
G+, satisfying the conditions

yy (Im z)“՜’ |u(z)| dm2(z) < oo, (Tm z)“+l dp(z) < oo,

G+ G+

where u+ — max(u,0), m2(z) is the Lebesgue measure on the plane, /j 
is the Riesz measure associated with u(z). The harmonic terms of the 
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representations are written by means of Besov’s measures on the unit 
circle and on the real axis.
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КАСАТЕЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯНА ЗАМКНУТЫХ МНОЖЕСТВАХГАРМОНИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА БРЕЛО
Ч. Бенсуда
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, Том 29, №1, 1994
Введенная в Ш.т Келдышем и Дени характеризация компактных множеств, допускающих равномерную гармоническую аппроксимацию, была получена в аксиоматической постановке Дж. Блидтнером и В. Хансеном как для непрерывных супергармонических, так и для гармонических функций. Локальный характер такого описания позволяет нам распространить его на такие замкнутые множества, на которых равномерная гармоническая аппроксимация локально возможна. Мы также исследуем касательную аппроксимацию с произвольным непрерывным весом. Получена эквивалентность возможностей локальной равномерной и касательной аппроксимаций для некоторых замкнутых подмножеств, названных ”шапле”. Дана также топологическая харяж- теризация шапле.

§1. ВВЕДЕНИЕПусть 9 - отделимое, локально компактное, некомпактное, связное, локально связное пространство со счетным базисом из открытых множеств. Пусть И - подпучок пучка С ростков действительных непрерывных функций, определенных на 9 и таких, что пара (9,7^) есть гармоническое пространство Брело (удовлетворяющее аксиомам 1, 2 и 3 Брело, см. [7] и [21]). Отметим, что даже, если нс существует положительного потенциала на 9, каждое относительно компактное открытое множество из 9 для гармонической индуцированной структуры является пространством Брело с положительным потенциалом [9].Для любого подмножества А С 9 замыкание, внутреннюю часть и границу А обозначим, соответственно, через Л, А" и дА. Обозначим через С(А) (соотв. 'Н.(А)) пространство непрерывных на А функций (соотв. сужений на А функций, гармонических в окрестности А) и через <$(А) (соотв. 5С(А)) выпуклый конус сужений 



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. . ■ 17на Л функций, супергармонических (соотв. супергармонических и непрерывных) в окрестности А. Далее положим
50(Л) := {и е С(Л) : ии. е 5(Л°)},
К0(Л) := {А е С(Л) : Ли. 6 Я(Л°)}.Для любого семейства Т'(Л) функций, определенных на А, через Т(Е) обозначим замыкание Т{А) П С(Л) в С(Л) в топологии равномерной сходимости. Если / - функция, определенная на А, положим

||/||д :=вир|Л. 
АНапомним, что для любого множества А С 12, база А, обозначаемая Ь(А), есть множество точек (2, в которых А не разрежено. Функция Ь, определенная на подмножествах 12, является возрастающей и аддитивной [10]. Отметим, что для каждого подмножества А С 12, база 6(Л) является замкнутым тонким множеством из $2 [8, Следствие 1.2]. Отсюда следует, что Ь(6(Л)) С Ъ(А) (см. также [13]).Подмножес тво А из 12 буде т называться келдышевским, если 12 \ А и 12 \ А° имеют одну и ту же базу. Отметим, что локально конечное объединение попарно пересекающихся замкнутых кслдышевских множеств есть замкнутое келдышев- ское множество. Замкнутое множество Е из 12 будем называть допускающим су

пергармоническую (соотв. гармоническую) аппроксимацию, если 5п(Е) = 5^(Е) (соотв. 'Но(Е) = Н(Е)). Отметим, что согласно [4, Лемма 1], любое замкнутое множество, допускающее равномерную супергармоническую аппроксимацию, обязательно допускает равномерную гармоническую аппроксимацию. Кроме того, заметим, что если и 6 5(К), где К - компакт из 12, а (ип) есть последовательность функций из 5(К) Л С(К), которая равномерно сходится к и на К, то можно предположить, что
||и֊«п||к < 1/2”+* (Уп>1).

Для фиксированного п > 1 существует открытая окрестность ип для К такая, что ип 6 <$((/„). Пусть Ип есть относительно компактпаи<уя։^ея1о6Т1Г:Х’21чысая, 
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что

К С Уп С Уп С 1/п.Тогда существует возрастающая последовательность (ип»)к функций из 5(ИП)П ПС(14։), которая сходится поточечно к ип на К». Поскольку ид б С(/(), то по Теореме Дини сходимость равномерна на՝ К. Следовательно, для всех п > 1 существует кп > 1 такое, что
||ип-ип*.||к<1/2п+։.

Пусть
»п = Ип*. (Уп > 1).Последовательность (ип)п принадлежит 8е(К), и мы имеем

||и֊Мк< |/2п ^п>1).

Таким образом, последовательность (ип)п сходится равномерно на К к и, и, следовательно, и £ 8С(К). Поскольку и произвольно в ЗГ(К՜), то мы имеем £(/() С <?е(К). Так как обратное включение тривиально, то
» ։ 3£(Я) = 3(К).

Следующая теорема получена Дж. Блидтнером [5] и В. Хансеном'[20].Теорема 1 (Блидтнср и Хансен). Пусть К есть компакт из П. Следующие 
утверждения эквивалентны :

(а) К допускает равномерную супергармоническую аппроксимацию;

(Ь) К допускает равномерную гармоническую аппроксимацию;

(с) К есть келдышевское множество.В классической теории потенциала, ассоциированной с лапласианом △ в евклидовом пространстве 1Н.т (т > 2), эквивалентность Ь «■ с была получена в 1941 М. В. Келдышем [24] и в 1949 - Дж. Дени [12]. А. А. Гончар в 1964-65 получил другой вариант этой эквивалентности в терминах емкости (см. [18] и [19]). Это было обобщено в 1982 М. Лебрсше [25] для замкнутых множеств из Ш.т, и 



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. . . 19совсем недавно эта эквивалентность была получена Т. Багби и П. Бланше для замкнутых множеств на римановом многообразии [1].Теорема 2 (Определение). Мы скажем, что замкнутое множество Е из Я 
допускает локальную супергармоническую (соотв. гармоническую) аппрокси

мацию, если выполняется одно из следующих эквивалентных условий :

(а) Любая точка х € Я обладает фундаментальной системой окрестно

стей таких, что V Е.ЫХ, есть компактное множество, допускающее 
равномерную супергармоническую (соотв. гармоническую) аппроксимацию.

(Ь) Любая точка х € Я обладает окрестностью V такой, что К Г) V 
есть компактное множество, допускающее равномерную супергармоническую 
(соотв. гармоническую) аппроксимацию.

(с) Любой компакт К из Я обладает окрестностью V такой, что Е Г> V 
является компактом, допускающим равномерную супергармоническую (соотв. 
гармоническую) аппроксимацию.

(д) Для любого компакта К, допускающего равномерную супергармониче

скую (соотв. гармоническую) аппроксимацию, Г П К допускает равномерную 
супергармоническую (соотв. гармоническую) аппроксимацию.

Теорема 3. Пусть Е ■ замкнутое множество из Я. Следующие утверждения 
эквивалентны :

(а) К допускает локальную равномерную супергармоническую аппроксима

цию ;

(Ь) Г допускает локальную равномерную гармоническую аппроксимацию;

(с) Г - ксллышсвскос.

Таким образом, как в Ш.՞1, так и на римановом многообразии следующие утверждения эквивалентны (см. [4]) :(1) /•' допускает локальную равномерную супергармоническую аппроксимацию ;(2) Е допускает равномерную супергармоническую аппроксимацию;(3) Е допускает локальную равномерную гармонюгсекую аппроксимацию ;(4) Е допускает равномерную гармоническую аппроксимацию.



Ч. Бенсуда20Поскольку примененная техника часто использует специфические особенности дифференциального оператора △, то аксиоматическая постановка, по-видимому, невозможна. Тем нс менее, эти эквивалентности имеют место для некоторых замкнутых множеств, называемых шапле.Интересно рассмотреть замкнутые множества, которые допускают аппроксимацию с произвольным непрерывным весом (см. [2]). Мы скажем, что замкнутое множество Е из Я допускает касательную супергармоническую (соотв. гар

моническую) аппроксимацию, если для любой непрерывной функции Е на Г со значениями в (0, 1] и любой функции и Е (соотв. и € 'Нп(Е)) существует функция и 6 5е(Г) (соотв, и Е «(Л) такая, что |и - и| < е на Е.

Определение 1. Замкнутое множество называют шапле, если его внутренняя 
часть есть объединение открытых множеств (не обязательно связных), замыка

ния которых образуют локально конечное семейство непересекающихся компак

тен.Отмс тим, что согласно этому определению любое замкнутое множество с относительно компактной внутренней частью является шапле. В частности, компакт или собственно замкнутое множество с пустой внутренней частью.Характеризация шапле из Я была нам предложена П. М. Готье в терминах условия, которое мы обозначим через С. Оно было навеяно условием С, называемым также условием длинных островов и введенным в 1969 [15] (см. [2]). Мы скажем, что замкнутое множество Г из Я удовлетворяет условию С, сели для любого компакта К из Я существует компакт С из Я такой, что любая связная компонента №, пересекающая К, содержится в (}.
Теорема 4. Замкнутое множество Е из Я является шапле тогда и только тогда, 
когда оно удовлетворяет условию С.

Теорема 5. Пусть Г есть шапле из Я. Следующие утверждения эквивалентны : 
(а) Е допускает локальную равномерную супергармоническую аппроксима

цию ;

(Ь) Е допускает равномерную супергармоническую аппроксимацию;
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(с) Р допускает локальную равномерную гармоническую аппроксимацию ; 
(г!) Р допускает равномерную гармоническую аппроксимацию;

(е) Р допускает касательную супергармоническую аппроксимацию;

(Г) Р допускает касательную гармоническую аппроксимацию;

(к) Р кслльпненскос.Следствие 1. Пусть Р есть объединение локально конечной последовательности попарно непересекающихся компактных множеств (Кп)п>|- Следующие утверждения эквивалентны :(а) Р допускает касач-ельную супергармоническую аппроксимацию ;(Ь) Р допускает касательную гармоническую аппроксимацию;(с) для всех п > I Кп - келльппевское.Эквивалентности а О с <=> д содержатся в Теореме 3. Импликация 6 может ьбыть получена непосредственно использованием [4, Лемма I]. Мы приведем конструктивное доказательство импликации Ь (соотв. «/) => а (соотв. с) => с (соотв. /).Если мы предположим, что пространство (П,7^) допускает положительный потенциал и удовлетворяет аксиоме доминации О, то из [14] мы получим касательную супсргармоничсскую (соотв. гармоническую) верхнюю аппроксимацию, а именно : для любой функции и 6 Зо(Р) (соотв. и 6 7<о(^)) и любой непрерывной на Р функции е со значениями в (0,1] существует функция V 6 $е(Р) (соотв. 
V 6 ЩР)) такая, что и < V < и + е на Р. Если ограничиться замкнутыми множествами, удовлетворяющими условию С, в частности, птапле, то утверждения Теоремы 5 эквивалентны следующим :(е') Р допускает касательную супергармоническую верхнюю аппроксимацию ;

(/') Р допускает касательную гармоническую верхнюю аппроксимацию.Согласно [14, п. 3.4], каждое замкнутое множество, допускающее равномерную гармоническую аппроксимацию, является кслдышевским, следовательно, допускающим локальную равномерную гармоническую аппроксимацию. Верно ли обратное? Отметим, что это имеет место в Ш.т (т > 2) или на римановом 
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многообразии (см. [4]).§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Лемма 1. Пусть Г есть замкнутое множество, удовлетворяющее в П условию 
С. Тогда для любого компакта Ь из (1 объединение связных компонент Т5, 
пересекающих Ь, есть компакт.Напомним следующий топологический результат о верхнем и нижнем пределах. Для любой последовательности (Ап)п>1 подмножеств топологического пространства А' нижний топологический предел Нт։пГпЛп есть множество тех точек 
х е А*, любая окрестность которых пересекается с членами последовательности (Ап)п>1| начиная с некоторого места. Аналогично, верхний топологический предел ПтвирпЛп есть множество точек х € X, любая окрестность которых пересекается с бесконечно большим числом членов последовательности (Ап)п>1. Ясно, что ПттГп Лп С Итвирп Ап.Теорема 6 [22, Теорема 2.101, стр. 101]. Пусть X есть топологическое ком

пактное хаусдорфово пространство, и(И/п)п>1 есть последовательность связ

ных непустых подмножеств X. Тогда, если нижний предел последовательно

сти (РЦ,)п>1 непуст, то ее верхний предел необходимо будет (связным, ком

пактным) континуумом.Доказательство Леммы 1. Обозначим через Г класс связных компонент №. Пусть Ь есть компакт из О, и пусть
Я = и{СеГ:СП£/0}.

Согласно условию С существует компакт С} из П, содержащий Е. Пусть х £ Я. Имеем х £ №. Пусть Сх £ Г является связной компонентой, содержащей х. Рассмотрим последовательность (хп)п>1 в Е, сходящуюся к х, и пусть (Сп)п>1 есть последовательность в Г такая, что хп £ Сп для любого п >• 1. Имеем А Л Сп ф 0. Пусть (уп)п>| есть последовательность такая, что уп £ Ь Л Сп (Уп > 1). Существует подпоследовательность (упэ)у>։, которая сходится к у £ Ь. Рассмотрим последовательность компонент (СПД >Ь Имеем у Е НпцпГ) СП| Согласно Теореме 6, С = Пт8ир;,СП} есть континуум. Поскольку х = Нт;хПр 



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. , . 23то имеем х е С, а также С С Сх. Таким образом, Сх П Ь ф 0. Значит, х 6 Е. Отсюда следует, что Е замкнуто, и, следовательно, Е - компакт.Лемма 2. Пусть Е замкнутое множество, удовлетворяющее в П условию С. 
Пусть компакт, и Е; есть объединение связных компонент ~Е°, которые пересекаются с Б} = 1,2). Предположим, что Е’] есть собственное подмножество 
Е2. Тогда существует компакт Н такой, что

(а) Е\ С Н С Е2; ■ х

(Ь) каждая связная компонента Е°, пересекающая Н, содержится в Н°.Доказательство. Обозначим через Г класс связных компонент Г®, а через Г,- - подкласс компонент, пересекающихся с Еу. По Лемме 1, Е, есть компакт. Рассмотрим фактор пространство Е2/Г\, полученное отождествлением точек каждой компоненты С £ Г։. Поскольку <р есть каноническая сюръекпия Е2 на 
Е2/\'\, чт» насыщение 1 замкнутого множества А из Е2 есть<^(А) = Ли(и{Се Г։ : СПЛ^0}):Оно является замкнутым, поскольку А - компакт (рассуждения те же, что и в Лемме 1). Отсюда следует, что Е2/Г1 - хаусдорфов компакт [6, стр. 43]. Так как 
Е2 \ # Й, то существует Сп £ Га \ Г|. С другой стороны, Сп - компакт, и,значит, р(Со) компакт, откуда следует, что С = (Е2/Г1) \ у?(Со) - окрестность 
у>(Е]). Кроме тото, для любой компоненты С £ Г։ - <р(С) есть компонента Ь'з/Г] и согласно Теореме 2.15 [22, стр. 47] существует подмножество Уе, одновременно открытое и замкнутое в Ь’а/Г|, такое, что <р(С) С 14 С С. Поскольку ^(Ь’|) - компакт, существуют С։,...,С* в Г։ такие, что <р(Е\) С и*=։Уе>- Множество

(
к \ и 2=1 /является одновременно открытым и замкнутым в Е2. Можно найти компакт Н и не пересекающееся с ним открытое множество и так, что V/ С Н° и Е \ IV С П. Пусть С Е Г. Если С\IV 0, то С С Е\УУ. Значит, С С II и СПН = 0. Отсюда следует, что, если СП Н / 0, то обязательно С С IV и, следовательно, С С Н°. Следующая лемма является непосредственным следствием результата Г. Моко- бодского и Л. Сибони (см. [11], стр. 392, сноска, или [3], или [14], Лемма 1).



24 Ч. БенсудаЛемма 3. Каждый компакт из £2 обладает фундаментальной системой окрест

ностей, составленной из кслдышевских компактов.Лемма 4. Пусть Г - замкнутое множество из Л. Следующие утверждения 
эквивалентны :

(а) Е - келдышевское ;

(Ь) для любой х Е Я в Я существует система Коши Их окрестностей х таких, 
что Е П V келдышевское для любой V ;

(с) для любой г Е Я существует в П ее окрестность V такая, .что /<’ П V 
келдышевское.Доказательство. Импликация а => Ь является следствием Леммы 3 и того, что конечное пересечение кслдышевских множеств - келдышевское множество. Импликация Ь => с очевидна. (■ 

с => а : Пусть у Е 6(Я \ Е°), и пусть V есть окрестность у такая, что Е П V келдышевское множество. Имеем
У € 6(Я \ (Е П И)°) = 6(Я \ Е Л V).

Таким образом, у 6 6(Я \ Е). Поскольку у произвольно в 6(Я \ Е°), то Е - келдышевское.Лемма 5. Пусть (Хп)п>1 локально конечная последовательность попарно 
непересекающихся в Я компактов. Тогда существуют две последовательности 
кслдышевских компактов (Кп)п>} и (Яп)п>1 такие, что : для всех п > 1

КпСЯ’СНпС^+н ({)
ил'>сяп°; (И)

и*/СЯ\Яп. (щ)
3>п Доказательство. Для всех п > 0 положим Еп = Ц>пХ,. Тогда Еп не пересекается с Лп. Кроме того, (^)п>0 есть убывающая последовательность замкнутых множеств из Л. Рассмотрим’исчерпание (К,)п>1 компактов из Л\ Е°.



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. . ■ 251-ый этап : Положим £| = . Ясно, что Ь\ - компакт из П, не пересекающийся с Л'1. Согласно Лемме 3 существуют попарно непересекающиеся компактные келлыщсвские множества Я| и Н\ такие, что С Я® С Я1 С Я® и Я1 П Я] = 0. (п+ 1)-ый этап : Предположим, что К} и Я; построены для (1 < у < п). Положим /<п+1 = А'п+1 О Ип+1 и Я„. Лп+1 компакт, не пересекающийся с Яп+։. Тогда существуют два келдышевских компакта Яп+։ и Яп+1 таких, что
£п+1 С Я®+1 С Яп+] С Я®+1, Яп+1 Л Гп+1 = 0-

Полученные таким образом две последовательности келдышевских компактов (Яп)п>1 и (Яп)п>։ удовлетворяют Лемме 5.
Лемма 6. Пусть К и Н два компакта из П таких, что П \ К содержится в 6(0 \ Я). Тогда, как К, так и К и Н являются келдышевскими.

Доказательство. Действительно, для этого достаточно заметить, что для всех открытых множеств ш и всех подмножеств А имеем следующие эквивалентности (см. [3]) :(1)«С 6(Л);(2) ш С Ь(АПш) ;(3) 6(<д) = Ь(А Ли) ап<1 6(ы) = Ь(А Пси).Импликация 2 => 3 следует из
6(си) С Ь(Ь(А Пш)) с Ь(А Пи) с 6(ш).

Далее, заметим, что ы С Ь(А П ы) С ЛЛы С ш.

Откуда А П ш = ш, и, значит, они имеют одну и ту же базу. Поскольку О \ К С С Ь(П \ Я), то имеем
6(П \ Я) = 6(0 \ [К О Я)), 6(0 \ Я®) = 6(0 \ (Я и Я)®).

Следовательно, компакты К и К О Я являются одновременно келдышевскими.



26 Ч. БенсудаЛемма 7. Пусть К компакт из Я с внутренней час-1 ью К°. Предположим, 
что К0 есть объединение двух открытых множеств и ы2 таких, что и 
компактная окрестность V не пересекаются. Если К и V келдышевские 
множества, то таково же и К и V .Доказательство. Предположим, что К и \' келдышевские. С<։.таено Лемме 3 существует келлым-вский компакт IV, являющийся окрестное! ы> и не пересекающийся с V. Положим Е = К’\ (V О И')°. Тогда Ь ֊ компакт но пересекающийся с шри Аналогично, сущесп1Цет келдышевский компакт /•>, являющийся окрестность! / и не пересекающийся с ы^иы?. Имеем

ки. =1/и(И'ПЯ)и(//П/().
Теперь V и ШГ\ К есть дна непересекающихся келдыгпсвских компакта. Поэтому 
V и (IV Г> К) - келдышевское множество. Причем, Н П К есть келдышевский компакте пустой внутренней ьи.п.ю. Имеем

6(П \ (// П К)} = Я Э Я \ (V и (IV П К}.

Согласно Лемме 6, К и V келдыпи! некое множество.Мы завершим эту предварительную часть следующей элементарной топологической леммой. 1Лемма 8. Пусть Е и Г - два замкнуты:՛ множества в Я.

(а) Если Е и Г не пересекаются, то (/՝' и />’)° = Е° и Е° ;

(Ь) Если Г имеет пустую внутренний. часть, то (Е и ?’)* = Еа.§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВАДоказательство Теоремы 2. Импликация а => Ь очевидна. Импликации 
Ь => с => Л => а следуют из Лемм 3 и 4 и» Теоремы I Блидтнера и Хансена, из Теоремы 2 и из того, что конечное псгсщчсние келдышевских множеств есть келдышевское множество.Доказательство Теоремы 3. Эквив.>1нтность а « Ь есть следствие Теоремы 1 Блидтнера и Хансена и Теоремы 2<'Эквивалентность с« а получается из Леммы 4 и Теорем 1 и 2.



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. . . 27Доказательство Теоремы 4. Ясно, что каждое шапле удовлетворяет условию 
С. Наоборот, пусть Е - замкнутое множество, удовлетворяющее условию С. Если его внутрення часть № относительно компактна, то семейство, состоящее из единственного открытою множества Е°, удовлетворяет определению 1. Отсюда, Г есть шапле. В противном случае, обозначим через Г класс связных компонент Т7®. Существует исчерпание (/>п)п>I компактов из П такое, что(I) ЬпС г,’+։ (Уп> 1);(2) п = ип/>п ;(3) любая компонента IV 6 Г, пересекающая ЬП1 содержится в ;(4) для любого п. > 1 существует IV £ Г, пересекающее £п-м> ио не ^п-Обозначим через Еп объединение компонент IV £ Г, пересекающих Ьп. Имеем Р® = ипЕ’п. Согласно Лемме 2, для всех п > 1 существует компакт Нп такой, что (а) С НпП/^С Яп+| ; «(Ь) каждая компонента IV £ Г, пересекающая Нп, содержится,в Н°.Согласно (Ь) имеем Еп С Н‘. Положим Но = 0 и рассмотрим семейство открытых множеств ([/п)п>11 где Нп - объединение компонент V для Е°, которые содержатся в Нп+\ \ Нп. Это семейство удовлетворяет определению 1, следовательно, Е есть шапле.Доказательство Теоремы 5. Эквивалентность а <=> с О д следует из Теоремы 3. Импликации с => 6 и / => Л очевидны. Для того, чтобы доказать импликации 6 (соотв. <1) => а (соотв. с) => е (соотв. /),
рассмотрим следующий формализм : “Пара (.ТЬ;^) обозначает или (5о;5е)> или («и:«)”.Пусть Е - шапле в П, и пусть (шп)п есть последовательность открытых множеств, замыкание которых образуют локально компактную последовательность непересекающихся компактов, причем Г® = ипшп. По Лемме 5 существуют две последовательности кслдышсвских компактов (Л'п)п>1 и (#„)„> 1 таких, что для
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нсех п > .1 имеем п 

к„ с н°с Нпс к'+1, и^сп\я„.>=։ )>"Доказательство 6 (соотв. </) => а (соотв. с). Предположим, что Р допускает равномерную аппроксимацию, и пусть х С Р.Случай / : х £ Р \ ипып. Поскольку ипып замкнуто, то существует компактная окрестность V для х, не пересекающаяся с ипып. Имеем (V П Г)° = 0. Пусть / € П Г). Рассмотрим функциюГ / на V П Г,[О на ипйп-По Лемме Титце V1 непрерывно продолжается в 0 на Г. Далее, есть нуль на №, значит, Е ^о(Р)- Поскольку /•’ допускает равномерную аппроксимацию, то существует д £ равномерно аппроксимирующее на Р. В частности, 5|(1,пИ 6 ?(У Г1 Р) и приближает / равномерно на V Л Р.Случай 11 : х 6 ипып. Существует тп > 1 такое, что х £ К^. Пусть / 6 /о(/',П Кш). Рассмотрим функциюГ/ на РПКт,
\Ь = <10 на Р\Н'т.По лемме Титце, V» непрерывно продолжается в V на Р. На Г® имеем

.На 
1°. на 1Л>т“ЬЗначит, V» £ Го(Р). Так как Р допускает равномерную аппроксимацию, то существует д £ ^(Р), аппроксимирующее равномерно на Р. В частности, £ ^(РЛ Кт) приближает / равномерно на Р П Кт. Отсюда следует, что Р допускает локальную равномерную аппроксимацию.Доказательство а (соотв. с) => е (соотв. /). Предположим, что Р допускает локальную равномерную аппроксимацию. Пусть / £ Ро(Р), и пуст։, е - непрерывна на Р со значениями в (0,1]. Рассмотрим для каждою п > 1 келдышевские компакты Рп = Р Л Кп и = Р Л Нп. Пусть (еп)п>| убывающая последовательность действительных положительных чисел таких, что для всех п > 1 имеет место е„ <ена Рп.



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. . . 291-ый этап : /jKi 6 Jo(/?i). По Теореме 1 существуют открытая окрестность IV, для Е\ и gi G J’(lVi) такие, что
Н/-Л<£- (I)

Имеем F| С 1V| Л 11°. Согласно Лемме 3, существует келдышевский компакт И, С
W\ Л //’, являющийся окрестностью F|. Рассмотрим функцию, / <71 ~ f ua Ц nF,“ to на F\ Wf.
Поскольку V] С 11°, то согласно (1) и лемме Титце 0i непрерывно продолжается и на Ед, причем >ll^||f<g. (2)
Пусть

( 9i на Ц, (pl = \ •I 0! + / на Ед.В силу Леммы 8 имеем {Eg U Vj)e = V° Uwj, и, кроме того' Jfli на V,’,I f на Шд.Значит <р\ G 7у,{Ед U Vj). Но Лемме 7, Eg U Vj - келдышевское можество. Следовательно, существуют открытая окрестность Wg для Eg U V} и дд G F(Wg) 
такие, что II*’։ -ftllftui', <Имеем II/ - ffallKjV«; , llffi - ffallv. < £з/2’.Поскольку Ifl2 - Sh | < Ii72 - у>11 + |ф1 ֊ /] + |/ - ffi |,то из (1) и (2) имеем Нл-ffill«, < 5ед/2в. (3)



30 Ч. БснсудаПолучаем и 1Л С Ш2Г\ Н%. Аналогично, существует келдышевский компакт Иг С И^а Г> Н2, являющийся окрестностью 7*2 О Ц.2-ой этап. По индукции : пусть п > 2 и предположим, что уже построены функции <71 ,—,дп, келдышсвские компакты И|,...,ИП и открытые множества 
IV},..., РИп такие, что, если положи ть Но = 0, для ] = 2,..., п, будем иметь(>) » е Л%);(и) Е; и И;., с Щ ;(!!!) /<) и Иу_| С У' С У, С IV, П Я? ;(*) <^+1/2,+э:(*) |1л->-л11я,_,\я;.։<5£,/2>+3;(VI) <^+|/2у+3-Рассмотрим функцию _ Г 9п ֊ / на Уп П Е, "(О на Г\Н°.Поскольку Ип С Н°, то из (у!) и леммы Титце, ^>п непрерывно продолжается в 

■фп на Г, причем Н^11г\я;_, <е„+|/2п+3. (4)Пусть
В силу Леммы 8 имеем (A’n+i U Уо)° = wn+1 U Ип° и

( 9п на Ип°,
4>п = <I/ на wn+(.Поэтому, <рп 6 ^о(Яп+1 U И»), Аналогично, существуют открытая окрестностьИ-n+i лля £?n+i U Vn и 0п+| 6 J’fIVn+i) такие, что

llÇOn - Jn+lIlE.+iUy» < Еп+2/2П+4.
Имеем llffn+1 “ /Ця.+|\я; < £n+j/2n+4,

Ibn+i -<?п||и. <£n+2/2n+4.'



Касательная аппроксимация на замкнутых множествах. ■ . 31Поскольку |0п-ц -0п| < Ьп+։ - Рп| + |^п -/I + |/-0п|,то из (у!) и (40) получаем1Ьп+1 -0п||в.\н;_1 < 5£п+1/2п+'1.

Имеем, Р'п+1 и Уп С ^+1 П Н°+1. (Существует келдышсвский компакт У„+1 СС И4.+1 П Н°+У, являющийся окрестностью /•'п+1 и Уп.Пусть т> I, х Е Ут и р > д > т. Согласно 0у) имеем р-1 р-1
|0р - 0,1 < £ 1*+1 -0/1 < 5>+а/*+4 < ет+а/2т+4.

>=, /=,Отсюда следует, что последовательность (^п)п>| на Ут фундаментальна. Положим С/ = иуУ/. Отсюда и является открытой окрестностью К и (рп)п сходится к предельной функции д Е ?(У)- Пусть х Е Е.Случай / : Предположим, что х Е Е\. Пусть т > 1 такое, что для п>т

|0п(։) ֊ 0(®)| < €я/24. (5)И меем т|/(х)-0(т)| < |/(։)֊01(х)| + |р1(я)֊^(ч)| + 52|г;(։)֊  ̂+ 1(։)| + Ь‘т+1(х)֊5(х)|.
;=։Из (|у), (1), (3) и (5) получаем

1/(®) ֊ 0(»)I < еа/24 + 5е։/28 + X С>+2/2>+4 + с2/2< < /=а
< Юе2/2։ <£! <е(х). • IСлучай /1 : Предположим, что х ф Е\. Пусть р > 1 такое, что х Е Ер+1 \ Ер.Существует т > р + 1 такое, что для всех п > т

|0п(։) ֊ 0(*)| < €р+2/2р+4. (6)Имеем
|/(х)-0(х)| < |/(х)- 0р+1 (®)| 4 |Рр+д(®) — 0Р+1 (х)|+

т
+ 12 10/ + 1 (Х) - 0/(Х)1 + |0т+|(х) - 0(*)1-з=р+а



Ч. Бенсуда32Согласно (iv), (v), (vi) и (6) имеем
ГП|/(х) ֊ fl(x)| < ер+2/2'>+4 + 5cp+2/2₽+S + Е е>+3/У+4 + £р+2/2₽+'1<

j=p+ï

< 10ер+2/2р+։ <ер+1 <е(х).Отсюда следует, что |/(х) - д(х)| < е(х) для всех х е F. Соответственно, F допускает касательную аппроксимацию.Следуя предыдущему формализму, имеемСлучай / : если пара (/п,/՜) идентифицируется с (<$о,<$с), получаем
b => а => е.

Случай II : если пара (Т'п.Т՛) идентифицируется с (7in,7f), то d => с => /.

ABSTRACT. The characterization due to Keldysh and Deny in IRm of compact sets allowing uniform harmonic approximation was obtained in an axiomatic setting by J. Bliedtner and W. Hansen both for continuous supcrharmonic functions and for harmonic functions. The local nature of this description allows extention to closed sets where uniform harmonic approximation is locally possible. We also investigate tangential approximation using arbitrary continuous weight. The equivalence of the possibilities of local uniform approximation and of tangential approximation is obtained for certain closed subsets called “chapelets”. A topological characterization of the chapelets is given.
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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Известия Няпиональной Академии Наук Армении. Математика, 
том 29, №1, 1994

В статье рассмотрены некоторые классы субгармонических функций, 
обладающих неотрицательными гармоническими мажорантами в по
луплоскости после применения оператора дробного интегрирования 
Вейля. Найдены представления типа Рисса и полное описание роста 
этих функций, которые, по существу, описывают все субгармониче
ские функции, чьи вейлевские пер"''образные имеют неотрицательные 
гармонические мажоранты в полуплоскости.

*

§0. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей статье методы [1] использованы для нахождения полного описания 

роста, а также представлений некоторых классов субгармонических функций, 

имеющих неотрицательные гармонические мажоранты в нижней полуплоскости 

(7^՜) = {«: Imz < 0} после применения оператора дробного интегрирования 

Вейля
1lV“u(z)=—-г/ (y-t)°՜' u(x + it)dt, z = x + iy, a > 0.

1 J-oo
Выбор рассмотренных классов субгармонических функций обусловлен удобством 

применения этого оператора и его обращения. Необходимо наложить ограниче

ние на поведение |u(z)| на бесконечности, чтобы обеспечить субгармоничность 

РИ՜“ u(z) в если субгармонична в функция u(z). В этом смысле описа

ние роста и представления типа Рисса, данные в этой статье, по существу полно

стью описывают все субгармонические функции, чьи вейлевские первообразные 

имеют неотрицательные гармонические мажоранты в полуплоскости. С другой 

стороны, в статье содержатся усиления и распространения результатов [2 - 4] 

на субгармонические функции, а также указан путь, по которому все утвержде

ния теории факторизации и граничных свойств классов голоморфных функций 
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обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости, построенной в [2 — 12], могут 

быть распространены на субгармонические функции.

§1 . ПОТЕНЦИАЛЫ ТИПА ГРИНА ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ

В представлениях типа Рисса для субгармонических функций, установленных в 

дальнейшем, использованы потенциалы типа Грина для полуплоскости, сходя

щиеся для широких классов борелевских мер, ассоциированных с субгармониче

скими функциями. Ниже мы вводим эти потенциалы и исследуем некоторые их 

свойства.

1.1 Предварительно приведем некоторые определения и утверждения. 

Определение. Пусть и(ж) - функция, измеримая на любом луче 

{* = х - 1а”. - оо < г < 4-оо, 0 < а < +оо). Тогда ц(ж) £ Мр (0 < 0 < +оо), 

если существует угловая область Л(бо, Ло) = {■»: |агв* + < б0, |«| < Яо)

(О < «о < |, Л« > 0) такая, что 
г+оо .

вир / о^՜'|и(я - :<т)|Жг <+оо (1.1)
«ек Л

для любого компакта К. С Л(бп, Ло).

Ограничение и(ж) £ Мр, по существу, представляет из себя условие убывания 

|и(я)| на бесконечности, удобное для применения оператора Вейля (см. также 

[7, 13]. В частности, вводя в рассмотрение обратный оператор 

др , чIV“ и(ж) = — РУ֊(р_“)и(ж), х = х + 1у, 0<р-1<а<р, 

можно доказать следующую лемму.

Лемма 1.1. Пусть и(ж) субгармонична в и пусть и(я) 6 Мр для какого- 

либо натуральною р. Тогда для любого а £ (0, р] :

Iе. IV՜“ и(в) непрерывна и субгармрнична в I
2е. 1У“И'-“и(я) = и(я), ж £ &(-). (1.2)

Доказательство. 1°. Поскольку и(ж) £ Мр, то интеграл W՜a и(я) абсолютно 

сходится при любом ж £ По той же причине, для фиксированной точки 

= хц + *Уо 6 интеграл

/ <га-1|и(*-»<г)|а<7, |ж֊ж0|<^,
2 
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сколь угодно мал, если М > 0 достаточно велико. С другой стороны, можно 

убедиться в том, что для любого конечного М > 0 интеграл

Гм/ сг°՜ 1 |и(г — *0՜)| <1а
Уп

является непрерывной функцией в точке х = ։о- С этой целью можно использо

вать, например, риссовскос представление и(з) в произвольном круге, содержа

щемся вб7<՜) и содержащем прямоугольник {х-иг: |х-хо| < |уо|/2}. О < а < М. 

Отсюда следует, что IV՜“ и(х) непрерывна в Неравенство между IV՜՜0 и(х) 

и его средним .значением легко получается изменением порядка интегрирования. 

2° следует из результатов работы (7) (см. Замечание после Леммы 1.2).

1.2 . Рассмотренные ниже потенциалы типа Грина построены с. применением 

произведений типа Бляшке для введенных и исследованных в [2,4]. Эле

ментарные факторы такого произведения были определены по формуле

При этом оказывается, что Ьо (Ьо(г,С) = ——голоморфна в С^՜) и обраша- 
V (*-<)/

ется в нуль только в точке < = < + и/ 6 С^~\ где имеет нуль первого порядка. 

Кроме того, при любых г,(£

и этот интеграл неотрицателен при а > 0.

Лемма 1.2. Пусть р(£) - неотрицательная борслевская мера в удовлетво

ряющая при некотором а > 0 условию

/7 Ы'+а^(С)<+оО (( = < + й/). (1.5)

Тогда потенциал типа Грина

= 1ой|60(г, С)| с<։/«) (1.6)
л/с<-)

является функцией, сучергармонической в &(՜).

Доказательство. Пусть ро < 0 любое число, и пусть г 6 = {г: 1т г < 
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< р0}. Тогда, применяя (1.4), легко можно проверить, что для любого < G G՝"l\ 

\G,7/2 имеем 1>°к1М*.С)Н — Ca.to Ы*+“> где Са։Рв > 0֊ константа, зависящая 

только от а и рп- Отсюда следует, что

/«.*,(*) = - /7 . , , 1о8|Ьв(л,С)|^(С)

является гармонической в Gp^ функцией. Для рассмотрения оставшейся части 

/„(г), напомним (см. [4]), что функция

t/e(*,0 = log|6e(i>C)|-log|6o(x,OI (1.7)

гармонична в G^“l и представима в виде

(1.8)

есть постоянная, а другие слагаемые - суть гармонические в функции. 

Легко проверить, что при любых х 6 Ср^ и С, 6 С^у2

та dr
(й - »< - т)։+° <с;1/,он1+о, (1.9)

где С'а рп > 0 - постоянная, зависящая только от а и ро. Для оценки оставшеюся 

слагаемого из (1.8) обозначим

и рассмотрим в отдельности случаи |ij| > 2|у| и |ij| < 2|у| (С = £ + irj G G^2 

* = х + iy G Gp„^). Если |»/| > 2|y|, to
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где, очевидно

<1<т . I
(1+<т)‘+“ °й (1-12)

С другой стороны, обозначая

имеем |ш| < I тогда и только тогда, когда а > 

то |(1 -ы)“ - 1|/|ш| < Ма < +оо. Поэтому

— 2. К тому же, если |а>| < 1,

< 2МО < с"Ра И (113)

<С’",и |ч|1+°-

Если |ро|/2 < 1п1 < 2|1/1 • то 1Ш1 < 1 ПРИ любом а > 0. Тем самым

< 2Ма < с':\ра М

Используя (1.8) ֊ (1.13) и последнюю оценку, получаем

Щ<)1 < с՝а1Ра м1+о, г е е (£>„

где С’рц > 0 - постоянная, зависящая только от а и рп- Следовательно, из (1.7) 

и (1.5) имеем

га,рв = - II , 1о8|6оис)|МО =
■ЛУс);л

= 1ок|6о(г’ 01^«)- // "•М'МО.
*»о/։ ^гв/ч

где последний интеграл абсолютно и равномерно сходится в а /Х,р0(2) 

супергармонична в поскольку является суммой обычного потенциала Грина 

и функции, гармонической в Отсюда следует нужное утверждение, так как 

/о(г) = 1а։Рв(х) + /„1Ро(г) при любом ра < 0.
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Лемма 1.3. Пусть ։/(£) - неотрицательная борелевская мера в удовлетво

ряющая условию (1.5) при некотором а > 0. Тогда потенциал типа Грина (1.6) 

имеет следующие свойства :

1®. /«,(*) € Мр при любом Р £ (0,1 + а).

2®. W~ala(z) непрерывная супёргармоническая функция в G^՜^

W-°la(z) = - [[ №-а\о&\Ьа(я,С)\4и(С)>0, zEG^, (1.14)
JJgI-I

где интеграл равномерно сходится в любой полуплоскости G^ (р < 0) и 

r+oo J.
/ W-aIa(-it)- <+оо. (1.15)
Ji 1

3®. W~aIa(z) представима в виде обычного потенциала Грина : » ""

W-°W = -J/oi } log |Ьо(». 01^0«), *£ &-'>, (1.16)

где v„(<) - неотрицательная борелевская мера, удовлетворяющая (1.5) при a = 0. 

Доказательство. 1®. Пусть р() < 0 и z = х + iy G Полагая, что 

a < ft < Г+ а, обозначим

1=1 tr^'dall |log|M*֊‘‘’-1C)ll‘MO= f /7

Jo JJg(-) \JJg<-)\g<-> JJg<-> )
x Qf 1 log |6о(з - »a,Oildag dv(Q) = Z։ + I2 (1.17)

и оценим li и по отдельности. Применяя (1.3), получим

r r /■Ini г+°° /тй~1 Агт
'՛(М-Л)н-=
= /+” Ц |„|Д d„{(։} I1 о-HI)՞ а <

<С(а,Р,р0) (I |»y|։+“d*z(C), (1.18)

где С(а,Р,ро) > 0 ֊ постоянная, зависящая только от a, Р и ро- 

Далее, положив

/а= II I |log|ba(*֊։a>C)|| d<r+
JJn^ ' J|n|

+ JJel_}dl/(C) Jo <^՜1 |i°glM*-»ff><)ll d<? = Ji + Ji (119)
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и снова применив (1-3), получим

1 Ла

«МО- (1.20)

Для оценки Л воспользуемся представлением

Р"՜ ‘ | /
>ов1М*.с)1 = Е^тт^ 

*=0 ՝ ՝
/•Ы

— Ке / ------
Л (»«-

полученным из (1.3) интегрированием но частям. Имеем

1 
а — к

ГМ Т°֊РЛг

о Пу1 - 1п1 + °՜ + г|

/•1л! та 4Т
+ Л (|у| + |»?|-т + <7)

При любом у 6 (0, а]

(т^ 1 (1(т = К1 4" К 2 4՜ (1.21)

Отсюда заключаем, что

'1’,1 а& 1 Ла
о

о

р-1 (а- к,Р,р0)
а — к к=0 б!

(1.22)

С другой стороны

(1.23)н1+о <мо-

Теперь заметим, что Кг = ^.(-1 £(п)<М<), где

/ о՛5՜1 Ла 
О

г"-’’ Лт

и 1|у/ч1 -1+0’1 < 1. Нетрудно видеть, что /•,(»;) < С1У/(а,Р) < +оо, и для К2 

имеет место оценка типа (1.22) - (1.23). Следовательно, по (1.21), Л < 
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< Су{а,Р,р0) JTGt-) |»?|1+о dv((,). В силу (1.5) и (1.17) (1.20), мы имеем

1 < С*(а, 0, р0) [[ |п|1+° < +оо,

где С'(а, 0, ро) > 0 постоянная, зависящая только от а, 0 и ро- Это очевидным 

образом доказывает включение /о(х) 6 Мд (а < 0 < 1 + а) и равенство в 

(1.14), где интеграл абсолютно и равномерно сходится в Gp~\ Далее, доказанное 

включение верно также для любых 0 G (0,1 + а), поскольку, очевидно, что 

Мд, С Мд, для любых 0\ > 02. Неравенство в (1.14) справедливо, так как 

интеграл в (1.4) неотрицателен. Согласно Лемме 1.1 W՜“ 1а(*) непрерывна 

и супергармонична в поскольку /о(х) G Мр (а < р < 1 + а). Для 

доказательства представления (1.16) заметим, что в силу (1.14)

<р(у) = Г(1 + a) J |lV-Q/a(z + iy)| dx =

= х Jf d,(0 [м (H - |i|)° dt Mzl P°° - =
JJgi-i J-m * J-oo (®-<r + (lvl -4)

= x// «MO/ (bll - |t|)° sign (|y| — t)dt < 
JJcA-ï J-|n|

<7^֊// Ml+“^(0<+oo

при любом y < 0. С другой стороны, <p(y) —»՝0 при y —* -0. Поэтому, используя 

результаты [1, 14], приходим к представлению (1.16), а последнее рлечет (1.15).

Замечание 1. Соотношение

1 /->”1^-“log|60(z,<)| = — / г“֊* log|50(z, С+ ir)|dr, z,CGG<-), о > 0, 
1 (“) Jo

является простым следствием (1.4). Используя его, в некоторых специальных 

случаях можно найти явные представления для меры ։/о(£) из (1.16). Можно 

доказать также аналогичную теорему для факторов типа Бляшке М. М. Джр- 

башяна [15, гл. IX]. Применяя формулы (3.4), (3.9), (3.10) и (3.28), приходим к 

равенству

H-“D֊“log|Xe(x,OI = log Аа dx,

которое справедливо для всех а > 0 и G D = {г: |к| < 1}.
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§2. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

С НЕПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ВЕЙЛЕВСКИМИ

ПЕРВООБРАЗНЫМИ

Рассмо тренные ниже классы субгармонических функций являются обобщениями 

исследованных в [3] классов голоморфных функций обобщенно-ограниченного 

вида в полуплоскости.

Определение. Обозначим через зо (0 < а < +оо) класс субгармонических в 

Ct՜) функций u(z), удовлетворяющих условиям

(I) u(z) е МР для целого р £ [ar, 1 + а),

(11) lV-“u(x)<0, zGG’(-), .

(Ill) ассоциированная мера u(z) обращается в нуль в окрестности бесконеч

ности,

(IV) если а = р > 0 - целое число, То 

г+оо ».
/ - > -оо.
•и *

2.1. Пашей целью является нахождение представлений типа Рисса для функций 

этих классов.

Лемма 2.1. Если u(z) Е sa (0 < а < +оо), то Ассоциированная мера v(Q) этой 

функции удовлетворяет условию (1.5) и

“(’) = //., ,log M*X)I ^«) + u.(x), z G G<->, (2 п
J J Ct՝ '

где u.(z) -- гармоническая функция из з„.

Доказательство. Пусть а > 0, и пусть D ограниченная область такая, что 

D С G՝՜՜). Тогда функция

uv(։) = u(z) - log |6O(z, <)| dp«)

является субгармонической в и гармонической в О, и по Лемме 1.3 

"D (z) 6 Мр. Отсюда и из Леммы 1.2 имеем

IV֊“uD(z) = JV֊“u(z) - £ W֊° log|6a(z,C)| dp«), z e G’(֊), (2.2) •
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и, следовательно

^-“udW 1о<5 IM*՛ 01 <М0 = Vb (*),

где, в силу Леммы 1.3, Vq{z) неотрицательная супергармоническая функция.

Используя представление (1.16), получаем

sup [ [lV_“uB(x + ։j/)] + dx < 2т [[ |rç| dva(Ç) < ‘+oo. 
y<oj-oo JJg(-)

Тем же путем легко показать, что

/+°о 
[Р7_<։ио(х + ։j/)]+ dx = 0. 

ОО

Следовательно, по Теореме 1 из [1] lV““u/j(x) < 0 в G^ (см. также замечание к 

этой теореме). Применяя (2.2), получаем Vb(x) < — ИИ~“и(я), z G Однако, 

мера ։/«) исчезает при достаточно больших |Ç|, т.е. при |<| > R,. Поэтому, 

используя (1.4), получаем

- > >- JL С е °* *

Исчерпывая G<~) конечными областями D, приходим к (1.5). Далее, определяя 

«.(х) по формуле (2.1) и используя Лемму 1.3, получаем, что u.(x) G ва. Для 

завершения доказательства остается заметить, что наши утверждения очевидны 
„ ՛< при а = 0.

2.2. Перейдем теперь к доказательству основной теоремы о параметрических 

представлениях классов вп.

Теорема 2.1. Класс за (0 < а < +оо) совпадает с множеством функций, 

представимых в виде

^=JL ) ^)՜

_ Re exp (_(£(,+ ,,))£° (Д'‘,(‘,\д. (2.3)
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где г Е , - неотрицательная борелевская мера \ обращающаяся в

нуль в окрестности оо и такая, что

/[ |1/пС|։+° <ЧС) <+°о, (2.4)
л/с։-)

а р(1) - неубывающая функция такая, что

Г*“ ■мч , .ТТ|^ < +“' <2։>

Доказательство. Пусть и(з) е за (0 < а < +оо). По Лемме 2.1 ассоцииро

ванная мера н(х) удовлетворяет условию (2.4) и и(я) представима в виде (2.1), 

где ц.(я) е за - гармоническая функция. По Теореме 4 из [13], и.(х) может быть 

записана в виде последнего интеграла (2.3), где р(1) удовлетворяет необходимым 

условиям. Обратно, пусть и(г) представима в виде (2.3) (2.5). Тогда по Тео

реме 4 из [13] последний интеграл в (2.3) - гармоническая функция класса за. В 

то же время, по Лемме 1.3 первое слаг&мое правой части (2.3) является также 

функцией из за. Отсюда, ц(з) 6 за.

Замечание 2. Воспользовавшись Леммой 1.3 и формулой (11) из [13], заключа

ем, что, если и(г) € за (0 < а < +оо), г = х + ։у £ С^՜), то

(2«)

где у«) и д(4) - меры из представлений (2.3) - (2.5). В силу (1.16)

ИГ-ф)= [[ 1о8|60(ж,С)| ^а«)+ | Г” я. (2-7)
*У-«, (а; - I)2 + у2 ' ՛

где з = х + »у 6 £<-), .’^(С) - некоторая неотрицательная борелевская мера в 

удовлетворяющая (2.4) при а = 0.

Замечание 3. Введем класс £о (0 < а < +оо) как множество тех функций, 

субгармонических в <?<՜), которые представимы в виде разности двух функций 

из за. Очевидно, За совпадает с множеством тех функций и(я), субгармониче

ских в чьи вейлевские а-первообразные представимы в виде (2.7), с мерами 

"«»(С) из определенных классов, а р(1) - суть разность любых двух неубывающих 

функций, удовлетворяющих (2.5). Это представление, очевидио, описывает под

класс функций, субгармонических и имеющих неотрицательные гармонические 

мажоранты в



О некоторых классах субгармонических функций 45

§3. РОСТ ФУНКЦИЙ КЛАССА Sa

3.1. В этом пункте нашей целью является доказательство следующей теоремы.

Теорема 3.1. 1°. Класс. Sa (0 < a < +оо) совпадает с множеством тех функций 

u(z) е Мр (a < р < 1 + а), субгармонических в которые удовлетворяют 

условиям
liminf֊ [ |lV_ou[Re-,e)| sin 0 d0 = О, (3.1)
R—+оо К Jq

ГЛ dz
liminf liminf / 11V “u(® + ։j/)| — < +oo (3.2)
Я-+0О J/—-0 J_R 1 1 + |a;|։+e-P ' 7

и ассоциированные меры которых обращаются в нуль в окрестности оо.

2°. Если u(z) G Sa (0 < a < +оо), то существует

Кт |W'-eu(rtc-’*)| sin0d0 = O. (3.3)
К—4-00 R Jn 1 ' 7| 4 7

Функция p(i) в представлениях (2.3) (2.4) и (2.6) - (2.7) может быть найдена 

из соотношений

д±(4)= Кт [ [И'-ои(® + ц/)]± Их, -р(1) =р+(1)-р-(1), (3.4)
V-*-0 за

где д±(<) неубывающие функции, удовлетворяющие условию (2.5). Если д±(1) 

найдены из (3.4), то для любого сегмента [а, 6] С (—оо, +оо) и для любой функции 

д(х), непрерывной в [а, 6]

Гь + Гь
Кт / [М/-“и(® + ։у)] д(х)Лх = д(х)<1ц±(х). (3.5)

И~‘~и3а За

Кроме ТОГО

Кт Г՞՞ [И'-“и(® + чО]± 7---- ГП+-----= • (3-6)
«—°7֊оо 1 + |г|‘+о-Р А«, 1 + |х||+“-р 1 ;

Замечание 4. Очевидно, что, если и(з) £ (0 < а < +оо), то и(з) € за тогда

и только тогда, когда по какому либб из соотношений (3.4) (3.6) р֊(1) = О 

(-со < I < +оо). Если р±(4) = 0, го и(к) является потенциалом типа Грина.

3.2. Для доказательства Теоремы 3.1 мы используем следующую лемму.
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Лемма 3.1. Пусть а > 0 - любое число и ф) G Мр fa < р < 1 + а) - 

функция, субгармоническая в и удовлетворяющая условиям (3.1), (3.2). Если

ассоциированная мера </«) функции ф) обращается я нуль при |<| > Я., то ф) 

подчинена услонию (2-4).

Доказательство. Пусть р < 0 любое число. Тогда функция

[/ф) = ф) - // log |6ф> e)| dis(s) 
JJgi-)

гармонична в Gp \ Пр(г) 6 Мр и 
i

W~°Up(z) = W~° ф) - ) W-° log |6ф, s)| d^s)

также гармонична в Gp՜^ (по Лемме 1.3). Составив разность двух пуассоновских 

представлений W~°l/P(z) для Gp \Яо) = {« G Gp՜^: |z| < Ro} и Ор~\я) 

(R > Но > Я.), приходим к равенству

[[,, (',.»('.«) - *֊(•) = ^1 и'՜““«) «I-
JJg{~‘ Jog՝~'(R) dn

-֊ / . . w<-au(c)9^,z) 1Ф, хес(-)(Яо), (3.7)

где

'».*(։< s) = ± /. W֊° log MG я)| |d(| (Я = Яо, Я)

И ffp.flo, <?р,я - функции Грина (^(Ro) и G<‘p~\r). Отсюда заключаем, что 

/р,я(«> s)-Jp,r0(z, s) > 0 при z G Ср-\Яо) и в G G^“\ поскольку IV՜“ log |6в«, з)| 

субгармонична в G^՜) при любом фиксированном з 6 G^“\ Предположим теперь, 

что Я и Яо (Я > Я« > Я.) таковы, что

/ |lV-0U(fie-‘e)|sin6^<+oo (Я=Яо,Я). 
Jo

В силу Лемм 2.1 и 2.2 из [1], правая часть (3.7) ограничена на некоторой 

последовательности р = pn f 0. Следовательно, по Лемме Фату

I , 1lim ‘^[^.«(г, s) - Ip^z, s)] di/(s) < M(z) < +оо, 
JJGi;' P—-a
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где М{г) > 0 - постоянная, зависящая только от ։, Ro и Ft, а ро < 0 имеет 

достаточно малый модуль. Устремляя р0 —» -0, получим

[[ lim inf [1P։h(z, s) - /Р,яп(։,в)] di/(s) < M(z) < +oo. (3.8) 
JJcA-l f—0

Однако, при любом R > 0 существует

р—-о 2x։ J8g։-)(r) 1а ~2 ч~*

֊■Ла—7֊ + Д2—7= = ֊1т г/. , < / (lImsl - 1*1)“ Jn(t, *) di,

где (см. (1.4))

1 f 1
2»։ JaG<-)(R) С - (Нея + H)

1 z z
~ R2-Qz + R2֊Qz dQ.

Вычислив этот интеграл и возвратившись к (3.8), приходим к оценке

(га+‘)+
где М(—։уо) > 0 зависит только от у0 (֊Я. < Уо < 0) и Л, Ло. Взяв Л достаточно 

большим, получаем, что т/(С) удовлетворяет условию (2.4).

3.3. Доказательство Теоремы 3.1. Пусть и(г) 6 М„ ֊ субгармоническая 

функция в С7<՜), удовлетворяющая условиям (3.1), (3.2) при некотором а £ 

€ (р - 1,р], и пусть ассоциированная мера р(^) обращается в нуль в окрестности 

бесконечности. Тогда р(<) удовлетворяет условию (2.4) согласно Лемме 3.1. 

Поэтому функция

u.(z) = u(z)- ff log|b0(։,C)| dp«)
(3-9)

гармонична в G’(՜). В силу Леммы 1.3, u.(z) е Мр и 

IV~“u.(2) = W-nu(2) PV-“log|tQ(z,C)| dp(Q
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является гармонической функцией в (?(-). Эта функция удовлетворяет условиям

(3.1) и (3.2), поскольку легко проверить, что

w-aia{z) = ~JJ w-eiogM>,<;)| dv(O

удовлетворяет этим условиям. Более того, пользуясь представлением (1.16), 

можно показать, что

lim Г W-Qla(Re~ie) sin 0 dO = 0 (3.10)
Л—+оо К Jfj

И

lim / Wala(x + iy)dx = 0. (3.11)
V՜* " J—оо

Тем самым, по Теореме 1 из [!]•

= I/7 (^777' ’ = (3.12)

где p(t) мера, определенная из соотношений (3.4) и удовлетворяющая условиям 

(3.5), (3.6). Вдобавок, очевидно, что справедливо (3.3). Применяя к (3.12) опера

тор Wa и используя результаты из [13], получаем представление вида (2.3). Из 

Теоремы 1.1 заключаем, что и(я) G Яо. По Замечанию 2, W~a и(я) для любого 

u(z) G Sa представимо в виде (2.6). Отсюда следуют соотношения (3.3) и (3.6), 

если использовать (3.10), (3.11) и Теорему 1 из [1].

ABSTRACT. The paper considers some classes of subharmonic functions 
possessing nonnegative harmonic majorants in a half-plane after the 
application of Weyl’s fractional integration operator. Representations and 
complete characterization of the growth are found. In some natural sense, 
the growth characterization and the Riesz type representations which are 
found, completely describe all subharmonic functions Weyl primitives of 
which have nonnegative harmonic majorants in a half plane.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КОММУТАТОРОВ*
М. И. Карахаяян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика,Том 29, №1, 1994
В статье получены асимптотический вариант теоремы о коммутаторах для широкого класса топологий и некоторые обобщения Теоремы И. Капланского для С*-алгебр.

1. Пусть НЦШ) - банахова ал|-ебра всех ограниченных линейных операторов, действующих на комплексном гильбертовом пространстве Ш. Классическая Теорема Фугледа устанавливает, что если оператор х 6 В£(Ш) коммутирует с нормальным оператором а 6 то он коммутирует и с сопряженным а*(см., например, [1], стр. 337). Путнаму принадлежит следующее усиление : если а| и а] нормальны и а, г = ха2, то а^х — ха?. Как отмечает П. Хал мош (см. [2], стр. 294), Теорема Путнама сводится к Теореме Фугледа при помощи "трюка /О х\ п с и I о р )• Подобный прием позволяет заменить нормальность Д] , Дз субнормальностью 01, а, (см. [3]). Имея в виду эти приемы, мы в дальнейшем не будем останавливаться па обобщениях такого типа.
Я|
О

Берберяна” - рассмотрения операторных матриц

Теорема Фугледа сохраняется в асимптотическом варианте : если рассматривать операторы х, для которых ||х|| < 1, то из малости коммутатора [а,г] = ах - ха 
при нормальности а вытекает малость [а*, х] (см. [4], [5]). Перечисленные результаты используют унитарную структуру пространств, где действуют операторы, иначе говоря, тот факт, что эти операторы содержатся в (7*-алгебре.В ином ключе Теорема Фугледа обобщалась в работе Е. А. Горина и М. И. Ка- раханяна [6]. Основной результат этой работы можно сформулировать так.Пусть а, 6, х элементы банаховой алгебры Л с единицей. Предположим, что 



Асимптотические свойства коммутаторов 51[а, 6] = 0 и || ехр(йа)|| = о(|*|1/а), || ехр(։Ч6)|| = о(|*|*/’) при |*| — оо, I Е Ж. Если при этом [а + ։Ь, х] = 0, то [а, х] = [Ь, х] = 0. Ясно, что Теорема Фугледа вытекает отсюда, так как в этом случае ||ехр(йа)|| = ||ехр(։16)|| = 1 для всех 
I 6 Ж. В работе [6] дан и асимптотический вариант в этом контексте. Дальнейшие обобщения приведены в работах автора [7], [8]. Наконец, в работе [9] Е. Л. Горин привел пример алгебры А и такой пары элементов а, Ь Е А, что || ехр(Йа)|| = ||схр(Й6)|| = О(|4|1/2), элемент а + ։6 Е И(А) (центр алгебры Л), однако, а-։Ь £ %(А), тем самым, показав точность показателя 1/2. Эта работа и явилась толчком для написания настоящей статьи. Вместе с тем, Е. А. Гориным было отмечено (см. [6]), что сохраняя условия [а,6] = 0 и ||ехр(йа)|| = о(|*|'/’), достаточно предположить, что Бр (6) С Ж (спектр элемента Ь в А). Простейший вариант приводимой в [9] теоремы состоит в следующем. Пусть 3 семейство элементов банаховой алгебры А и Ь Е А. Предположим, что [а, 6] = О для всех а £ 3 и, что, кроме констант, нет целых функций /(А), для которых |/(А)| < С/|О||ехрАа||2. Если [а — 6,х] = 0 для всех а £ 5, то [6,х] = 0. Более полно, в этой теореме вместо ехр А используются другие целые функции; условие [а, 6] = О снимается (за счет естественных дополнительных предположений), и пространство функций /(А) может быть нетривиальным. Доказательства в [9] основаны на классических алгебраических тождествах. При этом конкретные результаты, подобно вышеназванным теоремам, получаются со ссылкой на Теорему Фрагмена-Пинлелефа или родственные факты.В настоящей работе, применяя упрошенный вариант рассуждений из [7], [8], получен асимптотический вариант теоремы о коммутаторах для широкого класса топологий, а также получено некоторое обобщение Теоремы И. Капланского ([10], [11]). Некоторые подобные результаты содержатся в [9].
2. Некоторые алгебраические и аналитические тождества. Значительная часть приводимых ниже обозначений и фактов касается ряда Кемпбелла- Хаусдорфа и взята из [9] (см. также [12],[13]). Рассмотрим комплексную банахову алгебру А с единицей. Норма А удовлетворяет условию ||х • у|| < ||х|| • ||у|| для всех х, у £ А и ||П|| = 1.



52 М. И. КараханянОбозначим через Der (А) множество (непрерывных) дифференцирований алгебры А, т.е. линейные (непрерывные) отображения D : А —» А, для которых /J(x,p) = (Dx)y + x(Dy). Тогда Der (А) - Ли-алгебра относитульно скобки [Dj, £>2]. При а е А положим ad (а)х = [а, х]. При этом очевидно, ч то ad (а) G 6 Der (А). Если наделить А структурой алгебры Ли по скобке [х.р], то из тождества Якоби получается, что а к-* ad (а) есть лиев гомоморфизм в Der (А), i ’ .Следовательно, ad (р(х։,..., xn)) = p(ad (х։),..., ad (хп))для каждого полинома Ли р. Кстати, нетрудно видеть, что Sp (ad (а)) С Sp (a)-Sp (а) (более подробно см. [12], [13]).При фиксированных х, у Е 4 и А £ С рассмотрим векторнозначную целую функцию А ь- (ехр Ах)(схр Ар). Если, например, ||х||, ||рЦ < | log2 и |А| < I, то (ехр Ах)(схр Ар) G ехр(Л) (см. [12], стр. 193). Если е > 0 достаточно мало (это существенно), то (ехр Ах)(ехр Ар) G ехр(А), и существует такая голоморфная функция Л(А) со значением в А, что Л(0) = 0 и (ехрАх)(ехр Ар) = ехрЛ(А). Эта функция этими условиями однозначно определяется. Представляя Л(А) рядом 'Гейлора в окрестности нуля, имеем
ОО(ехр Ах)(ехр Ар) = ехр(£ A*it(x,p)). (1)

' *=1Ряд справа в (1) есть так называемый ряд КемпбеллагХаусдорфа в форме Дынкина (см., например, [12], стр. 181 или [13]). Его коэффициенты х*(х, р) - однородные лионские полиномы степени к. В частности, *i(x, у) = х+р, г3(х, р) = = *з(х,у) = Tä{[®,[яг,S/]] + [y,[v,®]]}> *4(х,р) = -^[®,[р,[։,р]]] и т.д.Легко нидеть, что я*(р,х) = (-1)*~։х4(х,р). (Согласно Теореме 2.5 из [9], при каждом п > 1 существуют такие однозначно определенные симметричные полиномьь wn,t = шП1<!(х, у), 1 < k < п такие, что Wn,4 G An“k и пхп - рп = У2(-1)*ШП1*(х, р)я*(х, -р), (2)
*=1

глс W = т^Ьг-Напомним одно определение, касающееся степенных рядов (см. [9]), которое нам понадобится ниже.



Асимптотические свойства коммутаторов 53Сверткой Шура степенных рядов ^(А) = апХп и V>(A) = J2“ 0пХп называется степенной ряд (^♦V’)(A) = J2” ТпАп, где 7n = nlan0n, а ап, Дп - комплексные коэффициенты. Относительно свертки Шура степенные ряды образуют ассоциативную коммутативную алгебру над полем С с единицей е(А) = ехрА. Имеют место следующие формальные соотношения :* V>)(A) = ¥>(A^)V>(£) 1f=o= le=o ■
Если степенной ряд <p представляет целую функцию экспоненциального типа < а, и V» - аналитическая при |А| < р, то <р ♦ 0 будет представлять функцию, аналитическую при |А| < £.Ниже мы считаем фиксированной банахову алгебру А и непустое подмножество 
S С А. Кроме того, считаем, что хотя бы одна из двух целых функций <р(Х) и V'(A) является функцией нормального или минимального экспоненциального типа. При а 6 А обозначим через Ev(a) совокупность всех целых функций /(А), для каждой из которых |/(А)| < C/||^(Aad (а)|| при всех А 6 С. Такие функции образуют линейное пространство относительно поточечных операций иinf{C/ : для которых |/(А)| < C/||y>(Aad (а)||}задает банахову норму на Ev(a). Пусть EV(S) = fl{Ev(a) : a G S}. Если <p(X) = = exp А, то вместо E^(S) мы будем писать E(S), что инвариантно относительно сдвигов.3. Сохраняя введенные выше обозначения, отметим на А локально выпуклую топологию т со следующими свойствами : отображение (А, || ■ ||) —»(А, г) непрерывно ; умножение раздельно г - непрерывно. В частности, этими свойствами обладают стандартные топологии в алгебрах операторов. В 'Геореме I будем предполагать, что множество S конечно, и ф такая функция нормального экспоненциального типа, что V»(^)/(A) |д=о= 0 для всех / G EV(S).Теорема 1. Для каждой окрестности нуля U в топологии т существует такая окрестность нуля V и гой же топологии и такое п, что если ||ж|| < 1 и [3t(a, -6), i] £ V при всех I: < п и а£ S, (6)) G U-Для доказательства 'Георемы 1 нам понадобится следующая очевидная



54 М. И, КараханянЛемма. Пусть А - полное метрическое пространство с метрикой (1; А։,... ,Ат - 
компакты в А и К : △ -» Н<+ - такая непрерывная функция, что А |п~,д,= 0. 
Тогда для каждого е > 0 найдется такое 6 > 0, что если д«, Д;) < 6, I < » < тп, 
то < е.Доказательство Теоремы 1. Пусть д - непрерывная полунорма на (А,т) и Е > 0. Мы должны указать такие V и п, что ^)(ас! (6))®] < £, если ||х|| < 1 и [**(“! —Ь)> х] £ У ПРИ < п, а 6 5. Не ограничивая общности, можно считать, что д(х) < ||х|| лля всех х € А. Далее, требуемое неравенство будет иметь место, если установить, что |0((у>♦ ф)(аЛ (6)х)| < £ для каждого линейного функционала 
0 на А, подчиненного условию |0(х)| < ?(х) для всех х 6 А. Именно это мы и будем доказывать.,Пусть где 5 = {а],...,ап}. Пусть А, - замкнутый единичныйшар пространства /^. Зафиксируем конечное р > п, где а - функция типа ф, и обозначим через Е банахово пространство функций, аналитических при |А| < р, непрерывных в замыкании этого лиска, снабженное равномерной нормой. Заранее можно считать, что А,- С А, 1 < ։ < тп, где А единичный шар пространства Г. Далее ясно, ч то А,- компакты в. А. Поскольку р > и, то А(/) = (ф * /)(1) - непрерывный линейный функционал на Е. Кроме того, из условия / 6 следует, что А(/) = 0. Согласно лемме, отсюда вытекает, что |(Ф*Г)( 1)| < £, если найдутся /,• 6 А,-, лля которых |/(А) - /,(А)| < 6 при |А| < г и 1 < » < т. Если положить /(А) = 0(^(Аас1 (&))х), то неравенство |(^ * /)(1)| < £ будет означать, что ■•сорема доказана. Но так как включение / 6 А также можно заранее считать выполненным, то остается только указать такие /,• 6 А,-, что |/(А) - /,(А)| < 6 при |А| < р и 1 < i < тп.Положим /,(А) = 0(р(Аад (а,-))х), тогда /,• е А,-. Пусть р(А) = £“ апАп. Так как <р целая функция, то |оп|1 —» 0. Поэтому найдется такое п, что при всех ։^2^(||а.-||₽ + ||6|П|а₽|<|. (3)р>" гНачальный отрезок ряда /(А) — /,(А) можно оценить при помощи (2). Имеем п(ад (в,))₽х - (ас! (6))₽х = £(-1)*-։шрДад (а,), ад (6))[я*(а,-; -Ь), х]. (4) 4=1



Асимптотические свойства коммутаторов 55Можно считать, что [։*(а,;-Ь), т] принадлежит окрестности нуля V, 1 < » < т, 
к < п. Так как умножение в А непрерывно в топологии г, то правая часть в (4) принадлежит окрестности V. Последнюю же надо выбрать так, чтобы при|А| < Р ■ £OpA₽((ad (*))>-(ad (Ь)П* р<п (5)
Из (3) и (5) вы текает, что |/(А) - /,(А)| < 6, что и доказывает Теорему 1.Замечание. В Теореме 1 5 и Ь фиксированы, а х меняется с сохранением условия ||х|| < 1 (или ||х|| < R < оо) и [я*(а։-;—6),х] е V. Однако возможен и такой вариант Теоремы 1, в котором переменными будут также 8 и Ь. Вариация множества в усложняет формулировку, так как в терминах 5’ осуществляется связь между <р и ■ф- Сделать переменным Ь проще, накладывая дополнительные ограничения на топологию т.Если топология т задается нормой, относительно которой умножение в А совместно непрерывно, то можно считать Ь подобно х меняющимся в пределах фиксированного шара ||6|| < R < оо.

4. Перейдем теперь непосредственно к некоторым обобщениям Теоремы И. Ка- планского. Пусть /?(Л,П) обозначает множество всех 0 G А*, для которых ||0|| = 1 = 0(11). Это множество называется множеством нормализованных состояний на алгебре А. Множество V(a) = {0(a) : 0 € D(A, П)} называется числовым образом элемента a g А. Напомним, что элемент а 6 А называется эрмитовым, если V(а) с IR, т.е. || exp ։ia|| = 1 для всех t G IR. Хорошо известно (см. [14]), что для каждого эрмитова элемента a G А имеет место равенство р(а) = н(а) = ||а||, где р(а) - спектральный радиус, а u(a) - числовой радиус элемента а. Элемент с G А называется эрмитов разложимым, если с = a + ib, где a, Ь эрмитовы элементы алгебры А.

Теорема 2. Пусть А ■ комплексная полная топологическая алгебра, где ло

кально выпуклая топология т на А порождена системой алгебраических полу

норм Q = {<?}, / замкнутый двусторонний идеал в А, и для a, b 6 А имеем ?[ехр(йа)] = о(|/|'/2), ?[exp(it6)] = о(|1|1/2), при |t| -♦ оо и всех q E Q. Если 
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с = а + ib G /, то с* = а - ib G /.Доказательство. Рассмотрим канонический гомоморфизм it/ •. А —» A/I, порожденный двусторонним идеалом I. Тогда A/I - полная топологическая алгебра относительно фактора топологии г/, порожденной семейством полунорм 
Qi = {q, : qCQ], гае qi(*i(x)) = inf{<?(у) : у G "•/(։)}■ Так как 7/(т/(х)) < д(х), 
■го я/ непрерывен. Возьмем произвольный линейный функционал 9 на алгебре 
A/I, удовлетворяющий условию 0(я/(։)) < g/(»r/(®)), и рассмотрим функцию /в(А) = 0[ехр(»«я7(Ь)) ехр(—։iir/(a))], где А = s + it G С. Так как с G /, то функция /в(А) целая. Ввиду того, что д[ехр(йа)] = o(|Z|l/։), g[exp(ii6)] = o(|i|1/J), имеем |/e(A)| < g/[exp(tsx/(6))exp(-։iir/(a))] = о(|А|), и в силу Теоремы Лиувилля /в(А) = const. Значит, = 0, и т/(с*) = 0, т.е. с* G /. Теорема 2 доказана.Теорема 3. Пусть I - замкнутый двусторонний идеал в комплексной банаховой 
алгебре А, и a, b G А - такие элементы, что ||ехр(йа)|| = o(|i|’/2), ||ехр(։1б)|| = = o(|t|։^a), при |i| —♦ оо. Если с = а + ib G /, то с* = а - ib G /.Доказательство Теоремы 3 проводится так же, как в Теореме 2, только в этом случае семейство полунорм вырождается в норму.Следствие 1. Пусть I - замкнутый двусторонний идеал в комплексной бана

ховой алгебре А, и a, b G А есть эрмитовы элементы. Если с = а + »6 G /, то 
с' = а — ib Е I.Обозначим через Н(А) множество всех Ърмитовых элементов алгебры А. Будем говорить, что комплексная банахова алгебра А эрмитов разложима, если А = = W(/l) ф »//(X), т.е. каждый элемент с G А имеет однозначное разложение 
с = а + ib, где a, b Е Н(Л).Но Теореме Видав-Пальмера [15], если банахова алгебра А эрмитов разложима, •го она является В*-алгеброй относительно инволюции с = а + ib —♦ с* = а — ib. Следствие 2. Пусть А эрмитов разложимая банахова алгебра и I - замкну

тый двусторонний идеал в А. Тогда 1 = 1* (идеал симметричен), и А/1 есть 
В*-алгебра.Доказательство. Так как каждый элемент с G А эрмитов разложим, то по Следствию 1 идеал / симметричен.
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Пусть е € О(я-/(П)) и 0/(с) = 0(я-/(с)). Тогда 0/ 6 О(П) и ясно, что У(ж/(а)) С С если У(а) С К, т.е. 1г/(а) 6 Н(А/Г). Так как тг/(с) = я?(а) + »эг/(6), то банахова алгебра А/1 является эрмтитов разложимой относительно инволюции %/(с) = т/(а) + *1Г/(6) —♦ %/(с)’ = к/(а) - *1Г/(6), и, следовательно, является В‘- алгеброй. Следствие 2 доказано.Следствие 3 (И. Капланский). Пусть А естг/ъ В‘-алгебра и I - замкнутый 
двусторонний идеал в А. Тогда идеал / симметричен и А/1 есть В*-алгебра.Было бы интересно получить топологический вариант Теоремы И. Капланского.
ABSTRACT. In this article, an asymptotic version for properties of com
mutators is proved for wide topology classes. As well as some generaliza
tions of Irving Kaplansky’s theorem are proved for (/‘-algebras.
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О НУЛЬ-РЯДАХ ПО ДВОЙНОЙ СИСТЕМЕ УОЛША

К. А. Навасардян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
Том 29, №1, 1994

В работе доказано, что для положительных чисел Етп> удовлетворя
ющих условиям Ет+1,п < Етп < Ет,п-1։ 52“п=О етп = +°°> существует

нуль-ряд по системе Уолша 22“П=О атпИ4п(®)И/п(у)։ с коэффициентами 

|атп| < Етп- Если £”=оЕт0 < +оо и £“_0£=п < +°°> то существует мно
жество Е С [0, 1]г меры нуль, удовлетворяющее условиям :

1. Существует ряд Х2“п=0 агппИ^т(®)И«/’п(у), сходящийся к нулю вне 
Е, с коэффициентами |атп | < етп и а00 / 0 ;

2. Если ряд 52“п=06тпИ/т(а:)И'п(։/) сходится к нулю вне Е и Ьтп = 
= о(Етп)։ то Ьтп = 0 для всех т и п.

Пусть {у>п(*)}^о ' произвольная ортонормированная система. Ряд апу>„(*) 

называется нуль-рядом по этой системе, если £2°°_0 ®пРп(*) = 0 почти всюду и 

Е“о1‘п| > о.

Первый пример тригонометрического нуль-ряда был построен Д. Е. Меньшовым 

в!916 (см. [1]). В работах разных авторов (см. [2] - [9]) была исследована скорость 

стремления к нулю коэффициентов тригонометрических нуль-рядов. Наиболее 

сильным результатом является следующая (см. [2], [3], [7])

Теорема А. Пусть сп 1 0 и 52”=О с„ = +оо. Тогда существует ряд 

^2п=-оо апе>п*։ сходящийся к нулю почти всюду т&к, что 52п”_0о|ап| > 0 и 

1ап| < С|п|.

Эта теорема дает положительный ответ на соответствующую проблему, поста

вленную П. Л. Ульяновым (см. [10]). Подобные вопросы для систем Хаара и 

Уолша были рассмотрены в работах [11] - [13]. В [3] Ф. Г. Арутюняном от

мечено, что результат, аналогичный Теореме А, можно получить для системы
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Уолша. В связи с вышесказанным Г. Г. Геворкян рассмотрел следующую задачу 

(см. [14]) : Для заданной последовательности £п I 0, удовлетворяющей условию 

52°°-0 еп = +°°> построить множество Е С [0,2тг], рЕ = 0 (д лебегова мера) со 

следующими свойс твами : >,

1. Существует ряд 22п”-<ю который сходится к нулю всюду вне Е, а 

ei-o коэффициенты удовлетворяют условиям |ап| > 0 и |ап| < Е|п| ;

2. Если Ьп = о(с|п|) и Х2п”-оо bne'nt = ° всюду вне Е, то bmn = 0 для всех п. 

В том случае, когда последовательность {еп} удовлетворяет условию 

limsupn_oo < х/2, решение этой задачи получено в [14]. Для системы Уолша 

{IVn(i)} Доказан следующий результат (см. [14]).

Теорема В. Пусть Еп I 0 и Х2Г=о Еп = +°°- Тогда существует множество 

Е С [0,1], рЕ = 0, такое, что :

1. Существует ряд anWn(t) с коэффициентами |ап| < £|п|> 

l°n I > сходящийся к нулю всюду вне Е;

2. Если Ьп = о(еп) и ряд сходится к нулю всюду вне Е, за

исключением некоторго счетного множества, то Ьп = 0 для всех п.

В настоящей работе рассматривается тот же вопрос для двойных рядов Уолша 

и доказан полный аналог Теоремы А :

Теорема 1. Пусть {Emn} - двойная последовательность, удовлетворяющая 

следующим условиям : 0 < £m+i,n < Emn < £m,n-i и 52”n=0Emn = +°°- Тогда 

существует двойной ряд по системе Уолша с коэффициентами |amn| < emn, 

Hm,n=o lan | > 0, который сходится к нулю почти всюду.

Здесь и ниже под сходимостью двойных рядов мы понимаем сходимость прямо

угольных частичных сумм : скажем, что двойной ряд £“n=nOmn сходится к 

числу А, если для любого положительного е > 0 существует натуральное М та

кое, что из min{p, ?} > М следует, что IE^=nE’=0“mn ֊ А| < Е. Обозначение 

bmn = o(Emn) означает, что для любого« > 0 существует натуральное М такое, 

что из min{p, q} > М следует |6mn| < е ■ £тп.

При некоторых дополнительных условиях на последовательность {£mn} можно 

доказать аналог Теоремы В.
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Теорема 2. Пусть {етп} - двойная последовательность, удовлетворяющая 

УСЛОВИЯМ 0 < £т+1,п < &тп < £т,п —1> 52 т—Ո ^тп < 4՜ ОО, У ո < 4՜ՕՕ| 

22т п=п£тп = +°° и 2т+пеа-а» 0- Тогда существует множество Е с [0,1]а, 

рЕ = 0, такое, что :

1. Существует двойной ряд по системе Уолша с коэффициентами |атп| < 

< £тп, 52т п=0 1атп| > О, КОТОРЫЙ СХОДИТСЯ К нулю ВСЮДУ ВНв Е.

2. Если Ьтп = о(Етп), и существуют последовательности натуральных чисел 

{ցէ}£Լ0 и {Л*}^-0, стремящиеся к бесконечности, такие, что суммы

м м
М = 2'*-1, ^ = 2л‘-l 

т=0 п=0

сходятся к нулю вне Е, за исключением некоторого счетного множества отрезков, 

параллельных координатным осям. Тогда Ьпт = 0 для всех тип.

При доказательстве этих теорем мы пользуемся также системой Хаара. Напо

мним, что функции Хаара определяются следующим образом : Хо°\<) = 1, а для 

п = 0,1,..., к = 1,2,...,2՞

2*.
*№) = < ֊2».

О,

если է е (^,|ятг) 
если I е (|£тг,£) 
если է £ [^-, £■].

В остальных точках функции Хаара определяются как полусумма левосторонних 

и правосторонних пределов.

Функции системы Уолша выражаются функциями системы Хаара следующим 

образом (см. [15]) : И<»в\|) = Хо°\*), и для п = 0,1,2,... и 1 < т < 2П 

где = ±1. Числа можно определить по индукции. Положим = 1 и 

допустим, что числа {е^}?"т=1 уже определены. Положим

е:.("+*) _£(՞) — с4,т1 /п+1) е24-1,3"+т = Հ?Լ *։,т=1,2, (1)

յ՞+ւ) 
£2к,т = с(п)~ £к,т>

/"+>)Е2к,2»+т — ՜Հ?Լ *,т=1,2,. ...2". (2)
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Матрица Кп — Нек"т114*т=1 называется матрицей Качмажа. Известно, что 

матрица Кп симметрична и ортогональна и

I 2” 
хк*’(*) = (3)

2 т=1

Систему Уолша принято нумеровать одним индексом. Если п = 2* + тп — 1, 

к = 0,1,..1 < т < 2*, то 1^(1) = И^т\<). В этих обозначениях И'п4.т(<) = 

— Ип(0 • Ит(0> за исключением некоторого конечного числа точек (определе

ние операции + можно найти, например, в [16]). Отметим некоторые свойства 

матрицы Качмажа, которыми мы будем пользоваться.

Свойство 1. Лля фиксированного I < ] < 2П, обозначим через ;-ую 

строку матрицы Кп. Записав строку вместо элемента матрицы

К„, получим 2" х 2"+' -мерную матрицу Кп,1- Запишем матрицы одну под 

другой под Кп,!)- В итоге получится матрица Кп+„. Иначе говоря

/•') . «■(") - /п+*)е*,т -£(Р-|)։«+։,(т-1)։ч-»՛

Свойство 2. Пусть х е (£тг, аЛг)> 7 = 1,2,...,2п+։. Тогда

^т)(л) = И/2*+т_1(х) = 4:+^., 0<*<п, 1<т<2‘. (5)

Верна следующая (см. [14], Лемма 1 или [17], Лемма 1).

Лемма 1. Пусть {е^т} - элементы матрицы Качмажа. Тогда существуют 

числа Ек = ±1 такие, что

2^П 

£е*еЙ = ±2п, т=1,2.......2а".
4=1

»4
В [14] и [17] последовательность {Бк} была построена следующим образом :

Ё! =Е։ =Ез = -Ё4 = 1, =Ек£4-д, ] = 0,1,2,3. (6)

Нетрудно убедиться, что, если т = ^4^ + 0р+>4р+1 -|- ... + 0,4’, где 0р / О, 

0,- = 0,1,2,3 при р < ։ < ?, 1 < т < 2ап, то

92’"+т = (-1)₽^,Ев,+|+1 •••£»,+1Е;+1, 5 = 0, 1,2, 3. (7)
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Применяя несколько раз (6), получаем

Е/2»«+т = £>4’+»,4»+-••+•«4» ~ с4’04 —~

= (-։)₽Е>4—»+»,4»-»+- +», ֊ (-|)'>е4(;4-»-+»,4.-г-| + ...+»,+1+1)-(4-»,) ֊

= (-1)'’Е»,С4(>4“֊»֊’+в,4<-»-’4- +»,+։ + 1)-(4-«,+1-’)------

• • • = • • •£в,+։Еу4—»-> + 1 = (_1)’’ев,е»,+>+։ • • ,Е»,+1Ч+1-

Из (6) и (7) следует, что

Ет = Е2’-+т = £2 2’»+т =. -£32»-+т. 1 < ”» < 22՞.՛ (8)
I

Учитывая (8) и используя те же рассуждения, что и в доказательстве Леммы 1, 

можно получить следующее утверждение.

Лемма 1'. Пусть } - элементы матрицы Качмажа. Тогда для последова

тельности {е*}, определенной по (6), имеем

53£*4’т=£т2П. 1<Ш<2а".
4=1

В [17] была доказана следующая (см. [17], Лемма I)

Лемма 2. Для любых пир выполняется неравенство
п+р

< Му/р} 

где М константа, а {е>} определяются по (6).

Учитывая свойство 2 матриц Качмажа, Лемму 2 можно переформулировать 

следующим образом.

Лемма 2'. Для любой матрицы Качмажа К„ и для любых пир выполняется 

неравенство
п+р

£*Е4,т < Му/р, 1 < тп < 2",

где М ■■ константа, а {е*} определяются по (6).

Лемма 3. Для любого интервала / = [^т^г], <г 6 Л', 0 < ։ < 2’ - 1 и для 

любою натуральною п > и + 1 существует полином ап*’и4*\«) такой, 

что
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1. |«п I <2-2՜®*՜. I < * < 2՞.
/V .-.-I

2. < 2 • 2---------------------------г-, «ели х £ /, 1 < /V < 2",
к=\
” . .-I

3. |52а^)^*)(х)| < М + 2-2--- !Г—, если х е /, 1 < /V < 2П,
Аг=1
2П

4. а^.М^х) = 1, если х е Е\ С /, А*Л’1 = = 2՜’՜’,
4 = 1 
2"

5. Х^М^х) = -1, если х е Е? С /, рЕ2 = 1д/ = 2֊’֊’,-
4 = 1 
2"

в. У2 ап^пкЧх) = о>если х £ Л
к=1

причем множества Еу и Е2 являются конечными объединениями интервалов типа

Хаара, а М - постоянная.

Доказательство. Пусть п-п четное число. Полином а^И^^х) будем 

искать среди функций вила

{ (<+1)2-'
2^7а 12 6кХ1пЧх), где 6к=±1. (9)

4=<2—' + ■

Ясно, что при любом выборе чисел 6к функции вида (9) удовлетворяют условиям 

4.-6.

Из (3) имеем (отметим, что числа 6к не.фиксированы)

(<+1)2—' (1+1)2—' 2-
2^72 Е 6кХ{пЧх) = 6*124?т^т)(։) =

*=.։»-'+1 *=<2“-'+1 т=1

2- /(.+1)2—' \
= Е ^(х).

т=1 \4=<2«-»+1 /

Напомним (см. (4)), что для фиксированного j, 1 < ] < 2° матрицы

( (п) \т=ч2*+>< »=о.։|-.2’_'-1
_ \ *,т/4=<2—' + 1....(<+1)2—»

являются матрицами Качмажа порядка 2П՜’, умноженными на Взяв

= е*-<2—• (где {е4} определяются по (6)) и применив Лемму 1' для тп = д2’+;‘,

9 = 0,1,...,2՞՜" - I, ;՛ = 1,2,...,2е, получим

(<+1)2"՜' 2—'
Е 5*£й = Е е*еМ+'1)4+1 ц = £»+1 £<+1 о 2• (Ю)

4=<2—» + 1 • 4=1
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Обозначим 
. (<+։)։—' 

^т) = ^ Г \ЕЙ՛ »"=1.2........2՞֊ (П)
*=•։«-<+։

Из (10) и (11) следует, что

в(,а-+/) = 2-=^^+։е^)^1 д = 01........2"-».^ у=1>2........ 2», (12)

И 
|а(1т)| = 2_^1 771=1,2,... ,2՞. (13)

Пусть х е (°2՞՜^^՜1, да7.7|1+д). о = 0.1.......2’ ֊ 1. 1 < Р < 2п-’+1 и

т = д2а + ], д = 0, 1,.. .,2”՜’ - 1, ; = 1,2,...,2а. Из (4) и (5) получим

Следовательно, учитывая (12) и (14), имеем

м 2'(^Н •՛
£0(1т)^’")(х)= £ а(,т)^т)(х)+ $2 а^И^х) =
т=! т=1 т=2'(£]-Ц

1^1-1 2'
= (-1)/’+12 52 ЕЕ«+։е։+1Лса*ЛлЕ^Ц^]+

/V
+ Е а^М"^®). (15)

’"=2'1^]+։
Если х / (т.с. а / »), то из ортогональности матриц Качмажа имеем 
53*=։ е<+1 ,/4+1,> = Поэтому из (13) и (15) следует

™=2'[#-]+1

Если х £ 1 (Ее. а = ։), то 
2' 
Х^£(в) €{в} ֊2’ 2^с1+иЕ»+и -2 ■ 
1=1

В силу Леммы 2' и с учетом (13) и (15) получим
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Таким образом, в случае четного п - а лемма доказана.

Пусть теперь п — а нечетное. Разделим интервал I на две части : Ц и 

12, причем дЛ = рЛг = Ясно, что п - (а + 1) - четное

и п > а + 1. Как мы уже доказали, в таком случае существуют полиномы 

52^-1 6пт^пт\л) и (соответствующие интервалам /։ и /3),

которые удовлетворяют требованиям леммы, где вместо а взято а + 1, а вместо 

1 рассмотрены /։ и 73 соответственно.

Обозначим ।2- а» 
Г + с^))^т)(л).
т=1 т=1

Тогда, очевидно, будем иметь

1- |опт)| < |^П)| + |^т)| < 2-2~Ф .если 1<т<2", 
N

2. I 52 а(,тМт)(х)| < 2 • г՜2^, если х £ I, 1 < N < 2”, 
т=1 

N
3. I 52 <4Г)И/пт)(®)| < М+2-2՜^, если х £ I, 1 < N < 2П, 

т=1 
2*

4. 52 onm>lvnm)(®) = 1« если х € Е} С I, цЕ\ = = 2՜"՜1,
т=1 ’

2"
5. £ 4тМт)(«) = -1, если х Е Е2 С I, цЕ2 = = 2”֊*,

6. Em=i <։пт)И^т)(։) = 0, если х$ I,

причем множества Ei и Е2 являются конечными объединениями интервалов типа 

Хаара, а М - постоянная. Этим завершается доказательство Леммы 3.

Доказательство Теоремы 1. Пусть ^т,п=оетп = +«>• В том случае, когда 

один из рядов 52“_О е2то и £”=о £,п расходится, то Теорема 1 является одномер

ным аналогом Теоремы А для системы Уолша. Пусть

ОО ОО
52е^0<+оо и 52соп<+°°- (16)

. т=о п=о

Очевидно, что ряд п=0 2т2пе2т2„ расходится. Поэтому по крайней мере один 

из рядов 
оо сю
52 2т2’фа. и 52 2т2п4-2" 

^1,71=0, т>л т,п=0, т<п
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расходится. Для определенности предположим, что
ОО
52 2т2п^.а. =+оо. (17)

т,п=О, т<п

Обозначим

0 = {(т, п) : т < п, еа-а» < 4е2т+1 а»+1}

и покажем, что

52 2т2п£^а« = +оо. • (18)
(т,п)Е<?

Для фиксированного п пусть h есть наименьшее число, удовлетворяющее усло

вию (Л, п + Л) б G (если нет такого числа, то положим Л = +оо). Имеем

Л-1 Л-1 3
52 2'>2"+’>£’,2.+, < 52 2'2"+* (^1) < 2 • 2пе?12.» (19)
р=о р=о *

Пусть (m, п + т) е G, и пусть I есть наименьшее число, удовлетворяющее 

условиям (/, п 4- /) G G и I > т (если нет такого числа, положим I = +оо). 

Тогда

I— 1 1—1 2
52 2'2n+'e2,a.+F < 52 2”2П+” (^—■) < 2 • 2m2n+m^-a.+«. (20)
p=m p=m

Из (19), (20) и условия 2"с?։2» = А < +оо получаем

Е 2m2n£^2. = 52 52 2m2n+m^m։.+. < £ 2 2nc?,2.+ 
т,п=0, m<n n=0m=0 n=0

oo
+ 52 13 2 2m2m+ne|mJm+. = 2Л + 2 52 2m2"e^a.. (21)

n=0(m,m+n)6G (m,n)£G
Из (17) и (21) следует (18).

1 
Существуют натуральные числа ртп такие, что |е2™2» < 2’՜'"՝ < с2т2., при

чем ртп -» +оо. Без ограничения общности можно считать, что е00 = 1, Е2т2» = 

— 4.2“Р-«, т > о, п > 0. Также можно считать, что

= га-2-=4 • 2-”»" (22)

для (т, n) Е G, 2т < р < 2m+1, 2n < q < 2п+։. Итак, имеем

52 2т2"(2-я— )2 = +оо. (23)-
(m,n)gG
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Обозначим через В подмножество тех элементов из С, для которых т+п > |ртп-

Легко видеть, что

, 2гп2п(2-,’,“")։ < 2т2п2~Кт+п) <
(т,п)бС\В (т,п)еС\Я

ОО
< £ 2-Ит+п)<+оо. (24)

т,п=0

Из (16), (23) и (24) следует, что для любого М

52 2т2"(2֊Р’-)։ = +оо. (25)
(т։п)€В, т>М

Можно выбрать натуральные числа утп, удовлетворяющими условиям

52 2т2п2_'|'",’(2_рт")2 =+сю для любого М, (26)
(т,п)бВ, т>М

т,УН1., (ш + п - 7тп - 2ртп) = -ОО, (27)
(т.»)СВ

т + п - 7тп - 2ртп > -|ртп при (т, п) £ В. (28)
Л։

Из (28) и определения множества В следует, что

т.УП1-, (т + 2” - 7тп - 2ртп ) = +оо. (29)
(».»)€«

Согласно (26) и (27) для любых к и / существует конечное подмножество О 

множества В такое, что

52 2т2п2-՜»— (2-р"- )2 = 2՜' 
(т,п)€Р

и пгйп{т: (т,п)бО)>4.

Для {ртп}| {7тп} и В, определенных выше, справедлива

Лемма 4. Для любых неотрицательных целых чисел », М, для любого 6 > О а
и для любого квадрата типа Хаара А, рД = 2՜’7, существуют конечное 

подмножества И С. В и полином

/V 2- 2»
£ стп1Ут(х)И/п(у)= 52

т,п = М (т,п)еО *=1 <=1
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такие, что «

/. |стп| < 2"'етп, м <тп,п<Ы,
" 1

2- 52 стп1Ут(х)1Уп(у) = 1, если (։, у) е Е| С △, =-рД,
т,п=Л/

* 1
3. 52 стП^т(։)^я(у) = -1, если (х,у) 6 ЕгС Д, р£2 = -рД, 

т,п=Л/
/V

4. 52 стпИ'т(х)И6»(у) = О, если (х,у)£Д, 
т,п=Л/ .

Р
мЕ ЕСтп^т(х)Щ,(у)| < С, если (х,у) £ Д, Р, 6? > М, 

тп—М п=М 
р <э

«-IЕ Е стпИ''т(х)И/п(у)| < 6, если (х,у)£Д, Р,(}>М, 
гп=М п—М

7. 52 2т2п2-Т’""(2_₽""_1)’=>Д = 2՜’7, 
(т,п)бЛ

причем множества Е\ и А2 являются конечными объединениями квадратов типа

Хаара, а С - абсолютная постоянная.

Доказательство. Из (29) следует, что существует М„ такое, что

тп +2п- 7„,п - 2(ртп + ») - I > 0, при (т, п) ЕВ, тп> Мо. (30) 
<

Выберем Мо таким, чтобы выполнялись следующие условия

п2~*2 ~?+ < при (тп,п) Е Н, т > Мо (31)
оС- 

6
2 ’ < прй С”1՛՞) 6 т > м»> С32)

где С - постоянная из Леммы 3.

Выберем такое конечное подмножество Г) С В, что

52 2т2п2-'г"»(2-Р—-•’)’ = РД = 2֊Ъ (33)
(т,п)€Р

И

гтп(т : (т, п) £ [}} > тах{7 + 1, М, Мо}. (34)

Из (33) следует, что квадрат Д можно представить в виде объединения.прямо

угольников типа Хаара, т.е.

△ — и(т,п)е» /тп — и{т,п)ей(/тп х ^тп)>
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где д/Ш = 2՜7 и = 2т2"2՜7— (2-я—-։)а27 (Д>п и - интервалы типа

Хаара).

Пусть (m,n) G D фиксировано. В силу Леммы 3 для интервала /mn и числа т, 
а также для интервала И числа п, существуют полиномы a^H^fx) 

и amnWi^j/), соответственно, удовлетворяющие условиям

а) |^|<2-2-Я*Х. (n»,n)6D, *=1,2,...,2’»1
b) |f^a<t’H,*>(«)|<2-2-s=?=i1 для г i /Щ. 1 < Р < 2т, 

t=i

с) |£а&И#)(х)|<С, для хе/<‘>, 1<Р<2т, 
*=1

d) )(х) = *• алях е с 42. дС = |д/Ш.
*=։ z 
2“

е) £W^(x) = -1, для х G С С /<!>, дС„ = $м42.
*=.1

0Еа^>^) = 0. для х^4‘),

а') |^п| <2 2՜ , (m,n)GD, /= 1,2,...,2П,
Q

Ь') igtgWM<г■ г-. ы, yi։m, 
(=1
Q

с')\^Ь^п^(у)\<С, для PG/W, 1<0<2п, 
1=1 
2’

d') E*Mn(j/) = J, для уе/'’;пс/Ш. м^п = 1д/(?), 
1=1 
2’

е')Е^>Л) = -։. лля J/G F"n С/<?>, Л = ip/W, 
/=i z
2*

Г) ЕЬтп^(у)=0, ДЛЯ 
1=1

где Е'тп, E™,,, Е!пп> 1'тп являются объединениями интервалов Типа Хаара, а

С > 2 константа.

Имеем

N 2" 2*
E cmnIVm(x)VMy)= Е (35)

т,п=м (m.n)eD k = l l=i

Ил (22), (35), а) и а') следует, что |cmn| < 2'{етп. Из d) - f), d') - Г) и (35)
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получим

стпИ^т(х)1Уп(у) = <
т,п=М

1, 
-1, 
о,

если (г, у)£ Е։ С Д 
если (х, у) £ Е? С А 
если (г, у) £ А,

где д7?։ = рЛ'։ = |рД.

Для Р, (4> М имеем

Л><?(х,у) = 
н д _ а" г”

= Е Е Стп И4п(г)И|Гп(у) = £ ЕЕа^п^)(х)^')(у)+
т=М п=М (-.»)« П. 4=1 (=1

։т + 1 ։«+1 <-д

Р-2"+1 2" 2" У-2"+1
+ Е Е Е+ Е Е Е + 

(т,")еп, 4=1 1=1 («,")։и, 4=1 1=1
։т5 л<։"‘+|. ։"+■ 50 ։■»+։ 5Р, ։"50<։“+։

Л-2т + 1 <?-2"+1 4
+ Е ЕЕ =Е։,*(®՛»)-

(т ">ег>. 4 = 1 1=1 4 = 1։т 5 50 <։"+*

Если (л, у) Е А, то из Н) - Г) и д') - Г) следует, что

1-/1 (®. «)1 = 1 или 7։(х,у) = 0. (36)

Поскольку у может принадлежать только одному интервалу 7^, то из с) и 

И') - Г) получаем

Ра(«,у)|<С. (37)

Из 6), с), Ь') и с') следует, что

№,У)|<С+ £ 2.2_=±?.-.֊7тЯ-угнп^- (33)

։■»+! □*5д<1»+1

Так как т < п, то количество слагаемых в (38) не превосходит п. Учитывая, 

Ч'го ртп < |(т 4- п) < |п, для (т, п) Е О из (28), (31), (34) и (38) получаем

Ра(®,У)| < С + пг-г-"՜1^։4՜՛՜’՛՜1 < С + 2п2~^211=^ < Сь (39)

Нетрудно заметить, что для любых Р п Q и У4(х, у) входит либо одна двойная 

сумма, либо вообще нет слагаемых. Поэтому, ввиду Ь'), с'), Ь) и с), имеем

•р4(х,у)|<Са. (40)
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Следовательно (см. (36), (37), (39) и (40)), |5р0(х, у)| < С21 где Са - постоянная. 

Пусть (х,У) է Ճ. Тогда из ժ) - ք) и Ժ') - Г) следует

•Л(։.у) = 0. (41)

Поскольку у может принадлежать 1ԼՈ по крайней мере для одной пары (т, п) е 

6 I), то из Ь), Ժ') - Г), (32) и (34) получаем

1^(®.у)1<2-2_а=?=1 < ֊■ (42)

Точно так же, как это было сделало в случае (х,У) е О, получаем

|Л(։>у)| < 2п2՜* 2*^ < —. 03)

Из Ь), с), Ь'), с'), (31), (32) и (34) следует, что

|Л(х, у)| < с2 • շ-=?^ + С2 ■ 2-^-7п,и-угп,п^)^-. <

< 2С(2-=^ + շ-էշ3^) < 2С( А + А) = 6 (44)
ОО ОО Հ

Учитывая (41) - (44), имеем

15₽ց(®. V)! < 4; + 4; + ֊ < 6. 
•1О 40 Հ

Лемма 4 доказана.

Продолжим доказательство Теоремы 1. Положим /о(х,у) = а00 = 1. Взяв 

* = 0, М = Му = 1,յ= 1, △ = Ео = [О, I]2 и, применив Лемму 4, получим 

полином
/V, 2™ յ.

/1(®.У)= Е СтпИ/т(х)И/п(У)= £ ^Е^п^п^х)^')^),
т,п=М| Стп.п)е£>, է=1 1=1

обладающий следующими свойствами :

1 ■ |стп | < £тп । Му т, Ո Հ Ыу,

2 /1(«.у) = 1, если (х.у) е Еу С Е01 цЕу = |/ւ/?0 = 2՜1 2,

3. /1(®, У) = -1, если (х, у) € Е'у С Ео, /лЕ'у = |дЕ0 = 2՜1,

4. Прямоугольные частичные суммы ряда Фурье функции /\(х,у) меньше, 

чем С,
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5. Е(т,п)6р, 2т2"2-^-(2֊₽-)а = ^0=1.

причем множества Е\ и Е\ являются объединениями квадратов типа Хаара.

Пусть Е\ = Ц?1։Д^\ где Д^ квадрат типа Хаара. Для каждого д, д =

= 1,2,..., а,, для Д = Д<’\ »=!,«= ^2֊2’՜ и М = М^\ где М2(,) > 

применив Лемму 4, получаем конечные подмножества О2’\ д =

= 1,2.......о, множества Н и полиномы

• 2" 2"
/Жу) = Е Е £Ев™М‘’(։Л).

м|тгМ|') (т,п)бо։,։ 4 = 1 '=’
д = 1,2,.

удовлетворяющие условиям

1'. |стп| < 2_*£тп. Л/2?) < т, П <

2'. /^(х,у) = 1, если (х,у) £ Е^ С Д|’\ цЕ^ = |рД(։’\

3'- /2д)(։,у) = ֊1, если (г, у) £ Е^ С Д(/\ цЕ^ = |дД|*>»

4'. /2’\х, у) = 0, если

5'. Частичные суммы ряда Фурье функции /29)(х,у) вне Д^ по модулю 

меньше, чем ^-2՜2՛, а на Д^ - меньше, чем С.

6'. 2т2п2-|'”"(2-’’”--|)а-тдД<»\
(т,п)6О^*։

причем множества Е2 и /'2՝ являются конечными объединениями квадратов 

типа Хаара.

Положим М2 = Л/2(1), 1Ч2 = 1^"՝\ 1)2 = и“2.։ Е2 = и®2.։ Е^\ Е'2 = Е^ч\

о. IV,
Л(*.У) = Е^’)(х>։/) = Е 

9=1 т,п=Л/з

Из условий I' - 6' и в силу выбора чисел и получим

1 • |стп | < 2 1 ^тп։ М2 < ГП, П < N2|

2"- /2(г>1/) = >. если (х,у) £ Е2 С #1, р#2 = = 2-2,

3"- Л(г,1/) =-1, если (х, у) £ Е'2 С Еь цЕ'2 = = 2՜2,

'։"• /2(г>1/) = 0, если (х,у) £ Е},

5". Частичные суммы ряда Фурье функции /2(х, у) вне Е1 меньше, чем 2՜2 

и меньше, чем С + 2՜3 на Е{,
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fl". ^2 2т2п2-7».(2-Р-.)а -

(т,п)£/Ъ
7". тах{п : (т.п) 6 D}} < тт(т : (т.п) GDj),

причем множества Eq и Е'2 являются конечными объединениями квадратов тина

Хаара.
Продолжая этот процесс, на j-ом шаге получим множества Dj С В, Ej С E;-i и 

полином
Ni 

fj(x,y) = Е с-пЛЮИМ) = 
m,n=Afy

= Е EE^C^W^'H»). (45)
(m.n)eo, *=1 «=1

удовлетворяющие следующим условиям :

A) |cmn| < 2-°-՛^, Mj <m,n<Nh

В) fj(x>v) = !« ссли (®.У) е Ej С Ey-j, pEj = = 2-<

С) Л(։,У) = -1, если (х,у) G Ej С Еу_։, pEj = |дЕ,_։ = 2“Л

D) fj(*,y) = O, если (х.у)£Е,_|,

Е) Частичные суммы ряда Фурье функции /;(х,у) вне Ej_j по модулю 

меньше 2~аС> — *)1 а на Ej-i - меньше, чем С + 2-3О՜*).

F) 2’"2"2-'—(2֊я— )а = 23«-')яе,_։ =у֊’,
(m,n)eDj

G) max{n : (m,n) G D;-i} < min{m : (m,n)GDj}, 

причем Ej и Ej являются конечными объединениями квадратов типа Хаара. 

Обозначим Е = Пу10Е; и докажем, что Е удовлетворяет требованиям Теоремы 1.

Очевидно, что цЕ = 0. Рассмотрим ряд
ОО * ,00

Е amnlVm(x)JVn(y) =’fe(x,y) + ՝^/2i-՝fj(x,y). (46)
m,n=0 j = l

Из (45), (46) и А) следует, что |втп| < етп- Пусть (х,у) £ Е. Тогда, начиная с 

некоторшю у01 имеем (х, у) Ej при j > ]0. Если < М]+1 при

j > )е. то из (46) и В) - Е) получим

Р Q

ЕЕ0-՞^®)^»^) 
т=0 п=0

Р Q
Е- Е 

т=М,+ ։ n=M,+i
< 2*2՜3' = 2-J,

Отсюда следует, что ряд (46) сходится к нулю вне Е. Теорема 1 доказана.

Прежде чем перейти к доказачтльству Теоремы 2, докажем следующую лемму.
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а“-1
Лемма 5. Пусть <р(х,у) — Е а,, 1¥р(х)И^(у) - произвольный полином, и 

р.ч=о 
ОО

пусть Е ЬтпИ,т(։)И'п(։/) - двойной ряд по системе Уолша. Для двоично 
т,л=П

иррациональных чисел х и у и для любых натуральных чисел к и I имеет место

*2е-Н2"-1 *2*-П2“-1
?(».») Е Е бтп^т(г)и/п(1/)= Е Е Стпиадим։/). 

т=0 п=П т=0 п=0

где
2՞-! 

стп = ^т+р,п+> • П1, П > 0.
₽.»=0

Доказательство. Для любых натуральных чисел ։ и j имеем

12“-1 >2*-|
V>(*. v) Е Е ^mn =

m=(i-l)2"n=(J-l)2»

2“֊1 |'2“-1 j'2“-l
= Еа” Е Е =

И,»=П m=(f-l)2» n=(J-l)2»

i2“-i J2’-l /2“-1 \
= E E E °«6m+p.n+, =

m=(i-1)2՞ n = (>-1)2« \p,Ç = O /

(2e-1 j2“-i
~ E E< Cmn И4п(®)Ип(у).

m=(i-1)2« n=(j- 1)2«

Отсюда следует, что

*2"-112»-1 42e—112“ —I
f(x,y) E E ^mn им*) над= E E CmnVWm(x)W<n(y). 

m=0 n=0 m=0 n=0

Лемма 5 доказана.

Следующий результат получен в доказательствах Теорем 1 и 2 работы [18].
сю

Теорема С. Пусть E cmnW/m(z)(Vn(y) двойной ряд по системе Уолша, и 
m,n=0

пусть cmn стремился к нулю и существуют подпоследовательности натуральных 

чисел {g*} и {/»*}, стремящиеся к бесконечности, такие, ччо частичные суммы

2’*-12‘‘-1
E E Cmn ^т(х)И/п(у) 
гп=0 • п=0
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стремятся к нулю всюду, за исключением, быть может, некоторого счетного 
• » . ■ 

множества, отрезков, параллельных координатным осям. Тогда стп = 0 для всех 

тип. . •

Доказательство Теоремы 2. Заметим, что при условии 2т+п£^т2. —♦ О, 

в доказательстве Теоремы 1 числа утп можно взять равными нулю. Пусть 

множества Ьу и функции те же, что и в доказательстве Теоремы 1,

при условии утп = 0. Нам остается доказать, что множество R = 

удовлетворяет второму пункту Теоремы 2.

Пусть

Ьтп (47)

и пусть существуют подпоследовательности натуральных чисел {<?*} и {А*}, 

стремящиеся к бесконечности, такие, что суммы

2’*-1 2**_| 
£ £ ЬтиИи*)^!/) 
т=0 п=0 V- •'

сходятся к нулю всюду вне R, за исключением, быть может, некоторого счетного 

множес тва отрезков, параллельных координатным осям. Положим

6тп = внр |6р-|. 
։т$г<։т+1 ’

Из (22), (47) и (48) получим

Пт -А^_ = 0. 
(т.»)ео сата» 

> • ‘ 
Обозначим

= 1 ֊ /;(։, у)..

Из (50) и В) следует, что

7У(®>у) = 0, если (х,у) Е R].

Пусть ртп = £^=п (р, ?)6т+Р1п+,. где

¥’;(Р19)=/ [ ^•(։>у)И,т(х)И,п(у)^։</у.

(48)

(49)

(50)

(51)
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Из (51) и Леммы 5 следует, что частичные суммы

2»*-1 2м*-1 
У Y, cmnWm(z)Wn(y) 
m=0 n=0

сходятся к нулю всюду, за исключением, быть может, некоторого счетного 

множества отрезков, параллельных координатным осям.

Поскольку п) / 0 лишь для конечного числа пар (т, п), а Ьтп —» 0 при 

min{m, л} —♦ оо, то стп —» 0. В силу Теоремы С, с™ = 0 для всех шип, т.е.

ОО
52 <Pj(P, 9)*р+тл+п = 0 Для вссх пз, п G N. (52)

РЛ=°

Из (50) и (52) получаем

ОО
6mn ֊ 52 Л(Р> Ч)Ьр+т։1+П = °, ТП, П 6 N (53)

Р.»=о

Для достаточно больших р и g имеем [log2p] = [log2(p-i-zno)] и [log2 g] =

= [log2(g+no)]. Поэтому, для достаточно больших j из (22), (45), (48), (53), А) 

и F) следует, что

l^mon»| = 

оо __ 2՞* 2**
~ 152 9)^p+m«,ç+n»i — 52 5252 iamn^mn&(2"+*-l)+m..(2»+/-l)+n.l <

р.»=о • (m,n)ei>j *=i ։=i

<4 52 втп2т2п2-(р—+у-1) < 

(m.nJfD, •

<16 max —֊ V 2m2"2֊aP—2֊ü-l) = 16 max
(m.njeo, С2-.2» (m^Dj (m,„)ep, £j.j.

Отсюда и из (49) вытекает, что 6тоП<1 = 0 для всех т0 и п0. Теорема 2 доказана.

В заключение, выражаю благодарность Г. Г. Геворкяну за ценные советы и 

постоянное внимание к настоящей работе.

ABSTRACT. We prove that for positive numbers €mn satisfying the 
conditions £m+i,n < fmn < Em.n-1։’ 52m,n=o£mn = +°°> there exists a null
series by Walsh system £“ns0 amn Wm(z)Wn(j/), with coefficients |amn| < 
< emn.-For XLm=ü £mo < +°° 52”=o e2n < +°° there exists a set E С [0,1]2
of measure zero satisfying the conditions

1. There exists a series E“n=0 <hnnWm(z)H''i։(j/) converging to zero 
outside E with |amn | < emn and aoo / 0 ;
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2. If a series £“n=0 &«Л(։)ЗД converges to zero outside E and 
6mn = o(Emn), then bmn = 0 for all m and n.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

О РОСТЕ ФУНКЦИИ тв(х, ап) М. М. ДЖРБАШЯНА

Д. Т. Багдасарян

Известия Национальной Академии наук Армении. Математика, 
Том 29, ЛИ, 1994

Произведения

dx—

(2)

были использованы М. М. Джрбашяном [1,2] с целью факторизации функций, 

' голоморфных в круго Ю = {։ : |z| < 1), когда плотность нулей {an}“ С Ю этих 

функций удовлетворяла условию

£(l-|ûn|)“+a<+oo, (3)
п=1

менее ограничительному, чем условие Бляшке. Для а = 0,1,2,... эти произведе

ния были рассмотрены также М. Цудзи [3], и рост их был исследован Л. Р. Сонсом 

[4, 5]. Настоящая статья посвящена дальнейшему углублению результатов Л. Р.

Сонса и, в частности, их распространению на любые а > 0.

1. Основные результаты. Дадим сначала определение показателя сходимости 

р последовательности {|ап|}“ («п £ Ю, п > 1).

Если 52“=1(1 - |апI) < +оо, то положим р = 0.
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Если £“_,(! - 1“п1) = +°°> и существует число р > 0 такое, что (1- 

-|ап|)*'+1-։ = +°° и “ 1ап1)м+1-։ < +°° п₽и любом Е > 0, то показатель 

сходимости •{|'։гх|}7° положим равным д.

Наряду с характеристическими функциями Нсванлинны часто рассматриваются 

величины
С . ,2« ■> >/2

т^г՝п=\^]и (1п1/(’>е<')1) ; ։ (4)

Г 1 Г2’ , ՝|1/’
т2(Г1/)=(^Л (1п+1/(ге‘*)1) . (5)

которые также характеризуют рост функций /, мероморфных в ГО. Однако 

они могут быть неограниченными тогда, когда ограничена характеристическая 

функция Нсванлинны Т(г,/) (см. [5]). При этом

[mj(r, /)]2 = [mJ(г, /)]2 + [mJ(г, 1//)]2 . (6)

Основными результатами статьи являются следующие две теоремы.

Теорема 1. Если последовательность {|ап|}^° (ап G ГО, n > 1) имеет конечный 

показатель сходимости д, то
I

1) при любом a > р - 1 характеристические функции Неванлинны хо 

улонлетворяют соотношениям

InTXr.TTc) lri/V(r, 1/тгв)hmsup —--- ------ '-г = limsup —' = д; (7)
г—։—о -ln(l-r) г-1-0 -ln(l-r) к 4 ՛

2) существует постоянная С > 0, зависящая только от ira(z, ап) такая, что

limsup > С. (8)
r-i-о Г(г,1То) “ 4 ՛

Теорема 2. Пусть 0 < д < +оо - показатель сходимости последовательности 

{1ап|}1° (ап G ПЭ, n > 1), и пусть а > д — 1 - любое число.

1) Если одно из неравенств 

m^(r,xa) > (1 -г)՜4, (9)

nij (г, 1/ко) > (1 ֊ г) (10)
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ныполняется для г, достаточно близких к 1, то 0 < д + 1/2.

2) Существуют постоянные С’1,а > 0 такие, что

Птзир ———*/^°)-----г > С1, Втвир —-----—- > С2. (11)
г—1-о (1 - г)1/2т^(г,1гв) г—1-0 (1 - г)1/2т}(г, 1/ко)

Замечание. Аналогичная теорема с неравенством (9) и первым из соотношений 

(11) была доказана в [5] при а = 0, 1,2......

2. Доказательства Теорем 1 и 2. В [6] доказано, что

Поскольку

°°. । _ [_ ।
. 1п |to(2, an)| < Const £ . «ею.

1-а՞*

i֊Ma
1 ֊ апг < 2,

(12)

(13)

то мы имеем
In |я֊в(л, л„)| < Const V 4—У-| 

1 " °"г I
при любых а > д + 1 и с > 0, причем д + I + г < а + 2. Для завершения 

доказательства Теоремы 1 остается повторить рассуждения из работы [4].

Для доказательства Теоремы 2 необходимы следующие две леммы.

Лемма 1. Пусть :£© 

5> ={С : Н<1С|}, 5а = К : И>֊К|%

и пусть а > 0 любое число.

1) Если ( G S\ U Л’з, то 

1 11- |г|2'"ЙЖо?5 Мтзтт- <15>
2) Если (, 6 Sj Г1S«, -то

1 ( 1 — С* 1 — 1Г|2 “+а1
In ГГ7—7м < Consi < 1п —2-т- + ----- lii- > . (16)|Д»(«.С)1 [ С(С-։) l֊(i J

Доказательство. Неравенство (15) доказано в [б]. Для доказательства (16) 

применим рекуррентную формулу из [2] :

1 /1*—Ua֊y{x,Q-Ua(zl(,)= ——- (—Н- ) , а>0, 2,(еЮ.
а + 1 \ 1 — Qz )
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Отсюда легко получим

1п |ЛО(>.С)1 )п In

— Rc|ln

- Rc{—( а+1

In

1а\л+2 1-6 )
_|п-кГ + ^(г,с1 ’

С(С - *)
1

С(С ֊ «)

где а = [а] + 0. В [7] доказано, что Яе{1п[(1 -6)/1С|а]-Уд(*,С)} > °֊ Очевидное

неравенство

1 
а + 1

Л-КРА 0+1
\ ։ - О /

i-Kla\w
։-6/

< Const - i - Kla
1-6

1
0 + 2

о + 2

завершает доказательство.

Лемма 2. Пусть 0 < д < +оо - показатель сходимости {|t»n|}?° (ап 1= 0, an Е 

6 ID, п > 1), и пусть 6’п = {г : |z - ап| < (1 - |ап|а)м+'1}- Если z £ U“=,Gn и 

1/2 < |z| < I, то при любом а > р - \ и € > О

ht г*т < Const In ֊±-f У Д+1::- •
!«•<>(*,ал)| “ 1-вп«

Доказательство. Согласно Лемме 1 и (13) имеем

In < Const
s։u(s։ns։)

2 “+2

1 ֊ anz

+ Const
fln(an ֊ «

i-Ы

Поскольку 1/2 < |z| < 1, мы имеем -ln(l - |z|) > In 2 и, следовательно, при

1 -<inx 
a'n(an - z) < In |i-Qn»| 

k„|(l ֊ |anp)^ < Const - (p + 3) ln(l - |z|).

On € Sj Cl S4

Отсюда и из (13) следует требуемая оценка.

Замечание. В частном случае, когда а- целое число ид— 1<а<д, 

утверждение Леммы 2 доказано в работе [3].
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Доказательство Теоремы 2. Из опенок (12) и (13) следует, что

для любого с < ц. Легко проверить, что

+ (д+ 1 -е)(1 - г)"՜*^^) + (р + \ (1 р-
д + 1 - £

<Н.

Так как

Уг 1 \ * /
то имеем п(г)(1 - г) < 2АГ(( 1 + г)/2), и, тем самым

- Г)Д“։2^ + (Д + 1 - е)(1 - г)*֊«гЛГ(г)+

+(д+Г֊е)’ /Г(1-0я-։֊«У7(*)[х-_2----- ]Л1а (17)
Уо ( Д + 1 - е] ) ' '

Далее, положив Ф(1) = (1 - Ф(4) = (] - «)-*' (0 < ? < ₽) в Лемме 2

работы (5] , получим

^0)(1 - 0я՜*' < ВД( 1 - г)"-«', г0 < I < г,

Аф)( 1 ֊ 0я+*' < АГ (г) (1 - г)*+«', г < I < I.

Из последнего неравенства следует, что

N (г+ 1±Г)‘<2Я+‘>(Г).

Отсюда

/ (1 ֊ tr+l֊‘^(Q [1 - ՛ ] Л < /7(г)(1 - г)"֊*' /Г(1 - *)֊։-+*'л <
•*0 I. р “Г 1 С J Уд
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< Const N(r)(l — г)11

и

Имеем

?™81л(1 - г)2^-){/У(г)}2 = Const W)}2 (18)

Const

= Const Л,

поскольку г*(4)(1 - 4)/1+1+։ —> 0 и Лф)(1 - 4)д+։ —» 0 при 4 —» 1. Вновь применяя

Лемму 2 из [5], получим

di <

Отсюда следует, что < Const {^(r)}2/( 1 - г), и ввиду (18)

mJ (г, 7tq)(1 - г)1/2 < Const N(r). (19)

Теперь докажем, что аналогичная оценка верна также для функции \/-ка{г1 ап).

Применяя неравенства (15), (16), получим

2т

S> и (Л՛2 Л Sa)

а
d0+

+ Const
ап — ге‘®

2

d0+

У2’ + Const / i֊lan| I
1 - апге'в ‘

2

d0.

и

ц- 1 +е.

о

2

i+‘N(t) t- 1

Далее, повторяя рассуждения, приведшие к оценке (19), получим

W)}2 , Г 1 - апге‘8 
— гр.Ю

2

de , (20)
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получим

Уз < Const <

= Const <

{7V(r)}a + n(r)_ £ (1 - |а„|2) - = 
1»«1<г ,

W)}2 + (1 ֊ r)(n(r))s + n(r) Г n(t)dt

Таким образом, < Const{/V(r)}2(l - г)՜1, поскольку (1 - r)n(r) < 2/V((l + 

г)/2) < Const ДГ(г) and J' n(t)dt < N(r), и ввиду (20)

[^(г,1/ко)]2(1-r)< Const {/V(r)}2. (21)

Второе утверждение теоремы следует из (19) и (21). Теперь заметим, что соот

ношение (8) справедливо для ка(х,ап) с любым а > р — 1. Отсюда, неравенство 

Л/(г) = JV(r, 1/тго) < (1-г)՜^՜*՜*։ верно для любого 0 < е < 1 и при г, достаточно 

близких к 1. Следовательно

т^(г, ла)(1 - г)1/2 < (1 - г)“^+*\

^(r.iMi-rj'^fi-r)-^՛։,

так что при выполнении одного из условий (9),(10) имеем /3 < д+|+с. Устремляя 

здесь е —» 0, приходим к утверждению первой части теоремы.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ЗАМЕЧАНИЕ О ВЕДЖЕВЫХ ПЛОТНОСТЯХ В ПТ1

Г. Ю. Панина

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
Том 29, №1, 1994

§0. ВВЕДЕНИЕ

Веджевые плотности трансляционно-инвариантных мер в И?.п исполь

зуются в различных проблемах комбинаторной интегральной геоме

трии и теории выпуклых тел (см. [1], глава 5, где они впервые были 

рассмотрены). В настоящей статье получено необходимое и достаточ

ное условие для гладкости функции, определенной в пространстве фла

гов в Ш.՜’, которые могут быть представлены как веджевая плотность 

определенной трансляционно-инвариантной знакопеременной меры в 

пространстве плоскостей в Ш3.

§1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Введем ряд определений :

Ш՜’ - 3-мерное евклидово пространство с декартовой системой 

координат (г, у, г, О);

П2 - единичная сфера в Ш.3 с центром в О ;

1Е пространство всех плоскостей в Ш.3 ;

1ЕП - пучок плоскостей, содержащих О ;

Ь пространство прямых в Ш.՛1;

Ьи пучок прямых, проходящих через точку О.

Пространство флагов Т определяется как пространство пар (1,ш) = /, 

где I Е Ен а Е Ец, / С ш. Мы будем использовать дуальные образы 

плоскостей из 1Ео, прямых из Ьп и флагов Т на единичной сфере.

Плоскости из 1Ео представляются парами Л противоположных точек на
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П2, прямые представляются большими окружностями с € П2, а флаги - 

парами («։, с), удовлетворяющими условию с/ С с.

Для многообразия К, С(К) есть множество всех действительных не

прерывных функпий, определенных на К, а С^(К) - множество всех 

действительных, к раз непрерывно дифференцируемых функций, опре

деленных на К.

Пусть д знакопеременная мера на 1Е, инвариантная относительно 

группы всех параллельных переносов Ш.3. Такие меры называются 

трансляционно-инвариантными. Мера д порождает симметричную меру 

д' на О2 (см. [1]).

В пространстве Е имеется единственная (с точностью до постоянного 

множителя) мера д;пУ, инвариантная относительно всех евклидовых 

движений Ш.3. Ясно, что е/(д*ПУ) = «/и, где (1и - элемент лебеговой меры 

на В2.

Веджевая плотность трансляционно-инвариантной меры д есть функ

ция, определенная на У по следующей формуле :

р(/,п) = Тя(/,е) = 2~^։8‘п2 а((/>«).")^*(^), (1.1)

где а((/, с),и>) — (/Л,еПо|) - угол между I и еПш.

В [1] доказана следующая

Теорема 1.1. Если трансляционно-инвариантная мера д на 1Е имеет веджевую 

плотность р 6 С^2\7՜), и д имеет плотность X относительно р,п„, то для всех 

с Е Ео
А(С) = Мр(с) = | I (1.2)

<С» 

где

р"(Ы) = —р(тМ) ; 
0=0

д(Р) плоскость, содержащая Ь+ и такая, что 0 = (д,у(0)); I1 прямая, 

ортогональная I и содержащаяся я д ; 1(0) - ортогональная проекция I на д(0) ; 

Л(д) - лебегова мера на множестве прямых из Ьо, лежащих в д.
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§2. РЕЗУЛЬТАТЫ

Имеем два оператора :

Т: С'2(П2) — С(Т) (см. (1.1))

М: С2(Т) — С(П2) (см. (1.2)).

Дадим характеризацию множества.Т(С'2(П2)) в С2(7՜).

Теорема 2.1. Во введенных выше, обозначениях имеем

Т(С2(Па)) П с2(т) = {р е С3(Т): ТМр = р).

Доказательство. Пусть р 6 Т(С’2(П2)). Тогда р = ТА для А 6 С2(П2). Согласно 

Теореме 1.2, А = М р, а значит, р = ТМр. Пусть теперь ТМр — р. Тогда р = ТА 

для А = Мр. Доказательство завершено.

С точки зрения последней -теоремы возникает необходимость вычисления ТМ. 

('начала рассмотрим вспомогательную конструкцию. Будем считать, что функ

ция р 6 С2(7՜) фиксирована. Ниже мы определим две функции Я] и Яа, зависящие 

от флага /' = (/',<*»') как от параметра. Эти функции определены на Т.

1. Положим

Я1 (ЛЛ = Я։((/,ы)) = р((Ргы4,ш'))1 (2.1)

где ортогональная проекция прямой / на плоскость о/.

Следующие свойства Я։ очевидны:

а) Л, е С2(Г);

Ь) Я'Д/) = 0, если производная Я" вычисляется как р"(/) в (1.3);

с) «>(/') = Р(П-

2. Пусть для флага / = (/,ш), /(г) = (/(г),<д(г)) есть флаг, определяемый 

следующим условием :

(ы(г)л,о|') = г; ыПы'Сы(г); (/(г)А,ш(г) По/) = (/А,ш Пи').

(Сферические образы этих плоскостей и прямых показаны на Рис. 1.)
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Рис. 1

Пусть го = (ыЛ,ы'). Положим

«։(/,/') = «а(/) =в!пг0 Лт г=0

Поскольку [р(/,ы) - Л1(/) - /?։(/)] = о(г) при г —» 0, то функция

м/) -«.(/) - д2(/)] с°82°(/./,)^л/./,) 
8Ш2 Г(/, /')

(2.2)

суммируема относительно Л/ (т.е. меры на Т, инвариантной относительно груп

пы вращений). Мы будем использовать обозначение

а = (//Л,ш П«'), г = (шл,ы'), ^(/л,ыЛи։/) ( см. Рис. 2).

Рис. 2
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Вычислим теперь ТМ. При f = (/',ы')

ТМр((1',ш'У) = [ sin2a(/',w) М - - - / />"((/, w)) d/(w)] dw =
JtP ч’г % Jn<։<w J

= ---- -J / [ sin2 а(/',ы) р"((/, w)) d/(w) dw =
2я т Jfp Jo<«w

= ֊֊ ֊4 [ sin2a(/',W) [p(/) - Я։(Л ֊ Л2(/)]" df-
Z7T 7Г J yr

9 r > 9 f-4 / 8in2(/,/') W)rf/֊4 / sin2 a(/։/')/$'(/)<*/ = (*)■
* Jr Jr

Второй интеграл равен 0, потому что Я" = 0. Третий интеграл тдкже равен 0, 

потому что функция sin2 а(/, /') R'^f) является нечетной относительно точки ш. 

Поэтому

(+) = £g)_JL [ [8,n2«(/»]" [/>(/)-я։(/)֊я2(/)]# = 
/7Г 7Г J р

4 f n(f\df 2 f cos sin2 <£(/,/') Г ,гч „ , „
- r Jr p{f} df-^Jr —sinM/.z')---------w/) “ ’(/) ~ ’(z)1 df՛

Теорема 2.2. Функция p G C2(7՜) есть веджевая плотность траисляционно- 

инвариантной меры тогда и только тогда, когда

4 f p(f') = l^p(f)df-

Следующее условие является необходимым и достаточным

где при f = (/',ы') й f = (/,ы), п, ф, г, R\ и R? определены выше ;

p(f, Л = | К/) + p(fr) - MPrU'f)];

/у. есть флаг, который центрально-симметричен (па П2) к / относительно точки 

и? ; Рги</ есть флаг с плоскостью ш' и с прямой, являющейся ортогональной 

проекцией I на ш' (см. Рис. 3)
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Доказательство. Первое утверждение (касающееся (2.3)) доказано выше. Вто

рое утверждение может бы!ь доказано аналогично.
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