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Ս. Ն. ՄԵՐԴԷՎՅԱՆԱ. 0. ՆեՐՍեՍՅԱՆՌ. Լ. ՇԱ2ՐԱՂՅԱՆզ I խ ա 4 րւ ր խմթա<յրի տեղակայՊատասխանատու քարտուղար 1Г. Ա Հովնաննիսյան
• Մ աթ եմ ատիկաս

Ի ԳԻՏՈԻՐ֊ՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

հ»մ բա գրութ յունր խնդրում ( այն անձանց , որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրաւգարա֊ 
կեյ Հւսյւսստանի Գիտությունների Ազգ այրն Ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա սՄաթեմատիկաս 
• Մաթեմատիկաս ամսագրում, ^աշվՒ առնեք հետևյալ կանոնները

]. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մ ամ ւ»ւլը 
(այսինքն ոչ ավե/ի քան տեքստի 24 մեքենագրված (ջ), իսկ համ առոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5 — 5 մեքենագրված էջ»

Մեկ տպագրական մամոլ/ը գերազանցող 
րակման բացառիկ դեպքերում' խմ բագրական

ծ ավայ ով 
կոլեգիայի

հոդվածներն ընդունվւււ մ են

Ռուսերեն 
անգլերեն

2. Հոդվածները ս/ետք Լ ներկայացվեն գրամ եքենագրված, երկու օրինակով։ 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ Հ կցել ամփոփումներ հայերեն, 
Լ ռու ս եր են լ եգռլներովւ

Օտարերկրյա հեղինակների հււգվածնևրր, իրենց ցանկութ յամ բ, կարող են հրապարակվել 
Համապատասխան քեդվով։

3. Մեծատառ (ատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ն երքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու հծիկով 
վ երևոլ մ »

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա- 
սւիտով, իսկ կոլրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծովք

4. Գծագրերը ն երկա լաքվում են աոանձին Լքերի քԼՐա» երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»5. Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, հՐՀ^րի համար 
նշվում (' հ եղինակը, հցքի անունը, հրա տարակմ ան տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ* 
Հան տարեթ իվյը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
հ ամայւը, տարեթիվը և էքնրըւ

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա» 
ր» ա ս խ ան տ ե ղում ւ

6, I) րբադրութ յան ժամանակ հեղինակի կոՂ^ՒՕ կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո* 
Ն ութ յո լնն երը ( օրիգինալի նկատմամբ) չեն թու յչա տրվում ր7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ- 
գտծի ստացմտն ժամկետ Համարվում ( է[երջնական տեքստի ստացման օրըք

Ց. Հսղվածի մերժմուն դեսյքՈւմ հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի սեկ օրինակը և 
րյմ բ ս։ գը ա թ յունը իյւ ավռւնք կ վերապահում չգթ^ՂՀ^է մերժման պա տ ճաոների պարզա բանում ովւ9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշեչ այն հիմնարկի [րիվ անունը, որտեղ կատար­

ված Լ տվյալ աշխատանքը*
10. Հ եղինակը պետք կ ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր!

եւմ բագրոլթ յան հասցեն Երևան, Մարշալ թաղրամ չանի պՈք[՚ք 24 բւ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկաս»



ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ НЕКОММУТАТИВНЫХ АНАЛОГОВ 
РЕШЕТЧАТЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

В. А. Арзуманян, Б. С. Нахапетян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №6, 1993

В работе рассмотрены некоторые вопросы, связанные с асимптоти­
ческой нормальностью некоммутативных аналогов однородных слу­
чайных полей со слабо зависимыми компонентами. Центральная пре­
дельная теорема формулируется при некотором условии асимптотиче­
ской абелевости и условия перемешивания. Метод доказательств су­
щественно более прост, чем обычно используемый.

§0. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время заметно возрос интерес к результатам теории операторных ал­

гебр, формулируемых в вероятностных терминах (предельные теоремы, условия 

перемешивания, эргодические свойства и т.д.) и которые принято интерпрети­

ровать как результаты так называемой некоммутативной теории вероятностей. 

Применение вероятностных методов в операторных алгебрах обусловлено извест­

ным сходством основных конструкций, а классическая теория вероятностей рас­

сматривается при этом как коммутативный случай. Одним из важных стиму­

лов к развитию некоммутативной теории вероятностей служа г модели кванчивой 

статистической механики, описываемые в рамках алгебраической аксиоматики.
• •

Как и в классической теории вероятностей, асимптотические результаты и, 

в частности, предельные теоремы, представляют собой важный раздел иссле­

дований. Такие теоремы обычно доказываются в классе динамических систем, 

удовлетворяющих различным условиям перемешивания. Подобными свойства­

ми обладают равновесные состояния кван товой статистической механики, 1 акис 

как термодинамические пределы гиббсовских состояний, КМШ состояния (см.
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[1],[2'.[:Г'г Одним из первых результатов па эту тему был анонсирован В В. ди. 

шелевичсм р работе 11], где гнила приведена центральная предельная теорема в 

формх лировк» Я ։ ( иная т *я и< kommv i агивного анало/ а стационарного случай- 

ч ՝• > fipniir.il. В дальней шел։ I* I • ольлштсйн. оставаясь в рамках • ». иммернпго 

счучая, у< и.»’« ■՝ эти результаты получив аналоги теорем Ибрагимова

. 7'3 тля ։ 1.зб<> ։зниги\!11Х стационарных случайных процессов

В in.՛» м>ч( й рабозх рассмотрены вопросы связанные с ас.и мп готическом 

нормаль». »v i » к» тля некоммутативных аналогов однородных случайных полей со 

слабо зависимыми компонен тами. Центральная предельная теорема доказывает­

ся при условии перемешивания обобщающего известные критерии [8], [9], ^10]), 

выполнялициеся для гиббсовских случайных полей. В применении к одномерному 

случаю оно выделяет формально более широкий класт случайных процессов.

Мспц доказательства, использованный н настоящей работе существенно 

более прос т и обозрим но сравнении» с обычно используемым и восходи т к работе 

>дного и» авторов 'II]. Этот метод вполне эффективен и при рассмотрении 

случайных полей с неограниченными компонентами.

U- ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ И ПОСТРОЕНИЯ

II.։ il Ж" целочисленная решетка размерности //, • // > I, т. г. пространств«» 

НТК Юри»» X = ( Х\, Х-2, ... , Тр), где Г,- t ж. I = I , 2, ... , I/, , С нормой I I || — 

- тах ( т, 1 • 1-1.2,... р )

Оог шачим через И множество конечных подмножеств 7/У. и пусть |/| - 

>(и. ли j.H-.ueij j cü множества / t. »I Через I „ обозначим //-мерный куб с длиной 

с-орспы. равней 2п+ 1, г. с. V’n - Г -n.n]v, где [-п,п| = (»ЕЖ : -п < t < п|- 

при »г < •г.хочимо։ । и пешечка /// будет рассматриваться как алл и » ивпая абелева

।рупли.

1.}с: 1. Л алгебра фон Неймана в сепарабельном гильбертовом простран- 

» » вс V., Л с г՜/ „.՛ н'»рма.тьнии состояние пл А Для представления ’

। р\пны 77. в ; руппу Аи((>1) *-авгомор։|»измов алгебры А введем поня тие траек 

тории i'J Г элемента uÇA вп множестве I Q 7/.^ ■

и(/) = {г(т) и : z С f]
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Полная траектория (т. с. при / = Ж/) и обозначается через 7’и, а минимальная 

алгебра Неймана, порожденная подмножеством А С А будет обозначаться через 

А(А).

Определение 1. Состояние о, на А называется г- инвариантным. если 

cj(t(z)u) = uj(u)

для всех и £ Л, х € Ж1՜, т. е. если w(Tu) = const.

Легко проверить, что если и являе тся т-инвариантным состоянием, то оно также 

т коинвариантно, т.е. для всех u, v Е А и всех х, у, z £ 7LV

COV (т(х + z) U, r(j/ 4- z) v) = cov (r(x) u, т(у) v),

где cov(u, v) = u(u, v) — lj(u)u(d), h, v £ A.

т инвариан тное состояние и на А называется центрированным по отноше­

нию к системе (Л, т, и), если о;(Т(н)) = си(и) = 0. Для центрированного состояния 

и, очевидно, что соу(и. н) = <ь»(н, в), н, « £ Та.

Напомним лемму [5], которая бу дез՝ часто использоваться в работе.

Лемма 1. Для любых эрмитовых u, v £ А

[ и, и] коммутатор пары С А, [ и, и] = ин — ни.

Обозначим через Ь„ класс последовательностей неотрицательных монотон­

но убывающих к нулю чисел, и пусть А С Ьо - множество всех последователь­

ностей е из />„ , для которых выполняется следующее условие :

ОО
v — I

п = 1

Очевидно, что это условие эквивалензно следующему :

II СII = С (II X ||) <

«еж՛'



G

Определение 2. Булем говорить, что эрмитов элемент а Е Л удовлетвори 

условию сильного т перемешивания с коэффициентом о Е если для пг«., 

/, V е и; не Л(?;(/)), «е Л(т;(У))

|c«»v(u, v)| < /(I / |)ju|i ||ь|а(р(/, ’/)),

где f - произвольная функция на IN, р(/, Г) — min{ [г - у J, х Е /, у Е V) 

Определение 3. Бу де.м говорить, что эрмитов элемент а^А удовлетворяй 

условию г асимптотической абелевости с. коэффициентом Д Е Lo > если д.д 

всех х, у С 71v

||[r(z)a,7(f/)a] || < 0 (|| x - у ||).

Пусть а фиксированный элемент .4, и пусть си ֊ т-инвариантное цеп 

грированное гю отношению к системе (>4,т, и) состояние. Мы будем использовать 

следующие обозначении . КН

sfi՜) - XL TMa - XL u> v e iv ;
rfV UGTJV) I

Z(l ) = /г՜1 .S’(V'), i де av ֊ /u(S(V)2) ;

Z(n) - Z( Vn) = a~ 1 S(Vn), где an = ov,.

Функция распределения l''u для эрмитова элемеп га и Е А определяется следу­

ющим образом : . 1

?u(A) = u;(£a(u)), ՝ . |

1 де Ьд спектральный проектор и,отвечающий интервалу (—oo,A),AGlR 
/ОО

е“А c/Fu(A), удовлетворяет 
•ОО 

соотношению

^ъ(/) “ и)(е'4), ( $- IR‘. I

Определение 4. Пусть си - т֊инвариаптпое центрированное по отношение 

к системе (Л,т,»/) состояние. Будем говорить, что для эрмитова элемента “
Г 

выполнена центральная предельная теорема, если последовательноегь функции 

распределения для операторов Z(n), п Е IN, асимптотически нормальна, т-е>

А

дли нсех А Е П<’.
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Теорема. Пусть ш г-инвариантное. центрированное, по отношению к систе- 

ме (Ж Т и) состояние, и пусть эрмитов элемент а удовлетворяет условиям 

сильного т перемешивания и г- асимптотической абелевости с коэффициента­

ми п « А соответственно (с а, /3 Е Тогда ряд

= ^2 сои (а, и) 
ибТв 

Г 
сходится . Если его ф 0, то для а выполнена центральная предельная теорема.

Доказательство этой теоремы приведено в §3.

§2, ДВЕ ЛЕММЫ

Пусть р = р(п), д = ?(п), п 6 1ГЧ - некоторые функции со значениями в ЕЧ. Пара 

таких функций будет называться стандартной, если р(п),д(п) —» оо, р(п) = 

о(п), (] ■= о(р) при п —> оо. Введем обозначения :

/пО) = [֊« + Л>(п) 4֊ ;д(п), -п + (; 4֊ 1)р(п) 4֊ }?(п) ] С Ж, ; = 0, 1, ..., т - 1,

т = т(п) — 2п 4- 1 
р(п) + д(п)

т— I
Очевидно, что /п - декартово произведение и копий множеств и /п(;) является 

объединением г/-мерных кубов с ребрами длины р.

Перенумеруем эти кубы в некотором порядке (общее их число равно к = (т— 1)‘/)

и обозначим ;-тый куб в этой нумерации через /. Тогда

к

Лемма 2. Пусть ш т-инвариантное центрированное по отношению к си- 

сгпеме (.4, г, а) состояние, и пусть эрмитов элемент абЛ удовлетворяет 

Условию т֊асимптотической абелевости с коэффициентом 0 £ Б.

О Пусть для некоторого положительного у 6

и<?п ~ 72| |. пр» оо.

что для стандартной пары функций р, </ таких, что р(п) —
/ ! .

0■ п) при п—» оо, выполнены следующие условия
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/. Для любого I Е 1Л

-♦ 0, при п —> оо,

где = ап 1 5(ДП1>) ;

2. Для любого положительного е Е М

А’ЛГП(А) = О,

|А|>«<7„

где Гп = А’5(Дп։1).

Тогда для а выполнена центральная предельная теорема.

Доказательство. Достаточно убедиться в сходимости соответствующих харак­

теристических функций для любого фиксированного I Е Ш.,т.е.

—» 0, при п —♦ оо.

Обозначим

к кТ<*> = II г(п’л - П || ;
;=1

Очевидно

։ = 1, 2, 3 будем оценивать отдельно.Каждое слагаемое Т-к\

Из первого условия Леммы 2 получаем

к< |$| II 7(п) - ^2 £(п,» || < |1|(г՜1 У2 || и | <
> = 1 иЕТ.(^п-/п)

— Я а I |Кг — /п | ~ 0’1 И(7ПР^2) 1 У а || 1 д(п) —► 0, при п —> О°-
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Выделяя ша։ за тагом с.ла! аемыс из 7(п,1с) и используя вторую оценку в Лемме

1, получим

2(п'»с.։г(п,к) сйг(п,*)

1< ъ1 и ■?(«,*)] и + ^‘՜1’

Продолжая этот процесс, получим

т= 1

тп — 1

т= 1

п

хеИ1՜, I ։ I >9(п)

Осталось доказать, что —» 0, где и —• оо.

। Усмотрим схему серий независимых одинаково распределенных случайных 

^.чичин с функциями распределения Гпи = Ги(П|у),где } = 1, ...» Л = £(п), п = 

՝ 1. 2....

^<։я нашей цели достаточно проверить условие Линдеберга :

для всех е >0 АЧГл^(А) = 0.

/
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Так как и; предполагается г-инвариантным, функции распределения R. ..

зависят от 1 и следовательно, условие Линдеберга эквивалентно условию 2

леммы.

Лемма 3. Пусть выполнены предположения Теоремы. Тогда справедливо см.

дующее соотношение :
‘2

Пт
П — ОО IV -

2
о-

Доказательство. Имеем
2

2 _

Следовательно

2 
п

Обозначая V* ֊ { х Е |/п : р( х, Ж" - 1/п ) < <1} для любого с1 > 0 , получаем

/(I) им2
14.1 х-у1)<

< л») 1дР ( 
- । к । I 14?1 £ «(Ы) + |Ц>| £ “(|у|)

уеж- ><*
= /(1)||а||Мг^1 +/(1)|ар £ а(Ы)<

убЖ*՜, | у | ><*

֊ ЯО ИМ IIа II2 “(2П+ /(0 1Ы2 У" а(1!/1)~
V 4 г II 4уеи-,Ы>а

Положив й ֊ 1п п мы завершим доказательство леммы.



§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

|десь мы приводим доказательство теоремы, ко|<>рое с’ми,с> к ’роьеркс 

вий Леммы 2- ' ։ вержление относительно поведении корреляций является сл<.а

। ։циеМ Леммы .՝ *у _ оо^. Лш ко выбрать '] ункдию Г!/*) — оно • при 7* 

чак, чтобы выполнялось условие 2 Леммы '2 Мы завершим показа 1 ельечво Те 

иремы. пока** •։՛ т; некоторой стандартной пары функции д и р ֊ и(п^) 

р -г ли услоки- I Леммы 2 выполнено.

||ус।»» условие Теоремы выполнены Имеем

СОУ

Испольт'я лт<> рекуррентное с ю гногтсвис можно получи ть

Если / тождественный опера гор н 'И, ти положим

Каждое из слагаемых Л/|։ ։ = 1, 2, 3 оценим по отдельности.

Обозначая | к | = (/Г к для любого оператора и, используя

-1смму | (принимая во внимание неравенство |е|( 1 — И ? (*0^1 5

‘Случаем для п. —# 'X:

•41 < С, ГА:и.'(|/(>։,0Ч3) <
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в силу ТОГО, ЧТО ДЛЯ / = 3, 1 ...к и

COV

® е ДП1/

Далее, не теряя общности. мы предполагаем, что на каждом шагу выбираем^ 

номер г гаков, ч то соответствующее множество Апг является ближайшими

Дп /. Применяя условие перемешивания, получаем

t2 p(n)2u fc(n)
</(>)

к
, ft(p(An,() An,2)) < 

/=3
oc

< c212 pCnr 52 52 Q(p

*=l /:(«-! )?(n)</>(△„.!,△„,J )<лд(п)
cc

< р(пУ or (бд(п))л։1/՜ ' <
.«= 1

< c ,2 p(n)1' V 7(-’7) n nn
S ~r~CZ 7 ------- —» 0, при n —» ОС,

1 де функция q выбрана подходящим образом.

COV и и2 al

Таким же путем оцепим Мд :

COV

n’(p(An /, Ап.з))

к I-I
k(n) 

nvnv!^



Г./М")2'՜ 
jT-'M-1)1'

ru'sgfn)) _ z, ,;„p(n)41, (p(n)Y a(s<)(n))
7՜W Г֊;-------- • 0, при >t

ABSTRACT. The paper formulates some results on asymptotic normality 
a many dimensional case for xioncommutative analogues of homogeneous 
random 6» Ills with weakly dependent components. A central limit theorem 
■ obtained under a mixing condition and a condition of asymptotic 
nbelianm ss. The.* method of proofs is essentially simplier than the: standard

ЛИТЕРАТУР A

I || Araki. “Gibbs stales uf a one-dimensional quantum lai tir« ’. Comm Math Phys . 
vol. 11. pp. 120 157,1969.

2 (). Bratteli. D. VV Robinson. Operator Algebras ami Quantum Statistical 
Mechanics, vol. II, Springer, New-York Heidelberg Berlin, 1981.

3 . Д. Рюэль, Статистическая Механика. M., Мир. 1971
I В В Аншелевич “Цен тральная предельная теорема в псю-ммуз a i ивной" 

нории вероятностей", ДАН (’(’СР. т. 208, пр. 1265 PW, 1973.
5 Ь. I Гольдштейн. “Центральная предельная теорема некоммутативной” 

кюрии вероятностей, Теория вероятп. и прим., I. 27, стр. 657 - 666. 1982.
6 . Т А Сарымсакоп, Введение в Квантовую Теорию Вероятностей РАН, 1 аш- 

кент, 1985.
7 И А. Ибрагимов. Ю. Н. Линник. Независимые и Стационарно Связанные 

Величины. М.. Наука, 1971.
S. Р JI. Допрушин. “Описание случайных полги условными вероятностями и 

условиями их регулярноеiи”, I горим верой гн и прим., т. 13. стр. 197 22-1 
1968.

II. 1՝ .՛ I. .lonpviHHH, "Гиббсовские случайные но ля для решеччатых систем с 
парным взаимодействием'’. Функи, анал. и прил.г г. 2. с гр. 292 301. 1968.

Н) В S. \ahapot.inn, Limit Theorems and Some \pplicalions in Statistical Physics. 
I< iiIhht-!ext.«՛ zur Math , hand 123, 1991.

H b ('. Haxanirj ив, “Об одном подходе к доказательству предельных теорем для 
зависимых случайных величин՝’, Теория версии н. и прим., г. 32. стр. 589 

595, 1947

12 Ноябри 1993 И истину । математики
Il \ II Армении



НЕРАВЕНСТВА ТИПА БЕРНШТЕЙНА ДЛЯ 
ПРОИЗВОДНЫХ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 
И ПРИБЛИЖЕНИЕ МЕРОМОРФНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ

Р. А. Аветисян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №6. 1993

В работе получены некоторые оценки для мероморфных функций, не 
имеющих полюсов на вещественной оси. Описаны классы функций 
определенных на вещественной оси, которые обобщают классы Бесова

§0. ВВЕДЕНИЕ
֊ •

Изучение наилучших приближений мероморфными функциями началось два де­

сятилетия тому назад. Равномерное приближение мероморфными функциями 

голоморфными в угловых областях и эволюция их веса, были исследованы в [1) 

[2]. Проблема относится как к теории приближений, так и и теории распреде 

лепий .значений обобщенных функций. Первые результа ты, снизанные с наилуч­

шими равномерными приближениями на 1И, получены в работе [3]. В работе [3] 

рассмотрены мероморфные функции, не имеющие полюсов в некоторой угловой 
♦ 

области, содержащей вещественную ось.

В настоящей работе рассмотрены .задачи наилучшего приближения мере* 

морфными функциями с дополнительными ограничениями на расположение их 

полюсов. «де

Наша основная цель - получить неравенства типа Бернштейна для мере 

морфных функций, не имеющих полюсов на вещественной оси. Мы также дадим 

՛шисания новых классов функций, определенных на вещественной оси, обобщи 

ЮН1ИХ классы Бесова Н? . Эти результаты являются мероморфными аналогами 

наилучших приближений рациональными и целыми функциями [4 18].
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Наши результаты основаны на теории рациональных приближений и и в

тгом отношении похожи на работу [19]. В доказательствах применяются методы

и идеи, развитые в работах [16 - 18]. Мы также используем эквивалентность

ралли՝ 1НЫХ определений пространств Бесова, полученную в работах [20], [21].

Работа состоит из двух параграфов. В первом параграфе формулирую гея

основные результаты. Во втором приводятся их доказательства и вспомога- 

1е.1ьные предложения.

J ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Для формулировки основных результатов нам необходимы следующие обозначе­

ния и определения.

Пусть 7 локально спрямляемая кривая в комплексной плоскости. Обозна­

чим через Лр(7), р G (0, оо] множество функций, измеримых на 7, для которых 

||/||рл < 4-оо. Полагаем,что

О Г \
WM , р#оо, 
7 /

||/||оо,7 = esssup |/(г)|, р = оо.

Если 7 = (-оо, оо), то положим 11/||р 7 - 11/1|р, а если 7 = (—R, R), 0 < R < +оо, 

то||Л1р.,= ||/11₽.я-

Мы используем обычное обозначение теории Неванлинны [22]. В частности, 

через T(r, f) обозначаем характеристику Неванлинны для функции f меро- 

морфной в С. п(г,/) = п(г,ос,/) - число ее полюсов в диске |г| < г с учетом 

кратностей, и

Для открытого множества Q С С функции, голоморфные (мероморфные) в 

^-обозначим через .4(Q)(A/(Q)).

Через /Эд, П+, П_ обозначим, соответственно, диск |z| < R. полуплоскость 

I'1’2 > 0 и полуплоскость Imz < 0.

Теперь мы можем сформулировать Георему 1 о мсроморфных аналогах хороню 

• гного неравенства Бернштейна для производных целых функций экспонен

"и^1Ы։аго тина [1 - 6]. Доказательство этой георемы основано на идеях рагют
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110], [18].

Теорема 1. Пусть f E Л/ (/Э$к), 0 > 1, 0 < ft < oo, ||/||ao,0K < +oo и 21, 22> -••» zn

полюсы функции f 

a < ftx/O^ - 1, mo

1Л*)1<С||/11«>,^

e D$r. Если 0n > 0, a > 0, такие, что 1 < 0О < 6,

где Ci = Ci(0,0Q), i = 1,2.

Теорема 2. Пусть f 6 Л/ 0 > 1, 0 < ft < oo, р Е (1, oo], тп £ N, f Е ЕР,вн, 

s = (ш + р՜1)՜1. Если I < 0п < 0, 0 < а < Я\/0? — 1, тп

ll/(m)lls,H < Сз (l + —^) {пт(0Л,/) + X

X ||/||р,|>н ехр с4- + In1 , (2)

где Ci = Ci(0, On, m, p), i = 3, 4.

Через Ci (a,/?...), 6^(0, 0o...) обозначим положительные числа без повторе- 

ний, зависящие только от а, /?, 0, 0|)։....

Теперь перейдем к оценкам производных мероморфных функций из классов Бе­

сова И? . При этом важно, что мы можем определять эти классы с помощью при- 

ближенного модуля гладкости Брудного [23]. Хорошо известно, [23], [21], что в 

случае окружности или интервала это определение эквивалентно стандартному. 

Для формулировки этих результаз'ов нам понадобятся нижеследующие опреде­

ления.

Пусть 7 простая спрямляемая липшицева кривая п комплексной плоскости 

(замкнутая или открытая).

Для функции / Е Ер(у) и арки / С 7 обозначим через Е'т(/,1) наилучшсс 

приближение функции / на множестве / посредством аналитических полиномов 

степени тп, т = 0, 1,....

Пусть А > 0, 7 = и/*, где /* неперекрываюшиеся арки и 6/2 < |/*| < 8. 

Для / £ />р(7). Р £ (0, <Х)] положим -
( 3 1 /р

^т (/, 6)р = ЯЦр < Ет(/, /1)^ 1> , р#ОО,

I к )
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^)оо — Slip \ />т(/։ ^Jt)oo> Р — ОО,
• •

*

где sup берется по всем представлениям кривой у,’ как и выше. Если / £ /^(у),

то положим [21]

где sup берется по всем представлениям кривой у.

Пусть 0 < р < оо, а > ~ — 1, тп = [а] 4֊ I. Обозначим через В? множес тво 

функций f € Lp(y) с конечной квазипормой

НГИ _( Л| , ( Г MX'"
li/ll^o) - ։ /НьрО) + ц, I——I — I । р оо-

нен и г|| suPi>u Wm(/| ^)оо
ll/llfi“ :т) = Н/11л«(7) +----------------------- » р = сс-

Если 7 = [-К, К], ТО ПОЛОЖИМ ||/||в?(7} - П/Нв“(Л)-

Теорема 3. Пусть fEM 0 > 1, 0 < К < оо, р G (1,оо], а > О,

s - (а -1֊ р-1 )՜1. Вели f С Lp,0R, 1 < 0п < 0, 0 < а < К\/9^ — 1, то

Н/|1я«(л) < ^5 (։ +

х Н/Нр.вк ехр се- (тжл + 1п+ц/ц;;я) ГЗ)

где. = С\(л, р, 0, 0n), i — 5, 6.

Георема 3 подсказывает,как, используя мсроморфные приближения, можно опре 

делить и описать некоторые классы функций, определенных на Ш., которые'обоб­

щают пространства Бесова П՞.

Положим f € Аса, € > 0, п՜ > 0, если f мсроморфная функция в комплексной

плос.кргтм и

Т(г,/)<а(г+1)1+։, г > 0.

Если t՝ = 0, то полагаем = Ао

Пусть f е />,Р G (0,оо]: е > 0, <Т > 0. Наилучшее приближение к f в Lp

функциями f 6 Ад обозначим через Затем [24] введем аппроксимативное
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пространство Л/^Дг) (а > 0, р, <7 € (0, оо]) функций / 6 Лр с конечной к в аз и нор­

мой

11/Нм;*,(с) ֊ 11/11/. +
1/9

, Я / оо,

Н/11м;ч(е) — 11/11/Л + 2 " а2к(/)р» д — оо.

Если с = 0, то полагаем Л/£Д0) =

Положим / С К®, о > 0, р > 0, если / 6 Яр (R.) для всех /?., О < Л < ос и

Н/Нк? =' Я>и
Н/Ни;(Я) 
(/?+ 1)а

Теперь мы можем сформулировать обратную и прямую теоремы о мероморфном 

приближении классов К?. Я

Теорема 4. Пусть о > 0, р 6 (1, оо), з = (а + р՜ 1) 1, г > 0. Тогда,

м°, с к; п ьР։

л7“д(Нэ к;п/т

^2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 4

Локазательс гва Теорем I 4 основано на нескольких леммах. Для их доказатель­

ства нам необходимы некоторые обозначения :

1)^ — 1дц ОН4՜, И1( — П П” ; если / ЕЛ/ положим

Лемма 1. Пусть / 6 Л(/Э^Л), 0 > 1, /?. > 0. 'Тогда

х охр <3(0) (вК./)
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Доказательство. Пусть z = re1* Е Положим

т sin <р . (0/()2sin<p
|г - q2 ~ |(0Я)2 ֊ и|2’ I е (-0^,0/?),

(ft ну - г2 
iftRc1* z|2

(ft/i)2 - г2 
|вя«-* - гр ՛ e

И 4 формулы Неванлинны [22] полу чаем, что при z Е l)tR “ л

in !/(*)!<
b ft

֊ [ ln|/(t)|M1(z,t)di + ± [ \в\/(9Кс*)\1Ж,11>)<Н>.
* J-or 2* Jo

(7)

Имени место неравенства

f rSln/2l(2l0 < | _ J I 2 « Z ^&R> 

. „ /л. ini z _ ,МД*, V) < c3(0) —, z c oj.

(’ледова icjo но, из (7) имеем

I feH Im zln|/(2)|<-/ + 2^dr- W
* J-6R

Учи тывая, что
1 1 Г
- fi^z}l)dt+-— p2(z,^)d^ = I,
”■ J—fiR zir Jn

из (8) и неравенства Йенсена получаем неравенство (6) Леммы I.

Лемма 2. Пуг.тъ f е .4(7\+/£), 0 > 1,7 = ^,*2] С П^. Если Hcz const при 

z Е 7< Р £ (1» оо], то

Н/11р(7) < (| + ,т£'_Н/Нмя*

х exp k(ft,^) • (-чоя, /)+1п+ ня-,;„)]. т

где 3 угол между [zj, 22) и вещественней осью

Доказнтольство. Если р = оо, то Лемма 2 следует из Леммы 1. Пусть р 6 (1, оо)

и = 1. Положим

ок

/
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Так как р Е (1, оо), то имеем [25]

/ей

вн

Так как, го при г = ж Т й/ Е , 2?]

|с/г| < л/2| 1ап (1х

получаем

1|и||Р(7)<с1(^) <С(р^)\\Л\р,еи.

Из (6) следует утверждение (9) Леммы 2.

Доказательство Теоремы 1. Пусть 0\ удовлетворяет неравенствам 0ц < 0։ < 

< 0. Обозначим через у+ трапецию с вершинами = 0) /?, О = R \/д) — 1 + ։а, 

С» = -Я\/0? ֊ I + ш, (л = и пусть у՜ = {г Е С: г € 7<А}, 7о = 

7* О 7«՜. Обозначим (]л область, ограниченная кривой 7,,, (7+ — С,п П П+, 

6’՜ = С а Г1 П՜. Сначала рассмотрим случай, когда /(г) не имеет полюсов в 

верхней полуплоскос ти. Если г\, 22,..., гп являются полюсами функции /(г), то

положим
п

2 - 2к
2 - 2к

(10)

Гак как / Е Л(О^Я), , //II, //II2 Е А(ОуН) для любой ориентации кривых 7+, 

7а , то по формуле Коши при т. Е (-Я, R) получаем

1 г /(0 Л ч(ж)У > / Я£1_^ 
З’г։՜/_вк 0 - г)2 \ П(<) / 2тг»/7+ (( - ж)2

П(х) / /(О П2(*) [ /(О = Л
А; П(() (( - т)2 + 2тг1 Л- ГР«) « - ж)2 ^ Л՛

Гак как / Е Л(£)^Л), , //П, //П2 Е А^Иун), го из (9) Для х Е ( — К, R) получаем

|0.(Я)| < С4 11^°^ ехр [с6 (т+(«ш,/) + 1п+ ||/||-’(Я)], 3 = 2,3.4.

Теперь оцепим д\. Но формуле Коши при г Е С+ имссм

■ I /8" (П(<)֊ Н(2))2 . 1 [ 11(0 11(г) [ <и
2»։ Те/, П(0 (< - г)։ 2։г» /,+ (։ - г)7 я։ (/. — г)2

П2(0 /■ (11 П'(։)
+ 2я։ / - 11(0 («- + П(г) ՛
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Следовательно
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11/11оо,м ей

2-7Г (11 =

он
- ||/||ао,0Л (11

1т гк

Теорема I доказана в случае, когда /(г) не имеет полюсов в верхней полуплос-

кости. В общем случае, если 2},г-2,. являются полюсами /(г) в верхней по­

а

п

луплоскости, рассмотрим функцию

ГДС

т-г (ОR)2 — г2г 911(г2 — г) 
^Н(г} — г) (ОК)2 —

И моем

!/'(։)!< 1/;(*)1+11/11~,»я|*'н(*)1. X Е (-0К.0Н).

Гак как для функций /։ и Фд Теорема I уже была доказана, мы получаем 

утверждение (I) Теоремы 1

Для доказательства Теоремы 2 нам понадобятся некоторые определения и Лемма 

3 из [!8].

Если <1|, аг. ...։ ап принадлежат 1)\, то положим
п

г - ак
1 -

Пусть С дополнение интервала у’н(С) функции, коюрая является
I

конформным отображением С паС/Р1. Если гп принадлежат С, то 

положим

ак — ——т—7 1 Л — 1,2. •••։ л>

Qa(тl, х) — |Я>(¥’я('))) “ х

X |Нп(^яМ)֊Яп(£а(*))Г+՞ х|г/ —։Г՝1+՞

<ае « > о, ,Л1 (. [-Д.К].
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Лемма 3. ([18]). Пусть а > 0, р € (I, оо], я = (а 4* р ') 1 ( / Е Ар,/.. Кс.ли

/R

■R

то

1ЫЬ.л < С’(п,р)п՝ ||/||р,/<.

Лемма 4. Пусть 7 = [zi.za] С П , Д С ПТ 7 А Д = 0, f Ç а > О, 

р Е {1, ос], 5 = (а + р՜1)՜1. Исли

м к 1^1՛ жед՛ 
■ 

то
||ÿ||,(A)<C(t«.p)f J^L՝)“ ||/||р(7),

где р(Д,7) расстояние между Д i у.

Доказательство Теоремы 2. Мы можем выбрать контур Др — {£ ЕС:

|^л(С)1 — > •} так1 чтобы полюсы 2|, г-2,..., гп функции / по лежали внутри

Др. Пусть 7а контур, построенный в Теореме I и Гр = &риуп. При любой 

ориентации копчура Гр, по формуле Коши для х Е [—Я, Л] имеем

' /» х ' L

(’ледова гельно, если р

Дп(уя(х))У^' / Яп(^н(т)) 
»п(¥>я(О)У к Вп(¥>я(0) t/( =0.

R

-R

Idcl
|5№к(С))1 1С֊Л”'+1

Заметим, что /(О /Н^(у>л«)) е А (р»н/г). Следовательно, применяя Лемму 3 

к <?| и Леммы 2,4 к 02, получаем утверждение (2) Теоремы 2.

Доказательство Теоремы 3. (’начала предположим, что / не имееч полюсов 

н верхней полуплоскости. Пусть 7д , 7а и &+ ֊ контур и область, построенные 

в Теореме 1. По формуле Коши при г Е О’* имеем

/П (С-Д С

I I /«) П(Д / ЛО <К о г,.,2։г» С - г " 2к, У7- 11(0 (С - г) “ + + ’
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гдс П(2) есть произведение (10) для полюсов функции / в Т)в1<

Так как р е (1, оо), то из теоремы Рисса [25] получаем

НМмн < С(р)(|1Л|,.,»я + ||Ы11> + 11л||,).

Отсюда [ 16]

ЦЛп||в?(вя) < С(а,Р)п" (||/||р.вя + |1л11Р + НггНя)-

Из Леммы 2 следует, что /£п(*) удовлетворяет нсравепсзву (3) Теоремы 3. Для 

функции /1(2) имеем

з
/1(^) = П(з

*=1

ДО «
П(С) (<-г)

з

- 52 **(*)• 
4=1

а этого достаточно для оценивания квазинорм функции 02, так как квазинормм

<71, 0л можно оценить тем же способом. Из [20], [21] получаем

Для 02 имеем

тп — [а] -р 1.

к

Согласно Лемме 2.5 из [10] существуют функции АДг), к = 0, ! такие.

что

НМ) < «, Ьк(х) >0, г € Ш.,

П<т-‘>(2) <<;|(*,р)тш(у-',Л։(г))"՝_‘, ։ = ։ + >у€П+. (12)

Следовательно, из Леммы 4 получаем, что существуют Функции чакиё, что

т

92
(13)

Пу’Нр < Сз(о?, р) Н/|1р(К2> <з)),

Ц/.Ц, <с4(«,р)(п I
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Теперь, применяя неравенство Гельдера, получаем

Принимая по внимание Лемму 2, получаем утверждение (3) Теоремы 3 в спсци- 

алыюм классе, где / не имеет полюсов в IV.

В общем случае, если 2у, 22, являются полюсами функции /вП + , положим 

/](2) = Ф/<(■?), где Фк(^) определяются формулой (11). Легко видеть, что 

доказательство Теоремы 3 будет завершено, если получить (3) для функции

/^(т) = <72(т)Фн(х), х € ПТ

И՜1 результатов [20], [21] получаем (3) для А1, если распространить Г на всю

плоскость С

' (1х (1у < 4-сю,

где

янр |я/?(С)|
К-х|<|я(х,1а)

Мы можем представить функцию А' в виде А’(г) = Н(лт) х //(я), где д(г) —

1 асширим А' на всю плоскость, используя формулу

Следовательно

.Ф) £ п<‘)(г)^, 

к=0

П(») (1^1,
к-֊-0

(т- I)! рА’(г)1 <
|9(г)| П(т,(7)| у՞՝՜
|9('">(г)|и|"‘-1

если г С П +

если г 6 П”.

если 2 6 П + 
если г Е П՜

Из последних неравенств и (II), (12) получаем (3). 1еорема 3 доказана.
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Для доказательства Леммы 4 нам необходимы некоторые определения из [20]

Пусть

/(0 = {ieiR: |£-i|<^,< = { + io).

Если / 6 Л|, ТО положим Ет(/.<) = Ет(/, /(()),.

Следующая лемма является модификацией Теоремы 3 из [21].

Лемма 5. Пусть / Е Кр , р > и, а > । € /V. Тогда существует функция

Г, определенная в комплексной плоскости такая, что для любого К > 0

/(*) = Л [ (lr _ I! [[ dh' d*i
J^H (С ֊ *)'+։ п JJbH дс, (с ֊ *)/+1 х е (֊я, /?), (14)

где Лп - квадрат со стороной 2К и с центром и О

Доказательство. Если / Е Ар ■ а > - — С то из результатов работы [21] 

получаем, что / Е />],/? для всех К > (). Следовательно, можем определить 

функцию

[х [*' С*1՜'Е(х) = I I ... I дх.
Л) /о А

Из [20] почучэем, что Е можно распространить наС по формуле

д Е d^drj

дГ (16)

Пусть

дЕ d6,dii

Мы докажем, что у Е где я

дГ

|lmc‘|2

г Е Дк,

пН
г< —

где k = 0, 1 п = -2*, ...,2* - 1. Мы можем выбрать G i^.n гак, ч то 

i !>»><*.,1 = ֊Д_. Предположим также, что « < 1, гак как случай « > 1 можно
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доказать гем же способом, используя неравенство Гсльдера. Из Теоремы из [2|

имеем

получаем, что интеграл (17) сходится почти всюду на 1Я. ПустьВ частности,

Д}? — Дн П 11 +, Д?/( = Лк О П .Положим

7 = 1,2

и рассмотрим эти функции н 11՜ и П + , соответственно. Используя неравенство 

(16), мы можем покачат ь, что /у Е В^(<9Дк). Из [21] заключаем, что /у Е Е'|(Дд), 

где /ч((7) - пространс тво Смирнова в (7. Следовательно, имеем /] Е Н1(П"),

Л С //| (II+). Положим

д Г (1т]

К֊*)'’
Очевидно, что Гу(г), 7 = 1,2 непрерывные функции в 11 и П+, соответственно.

Далее, так как /'((л) = г Е П՜, /^(г) = Д(г), г Е П + , то по теореме 

брат ьев Рисе [25], Гу абсолютно непрерывна па Ш. и Гу (л) = /у (х), л Е 1Н- почти 

всюду на 1И ( /у (я), ; — 1,2 - некасательные пределы /Д-з) при г — ՛ г )• В 

точках сходимости интеграла (1 /) имеем

1 /7 дГ с!^ Аг)
* ./А;< Тс '

Следовательно, при гЕ(-/?, R.)

/(х) Г<0(1) = '1 / ; + + =
(С -х) +

/! Г Г((;) /! [Г дГ (1^(171
2^ ЛДк (7 - х)»+1 с ■ к ,//д„ ОС (С - *)'+’ ’ х Е (-Л, Я)

Лемма 5 д<»качана.



27I типа Бернштейна для производных

Доказательство Теоремы 4. Согласно интерполяционным теоремам [26], [17] 

вложение (5) будет доказано, если покажем, что

Пус ть / представляемся в виде (14). Пусть Д2п квадраты со сторонами 2п + 1 и 

центром в О. Положим

г(х}=4[[ аЛ
М} ’/А,.+1/4։. ас (С-*)'*'•

Выберем I гак, чтобы $(/-|֊1) > I, и применим Лемму 2.5 из [17] к функциям /п. Из 

[17] заключаем, что существуют рациональные функции Я^п(г), кп < (тп2/о2п, 

полюсы которых принадлежат Д2п+1 /Да» , такие, что

ПП22ЛП ՛

Докажем, что функции

^(0
п

сходятся к некоторой функции да Е .4^, > 0.

Для любой г €- С мы можем выбрать !У > /, так, чтобы г Е Д2ь . Следовательно

/V /V

1 = /

Очевидно, что

Следуя [2], находим

I

ГО

□и

||/ ֊ у*г||р
п=0

Иложение (5) доказано. Вложение (4) можно доказать так же, как в Теореме 3.1 

из [16], воспользовавшись оценками (12), (13).
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Теорема 4 доказана.

Автор выражает благодарность профессору Н. У. Аракеляну за полезные кон 

сультации.

ABSTRACT. -Some estimates for meromorphic functions which have no 
poles on the real axis arc obtained. Certain classes of functions defined on 
the real axis which generalize the Besov classes are described.
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ОБ ОГРАНИЧЕННОМ РАСХОДИМОСТИ
ПО ПЕРЕСТАВЛЕННЫМ ОРТОНОРМИРОВАННЫМ 
СИСТЕМАМ

С. Ш. Галстян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика,' 
том 28. №6, 1993 

••
В работе доказывается, что для любой тригонометрической системы 
(или любого базиса в пространстве непрерывных функций) существу­
ет перестановка натурального ряда такая, что ряд расходится почти 
всюду и его частичные суммы равномернно ограничены. Показывается 
также, что для любой полной ортонормированной системы существует 
перестановка такая, что ряд расходится почти всюду и максимальная 
функция частичных сумм интегрируема с квадратом.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Л. Н. Колмогоров в [1] сформулировал теорему о том, что существует почти 

всюду расходящийся переставленный тригонометрический ряд

^2 ав(п) С05(ст(п)г + ^(Л)), 

п = 0

коэффициенты которого удовлетворяю! условию

п=<1

т. с. существует функция из класса тг], ряд Фурь<; которой после некоторой

перестановки расходится поАти всюду.

Лишь н 1960 году 3. Загорский [2] дал краткую схему доказательства 

згой теоремы. Следуя конструкции 3. Загорского, П. Л. Ульянов док аз а п ”то

аналогичные георемы имеют место для системы Уолша и, что особенно важно, 

для системы Хаара. Исходя из последнего результата, П. Л. Ульянов и А. М. 

Олепский показали, что для любой полной ортонормированной системы (ПОНС) 

функций существует интегрируемая с квадратом функция, ряд Фурье которой 
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по згой системе после некоторой перестановки расходится почти всюду. Затем, 

А. М. Олевский доказал, что функцию можно взять непрерывной. Исторические 

справки об этих результатах можно найти в работах [3 - 5].

П. Л. > льянов доказал, что для системы Хаара существует интегрируемая 

с квадратом функция на [0,1], ряд Фурье-Хаара которой после некоторой пере­

становки ограниченно расходится почти всюду (см. [3]). В связи с последним 

результатом в работе [3] П. Л. Ульянов отмечает, что этот пример является 
■

первым примером такого рода, и ему не известны подобные примеры для других 

классических систем функций и, тем более, для достаточно произвольных ПОНС.

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть тригонометрическая система или базис в про­

странстве С[(), 1]. Тогда существует непрерывная функция / и перестановка 

г натурального ряда такие, что ряд

ОО
^3 ат(п)(/)^т(п)(0

п = 1

расходится почти всюду, а 

вир 
/V

* Г2г(п)(/)<^т(п){^) 

п=1

где ап(/) определяются формулой

Оп(/) = (/.<) = [' 
да

Здесь система, биортогональная <рП1 т. е. 

( 1, если п = тп,
('‘’п, ¥>т) = Ап,т = < у ссли п^т

Этот результат был доложен па Всесоюзный школе по теории функций и 

приближений н 1987 в Амбсрде (см. [6]).

Теорема 1 дает отрицательный отпет па задачу Р. И. Овсспяиа (устное 

сообщение) : обязан ли почти всюду сходиться ортогональный ряд, частичные 

суммы которого равномерно ограничены
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Теорема 2. Пусть {<^п} - ПОНС функций на [0,1]. Тогда существует непр? 

рывная функция / на [0,1] и перестановка г натурального ряда такие, что рЯ() 

Фурье этой функции по системе после перестановки т расходится почти

всюду и

5?(/)=8ир °т(п)</:։г(п)(0

п = 1

принадлежит классу Л2[0, 1].

Теоремы 1 и 2 дают ответ на вышеупомянутую задачу П. Л. Ульянова

Теорема. Гарсиа [ (см. [5], стр. 65 ֊ 75)] Пусть {9?п} ~ ОН система функции 

на [0,1]. Тогда для любой последовательности {дп} € /2 существует переста.

новка т натурального ряда такая, что

§3. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определим систему типа Хаара (см. [5], стр. 119). Пусть задано семейство

измеримых множеств

при к > О,

удовлетворяющих условиям

III. =0, при։#;,

где те.ч С - мера Лебега на [0,1].

Для семейства Е определим х,(4) = 1,

( х/?, 

Хн(0= < -х/2*.
(о,

при / Е + 1 \ 
при I е /4+Ь 

при I С [0, I] \ 15{кч,

где п = 2* 4- 1 < г < 2к, к = 0, 1,... .
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Известно (см. [5], стр 119), что для любой системы типа Хаара суше-

ствует сохраняющее меру отображение и(г) отрезка [0,1]

Х*п(0 = Хп(и,(О» гДе Хг. система Хаара. Отрезки вида
на себя такое, что

2т называ-
ются двоичными отрезками.

( .формулируем лемму, которая, фактически, уже представлена в работе [1], 

но отдельно не сформулирована (см. также [5], стр. Г!5).

Лемма 1. (Л. М. Оле.вский) Существует подпоследовательность {NTH}
rn= I

натуральных чисел перестановка
о- натуральных чисел и полиномы Qrr,(/.) ио системе \aapo

N

со свойствами
N

2)

IIQrnli
in 1

n«

‘ ’ ГП

/vm
max 'm •

Из этой леммы непосредственно получаем следу lomee

п = Л'т -

m - m -

Следствие 1. {Хп(0)£=1 * система типа Хаара. Тогда существует

։п»д последовательность простановка <т натуральных 1исел такие,

СЮ
ссюду и 

чв

Slip

5՜
2 ^гт(п )Хя(п) 

n = 1

Леммн 2. Пусть М подмножество отрезка состоящее из коне.чно-

ео числа двоичных отрезков. ' огда длл любого натурального числа М и по­

ложительных чисел с,Ь < \/2 существует разбиение множества М на два 

подмно жества Л4 । и М-2 одинаковой меры, состоящих из двоичны! отрезков,

натуральное числи М', тригонометрический полином 

м'
/.^1) — г, COFf?^/ + о»)

т=А/ + 1

п "т I
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и перестановка А натуральны! чисел {М + 1, М + 2,М'}, для которых

/>) тез

тах /V

\Р(1)\<8

Доказательство. Пусть 0 < 5, 8 < 1/2, Д = (а, 6) С [0, 1]. Положим

Обозначим

Ясно, что

О,

I линейна на отрезках

если I Е [0, а] и [6, 1];
если I Е [а 4- 8(Ь — а),Ь — 6(Ь - а)];, 

[а, а 4֊ 6(6 — а)] и [6 - 6(6 — а), 6].

и(^(/) - ^(о։1/2)(О ^1/2,
(2)

I «(б)(6)^=0. 
о

(3)

Пусть Л4 состоит из непересекающихся двоичных отрезков {Д1,.... Д^} и Д

один из этих отрезков. Из (1) и (2) следует, что и - абсолютно

непрерывные функции. Поэтому

•%(*. 1'д"/8)) => 5п(2, => г(</8), прич п —• по,

11^(4. ^</в))Н« < 2Упг(^*/8) < 1,

0)

(5)

||5п(М(д/к))||оо < 2Уаг(«<</8> < 8.

Из (4) следует, что для любого с > 0 и натурального к существует натуральное 

число пп такое, что

К

1|5п.(4,^‘/в))-У1</в,(0||оо < е-. (’)
Л

Для натурального Л/д возьмем т так, чтобы

2,п - 2п0 > Мд, (9>
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и определим Мд = 2mno 4֊ По- Пусть

По

•$n0G> ^д b = cos(2xjt +. q')։ 
j=o

n0
•^n0(^> v(*/8)) = У c'- cos(2irjt 4֊ a").

j=i
Рассмотрим полином

PAW = ^o(t։^/8))-5no(2TOt։v(W)= £ су cos(27rjt 4-ôy) =

Ji = M △ +1

По По

= Cy cos(2m+1 jirl -b OfpcJ, cos(2?rp/ 4֊ ap) = 
j = lp=0

III

[cos(27r(2m; - p)t 4֊ a" - a'p) - cos(27r(2mj -h p)t 4֊ a" +a')]. (10)

Из (9) следует, что последнее равенство представляет перестановку ряда Фурье 

полинома Рд(0 и эта перестановка действует из (Мд, Мд] в (Л/д, Мд]. Учиты­

вая (5), (6) и (10), получаем

так
N

У2 CA(j) cos(27TÀ(j)i 4- aA(j))
/=Мд+1

Обозначим

Л4+ = {t 6 Д : v<։/8’(2mt) > 0}, = (« 6 Д : >/i/8)(2mi) < 0}- (>2)

Ясно, что A4д и Л4д состоят из двоичных отрезков и

mes Л4д = mes A4д, А/дйА4д=А. (13)

Определим {Мд,, Л/д։}*=1 так, чтобы Мд< > М и (Мд.-, Л/д.] П - 0

при » / j. Обозначим через P(t) тригонометрический полином

к 
р(о= 

»■=1

(7) и (8) следует, что

1/401 < h,к-£՝ /б։и>1^Л4՛ ' (|4)
К
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Из (1), (2), (7), (8) и (12) имеем

mes {t : \P(t) - (0 + ХЛ4а(О1 <£}<<$> (15)

где
к к

■^1 = 11^^- Л42 = ил<^-
։ = 1 1=1

Из (13) следует, что Л41 и состоят из двоичных отрезков и

(16)

Л4|ИЛ12 = 0, mes A41 = mes М 2. • (17)

Для любого отрезка (Мд,., Мд ] определим перестановку А так, чтобы (11) имело

бы место для А — А,. Получаем

тах 
Я

cx{j}cos(2irX(j)t + аЛ(>)) (18)

Из (15) - (18) следует доказательство Леммы 2.

Обозначим через X либо С[0, 1], либбо Ар(0, 1), 1 < р < оо. Пусть {<рп}“=1 -

базис в пространстве X и {с/рп}“=1 - ее сопряженная система.

Лемма 3. Пусть £п I 0 - последовательность положительных чисел, тогда 

существуют последовательности натуральных чисел {Mn}JJ°_0 и {Un }æ_(1, си­

стема типа Хаара {Xn}£°=i> тригонометрические полиномы Рп(1) и пеРеста՛

новка А натуральных чисел со свойствами : 
Мп 

1) Рп(1) = С; соз(2%Д + а,),
ЛУ„_։ 4-1 

тах <м<мл

м
< 64|И|

;=Mn_i + l

п -

+ 1),А(И.-1 +2)......А(МП)) = {М„_։ + 1,МП_։ +2....... М„};

те.8

9

дли любых натуральных чисел пи].
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Доказательство. В случае X = £₽ (1 < Р < оо) доказательство простое. 

Поэтому МЫ докажем лемму, когда X = 0(0.1]. Построим последовательности 

{Мп}» {^»(0} и {Хп(^)} по индукции. Возьмем

Мо - 1, Мх - 1, Р(*)=1, х։(<) = 1, Яо = 0.

Выберем R] так, чтобы

Предположим, что мы

R.

» —1

£1£2
для любых / > Н}.

уже построили перестановку А, I. {«о;;,1.
(ритгг; и {ыок;,1 со свойствами 1 и 2 Леммы 3. Потребуем также, чтобы

для любых / > #„֊!, 1 < к < п.

Мы можем предположить, что интервалы постоянства функций {х*(0)ь = ! явля­

ются объединением конечного числа двоичных отрезков. Меры д,- представляют­

ся следующим образом : б/д,(/) = д,($)+^Д,(1), где д, 6 Ь1 (0, 1) и Д, - сингулярные 

меры. Существует множество О С [О, I], тезП = 0 такое, что

|М| |([0,1] \ И) = 0 для любых г 6 /V, (19)

где мера |д։| вариация меры щ.
Пусть п = 2Р + з, 1 < .<։ < 2Р. Возьмем множество Ер^. Оно состоит из 

конечного числа двоичных отрезков. Из (19) следует, что существует множество 

<А4, состоящее из конечного числа двоичных отрезков, для коюрого имеем

где

М(Л4) < «. (20)
п — 1

тез

м с 4։> \ и(/՛՛ 
1 = 1

>
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о 

Выберем полиномы {7,}։-3f' так, чтобы
£2 . _ W

11«. - ».III < С. где е=-й7-;------------- ------------------ . >- 1.2....Я,.,. (23)
4 Е IbilMIIPnlloo + IIPill)

1=1 ՛ ՛ ;
Возьмем • ■

М > max{jVfn_|, deg qly t = 1,2,Rn-1 }• (24

Используя Лемму 2 получаем, что существуют множества A4i,A42, состоящие 

из двоичных интервалов, полином
м'

Рп(1) = 52 с, со5(2тг;Ч + а>), 
>=М + 1

и перестановка А натуральных чисел {М + 1,М 4- 2,..., Л/'} со свойствами

|Рп(01 для любых I 6 [0, 1] \ М,

Ь) mes {t : |Pn(t) — v^(Xà4։(0 - Хлла(0)1 > f
N

max
M <N<M'

< 64л/2р.

Оценим
Лп-1 ’

Л(£) = 5 d/i։)| =

»=1
fin- I

= Е |^(0(Рп,9.)+^(0(я.,».-«о + ¥>.(‘)(Рп,<<р.)1< 
1=1

< ^1(0 + Л2(£) 4- -4з(£).

где
R

Согласно (24), A i (<) = 0. Из (23) имеем
Н»-| 

«=1

11 11 с» 11 11 оо 119» Qi 111

Согласно (22), а) и Ь)
/<п-։

Из(01 < Е lk.ll«

1=1

Рп djii

R п — I
\ llçMloo + 5Z

i=l i = l
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Имеем
Я, 

|=Я,_, + 1
ОО

< Сп£,. I

Так как {<рп) - базис, получаем, что существует такое, что

я,
- 52 ¥>|(Рк,<М»)|1 <Сп€к,

<хА-»+1 1Ь
¥?•(/’*, </р.) для любых / >‘Д,.

Пусть Мп = М\ а перестановка А представляет (Мп~},Мп] таким образом, 

чтобы имело место Ь) . Определим Хп(0, Разобьем множество \ А4 на 

два подмножест ва Л4.з,А4т одинаковой меры, состоящие из двоичных отрезков.

Определим

= А4; О А43, = м, и м<.

Этот шаг индукции доказывает Лемму 3.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1, 2

Доказательство Теоремы 1. Для последовательности еп = 4П построим 

полиномы / п(<) как в Лемме 3 и рассмотрим функцию

ОО 
/(։) = У □„/>„(։), 

п = I

где {ат,} - та же последовательность, что и в Следствии I. Докажем, чзх> ряд
I
Е <*пв»(<) равномерно сходится к /((). Оценим

Обозначим

<6 = (У, \ и и,, 
•=։

по 

йх = (0,1)\ и 
1ж1

сли £ е У;, то

п = /У'+ I
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/V"

/V”
> бп < гпах

ян

II ри □о, имеем

/V'
4П

как Е°пХп(0 сходится равномерно, го ряд ^2апРп также сходится равно­

мерно к /(х) .

Докажем, что на множестве ряд
ос
Е аа(п)^(п)(<) расходится ПОЧТИ

всюду. В самом деле, при / Е £/«> получаем
ОО ОО

г. -1 3*

Так как ао(п)Ха(п) расходится почти всюду, 

Е <Мп)7 *(»)(*)• Докажем, что

то расходится почти всюду и ряд

/V
(25)

Так как

/V,,,

п = /У

то получаем (25). Переставляя полиномы 1 „ по перестановке Л, получаем, что

еЛ(>)СО5(27гА0)* + аА(>)) (26)

расходится ла множестве почти всюду и

вир С<7(п) СО8[27Гбт(п)г + а^п)]

N Н

п

о

N

П = 1

М

N

п = 1

Нт

г / < 
п — А/т _

>

Георема 1 дли тригонометрической системы доказана.

Для базисов С[0, 1] ряд Е'2'*^п(0 заменим рядом

где

яп
•

1= Я П -I +1

(27)
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Из пункта 3) Леммы 3 следует, что
ОО

ОО ~
поэтому 52 М")^(п) расходится почти всюду И

Так как у?п * базис пространства С[0, 1], то существует В > 0 такое, что

и
яир 

н<Яп ОО •

ОО

Поэтому ряд (27) удовлетворяет условию Теоремы 1. Теорема 1 доказана.

Доказательство Теоремы 2. Для ПОНС }, применяя Лемму 3, получим

многочлены Рп. Т ак же как при доказательстве Теоремы 1 составим ряд
ОО

I ՝п , 
п=1

(28)

где {ап } - та же самая последовательность, что и в Следствии 1. Поступая Так же

как при доказательстве 'Георемы 1, мы можем доказать, что ряд (28) равномерно

сходится к некоторой функции /(<) и
ОО

^<у(п) ^о(п) (О

П= I

(29)

расходится почти всюду и его частичные суммы равномерно ограничены. Наша

дель показать, что ряд Фурье функции /(/) искомый, 1.е. существу ез переела

нивка т натурального ряда такая, что
ои

ат(п)(/)У’г(п)

П = 1

(30)

расходится почти всюду и для его мажоранты имеем

115;(/.{^})112< <*>■

Переставим ряд Фурье функции /(О следующим |

оо ^*(п)
у՝ 5Т ¥м>)(л ^т(՛))’ (31)
П = 1 1 = /4<,(п)- • + 1
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где г([Я„(п)_, + I, «„(„)]) = [К»(П)_| + I, Я«(п)], получаем

(следует из теоремы Гарсиа). Здесь

Докажем, что перестановка т искомая. Оценим

Используя пункт 3) Леммы 3 получаем

ОО

|| /'’п — ап Ргг 112 <

Поэтому

(33)

Следовательно, 22 (Р„ — апРп) сходился безусловно почти всюду. Поэтому ряд

12 Ра(п) расходится почти всюду, так как расходится почти всюду ряд (29). 
п = 1

Оценим мажоранту частичных сумм ряда (31) :

^т(/)= »ир 
/V
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Используя (29), (33) и (32), получаем

и

по

а последние разложение, согласно равенству Парссваля равно D + 1 +
2-

Заключаем, что 11.S*(/)112 конечна. 'Георема 2 доказана.

ABSTRACT. The paper proves, that the trigonometric system (or any 
basis of continuous functions space) has a rearrangement by which almost 
everywhere divergent series exists with uniformly bounded sequence of 
partial sums. It is shown also, that for every complete orthonormal system 
a rearrangement exists, by which an almost everywhere divergent series 
with square integrable maximal function of partial sums can be written.
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О ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛАХ, 
СУММИРУЕМЫХ МЕТОДОМ РИМАНА

Г. Г. Геворкян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, Х*6, 1993

В работе рассматриваются тригонометрические интегралы, суммиру­
емые методом Римана, где x(t) имеет ограниченную вариацию на ка­
ждом конечном интервале и в каждой точке х(0 = | [хО + 0) + х(! - 0)], 
удовлетворяющей условию lim sup \x(t + /i) — x(OI = 0* ® частности, если 

0<А<1

почти всюду Нгпл—о ехр(։7х) (^7-7^) 2 с/х(О = /(ж) Для некоторой инте­
грируемой на каждом конечном интервале функции /(?), и на каждом 
конечном интервале [а, 6],

lim inf А - д 
А—-оо

I G [a, 6]: sup 
л>о

то для каждого t и т,
X ехр(-<г)-1 dx 

— IX

x(» + r)֊x(t) = (CJ)£J_+~ /(z) exp (—itx)x

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Рассматрипаются тригонометрические интегралы

/+по 
exp(iZz) </*(/), 

-ОО

суммируемые методом Римана. Предполагается, что функция х(^) имеет огра­

ниченную вариацию на каждом конечном интервале, в любой точке х(С ~ 

= 7 + 0) + х(* — 0)] и удовлетворяет условию

Пт аир |у(< 4- К) - х(*)| =0. (2)
0<А< 1

Заметим, что условие (2) в теории тригонометрических интегралов заменяет 

условие сходимости коэффициентов к нулю в теории тригонометрических рядов.



0 тригонометрических интегралах
45

Заметим также, что всякий тригонометрический ряд с коэффициентами, стремя­

щимися к нулю, можно рассматривать как интеграл (1) с Х((), удовлетворяющей 

условию (2).

функцию

Ш1<1)

ехр (Их) - I

называют функцией Римана интеграла (1). Известно, что (см. [1]) из условия (2) 

следует существование второго интеграла в (3) (как несобственного интеграла 

Римана-Стильтьеса), непрерывность функции Р(х) и ее гладкость, т.е.

Нт 
л—о

5(х, К) =

г = 0.

Обозначим
Г(х + Л) + Р(х-к)-2Г(х) 

■ Л2

Если существует предел 5(х} К) при А —* 0 и он равен 5, то говорят, что интеграл

(1) в точке х суммируется методом Римана к значению 5. Известно, что если для 

некоторого х существует

1։т / ыр(Их)(1х(1) = Я,

то интеграл (1) суммируется методом Римана к значению Я в точке х (см. [1], 

стр. 421).

Положим

Я*(х) - зир|5(х, Л)|. 
л#о

Справедлива формула

(см. [1], стр. 422). Ниже мы докажем следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть интеграл (1) суммируется почти всюду метод 

к функции /(х), интегрируемой на каждом конечном инт<раал 

[о, 6] выполняется условие

Пш!пГ А ■ р (։ € [а, Л]: $*(։) > Д֊ °'
А—»оо

0)
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Тогда дли всех luv имеет место

ОО

ехр ( —։гт) — 1 
---------------------ах =

— гх

lim Z—7
А—»4-00 2тгД

dx.

В частности, если f(x) = 0 почти всюду, то х(^) ~ постоянная .
9

В случае, когда *(/) - абсолютно непрерывная на каждом интервале и ) = 

= 1^(<) почти всюду, т.е. <р(Г) - локально интегрируемая функция, удовлетворя-

ющая условию

S(z,2/i)

lim sup
J —оо о< Л С 1

exp (itаг)

(6)

(7)

и

справедлива

Теорема 2. Пусть lim S(z, h) = f(x) h —* 0 почти всюду на (-оо, +оо), где S(x,h)

определяется формулой (7), и f(x) интегрируема на каждом конечном йнтер-

вале. Если выполнено условие (^), то для почти всех I

В частности, если f(x) = 0 почти всюду, то = 0 почти всюду.

Доказательства этих георем существенно опираются ла одну i-еорему о

суммирующихся почти всюду методом Римана тригонометрических рядах [2].

Теорема 3. (см. [2], Теорема 9.) Пусть коэффициенты ряда ехР (։nI) 

стремятся к нулю и ряд на некотором интервале 1 длины меньше чем 2тг, 

суммируется почти всюду методом Римана к интегрируемой на I функции

f(x). Если

то

lim inf А ■ и 
А—«оо X Е I' sup

Л#0

F(z) — dy + Ах + В на i,



г3с хи - мотора« точка в 1,АиВ ֊ постоЙпНые, :>ависвщие от /{г}

Вопросы единственности тригонометрических рядов, суммируемых 

всюду методом Римана, исследованы в работах [2-5].

U I(j.

почти

$2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Лемма 1. А’слд х(1) удовлетворяет условию (2), то

lirn exp (itz) — 0 всех z u A.
а

Если х и А принадлежат ограниченным множествам, то сходимость равно­

мерная.

Доказательство. Очевидно, что

/ ехр(1«г)(/х(^) = / сов®Нх(0 + » / йг\хК1х(1).
да да да

Пусть а = Ао < А] < ... < А* = а + А выбрана гак, чз՝о созх1 монотонна па 

[А,_ 11 А,], I ~ 1,2,..., к. Очевидно, что если г и А ограничены, то к также будет 

ограниченным. Тогда

ГА<
► / cosz/dxW = 
- 1 » — 1

- x(Ai-i)cos
А*

СОЯ хЬ. (8)

а

Учитывая, что dcosr.t - знакопостоянная мера на [A,_i, А,-], получим

' х(£) Jcos rt = 4։ (cos A։Z
А.-_ .

— cos А, (9)

где

inf х(0. SUP АГ(^) • 

> 1 - 11А । ] t € [ А ։* _ 1»А । ]
(Ю)

'Ь (8) (10) следует, что

1 COS 
а 1

(11), (10) и (2) получаем

соя х( — 0-
՛• ’ ./ а

Аналогично устанавливается, что
ла + А

lini / sin xtdx(t) - °- 
а—♦ + « Jа

Лемма доказана.
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Лемма 2. Если на некотором (а, 6]

Пт 26) = Пт / 
л-о л-о/

81П Ы\ . . .-гг- ) = Дх)
I I» <• /

почти всюду и

при н> котором А*, стремящемся к | -оо, то 

/+°° /• ч /">пМ\г , ,
Пт / ехр(1/.л) ——

лоч.'.’;и всюду а

Пт А*. • р- < х 6 [а, 61:
Аг —* ос I ч

8Нр ехр (Их) 1 7֊)

Декаштелу.схво. Имеем

И гис ию, ч го равномерно для х С [а, 6]. Фх(0 = ^(|^)։ при /. — <ао.

Из (Г2) следует, что для чоказа гельства леммы достаточно доказать, что

81 л \ 2<чп Ь(1 г)
/>(,• г)'

равномерно для г. С |«,6]. Имеем
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Учитывая, что

и для I. ± 0 (см. Лемму 1)

равномерно для х Е [а, 6],

(14) получаем (13). Лемма 2 докапана.

Лемма 3. Пусть интеграл (1) почти вСюду на [а, 6] суммируете методом

Тимана к интегрируемой на [а, 6] функции /(х) и

ПтшГ А ц{х е [а, 6]: 5*(х) > А} = 0.
А—»ос ' ’

Тогда для любой точки £ [з, 6]

Г(г) = /(<)с/< + Лг + В, (15)

где Л и В постоянные.

Доказательство. Пусть У С [о, 6] - произвольный отрезок длины меньше

2тг. Выберем интервал д' длины 2тг содержащий ./. Пусть />(х) бесконечно

дифференцируемая функция, равная на У и нулю вне У'. Тогда (см. [1])

Пусть ряд
«о 
2

ОО

4֊ У^(ап соя пх 4- 6П я1п пх) 
п = 1

(16)

является дважды формально продифференцированным рядом Фурье 2тг периоди­

ческой функции, совпадающей с /г(х)£(х) на д'. Ясно, что коэффициенты ряда 

(16) стремятся к нулю.

Пусть ./" - произвольный отрезок, лежащий в }. Тогда для малых Л суммами 

Нимана ряда (16) на У" будут

... 1Х Г(х + Л) Цх + Л) 4- Г(х - к)Ь(х - к) - 2Г(г)Цх) _
Ь1(Х,к) ----------------------------- - д,

_ Г(х. + Л) + Г(х -к)- 2/''(*) _ м
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Следовател .но ряд (16) печ Ги всюду на суммиру * гсм МО-годом Римана к /

и

г»

у I ..оремы 3 имеем

у

- с /Л при

’• С 3" И г’՜'.՜ >М I’ 1!“ .4 и Л чависят только от х'.

нискольку 1" • рм1.<г։-лч.’ь’х отрезок, лежащий в 7, 1/ произвольный интервал 
I

л»**аший н ՛/», \\ < фу нация /՛ (л) гладкая, то из (17) следует (15). Лемма доказана.

Г- ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 2,1

’• ч.-рглслье^ит Теоремы 2. Из Леммы 3 слепует что

/(0^ + Ах 4֊ В.

1 еорсма очевитна, если с (.-» рдчна нулю вне конечного интервала. Поэтому, не 

о1 рани чина- <՝6։цнос ги, можем предположить. что у?(х) = 0 на (—1, 1). Тогда (см.

(3))

е<р (։/я) (11. (18)

^(/)5 ое । имея. что псгм э г 0и£ - гочка Лебега ф\ нкции 
^(х» 1 , .

тс. -2- = + Ч -։ -•՛)]. то

или регулярная точка.

Е(<) ехр (-?7х) (11. (19)

Напомним, ч го схочимосп и иь и'ч ралов (18) ранномерна на каждом конечном

”4’

/ '(<) ехр ((11 =
281П’

Л(1 - О)*
(1().

\ ՝г нч и ьс՝ 1н»>, ч го ес ли т точка Лебега функции у(^) 
02

или регул я оная точка

1 [^ (

и у? 0) раинн нулю ппс некоторого интервала (см. [6]), го

4(5 0|2 ЛВ
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Поэтому, для доказательства (19) достаточно установить
что для фиксирован­

ного х

Пт зт2 ^*~вЛ
А(х - Ю 119 = ЛТте = о- (20)

Очевидно
<^(х + 0) в։п2
(։ + 9Й ~М>~ м|/х(Д)|<

^(0Обозначим </?•(<) = —— и оценим

Пусть

Тогда (см. (6))

Нт яир 
а —°° 0<Л< 1

= Нт зир
а —сю о<Л< |

Ф(а 4- Л) 
(а + Л)2 (21)

= Нт яир
а —оо 0</1< )

Обозначим

и пусть 1,[ < 12 < ... < 1к < точки экстремума функции

. Функция монотонна на [<М*+1]- Поэтому

|<11с£| точка из интервала [^,^+1]՛ Очевидно, что

< 4-ОО.
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Следовательно, для любого а имеем

Для произвольного £ > 0 сначала можно выбрать сг такое, что второе слагаемое в

(22) было меньше 7 (см. (21)). А затем, учитывая непрерывность функции- Фф(^)։

можно выбрать А настолько большим, чтобы первое слагаемое в (22) тоже было

меньше 7. Таким образом, мы доказали, что

<р(х + 0) я։п2 Л| 
(Т+Т)7 Ав2 <10 = 0.

Аналогичное соотношение имеет место, когда интеграл берется на (—оо,— |х|).

Гем самым установлено (20), а следовательно и (19).

Учитывая (15) и дважды интегрируя по частям внутренний интеграл в (19)

для
ГУ

х / 0, получаем

ГУ

ехр ( — Их)

-у (23)

V

у

У

Из (19), (23) видим, что для завершения доказательства Теоремы 2 нужно

доказать следующие соотношения :

Нт
1 —• ОО

Нт 
Д —

(24)

(25)

где у(у) МОЖСУГ бы ть +(у) или Г'(у).

Исе эти соотношения ус танавливаются аналогично. Например, для установления

(24) при 7 = /՛', подставляя значение Г(х) из (18), получаем

ехр (Ну) (11 (1у —1йп —
А —*оо А

8т А(1 — х) (11 —

л—»ос А(А — х)

А—»оо А ( А — 3՝,) 1г
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Тогда поступаем так же, как при оценивании (21) и (1 1). I еорема доказана.

Отмстим, что при доказательстве Теоремы 2 мы воспользовались только 

представлением (15) и свойством (6). Таким образом, из представления (15) и 

свойства (6) следует, что почти всюду на 1И

(26)

Напомним, что это соотношение справедливо для регулярных точек I 4֊ О 

функции

Поскольку мы считаем, что = 0 па ( — 1, 1), то для установления (26) при 

/ - 0 необходимо доказать

1 [А [и Пт — (1у / /(х) Лх.
Л-’ + ос Л ]_у

Но к силу (15)

[ /(®) = ֊ [ 1Пу) - П-у)] > 
.)-у Л 70

откуда, учитывая (24) и (25) при 7 — Е', получаем (27).

(27)

Доказательство Теоремы 1. Предположим, что х(^) удовлетворяет условиям

Теоремы 1, т.с.

lim
/1 -»о

2
<W) = fW почти всюду,

и на каждом отрезке [д,6] для некоторой последилаIельнос 1 и А^ —* х (н ’ ’К

говоря, зависящей от [а, 6]), выполняется

lim Хьи(х $ [а’ Ч :

огда в силу Леммы 2 для любого т С Ш справедливы соотношения

И

lim л—о
sin ht 

ht
J[x(( + r)-x(()] --

(28)

емlim А
* —оо (29)
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I
■ -ОС

р иЛ/)> ерно >1«՝ т

час।«м и о^снииное соотношение при

ЛуИ- 
ш

.7*

"ХР^*) —֊ (х^ + т) - л(!)| 41 (.10)
\ П V /

и

Следовательно (см (28^ - С*0))

И!)

1 «ищн о точку О

(32>

с»(.мг<> [а. 6) не пп

В силу Лемм։ < 1 . < • 32) и и՛» ш ••»•>< пывн։*'Г'т՝и ч г . ’и < и /'’/)< ՛•

. , х / ' [У , . <Р (■ 4' ) - ’ . _
г / / / >11 • - - — си Ах 4- Я Ч"Я ’ ” г. (31)

' . || “Н

‘ ' 1еоо՛-МЬ» ? ՛■ ки|), ( 1,1) слслуеч (5) (дли Н<’Р Г I г являются регулярными).

»’Орема докл^ягч.

а -С ор ’ЗОЬДНИС Фурье функции

/■ I .VI

/ гЬ\£) *?хр (-Их} их —
1 .%

2бш2_... _ 4-
>Гь՝
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Следовательно

/
4-ао г+по

/(*)- Л)= ехр(։<1)/(()
-ОО -'—ОО

где 5(х,Л) - суммы Римана функции /(г).

В этом случае (см. [2], Теорема 5)

З1п \ 2

-й2֊ Л = 5(։,Л),
2 /

(;и)

л—о почти всюду на Д< (35)

и на каждом [д, Ь]

Нт А • ц < х Е [я,Ь]: эир |5(г,/*)| > А 
I ' л/о

= 0. (36)

Теоремы 4 и 5 следуют из (35), (36) и Теорем 1,2.

Теорема 4.Для того, чтобы х(0 было неопределенным интегралом от пре­

образования Фурье функции /(х) £ £р(-оо, +оо), 1 < р < 2, необходимо и до­

статочно, чтобы

и

2

<**(*) = Дх) почти всюду на R

Нт А н
А—«оо

х £ [а, 6] : зир 
/1/(1

2

на каждом [а, Ч

Теорема 5. Для того, чтобы функция ^(/.) была преобразованием Фурье функ 

ции /(х) 6 Ьр(-оо,+оо), 1 < р < 2, необходимо и достаточно, чтобы

почти всюду на !И

и ни каждом [я, 6] выполнялось равенство

Нт А р

Известно, что если /(х) 6 //р(-сю,+оо), при I <Р_ >
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147)

2 верно равенство (см. [7]։ ГТр

/(О |f|* 1 dl < 4֊оо, при любом р < у < ç. (37)

Известно 1акже, что нс всякая функция, удовлетворяющая условию (37), д > 2 

является преобразованием Фурье некоторой функции из /,р(-оо, |֊оо), - + - - ।
Р Я 

(см. [7]). Георема 5 описывает функции из (-сю, 4-сю), которые являются 

преобразованиями Фурье.

Результаты этой статьи частично анонсированы в [8].

ASTRACT. In the paper the trigono etric integrals Loo
which are Riemann summable are considered, where *(Q has bounded 
variation on each finite interval, at each point *(f) = ֊ [*(i 4֊ 0) 4- y(i — 0)] 
and satisfies the condition lim sup |*(f 4- A) - y(t)| = 0. In particular, if for 

<>< A< i
an integrable on each finite interval function f(x) Нгщ—и f exp(di)x
x (Чгг1)2 = /(x) and for every [a, 6j,

lim inf A A —»ao p < x € [a, 6) : sup
1 h>o

then for every t and x(« + H - x(0 = (C, i)j- Г “ /(i)exp (-։Z։)x

ЛИТЕРАТУРА
. »•

I. А. Зигмунд, Тригонометрические Ряды, т. 2, М., Мир, 1965.
2. Г. Г. Геворкян, “О единственности тригонометрических рядов’’, Мат. сборник, 

т. 180, №11, стр. 1462 - 1474, 1989
3. Г. Г. Геворкян, “О единственности тригонометрических рядов, суммируемых 

методом Римана’’, ДАН СССР, т. 313, №6, стр. 1302 - 1305, 1990.
4 Г. Г. Геворкян, “О тригонометрических рядах, суммируемых методом Рима­

на”, Мат. заметки, т. 52, №3, стр. 17 - 34, 1992.
5. Г. Г. Геворкян, “О единственности кратных тригонометрических рядов”, Мат. 

сборник, т. 184, № 11, стр. 93 - 130, 1993.
6. Е. Титчмарш, Введение в Теорию Интегралов Фурье, Гостехиздат, 1948.
7. Е. G. Titchmarsh, “A contribution to the theory of Fourier transforms,” Proc. 

London Math. Soc. (2), vol. 23, pp. 279 - 289, 1923.
8. Г. Г. Геворкян, “О тригонометрических интегралах, суммируемых метолом 

Римана”, Мат. заметки, т. 45, №5, стр. 114 - 117, 1989.

5 Ноября 1993 Ереванский государственный 
университет



0Б АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ФУНКЦИЙ 
ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИДИСКЕ, ГЛАДКИХ 
ВПЛОТЬ ДО ЕГО ГРАНИЦЫ

ф А. Шамоян, А. В. Арутюнян

Известия Национальной Академии Наук Армении, Математика 
том 28, №6, 1993

В работе построены классы Л (а) и Л^(а) голоморфных в полидиске 
[]п функций, которые являются многомерными аналогами одномерных 
классов Липшица. Исследованы мультипликативные свойства этих
классов и получено полное описание линейных непрерывных функ­
ционалов, определенных в соответствующих пространствах //₽(а) при 
О < р < 1« Доказано хорошо известное обобщение теоремы Привалова : 
классы Ла(о) и Л?(а) инвариантны относительно операторов Коши-
Римана.

Пусть ип - единичный полидиск п-мерного комплексного пространства 

Сп, а Н(ип) - множество всех голоморфных в £/п функций. Для / 6 И((/п), 

/(*!,...»*„) = £ а*։ кп2\х ՛ • определим интегро-дифференциальный опе­

ратор Г)а

п» г( \ _ Г(ог1 4֊ *4 4- 1) • • • Г(оп 4֊ А?п 4- 1)а*1...и__
а /(г)֊Ьг(а1 + 1),, Г(а„ + 1)Г(*1 + 1)---Г(*„+1)

1Деа^(а1,...,ап),-1 < а, <+°о, 1 < > < " мультиинлекс, г = (я,....... яв),

Г( ) функция Эйлера.

Скажем, что функция / € Н(ип) принадлежит классу Л’ = 

<> = (<»1......... а„), -!<«,< +оо, 1<;<п, 0<р<1,

Н/Нл’ =
.ир{Р’+^)1-П<1֊^+’’^)<+00

*ес/п )=1

ограничена при > 1 < У п՛

Классы возникают при представлении 

к пространствах голоморфных функций

линейных непрерывных функционалов

С £Р метрикой (см (1]-|3|), а теории
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теплицевых операторов (см. f4],[5]) и т.д. Настоящая работа посвящена более 

подробному исследованию этих классов.

Из теоремы Харди-Литтлвуд а следует, что при п = 1 классы Ар совпадают с 

классами функций f Е Я(£7П), удовлетворяющих Е Lip (/У, U} с k = 

в — { - 1}, при нецелом и Е Lip (1, U} в противном случае, где

Lip (!,£/} - класс Зигмунда (см. [6]) (здесь и ниже [а] и {а} обозначают целую 

и дробную части числа а, соответственно). При п > 1 это утверждение неверно 

т. е. из оценок смешанных производных не следует гладкость функций в 

Цель настоящей работы - построить новые классы Л°(а) и Ла(а) , голоморф- 

ных в Un функций, которые в определенном смысле более близки к одномерным 

липшицевым классам, чем многомерные липшицевы классы. При этом в тер­

минах этих классов можно получить новую характеристику класса Ар. Мы ис- 

следуем мультипликативные свойства классов Аа(о) и Аа(а). Получаем полное 

описание линейных непрерывных функционалов на многомерных пространствах 

/7р(а) при 0 < р < 1. Заметим, что при п = 1 классы Нр(а) были введены М. М. 

Джрбашяном. (см. [7],[8]).

Хорошо известно, что по теореме П. И. Привалова (см. [6]) интеграл типа Коши 

по окружности от липшицевой функции является липшицевой функцией в U. В 

случае тора аналог этого результата не имеет места. Отсюда возникает вопрос : 

как можно обобщить одномерные липшицевы классы на многомерные, чтобы по- 

лученные классы остались ипвариантными относительно оператора типа Коши. 

Введенные на торе классы в известном смысле отвечают на указанный вопрос.

§1. КЛАССЫ Ап(а) И Аа(о) ПРИ ДРОБНЫХ МУЛЬТИИНДЕКСАХ

Пусть ип = {г — (21,...,гп); |2у| < 1, ) = 1,п} единичный полидск в Сп,

{ 2\ 1^1 = 1, } = 1л*} и Сп = [-7Г, тг]п. Для мультиипдекса а = (си,... ,ап) 

И 2 = (2|,...,2П) £ Сп положим ту = [оу], = {оу}, 0 < < 1, ) = 1,^,

Иг = (1гу • • -(12п, ха = 2?* 1 . • • = схр{*^), { = ((1 > •«• Лп) € 7’п.

2 существуют и непрерывны при всех 0 < < т*, а при >,՛ = яз,,
1 •*

։ = 1, п принадлежа ։ классу

Пусть /(£), С- измеримая ограниченная функция такая, что производные 
д'1 /(£)
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<!у1!кчии / из кла-з юломорфных ограниченных функций поло

ЖИМ
Я"1»՜»
Пг™' ’■■дг'“” ’

Определенно 1.1 Скажем, что функция /(г) принадлежит классу Л(<»), если

/ с ^оо(,/'п) и "Ги = (Л1,..М Е ПТ1

|АЛГ(С|<Г;!^,

Ал АЛп ,л, — Д/1п(Длв_1 • •-(Ал )),

Ал,*՝«) <■'••*<....... ?»>) Л-)

Ли ко видеть, что наименьшая постоянная Су, удовлетпоряюшее последнему 

неравенству определяется следующим образом :

„„„ 1А^)1 
811 р 11 । л

0ес?п, Ае 1ЛГ

11-К1ПЖИМ Ли(о) = Л(<з) О Яос(('п) и опрсчелим норму |1/||л = ||/!|л«(о) по

формуле ;

||Г||„ ֊ гл ах С/ + |1/||<у>

оамсхим, ни к.!а< сы \л(о) пыли впервые введены С. М Никольским (см. [10,>

Тпппгъг» 1.1. Ь’ела Л’ Р /7°°ГГП). то / С Ха(а) тогда и только тогда, ки^а

(1.2)

Для доказательства теоремы нам необходима лемма, которая нспосредс 1 венно

следует из теоремы Харди-Литтлвуда (см. [6])-

1Г(з 1 А) - А'(г)| < ЗЛ|А|Р.

‘ _ А՝((.и<)| «к тп

дЛ1 . рМ' г 6 <Л I) < ^ < 1.

г г + /< 6- V- Обрптип : сслч /•' € и 

|/.'(х)1< -иП-1’1)1՜'’
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Доказательство Теоремы 1.1. Пусть выполнено (1.2). Обозначим чср^

Ф(г|) - е"՜1 г(х) 
дг3 Я։п . Тогда очевидно, что

ф {г1) - (I |г,|)‘-~'

* К — л *

В силу Леммы 1.1, имеем Ф Е Ыр(аг1), т.е. |Д/։, Ф(р£1 )| < ЗС(г2,..., гп)|Л։р .

Повторяя эти рассуждения, получаем

АлА’(р4)<(''-б?/|Л|/'.

Пусть />—♦!, тогда

△„ Г(£) < С • <Ж’.

Обратно : Из /՛’ Е А/°°(£/г‘) имеем

ПС = е'*>,з = 1,п.

2֊ ,[Т - 0, получаем(ифферепцируя последнее равенство и учитывая, что

(’ледова 1 ельно

IX
|<г/’П1й"‘-г‘ггл-

Легко видеть, что при А - /? > I

- г|-АЛ < С’(^)( 1 - г)/’*х+’ (1.4)

Георсма 1.1 доказана.

Из (1.3) и (1.5) кьггскаст

(1.5)
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Следствие 1.1. Существую! положительные постоянные и Д2, зависящие

только от от такие, что

вир{|СЬ)| + ||/||00), 
։С1/"

Л1 9пр{|С(г)| + ||/||оо}<||/||а<
1£ип

Классы Ла(л) „с инвариантны относительно умножения на мономы я}

В этом можно убеди ться, полагая /(и) — у?(г]) 4- где и принадлежат

//°°(1/п). Очевидно, что для произвольных функций V? и и? Н'х(ип) И для Ск), 

а2 > 0 имеем /(г) С Ла(л). В то же время нетрудно подобрать и 0 таким 

образом, чтобы функция 2\ • 2п/(г) не принадлежала бы А°(а). Чем не менее

справедлива следующая

Теорема 1.2. Пусть / Е Н°°(ип), 0 < < 1, ] = 1, п. Если 2,/ Е АЛ(о) для

некоторого 1 < }՛ < л, то / Е Ла(о).

Доказательство. Пусть} = I. Имеем

0п(/(Ф1) = Я"/(г) г + У-'/Ь) 
дг\--Ягп Ягу-Ягп ' Ягу-Ягп

(1.6)

Гак как 2[/ С Ля(а), то

р./ф)|<с(п,/)П(>-М)“‘-1-
дг\---дгп

Интегрируя относительно по радиусу, получаем 

[1ри |?| | > 1/2

и

имеем
п

а при |г11 < | /2 это неравенство следует из принципа
максимума модуля.

Учитывая (1.6), получаем

С»С(»./)|։<Г' П(1 ” ,2‘1)О*
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Отсюда следует утверждение теоремы.

Утверждение Георсмы 1.2 справедливо также при оц > 1. Это следует из 

пашей Георемы 1.4.

Пусть для мультииндекса, г = 1 < к < п, Л(») = . ։ Д.д

/?(>) = (А_____А.) и |Л(»)1х’<0 = |А1|Д” • • • |АЛ**•

Определение 1.2. Скажем, что функция /(г) принадлежит классу Л(о), если 

Г Е С(Т") и при всех ։ — (й ,..., ։*), 1 < к < п

Наименьшей постоянной С(»,/) = С(ч,..., г*, /), удовлетворяющей последнему

неравенству, является

С(1,/)= бар
Л(»)еП1к

Да(.)А'(€)
1Ч*)1Д(1)- ■

Положим Ла(а) = Л(а)П//оо([/п) и определим норму Ла(о) следующим образом:

11/1|й = Н/||;.(а) = п>ах п։ах С(»,/) + ||/1к к«; I < к <п 1 <1 I <п

При Ла(а) справедлив следующий аналог Теоремы 1.1.

Теорема 1.1’. Если / С IIх (ип), то / Е Ла(а) тогда и только тогда, когда

дх. • • дх1 ֊1

Доказательство проводится аналогично доказательству Теоремы 1.1 . Остается 

доказать непрерывность Е. Поскольку / 6 достаточно доказать непре­

рывность Е лишь па торе Тп.

Пусть

дх} 1 < ; < п՛

Имеем

I / (•21 । • • • ■> 2) — 1 » С 3 । +1 » • ■ • ։ Яп ) ““ Ь ( 2| , . . ■ , 2] — 1, С. }} 2} +1,..., хп) | < С |0у I) I

Полагая ,..., 2у_।, г; + ։,..., хп) = (с‘\ ..., в։^՜-», е։*у+։,..., е’*п), получаем
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е

V V

— I

Следствие 1.1 . Существуют положительные постоянные Су и С2 зависящие 

лишь от о ։ акие, чти

с՝ 1!/|1«>}}< ||/1к <

„ 8иР <К;(г)!+ 11/11«֊.)) !

։л
Теорема 1.3. Пусть 0 < оу < |, ] = 11П. Тогда / 

тогда, когда / Е Л“(а) для некоторого I < ] < п

Е Ла(о) тогда и только

Доказательство. Предположим, что у =

слелук Шую щенку •

3*/(*)
дч. ■■■дчк

к
<е(.,/)П(1-1^1Г'՜՛ 

2=1
При й = 1 оценка очевидна. В противном случае имеем 

0*7(2) = 1 ^(/(2)2.) _ _1_^-'(/(2)2|)
<?2,, • • ■ (?2|, 2։ 02,, •••02,֊։ 2? Я1{,--дч.

Так как 2|/ Е А°(а), то

Интегрируя по 2у . по радиусу и повторяя рассуждения I гор омы 1.2, по. учим

'рсбуемую оценку.

Обратно. Пусть / Е Ла(а). Докажем, чти г\! Е Ла(о). При ։; / 1.2 = 1.^.

имеем

1^М| = |„ < С(.',/) П(| - к1)в‘--։Я., ...я,. , = 1

а* 7(>-)
+ дг,, ■ • ■ Оч,

(7^,, • • • иц* О-вц ' "111

Пусть теперь *| = 1, тогда 

^(/(7^1) ։,
дч.-'-Оч.

Отсюда 
к

СО,/) ^1-1^1)^՜’
։ ։ ' ‘ ’։* у — |

То< ।Рема I 3 доказана.
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Теорема 1.4. Функция / принадлежит .\а(а) тогда и только тогда, если

2™-’+/ д«(а)։ ()Л1Т некоторого 1 < ; < п, где ту = [пгу].

Доказательство. Пусть; = 1 и г™' + ] / Е Ла(а). Покажем, что если 2™'+' / £ 

Ла(о), то / Е Лв(а). Имеем

Отсюда

где С™' = (֊!)""-’'С|7։("»1 + 1) •••(">! +”»1 ֊М. "

Ф'.(^) =

д"։' + +"'՝/(г) 

дг?' ■■ дг%'

ТЛ1

/։=0

Наша цель оценить ?■ ■. -!■- у-л-л . Но условию имеем

I < 07 П(‘ - 1**1)^՜' (1.8)

Если гу 1» 7 = 1,п, то

а*(<МФ!‘) = эЧ(а)
92;, ■^■дzit ' дц, ■■ дцк

В этом случае искомая оценка получается интегрированием неравенс тва (18). В 

проливном случае ( ։у = 1) имеем

^-г1։ • • с?21<։ 11 дzi2^•^дzik՚

Интегрируя (1.8), получим

дг; ■ ■ дг;

где 7։ = I — , если /1 = т\ и 71 — 0 - в противном случае. Мы имеем также

Отсюда
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Принимая во внимание (1.7) и Георему 1.2 заключаем, что / е Ла(о 

Докажем обратное утверждение.

Предположим, что / Е А°(а).

ат'+-+'"-/(г) ат,-|+т։+.+т 
дгГ ■ + О »)

В силу Георемы 1.3
3™’+"+"•./(И ~ 

г' дг^' ■ ■■дг'?' Е Л°<^

Следовательно

Если »1 = 1, то интегрируя последнее неравенство по по радиусу, получаем

Из (1.9) имеем

а* Уп'+-+’"-(/(а)21)
Эг,, •••йа1ь дг™'■ ■ ■дг™՛'

I < С, С(>, л П (1 - |А, 1Л ■1 
;=1

ЯР

Повторяя эти рассуждения, заключаем, что г™՛4 / € Аа(Л)-

При »у / 1, 1 < у < А;, легко проверить, что

^1 у=о

где |0 = 1. Интегрируя это неравенство относительно получим у гверждение 
4 ' ՛

'теоремы.

§2. КЛАССЫ Л?(а) И л;(л) ПРИ ЦЕЛЫХ МУЛЬТИИНДЕКСАХ

В этом параграфе рассмотрим функцию

У(г) I

где/е //'»((/"), к = (*!,...,*») ' ,|СЛЬ1С положительные числа.

(2.1)

*
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Определение 2.1. Скажем, что функция /(г) принадлежит классу Л,(А?), если 

/ 6 ЬЖ(ТГ1) и при К - (Л],..., Нп) Е П1п

(2.2)

где

Положим Л?(&) = Л,(/:) П Я°°(С/П) и определим норму ||/||Ф = ||/||л- следующим 

образом :

11/11. = ^{6՛;} + 11/11«,

где С/ - постоянная из (2.2).

Следующая лемма вытекает из теоремы Зигмунда (см. [6]).

Лемма 1.1. Если )/?"(2)| < С( 1 — |г|) 1, г Е I/, то \Р(г + к) — 2Г(г) + Г (г — Л)| < 

< ЗС|Л|, г, г ± К Е и. Обратно : если |Р(е|*+։‘) - 2^(е^) + Л'(е։*-'1)| < С|<|, то 

|/'՝"(г)| < 2С(1 ֊ Н)՜1

Теорема 2.1. Если Г Е Н°°(ип), то / Е Л?(А:) тогда и только тогда, когда

02лГ(г) п
(2.3)

Доказательство. Пусть выполняется (2.3). Тогда, обозначая Ф(^1) —

и применяя Лемму 2.1, получаем |Д^։ Ф(р^)| < ЗС(.?2,..., 2П)|Л| |. Далее, повто­

ряя эти рассуждения п — 1 раз, заключаем, что

Д^(Х)<2ПС/|А|.

Полагая р —» I, получаем

д;։/’(«) < 2-С7|л|.
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Докажем обратное утверждение, т.е., что из / 6 Л?(*) следует (2.3), Так как 

/<’ 6 н°°((/п) , то

Используя равенства

и дифференцируя по каждой переменной дважды, получаем

е-21(^։ +••• + </>«)

дг^ • • • 7гп

где 2; = и -у?,, ] = 1, п. Учитывая оценку (1.4), получаем

Теорема доказана.

а2пЛ(2) 
дх^ • • -дх?

1<ё/П(1-Ы)-'-

*=1

Следствие 2.1. Существуют положительные постоянные А] и А2 такие, что

»* о2п /у1 / \

а։ зир <П(1” 12>1)1л^—^4-1 + Н/П®} <

п
< 11/11- < -4։ ։ир {П(1 - I*»1)1

3=1

5’л /■’(*)
5г? ■ ■•5г’

1 + Н/Ноо).

Теперь докажем аналоз Теоремы 1.2 для классов Л^.

Теорема 2.2. Исли / б и г’/ б Л? искоторого I < ) < п, то

/ел;.

Доказательство. Пусть / = 1 и г?/ 6 Л?. Имеем

Легко видеть, что
Да"(/(*)*?) = • г’+
5г?•••5г’ 5г’•••5г’

5’՞*'/(’) 52п~2/(г)
+45г!5г’-- ЯД'!'

(2И)

(2.5)

(2.6)
И
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Интегрируя (2 4) по радиусу (относительно 2|) и воспользовавшись оценкой (2.6)

получим
д2п-2(/(0) п

* = 2

Имеем
д7п-'(К^) Э*'֊Ч(։) 2 а3"֊3/(л)

дгу дг? • • • дг? 1

Отсюда

п п
+С7 -С1о6(1 - |г1|)՜1 П(1 - 1г‘1)՜' < <' -С) По " 1**1)՜'-

*=2 * = 1

Из (2.5) получаем

При |г11 > 1/2 требуемая оценка очевидна. При |^!| < 1/2 оценка следует из

принципа максимума модуля.

Замечание. Обратное утверждение к Теореме 2.2 не справедливо. Например, 

/(21>22) = (<Х2|) + ^(22))2122, где и 0 ֊ произвольные функции из Н°°(и).

Очевидно, °= 0, однако г\г2 ( нс всегда принадлежит Л?.

Однако в некоторых подклассах Л? справедливо обратное утверждение Те­

оремы 2.2.

Определение 2.2. (’кажем, что функция /(г) принадлежит Л.(Л), если /♦’ Е 

е С(тп) и ’ : >

|Дад'-'(4)1<С(»,/)|Л(»)|,
I де г — (։ ।,. .., I/), Л(։) = (//.,,, ,.., /з։|)։ ։։ / ~ 1" п.

Наименьшей постоянной С'(», /) = .. х/, /) является

С(х,/)= 8цр
»еQn, Л(.')е1я» 1401 < +оо.

Положим Л"(Т) — Л.(А?)Г17/ог'(^п) и определим норму Л“(/г) следующим образом-

Н/П։ = Н/Пх. = та* та* {£(«./)} +||/||«>- 
1<(<П 1 <11 < <п
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Теорема 2.Г. Функции } принадлежит ЛСД тогда и только тогдП: когда

А

Доказательство проводится аналогично доказательству Теоремы 2.1. Остается

только доказать, что функция /՛ (г) непрерывна, что по существу следует из 

Теоремы 1.1* из того факта, что Л® С Л®(а) для любых 0 < а} < 1, ) = Т^. 

Следствие 2.1*. Существуют положительные постоянные и С՝2 такие, что

max { max
1 < (< n 1 < в: < • < 11 < rk

sup {|GW|}+ 11/11«} <||/||֊ 
<ef/n

max 
I </<n max sup {|G(^)|} 4֊ Н/П«,},

1 <“<h<n

где G(z) = П;=1(* ~ IsOafffi?? •

Теорема 2.3. Функция / принадлежит Л® тогда и только тогда, когда г*/ С

Л® для некоторого 1 < у < п.

Доказательство. Пусть j = 1 и f £ Л®, а » = Idols, £/) произвольный

вектор. Если ф 1,7 = 1,п, то доказательство очевидно. Рассмотрим случай,

когда ։՛! = !. Имеем

д2,(/(Ф?) 2 &'f(z) , л д2'~’М о #2l-2f(2)
д~г~ -2,д^+ 4։i dzit dz\ ■ ■ ■ dzi dzl ■ • ■ dz\ ■ (2.7)

Так как 2՛^/ £ Л®, то согласно (2.6) получаем

1 • • ■ dzl

Легко пидеть, чч^» если

< C(z3.......
OZ\

10 1401 < ^(«2» • • •. *")• Следовательно

C2

Лозтому из (2.7) следует, чти / €■ Л,.
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Обратно. Пусть / € Л? и։'| = 1. Имеем

аа1/(Л 
дг?, ■ ■ ■ дг1

I 
|<сс(»,лП(։֊1ги1)՜'. 

к=1

И
аа,-а/(Л

9г?։ • • • дг1
< С1 • 67(12,.

к=2

Отсюда

< 6*2 • С(»2, .
5^,03? •• Аг?

I

ч./)П(1 -кй1)՜'. 
к=1

Принимая во внимание (2.7), заключаем, что з2/ 6 А“. Теорема доказана.

Теорема 2.4. Функция / принадлежит АДА:) тогда и только тогда, когда
| 2 ■**

2 г / Е Л? для некоторого 1 < д <п.

Доказательство. Предположим, что 1 = 1. Сначала докажем, что из з^+2/е

е Л?(£) следует, что / 6 Л*(£). Имеем

(2.8)

где С*1 = +2)•••(*! + 1 + *1 -/1), и

д|.+-
дг1,' ■•■дг*'

Пусть »1 = 1, тогда 
92,(ф(Ф!’) _ аа‘ф(*) .

' дг\ • ■•

+2 | > дц^г^-.-дг^ + ’ ) ։ дг^-.-д^՛ (29)

По условию имеем

дг*'*3 ■■■дг^"+3
'|<с(/)П(1-|**1)՜'.

Ь = 1

Ингсгрируя это неравенство, принимая во внимание (2-6) и учитывая, что

/, < к\, получаем

дг^ дг/ • • • 
^1 <2 1 я к-2
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где 71 = 1» если " ~ и 71 =0, если р = 0

52-1Ф(г)
1 Зя? ■ • • Зя? 1 С'^) 1о6(1 ֊ к I)՜1 П (1 ֊ 1^. I)՜’.

*֊2
Поэтому в силу (2.8) и (2.9), получаем

Применяя Георему 2.2, получаем / £ А*(£).

Теперь докажем обратное утверждение.

Пусть ) = 1 и / Е Сначала докажем, что х\/ Е Л2(А:). Имеем

^^-^(/(2)21)
0*?’ •• дхЦ* = *1^’(г) + (2.10)

где

Так как Р Е Л?, то по 'Геореме 2.3

дх? • • • дх?

Рассмотрим случай и = 1. Интегрируя последнее неравенство относительно 2[ 

и принимая во внимание (2.6), получаем

дх7 • • • дх-

Воспользовавшись (2.10), легко убедиться, что

аа'г(.) , д*-՝Е(։)
7^ ■ • • ? -г։ д^՜՜^ *

Отсюда ил (2 9) следует, что Х\/ Е ^2(к). Продолжая умножение, в июн

получим, что X

Ь случае / 1 < ^' < п поступаем аналогично. Вначале докажем неравенство

1

<9^, • • • 5*?,

гДе ։ о — I, и

дг\' - 9г

'Г‘огда, проинтегрировав, получим, что х1*՛42/ Е Л°(£). Георема доказана.
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$3. ОПЕРАТОРЫ ТИПА КОШИ В ПРОСТРАНСТВАХ А(а) И Л(а)

В этом параграфе мы докажем, что операторы типа Коши

нс действуют в пространствах Л(а), но действуют в пространствах Л(а).

Теорема 3.1. Существует функция / Е Л(а) тикая, что К/ Л“(а), 0 < а; <

< 1, — 1, п.

Доказательство. Рассмотрим функцию /(<£1,£г) = <£>(£։) + ^(6г), где <Р €

Е С(֊тг, т), 0 Е Lip (»2, Г1) и К f Е (см. [11]). Легко видеть, что

(£1 - Z1)(£з - 2г)

1 f ^(1)^1 + JL f

2тп Ут1 (€i ~ *1) 2iri J'pi (<2 — я2)

Поскольку вторая функция принадлежит Нк(ип), г первая пе принадлежи!

Пж(ии), то отсюда получаем, что хотя / Е Л(п< 1, аз) , но К/ ф Ла(а|, аз).

Теорема 3.2. Операторы типа Коши действуют в пространствах Л(а), 0 <

*Са^ < 1,7 = 1, п.

Доказательство теоремы основано на следующей лемме.

Лемма. Имеет место следующее неравенство :

п

где t = (I),..., tk), с*в* — (с*6’*,..., ex9k) и е։^*+1+1<к+։ = (е1^4՜1 +’lk+'

(3.1)

Доказательство проводится индукцией по п. Пусть п = 2 (Л = 1)

Atlf(e‘e',cifl3+‘t3)ei(<’ + r^(e։h ֊ п)՜2^“’ “ r2)՜ ‘ dt} dt2 =

c^’+«'ia)e«(ti+ia)(citi _ ri)"2(r?b - r2)“1dZit/i2-
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Д11Де1в',е^)е'<|'+|>)(е‘'> -г1Г2(«‘1։֊г2)-'й(,Л2+

-Г1)-’(?1’-г2)-1<Й1Л2 = /.

Легко видеть, что

Д,Д<Х,е«н- Д,Де'’4.1е'»'.+։+и'.+։) = д(,де«;+1,х„+.<;+։)

где = (й,..., ^+1). в > / + 1.

Воспользовавшись тем, что Г
I

— 2тгг, получаем

«<։ - \-2

1^1
<?2

"’.е

”■, е

Учитывая оценку (1.4), получаем

е

Предположим теперь, что лемма верна для (п - 1)-переменных. Докажем ее для

п-псрсмснных. Обозначим через интеграл в (3.1) и положим 
к п

Р(«,^,п) = е‘(‘1+ ”+и) П(с“'-Г1У՜2 П (С'Ь_Г>)՜1՛ 
;=| ;=*+!

Легко проверить, что .]£ = Л**} + и

Д«'1’1*», + ■ • • + Д<.-, л<։:- • ‘■’■+Й-)]Л«. "М‘-
Очевидно, что второй интеграл зависит от (г. - 1)-пе₽еменных Следовательно,

по предположению индукцию можем утверждать, что

|д‘|< / 1«1о ПI«“" - г>|'։ П 1‘'<’-пГ11'"1+ 
) = 1 ;=*+!

Лемма доказана.
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Доказательство Теоремы 3.2. В силу Теоремы 1.1* достаточно убедиться

что

1 < к < п,

где Р(г) = К/(г).

Применяя обозначения, введенные в Лемме 1, получаем

Следовательно, из С. = 0 имеем

дг\ • • • дгк

Продолжая таким образом, получаем

У”

Наконец, применяя лемму, получаем требуемую оценку. Теорема доказана.

§4. ЛИНЕЙНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ НА /7р(а), 
о < р < ։

Пусть задан мультииндекс а = (а1։.. .,лп), будем предполагать, что для неко­

торого в, при 1 < я < п , п-у, 1 = 1,« - целые, а при ау, д # Ч- 1, п нецелые. 

Напомним (см. [3]), что / Е Нр(а), «у >-!,} = ТУп, если / Е Н(1/п) и

11/11ня(в) = (/ 1/(€)1',П(1-14>1)в,‘<"М0)1/р<+~-
>=1

Для описания сопряженного пространства Я‘р(о) в терминах Ла(7) сначала най­

дем связь между пространствами Лр(а) и Лр(7) ( мультииндскс 7 = (71,...,7п) 

будет определен позже).

Пусть / Е Лр(а) и /?у > тогда '

(<1)

Заметим, что без ограничения общности, можно считать, что

если У < j < о

если 8 < j < и.
(4.2)
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Полагая i/j 1 flj} s < j < п։ из (4.1) получаем

|O'’+7WI<cfl(l֊|zi|)-> fl 
j=l

Отсюда

e AV),

Где S = (i/,+l,.. .,un)՛ (Напомним, что X°(k) = X* для k = 0).

Поэтому

/(z)ze+1 еЛа(31 - 1.......fl. -I.ft+i + </.+,+ vn).

Из Теорем 1.4 и 2.5 имеем

f Е A (/î] — 1 , . . . , fle 1 ) Pt + I ։ • • • , Pn ) •

Следовательно, f E Ла(7),

если 1
(4.3)

Из Теорем 1.4 и 2..5 следует, что

и-1 J I

где i/։j = 0 при I < ij < 9. Следовательно

С(0)||/||л»(а)-

Поэтому

С|||/||л-(а)>11/Пл.(7)-

Теперь ус тановим обратную опенку. Пус ть f 6 Л (у). Toi да г /( ) (?)

Взян pj из (4.2), получим

1-а?1(/(ф??г1 = 1^+,/Ь)1 < awil/lla.b) По - |2'l)-Jr՜ (4.4)

Следовательно

|pp+1 я*)1 по - - c'jWII;i|à-(7)՛
i=l

'аким образом, доказана следуют^*
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Теорема 4.1. Функция / Е Н(ип) принадлежит \р(сх) тогда и только тогда 

когда ф Е Ла(?) с у (4-3). * ' я1

Теперь, используя Теорему 6 из [3] мы можем описать сопряженное про- 
** • 

странство Я‘р(о) в терминах Ла^7).

Теорема 4.2. Пусть Ф ֊ линейный непрерывный функционал на Нр(а), ctj > 

j = I, и, 0 < р < 1 , a g(z) = Ф(сх), где ег = (1 - w z) *, wy z Е Un. Тогда 

справедливы следующие утверждения :

Т а) 9 £֊ Ла(7), где у определяется по (4-3) 

Ь) функционал Ф( ) представляется в виде

Ф(/) = Нт [
Р—• 1—0 J'p-n

и существуют постоянные Ci(p) и С^р) такие, что

С1(р)||Ф||<|Ы15.(7)<С։(р)||Ф||.

(4.5)

(4.6)

2. Каждая функция g Е Аа(7) по формуле (4-5) порождает линейный непрерыв­

ный функционал на Нр(а), который удовлетворяет (4-6)-

Замечание. Аналог Теоремы 4.2 для n-гармонических в полуплоскости функций 

был установлен в [12].

ABSTRACT. The classes Aa(nt) and A?(a) of holomorphic in func­
tions are constructed which arc multi-dimensional analogs of the one- 
dimensional Lipschitz classes. Wc investigate the multiplicative proper­
ties of these classes and obtain a complete description of linear continuous 
functionals defined on the corresponding spaces 77p(a) for 0 < p < 1. A gen­
eralization of the well-known theorem of Privalov is proved : the classes 
A4(o) and A?(a) are invariant with respect to Cauchy-type operators.
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ДУАЛЬНЫЕ КОМБИНАТОРНЫЕ ФОРМУЛЫ АМБАРЦУМЯНА
Г. Ю. Панина
Известия Национальной .Академии Наук Армении. Математика, том 28, №6, 1993
В своих предыдущих работах автор вывела обобщения комбинаторной формулы Амбарцумяна. В настоящей работе приведены их дуальные версии. Эти формулы вычисляют меры многогранных множеств в Жп с помощью комбинаторных коэффициентов и мер некоторых специаль­ных многогранных множеств.

ВВЕДЕНИЕ

Формулы Амбарцумяна представляют меры множеств Вьюффона гицерцлоско- ■ •стой в 1ЯП посредством определенных комбинаторных коэффициентов и значений мер некоторых простых подмножеств гиперплоскостей. Впервые эти формулы были получены Р. В. Амбарцумяном для пространств 1Б.2 и ТБ4 (см. [1]) и изу­чены для общих Ш.2* в [2].А. Вадли описал в обших чертах метод получения этих формул для общего П<п посредством классических формул для многогранников (см. [3] ). Другие комбинаторные формулы приводятся автором в работах [4] и [5]. Они касаются мер множеств гиперплоскостей в Шп и множеств алгебраических поверхностей в НС'Цель настоящей работы - получение дуальных формул, позволяющих полу­чать меры многогранных множеств в ТЯП в терминах комбинаторных коэффици­ентов и значений мер некоторых специальных много! ранных множест в.
§1. НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯМы используем следующие обозначения :множество всех Аь мерных плоскостей в 1Яп ;



дуальные, комбинаторные формулы АмбарцумянаЕ° . множество ^-мерных плоскостей в Ж»,содержащих начало координат О;рп՜’ - единичная сфера в 1ЯП с центром в О ;дляе,е։,е2 € £п-1 \ ^п-1 положим :пг+(с) - полусфера, ограниченная с, которая не содержит О.ЕХ(е1.е։) = Ж+(е1)Л1И+(е2);для К С 1НП положим 4с(К) выпуклая оболочка К ;

[К] = (е Е Еп-\ : е пересекает с(К)} ;

(К) = {е Е #п-1 : с содержит К] ;а(Т(К) - минимальное аффинное преобразование, содержащее К ;1п1(/<) - внутренность К в аЩХ).
Меры. Мера ц, определенная на Еп֊\ называется беспучковой, если д({е : 
Р £ е}) = 0 для любой точки Р ; д называется беспучковой относительно 
множества Р С 1ИП, если /1({е : Р Е е)) = 0 для любой точки Р Е Р. Все.меры на 1И.” предполагаются конечными. Мера /1 на 1ЯП называется бесплоскостнои 
(6. в,- мера) на множестве гиперплоскостей £, если для любого с Е £, имеем М(е) = 0.Симплексы. Пусть Р конечное множество точек в П1п. Подмножество в С Р, состоящее из нс более чем (п+1) точек, называется симплексом (вершины, пустое множество не является симплексом). Множество всех симплексов обозна 1им 1ерез Т’(Р). Множество всех симплексов, состоящих из к + 1, точек обознашм р (*) С Т(Р). Симплекс Д содержит симплекс 0, если множество вершин Л 
содержит множество вершин 0.

Кольца. Для А, П С Р определим
(А\Н),- {ее Е

отделяет А от Н}.

Кольцо Бьюффона В(Т>) - кольцо всех подмножеств Е„ |, порождаемое вмножествами типа с непустыми .4,С Т7- единения, пересечения и разности между мн<)жк՝тг 
посредством операций объ- 7<и. Кольцо £(Р) ” кольцо



80 Г» Ю. Пядиндвсех множеств £п-1. порождаемых множествами из в(Р), {(0)}вет(Р) и /<;п ( Элементы В(Р) называются множествами Бьюффона.Пусть £ = множество гиперплоскостей из Ь’п-1 \ » общемположении. Определим кольцо
Н‘(£) = { многогранник А С 1БП : О Л, грани Алежат па одной гиперплоскос ти е,}.

Для конечного множества точек Р С 1БП в общем положении и гиперплоскости е будем говорить, что гиперплоскость с' лежит близко к е, если е может быть непрерывно преобразована в е', не задевая точек из Р кроме тех, что лежат в с, Для конечного общего множества гиперплоскостей 8 С £п՜’ в общем положении и 1оч к и е. будем говорить, что точка е1 лежит близко к е, если существует путь, соединяющий сие', внутренность которого не пересекает ни одну из гиперплоскостей из 8. > 1
Атомы. Пусть Л, Д - непустые подмножества Р, А и В = Р, А И В = 0. Множе­ство (Д| В) гиперплоскостей называется атомом. Множество Бъюффона можно эквивалентно определить как множество, представимое в виде объединения не- пересекаюшихся атомов. Множество гиперплоскостей, представляемых как [К] для некоторого К С ТТТЛ, называется суиератомом.

52. ОБОБЩЕННЫЕ ФОРМУЛЫ АМБАРЦУМЯНА
Теорема 2.1 (см. [4], [5])Пусть п - четное, а /1 локально конечная беспучковаа

мера на Вп-\. Для любого конечного множества точек Р С Шп в общем 
положении и любого множества Биюффона А С В(Р)

/ДЛ)= ֊ 52(֊1)*+'У2сл(0)/з([0]), 2 4=1 (4)
где коэффициенты сд(О) вычисляются с помощью следующего алгоритма.

Алгоритм 2.1. Коэффициенты сд(О) вычисляются шаг за шагом, начиная Счленов высокой размерности, при предположении, что Р и {0} также являетсямножеством в общем положении.
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81Шаг 1. Пусть 9 е (п - 1), а точки Р,, Р2....... Рп с/ть вершины в и еплоскость, содержащая 6. Пусть (е, _ гиперплоскость, которая лежит

близко к е и позиция которой относительно определяется следующимправилом выбора знака : для любою j, имеем Р} gJR + (e .,±) тогда и толькотогда, когда в скобках Ха ] - том месте стоит знак +. Положим теперь
Сл(0) = /д(е,±, ...։±)(-1)ф(*....±),

где сумма берется по всем наборам, содержащим п плюсов и минусов; - индикаторная функция множества А, Ф(±,,..,±) - число минусов в наборе.Шаг 2. Пусть 0 Е (Л) с четным к. Тогда положим
Е сл(А).

△ соц«рж■ । *Шаг 3. Пусть О Е (к) с нечетным к, а Р՝.,.... Pk + \
!

вершины в Вы­берем гиперплоскость е, содержащую 6 и не содержащую другие точки Р.Пусть - гиперплоскость, лежащая близко к е, положение кою-
\ fc + 1 pas /рой относительно Pi,..., Pk+\ определяется следующим образом. Для каждого J,P, Е lR+(e,±, ...)±) тогда и только тогда, если в скобках на j-том меедг стии'1знак 4- . Тогда

са(0) = I •• • I

Сд(Д)-

Теорема 2.2. (см. [4]) Лцсто п нечетно, Р конечное множество точек. » ֊ беспучко.ол мера относительно V U (О), Л € В(Р). Кеки P U {О} «ллетсл 
множеством в общем положении, то

М(Д) = Е Е +т=Н ÙÇ(»n)
iïf. △ = △ U {О}, d^2

.. коо^ичненты, оычисляежые соосно следим

Алгоритмам.



82 Г._ю. ПанинаАлгоритм 2.2. Начнем с члена высокой размерности.Шаг 1. Пусть Д Е(п-1), точки Рп - вершины Д, а е - гинерцлОс. кость, содержащая Д. Пусть, (е, ±,.... ±) - гиперплоскос ть, лежащая близко к г положение которой относительно Р\,...,Рп определяется следующим правилом %знака : для любого имеем Р; 6 П1 + (е1 ±, ...,±) тогда и только тогда, когда и скобках на }-том месте стоит знак 4- . Теперь положим
с\(Д) = 0, п2(Д) = - £ /л(е,±......^Х֊1)Ф(±......±>,(±....,±)сл(Д)= ^2 /.4(е,±,...,±)(-1)ф{±.... Сд(Д) = О,(±,...,±) ■ Вгде сумма берегся по всем наборам, состоящих из п плюсов и минусов.Шаг 2. Пусть Д 6 (п - 2), точки Р|,Рп_։ - вершины Д, а д - гиперплос кость, содержащая Д и О. Пусть (^,±,...,±) - гиперплоскость, лежащая близко к д, положение которой определяется как и в предыдущем шаге. Теперь положим

4(Д) = 0, С1(Д) = -2 Е /д(9,±........±)(-1)ф(±'-±),(±......±)4(д) = ֊Е(֊1Г+՛ Е ^(»)-к(д),*֊ £ т 0Е(т), 9 содержи՜! △сИА) = ֊Е(֊|)т+‘ Е '3А(0) -т 0б(т), 9 содержит △Шаг 3. Пусть Д € (к) с четным Аг, точки Р1։ ..., Ркц - вершины Д. Выберем гиперплоскость е, содержащую Д и нс содержащую ос тальные точки Р и {(?}• Определим гиперплоскости (е,±,..., ±) как в шаге 1. Выберем точку О'(е) такую, что сегмент пересекает е. 'Теперь положим
ГП

гп

кл(в)-сл(е)-с:А(9)+& содержит △+ сЖ + ^(Д)-е2л(Д)-^(Д)],

т т
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дуальные комбинаторные формулы Амбарцумяна сл(д) = - 52 /д(е,±,...,±)(-1)ф(±.-.,±) (±......±)£2 ГП 4(»).

4(Д)- 2£(֊|)т £ 4(»).
ш ®€(т), 9 содержит Л

(Если к = О, ТО с\(А) = 0).Шаг 4. Пусть А € (к) с нечетным к. Выберем гиперплоскость с' содержа- ,ную Д и не содержащую остальные точки Ри (О). Выберем гиперплоскость 
д, содержащую А и О, но не содержащую остальные точки Р. Определим ги- иерплоскос I и (е, 4:,4:) и (^,±,...,4:) как в шагах 1 и 2. Выберем точку О;(е) такую, что сегмент [О'(е),О] пересекает е. Положим

т
4(0) - 4(0)-

• • содержит А
1м (с(ЛиО,))Л*£1

1п1 (г(ЛиП)|Ад

+ -4(д),
сииержи՛! Асл(Д) = 5£(-1Г £ Й(*)-Ч(«)) + ^(д)’171 ^6(т), 9 содержит △'•л(Д)= Е км-4(0)1+^1(д).т содержит △

Сл(Д)= 53
(±......1)Шах՝ 5. Для всех А положим<(△)= И4(Д) + 4(Д)]. ^(Д) = ֊[4(Д)-4(Д)].
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Зафиксируем в П1П декартову систему координат и воспользуемся
стереографической проекцией 

ч /

Ф-. ш."\{о}_ 

> М < ’ 4 1 ’ гопределяемой обычным образом : <£((с*1,ап)) гиперплоскость, задаваемая уравнением :
^1^1 4* 4* Оп 4е 1 •= 0.

Лемма 3.1.
/■ Ф • Ф = - тождественное преобразование на 1К^‘ \ {О}.
2 ф взаимно-однозначное соответствие.

2. Для любого Р 6 1К/‘ \ {О} и е Е \ Е°_},

РЕ е <=>ф-'(е) е ф(Р).

4- Для любого Р\, Р2 е Лр* \ {0} и е е Еп-\ \ £„_!

е е (Р1|Р2) <=> Е ЕХЩР^ф^)).

Лемма 3.2. Пусть 8 = {е»}^ множество гиперплоскостей из &’п-1 \ Ь’°_։ б 
общем положении. Пусть А С В" (8). Тогда А можно получить из множеств 
типа ЕХ^еу) посредством операций и «П, Следовательно

Ф(А)ев({ф-\а)}^£).

Пусть р конечная б.п.-мера относи тельно 8 на 1ИП. Отображение ф инду- лирует беспучковую бтносительпо {ф~1 (е,)}й։€£ меру на Еп.{ \ Е\\ Р Так как /х(Л) - можем вычислить ^(Л), применяя Теоремы 2.1 и 2.2 К Ф(Л)

Теорема 3.1. (Дуальная комбинаторная формула). Пусть 8 С Еп । \ 
конечное множество гиперплоскостей в общем прложении, р конечная б.п^ 
мера па 8 мера и А е В’(8).
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/. Если п четно, то

I '4-!^Л) = 2Е(֊1)‘+'Есл(»)м([»]), 
‘=1 [*)

2. Если П нечетно, то выберем гиперплоскость е.п из Е„.1 \Е" , такую что £11{ео} остается в общем положении. ТогдапяМ)=Е 12 К(дм[д])+^(д>([д1)], т=Оде(т]
где [£] множеств о всех (к 4- 1)*элсл<скшнь1х подмножеств Е, Д — Ди {со},[0] = {г е • Зв1,с2€0 такие, что х Е £’Л(е։, е2), х £ С|, * £ *2 },

сд(0) и с/.42(0) - комбинаторные коэффициенты, вычисляемые с помощью Ал 
горитмоа .?. / и 3.2, соответственно.

Алгоритм 3.1. Коэффициенты вычисляются шаг за шагом, начиная с. членов высокой размерности.Шаг 1. Пусть 0 Е [п — 1], и пусть Р\, Р2,Рп - гиперплоскости 0, а е пересечение всех Пусть (е, ч/—| - точка, лежащая близко к с, позиция 
\ п раз укоторой относительно Р1,..., Рп определяется следующим правилом знака : для любого у, имеем (е, ±, Е Х+( Р}) тогда и только тогда, когда в скобах на .)-том месте стоит знак + . Теперь положим

ед(в) = £ /я(е,±,...,±)(֊1)Ф(.±.....Ч'±..... ±)где сумма бгпстся по всем наборам, состоящих из п плюсов и минусов, 1диндикаторная функция множества*.-!, Ф(±,.г.,±) 7 число минусов в .наборе • • • < •Шаг 2.* Пусть 0 Е [А:] с четным 7г. 'Тогда
С л (О') =

П- I
V""՝ ✓ 1 \т

Шаг 3. Пусть /7 Е [Аг] с четным Ь, и пусть Р[,- РА+1 - гиперплоскости 0.выберем точку е, лежашу^»» пересечении всех /, и не лежащук ^рутй гиперплоскости Е. Пусть 4 е, точка, лежащая близко к с



86положение которой относительно Р\,Р*+։ определяется следующим образомДля каждого (е,±,...,±) Е 1НЧ“(Л:*,) тогда и только тогда, когда в скобках на ; - том месте стоит знак 4-. Тогда
сД0) = Е /л(в,±...... ±)(֊1)ф(±......±)ф1 +(±, ,±)I *+ 2 X (-‘Г £ <*(△)•

ГП = к+ I △€(т|, Л содержит 9.
1п1 (Д)Пе?|Алгоритм 3.2. Коэффициенты вычисляются шаг за шагом, начиная с членов высокой размерности.Шаг 1. Пусть Л Е [п ֊ I], а Ру,...,Рп - гиперплоскости △, е ֊ пересе­чение всех Р{. Пусть (е,±, ...,±) - точка, лежащая близко к е, положение ко­торой относительно Р|,..., Рп определяется следующим образом. Для каждого; (е, ±,.... ±) 6 Ш.+ (Р;) тогда и только тогда, когда в скобках на том месте стоит знак 4֊, Теперь положим

сд(А)=0, с’(Д) = - 52 /л(е,±,...,±)(֊1)ф<±.....±>,(±.......±)с;ИД)= 52 /л(е,±...... ±)(-1)Ф(±......*>, с}(Д) = 0,
где сумма берется по всем наборам, состоящих из п плюсов и минусов.Шаг 2. Пусть Д Е [п-2], Р\,...» Рп-1 гиперплоскости △, а д - пересечение всех 1\ и еу. Пусть (0,±,...,±) - точка , лежащая близко к д} позиция которой определяется как в предыдущем шаге. Положим

с!,(д) = ()> гдд) = -2 52 ...... ±)(-1)ф(±......*>,(±.......±)^(△) = ֊Е(֊1)т+1 Е «’(«)-
т 9 содержит △^(△) = |Е(-1)т+1 Е «’(*)-|4(а).т б€(п»], 9 содержит △Шш՝ 3. Пусть △ Е [&] с четным к, Р[,..., Р* + 1 - гиперплоскости А Выберем точку е, лежащую н пересечении всех Р,- и не лежащую в любой другой гиперплос кости из V и {су} Определим (е,±,...,±) как в шаге I. Выберем гиперплоскость



Дуальные комбинаторные֊ формулы Амбарцумян- 87О'(е) так, чтобы с Е ЕХ(е0,0'(е)). Положим
сл(Д)- 2Е(֊1Г >2 М(в)֊4(*) ֊<$(«)+т ®Е(т). 0 содержит △+ <Л(0)] + ^л(д) ֊ С2Л(Д) - с’(Д)],

<3(д) = 52 /л(£,±,...,±)(-1)ф(±--±)_ (±.....±)
т

с‘л(«).
• €|т|, 9 содержит △ 
1п1 (с(*и(О' |))Пе^|<$(△) = - 52 ^(£.±......±)(-1)ф(±..... *>֊(±.......±)2-Е(-т Е с^)+|£(-1Г

ГП »61™). • селаржят △ гл 4 6|т], < содержат А
1п1 (•)Не4в |В1 (с(4и{О'(«))))п</»<=1 (д)=$ Ен г Е .тп в€(т), в содержит Л(Если к = 0, то с\(А) = 0).Шаг 4. Пусть А 6 [£] с нечетным к. Выберем точку е, лежащую в любойгиперплоскости △ и не лежащую п любой другой гиперплоскости Е и {е0}.Выберем точку д,. содержащуюся в каждой гиперплоскости Л ч в со, но не лежащую в любой другой гиперплоскости Е. Определим точки (е,±,...,±) и (р,4:, ...,±) как в шагах 1 и 2. Выберем гиперплоскость О'(е) гак, чтобы с Е 6*ЮС(си, О'(е)). Положим

<:{,(△) = ֊ Е ............................... ±>+(±.......±)
с՝Аю- Е с^- 

9 € |т|, • голгржвт △
!М (е(ЛиП'))Пя*в

• б|^1 
в СОД« Р* ■Т △

+ пС1(Д)>
ГП

(<^(в)-сл(<’)) + Н(Д).
0е[гп1, 9 соасрмнт А
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с3л(А)֊ JE(-I)՞1 Е tà(») ֊ Հ(»)1 + И(д). • ni 0 содержит ճ4(д)= £ м®.±.........±)(-i)*(±.........±)+|E<-‘)m E №
l± 4-Հ m л содержит △
V 7 Int (t)ne#eШаг 5. Для всех Л положим<(Д) = И^(Д) + ^(Д)],

Лш

Հ(Ճ)=1[Հ(Ճ)-Հ(Ճ)].
ABSTRACT. In previous papers the author derived generalizations of 
Ambartzumian’s combinatorial formulae. Now she ubtaines their dual 
versions. These dual formulae calculate measures of polyhedral sets in 
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ ГОФМАНА-ВЕРМЕР 1
ДЛЯ АЛГЕБР ОПЕРАТОРНЫХ ПОЛЕЙ

М. А. Акопян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика 
том 28, №6, 1993

Пусть 7' - метризуемый компакт, Л (7*-алгсбра с единицей и С(Т, А) С'- 

алгебра всех непрерывных отображений из Т в Л, наделенная естественными I
операциями и нормой. Равномерной алгеброй Т называется (см. [I]) замкнутая 

подалгебра Л4 алгебры С(Т, Л), содержащая константы и разделяющая точки 

Т (для любых <1,^2 6 /’, 1\ ф 1-2 и О], а2 Е Л существует т. Е М такое, что 

я^) = щ, л(/.г) = аг). Алгебра Л (слой) естественно вкладывается в С(7’։ Л), для 

а £ А полагая а(/) = а, I 6 Т. Равномерная алгебра А4 называется А-алгеброй, 

если Л С А4 (см. [1]).

Пусть Ис х = и Ис А* = {Не л; х Е А(} при каждом г € АЛ. Теорема 

Гофмана-Вермера (см. [2]) утверждает, что при Л — С (поле комплексных 

чисел) для равномерной алгебры А՜! С 67(7) из условия замкнутости Ке .М ь 

С(Т) следует, что М = С\Т). Эта теорема была распространена Тейлором (см. 

[1]) на равномерные алгебры операторных полей с переменным слоем, по при 

дополнительном предположении на алгебру А4, которое даже для прос։ейших 

алгебр может не выполняться. В настоящей работе доказываю 1ся следующие 

Две теоремы.

Теорема 1. Пусть АЛ равномерная А-алР.ебра с простым слоем յ Е

Если Ес АЛ замкнуто в С(Т\ Л), то АЛ = С(7, А).
„ .. иг.» пппстота алгебры Л не являетсяСледующее утверждение показываем, что прот

необходимым условием.
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Теорема 2. Пусть A4 - равномерная В(Н)-алгебра, где В(Н) - алгебра ecci 

ограниченных операторов на некотором сепарабельном гильбертовом про. 

странстве Н. Тогда, если Не A4 замкнуто в С(Т, В(Н)), то A4 = С(Т, В(Н)} 

Сначала докажем две леммы, 
ч •

Алгебра С(Т) всех непрерывных функций па метризуемом компакте Т естествен­

ным образом вкладывается в алгебру С(Т,А) (С(Т) = С(7’,С1), где 1 едини­

ца Л). Скажем, что х является вещественным сечением, если х вещественная 

из С(7’) ; х эрмитЬв элемент С(Т, А). Множество F С Т называе тся множе­

ством антисимметрии (относительно равномерной алгебры A4), если каждое ве­

щественное сечение из A4 является константой па F (см. [3]). Множество F С 7' 
■

назовем множеством слабой антисимметрии, если каждое эрмиговое сечение т. из 

A4 является А - постоянным сечением на Е, т.е. существует эрмитовый элемент 

a G А такой, что х |£ = а.

Пус ть АЛн - множество всех эрмитовых элементов из A4 и А4ц ~ множество всех 
I ♦ *

вещественных элементов из A4. Очевидно, что Mr С Мн- Зафиксируем G Т 

и рассмотрим два множества : Etn = { t G Т\ x(l) = r(i0), х Q Мн}, являющееся 

максимальным множеством антисимметрии и Fto = { t £ T; x(t) = z(Zü), x G 

E Л4д}, являющееся максимальным множеством антисимметрии, содержащим 

!q. Имеем Е«л С Fta. Обратно, каждое множест во (слабой) антисимметрии имеет 

указанный вид. Очевидно, компакт 7 разбивается на семейство {/*’<}, попарно 

ненересекаюшихся максимальных множеств антисимметрии и каждое Fl} в свою 

очередь, разбивается на {F(} семейство также попарно нспересекаюшихся 

максимальных множеств слабой антисимметрии. Вообще говоря эти разбиения 

могут пе совпадать, но в случае, когда А проста, справедлива следующая

Леммп 1. Пусть М равномерная А-алгебра с простым слоем, М С С’(7՝, А). 

Тогда каждое максимальное множество антисимметрии валяется также 
♦ . 

.наксимальным множеством слабой топологии.

Доказатнльстпо. Достаточно показать, что для любого £о Е Т, С Пусть 

Мп подалгебра М, порожденная Мн. Тогда А4(> - С*-алтсбра| не разделяющая 

гички Е, . •о
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Пусть { /‘Л } ֊ разбиение Т на максимальные множества слабой антисимметрии и

Т компакт, полученный из 7' с помощью отождествления каждого С точкой.
Тогда^алгсбрс Мп соответствует замкнутая инволютивная подалгебра М, в 

С(7’,л), содержащая А. Покажем, что М, равномерная алгебра Для этого 

достаточно доказать, что для любых Е,, и Е,։ найдется т. с М такой, чю 

I |к,,= 1. * |Е.։= 0- Действительно, пусть у |в,= а, у 0 (существование 

такого у следует из максимальности Е։, и Е1։, £,, Л Е,, / О). Ввиду простоты 
н

Д найдутся 6< и с.- € Л, I = 1,...,п такие, что- £ Ь։ а с։ = .|. Поэтому 
1=։ п

X - 22б»т/с։- удовлетворяет требуемому условию и принадлежит Л4՝. Таким 
1=1

образом, Л4| рапномерная инволютивная подалгебра (7(7՝, Л). Следовачгльно.

ПО одному из вариантов теоремы Стоуна Вейсрпгграсса для алгебр операторных 

полей, А4] = С(7’, Л) (см. (1), Теорема 11.3.1). В частности, М} Э С(Т) и 

все вещественные функции, постоянные на принадлежат М ।. Следовательно 

каждая вещественная функция из С’(Т’), постоянная па каждом максимальном 

множестве слабой антисимметрии относи тельно алгебры А4, принадлежит М.

Поскольку Ь'ь, максимальное множество слабой антисимметрии, содержащее 

то получим Р\о С Таким образом, /чп = &4о. Отсюда, ввиду произвольности 

1п, имеем {Р\} = {£(}•

Следствие. Пусть/М равномерная Л-алгебра па I с простым слоем на / . Если 

каждая точка I Е Т является максимальным множеством слабой антисимме։ рии.

то М = С(Т} А).

Доказательство. По Лемме I, максимальные множес I на слабой ан । - ։ имм։ тр ли 

и максимальные множества антисимметрии относительно алгебры /VI совпала 

ют. Поэтому, С(Т) С М И, следовательно, по теореме Стоуна Веиерпгграсса

имеем Л4 = С(Т, Я).
Пусть Л4 равномерная /1-алгебра, Л4 С С(1 ,А). Напомним (см. [,)]) , ч го

точка с Т называется 1) точкой слабого пика для М (<о С Ни.(А4)), если 

Любых (1 > 1 и окрестности V точки 1п существует г б М такое, что |И| < 

с((„1 > П 11*^11 = I И 11х(ПП < Л при /. ? С; 2) точкой норм пика для .М
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(to 6 ПП(Л4)), если существует х Е АЛ такое, что r(tn) > 0, ||x(t0)|| = 1 и 

||i(Z)|| < I для t to, 3) точкой пика для АЛ (to 6 П(Л<)), если существует 

т Е АЛ такое, что x(t(J) = 1, ||»(t)|| < 1 ври t to. Очевидно, что Пи/ D 11п Э П.

Лемма 2. Пусть АЛ - равномерная А-алгсбра с простым слоем, АЛ С О’(7’, /1). 
Ч

Тогда ПП(,М) = ПШ(А4).

Доказательство. Пусть Е ПШ(А4). Покажем, что Г,о Е ПП(А4). Пусть 

/ Е Ск(Т) С С(1\ А) и /(6П) = 1, /(0 < I для / / , а у? чистое состояние на 

алгебре А. Положим

Л4/ = {иЕЯеЛ4;н</1).

Тогда, но Лемме 6.2.1 в (5], имеем

sup ^(u(to)) =1. ՝

Поэтому для любого фиксированного положительного числа Ь < 1/2 найдется 

и Е АЛ у такое, что у>(еиР°^) > с1՜6. Пусть функция ip Е АЛ гакам, что Не t/; = и. 

Положим g — i/j - ia, где а Е А и а = lin V'(to)- Очевидно, g Е АЛ, Ile g — и и 

.9(tn) = u(to). Рассмотрим функцию h = exp g Е АЛ. Учитывая, что и < /1, 

в силу Леммы 6.1.1. из [5], имеем ||/i(t)|| < exp /(/) для всех t Е Т, откуда 

||/i(to)|| < С. Имея в виду, что /i(tu) = cxpu(t0) и ç?(euH°^) > е1՜*, получим 

« > ||/i(to)|| > е]~ь. Пусть h = Очевидно, ч то функция h удовлетворяет

следующим условиям :

а) ||А|| < = е‘,

Ь) 11^(011 < схр(/(0 - 1+4) для всех I g Т, 

с) ^>(/i(t0)) = 1.

1 аким образом, изменяя /(t) Е О’(7’) имеем,.что для всякой окрестности U точки 

Iq существует г Е АЛ т акое, что

Ь) IMOII < б для всех t Е 7' \ U, 

с) z(to) > U, 

d) <Р(^(«о)) = I.

Из Предложения 5 2 (։i) в [5] следует, что to - точка норм ника.
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Доказательство Теоремы 1. В силу Следствия из Леммы ։, достаточно по- 

казать, что максимальные множества антисимметрии алгебры М одноточеч­

ны. Допустим противное. Нс теряя общности, предположим, что весь компакт 

Т является максимальным множеством антисимметрии относительно алгебры 

,М. Зафиксируем 1п 6 'Г и положим - {։ 6 М; ։(10) о). Очевидно

Д4(и - идеал в М. Определим непрерывное отображение Ф : М1( __ ♦ Не

Ф(л) = Не х для всех г. 6 М<л. Поскольку М = Л4,п + Л, то Не - замкну гос 

подпространство пространства Яе Л4. Пространство Н = Кег Ф-МКсг Ф являс։ 

ся самосопряженным подпространством в Л4, поэтому алгебра Мп, порожденная 

всеми эрмитовыми элементами из Л4, является замкнутой инволютивной подал-

гсброй в ЛЛ. Так как 7՛ максимальное множество слабой антисимметрии, то 

/Ло = 0. Следовательно, Ф взаимно однозначное отображение. Следовательно, 

по геореме об обратном отображении, существует непрерывное о тображение Ф 1 

из Яс Л4։п на Л4<0. Таким образом, существуют такие постоянные сь с2 > 0, ч ю 

для любого т. С имеет мести

Пусть I] Е ПГ|(Л4), <1/*о (существование 1у следует из Леммы 2). Поэтому 

найдется х Е Л4((, такое, что (см. доказательство Леммы 2) 

а) я(£|) эрмитов, ||х(11)|| = I ( можно считать, что я(<1) > 0),

Л) ||r(i1)|| < 1, если

Зафиксируем с > 0. Пусть У\ - такая окрестность 1\, чю для любого I С 1, 

||lm х(0|| < е/2. Поскольку Т \ U, - компакт, то найдется такое «, 0 < К < ।

что вир^тду, ||®(0Н < Л- Пусть П1 такое целое число, что ||։'1'(4)|| < «/2֊ если 

16 Т\У{. Положим ։։ = г՞1- Очевидно Х| удовлетворяет условиям (1.2). Пусть 

теперь 1/г (С/г С - такая окрестность точки 1,, что ||1т т>(011 < гТ

о £֊ ппи I 7’\ ^2- Положимвсех I с [/2. Выберем так, чтобы (иII < V Р ՝

х1^. Продолжая этот процесс, имеем последовательность окре. 
, т (- таких,/2 Э ... Э 1/п э ... и последовательность XI, 12,.« •. »»,••• и
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Ч1՝о все х1 удовлетворяют условиям (1.2) и

если I е т \ /д

||1т т,(/)|| < если 1С1Ц + \,

Положим ук = 4֊ 4- • • • + х*). Очевидно уь удовлетворяет условиям (1.2).

Теперь оценим 1т уь- Пусть I Е Р», но I & £А+1» тогда I Е Ру для I < ) < ։ (из 

построения [/,). Следовательно

||1т х,(1)|| < — если 1 <><։-!, 
X-

Нх>(^)11 < пГ если *

Таким образом

Ц1Г11 У*(О|| < Т б- + 4 + •••+ -4- + 1 + — + 
и .«V ~ к \2 22 2՛֊1 2'+'

1 .е. 1|1т у* II <
Имея в виду | Ф ’(Яс гу*:)|| = 1, применяя (1.1) и замечая, что Не = Iт 1д,

получим | Ф (Не гук)11 < . Если к —» оо, то —» оо. т.е. Ф 1 неограничен©, 

что привело к противоречию. Георема доказана.

Доказательство Теоремы 2. Пусть К(Н) алгебра всех компактных операторов 

на некотором гильоерговом пространстве Н. Покажем, что идеал / = С ('Г, К (И)) 

принадлежит алгебре А4. Пусть е1։ С2,... ортонормированный базис в // и 

Рп проектор на конечномерное подпространство НП} порожденный первыми 

п элементами базиса. Рассмотрим алгебру Л4П = РиМ РП) Л4п С б'(7’, Нп), 

где /Уп = РпН(Н)Рп и С(Т, Вп) = РпС(Т\ Р(П))Рп- Легко проверить, что Мп 

равномерная алгебра с единицей Рп и Нс Мп = Ри\1еМРп. 'Гак как А4П - 

алгебра с матричным слоем, то Д4П расщепима, т.е. А4П порождается алгеброй 

Пп и некоторой коммутативной равномерной алгеброй И (см. (6), Предложение 

1.8), которая не зависи т от выбора п (см. [7]). -В силу замкнутости Не М 9 9 4
подпространство Не Л4П также замкнуто, откуда следуез замкнутость Н.с И- В 

самом деле, пусть п = 1, т.е. рассмотрим подалюбру УМ| = О Р\. Тогда Нс М\ 

замкнуто и, вследствие изометричпости I) и I) /;։, вы текает замкнутость Не Р- 

По теореме Гофмана-Вермера (см. [2]), Г) - С(Т) и Не Г) = Сц(Т).
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пусть х 6 / = С{Т,К(Н)). Тогда ввиду того, что конечномерные операторы 

плотны в К(Н), для любого с > О найдется целое число п > 0 такое что 

||/пг^п ” ®П < е1 г-е- ип=1А4„ плотно в /. Следовательно, / G A4. Поскольку 

/ является идеалом в С(Т, то фактор алгебра С(ТуВ(Н))/1 в точности 

совпадаете С(Т, А), А - алгебра Калкина. Поэтому алгебра A4, = A4// является 

замкнутой подалгеброй С(Т, А), разделяющей точки Т, т.е. A4, - равномерная А- 
•I

подалгебра алгебры С(Т, А). Из замкнутости Не A4 следует замкнутость Нс / г 
г

с A4 (/ С'*-подалгебра в A4). Откуда иМГем, что Re A41 также замкнуто

Гак как алгебра А проста, то из Теоремы 1 следует, что A4 = С’(Т 4- 

Следовательно, A4 = С(Г, #(//)). Теорема доказана.
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