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<ք/" աթ եմ ա տիկա»Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

ե»մբա գրոլթ յուՆր խնդրում Լ այն անձանց , Որոնք 
կե/ Հայաստանի Գիտութ յունների Ազգային Ակաղեմ իայի 
»Մաթեմատիկա» ամսագրում, հ ա շվի առնե/ հետևյա/

1. Հո գվածների ծավաչր, որպես կանոն, չպետբ կ

ց անկանում 
Տ եղեկա գիր 
կանոնն երր' 
գերա զանց ի

են հողվածներ հրապարա֊ 
սերիա »Մաթեմատիկա»

մեկ տպագրական մամուլը
ոչ ավեյի քան տեքստի 24 մ եքենագրված Լչ), իսկ համ առոտ հաղորդումն երի ծավա֊

լր ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ»

Մեկ •ո պ ագրա կան մամոլ/ր գերազանց ող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա* 
րակման րացաոիկ դեպքերում' խմ բագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմւսմրւ

?. Հոդվածները պետք կ ներկայացվեն գրամ ե քեն ագրվա ծ, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(Հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ Հ կցել ամ փոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ոու ս եը են լեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հո »դվա ծն երր, իրենց ց անկությամբ, կարող են հրապարակվել 
Հա յ ա պ ա տ ասիյ ան լեզվով»

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք կ ընդգծվեն սև մատիտո|/ հրկու գծերով ներքևում , իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ւ

Հունական տառերը պետք կ ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա֊ 
սւիտովէ իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. ¥ ծաղրերը ներկայացվում են առանձին կջերի Հրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

Տ. երա կանությունր տեղավորվում կ հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում ( հեղինակը, գրքի անունը, հրա տարակմ ան տեղը, հրա տարա կչու թ յունը , հրատարակ֊ 
Հան տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում կ հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
Համարը, տարեթ իվը և Հքերըւ

0 գտա գործվա ծ գր ա կ ան ութ յոՀն ը նշվում է քառակուսի փա կագծ երում, տեքստի համապա*

6. II րբագրությսքն ժամանակ հ եղինա կի կոՂ^ՒՕ կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո-
խութ յոԼնն երր ( սրիգինւսլի մր) չեն թույլատրվում»

վերամշակմաՆ նպատակով հ եղին ակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ^
վսէծի и տաց մ ան 

Й. Հոդված ի 
քսմрսւ գըությոլնը 

<րգվ^ծի

ժամ կես» համ արվում Լ ւթրջեական տեքստի ստացման օրը»

մ երժւքան դեսյ բում Նեղին/սկին վերադարձվում Լ ձեռագրի 
իրավունք կ վերապահում Լգբաղվնլ մ երժմ ան պատճառների 
վերջում անհրաժեշտ է նշեչ այն հիմնարկի (ր/՚վ անունը,

սեկ օրինակը և 
պ ա ր զա բ ան ո լ մ ովւ

տվյայ աշխատանքը՝

10. Հեղինակր պետք կ ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անոլնր և հա յրանունր»

11. հեղինակներին ուղարկվում կ անվճար նրանը հողվածի 25 աոանձն ա տ [. սլ եր»

ե»մ ըագրոլթ յան հասցեն Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող,, 24 ր՝ Գիտությունների ակա*

գեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»»
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I

Пусть 11а = {«| 0 < а^« < о < 7г} - угол в комплексной плоскости , а 
Л(£), полиномы от ( Е 1ЯП порядка т. В работе рассматривается
следующая система :

ди(х, t) 
dt

в ИГ X Па,

предполагается бесконечно дифференцируемой по х Е IRn, ана
литичной по t Е По и имеет полиномиальный рост по (z,t). Пусть р(£) 
обозначает число корней Р(£,А) = dct(AÄ(£) — В(£)) 0, принадлежащих
области П^ = {А| ֊ < arg А < |тг —а}. Предполагается, что либо a) detA(£) 
имеет конечное число нулей, либо b) detÄ(^) = 0 и порядок Р(£.А) не 
зависит от В обоих случаях предполагается, что р(£) = const = г за 
исключением, быть может, конечного числа точек. Рассматривается 
граничная задача

где £ Е 1ВП, - матрица размерности г х т. В зависимости от пред
положений Ь) или а) даны некоторые условия на А(£), В(£) и С(£), при 
которых задача (*), (**) либо разрешима для любых /(т), либо для 
ее разрешимости необходимо и достаточно выполнение конечного чи
сла условий ортогональности на /(г). Рассмотрена также однородная 
задача (/ = 0).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Па = {«| 0 < arg« < а < тг} - угол в комплексной плоскости II, а Д(<), #((),

£ Е ПГ полиномиальные матрицы порядка т с постоянными коэффициентами.

В двугранной области IRn х По рассматривается система вида

Л (i — } = Я (if-} u(x,0. (*Л) 6 ГО" X П
\ дх J dt \ ох /
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где и = (и\,..., ит) 6 М - искомая вектор-функция из класса М. Этот класс 

состоит из функций и(т,,1) Е C°°(IRn х аналитических по t Е 11«, удовле

творяющих оценкам 
%

<е*(1 + |х|)Д1 + |г|)в, J = 0,1; («,4) 6 Г х П„, (2)

где к = ֊ мультииндекс, (։£) = г1*1 g^fg^, < 1*1 = *1 + - + *n,

7, /3 Е R завися!՝ от и. Система (1) была исследована в [1] в предположении, что
• _

det А(0 ф О для любого £ Е IRn. В настоящей работе предполагается, что либо 

del А(() имеет конечное число нулей, либо det А(£) = 0, но в обоих случаях для 

любого фиксированного 4 Е IRn характеристический многочлен

/>«, А) = det(A.4(f) - 0(f)) = 0<,(f)Am + ■ ■ • + атЩ * 0, (3)

что эквивалентно следующему :

m

5Z laj(€)l / 0 для любых £ Е IR" (4)
j=0

Пусть р(£) обозначает число корней /J(^, А), принадлежащих области П* =

= {А| ֊ < arg А < |тг - а}. ’ •

Исследование граничных задач для системы (I) проводится в каждом из 

следующих качественно различных предположений :

a) det А(£) имеет конечное число нулей, а р(£) = const = г, за исключением 

конечного числа точек;

b) det Л(£) = 0, порядок я полинома (3) на зависит от функция р(£) =

= const — г, за исключением конечного числа точек.

Задача А. Найти рещени u Е М системы (1), удовлетворяющее граничному 
/ 

условию

где С(£) полиномиальная матрица размерности г х т с постоянными коэффи

циентами, а /(г) Е М - заданная вектор-функция.

В работе указываются условия тина Лопат инского, при выполнении которых 

Задача А имеет решение для любой у с М в случае Ь). В случае а) для
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разрешимости Задачи А необходимо и достаточно выполнение конечного числа 

условий ортогональности на f(z). Исследуется и однородная (/ = 0) Задача А. 

Задача (1), (5) в случае b) с р(£) = const для всех £ 6 IRn и с Па = = {t \ I >

> 0} была изучена в [4]. •

§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка вида

=2 - »„(.) =
С/1/

(1.1)

где и Е М - искомая, а / Е М - заданная функции, А ֊ комплексное число. 

Следующая лемма была доказана в [1].

Лемма 1.1. Уравнение (1.1) имеет решение для любых /(£). Если А £ П*, 

то однородное уравнение имеет одно линейно независимое решение, если же 

А Е = П \ П* , то однородное уравнение не имеет нетривиальных решений. 

Рассмотрим теперь систему вида

= в и(1)+ /(։), < е по, (1.2)
С7 С

где А, В - постоянные квадратные матрицы порядка т, а / Е М - заданная 

т֊мерные вектор-функции. Предполагаем также, что (см. (3))

Р(А) = с!е1(АЛ - Я) £ 0. (1.3)

*
Полиномиальную матрицу АА — В представим в виде (см. [2])

АА - В = М(А)£)(А)ЛГ(А), (1.4)

где A'f(A), D(A), 7V(A) полиномиальные матрицы с det Л7(А) = det/V(A) = 1 

и £>(А) = diag(dj(A),dm(A)) ֊ диагональная матрица с элементами d;(A) на 

диагонали. Очевидно, что det(AA —В) = и система (1.2) эквивалентна

следующей, расщепленной

j = 1,..., т, (1.5)

I ДС (tZJj , . . . , Wm ) — W — N ( )li, । • • • > 9m) — M )/•
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Пусть г - число корней характеристического уравнения

ИеЦАА - Я) = О, (1.6)

принадлежащих области П^. Используя (1.5) и Лемму 1.1, легко ус танавливается

следующая

Лемма 1.2. Система (1.2) имеет решение и Е М для V / Е М, а однородная 

система имеет ровно г линейно независимых решений принадлежащих М.

Рассмотрим задачу Коши

д5и^) = и 4 6 По, 
(Н

(1.8)и(0) = а,

где и Е М, а а = (а|,...,ат) - постоянный вектор.

Обозначим через С(р) образ Лапласа и(<) Е М при / Е R*. Пусть I Е Я+, 

а а = 0 в (1.7), (1.8). Применяя преобразование Лапласа к (1.7), получим 

(р А — В)и(р) = 0. Из условия (1.3) и аналитичности и(1) в Па непосредственно 

получается следующая

Лемма 1.3. Решение задачи Коши (1.7), (1.8), если существует, то един

ственно.

Обозначим через А։,...,Ар корни полинома (1.3), а через г։,..., гр их кратно

сти.

Лемма 1.4. Для того, чтобы решение и(1) системы (1.7) имело вид

р
“(«) = 12?4(«)еА*', ։е11о,

* = 1
(1.9)

гс^е т-мерные вектпор-функции с полиномиальными элементами, необхо

димо и достаточно, чтобы начальное значение н(0) удовлетворяло условию

1
(АЛ - Я)՜1 Л (/А и(0) = 0, (1.10)

гс^е единичная матрица порядка т, у замкнутый контур, охватываю

щий только корни Л),..., Ар.
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Доказательство. 1. Необходимость. При I Е R* образ Лапласа (1.9) имеет вид

р г>
^(р) = 1212 

;=1•=]
Яер > О, (111)

где ср - вполне определенные постоянные. Учитывая (1.11) и лемму Жордана, 

прообраз Лапласа и(р) представим следующим образом :

и(0 = / ер'и(р)<1р= [ ер1и(р)(1р, £ > О, I Е Я+. (1.12)

С другой стороны, так как и(<) - решение системы (1.7), то (/(р) = (рЛ- 

-В)_։Ли(0). Следовательно

и(<) = ֊ /(АЛ - Я)-|4ел'<УАи(0), I е Я+. (1.13)
27Г1

Так как обе части в (1.13) аналитичны по < Е Па, то можно заменить на По.

Полагая I = 0 в (1.13}, мы немедленно получим (1-9).

2. Достаточность. Рассмотрим вектор-функцию

»(О = 2тП
(1.14)

с 7, определенной в (1.10). Очевидно, что и(<) удовлетворяет системе (1.7) и 

согласно (1.10) и(0) = и(0), поэтому в силу Леммы 1.3 и(Г) = и(С). Лемма 

доказана.

Следствие 1.1. Задача Коши (1.7), (1.8) разрешима (и(£) Е М) тогда и только

тогда, когда 

(1.15)

где замкнутый контур у содержит те и только те корни многочлена Р(А), 

которые принадлежат области П*.

Доказательство. Предположим, что (1-15) справедливо. Тогда согласно Лемме 

1.4, соответствующее решение и(£) задачи (1.7), (1.8) имеет вид (1.9), т.е. и(1) Е 

Е М. Наоборот, пусть теперь и(<) ЕЛ/- решение задачи (1.7), (1.8). Поступая 

как в Лемме 1.4, представим и(£) в виде

и(0 = и+(0+ «-(<), и±(()= Т / (АЛ - Я)-1 Лел։ </А и(0), 
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где 7՜ определено посредством (1.15), а 7+ - замкнутый контур, охватывающий 

только те корни полинома Р(А) (А,,,..., Х9р), принадлежащие СП^,. Поскольку 

и“(<) Е М, то и+(0 = и(£) — п~(£) также принадлежит Л/. Заметим теперь, что 
ч

каждая компонента и+(£) удовлетворяет дифференциальному уравнению

(^-А'1)'"(^՜ A'’)w(t) = 0’ А‘>есп“’

следовательно, согласно Лемме 1.3, u+(t) = 0. Таким образом, из u(t) = u“(t) 

следует, что н(0) = и~(0), т. е. (1.15) выполнено. Следствие 1.1 доказано. 

Рассмотрим теперь матрицы

Лемма 1.5. Справедливы формулы

rank Р = г, rank Р^ — т — г,

где г - число корней многочлена /3(А), принадлежащих П^,.

Доказательство. Вначале напомним, что число линейно независимых решений 

системы (1-7), принадлежащих классу М, равно г (см. Лемму 1.2). Обозначим 

через и՝1 )(£),.'.., 1?г>(<) соответствующие решения. Имеем

<»(«) = ~ [ (АЛ - й)~'ЛеА| dX u<»(0).
(118)

Согласно Лемме 1.3 векторы г/1 )(0),..., 1/г)(0) линейно независимы. Подставляя

I = 0 в (1.18) , получим

P+u(j)(0) = 0, г.

Отсюда имеем rank Р* < т — г. С другой стороны, если rank = д, то система 

(1.15) имеет т - q линейно независимых решений, которые по формуле (1.13), с 

7՜ вместо 7, определят m-q линейно независимых решений системы (1.7), при

надлежащих классу М. Поэтому m — q < г, т.е. rank > т — г. Таким образом, 

вторая формула в (1.17) доказана. Далее, поскольку rank (£*) — rank (р?) = т, 
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то rank Р > г. Заметим также, что если rank Р = р0, то существуют линей

но независимые векторы такие, что Р а\,..., Р՜ аРо также линейно

независимы. Вектор-функция

2 7ГI -l/leA‘dA а. • • » ро

в силу Леммы 1.3 линейно независима. Очевидно, что иД£) € М и поэтому ро < г.

т. е. rank Р — г. Лемма 1.5 доказана. 
*

Замечание 1.1. Пусть С - прямоугольная матрица размерности г х т такая,

что

(1.20)

Для системы (1.7) рассмотрим граничную задачу

Си(0) = а. (1.21)

Ясно, что условие (1.20) является необходимым и достаточным для существова

ния решения (1.7), (121). Если же условие (1.20) нарушено, то конечное число 

условий вида (а, 6^)) = 0,} = 1,..., р, где М-*) - вполне определенный постоянный 

вектор, гарантируют разрешимость задачи. (1.7), (1.21). Пусть теперь С имеет 

размерность го х т (го < г) и

В этом случае задача (1.7), (1.21) имеет решение для любых а, а однородная 

задача имеет конечное число линейно независимых решений

§2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А, СЛУЧАЙ а)

Предположим, что а) выполнено, и пусть ао(() = det .4(f) / 0 при f 0, 

ао(0) = 0, p(f) = г для любых f / 0. В этом параграфе мы исключаем наличие 

других, отличных от f = 0, точек, в которых p(f) / г, так как эта ситуация 

будет разобрана в §3.

В произвольной точкеf 0 перенумеруем характеристические корни так, чтобы 

A։(f),..., Ar(f) Е П* и Аг+1((),..., Am(f) Е СП;. Используя Следствие А 2.6, из 

теоремы Зайденберга-Тарского |3] легко установить оценки (см. также [1])

|А,(()|<с,|«Г’(1 + |€|)"’. т,<0, (2.1)
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<И51(А>(4),Г»)>сдКГ>(1 + К|)’Л Р1<0, 1 = г+1,...,т, (2.2)

где Го - граница угла П* .

Введем полиномы по А :

Г Т

<жА) = П<А - ма) =А'+Е «К€)а,_< - '
1=1 ]=\

(2.3) т тп-г ՝ '
««, А) = П (А - АД«)) = Хт՜' + Е ’•;(€)Ат-г_< 

>=г+1 ;=1

Из представления

1 г дР^У 
+ + ^°’ <2-4) 

27Г| А-(С)

где замкнутый контур 7~({) содержит только корни А| ({),..., Аг(0, и того 

факта, что множества {А,Аг(£)}, {Аг+1 (£),..., Ат(0) не пересекаются ни 

при каком < # 0 , заключаем, что ду(£) е С°°(1ИП \ {О}). Аналогично г,«) е 

Е С°°(1ВП \ {О}).

Используя теорему о вычетах и неравенство (2.2), из (2.4) получим

дк
<‘*1£1г*(Ч-|£1)։‘, Г* < о. (2.5)

Лемма 2.1. Пусть у(£Л) аналитична по I £ Па и является решением диффе

ренциального уравнения
4

У У«. 0 
дг

У--'у(^Л) 
зг-> — о. £ / 0. (2.6)«6 пв,

Если при I — 0 имеет место оценка

то

в‘у(4,0)
д1> 30 <^*(1 + 1£1Г‘1£1^. (2.7)

д3 дк»(£у1) 
дИ д^к < + |(|)^‘(1 +И|)^‘. (2.8)

Доказательство. Рассмотрим уравнение

<9и(£, <)
֊ А(£)у(£Л) = /«,«). «епо, (2.9)
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где А«) Е П’ удовлетворяет (2.1), и(£,0) - (2.7) а /«,£) (2-8) |*| = 0 и любых 

Функции и(£, £), /(£, £) предполагаются аналитическими по £ Е Па. Единственное 

решение уравнения (2.9) имеет вил

“(С0 = и(4,0)еЛ(О1+ / еА««‘-т>/(С,г)йг, I € П„, (2.10)

где интегрирование берется по отрезку [0, £].

Легко видеть, что и(£, £) из (2.10) удовлетворяет (2.8) при' |к| = 0 и любом

Представляя оператор в (2.6) как произведение операторов первого порядка, 

легко доказать (2.8) и для и(^,4) пРи |£| = 0 и любом Продифференцируем 

(2.6), например, по . Получим 

где /1(С0 удовлетворяет (2.8) при |£| = 0 и любом ;}. Аналогично предыдущему, 

докажем оценку (2.8) для |&| = 1 и любом Продолжая таким образом, получим 

Лемму 2.1.

Пусть 5(П1П) и 5/(1Нп) , соответственно, - пространства основных и обобщенных 

функций Шварца. Включение М С 5'(1КП) очевидно для любых I Е По. Теперь 

рассмотрим и Е М как элемент из 8' и перейдем к преобразованию Фурье в 

системе (1). Получим

л(€)^|^ = В(€)»(€Л). ‘епо> (212)

где н(£, I) = Гг[и(х, £)](£) - образ Фурье и(х, £) Е 5'(1ВП). В силу (2), и(£, £) Е

Е ^г[А7] удовлетворяет оценке

I < й(€, 0,^(4) > I < с||^||р(7)(1 + И/ для любых е 5՛ (213)

где || • ||р(7) - р~ая полунорма 8.

Рассмотрим матрицы функции (см. (1.16))

р-(4) = -Ь/ (АЛ(«)-Н(е))-’Л({)</А,
2” Л֊({)

Р+({) = Ет - Р-({), € # 0,

(2.14)

где замкнутый контур 7 (£) содержит только корни А1 (£),...,АГ(£) Е Пв.
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Для полинома А) из (2.3) имеем

<Э(€. А,(О) = У«. А) + А)(А ֊ АД«)), } = г+ I,.... т.

к
Используя (2.15), нетрудно преобразовать Р~(£) к виду :

I [ (АА(«)~ В(«))-'Л(«)Р(«,А)
2>п /,_(£) ао(«)О(«, А)(А - Аг+1 (€)) •••(А - Ат(«))

1 [ (АА(«) - В(«))֊՝ А(«)Р(«, А)(<3(«, А) + д.(С А)(А - А,«)))
" 2™ Л-(<) “о(€)<?(С А)(А - Аг+1(«)) • • (А - Ат(«))0«, А,(«))

1 / (АЛ(«) - В(О)֊1 Л(«)Р(«, А)3,(«, А)
2я»<3(4, А,«)) Д-({) <ю(«Ш, А)(А - Аг+2(«)) • • • (А - Ат(«))

1 / а^-Л)
2я։ш({)/,-(() а0(«)<?(«, А)

(215)

(216)

где а(£, А) - матрица, с коэффициентами, удовлетворяющими неравенству (2.1)

и

40 =
гл

•Ж, ад«».. (2.17)

Вычисляя (2.16) по теореме о вычетах в точке А = оо и используя оценки (2.2), 

получаем \Р (£)| < с0|£|гп°( 1 4- |<|)п’.

Аналогичные оценки можно установить для производных Р (4), дифференцируя 

вновь (2.14) по £ и продолжая так же как в случае Р~[£). Получим следующую 

лемму.

Лемма 2.2. Элементы р։;(£) матрицы Р (£) удовлетворяют оценкам

(2.18)

Рассмотрим матрицу-функцию

(АД«)-В(е))-|Л(ОеА<А «/О, «епа. (2.19) 
-со

Очевидно, что любой элемент матрицы удовлетворяет дифференциаль

ному уравнению (2.6). Так как элементы Vх՜(^,0) = Р~(£) удовлетворяют нера

венствам (2.7) (это следует из Леммы 2.2), то на основании Леммы 2.1 получаем

+ + (2-20)дР
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Рассмотрим задачу Коши

и(С.О) = <?(€) (2.21)

для системы (2.12). Здесь д(£) Е S'(IRn \ {О}) и мы ищем й(£Д) Е S'(IRn \{О)), 

удовлетворяющую оценке (2.13) для любого Е S с supp у? С ПТ‘ \ {0}.

Справедлива следующая

Лемма 2.3. Для разрешимости задачи Коши (2.12), (2.21) необходимо и доста- 9
точно, чтобы вектор-функционал <?(£) удовлетворял условию

Р+Ш£) = 0, «/0. (2.22)
/

Любое, решение системы (2.12) задается формулой

*(«.«) = V՜ (С W.o), (2.23)

где !/-(£,/) - матрица из (2.19).

Доказательство. ]. Необходимость. Равенство (2.22) носит локальный харак- «ИВ
тер. Будем считать, что £ Е 14(0) - замкнутая 6-окрестность некоторого / 0. 

Обозначим через образ Лапласа п(£Д) при Е /7+. Если в (2.12) перейти 

к образам Лапласа (I Е 11*) и принять во внимание (2.21), то получим

(р Ä«) ֊ (С р) = Р > 0. (2.24)

Так как а0(£) ± 0 и |АД£)1 < const, то для элементов /„(£,₽) матрицы (рД(О~

— /ДО) 1 имеют место оценки

|/о(«,р)1<с|рГ‘. |р|» 1. (2.25)

где АДО - корень <1е1(рл1(0 - В(£)) = аДОР՞“ + • • • + “-»(()■ Применяя формулу 

обратного преобразования Лапласа, получаем

“(<.*)=“/ ։”'{/(«, Р)<*Р
J'-ioo

для любых £ > о, t Е К+. (2.26)

Пусть е0 > 0 и 6 > 0 такие, что

Не АДО < j - 1,...» г 4- Аг; Нс АДО > €Ot j = r + k+ l,...,m, УДО)-

(2.27)



Выбирая в (2.26) £о/2 < е < £0, принимая во внимание (2.24), (2.25) и на 

основании интегральной теоремы Коши получим

и«.‘) = Л/ (АЛ(С-й({))-'4(С)еЛ1^-9(«). «€И,(«Д (6К+, (2.28) 
27П уг_(€)

где замкнутый контур Г «) содержит только корни А1 (£),..., Ак+Г(£). Заметим

также, что множества {А։(£), .... Аг(£)}, {Аг+։(£), ..., Аг+*(£)} отделены друг *
от друга для всех £ Е Уб(£о) и представим (2.28) в виде 

й(ео = ^1(е<) + «2(ео. (2.29)

где

= (АЛ(4) - В«))-1Л(е)еЛ<^А •»(€). (2.30)

Здесь замкнутый контур 7։՜ (£) содержит только корни А! (£),..., Аг(£) 6 П*, 

а 72՜(О ~ Аг+1(^),..., Аг+к(£) € СП;. Очевидно, что = У”(?ЛМ€) 

и следовательно, аналитически продолжается в область По и в силу (2.20) 

имеет там степенной рост. Поэтому и2^у1) также должна иметь с тепенной рост. 

Представляя иг(£, I) в виде иг(£, I) = Уг(С 2)д(£), заметим, что элементы матрицы 

удовлетворяют дифференциальному уравнению

(֊ - А.+1({)) •■•(֊֊ Аг+*(€)М€,0 = 0 (2.31)О1 01

или в матричной форме

= Ло(Ош> (2.32)С/ V

где и) = (и(С*)> • • •> —а Ао(£) ~ вполне определенная матрица, элементы 

которой принадлежат С°°(|/Д£о)), в силу того, что корни Аг+։(£),..., Аг + к(<) 

отделены от остальных. В работе [1] доказано, что анали тическое в Па решение 

(2.32), имеющее степенной рост, равно тождественно нулю. Таким образом, 

иг(£Т) = 0 и формула (2.23) доказана. Полагая в (2.23) I = 0, получим (2.22).

‘2.Достаточность. Пусть Р+ (£)<?(£) = 0, то есть д(£) = Р“(£)д(£) — У”(€>0)<?(£). 

Ясно, что вектор функционал V՜ (£,^)<?(() “ решение задачи Коши (2.12), (2-21)- 

Лемма 2.3 доказана.
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Рассмотрим систему

л(°)^ = «(ОНО. «еп,,. (2.33)
(У V

Пусть Д1,...,рГ| - корни соответствующего ей характеристического уравнения

такие, что д1։...,рк| Е П; и рк։ + 1, ...,дГ| 6 СП^.

Рассмотрим матрицы

ро = Л [ (W) - B(0))-'4(0)d>, 
Z7TI /-ч,- (2.34)

где замкнутый контур у охватывает только корни ,... ,/х4։. 

Мы накладываем следующие условия :

rank

для любых

Ро+\
<W = т — к\ 4- г.

(2.35)

(2.36)

Рассмотрим алгебраическую систему

^+(4)«;(4) = О, £(«)»,(«) = е>, е, = (0,..., 0,1,0,..., 0), « # 0. (2.37)

Следующая лемма доказана в [1].

Лемма 2.4. Система (2.37) имеет единственное решение в;(£) Е СОО(1К,‘\

\{О}), удовлетворяющее оценке

дк 
дС v>(€) <с*(1 + 1€|)п‘К1т\ (2.38)

Построение решения неоднородной Задачи Л.

В граничном условии (5) вместо /(т) возьмем вектор-функцию Д*/(г), где р > 0 

- целое, а Дг - лапласиан относительно переменных а?],..., хп. Образ Фурье

Задачи А можно представить в виде

и(«,0 = £ HuMOlM«) = £ + °-
,=1 7-1 (2.39)

Выбирая к0 и I/ легко убедиться [1], что прообраз Фурье и({,«) вектор функциона-
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ла и(£, I) есть решение Задачи А с взятой правой частью. Процедурой, описанной 

например, в [1], разрешимость Задачи А сведется к разрешимости следующей 

задачи :
А = в(^)и>+ V ' е Пй,

\ дг' д( дх (2.40)

(2-41)

где Е Л/, Ь} Е /?г - вполне определенные величины.

Решение задачи (2.40), (2.41) будем искать в виде

(2.42)

с неизвестными с}(1) Е М,

Подставляя ш(ж,£) из (2.42) в (2.40), (2.41), для определения сД!) |Д = 2и - | 

получим следующую задачу :

4(0) ^1 = В(0)сД«)+ »,(«). |>| = 2р-1, I € П„, 
■ / Я л

С(О)сДО) = бу, |Д = 2р- 1.

(2-43)

(2.44)

Ре разрешимость обеспечивается условием (2.36). Остальные сД£), |Д < 2р- 

— 1, находятся аналогично. 'Таким образом, неоднородная Задача А разрешима. 

Что касается однородной Задачи Д, то из (2.35) вытекает, что ее решение 

представляется в виде

ц(ж,<)= сД^)а^' (2.45)
Ь1<*'о

с неизвестными су(1) £ М.

Поступая так же как и выше, мы придем к задаче (2.43), (2.44) с аД<) = = 0.

Очевидно, что и(я,£) — 0 при = г (при к} см. (2.33)) и однородная Задача 

А имеет по крайней мере одно нетривиальное решение с с^(1) £ 0, |}| = ^о, при 

к\ > г и ввиду произвольности и о в (2-45) однородная Задача А имеет бесконечно 

много линейно независимых решений. Итак, доказана следующая

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (2.35), (2.36). Тогда

а) Задача А имеет единственное решение для любого / при к] = г,
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Ь) неоднородная Задача А имеет решение для любых /.

с) однородная Задача А имеет бесконечно много линейно независимых

решений при Л, > г.

Нижеследующие примеры показывают важность условия (2.36). В §3 это условие 

мы опустим, при этом разрешимость неоднородной задачи сохранится

1. Рассмотрим систему

а3 \ 
аТ7 ]

О /
ди 
~д1

о 
о (х,о € Ш. X Па,0 < а < тг/2. (2.46)

Имеем, ае1(АД({) - В({)) = А(А£2 4֊ 1). Так как А։ = 0 6 П;, А2 = -X € П' для 

£ / 0, то для системы (2.46) рассматриваем задачу

(2.47)

где С(С) - квадратная матрица порядка г = 2 с 6еСС(£) 0 для < / 0. Пусть

= ^2 - единичная матрица. Очевидно, что Р~(£) = Ег при (^0и 

Р+(£) = Е2 — Р~(£} = 0 при £ 0, т. е. условие (2.35) выполнено. Проверим

условие (2.36). Имеем, с1е€(АЛ(0) — £(0)) = А = 0 6 П’, то есть корень = 1 и 

условие (2.36) не может иметь места, так как т - к\ + г = 3 > 2. Покажем, 

что задача (2.46), (2-47) не всегда разрешима. Пусть / = (0,1), а и(х,1) - 

соответствующее решение. Из условия (2.35) следует, что й(£, I) = 0 для £ 0,

следовательно

'ц(х,^)= У (2-48)

Подставляя и(х,/) из (2.48) в (2.46), (2.47), получим задачу Коши для с/уо(1) с 

No > 1 :
А(0)^и = В(0)с^(1)1 елг.(О) = О.

О1

Отсюда следует, чтсьс/уо(С = 0. Таким образом, и(г, I) — со(^) и получаем задачу

Л(0)^И1 = В(О)со(4), ео(0) = «2 = (°- >)■

Гак как Р+ 0\
1 /

= 0 (см. условие

разрешимости (1.15)) не выполнено.

Р^2то условие0
0
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2. Рассмотрим систему

для которой det(Ay4(£) - 8(f)) = А(-А£՛2 4֊ 1) и, следовательно, Aj = О Е П; и

Аг т֊ € СПд для £ 0. Граничное условие на и возьмем в виде

(2.50)

где О1(С) _ полиномы по £ с постоянными коэффициентами, Я1(£) 0 при ( 0.

Матрицы Р+(£) и Ро+ имеют вид

Условие (2.35) , очевидно, имеет место. Далее, если ai(0) / 0, то условие (2.36) 

также выполнено. Пусть теперь aj(0) = 0, тогда условие (2.36) хотя и нарушено, 

но задача (2.49), (2.50) разрешима для любых f(x). Для этого достаточно 

представить (i^) в виде а} (։^) = ао (*^)» г^е ао(£) # 0 для всех ( и

вместо (2.50) рассмотреть задачу ао (i^) Ui (г, 0) = F(x) с (г^)*° F(x) = /(z), 

для которой условия (2.35), (2.36) выполнены.

§3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А, СЛУЧАЙ Ъ)

Случай Ь) мы разобьем на два существенно отличающихся случая :

1Ь) функция р(£) = const = г для всех £ £ IRn и 2Ь) функция р(£) = const = г 

для всех (^0 и р(0) > г. Отмстим, что полученные выше оценки и естественно 

соответствующие леммы, на которые мы будем ссылаться в этом параграфе, 

имеют приведенный вид и для случая 2Ь). А для случая 1b) в них следует 

исключить множитель |£|ГПк. Единственное, что требует обоснования - формула 

(2.28) при доказательстве Леммы 2.3, так как при det Л(£) = 0 оценка (2 25)

перестает быть верной и принимает вид

1'.,(Ср)1<ФГ’г՞՜'. |р| > 1, Г„ > I, £ G М«о). (3.1)

Ряд Лорана матрицы (р/1({) — /}(£)) 1 в окрестности точки р = оо имеет вид

(рЛ(О-Я(4))-' = /?(р,«) + Y, М&՛ ■ (з2>
; <m — re — 1
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где

Ш=0^/ (АЛ(«)~ Ö(C))-lA->-'dA, J = o,..
J\X\ + = R m - r0 - 1, R > 1.

Так как 4/(С,р) - образ Лапласа, то Птце р-+оо ()(£,р) = 0. Но в силу (2.24) и 

(3.2) это возможно тогда и только тогда, когда

= 0, j = 0, I.

Таким образом

1/(«,р) = (рА(О- ЯЮГ'Д«)?«) =

где элементы матрицы /?(р,<) удовлетворяют оценке (2.25) и, тем самым, форму

ла (2.28) обоснована. Пусть имеет место случай 1Ь) и условие (2.35) выполняется 

для всех £ 6 IRn. Тогда в оценке (2.38) множитель |£|Л1к отсутствует и очевидна

Теорема 3.1. В случае 1Ь), если условие (2.35) выполнено для всех £ £ П1п, то 

однородная Задача А имеет только нулевое решение, а неоднородная Задача А 

разрешима для всех /.

Если же имеет место случай 1Ь, но условие (2.35) нарушено только в точке 

( = 0, то решение неоднородной Задачи А как и в §2 сводим к задаче (2.40), 

(2.41). Частное решение системы (2.40) легко построить, если искать его в виде

U0(M) = 52
I i I <

и для определения с}{1) воспользоваться условием (3) и Леммой 1.2. Поэтому в 

(2.40) правую часть берем равной нулю. Заметим также, что в этом пара! рафе 

условие (2.36) опущено. Но мы покажем ниже, что Задача В, которая подобна 

задаче (2.40), (2.41) слабо разрешима. Рассмотрим следующую задачу.

Задача В. Пусть имеет место случай 1Ь) и выполнено условие

при С # 0. (3.3)
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В классе w Е Л/ найти решение системы

л (i^-) = в (>/-) W, (i.t)eiR-" х по,
\ ох J ot \ ох J (3.4)

удовлетворяющее условию

где р(х) - заданный вектор-многочлен от х Е И1п.

Решение Задачи В. В образах Фурье задача (3.4), (3.5) имеет вид

c(f)w(eo) = p«),

(3.5)

(3.6)

(3-7)

где ш(£,<) 6 5' удовлетворяет оценке (2.13), а р(£) 6 5' сосредоточен в точке 

£ = 0. Заменим р(£) в (3.7) вектор-функционалом ?(£) = (?>(£)..... дг(£)) 6 3'. В

соответствии с (2.39) рассмотрим функционал

Г
*■(«.«) = £>’(£. Ф;(£)9>(£), (3-8)

который регуляризуем по формуле :

Г

< W|(£,O,¥>(£) >= < ?>(£), Г_(£,։)и,(£)^(£) >,
7 = 1

(3-9)

где

*№) =¥>(С ~ «(С 52
li I < «'о

е ^*>(0) 
j! д(_> ՝

> 1> а(£) 6 Со°°(|£| < е), о(£) = 1 при |£| < е/2.

Напомним, что вД£) в (3.8) удовлетворяет (2.38) в силу (3.3). Так как функ- 

ционалы ?j(£) имеют конечный порядок сингулярности, то для некоторого Vo 

функционал u?i(£,£), определенный по формуле (3.9), принадлежит S' и удовле

творяет неравенству (2.13). Очевидно, что W](£,$) - решение задачи (3.6), (3-7) 

для любых £ S} supp у? с HV \ {О}, поэтому имеем

^«)-W'(Ct) =tf(£)w, (£,<)+ У a/t)^)^), 

1> I < ЛГ.
(З.Ю)
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• х

С(С^1(С0) = q(t) + £2 6jÄ0,({), (3.11)
b I <

где 5(£) - функция Дирака, a ay(t) ç М, bj Е /?г определяются по формулам

_ в«)»,(€.<).€').
(_1)1Л (312)

ь> =—f-(cU)'"i(C0)-î((),f ).

1 аким образом, решение задачи (3.6), (3.7) можно представить в виде

w(î,t) = W!«,t)+ £ (3.13)
lj I < N.

где Cj(t) € М произвольны.

Подставляя w(£,t) из (3.13) в (3.6), (3.7), для определения вектор-функций c;(t) 

получим задачу (ср. с задачей (1.7), (1.21))

ôc(t)
>41֊ = Bic(t) 4֊ a(t), Cjc(O) = 6, (3.14)

где A], £?i - постоянные квадратные матрицы такие, что det(A4] - В\ ) 0 ; Ci -

постоянная прямоугольная матрица ; a(f), b вполне определены, с(<) - неизвестная 

I вектор-функция, компоненты которой состоят из всех компонент векторов с} (t). 

I Построив частное решение неоднородной системы (3.14) (это возможно, так как

det(А>41 — В\ ) 0) мы можем считать a(i) = 0. Согласно Замечанию 1.1 конечное

« число условии
I (Mü,) = 0, j=l.......k0, (3.15)
I -v՜ r/vfc ՛ • i ՝ • ՝
I необходимы и достаточны для разрешимости задачи (3.14), где - постоянные 

■ векторы. В силу (3.9), (3.12) условия (3.15) примут вид
Г

I >= о» /=1».«ч^о> (з.1б)
I J=1

■ где wij(^) - вполне определенные функции, на которых функционал 7;(С) опреде- 

|| лен.

I Покажем, что в действительности wij(£) = 0՛ Для этого предположим, что д(£) =

1 = (о,... ,0, *>(€), о.... 0), где 6 S и supp <р С Ш."\{0). Очевидно, что для такого 

Задача В разрешима и поэтому условия (3.16) выполнены и имею։ вид

I / 1P« pi. (« И = 0.
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В силу произвольности <р(£) получаем си/э(£) = 0. Таким образом, условия (3.16) 

всегда выполнены и поэтому задача (3.14) и Задача В разрешимы. Что касается 

однородной Задачи А = 0), то из условия (3.3) следует, что образ Фурье и°((, <) 

ее решения и°(т,£) равен нулю при £ ф 6. Поэтому п°(х,<) имеет вид

(3.17)
Ы<*о

Подставляя и°(х,Г) из (3.17) в (1), (5) и используя неравенство

для случая 1Ь) получим (см. Лемму 1.8 в [1]) следующую теорему.

Теорема 3.2. Пусть выполнено условие (3.3). Тогда неоднородная Задача А 

имеет решение для всех /. При п = 1 однородная Задача А имеет конечное 

число линейно независимых решений, если же п > 2, то - бесконечное число 

линейно независимых решений.

Не вдаваясь в подробности, отметим что случай 2Ь) исследуется тем же методом, 

что 1Ь) при условии (3.3). Сформулируем соответствующий результат.

Георема 3.3. В случае 2Ь) неоднородная Задача А имеет решение для любых 

/, а однородная задача имеет бесконечно много линейно независимых решений 

для любых п.

В заключение рассмотрим следующий пример.

ди] ди2 ди1 д2и2
(г, I) е К X По, 0 < о < 7г/2.

Матрицы /4(£) и В(£) имеют вид

Соответствующее характеристическое уравнение

6е1(АА(£)-£{{)) = А(1 +£2)+ 1 =0

имеет единственный корень А — —(1 + £2) 1 Е П^. Согласно вышеизложенной 

теории стави тся граничная задача

<211/1 (зт, 0) + ^21/2(2:, 0) = /(х), °1 » а2 € Н, / Е М.
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Имеем

Пусть 01^0, тогда

«2
= 2 для всех £ £ R

и условие (2.35) выполняется для всех ( Е R. Поэтому рассмотренная задача 

имеет единственное решение для всех /ЕМ. Если же а1 = 0 и-а-2 = 1, то

= 2 для < # О
<12

с порядком вырождения в точке £ = 0, равным 1. Поэтому однородная задача 

имеет одно линейно независимое решение. Действительно, решением системы

г-^?и1(4,0) + й2«,0) = 0, «*։(€. 0) = О

является единственный вектор-функционал (<5(£),0) с функцией Дирака 6(£). 

Что касается неоднородной задачи, то в качестве частного решения системы 

«(€) = (-£ + «С. О

г-^77’'։ (€) + "2«) = О, 
1 4- с'

^2«) = 1,

возьмем и(£) = (— ^ + , 1). И, если вместо /(г) в граничном условии взять /'(х),

то прообраз Фурье и0(я,£) функционала

У'(€,0(1+еТ‘'”(С)НС)(> + *<>» 1

принадлежит М и является решением этой задачи. Здесь V (С. О " матрица, 
& V

определенная условием (2.19). Пусть Е М удовлетворяет уравнению — и0.

Подставляя и0 в систему и граничное условие, получим

д (ду0 (. д \
#1 дх 7 \ дх /

ду0
дх

— У02(^> 0) = /'(г), Уо = (»01, »ог) 
ох

или, интегрируя

го2(г։ 0) = /(х) + 6,
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d(t) и 6 вполне определены. Остается решить задачу

WiÇx, 0) = Ьо.

Если w(x,l) искать в виде w(x,t) = 4- ci(t), то легко построить решение
%

этой задачи

wi(z, t) = 60ze-t, w2(z,t) = Ьое՜'

ABSTRACT. Let Ho = {/| 0 < argt < a < 7r} be an angle in the complex 
plane and let A(£), £?(£) be polynomials in £ € IRn of order m. We consider 
the following system

/ (9 \ du(x,t)
A\dx) dt = В u(x,t\ in IRn x Па,

where u(z,Z) is assumed to be infinitely differentiable in' x E IRn, analytic 
in t E nQ and having polynomial growth in (xtt). Let p(£) denote the 
number of roots of characteristic polynomial P(f, A) = det(AA(£) — B(£)) 0
which belongs to II* = {A| ֊ < arg A < -tt — a). We assume that either a) 
det/l(£) vanishes in a finite number of points or b) det A(£) = 0 and the 
order of P(£,A) in A does not depend on In both cases we assume that 
p(€) = const = r with possible exception of a finite number of points. 
Consider the boundary value problem

with polynomial in £ £ IRn matrix C(£) of dimension r x m. Depending 
on hypothesis b) or a) we give some conditions on A(£), B(£) and C(£) 
under which the problem (*), (**) either becomes solvable for any /(z) or 
for its solvability a finite number of conditions of orthogonality on /(z) is 
necessary and sufficient. The homogeneous problem (f = 0) is treated as 
well. .
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АСИМПТОТИКИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ БОЛЬШИХ 
УКЛОНЕНИЙ ГАУССОВСКИХ ПОЛЕЙ : ПРИМЕНЕНИЯ

5. р. Фаталов

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №5, 1993

Работа посвящена применениям результатов работы '[1] с целью 
получения асимптотик : а) предельных распределений статистик 
Колмогорова-Смирнова; б) распределений максимумов винеровских 
полей ; в) распределения максимума /£-нормы векторного гауссовского 
случайного процесса

§1 . АСИМПТОТИКИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

СТАТИСТИК КОЛМОГОРОВА-СМИРНОВА

ДЛЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ СЕМЕЙСТВ

В статистической практике критерий Колмогорова-Смирнова является одним из 

самых распространенных критериев для проверки (простой) гипотезы о принад

лежности наблюдаемых данных распределению с конкретной функцией распре

деления (ф. р.) Г(х). Распределения статистик Колмогорова и Смирнова можно 
I

найти у этих авторов в 1933 [2] и в 1939 [3]. Однако довольно часто приходится 

сталкиваться с гипотезой о том, что выборка извлечена из распределения опре

деленного типа, так что ее ф. р. Г(х,(Г) оказывается заданной с точностью до 

некоторого параметра 0. В этом случае предельные распределения статистик 

Колмогорова-Смирнова уже зависят от ф. р. Г и до сих пор не найдены. Ниже 

мы укажем точные асимптотики этих предельных распределений.

Рассмотрим теперь задачу проверки сложной гипотезы

На: СбЛ={Г(1,9), е = (е1... о,)ебслг’, ген?1!.
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где <7(з;) ֊ неизвестная непрерывная функция распределения, У - семейство функ

ций распределения 19), зависящих от параметра 0 ֊ (0ь...,0д). Предполо

/*1(х,0) - плотность распределения. Пред-см. [4], гл. 33), а /(ж, 0) =

жим также, что класс распределений У удовлетворяет условиям регулярности 

по 0 (

положим, что объем -V выбран из ф. р. А*(2;,0о)- Тогда оценка максимального 

правдоподобия 0* параметра 0О является асимптотически нормальной и эффек

тивной. Обозначим через /'\(х) эмпирическую функцию распределения, и пусть

Г°(2;) — Г(х,30). Хорошо известно (см. [5]), что в параметрической ситуации 

эмпирический процесс (/у(х) = — /?(;г,01')), при справедливости гипо-

тезы Но после замены £ = /?"(г) слабо сходится (при —» оо) в метрике £)[0,1]

к гауссовскому процессу со средним нуль и ковариационной функцией

где

= гтнп(/, .?) — (.$ —

у = Г->(1ЛО)
(1.1)

..., д - д-мсрный вектор-столбец,

- информационная матрица Фишера размера д х д, У՜' - обратная матрица к 3,

а ^-1(г,в°) = шС{։ : Е°(х) = 1}.

Применение статистик Колмогорова-Смирнова

/9/У = 8ир{|<ЛГ(х)|, х е }, Е)+ = зир{^(х), X £ 1И1}

для проверки гипотезы Но предполагает знание предельных (при М —» оо) 

распределений вероятностей Р(2?Л/ > и), Р(£)+ > и). В наших условиях эти 

предельные распределения существуют, но до сих пор неизвестны. Процесс 

и;(^)։ 1 € [0, 1] входит в класс полей, изученных в работе [1] и следовательно 

справедлива следующая

Теорема 1.1. Пусть дисперсия <т2(£) предельного гауссовского процесса ш(£) 

достигает своего максимума <т2 на [0,1] в конечном числе внутренних то

чек Ь],..., 6/, причем 
с(2р*՜1 ,

ные М’ к

в окрестностях каждой из них существуют производ- 

= 1,...,/ такие, что —1Г2(ЬС) = 0, i = 1,...,2р4 - 1, а
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< 0. Тогда 
di2pk

/V —«ОО [0,1]
= 2Р < sup w(i) > и 

I [0,1]

-։/(2р*) d2Pkи2 их/2
= ехр

2сг2
и2
Тз dt2?k

-1-1/2

где величины а,1,рк,Ьк зависят от вц, а Г( ) - гамма-функция.

Заметим, что для масштабно-сдвиговых и некоторых других семейств зави- 

симость от #о исчезает. Ниже приводятся соответствующие примеры.

Доказательство основано на использовании Теоремы 1.2(1) из [1] с р = п — 1.

Согласно формуле Тейлора в окрестностях каждой точки Ьк имеем разложения

at = сг +
d2pk

2(2р*)!сг dt2Pk
<r2(6t)(l +0(1)), I — bk, k = 1,

Обозначив Я(Л, з) = Еш(£)м(з), при з —* Ьк по формуле Лагранжа получаем

Я2(С з) — а2(/)(т2(з) = —a2|i — з| -1֊ о(|1 — з|).

Следовательно, для корреляционной функции г(1,з) процесса выполнено

r(i, з) = 1 - (2<т2) 11/ — з| + о(|£ - з|), ։ ։<* * Ьк■

Выполнение условия (ill) Теоремы 1.2 из [1] легко проверяется :

Е(ш(£) — и/(з))2 < |t — з|, t, зс [0,1].

I аким образом, вычисляя необходимые константы и применяя Замечание 1.1 и 

Следствие 2.1 из [1] получаем утверждение теоремы.

Перейдем к рассмотрению примеров.

Пример 1.1. Проверка гипотезы о нормальности одномерной выборки.

Пусть

<р(х) - (27г)"1/2ехр[-т2/2]. Ф(*) = / ^(0
</ ֊ОО
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— плотность и функция распределения стандартного нормального закона. От՝ 

носительно неизвестной функции распределения Р(х) проверяется одна из трех

гипотез

а Е 1И1, а Е (0, оо) , оба параметра -

среднее а и среднеквадратичное уклонение <т неизвестны ;

Ь) Н2 : € Уч = , 0՜ Е (0,оо)}, дисперсия ст2 неизвестна;

с) Я3 : /•'(я) Е Уз = {Ф(х - о)» а Е 1И } , среднее а неизвестно.

Пусть оценками а и ст2 выбраны, соответственно, выборочные среднее и дис-

Персия. Пусть / Е [О, 1], г = 1,2,3 - предельные гауссовские процессы, воз

никающие при проверке гипотез Н,-. Соответствующие ковариационные функции 

определяются по формуле (1.1) и равны :

а) Еи^ (ф^ ($) = пмп(М) - - <^(Ф 1 (£))у?(Ф՜1 (в))( 1 4֊ Ф՜1 (1)Ф՜1 (з)/2),

Ь) — ппп(г, «) - - Ф-1(1)Ф’1(5)</?(Ф՜1 (1))у?(Ф՜1 (в))/2, 

с) Ещ3(1)127з(5)*= тт(1, $) - 1« — <р(Ф 1 (£))<р(Ф 1 (я)). Тогда верны следую

щие соотношения при и —* оо :

2 7Г
Р < вир 1Д| (1) > и > = ехр---------- и2

1(0,1] I I 7Г-2

1/2

(1 + о(1)), (1.2)

Р < 5ир Ш2(!) 
1(0.11 (1.3)

Р < вир !Д3(1) > и = ехр 
1(0.1] I

Отметим, что здесь дисперсии

2х ,1 ч/и /з \ !/*4-—2и\ (1+о(1»-

°?(С> 1 — 1>2»3 во всех трех случаях достигают

единственного максимума на [0,1] в точке 1 = 1/2. В случаях а) и Ь) вторые

производные дисперсий, равные

^?(0 = -((ф-'(«))2֊1)2.
= ((Ф-'(О)2 - 0(3- (ф-‘(<))2)

строго оIрицательны в точке 1 = 1/2, в то время, как в случае с) дисперсия 

<тз(0 имеет вторую производную —2(Ф՜ 1(1))2, которая обращается в нуль в точке 

максимума 1 = 1/2. Подсчет высших производных дает :

(Р 2, , 
^з(1/2) = 0,
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Теперь остается сосчитать необходимые константы и воспользоваться Тео

ремой 1.1.

Асимптотики в случаях а) и Ь) впервые были получены Ю. Тюриным в

работах [6, 7]. Результат случая с) впервые опубликован в [8].

Пример 1.2. Проверка экспоненциальности и принадлежности закону Релея.

Пусть проверяется одна из двух гипотез

и

В обоих случаях предельный гауссовский процесс и>4(/) будет иметь среднее нуль 

и ковариационную функцию (см. [11], [12]) :

Еш4(7)ш4($) = тш(/, в) - и - (1 - /)(1 - $) 1п(1 - /) 1п( 1 - «).

Дисперсия процесса 1Д4(/) достигает своего максимума а2 на [0,1] в точке 

1о « 0.3397, являющейся корнем уравнения

—<742(г) = 1-2/ + 2(1 -/)1п(1֊/)(1 + 1п(1-/)) = о.

В силу Теоремы 1.1 имеет место следующее асимптотическое разложение :

где

1
2 с՜2

5Цр 1Д4(/) > и 
(0.4

% 3.351,

= а4 ехр
2 О'2

(1 + °(1))» и — ЭС.

а4 = (Ла4) 1 а2
л2

-1/2

1.344.

Этот результат был впервые получен в [7], см. также [13].

Пример 1.3. Проверка на принадлежность закону Коши. 

Проверяется гипотеза

Нъ : К(х) 6 < ֊ агс1ап(г - 0) + -, |0| < оо
Нг
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о том, что выборка извлечена из распределения Коши с неизвестным параметром

сдвига 0. Ковариационная функция предельного гауссовского процесса ш5(() 

имеет вид (см. [12])

Ew5(/)w5(s) = min(i, в)'- ts - 2тг 2 sin2(?rZ) sin2(?rs).

Дисперсия (т£(/) процесса ™5(£) достигает своего максимума на [0,1] в двух 

симметричных (относительно 1/2) точках 1\ и 0.2280, /з ~ 0.7720, которые 

являются корнями уравнения

= 1 ֊ 2t - 4тг 
al

1 sin(27rt) sin2(7r< ) = 0.

Заметим, что третей корень = 1/2 этого уравнения есть точка минимума

дисперсии. Применение Теоремы 1.1 дает нам такую асимптотику

P < sup w5(Z) > и 
l(o.i]

= сц ехр
2(т2О

а5 « 1.503,
1

2Й % 3.614.(1+о(1)),

Пример 1.4. Проверка на принадлежность гамма-распределению.

Проверяется гипогеза F(x)e{Lm(z/e)t 0>о}

/гп-1е-< dt = 1 - е՜1 х։
ÏÏ х > 0.

Предположим, что гп > 2. Ковариационная функция предельного гауссовского 

процесса равна (см. [12])

Ew6(t)we(«) = min(t,»)-ti-m-1/n։(L-|(t))/m(£-1(«)),

где

Имеют место соотношения

P < sup Шб(<) > и > = а6 ехр 
l(o.i] и —» ОО,

2
где <т6 _ arw6(to), a tn = Z0(m) - единственный корень на (0.1) уравнения 

а) при т = 2, -1 +е-(| + Зх)|։=,-1(1) = 0, („ а 0.5673, аб а 1.118,

5^* 2.436;
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Ь) при т = 3, -1+2с-։(1 + |х + |г2)|г=ъ.1(() - О, 10 « 0.5222, а6 к 1.076, 

' »2.172;

с) при т = 4, -1 + 2е-*(1 + х + |։2 + Дх3)|։=£.-.(1) = 0, 10 к 0.5101, 

аб» 1.046, » 2.091;
6

(1) при т = 5, -'+2«_1(։+®+|։’+Д։3 + ^1'։)|1=1-1(() = 0, 10 а 0.5055, 

а6а 1.031, « 2.057.
6

Аналогичные расчеты могут быть проведены и для т > 5.

Приведем вид оценок максимального правдоподобия для параметров в При-

мерах 1.2 - 1.4 (см. [12]) :
N

Пример 1.2 : 9 = (W - 1)՜ 1 52(х։S(i)), $(i) = min х, ;
»=1

Пример 1.3 : 0 - корень уравнения

Пример 1.4 : 9.= (тЛ/)՜1 52 г,.
։=1

Пример 1.5. Проверка на принадлежность закону Вейбулла Гнеденко ( а так- 

же двойному экспоненциальному распределению).

Проверяется гипотеза

Нт : F(z) G {1 - ехр(-(х/и)*), х > 0, v > 0, к > 0}

о принадлежности выборки распределению Вейбулла-Гнеденко с двумя неизвест

ными параметрами и (параметр масштаба) и к (параметр формы). Довольно 

громоздкие вычисления по формуле (1.1) дают следующий вид ковариационной 

Функции предельного гауссовского процесса ш7(<) :

Ew7(t)w7(s) =i min(t, я) — /я — бтг 2(1 — t)( 1 — s) In(1 — t) ln( 1 — я)х

х (1-С)2 +7г2/6+(С- 1) Inin

Где С % 0.577216 - постоянная Эйлера. Теорема 1.1 дает следующую асимптоти-

ку :

— а7ехр
2<т7

(1 + ^(1)), и —> ос, (1.5)
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где /о ~ 0.5516 единственная точка достижения максимума дисперсией aj(t) -

= Varw7(t), которая является единственным на [0,1] корнем уравнения

֊£<+«) = 12я 
at

-2 1-С-С2- ^ + ln(l'-0(3C֊3C’- £)- 
и Л

—1п3(1 -t)((l -С)2 + ^֊)-2С1п1п֊-Ц֊ + (3-6С)1п(1 — t) In In 
О 11

+2(1 - С) ln2( 1 - 1) In In

~ 5.852. РазложениеСоответствующие константы имеют вид а7 ~ 2.296,
1

2сг^
(1.5) уточняет Теорему 1 из [14].

Несложно применить Теорему 1.1 и для проверки гипотезы о принадлежно

сти выборки распределению Вейбулла-Гнеденко с двумя неизвестными параме- 

трами формы k при известном параметре масштаба v. Случай, когда неизвестен 

только один параметр и легко сводится к экспоненциальному (см. [14]). Напо- 

мним (см. [14]), что £ - случайная величина, имеющая распределение Вейбулла- 

Гнеденко, преобразованием 1п£ превращается в случайную величину, имеющую 

двойное экспоненциальное распределение с ф. р. 1 - ехр[-ехр((ж - а)/0)], где 

параметры а и 9 очевидным образом связаны с к и и. Статистики Колмогорова- 

С мирнова при указанном переходе от £ к 1п£ не меняются. В [14] имеются табли

цы для сравнения асимптотических результатов со значениями, полученными 

методом Мон ге-Карло в [1Ь].

Проверка гипотезы о нормальности многомерной выборки.

Пусть проверяется гипотеза

Но : о принадлежности выборки ху,...,хм п-мерному невырожденному 

нормальному распределению с ф. р. Г(г,а,Е). Математическое ожидание а и 

ковариационная матрица Е предполагаются неизвестными. Обозначим через а* 

и Е оценку максимального правдоподобия параметров а и Е, соответственно, и 

п\сл1. обозначав! эмпирическую ф. р., которая построена по преобразован

ной выборке у, _ С(х( — а ), г = 1։ , где невырожденная матрица С такова,

что СЕ'С7 = 1,1- единичная матрица. Известно (см. [17], [18]), что эмпири

ческое случайное поле С„(9) = 7у(^(9) _ Г(9, 0, /)) „осле замены 4, = Ф(9՛), 
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i = 1, п, У = (У1 > •••> Уп) ПРИ гипотезе Но слабо сходится в метрике D[0, 1]п (при 

/V —» оо) к гауссовскому случайному полю W(t) со средним нуль и ковариацион

ной функцией

где Ф и <р те же, что и в Примере 1.1, a t =± tn), s = (s։,sn).

Рассмотрим статистику Колмогорова-Смирнова Кн = suр{(у)| : у 6 IRn}.

Теорема 1.2. Пусть дисперсия а2(£) предельного гауссовского поля РУ(^) до- 

стигает своего максимума а2 в конечном числе точек ЬЬ...,Ь[, которые явля-

ются внутренними точками из [О, 1]п, причем матрицы \к = (Af )։- .=г^, 
д2 ’
—х--a2(bk), к= 1,...,/ невырожденны. Тогда

lim Р(^ > и) = Р < sup | W(t)| > и > = 2Р < sup W(i) >«>(!+ о( 1)) =
1(о.i]n I I [0,1]” I

= ехр
2 ст2

I п

и՞-1 \Х2<г’-։пя-(՞-1£ Ц(6Н)П՜11 det Л*г|/2( 1 + о(I)),
4=1 1=1

и —* ОО,

где Ьк = (Ьк]......Ькп).

Следствие 1.1. При и = 2 дисперсия а2(£) поля И/(<), / = ($1,^2) достигает 
• •

своего максимума на [О, I]2 R двух (симметричных относительно диагонали 

*1 = <2) точках «о = (0.579;0.800) и 10 = (0.800;0.579). Имеет место следующее 

асимптотическое соотношение :

Р < вир |И/(<)| > и
1(0.1]’

= 309.4 ехр[-4.939и2]и(1 + о(1)), и -* оо.

Доказательство Следствия 1.1 можно найти в [19].

и
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Доказательство Теоремы 1.2. Мы используем Теорему 1.2 (iii) и Замечание 

1.1 из [1]. По формуле Гейлора в точке bkf k — 1,...,/ имеем

<т(£) = а - (4сг) 1 (f - bk)\k(t - ЬкУ + o(|t - b*|2), t —♦ Ьк. (1.6)

В силу Замечания 1.1 из [1] для достаточно малых взаимно непересекающихся 

окрестностей I к точек Ьк справедливо соотношение

{> I , X
sup И’(0 > и > = Р < sup W(t) > и > (1 + о( 1)), и —* оо. (1.7)

(0.1)՞ j * = i t J
Для невырожденной симметрической матрицы Л* найдется такая невырожденная 

матрица Вк, что ВкАкВ1 — /. Рассмотрим гауссовское поле PVjt(i) = W(Bkt), 

определенное на компактном множестве В^ l(V*) = {В^}х : х 6 V*}- Дисперсия 

<т*(/) = cr2(Bkt) of rVjk(t) достигает своего максимума <т2 на ’(14) в единствен

ной точке ск = B^bk- В окрестности этой точки в силу (1.6) имеем

<Tk(t) = а - |Л(< - ск)|3( 1 + о( 1)), * ск > (1.8)

где А — diag((2v/o՜)՜’1,(2^/гг) 1) - диагональная матрица, а 2 = (2,2) £ IRn.

Таким образом, здесь f} = ■■■ = /„ = 1 и = ••• = /?„ =2 (см. Теорему 1.2 из 

[1]). Обозначив R(t,s) = ElV(J)PV(s), 1 = (!,...,!) е IRn, получим

п п
Л2(М)-<г2(<)<г2(в) = -(г2£|«,-,1.| и 4։>+о(|<-։|1), 

1=1 >=։.>#»
С ледовательно для корреляционной функции г*(^,л) поля И4(^)։ I Е Д“’(р*) 

справедливо разложение при —» ск

гк(1> s) — 1 — \В>к Bk(t — s)|i + o(|i — s|j), (1.9)

где матрица Dk также лиагональна :

/Л = diag I (2а2)֊՛ ......

Отсюда видно, что ej = ... = Cn = 1 и о։ — on = 1 (см. Теорему 1.2 из
[I]). Несложно убедиться также, что для некоторых С > 0 и е > 0 имеет место 

неравенство

E(^*(0-iv*(«))2<c|t-«|1, t,.,e |е-»|<₽,
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т. е. выполнено условие (III) Георемы 1.2 из [1]. Теперь остается использовать 

Теорему 1.2 и Следствие 2.1 из [1], равенство (1.7) для получения доказательства 

утверждения Теоремы 1.2, так как

Р < sup tV(t) > u
I Vk

sup Wk(t) > и 
efc-*(vfc)

и I det Bt\ = I det A* |՜։^2.

§2. ПРОВЕРКА НЕЗАВИСИМОСТИ

Нам понадобится следующий вариант Теоремы 1.1 из [1]. Пусть гауссовское сепа- 

рабельное случайное поле X(t) определено компактом Т С ПТП с непрерывными 

траекториями, удовлетворяющими условиям (I) - (IV) из [1] и следующим уело- 

виям :

(1) Дисперсия ct2(£) поля X(t) непрерывна на Т и имеет место соотношение

»(f) = НОДМШ G(t) —• О,

где > 0, То = {I € Т : (7(£) = 0}.

(II) Функция С7(£) удовлетворяет условиям теоремы о неявной функции : С(/) 

непрерывна на множестве

inf И — sl < е > , 
«GTo J

e > 0, 

Г| 5G(t)
= 117,- такое, что производная —-— суще- 

Oli
» = 1

= 1,...,М, а при t € То C\Tit t °- 
Oli

и имеет место представление

ствует и непрерывна при t £ Т}, i

(III) Выполнено включение То С U С Т для некоторого открытого множе

ства U с IRn (здесь U - замыкание множества [/).

Из условий (I) - (III) следует, что mn-i(7o) > 0 и mn(7o) = 0, где тп п-мерная 

мера Лебега.

Теорема 2.1. Пусть гауссовское сепарабельное поле, определенное компакт- 
Ля

ныл< множеством Т С IRr‘, удовлетворяет условиям (I) - (Ill) и (I) - (1\-) из

[!]• Тогда, если В > max а.-, то для любой функции Ь(и) такой, что при и ♦ оо 
I <i<k

«(и) i 0, и«д(и)֊«о, u2(lnu) '^(uj — oo, (2.1)
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верно соотношение

Р < sup A'(i) > и = ехр
и
2а5

|detD(M)| dt(l + о(1)), и —♦ ОО,

где Т6 = {I СТ : |С(«)1 < <5(и)}> а постоянная На определена в [1].

Доказательство Теоремы 2.1 можно вывести из доказательства Теоремы 1.1 в

Обратимся теперь к статистическим задачам. Пусть Х\, Л 2,А/у, А\ = 

= (Хи,..., А'։п), : = 1,...,# - выборка п-мерной случайной величины X с непре

рывной функцией распределения /?(х), х = (Х1,...,хп). Проверяется гипотеза о 

независимости координат вектора X, т. е. гипотеза

п

//о : F(r) =
։ = 1

где Г* - непрерывные одномерные ф. р. . Проверка гипотезы о независимости 

рассматривалась, например, в работах [11], [20]. Обозначим через ?’/у(х) и Г'^х՝)

п-мерную и одномерные маргинальные эмпирические функции распределения,

построенные по выборке. Хорошо известно (см. [20]), что случайное поле
I

€/v(z) = V N
п

^(х) - П ^/v(z։)
։=1

после замены £։ _ /^‘(х*), г = 1,...,п слабо сходится (при /V —» оо) в метрике

О[0, 1] к гауссовскому полю W0(i) со средним нуль и ковариационной функцией

п n п
ElV0(t)Wn(s) = min(ti։s։) - min(i<։ s։) JJ lj s, + (n ֊ 1) JJ 

1=1 »=։ j i=i
(2.2)

(Здесь t — (tj , ..., tn), 5 _ (.5! ։ sn)).

5 лобная для проверки 1 ипотезы Но статистика Колмогорова Смирнова

Г>» = sup{|C/v(r)| : х 6 ПТ1} имеет, таким образом, предельное распределение

(при Л —» оо), совпадающее с распределением sup{|И/о(£)| : t G [0, 1]п}.
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Теорома 2.2. Лиспсрсия <т2(/-) гауссовского поля И/Ло(^) достигает своего мак

симума (У2 на [О, 1]п в точках Ьк = (Ьк,Ьк) е ПГ‘, к = 1,...,/ < п, где

£ (0,1) - действительные корни уравнения

(2п - 2)уп - (2п ֊ Оу"֊1 + 1= о.

При и —» оо имеет место соотношение

Кт Р(£^ > и) = Р /У-.оо зир |И^о(О| > и > = 2Р < зир 1Уо(О > и
[о.Ч՞ I 1(0,1]"

= ехр
2<т2

и"-|х/2<г'-2п%(п-1)/252б;("-1,(1֊6^-|)"|ае1Л*|-,/2(1 +о(1)), 
*=1

где 1\к — )։^ = ||П|

(2.3)
^2 2

д1-д1 к ~ 1’ “ мебь։Р0Ж^екмь*е матрицы.

Следствие 2.1. а) При п = 2 дисперсия су2(1) поля Ио(<) имеет одну точку

максимума (1/2, 1/2) и справедливо асимптотическое соотношение

Р < эпр |1Уу(01 > и ? = 8х/2тгиехр[-8и2](1 + о( 1)), и —♦ ос.
1(0.1)’ I

Ь) При п = 3 дисперсия 0о(£) имеет на [О, I]3 одну точку максимума 6‘ =

= (6|, Ь\, Ь]), Ь\ « 0.6404 и справедливо асимптотическое соотношение

Р < аир |И/0(*)1 > и > = 183.9и2 ехр[—6.455и2](1 + о(1)), и —* эо.
|[о. И3 I

Доказательство Теоремы 2.2 можно получить, применяя Теорему 1.2 (111) 

из [1] с р = п. Мы выпишем необходимые разложения. Критические точки 

( = (1|,.функции I € [0, 1]п удовлетворяют системе уравнений

(/) = 0, I = 1,..., п}. Решение этой системы ֊ множество точек

у = {/. е[о, 1]п: (2п- 2)уп - (2п - 1)^՜' + 1 = о).

"устьб1 =(>,.......4,) 6 у- точка максимума функции Применяя формулу
»р М
1(1илора, получим

сг0(<) = ет — (4гг) 1 (^ — 61)Л1 (^ — 61 )7 +о(р- б1)2), 61.
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Используя формулу (2.2) несложно показать, что для корреляционной функции 

г0(М) поля 1Фо(0 имеет место разложение 

п
г0(м)= 1 - |<7-3(Мп'1(1 -(Мг'֊1)^1*«-*1 + о(К“в11)> 

1=1

При некоторых С > 0,6? > 0 верно также неравенство

Е(И/о(О ֊ И'оМ)2 <С|*-з|1։

Рассмотрим теперь поле И'и($) = 1Уо(#£)» заданное на компактном множестве 

/У-1(Р’1), где Р’1 - компактная окрестность 61 (см. Замечание 1.1 из [1]), а В ֊ 

невырожденная матрица такая, что ВА\В = /. Применим теперь Теорему 1.2 

(ш) из [1] с р = п к полю 1У1($). В обозначениях Теоремы 1.2 из [1] имеем

/1 - • • • =/п — I, Д1 = • • • = Дп = 2, в1 = --՝ = еп = 1, о?] = • • • = ап = 1.

Для матриц А и О имеем (ср. (1.8) и (1.9)) \

а = о = -<г-г(б,)"-՛(։ ֊ (М՞՜1)/.

Соответствующие постоянные можно вычислить по формуле (2.3).

I верждение а) Следствия 2.1 вытекает из Георемы 2.3, приведенной ниже, 

। ак как при п = 2 соотношение (2.2) принимает вид

2

ЕРГо(Ои/о(5) = Д(т1п(1,,в<) - $։з։].

1=1

Утверждение Ь) легко вывести из (2.3), так как при п — 3 уравнение для точек 

максимума дисперсии а^) принимает вид 4 у 2 - у - 1 = 0 и имеет единственный 

корень Ь1 Е (0, 1), 6, = (| + УЙ)/8 « 0.6404.

Отметим, что при произвольном и нужно будет решать уравнение

(2п֊2Г1֊(Г2 + Г3 + - + 1/+1) = 0.

Численные расчеты по формуле (2.3) могут быть приведены и для п > 3.

->рых задачах < гатистики (например, при проверке той же гипотезы 

о независимости, см. [11, стр. 47), [20, стр. 45], [21, стр. 23]) возникает гауссовское
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случайное поле И'ф)» I = ((1,---Дп) 6 [О, 1]п со средним нуль и ковариационной 

функцией

ЕИ'։(4)1У1(«) = р^[пнп(1։-,.$,) ֊ 
1 = 1

Поле Д 1 (0 является одним из многомерных аналогов броуновского моста, так как 

распределение совпадает с условным распределением поля {Иф)/Иф) = 

= 0,5 € « Де

./ = {.$ = («I , ...,5»։) € [0, 1]П существует I, \ < 1 < п такое, что — 1 },

а Иф), 1 £ [0, 1]п՛- винеровское поле, введенное Н. Н. Ченцовым [22] (см 

также Дж. Исх [23]). Заметим, что Иф) гауссовское поле с непрерывными 

траекториями, пулевым средним и ковариационной функцией ЕИ/’(/)ИЛ(б՛) —
п

— Р] пйп(£|,а։), называемой многопараметрическим броуновским движением.
։ = 1

Теорема 2.3. Илл поля И^ф) справедливо следующее асимптотическое разло

жение :

Р знр |И/ф)| > н = 2Р < 8ир 1Тф) >« (1+ о( 1)) = 
1(0,1]" I 1[0,1]" I

= ехр(-22"-|и։)и"-'я-<п-|)/г(\^)2п։-п+1(1 + о(1)), и — оо. (2.1)

Доказательство внонь основано на Геореме !.2(») из [I] с р — и. Дисперсия
п

= [֊[ £։( 1 - /։) ноля ГИф) достигает своего максимума ет? = 2-2п п

1 ,1 кв единственной точке ֊1 — Справедливы следующие разложения : для
2 2 2

дисперсии

и для корреляционной функции гф,у) поля И’ф)

«=։
Имеет место также неравенство

п

Е(Щ(0 - IV, (а))2 < У" 1г‘ - •’■1՛ 1'я Е чп- 
1=1

Как видим, здесь О| --••• = лп ~ 1, 0\ — ՛ ՝ ՛ = &п — 2, — (>/2)

Применяя Теорему’1.2(1) из [1], получа<*м (2-4).
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Другой способ проверки гипотезы о независимости Но. В работе [24] (см

также [21, стр.22]) доказано, что при гипотезе Но предельное (при /V —»

распределение статистики

/</У = знр - /*’(х)|, х е пт*}

совпадает с распределением случайной величины ьир{|И/2(<)|, I 6 [О, 1]п}. Здесь

И’2(() другое распространенное в статистике гауссовское поле с нулевым

средним и ковариационной функцией

п п
ЕИ/2(<)И/2(8) = гп1п(«|) 8։) -

1=1 1=1

Это так называемый броуновский (винеровский) лист или многопарамегриче-

ский броуновский мост. Это поле может быть рассмотрено как условное вине

ровское поле вида 1У2(^) — {Г1'(£)/И/(1) = 0). Это гауссовское поле интересно

гем, что его дисперсия достигает своего максимума на (п - 1)-мерном множе 

стве. \ ■4 ' - 3

Теорема 2.4. Имеет место соотношение

Р^Кы > и) - Р ) ։иР 1^0)1 > и > = 2Р < ։ир РГ2(г) > и > (I + о(1)) = 
и0՛1)՞ ) 1(о, 1]* I

= ехр(-2и2)и2п-22(4 1п 2)п՜ *(1 + о( 1)), и —* ОО. (2.5)

Доказательство основано на Теореме 2.1. Дисперсия

п п
а2 (0 - УагИ/2(^) = {р» - П 

։=1 1=1

достигает своего максимума <г2 = 1/4 „а (п - 1)-мерном многообразии Та = {/ € 
п 1

& [0, 1] . Д /., _ 1/2). В окрестности этого множества справедливы разложения

для корреляционной функции г2(/,5) поля 1У2
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Имеет место неравенство

Л

Е(ЗД- 1У2(Л))2 < ^ |«։
<=1

- I, Ме[0,1]п.

Условия Теоремы 2.1 выполнены для поля 1У2 с

ел = ••• = а„ =. 1, 0-2, О(М) = -.(Мп)-'72),

С(0 = П։(֊|.

։ — 1

Для функции 6(и), удовлетворяющей (2.1) с (3 = 2, асимптотика интеграла 

из формулировки Теоремы 2.1 легко вычисляется и равна (1п 2)п՜1 \/тг/2и՜1. 

Применение Теоремы 2.1 завершает доказательство.

Приведем таблицу квантилей статистик £)/у и К/у (н = 2), вычисленных по 

асимптотикам (2.4) и (2.5) и методом статистического моделирования (см. [25,

стр. 30]); Р(£>/у > н7) = 7, > и7) = 7.

7 0.30 0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 0.025

Статистики Квантили

Луу
моделир. и7 0.75 0.76 0.78 0.80 0.85 0.90 1.02
асимпт. и7 0.69 0.71 0.73 0.76 0.80 0.85 0.91

моделири7 
асимпт.и7

1.34 1.39 1.45 1.52 1.60 1.72 1.79
1.31 1.36 1.42 1.48 1.56 1.68 1.81

Таким образом, асимптотики являются достаточно хорошим приближением,

начиная с уровня 7 = 0.2.

Наконец, приведем последний результат этого раздела, касающийся много- 

параметрического броуновского движения И'(^), который был установлен В. И. 

Питсрбаргом.

Теорема 2.5. Для гауссовского поля

№(1), *6.(0, 1]", ЕИ^(<) = 0,
п

ЕИ7(^)И'’(б>) = и пнп(^, «։)
1 = 1

имеет место соотношение

Р < яир |Иф)| > н > = 2Р < «ИР И'(«) > и > (1 + о(1)) = 
1(о, 1]п I [[0,11" J

К/у
Я/у
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схр(-и2/2)и-12п + 1(2л֊)-1/2(1 4֊о(1)), и —> оо. (2-6)

п
Доказательство. Дисперсия <т2(/-) — П поля IV (<) достиг аеч на [О, 1]п своего 

1 = 1
максимума, равного 1 в едино венной точке 1, которая является граничной 

точкой единичного куба [О, 1]п. В окрестности этой точки имеет место разложение

1 / л
"(0 = |֊5Ь(|-։0 + <’(|1-М1). ‘-I- 

։=!

Для корреляционной функции г(£,.ч-) поля IV' выполнено условие 

г (2, л) = 1 — -5,1 + о(р - «|1)։ I, 5 —♦ 1.

Справедливо неравенство

п
Е(Иф) - »'(Л)’ <£>. -֊’.1, 

1 = 1
Мб [о, 1]п.

(’ледовачельно, для поля 1У(£) имеем а։ = Д։ = 1,...,оп =/?„ = ! (см. условия 

(I), (II) из [I]). I раничный характер точки максимума 1 требует слет ка изме

нить рассуждения, связанные с появлением константы //* (см доказательство 

I ։•< »ремы 1.2 (п) и։ [1]). Асимптотика будет зависеть теперь от новой константы 

/7?= Пп> //1։((0,8);/),3 = (,9,...5) : 
5 —• ои

Р 7 ьир Иф) > Л = ехр(-и’/2)и-'/7։1(2։г)-1/2(1 + о(1)). и оо
I [О,1]п I

И» пользуя । ождсс I во (2.4) из [1] и известную формулу распределения максимума 

винеровского процесса (п = 1), получаем Н՝ = 2". Теорема доказана.

При л — 2 соотношение (2.6) было получено в [26] посредством рассмотрения 

броуновскою движения со значениями в банаховом пространстве. 'Теоремы 2.3 

2..) впервые доказаны в [27] в результате непосредственного асимптотического 

анализа. Теорема 2.2 и Следствие 2.1(Ь) новые.
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§3. АСИМПТОТИКИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ВЫСОКИХ ВЫБРОСОВ

43

Теорема 3.1. Пусть zY](Q,. V*:(<), t 6 [О, Т] - гауссовские сепарабельные, диф-

фсренЦирУел^Ь1С 0 среднем квадратичные, независимые одинаково распределен

ные случайные процессы. Пусть дисперсия я,2(£) процесса Х](£) достигает сво

его максимума а2 в конечном числе точек Ь}} Е (О, Т), причем

= а"(Ь>) < О, Е(х;(6.))2 > 0,

где А'{ обозначает производную в ср. кв. процесса Xj(i). Тогда дЛя процесса

/к \ ’/р
^р,а(0 = ^(0 = J la»^»'(OI₽ I » а* > 0; i = \ k

\։=1 /
имеют место соотношения при ( и —» оо) :

(i) Если р > 2 ufl| = • • • = am > am+1 > ami2 > • • • > ак, k > т > I, то

(ii) Если 2 > р > 1, то

sup Z(t) > u 
te[o,T)

u2
2(72d2

sup Z(J) > и > = exp
»€[0,7] I

201(70]

+ o(l));

i (rd 
и՜1 —=

2 7Г
2*(2 - р)(1՜*)/2

Е(х;(М)’1'/2

где d = 2p/{2-p)
V-p)/2p

Случай p = 2 исследован в работе [28].

Изучение вероятностей больших уклонений процесса Z(t) будем проводить

основываясь на следующем приеме. Рассмотрим обычную норму 

в пространстве /£ = {т = (zi,.... хк) : ||z||p < оо). Из общего вида непрерывного 

линейного функционала на пространстве /J получим

Р ksup Z(l) > и > = Р < sup У(«,т)> и>, 
1(о,Т] J I [0.TJX5 )
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где У(*,я) = £ г»а։Л'»(О - гауссовское поле, заданное на цилиндре [О,?1] х $t

5 = {я 6 IR* : ||r||9 = 1}, р՜1 + <7՜' = 1. Наша цель - преобразовать поле

Y(t,x) и к преобразованному полю применить Теорему 1.2 из [1]. Для простоты

изложения будем считать / — 1, —v Ь (версия Замечания 1.1 из [1] справедлива

и в условиях Теоремы 3.1 из [1]). '

Лемма 3.1. Дисперсия <т2(Сх) = (Т2(<) £ о.г, поля У(Цх) достигает своего 
1=1

максимума а2 б,2 на множестве [0,7 ] х 5 .' 
• • •

(1) при р > 2 в 2т точках (6, у՝+), (6, у1_), » = 1,..., т, где у՝+ =

= (0, ...,0, 1,0, ...,0) (единица на г-том месте), у՝_ = (0,..., 0, — 1,0,..., 0) (-1 на

i-том месте), d = а.] ;

(И) при 2 > р > 1 б 2* точках (6, z), где

z — (^1 ։ •••» ■Zfc ) 1 Zi = ±(ai/d)2^4 2\ d = а2р/{2~р}
^-Р)!2Р

(берутся все возможные 2k комбинации знаков “+" и а 99

Доказательство леммы легко проводится с помощью метода множителей Лагран

жа аналогично Лемме 1 из [29].

Обозначим через K(t,s) ковариационную функцию процесса Xj(t). Тогда 
, k

ковариационная функция процесса будет иметь вид a2x,Vi. По
' i=l

формуле Лагранжа имеем

- <r(t)<r(s) = (t - s)2[(ff'«,))2 - Е(%;(6))2]

Л.1Я некоторых точек £2, лежащих между I и Отсюда несложно вывести

следующее неравенство :

(3.1)

для некоторого С > 0. Далее, имеем

т(<) = <т + -a"(6)(i - 6)2 + o((t - 6)2), t b. (3.2)

Пусть

Ts = {t 6 [0,T] : <r2-rr2(/)<6),
h

Si = [xfS: ~ Y »?։? < 6}, 6 > ° 
i=l
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и = Тб х объединение непересскающихся (при достаточно малом й)

компактных окрестностей /ц(6, г') точек максимума (6, ?), г = 1,.... /V дисперсии

дсмма 3.2. Имеет место соотношение

Нт Р
и-* ОО

зир У((,г) > и > /Р \ вир У(М) >
[о,т]х$ ( ь6

Доказательство леммы проводится аналогично доказательству Леммы 3.1 из [1].

Принимая во внимание Лемму 3.2, применяя неравенство Бонферрони и

оценивая двойную сумму в нем с помощью Леммы 2.1 из (1], получим

[0,Т]х$

Г 1
= йиР У(4, г) > и > (1 + о(1)). (3.3)

1=1 IММ*՜) I

Перейдем к доказательству Георемы 3.1 и начнем с утверждения (п). Перейдем

к нахождению асимптотики правой части формулы (3.3).

Доказательство Теоремы 3.1(п). Итак, 1 <р <2и У = 2*. Достаточно огра

ничиться нахождением асимптотики одного слагаемого в сумме (3.3), например.

ДЛЯ ТОЧКИ (6, 2), 2 = (2|

Гб С 5Й точки 2 имеем

= (с//а։)2^2 Ь6(Ь, а) = Т{ х[/й. В окрестности

\ •/?
7 I

следовательно поле У можно локально представить как

к— ։ / \ ։/^
V. а ----- 1 I \ ^7 1 V. (4\

которое определено в окрестности Тб х и б точки (6, г), 2 = 

пространстве точек (/,£), где

(^1,2ь֊1) в ^-мерном

Уб =

малая окрестность точки 2. Применим Георему 1.2 (И) из [1] к полю У1(£,х), 

(11*) € Тб х й6- Дисперсия

ч 2/7՜
Я 1

\ 1 /7

7 I

}

1 = 1
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поля У1(Х,л?) достигает максимума а2(12 в точке (6, г), которая является внутрен

ней точкой множества Т6 х 1/6. Принимая во внимание (3.2), в окрестности точки

(6,7) имеем разложение Тейлора функции <Т1(Ся)

<г։(4, 2) = 6)2 - ^^(5 - ?)Л(2 ֊ ?)т+
Ал Лл\Л

+ о((4 - 6)2 + |2 - ?|2), « — 6, х -> г, (3.4)

где Л = (А,,). ■ г-т■ п֊ - неотрицательно определенная матрица с элементами • •У ® I** •

Для корреляционной функции поля У}(1,х) имеем разложение и(*,£;«, и)

П (*,£;«, г) = 1 - (2а2) 1 Е(Х\(Ь))2(* - л)2 - (2</)՜1 (ж - г)Л(£ - ц)т +

+о((«֊5)24֊|х֊ц|2), х,у-г. (3-5)

Существует такая невырожденная матрица £}, что С}КС}Т ֊ диагональная матри

ца. Поле У2(/,ж) = У1(Сф£), заданное на множестве Т6 х#՜1^), удовлетворяет 

условиям Теоремы 1.2 (ц) из работы [1] с ск։ = • • • = ак = 2, = ... = @к — 2( 

7 — 2 (см. условия (I) - (III) из [1]). Применяя эту теорему и учитывая (3.4) и 

(3.5), получаем 

= ехр
и՜

2^Р
֊'^=Н

2тг
(С)(1+0(1))и

где
□ 11/2

о
О

В силу неравенства (2.4) из [1] и тождества Н](д) = + д2, д е Щ.1 (см. Лемму

3 из [28)), имеем

НГЧ^) = [1 _(<Т(Т"(6))-1е(х;(6))2]1/2 (1—П(* 1)/2 •

- 2/

л лних двух соотношений и (3.3) получаем требуемое утверждение
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Доказательство Теоремы 3.1(1). Соотношение (3.3) верно и при р > 2. Най

дем асимптотику одного ела։ аемого из (3.3), а именно, для точки максимума 

(Ь,!/+)| У+ = (Ь0»-«»0) Дисперсии <72(1,х). Поле У(1,х) вновь локально предста

вимо как поле

заданное в окрестности Т6 х и6 точки (6,6), б = (0,...,0) Е Теперь уже 

дисперсия <т2(^,х) поля удовлетворяет соотношению

гТ1(е,х) = <7(31 4- ^-<7,/(6)(/ - 6)2 ֊ V |х,|? 4-0 ( (I - Ь)2 + V |х,|’ |
4 >=2 \ 1=2 /

при I -> 6, х —* 0 и показа тели равны : 0! = 2, /?2 = ••• = &=$< 2. Разложение 

корреляционной функции Г](*,х;в,в) поля У։(1,х) при £, я -> 6, х, и — б имеет 

вид

х;«,и) = 1 - (2<г2) ’Е(%;(6))2(г - я)2-
к

“ (2а?)՜ ‘ 52 а£ (®1 - V,)2 + о((< - 
1=2

откуда заключаем, что П1 = • • - = ак = 2. Поэтому, можем применить Теорему 

1.2 0у) из [1]. Теорема доказана.

Заметим, что подход к доказательству Теоремы 3.1 применим и в некоторых 

иных аналогичных ситуациях, например, когда процессы Х,(£), » = 1,.... Аг ста

ционарны, или когда их дисперсии достигают своего максимума на множествах 

ненулевой лебеговой меры.

и. АСИМПТОТИКА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ /£-НОРМЫ

ГАУССОВСКОГО КОНЕЧНОМЕРНОГО ВЕКТОРА

Теорема 4.1. Пусть (X 1,...,Х*) - гауссовский вектор со средним нуль и невы-

Р°^денной ковариационной матрицей В = Пусть г'» -*>2ГП " точки

множества
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где С\։ = / ֊ ((д ֊ 1)<т2) ‘ В </»ад(|гп |2 |3|*|2 ’).

(и) Если 1 < р < 2, то все компоненты векторов я* ненулевые и 

справедлива формула (4-1)-

Доказательство теоремы основано на Теореме 1.2(ii) из [1] и проводится анало

гично доказательству Теоремы 3.1. Укажем на основные моменты. Имеет место 

равенство
։/р 'j

> и > = Р < sup Y(t) > и > , 
J Ues J

Jt ■ Л ; Ж
где Y(t) = t{Xi - гаус.совское поле, заданное на множестве S, со средним нуль. 

i=l

Лемма 4.1. Пусть дисперсия a2(t) = поля Y(t) достигает своего

максимума ст2 на .S б точке z = (24,Zjt). Тогда координаты вектора z 

удовлетворяют условию 
9 

k к
^bijZ,: = a2!»,!’՜1 sign 2i, i=l,...,k; J2|j,|’=l, (4.2)

>=i .=1

и матрица — С = ((д — Цо՜2)՜1 В |2՜*,|z*|2“?) — / отрицательно

определена.

Доказательство проводится методом множителей Лагранжа.

Палее можно показать, что для поля У(Ц верно неравенство типа (3.3), 

поэтому дост аточно найти асимптотику вероятности Р {эир^ У(Ц > и}, где V С 

С ֊ малая компактная окрестность точки максимума г = лг*). Для

простоты, полагая, что гк > 0 и 1к > 0, при I = (/1։...,и) 6 V, имеем локальное 

представление поля У(Ц :
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гДе Г= (^»•••Л*-1) принадлежит компактной (& — 1)-мерной окрестности

точки 2 = (21,г*֊1). Разложение дисперсии поля У](Г) имеет вид

о-) (?) = а - (2сг) 1 (?֊ 2)Л(?- г)г 4֊ о(|?- г|2), (4.3)I

где Л — (А»>)»,>=1 *-1 “ положительно определенная матрица с элементами

В силу (4.2) можем записать разложение дисперсии Г1(1, в) оГ У։(<) :

г, (Г, 5) - 1 - (2о-2)-։(Г- 3)М(Г- 5)т + о(|7- 5]2) (4-4)

где М = (д — 1 )сг27Г — Л ֊ положительно определенная матрица,

Г = (т.-Д։>=Т7Тр 7и=7? + Ы9 7о=7»7/» 71 = 1^1’ 1 Мп я.-.

Известно (см., например, [30, р. 80]), что найдется такая невырожденная матрица 

У такая, что ЦМ(2Т = / и = diag(^l,^-1), где ..., ^_։ ֊ собственные 
| _ Л*

числа матрицы М~ Г. Гауссовское поле Уз(<) = У1(ф0, I 6 Ф՜ (V) удовлетво

ряет условиям Теоремы 1.2 (п) из [1] с а, = & = 2, 1 — 1. Применение

этой георемы с учетом (4.3) и (4.4) дает 

где

О = (Уга)՜1/,

Л = (2<т) 1/2 <^(У(д - 1)^10-2Д. 7/2 - 1,...» У(7 ֊ 7/2 - 1).

Несложные вычисления показывают, что

Н}2/а\ОА-') = \/|р֊2| |ае1СГ1/2.

Оценку остаточного члена в (4.1) можно получить на основе метода Лапласа для 

кРатных интегралов (ср. [29]). Теорема доказана.
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В заключение отметим, ч то для диагональной ма!рицы Н 1еорема 4.1 быд^ 

доказана в [29] методом Лапласа, включая случаи 0 < р < 1, р 2. Можно 

доказать, что асимптотика типа (4.1) справедлива и при 0 < р < 1 (подробности 

см. в [31], где найдена асимптотика Р#(иД), и —* оо для гауссовской меры 

Рр в гильбертовом пространстве Н при некоторых ограничениях на множество

A G Н).

ABSTRACT. The article is devoted to applications of the results of [1] in 
the following problems : a) the asymptotics of the limiting distributions 
of Kolmogorov Smirnov statistic, b) the asymptotics of the limiting 
distributions of the maxima of Wiener fields, c) the asymptotics of the 
limiting distributions of maximum of /J norm of vector-valued Gaussian 
stochastic process.
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О НОРМЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ
С КОНЕЧНОГО ИНТЕРВАЛА НА КОНЕЧНЫЙ ИНТЕРВАЛ

\ - *мшя1

А. В. Карабсгов

Известия Национальной Академий Наук Армении. Математика, 
том 28, №5, 1993

В работе рассматривается интегральный оператор с ядром ехр (2rria;т/), 
действующий из пространства £2(7, <5) в Л2(а,/?). Его норма pt, зависит 
исключительно от s = (о — /?) • (7 — Л). Показано, что существуют 
постоянные Ci, С2 такие, что для достаточно больших с справедлива 
опенка схр ( —Cjs) < I — pt < exp (—Cjs).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пуги, Л, В С ПР' - множества конечной лебеговой меры, а / ֊ функция из 

£Р(1ВП), р > I, причем / = 0 на дополнении к В. М. Бенедикс [1] показал, 
л

ч го если Фурье-образ / функции / обращается в нуль на дополнении к Л, то 

/ = 0 почти всюду.

Для измеримого множества Е С ПФ* определим ортогональный проектор Ре 

в Л2(ШП) формулой Ре( = хе • /, где хе ~ характеристическая функция Е} и 

пусть Г - преобразование Фурье в />2(1ЛП).

У. Амрейн и А. Бертье [2] доказали результат М. Бенедикса методами 

। ильбертова пространства. В их работе было использовано следующее важное 

наблюдение. Для множеств Л, В с ПФ‘ конечной меры и функций из £2(1ЯП) 

результаг М. Бенедикса эквивалентен тому, что норма оператора р = 11 Р,\ Е Рв 11 

строго меньше единицы.

Н настоящей работе оценивается норма р — в случае, когда Л и

Н о I резки прямой в ПФ Эта норма - функция площади д, где з - площадь 

прямоугольника Л х В, р ~ ра. Мы покажем, что существуют положи тельные
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постоянные С, и С։ такие, что для достаточно больших » справедлива двусто-

ронняя оценка

ехр (-С, s) < 1 - р, < exp (-Cjs).

§1 . ИНВАРИАНТНАЯ ПОСТАНОВКА

ЗАДАЧИ И ОЦЕНКА СВЕРХУ

в пространстве £2{Ш.) определим следующие унитарные операторы : преобра- 

зование Р, заданное на Ь1 П Ь2 интегралом

Л ОО
exp (lirixy) Цу) dy;

J — ОО

оператор сдвига Tt определяется по формуле TJ(z) = /(z + t); оператор Мх 

умножения на экспоненту ехр (2тгйх) - A/J(z) = ехр (2тг*/х) /(х) ; для А / О 

определим оператор растяжения Лд, Лд/ = |А| 1/2/(Az).

Пусть Е = [а, /?] С IR ֊ отрезок. Положим ХЕ 4֊ I = [Аа + t, Xfi 4- /].

Следующие соотношения между операторами F, Ttl Miy Кх и РЕ проверя

ются непосредственно :

TtF = FMb M-<F=FTt, ^xF - ^Aj/д,

Mt PE = PeMx, TtPE+t — РеЦ, АхРхе = Pe^x-
(1)

Предложение 1. Пусть A = [а,/?] и В = [7,6] - отрезки из IR. Норма опера

тора PaFРв зависит только от площади s = (о - /3)(у - 6) прямоугольника

Ах В.

Доказательство. Пользуясь соотношениями (1), можно выписать цепочку ра- 

венс'гв

TtPA+tFPR = PATtFPB = PaFMxPb = PaFPbM^

1аким образом, 1\ (Ра+1ЕРв) = (РдРРв) Мх. Из унитарности операторов 7} 

и следует, что ||Рд+<ГРд|| = ||РдРРв||. Аналогично доказывается, что 

Л/”‘ (РаЕРв+։) = (РАРРВ)Т1 и Ад (РхдРРцхв) = (РаГРв)М/х- Следовдтель- 

н°. НРхР/Ъ-мН = 11^РРв|| и ||РдЛГР1/дв|| = ||РлРРд||.

Площадь прямоугольника А х В инвариантна относительно трансляций 

ЪВм (А 4- I) х В и А х В ь-» А х (В 4-1) и гиперболических поворотов
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Ах В » ХА х 1/АВ. Заметим также, что любые два прямоугольника в П),2 "Л)
сторонами, параллельными осям координат и одинаковой площади могут быТь 

получены друг из друга указанными преобразованиями.

Лемма 1. Оператор РдГРв является оператором, Гильберта-Шмидта и

норма Гильберта-Шмидта равна у/в, где з - площадь А X В.

Доказательство немедленно следует из того, что ядро оператора РдРРв

равное Хд(г) ехр (2тг£хг/) хв(г/), квадратично интегрируемо.

Следствие 1. Имеет место неравенство р, < у/в.

Доказательство вытекает из хорошо-известного неравенства между равномер

ной операторной нормой и нормой Гильберта-Шмидта.

Лемма 2. Существует функция ф £ /Д(1Я) такая, что ||/|| = 1, \\РдГ Рв/\\ = 

= IIРлГРв\\, при этом и / = Рв{.

Доказательство. Согласно Лемме 1, оператор РАГРВ компактен, следователь- 

но, отображение /Д(ПГ) Э д I—♦ ПРдЛ’РврЦ непрерывно в слабой топологии на 

/?(1И) и но ному достигает максимума на единичном шаре на некоторой функ

ции / Е Л2(1Н), так что ||Рд/* РдЦ = || РА ГРв/\\. Поскольку ||Рд.ГРв/|| < 

- ПАд/՜ ^в|| • Н/П, то |1/|| = 1. Если при этом / Рв/, то ||Рв/|| < ||/П - 1- 

Тогда, пользуясь тем, что Рв = Рв, получим

П^срв/Н = ||Р^рврв/ц < цр4ррв||. црв/ц < црлррвц,

что противоречит выбору /. Лемма доказана.

Предложение 2. Функция ря обладает следующими свойствами :

а) р3 строго возрастающая,

Ь) Рв < 1,

с) Нт р3 = 1.
Л —ОО

Доказате льство. Докажем сначала Ь). Для заданного л, пусть А и В отрезки, 

для которых площадь А х В равна «. В силу Леммы 2, ря = ||Рд/||, где / = Г/ 

֊ преобразование Фурье функции /. ’г
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'Гак как носитель функции / компактен, то из теоремы Изли-Винера (см. 

[3)) следует, что / - целая функция. С другой стороны, целая функция не может 

быть сосредоточена на отрезке. Следовательно, р, = ||Рл/|| < ||/|| = 1, что 

доказывав! b). Ilycib геперь А интервал, строго содержащий А и s’(s’ > s 

- площадь А' х 3. Согласно вышеприведенному аргументу, ||Рд/|| < ||Рд-/||

Следовательно, pt < ||Ра1^ ^в/|| S Н^А'/^вН — Р»>- Откуда следует а). Наконец,

для любого € > 0 можно выбрать отрезок А՛ такой, что ||Рд'7|| > I - е и, тем 

самым, Е, что доказывает с). Предложение доказано.

Для оценки сверху разности 1 рв1 рассмотрим функцию w(z) = exp (— тгх^). 

Эта функция совпадает со своим преобразованием Фурье u = Fu и ||u|| = 2՜1/4 

(см. [4]).

Предложение 3.

Доказательство. Пусть Е = [-a, a], s = 4а2 и ps = 11РЕFРЁ11. Положим

РЕ՛ = 1 — РЁ- Из цепочки очевидных неравенств

Н«П < ll^ll + ll/’Hl = II^Full + ||/^u|| < \\pefpeu\\+

+ \\PeFP'eu\\4֊ III < WPeFPeW• 1141 + 2||^u||

получаем

I -11 Pe F Pb 11 < (2)

Остается оценить ||P^u||. Пользуясь четностью u(i), получим

г ОО 2 г ОО ]
H^L'u||2 = 2 / exp (-27ГТ2) dx < — / x exp (-2тгт2) dx = -— exp (-2тго2). 

Ja a JQ 2ttq

(3)

Подставляя в (3) значение a = y/s/2 и оценивая с помощью (3) правую часть (2), 

получаем требуемую оценку.

Следствие 2. При достаточно больших s справедлива оценка

1 - р, < ехр
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§2. ОЦЕНКА р, ЧЕРЕЗ НОРМЫ

ОПЕРАТОРОВ КОНЕЧНОГО РАНГА

В данном параграфе-мы получим нижнюю и верхнюю оценки рв для натуральных 

значений $. Поскольку рл монотонна, эти оценки можно будет распространить 

на все значения

Пусть п - фиксированное натуральное число, А = [0, п], В = [-1/2, 1/2], С =

1И\ А, следовательно площадь прямоугольника А х В равна п. Обозначим через

V' образ проектора Рв и определим семейство функций (х)}, принадлежащих

V, формулой

еДт) =
ехр (—2тг։^г), 
О,

если
если

Для заданного т Е П1 функции {е/_т(т)}։ / Е Ж образуют ортонормированный 

базис в V. Пусть №т - пространство, порожденное функциями {е/_т(г)), / =

1,2,..., п, а Ог - ортогональный проектор в Т2(1Я) на 1УТ. Мы будем оценивать

рп через нормы операторов конечного ранга РаГСЭт- Положим

Т]п(т) = ||РдЕ(М|, Г]п = зир Т)п(т).

Лемма 3. Справедлива оценка

Лп < Рп •

Доказательство. Поскольку - подпространство V, имеет место неравенство 

рв<2т = <2т, и, следовательно, т?п(т) = 1|РАГРвС1т 11 < ||Рд ЕРе|| = рПу откуда 

сразу следует утверждение леммы.

Согласно Лемме 2, существует функция / Е V, удовлетворяющая условию 

11/11 = 1, и \\РА Р Рв/\\ = рп- Определим функции дг = Qтf и Лт = (1 - 

Тогда / = дт -|- Кт, дт Е №г и дг ортогональна Лт.

Лемма 4. Разложение дт по базису {е/_т(з:)},/ = 1,2, ...,п в пространстве 1Тт 

имеет вид

Доказательство следует из того, что коэффициенты Фурье разложения функ

ции / по базису {е/_т(т)},/Е И, равны {/(/- т)}.
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Норму функции V Е £2(П1) на множество Ес Ж. обозначим через ||и||£

= ||Ре«||.

Лемма 5. Имеет место формула

Доказательство. Поскольку

11/|1л = 1/(012 *=Е/ ։ |7(«)1։ <к.

то полагая £ = / — г, получим

п7п’л = Е /'1|7(/-г)|։^= 1'\\дг\\^т.
1=1 ■,а •'О

Следствие 3. Существует т0 Е [0, 1] такое, что ||$То|| > ||/||д. В самом деле,
Л 

полагая д = дТо и К — АТо, получим ||^|| > ||/|| л-

Лемма 6. Справедливо неравенство

Н/11с>||А||.

Доказательство. Поскольку д и А ортогональны, то ||/||2 = ||^||2 4- ||А||2. С 

другой стороны, ||/||2 = ||/||2 + ||/||с- Таким образом, остается воспользоваться 

равенством Парсеваля ||/|| = ||/|| и Следствием 3.

Лемма 7. Справедливо неравенство

П»Пс > 1И1-
Доказательство. Так как дТ £ 1Уг, то д-г = О-гЦт, и, следовательно, ||£г||д — 

= ||РдГС)гдтII < Ч„(т) ||5Т||. Полагая г = тц и учитывая, что т0 е [0,1], получим 

или < ')п(го) 1Ы1 <■»)„ ||9||. Теперь утверждение леммы следует из соотношения 

»’ = 1011’ = Н«1^ + НгН^..

Лемма 8. Справедливо неравенство

||7||с > П9П ֊ 1М1-
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Доказательство. Гак как / = д’ + А, го ||/||с > ||р||с - 1Н|с- Утверждение 
♦ ж

леммы получается теперь из Леммы 7 и того, что ||Л|| > ||Л||с.

Пусть угол между векторами f и д, ф Е [0,7г/2]. Тогда ||^|| = Cos 
^К

||/i|| = sin ф. Поскольку / = Рд/, то Л/||л = Рп- Утверждение Лемм б и 8 можно 

записать так :

\/1 - > max { \/1 - Un cos ~ sin ф1 sin ф

Лемма 9. При <р £ [0, тг/2] справедливо неравенство

Доказательство. При р Е [0, тг/2] функция и(</?) = ^/1 - r/j cos р-sin <p убывает, 

а функция v(<^) = sin ср возрастает. Поскольку ti(0) > u(0) и и(тг/2) < v(tt/2). to 

.минимальное значение max{u,v) достигается при u(^) = v(<p) и равно
а/5-п’’

Лемма 10. Справедливо неравенство

Лемма 11. При х £ [0, 1] справедливо неравенство

Из Лемм 3, 10 и 11 следует

Теорема 1. Величина рп допускает двустороннюю оценку через Т]п :

10^ 1 1 ՛

Следствие 4. Пусть п - 1 < в < п, тогда

ц)(1 - ип) < 1 ֊ рв < 1 - г)п_}.

§3. ОЦЕНКА г)п ЧЕРЕЗ НОРМЫ

СЕМЕЙСТВА КОНЕЧНЫХ МАТРИЦ

Для оценки нормы г)п(т) = ПРлРфтН нам предстоит сделать некоторые приго

товления.
1
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Лемма 12- Преобразование Фурье функции Сй(х) задается формулой

еИ€) =
вт 7г(£ — 0)

*(€ ֊ ё)
I,

при £ О

при £ = в.

Доказательство. Лемма доказывается прямым вычислением.

Для I С определим бесконечную матрицу Б(1) = (£(£))* ։ :

если < £ 22

если ( Е Ж,
(6)*

где к,1 € К и 6к,1 - символ Кронекера. Подматрицу матрицы Ь(1) в которой

индексы к,1 = 1,2,п обозначим через Ьп(0-

Лемма 13. Матрица £(/) унитарна.

Доказательство следует из лого, что ЦГ) является матрицей перехода из базиса

{е/(ж)) в базис {е* + !(х)}.

Следствие 5. Норма матрицы не превосходит единицы.

Лемма 14. Для оператора конечного ранга РдР(^г существует функция ииТ 6

Е £2(1И) такая, что ||и;т|| = 1 и Ц/’д= т/п(7՜)- Более того, е 1К и 

г/п(г) = ||и)т ||д.

Доказательство аналогично доказательству Леммы 2.

Пусть а = (а| ։ аг,...,ап) - вектор, компонентами которого являются координаты 

и)т в базисе {е/_т(г)}, / = 1,2,..., п, т. е.

п

и>г(х) = Д/С/-т (е)-
1=1

(7)

Очевидно, что ||а|| = 1. Для а € Ш зададим вектор 6(сг) — (Ма)» ••••Мсг)) с

компонентами 6*(я՜) = й)т (к — а).

Лемма 15. Справедлива формула

Ь(ст) — Ьп(т - (т)а.

Доказательство следует из (6), (7) и Леммы 12.
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Лемма 16. Справедлива формула

Доказательство. Согласно Лемме 14 имеем

^(Г) = Ци)т||д = Г 1<м<)12 = £ [к

Уо к=Н*֊1
Полагая £ = к — ст, получаем

Пп(г) = 52/ \йг(к - <г)\2 <1<г = [ Ц6(о-)||2<Й-,
*=1 ֊'о ■'о

откуда следует утверждение леммы.

Предложение 4. Справедлива оценка
л!

Лп < «ИР / ||Ьп(т ֊ сг)||2 да.
тб[о,1] Уо

Доказательство. Так как ||а|| = 1, из Леммы 15 следует ||6(а)|| < ||Ап(т ֊ о֊)||.

Применяя его к Лемме 16, получаем, что

откуда следует требуемое неравенство.

Для I Е ТВ определим функцию «(£) соотношением :

/с(/) =
О

если Ьп(/) обратима 
в противном случае.

Заметим, что для произвольного п-мерного вектора с имеет место неравенство 

'1^п(^)с11 > к(0 1с1|- Ниже мы оценим норму матрицы Лп(2) через функцию к(1).

По вектору с — (с],...,сп) построим вектор с = (с*) , к Е 22, с компонентами

— ск, при к — 1,..., п и ск = 0, при к > п. Пусть вектор <1 = (с1к) , к Е 22 такой, 

чго д = Ц1)с. По этому вектору (1 построим семейство п-мерных векторов, 

зависящее от д Е Ж, <*(д) = (^(д), ...,(/п(7)), полагая ^(д) = дк+чп

Лемма 17. Имеет место соотношение
ос

1Ш112 = Цс||’.
9= —оо

Доказательство. Из унитарности Ь(1) следует, что ||^|| = ||с]|, а кроме того,

||с]| ||с||. ?> тверждение Леммы следует теперь из очевидной формулы ||^||2 —
= Е НФ)Н2. 

д = - оо



0 норме преобразования Фуры? 61

Лемма 18- Справедлива формула

^(<?) — 4- дп)с.

Доказательство проводится непосредственными вычислениями.

Пусть теперь вектор с выбран так, что ||с|| = I и || Ьп($)с|| = 11£,„(*)11.

Предложение 5. Справедлива оценка

II М01Р < 1 — «2(£ 4֊ дп).
9#0

Доказательство. В силу Леммы 18 ||с/(0)|| = ||ЛП(<)|| и ||ф)|| = 11Ьп(14֊дп)с|| > 

> к,(1 4՜ Для завершения доказательства остается воспользоваться Леммой

Для получения окончательного результата нам понадобится более слабая

оценка

||£„(*)||2 < 1 — №(/4-п). (8)

Теорема 2. Справедлива оценка

Чп

Доказательство. Пользуясь оценкой (8) и Предложением 4, получим

л1
п2 < 1 — шГ / к.7(т - ст + п) дет. 

те[о,1]Уо (9)

Остается применить неравенство 1 — х < (1 - г/2)2 к правой части формулы (9).

§4. СТРУКТУРА МАТРИЦЫ Ьп(0 И ОЦЕНКА к(!)

В пространстве многочленов степени, меньшей п, зададим оператор сдвига А(£) 

по формуле УХТ’(г): р(ж) н- р(х 4 /). В качестве координат многочлена р возьмем 

его значения в узлах к = 1,2,...,74. Матрицу, соответствующую оператору Аф), 

обозначим тем же символом Аф). Заметим, что /V *(Ц = У( —/).

Лемма 19. Элементы матрицы У(0 задаются формулой

" £ - } -И 
(^(0)*., = П -угг

^к,1 = 1,2,...,п.
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Доказательство. Для доказательства достаточно воспользоваться формулой 

интерполяционного многочлена Лагранжа.

Лемма 20. При к,1 — 1,2,п и I £76

51п 7г(& — / 4֊ I) Г(/)Г(п+ 1 - /) 
Г(* 4֊ 0Г(п 4֊ 1 - к - I)

Доказательство использует функциональные уравнения Г(г 4֊ 1) = г\'(г) и

Г(г) Г( 1 - г) = я /йп тгг (см. [5]).

Обозначим через £>(/) диагональную матрицу порядка п с элемен тами Г(& 4-/)х 

х Г(п 4֊ 1 — к — £), к = 1,2,п. Заметим, что при I £ 76 матрица /?(/) обратима

Из Лемм 19 и 20 следует

Предложение 6. При I £ 76 имеет место формула

Ьп(1) = I)-1 (/) Ы (0 0(0).

Следствие 6. При I 76 матрица 6п(1) обратима и Ь“1(£) = О՜1 (0)Л^( —1)0(1).

У тверждение Следствия 6 следует из равенства /V՜1 (/) = М(-1).

Предложение 7. При (. Ж имеет место соотношение 
9

= О-1(О)О(-О£„(-0О-|(О)О(1).

Доказательство непосредственно выводи тся из Предложения 6, примененного к

матрице Лп( — I) и Следствия 6.

Лемма 21. Имеет место равенство

||р-1(0)Р(011 = ЦЯ'1(0)Р(-011-

Доказательство. Норма диагональной матрицы [) 1(0)/)(£) выражается фор

мулой

||£)~1(О)Р(0|1 = гпах
1 <*<п

Заменяя в (11) к на п 4- I — к, получим аналогичное выражение для нормы 

\\О ~ '(0)/Э( — ()||. Отсюда следует утверждение леммы.
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Предложение 8. При I 22 справедливо неравенство

~ < 1Ю-1(0)О(1)|р.

Доказательство. ( °1 ласно Следствию 5 имеем ||ЛП(—£)|| < 1. Пользуясь Пред

ложением 7, получим

7^ =1|ьп1(ОП = \№ |(0)^(֊0Ьп(-е)Р-1(0)л(1)|| < 

<11^1(о)г>(֊011||п-1(0)Р(оц.

Для завершения доказательства достаточно воспользоваться Леммой 21.

Нам потребуется оценить к(1) при I = а + п, 0 < |о| < 1.

Лемма 22. При I = си 4- п, 0 < |о| < справедливо неравенство

Г(А:-И)Г(п+ \-k-t) 
Г(*)Г(п+ 1 ֊ к) | Б1п 7га| (к — 1 )!&!(п - &)! ' (12)

Доказательство. Пользуясь формулой Г(г)Г( 1 — г) = т /зш тгг , получим

(13)

Подставляя I — а 4֊ п в левую часть (12) и применяя формулу (13), получим

Г(п 4- к 4- а)Г( 1 — к — а)
Г(*)Г(п 4֊ 1 - к)

7гГ(п 4- к 4- а) 
вш 7тоГ(/:)Г(& 4- 1)Г(п 4- 1 — к)

(14)

Отношение Г(п 4- к 4- а) /Г(Ж 4- а) есть многочлен от а. Легко видеть, что он 

монотонно возрастает и положителен при |а| < 1. Поэтому правую часть (14) 

можно оценить выражением

|зттга| Г(Ж)Г(А; + 1)Г(п 4-1 — £)

Остается воспользоваться гем, что Г(гп) = (т — 1)!.

Лемма 23. Для 1 < к < п выражение

*(*) =
(п 4- &)!

(к - 1)!к!(п-к)!

достигает максимума при к = кп таком, что
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Доказательство. Легко проверить, что отношение

и(к + 1) _ (л + А: + 1)(л - к) 
у(к') к(к + 1)

не меньше единицы при к < (, и строго меньше единицы при к > где

з/2л2 + 2л + 1 ֊ 1
2

Поэтому 1/(к) возрастает с ростом к, пока к < а при больших значениях к

убывает, так что р(А:) достигает максимального значения при к = кп таком, что

кп > ( и кп < £ 4֊ 1. Таким образом

ли кп < ֊ + 1. 
з/2

Из полученных оценок прямо следует утверждение леммы.

Лемма 24. Пусть р,д,г ЕЯ таковы, что рп + дкп + г > 0. При п оо имеет о
место асимптотическая формула

Доказательство получается прямым вычислением с использованием Леммы 23

и формулы (см. [5]) :

Лемма 25.

Д™ ֊1пи(А;,։) = 21п(х/2 + 1).

Доказательство следует из Леммы 24.

Сл.дствис 7. Для любого ( > 21п(>/2 + 1) и всех п > л(С’) справедливо 

неравенство

"(кп) < еСп,

где л(С) ֊ некоторая величина, зависящая от С.
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Лемма 26. Пусть |а| < 1 и С > 2 ln(\/2 + 1). Тогда для п > п(С) выполняется

неравенство

к(а + п) > 81П 7ГОС _-2Сп

Доказательство. Пользуясь формулой (11), Леммой 22 и Следствием 7, полу

чим, что при 0 < |о| < 1 и п > п(С) справедлива оценка

||D-1(0)D(o + n)||< г^ЦеСп 
| ат тга|

Для завершения доказательства остается воспользоваться Предложением 8.

Чтобы оценить г)п с помощью Теоремы 2, нам понадобится следующая

Лемма 27. При С > 2)п(х/2 4-1), п > п(С) и т Е [0,1]

(15)

Доказательство. Отметим, что при <т, г Е [0, 1] разность а = т — а удовлетво

ряет неравенству |а| < 1. Поэтому, пользуясь Леммой 26, оценим снизу левую

часть (15) интегралом

Лемма доказана.

Лемма 28. Для любого С > 8 ln(\/24֊ 1), начиная с некоторого п, выполняется

оценка
е-Сп

Доказательство. Применяя Лемму 27 к Теореме 2, мы получим, что для

произвольного С > 2 1п(\/2 + 1) и п > п(С/) имеет место оценка

1 ֊ >

откуда с очевидностью следует утверждение леммы.

Наконец, из Следствия 2, Леммы 28 и Следствия 4 получим наш основной

Результат.
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Теорема З.Для любого С\ > 81n(\/2 + 1) и С2 = у, ври достаточно больших s 

справедлива двусторонняя оценка

ехр(-С։«) < 1 -р, <ехр(-С^).

ABSTRACT. The integral operator from L2(7, 6) to L2(a, /?) with the kernel 
exp ('lirixyi) is considered. Its norm p, depends solely on s - (a ֊ /?) • (7 - <5). 
The paper demonstrates the existence of constants Ci, C2, such that for 
sufficiently large s the estimate exp (—C\s) < 1 - pt < exp(-֊C2s) holds.
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КЛАССЫ ХАРДИ И ФОРМУЛЫ СРЕДНЕГО ЗНАЧЕНИЯ 
ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В ШАРЕ

А. И. Хейфиц

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, К*5, 1993

Классы Харди //р(с) были введены обычным образом для непрерывных 
решений уравнения Дц- с(г)и = 0 в единичном круге В С п > 2, где 
△ — лапласиан, с>0 и с Е Ь*(Д), 8 > п. Были получены представления 
для функций и Е Яр(с), 1 < р < оо, имеющих вид обобщенного интеграла 
Пуассона (или интеграла Пуассона-Стильтьеса при р= 1). Исследова
но поведение функции на границе. В частности, доказан аналог тео
ремы Фату о существовании почти всюду некасательных граничных
значений. Получены и исследованы ормулы средних значений.

1. В этой работе рассматриваем обобщенные гармонические функции, т.е.функции, гармонические относительно оператора Шредингера £с = -△ 4֊ с(х)1, где △ - лапласиан, / - тождественный оператор, а свойства потенциала с будутописаны ниже.Пусть П - ограниченная область в евклидовом пространстве Яп, п > 2. Через С(Л) обозначим класс неотрицательных функций с(г), х Е П таких, что с Е А/[’ОС(П) с некоторым в > п/2 при п > 4 и 8 = 2 при п = 2,3. Если с Е С(0), то оператор Ьс можно стандартным образом расширить с Со°(П) до самосопряженного в £2(0). Разумеется, это продолжение возможно при значительно менее жестких ограничениях на потенциал, однако при с Е С(П) продолженный оператор Ьс имеет в П функцию Грина С(х, у) с необходимыми свойствами. Непрерывная функция и : О —♦ Я называется обобщенной гармонической функцией [1],[2] (о.г.ф.), если в каждой точке х Е П при всех г, 0 < г < г(я)она удовлетворяет обобщенному равенству средних значений :
и(1/) двг(х,у) 

дп(у)
(Щу)-

Здесь С г - функция Грина оператора £с в круге В(х, г) — {у Е R . |х |/| < г} снулевыми граничными условиями на сфере 5(г, г) — 9В(х, г), - поверхнос 1ная 



68 А. И. Хейфицмера на 5(х, г), а ֊ производная по внутренней нормали. Естественно назвать этот интеграл обобщенным интегралом Пуассона или с-интегралом Пуассона. Класс о.г.ф. обозначим через Я(с, О). В случае с = О, о.г.ф. - обычные гармонические функции. Как и при с = 0 определение о.г.ф. равносильно равенству= 0, понимаемому в смысле распределений. Некоторые свойства о.г.ф. как решений уравнения в частных производных рассмотрены, например, в [3]—[6], но систематическое их изучение с точки зрения теории функций началось недавно [7]֊[13].В этой работе мы вводим для о.г.ф. в единичном шаре В = В(0, 1) аналоги классов Харди Нр. О.г.ф из этих классов представляются в виде обобщенных интегралов Пуассона, либо Пуассона-Стильтьеса. С помощью этих представле-ний для о.г.ф. доказывается аналог теоремы Фату о существовании почти всюду некасательны/ граничных значений. Наконец, мы выводим из этих представлений формулы средних значений для о.г.ф.. Эти формулы дополняют результаты Г. Р. Оганесяна [14]. *2. Для х Е Вп обозначим г = |л|, 0 — x/r Е S = дВ.Классы Харди о.г.ф. определим обычным образом, а именно, обозначим через Яр(с) семейство тех функций и Е В(с, В), для которых
f Г ] 1/₽Ни11я>(с) = sup < / |u(r, 0)|рсйт(0) > < оо.o<r<i {Js J

9Отметим, что монотонность и выпуклость различных усреднений о.г.ф. рассматривались в [2],[7],[8].В эт*ом параграфе будут получены представления в виде обобщенных интегралов ФПуассона для функций из классов Яр(с). Тем самым, дается решение некоторой Iзадачи‘Дирихле в шаре для оператора Lc. Однако известно [6] , что если потенциал։ с при приближении к границе области достаточно быстро растет, то эта задача,Дирихле может не иметь решения. В то же время определение ♦ *класса C(Q) не накладывает никаких ограничений на' поведение входящих в этот класс функций вблизи границы. Поэтому далее мы сузим рассматриваемую* \ *совокупность потенциалов. Через С\(В) Обозначим класс таких с Е С(В), что 
с Е L*(B) с некоторым я > п.



Классы Харди и ормулы среднего значения 69Нижеследующие доказательства в существенном следуют рассуждениям в случае с(е) = 0 (см., например [15], гл. 1). Однако появляется принципиальное отличие, состоящее в том, что с-ядро Пуассона не является аппроксимативной единицей. Связанная с этим трудность преодолевается благодаря тому, что при с Е С](В) шар В является регулярной областью для задачи Дирихле относительно оператора к/С. Необходимые в дальнейшем свойства функции Грина С изложены в [3],[8],[11]. Отметим лишь следующее : при х 6 В, в Е 5 С(г, 0) = 0;при |г — 2/| —* О, С нормирована условием-72 1п |х — у|, п = 2 7п|г-у|2՜”, п > 3,где 72 = (27г)"՜1’, 7П = ((п — 2)сп)՜1, при п > 3 и <тп - площадь поверхности единичной сферы В в П<п ;если с Е С[(В), то положительна и непрерывна при х Е В и 6 Е В ;С(я, у) < у), где д - функция Грина лапласиана.Пусть у0 Е В - граничная точка, а у Е В лежит на внутренней нормали к у0. Переписывая последнее неравенство в виде С(х,у) - О(х,уо) < д(х,у) - д(х,у0) (напомним, что С(г, уо) = д(х,у0) = 0), деля на \у - г/01 и устремляя у —♦ у0, приходим к неравенству
дС(х,9) дд(х,0)

дп(0) - дп(0)
(1)

Иными словами, с-ядро Пуассона мажорируется гармоническим ядром Пуассона.Лемма 1. Если с Е С\(В), то для любой функции и Е Вр(с), 1 < р < оо, 
найдется функция / Е Ер(5) такая, что при всех х Е В

•<■> = <2)
Если и Е Я1 (с), то существует конечная (не обязательно положительная) 
борелеоская мера р, такая, что при всех х Е В= / (3)
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай р > 1. Пусть ֊ последовательность положительных чисел, монотонно возрастающих к 1 : 0 < п < г2 <.. . < И { 1, / —> оо. Положим и/(0) = и(г) для |я| = г։, О Е 5, / = 1,2,.... Также как в [15] доказывается , что для некоторой подпоследовательности и для каждой функции к € Ьч($), р 1 4֊ д 1 = 1 существует предел Ьк =

[ч к(0)и^ (0)с1(т(0), который является ограниченным линейным функционалом на Ья(3). Поэтому найдется функция / Е А/(5) такая, что
Ьк= к(9)/(0)Лг(0). И)

Рассмотрим функции у\(х) = и(г\х), которые являются с/-гармоническими спотенциалом с/(х) = г]с(г1х)} |г| < 1 в большом шаре В(О}г{ ’). Отметим, что 
У[(0) = и|(0), О Е 5. Представим ц^(0), )= 1,2,... в В по обобщенной формуле Пуассона-Йенсена [11],[13] :

ч(9)
<?с։ы(г։ в) 

дп{9)
(1а(в).

Здесь - функция Грина оператора £С|, в В. В силу неравенства (1), ко(9) =
_ 0С('Лг,0) _ та/с,\ с п „
- —д'п^') е ь \ь) ПРИ любом фиксированном х Е В. Следовательно, поформуле (4)

д^Г^-ОС другой стороны, по определению функционала Ь имеем
к о — 11т

; —*оо 5п(0)
Нги

; —>оо 3п(0)
<йт(0) =

с1(т(0).Но последний интеграл равен (а;) по определению о.г.ф.. Ввиду непрерывностипоследних получаем Ь к0 =

0С7М(а;,0) 
дп(0)

(1а(9).

Переходя здесь к пределу при ; —» оо под знаком интеграла, с учетом (1) и георемы о мажорированной сходимости, приходим к представлению (2).При р — 1, ввиду непрерывности рассуждения аналогичны случаю с = 0.
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Лемма 2. Если с Е Ci(B), и Е Н(суВ) и и > 0, тпо и представима по формуле 
(3), где /1 - положительная мера.

Доказательство. По теореме Zhao [16] найдется постоянная А > 0 такая, что для всех х,у Е В. И, следовательно, аналогично неравенству (1), для всех х Е В, О Е S, имеет место неравенство
дС(х,в) дд(х,0) 

дп(е) - дп(е) ՛Теперь по определению о.г.ф. и формуле Пуассона-Йенсена [8],[13] при всех г,О < г < 1, получаем (см. доказательство Леммы 1)дС?И(о,0) дп(0) ~дп(9) daW *s
9в1'Ч0,0), ,й, .0п(0) </<г(в)֊Л|где постоянный множитель можно, очевидно, выбрать не зависящим от г, 0 < г < < 1. Таким образом, u Е Н\с), т. е. согласно Лемме 1 1, и Допускает представление (3), где мера р, положительна.Утверждения, обратные к Леммам 1 и 2, непосредственно следуют из аналогичных свойств обычных гармонических функций, неравенства (1) и того факта, что интегралы (2)-(3) являются с-гармоническими функциями [8],[13]. Поэтому справедлива

Теорема 1. Пусть, с Е С1(Б). Для' того, чтобы о.г.ф. и Е Нр(с), 1 < р < оо 
необходимо и достаточно, чтобы и можно было представить в виде (3) сИ 1 •
конечной мерой р. При р > 1 эта мера абсолютно непрерывна : др(д) —*
= где ф Е ЬР(Е), а 8 случае и > 0 эта мера положительна.

3. Изучим граничные свойства о.г.ф. классов Пр(с), 1 < р < оо.
Теорема 2. Пусть с Е.С^В՝) и о.г.ф. и Маета формулой (2). Тогда

I) если { непрерывна на 5, то длл всех 9еЗ существует равномерный на Я 
предел Пт и(х) = (5)Г—» 1
2) если ф € ь։(5), то предел (5) существует почти всюду на Я.
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Доказательство. Имеем
и(х) - дв) = / им- /(<?))<М0)+

’ [/(0) - /(«И дС(х,ф) 
дп(^)

<йт(^»)+
+/(9){/5^ЙЙг^)-1}вЛ + /2 + /з-Слагаемые /1 и /2 мажорируются аналогичными интегралами

которые, если / Е Р(5), стремятся к нулю при г —» 1. Тогда так как с Е С1, то шар В с-регулярен относительно задачи Дирихле для оператора Ас [6],[11].Поэтому
дб(х^)5п(0) сйт(^) = 1.

Это означает, что Итг_] /3 = 0, если |/(0)| < оо, т.е. почти всюду в случае 2).
Следствие. Пусть с С С1(Д) и о.г.ф.

дв(х,0) 
дп(0)

где /2 - мера (не обязательно положительная) конечной вариации на И. Пусть 
Щ0) = /(0)<М*) + дХ(0) - ее лебегово разложение на абсолютно непрерывную 
и сингулярную компоненты относительно поверхностной меры на 5. Тогда для 
почти всех 0 Е 5 существует предел 11тг_1 и(ж) = /(0).
Доказательство. Положим и(г) = и/(х) 4֊ вд(х), где 

дв(х,0) 
дп(0)а и/ имеет вид (2). Так как / Е ^1(5), то согласно Теореме 2 существует пределИгпг—] н/(х) — /(0) для почти всех О Е В. Тогда |А| - сингулярная мера вместес А, и благодаря (1) |иА(х)| < 2^)|ад(9)| _ 0 при г —♦ 1, почти всюду на 5[15].Теорема 2 справедлива также для всех хр, удовлетворяющих условию |/(^)| —
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Теорема 3. Если с е С,(В) и о.г.ф. „ имеет место предстаеленис (г) с ! 6 причем Пт»_^ /(в) = ОО. Тогда Пт,-.։ и(г) = оо.
Доказательство. При фиксированном 6 > 0 запишем

~дп(9) а<т(9) = ;> +/’-

Пусть /(^) = +оо. Для произвольного числа М > 0 выберем такое 6 > 0, что /(0) > М при |0 ֊ ^| < 6. Вновь используя результат [16], получаем опенку( Э?(х,9) ■ М1^-91« Эп(9) - 2и последняя величина может быть сделана сколь угодно большой вместе с М. С другой стороны, соотношение1Ы< / |/(в)|^1^(9) = 0(1), г-1,7|^-0|>б Оп(У)при любом фиксированном 8 > 0 для гармонического интеграла Пуассона хорошо известно.Заметим, что доказательство Теоремы 2 опирается на два обстоятельства : существование нулевых предельных значений у некоторых интегралов с обычным ядром Пуассона и регулярность точек сферы 5 относительно задачи Дирихле для оператора Ьс. Однако по определению регулярной области внутренняя точка может стремиться к границе произвольным образом, а вышеупомянутые интегралы имеют нулевые граничные значения не только по нормали (при г —» 1), но и по некасательным путям. Поэтому заключения Теоремы 2 и Следствия справедливы и при некасательном стремлении точки х € В к граничной 9 6 5. В частности, справедливо следующее обобщение теоремы Фату.
Теорема 4. Пусть с € С1(#)> и € Пр(с), 1 < р < оо, с частности и > О в В. Тогда почти всюду на 3 и имеет некасательные граничные значения

Разумеется, все утверждения справедливы в шарах любого радиуса, и мы получаем следующее
Следствие. Пусть с Е С(9) и и С Н(с,&) в произвольной области О С R , л >



74 А. И. Хейфиц> 2. Если для почти каждой точки хо Е найдется такой шар В(х1,Г1) с 9, 
что хо € 5(х1, п), с € С](В(х}, Г1)) и и Е Нр(су £?(х1։ п)), 1 < р < оо, то почти 
всюду на 59 и имеет некасательные граничные значения.Докажем также, что при 1 < р < оо о.г.ф. стремится к своим граничным значениям в среднем.Теорема 5. Пусть с Е С\(В) и о.г.ф. и представима в виде (2) з / Е Ьр(£),1 < р < оо. Тогда ||и(х) — /(0)||ь*(5) 0 пРи г —* 1.Доказательство. Вновь рассмотрим разность

«(*) ֊ /(*) = IШ) ֊

Как и прежде, 0 < 1 —^^у^сг(^) — 1 при х £ т.е. эта разность ограничена равномерно по х. Но / Е ЪР(В) и по теореме о мажорированной сходимости Нтг-и ||/2||гя(5) = 0.Для оценки 7] вновь используем неравенство (1) :
1м< / т֊яе)1^^֊?^(0) = 711. 

7$ 5п(0)Осталось учесть, что соотношение ||Л1||ья(5) = о(1), г — 1, доказано в [15].Заметим, что в [15]- рассмотрен лишь плоский случай п = 2, но аналогичное • • доказательство справедливо при любых п > 2.4. Формуль! (2.) и (3) Непосредственно‘приводят к соотношениям для среднихзначений о.г.ф. .Например, полагая в (2) х =5 0 и учитывая Теорему 2, получаемдля любой функции и Е А/Р(с), 1 < р < оо, с Е-С^В) равенствои(о)= / (6)!
где Ь Е В - »это существующие почти всюду граничные значения и. Ф *Разумеется, аналогичные формулы можно написать для любого шара Д(х,г), в котором выполнены условия Леммы 1.Теоремам о среднем посвяшвна работа Г. Р. Оганесяна [14], в которой рассмо- трены д-гармонические функции класса С2 ? открытом шаре‘радиуса р в ПГ՝, 



Классы Харди и формулы среднего значения 75п > 3, причем потенциал д > О, непрерывный, радиальный (т.е. зависящий лишь от г = |х|) и неограниченно возрастает при г ] р. С другой стороны, потенциал класса С^В) не может расти слишком быстро, при г - 1, в частности, может быть и ограниченным. А с-гармонические функции непрерывные, но могут не принадлежа! ь классу С . В этом смысле наши результаты о средних значениях о.г.ф. дополняет утверждения [14].Для радиальных потенциалов g(r) G Ci(B) в [10] доказано равенство dG(o.fl) 
ап(в) ~— 0)» r^e ^(г) главное (убывающее при 0 < г | 1) решение уоавнения

У՛' + (п _ 1)г 'у' - я(г)у = 0, 0< г< 1,
нормированное при JV(r)----- (2тг)՜1 In г при г -> 0, п = 2 и W(r) ~ упг2~п при 
п > 3. Формула (6) в этом случае принимает вид

ц(0) = {-IV'(l)} / ц(0)Лг(0). 
Js

(7)
Рассмотрим два примера. Пусть £1(г) = 91ГР, где д1 > 0 и р > -2. Для определенности предположим, что п > 3 и число и = - нецелое. Тогда общеерешение уравнения у" + (п - 1)г~1 у' — д\(г)у = 0 имеет вид [17]

у(г) = Аг1-п/2Л(Мг7) + Br՝~n'2J.v(i6ry),

где 7=14֊ р/2, 6 = 7”1А/дТ, а - функция Бесселя. Вычисляя коэффициенты А и В из условий И^(1) = 0, И'(г) ~ 7пга՜", г —> +0 получаем теорему о среднем для д(г)-гармонических функций
u(0)d<r(0), (8)

где В(р) = q[,2(2 4֊ р)1՜*'{r(r/)Zv(6)J՜1, a h ~ модифицированная функция Бесселя. Заметим, что В(0) =’g(1n/2'1)/2{(27r)n/2/„/2-i(g;/2)}՜1, и из (8) получается известное соотношение средних значений для решений уравнения Ди — giu — 0, 91 = const (см. [18]).В качестве второго примера рассмотрим неограниченный потенциал да(г) — — да/(г(1 — г)), да — const > 0. Общее решение уравнения t/ 4- (л — 1)г у —
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y(r) = AF(a- 1, п — 1 — а; п — 1; г) + 0(1 - r)F(n - а, а; 2; 1 - г),

где В =2 - гипергеометрическая функция Гаусса, о — (п4֊((п —2)2 —4д2)С2)/2։
А и В = 0(да) - произвольные постоянные. Пусть п > 4 и 0 < дг < п-3. Условия 

л пи Г(а)Г(п-а)при г = 1 иг-»+0 для главного решения дают А = и, п = ^п-\^пч2з_2^7п, и из (7) получаем формулу средних значений для ^2(г)-гармонических функций
и(0) = В u(ß)da(9).

Заметим, что 0(0) = у-
ABSTRACT. Hardy classes Hp(c) are introduced in the usual way for continuous solutions of the equation Au — c(x)u = 0 in the unit ball B C JR”, 
n > 2 where A is the Laplacian, c > 0 and c £ L*(0), s > n. Representations are obtained for the functions u £ Hp(c), 1 < p < oo, which have the form of generalized Poisson integrals (or Poisson-Stieltjes integral when p = 1) The boundary behavior of the functions is investigated. In particular ananalogue of the Fatou theore 14 on the almost everywhere existence ofboundary values i$ proved. Some mean value identities are derived and examples considered.
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МАРКИРОВАННЫЕ ТОЧЕЧНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
ПЕРЕСЕЧЕНИЙ, ПОРОЖДЕННЫЕ СЛУЧАЙНЫМИ 
ПРОЦЕССАМИ ПРЯМЫХ НА ПЛОСКОСТИ

В. К. Оганян, А. А. Абдаллах

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №5, 1993

Пусть задан однородный и изотропный случайный процесс прямых 
на плоскости. В работе исследован маркированный точечный процесс 
пересечений с угловыми марками на тестовой прямой. Методом ин
тегрирования комбинаторной формулы Амбарцумяна получены фор
мулы, связывающие конечномерные распределения точечного процес
са пересечений с распределениями Пальма первого и второго порядка 
процесса прямых.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Случайный процесс прямых на плоскости можно определять как случайный 

точечный процесс в пространстве прямых С. Прямую д €О,д С 1Я2 определяют 

парой д — (^р, р), где (<р, р) - полярные координаты основания перпендикуляра,

опу II енного из начала координат О на прямую д (<р - точка на единичной

окружности S1, р С [0, оо)). Естественная топология HaG - это топология листа

Мебиуса (см. [1]). Обычное определение точечного процесса для пространства С 

дается следующим образом (стандартная литература для точечных процессов

[1]. [2]. [И]).

Обозначим через Л4 множество всех подмножеств С G, удовлетворяющих

условию card(m П В) < оо для любого ограниченного борелевского множества

В CG. Обозначим через А минимальную а-алгебру подмножеств Л4, относи

тельно которой функции card(m А В) измеримы для всех борелевских множеств

В С Пусть (Q,У,Р) - некоторое вероятностное пространство. Измеримое 

отображение m: Q >—♦ А4, и Е Q называется случайным точечным процессом в

G. Вероятность Р на (А4, Л), индуцированная , называется распределением
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случайного процесса прямых на плоскости.

I руппа 1М2 всех евклидовых движений плоскости индуцирует группу преобра

зований М в себя (группа движений Л4). Процесс называется однородным

и изотропным, если его распределение Р инвариантно относительно группы дви

жений Л4 ( 1М2֊инвариантно).

Хорошо известным 1М2 инвариантным случайным процессом прямых служит 

пуассоновский процесс прямых, управляемый мерой Х-(1д} где Нд - инвариантная 

мера на С (см. [1], [3] и [13]), А > 0.

Пусть т(си) - произвольный случайный процесс прямых конечной интенсивности

А, распределение которого инвариантно относительно группы евклидовых дви

жений Ж2. Через Р будем обозначать распределение процесса т(с*>). Нас будут 

интересовать маркированные точечные процессы пересечений (х,-,а,), индуци

рованные процессом (ш) на фиксированной тестовой прямой д. По определению

{я,} = т(о>) П д (т. е. {г։} - случайное множество точек пересечений прямых 

случайного процесса с д) ; марка о, есть угол в точке я,, под которым прямая из 

реализации т пересекает тестовую прямую д.

Пусть Ад является (7-алгеброй событий, соответствующая {а;,, а*}. Очевидно, 

что Ад С А. Обозначим через РФ распределение маркированного точечного 

процесса пересечений {х,,а։}. Р. определена на Ад и является сужением Р 

на Ад. (Из предположения инвариантности Р относительно 1М2 следует, что 

Р. не зависит от прямой д} на которой рассматривается процесс пересечений). 

Продолжение Р, на А единственно в классе 1М2֊инвариантных распределений и 

совпадает с Р.

И обратно, мы можем начать со случайной последовательности {х։-, о։»}, где {я։} 

- случайный точечный процесс на р, марки а» принадлежа ։ (0,%). Через р обо

значим распределение а»}, которое является вероя ։ нос 1 ью наЛ^. Пусть {$/,}

֊ случайный процесс прямых, соответствующий {г,,а.} : в множестве есть 

прямая, пересекающая ось X в точке х։, под углом а։. Через Ро обозначим рас 

пределение построенного таким способом процесса прямых (р»}- Результаты ра 

боты касаются следующей обшей проблемы стохастической геометрии : каков 
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класс распределений процесса {г.,а։}, для которого Ро 1Ма֊инвариантно ? Ины

ми словами : когда {д։}, построенный по (а?», от»} будет однородным и изотроп

ным случайным процессом прямых ?

В работе изучаются 1М2֊инвариантные. распределения Р второго порядка про

цессов прямых на IR2. Рассматриваются конечномерные распределения {z,} :

Р41,...Лт(п,...,Пп) = Р {m : card(mnn) = *», » = ,

где т-i,..., тт - произвольные непересекающиеся интервалы прямой д, а кт 

- неотрицательные целые числа.

Мы будем использовать метод усреднения комбинаторных разложений, ко

торый ранее применялся при изучении процессов прямых в [4-6], [11] (см. также 

[2,3] и [9]). Однако՜там были рассмотрены только одномерные распределения 

pt(i)(m=l).

Настоящее обобщение на многомерные распределения стало возможным, 

благодаря новой версии комбинаторной формулы Р. В. Амбарцумяна (см. [7]), 

где условие отсутствия колинеарных точек не объязательно.

Основной результат работы суть формулы, связывающие конечномерные 

распределения точечного процесса пересечений с распределениями Пальма пер 

вого (П^) и второго (П^15а) порядков. Оба распределения Пальма впервые рас

сматривались в [1]. В частности, в [1] было показано, что П5 и П51^3 можно 

вычислить в терминах распределения р маркированного случайного точечного 

процесса {г», а,}. Следовательно, полученные нами формулы служат необходи- 
*

мыми условиями, для того чтобы Ро описывала бы JMj-инвариантный случай

ный процесс прямых.

§2 . КОМБИНАТОРНАЯ ФОРМУЛА Р. В. АМБАРЦУМЯНА

Предположим, что дано конечное множество точек {Pi} на плоскости. Обозначим 

через отрезок с концами Р, и Pj (или его длину) и [flj] = {0€G: рП 

^Pij Ф 0}- Пусть а{Р։) - минимальная (конечная) алгебра подмножеств G, 

содержащая все множества [/><)]. Бьюффоновым кольцом Вг{Р,} называется 

кольцо ограниченных элементов алгебры а{Р,} (см. [2], [3], [12]).
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Определение 1. Две точки Р, и Р; называются соседними, если отрезок /э։-; не 

содержит других точек из множества {Р,}.

Через р обозначим Ма-инвариантную меру на С.

Теорема. (Р. В. Амбарцумян [7]). Инвариантная мера любого множества С из 

кольца Вг{Р{} представляется линейной комбинацией расстояний между 

соседними точками Pi и Р} с целочисленными коэффициентами :

М(С) — С0' (С՝) р»; ,
»■</

(2)

где сумма £2 берется по всем парам соседних точек множества {Р»}. Целочи- 
»<;

сленные коэффициенты с։; могут быть вычислены по формуле “четырех инди

каторов ” :

с>,(С) = ^с(» >; ) + 1с(> - 1с(* ,} ) - 1с(* ,1 )> (2')

где

1с(‘ ,/) = Дт /с(г), 

1с(1,]) - Дт 1с(д), 
9$

/с(» ,7 ) = /с(р),

1св,/) = Дт 1с(9),

- прямая, проходящая через точки Ру, Р], направленная от Р( к Р]

В\ = {д ЕС: все точки, лежащие на прямой д^у расположены 

в правой полуплоскости, относительно прямой ^7},

Р2 — {д еС: все точки, лежащие на прямой д^, расположены 

в левой полуплоскости, относительно прямой 5*7}»

Рз = {0 ЕС: точка Р1 принадлежит правой полуплоскости, относительно 

прямой д^, а Р} — в левой }•

в„ = {<, ес: точка Р, принадлежит левой полуплоскости, ограниченной 

относительно прямой о /, — « правой}.

Коэффициенты в (2') не зависят от выбора направления прямой д,]. 

Здесь и далее 1л(д) = 1, если у 6 А и 0 - в остальных случаях.
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§3 . ПЛАН ДЕЙСТВИЙ

Нижеприведенное геометрическое построение обобщает построение, использо* 

ванное при изучении одномерных распределений {т,, а,} в [1].

Ввиду однородности и изотропности Р , мы можем предполагать, что 

отрезки Г],гт берутся на оси X, а левый конец отрезка т\ совпадает с началом 

координат О. (см. Рис. 1).

Заметим, что вероятность р*։,...,4т(т|,гт) на самом деле является функцией 

(2т— I) числовых переменных

Р*1»...,*«(*! ♦ •$! ։ : саг<1(т П т։) = ։ = 1,т},

(1) 

где - длины интервалов т։, 6,- - расстояния между г, (см. Рис. 1).

Рассмотрим прямоугольник /?, основанием которого является объединение от

резков Т], <$!,..., 6т_1, гт (см. Рис.1), ширина R равна

1Сь<?2| = Ы = Юз, <?4| = Ы = /.

Вершины прямоугольника R обозначим через : = 1,..., 4. Обозначим через

С R прямоугольник, лежащий в R, одна из сторон которого есть отрезок г,, 

а длина другой стороны равна I (см. Рис. 1), а остальные отрезки, перпенди- 

кулярные оси X и являющиеся границами 22],..., £>т, будем обозначать через 

а1, ...,Я2т-1 (гм. Рис. 1).

Рис. 1
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Обозначим через -)9м} прямые из реализации т(и>), которые

пересекают R (М ֊ число прямых, пересекающих R). Пусть х^9к) = дк П Л, -

случайные хорды прямоугольника £\, порожденные прямыми из Далее, 

пусть {Ру^=\ множество точек пересечения прямых из тя(у) с отрезками 

аь .... а2Ш_1 и сторонами прямоугольника R. Пусть А = [1^] П [|/2], где [1/] = {д е

ЕС: д П у / 0} и

^41,...Лт = В* = {д : сагд( ~.,тп}.= ^, » = 1,м

Легко видеть, что

лпвг6вг{{р>}и{е,}}.

В следующем параграфе мы запишем комбинаторную формулу (2) для инвари

антной меры А А В-£. В $5 мы усредним это комбинаторное разложение относи

тельно распределения Р ТМз-инвариантного процесса прямых второго порядка. 

Процесс прямых называется процессом второго порядка, если первая и вторая мо

ментные меры А1( ) и А2() локально конечны. Результат усреднения мы будем 

разлагать в ряд Тейлора по параметру / и выделять члены порядка I2 (/ —» 0). 

Таким способом мы приходим к требуемому результату для г).

Ниже, при интегрировании комбинаторного представления, мы будем ис

пользовать следующие две формулы, которые связывают математические ожи

дания случайных сумм с распределениями Пальма этих процессов (случай про

извольного пространства можно найти в [2], [8], [10]) :

^|(з,т)П,(<йп), (3)

Здесь <|р1 : С х Л4 ।—» Ш? и у?2: С хС х М <—♦ П11 - неотрицательные измеримые

функции, П? и П51 — распределения Пальма ш(о^) первого и второго порядков.

В действительности тождества (3) и (4) могут служить определениями 11^ и

Пс. 0.., соответственно. Заметим, однако, что 11, и П,1|5а имеют интуитивное 

толкование как условные распределения процесса прямых при условии,

что в д ЕС (или в (^1,^2) 6С хП) имеются прямые из н
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Так как первая моментная мера наследует свойство 1М2֊инвариантности, то

Л1(В) = АЯ(В), (5)

где // - инвариантная мера в С, Л > 0 называется интенсивностью Р.

Мы предполагаем также, что вторая моментная мера Л2() абсолютно непрерыв

на относительно Лд\ Дд2 :

Л2(с/<71 Ж72) = /(<71, д2) о1д2, (6)

где плотность /(д\}д2) непрерывна.

§4. КОМБИНАТОРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

Теперь в (2) мы возьмем С = А Г\ а сумма в правой части (2) распростра- 

няется на все пары соседних точек множества {Р;}?=1 Это множество

пар соседних точек разбивается на четыре непересекающиеся подмножества, на

которых коэффициенты с1;(Л А В-^) вычисляются по одной и той же формуле.

Следовательно
4

Д(ЛПВГ) = £Л, 
1=1

(7)

где

= УР + Р ■ + х/ё + Р • /,(С?2, Оз) -1 ■ /(<21, <2з) - 4 • /.(<32, <24), (8)

т
А’ = 2 Е Е1х<(?п)|-[Л1-1(х.)֊/ (х.)), 

дпЕА <=1
(9)

(Ю)

4

л4 = ЕЕ\Ы• М/ММАз) ֊ • 1Л.-1(А>) - ШП1 •
1 = 1 Р,

(11)

Здесь £ длина интервала QշQ^ ; ~ индикаторная функция множества

ЕС1: саг<1(тя(^) Пг/) = ^,;7»

и сагс!(тд(и») Г) 77) = - д), д = 1,2,
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/*,—1 ~ индикаторная функция множества

и сага(тя(^) П г,) = кв - 1, 8 = ։,;},

1 В* — ^0 отрезок типа Р։-Р;- и £ ш ; | | - лебегова длина;
9

- алгебраическая сумма индикаторов типа 7к>_^ И 4,-1 и зависит от

расположения ֊ отрезок типа (^Рц 1а(1^) = 1, если хорды XI и Хп 

прямоугольников и (Р, Е <9Р/, Р, Е дИп) лежат в разных полуплоскостях,

ограниченных прямой дц ; /,(•) = 1 - /^( ); 1Л(^) (см. на Рис. 2.)

Рис. 2 Р7 - коней хорды хь Пунктирные линии соединяют (&Р^ Тип отрезка 

QiPj зависит от направления отрезков и\ (или 1х2) и хь которые исходят из 

конца отрезка С^Р). Отрезок С^Р^ имеет тип в, если оба последних отрезка 

лежат в одной полуплоскости относительно прямой дд<р}, и тип й- в противном

случае.

Заметим, что последние два слагаемых в выражении А\ ярляюгся результатом 

суммирования слагаемых, соответствующих соседним парам, лежащим на 

или <?2ф4-

§5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ КОМБИНАТОРНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ (2)

Пусть Р - распределение случайного процесса прямых, 1М2-иввариантного, 

второго порядка и с вероятностью 1 не имеющего в реализации пар параллельных 

прямых. Нашей целью является усреднение относительно I комбинаторною 
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разложения (7), зависящего от т 6 М. Полученные величины зависят от 

параметра / (/ —* 0). Мы будем выписывать ниже главные члены, которые имеют 

порядок /2.

Интегрируя по Р левую часть (7) и применяя теорему Фубини, получаем

Ерц(АС\ Вт)= / ЕР1.(д)Лд = / р*֊(х1 (<?),-.., Хт(д)) Лд- 
7 а д а

(12)

Здесь Ер обозначает математическое ожидание относительно распределения Р

и

р*(Х1 (^), •••»Хгу»(^)) = ЕрЦд) = Р(д е в*) = Рг(х(д),<5(^)). (13)

Предполагая, что / стремится к нулю, выделим главный член в (12) :

Ерр(А П Вг) = | • I2 + о(/2):
V (14)

где / длина отрезка (ср. с §10.4 в (1]).

Переходя к А1։ получаем

ЕРА\ = ъ/ё'+Рр^) - 21^1,6),

где с/։ = ($2, А Ц, 1=1,гл и 6],.... 6'т пробелы между </,.

Так как УР + /2 = 4+ /2 + о(/2), <4,-4,= /2 + о(/2) и +

то

Ер А, = у • /2 + £ ֊■ /2 + о(/2). (15)

Используя формулы (3) и (5), находим 

Г тЕрЛ2֊2Х / с!д £2 |х1(^)| • ֊ тгг(х(^)> ^(^)] ,
<=1 

где

7ГГ<Х(<7)Л)(^) = П/Аг), 7Гк.֊1(х((?),6(р) = П^(АЛ<_1),

А* = {т(ш): саг<1(тя(и) Пх<(р) = { = 1,...,т},

— {т(ш): саг<1(тя(а>) А хДр) = / », сагс1(тя(ш) А х»(<?) = Л» - 1}•
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Нетрудно выделить главный член в выражении ЕРА2 при / 0. Получим

2Л
!**<-։(*>*<)] /2 + о(/2).

1 = 1
(16)

Аналогично, используя формулы (4), (6), получим

Ер Аз 7(^1, Ра) • Е,։^а(ш,;(Л:)), (17)

где Ж] — а, П Р1, а?2 — ад П д2 и Едуд1 обозначает математическое ожидание

относительно распределения Пальма второго порядка П^1ва, I1- - длина отрезка

между £1 и х2.

Лемма.
= ^'2 + о(/2), 

<*

где 1^ - расстояние между а, и а].

Используя стандартную формулу интегральной геометрии, результат в

§10.3, IV в [1] и Лемму, из (17) получаем

(Ап П {Л}) ПХ11Га(Ап П {в})] (18)

где Ап - событие типа {т(ц>): — 1,2,т}, ПГ1,Ха

- распределение Пальма второго порядка процесса {я։, о,}, ( т.е. ПГ1Га(А) есть 

условная вероятность события А при условии, что имеются пересечения в точках

Рассуждая как в работе [6] и §10.4 в [1], получаем

ЕРАЛ = -2ЕрА2 - 2ЕрАз + о(/2). (19)

Приравнивая коэффициенты порядка /2 в правой и левой частях усредненной 

формулы (7), из (14) - (18) получаем требуемый результат :

(20)

. п
Как уже упоминалось во введении это уравнение является необходимым \с.и 

вием для того, чтобы случайная последовательность {х», а<} порождала 1М2 

инвариантный процесс прямых на плоскости.
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§6. ОБСУЖДЕНИЕ

Результат (20) приводит к следующей задаче : каков класс распределений р 

процессов {х։, а,}, для которых последнее слагаемое обращается в нуль? В 

самом деле, предположение, что {а,} - последовательность независимых углов, 

является достаточным. Однако, это предположение, как показывает следующее 

построение, может быть слишком сильным.

Пусть р - распределение произвольного процесса {х։, а,}, для которого последо

вательность {а,}, как и последовательности {г,} и {а<} могут быть зависимыми. 

Преобразуем этот процесс в процесс {г։ , о( } следующим образом. Пусть {£;} - 

последовательность Бернулли независимых случайных величин, $ = 1 с вероят

ностью 1/2 и с, = 0 с вероятностью 1/2.

1) точки Х{ остаются без изменения, 
а,, если = 1
7Г — а;, если £։- = 0.

Для процесса {х1։а'} последнее слагаемое в (20) обращается в нуль, т. е. (20) 

принимает вид

т 6) 
<96, («, 6 - 5)] . (21)

Ниже, е следующей теореме, отсутствие последнего слагаемого в (20) рас

сматривается как условие описания специального класса распределений р, и на

зывается “условие (21)”.

Теорема. Ьсли маркированный точечный процесс удовлетворяет усло

вию (21) и распределение Пальма первого порядка П5 совпадает с Р, то то

чечный процесс {я,} является пуассоновским, т. е.

Рт(М) ехр (—2А^).

Доказательство. Для простоты предположим, что нет пропусков между

Обозначим через Ф(^, х) производящую функцию вероятностей рИО, т. е.

ф(^*) = 52р*ф
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и Ф(0, г) - 1 для всех г. Перепишем уравнение (21) для функции Ф. получаем

(22)

Заметим, что для производящей функции пуассоновского точечного пронес- 
(т \

2Л 12 М*» ~ 1))’ справедливо уравнение (22).

Будем искать решения уравнения (22) в виде

Ф(С z) = exp F(t,i), (23)

где

F(0,J) = 1 для всех z. (24)

Подставляя (23) в (22), получим уравнение для F(t, z) :

(25)

Это хорошо известное уравнение Эйлера для однородных функций порядка

0,т. е.

F(f, z) = F(fct, z) для всех к > О

общее решение уравнения (24). Если к —* 0, то из (24) получаем, что F(t,z) = 1.

Теорема доказана.

ABSTRACT. Let homogeneous and isotropic line process in the plane 
be given. The marked point process of intersections with angular marks 
generated on a test line is investigated. By the method of integration 
of a version Ambartzumian’s combinatorial formula we obtain formulae 
connecting finite dimensional distributions of the point process of inter
sections with the first and the second order Palm distributions of the line 
process.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

МОНОТОННЫЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Э. А. Даниелян, К. Р. Таталян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика 
том 28, №5, 1993

§1. РЕЗУЛЬТАТЫРезультаты настоящей заметки относятся к теории систем Маркова, описанной в книгах [1], [2]. Свойство монотонности, которое мы вводим для последовательности обобщенных функций многих переменных, было известно ранее и широко использовалось в линейном случае.Пусть к - натуральное число, (у1։ ...,ут) 6 ИГ71, (*1, ...,2т) Е 1ШП. Пишем
(1)

если нс существуют натуральные числа 1 < «1 <•••<$*< т такие, что 1 — 1,..., к.>Отношение (1) означает, что в последовательности 2\ -уъ...,2т~Ут происходитне более к — 1 перемен знака, причем если число перемен знака равно к — 1, топоследний знак - “4-”Матрица
где п < тп, называется18 М -матрицей (см. [1]), если

а1,« + 2О1.-+1 ,«+г

(2)



92 Э. А. Даниелян, К. Р. Таталяндля любых 1 < г < п, 0 < « < т — г.Пусть (2) является Л/-матрицей. Известно [1], [2], что для системы функций
В

имеем
/к (1/1 > •••> Ут} < /к(2\ у •••> (3)как только (4)и справедливо (1), 1 < к < п.Введем следующее

Определение. Система функций
определенных на множестве V С ТЯ"1, называется монотонной, если из (1) и равенств (4) следует (3), где (у1,ут) Е V, гт) Е V, 1 < к < п.Целью настоящей работы является формулировка и доказательство следующей теоремы.
Теорема. Пусть (5) - система непрерывно дифференцируемых функций и V

такое как в (а), (Ь) или (с) :

-оо < а։ < Xi < Ь՝ < +оо,-оо < а < X] < • • • < хт < Ь < 4֊ос, };(с) V = {х = (х1։ ...,Хт) : 4-оо > Ь > х} > • • • > хт > а > -оо, }.
Если для всех х Е V (6)
является М -матрицей, то система функций (5) монотонна.

Доказательство Теоремы дано в §3.
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1\ (®11 •••» ®п) — Х1 4՜ •••■+• хп,/2(11,хп) — х। Х2 4- + • —Ь х։ хп 4- Х2Х3 4- • • • 4- хп_]Хп,/3(2՜ 11 •••» ®п) — 4- Х1Х2Х4 4՜ • • 4՜ хп-2Хп-1Хп,

определенных на множестве V = {(х1,...։хп) : х։ > ••• > хп}, монотонна.Докажем это основываясь на приведенной выше Теореме. В то же воемя отметим существование другого доказательства, основанного на формулах Виета. Доказательство опирается на следующие свойства :
(1) дЛ(х) 

дxj(2) /'(х) - /?(х) = (хг ֊ х.)//1Г|(х),
где

У։՛ (х) — у։՛ (х 1,X/ — 1,0, х/+1 (.>.., Хг— 1»0, хг+1,...., хп), 5 г.Согласно нашей Теореме достаточно показать, что для любых 1 < к < п,

положителен. Доказательство проводится индукцией по к. При к — 1,2 утверждение очевидно. Предположим, что положительность имеет место при к — 1.Тогда
Последний определитель положителен согласно сделанному предположению.2. Сначала напомним [1], что функции Ц1(<), •••> ^п(<), I С (а։^) образуют М систему, если (и,(«4))? является М-матрицей для любых я < Ц <■••<!„ <4

* 9



94 Э. А. Даниелян, К. Р. ТаталянПусть д\(t),...»5n(*), t € (а, Ь) непрерывно дифференцируемые функции такие >что их производные д\(1), -^>9^) образуют Л/֊систему. Тогда система функций 
т > п переменных

/1(Х1, = 01(*1) + • • • + giflm).

Ул (® 11 •••» ®n) — <?n(x 1) 4֊ 4՜ 9n(xm) i
определенных на множестве V = {(х!,хт) : Х1 > ••• > хт}, монотонна.Доказательство очевидным образом следует из Теоремы.
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫСуществуют определенные различия в доказательствах случаев (а), (Ь) или (с).Начнем со случая (а).
Случай (а). Доказательство проводится индукцией по п. Пусть п = 1 и

х Е V.

Тогда функция /у(х\,хт) строго возрастает по всем переменным. Следовательно, /1(х') < /\(х,')1 как только х' х", х՛ ,х" 6 V.Предположим, что Теорема доказана для системы /] (х),/п_](х). Докажемее для системы (5). Допустим противное, т. е. что существуют х',х" 6 V такие,ЧТО X՛ х". f\(x') = fl(x"), ...,fn-i(x') = /п_1(х") И fn(x') > fn(x").Обозначим через V] множество всех точек в ГН*71, компоненты которых лежатмежду соответствующими координатами точек х՛ и х" :

1 < J <

где х‘ = rnax{z',z''}, x.j = min {xj, х" }. Так как множество
И/= {х G А/։ : = fi(x') = /։(х"), i=l,...,n— 1}

замкнуто, то существует точка х° = (х°, в V/ такая, что
/п(х°) > /п(х) для всех х 6 И/. (7)
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то множество х° = х'. Из предположения индукции и

Л(х°) = Л(х"), { = 1, (9)
следует, что как отношение х" х°, так и х° Чп-1 х" не имеют места. Гак как х° Е Ц, то х° -<п х". Следовательно, существуют натуральные числа 
\ < )\ < • • • < }п < т такие, что

я — 1,п. (10)
Таким образом

я = (11)
Рассмотрим функции /։(х), г — 1,п, как функции п переменных х}1,...,определенных на множестве < х; ։ < Ь] < Х}П < ПРИ фиксированных ц = х°, I >п- Ио теореме Фекете (см. [1]), имеем
Следовательно, для системы уравнений у к — Л(х), к — выполнены условия теоремы об обратной функции. Мы приходим к следующему заключению :1. Существует взаимно однозначное соответствие между достаточно малымиокрестностями X иУ точек (։?.........г? ) и (у?,...,у"), соответственно, где у£ = = А(х°)> к = 1,В частности, для точек (1/м •••» !/п-1 • 1/п +.г) € с малыми £ существуетединственная точка (хп (с),)) такая, что

!/? = Л(х(с)), »=1...........................1/п+£ = /п(х(б)), (12)
где х(с) = (Г1 (с), .... (Ет(г))» х։(е) - х<! ЯЛЯ * # 7։ » •••! )п-



96 Э. А. Даниелян, К. Р. Та тал ян2. Обратные функции Xjk = Xjk(yi,...»уп), k = \, п непрерывно дифференцируемы в точке (j/f, ...,։/£). Следовательно, существуют производные
Дифференцируя по € равенства (12) в гочке € = 0, получим

По формуле Крамера

где А, определитель матрицы, которая получается из матрицы в (13) удалением п-той строки 5-го столбца.Гак как А > 0 и А, > 0 для всех $ = 1,..., п, то
(-l)n—z'/O) >0, s = 1,...,п. (14)

По определению zy(O) = х° для всех j — 1,..., т. Следовательно, согласно (14) и(11), существует 6 > 0 такое, что
s = 1,п.

I аким образом, х(6) в V( и из (12) имеем /п(х(6)) — /п(х°) + 6) что противоречит определению х°. Следовательно, Теорема в случае (а) доказана, я •Случай (Ь). Пусть п - минимальное натуральное число, для которого Теорема не имеет места. Это означает существование точек х' = (z,,.... х'т) , х" = = fz'/,..., z") в V' таких, что х' -<n х", Д(х') = Д(х"), ։= 1,..., п- 1 и /г։(х') > > /п(х")- Обозначим :rninjzj — X],...,хт — zm_]), х = (zi,...,zm) G V7,Vo = {x 6 V : A(x) > △'} , где 0 < A' < min{ A(x'), A(x")},Vzi = {x e Vo : z.j < х} < ij, 1 < j < m},



Монотонные системы функций многих переменных 97где x.j = min{x'-, z"}, г* = max{z',z"}, j =
Существует точка х° = (г?,в V/, удовлетворяющая (7). Полагаем х° / х", так как в случае (8) мы определим х° = х'. Из (9) и определения п следует, что ни отношение х" Чгу-1 х°, ни х° -<п֊1 х" не имеют места. С другой стороны, так как х° Е , то х° -<п х". Таким образом, существуют натуральные числа 1 < >1 < “ • < < т, удовлетворяющие (10). Выберем эти числа так, чтобы ихсумма п 52(-1)П"ь (15)*=1 была бы максимальной. Тогда

если п — s четно и j, < т. (16)
В самом деле, иначе + 1 = х°, + следовательно, < *j,+i и сумма (15)не является максимальной. Аналогично

+ Д < если п — s нечетно и jt > 1. (17)
Рассматривая функции /,(х), ։ = 1,...,п как функции п переменных при фиксированных остальных, доказательство можно продолжить аналогично предыдущему случаю. Необходимо лишь отметить, что из (16) и (17) имеем Д(х(6)) > для достаточно малых 6 > 0.Случай (с) доказывается аналогично предыдущему.
ЛИТЕРАТУРАI. Ф. Р. Гантмахер, М. Г. Крейн, Осциляиионные Матрицы и Ядра и Малые Колебания Механических Систем, M.-JL, Гостехиздаг, 1950.2. S. Karlin, Total Positivity and Applications, Stanford Univ. Press, Stanford, CA, 1968.1.3 Июля 1993 Ереванский государственный* университет
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