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ղ|իյավոր խմթացրփ ւււԼւ]ակա|Պատասխանատու քարտուղար 1Г. 1Լ Հովհաննիսյան

• Մ աթեմատիկա»

Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

մ բա գրոլթ յուՆը խնդրում է ալն անձանց, որոնք ց անկանում 
դե/ Հա րսստւսնի Գիաութ յունների [[զգալին [[կագեմ իա յի Տեղեկագիր 
^Մաթեմատիկաս ամսագրում, Հաշվի առնեք Հետևյալ կանոնները' 

են հողվածներ հրա պ արա- 
սերիա ^Մաթեմատիկադ

1. Հողվածն երի ծավալր, որպես 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 
յր' ոչ ավե/ի քան 5—6 մեքենագրված

կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպաղրա կան մամուլը 
մեքենագրված էջ), իսկ Համառոտ հաղորդումների ծավա- 
Կ1

Մեկ տպ տգրւս կան մամոլյը գերազանց ող ծավալով հողվածն երն ընդունվում են Հրապա­
րակման րացաոիկ դեպքերում' խմբա գրա կան կոլեգիայի հատուկ որոշմ ամ ր է

2* ձո'(վաէ*ներր պետք ( ներկայացվեն գրամ եքենագրվա ծ, երկու օրինակով* Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ > կրյեյ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
է ռուսերեն լեզուներով*

Օտարերկրյա Հ եղինակների 
Համապատասխան լեզվով*

3. Մեծատաո ւատինա կան

հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարա

տառերը, որոնք միանման են Համանուն փոքրատառ երին,
պետք է ընդգծվեն 
վ եր եոլ մ է

երկու գծերով ն ե ր քնում , իՍկ փոքրատառերը երկու հծիկով

ունա կ ան տառերը պետք է 
վ, իսկ կոլրսիվ տառերը

. 4 ծա գր երր ն երկա յացվում

ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրյանցվևն սև մա­
րն դգծվեն ալիքաձև

են առանձին (քերի
և տեղը տեքստում Էջի ձա5. Ւրա կանոլթ յուն ր տ եղավորվում է հոդվածի

՛Հրա, երկու օրինա կով, նշելով նրանց

վերջում, ընդ որում,
նշվում է Հեղինակը, գրքի անունը, հրա տարա կման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ- 
^այ տարեթիվը, հողվածների Համար նշվում է հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը,

տարեթիվը և էքնրրւ

0 գտա գործվա ծ գրա կան ութ յուԼը նշվում է քառակուսի փա կագծ երում, տեքստի համապա * 
**ասխան տեղում։

I) րրա ղրութ յս/ն ժամանակ հ եղին ակի կողմից կատարվա ծ քիչ թե շատ զգալի փոփո* 
խոլթյոլնները (սրիգինալի նկատմամբ) չեն թոլյ/ա տրվում ւ

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հ եղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ- 
գսւծի ստացման Ժամկետ *տմ արվում է վերջնական տեքստի ստացման որըւ

8, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռադրի սեկ օրինակը և 
քսմ բսւգրութ յուՆը իրավունք է վերապահում չգ բ ա ղվել մերժման պատճառների պարզաբանում ովւ 

^րգվս:ծի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Արիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է սւվյալ աշիւ ա տանքլք

10. Հ եղին ակը սյետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անոլնր և հայրանունը։
II. հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասզեն՝ Օրևսւն, Մարշաչ եաղըամյանի պող,, 24 բ> Ղի տ ութ քունն երի ակա» 
գեմիայի Տեղեկսւգիր, սերիա Մաթեմատիկա^!



ВЕСОВЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ И ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ 
В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ И В КОМПЛЕКСНОЙ 
ПЛОСКОСТИ

М. М. Джрбашян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №4, 1993

Основные результаты работы ֊ формулы вида /(г) = /’(/)(*) +Т(5/)(г), 
установленные в следующих двух случаях : (а) /(г) - функция класса
С} в единичном круге ГО и Р - ортогональный проектор простран­
ства £2{Ю; (1 - \г|р)°|г|7(1т(г)} на свое подпространство аналитиче­
ских функций ; (Ь) /(г) - функция класса С1 в комплексной плоскости
(подчиненная определенным условиям роста на бесконечности) и Р - 
ортогональный проектор пространства £2{С; |2|7бйп(г)} на свое 
подпространство целых рункции. В обоих случаях получены явные3£

формулы для ядер интегральных операторов Р и 7'.

“... и возвращается ... на круги своя”
Книга Екклесиаста 1,6

§0. ВВЕДЕНИЕ

В работах [1, 2] автором впервые были введены пространства Нр(а) (1 < р < :ю, 

а > -1) голоморфных в единичном круге ГО функций /(г), удовлетворяющих 

условию

1/Ю1Ф ֊ К1’)“ <+°°. < = « + ՛■')• (0 1)
ю

В этих же работах было установлено, что произвольная функция / Е /7р(о) 

допускает интегральное представление вила

= 0+1 /7 /(0(1 - К1Т ,бЮ. (0 2)
д ; * /7 (1-х)2+о

ю

Более того, интегральный оператор, порожденный правой частью этой формулы, 
тт Идействует в гильбертовом пространстве измеримых в ГО функции с конечным 

интегралом (0.1) с р = 2 как оператор ортогонального проектирования на Н (о).
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Эти результаты уже в у.к<раиных работах (4 ,:2] налили существенные приме֊ 

нения в вопросах построения геории факторизации весовых классов меромор<|>- 

ных в круге Ю функций. В дальнейшем были найдены многочисленные другие

применении ( за подробностями отсылаем, например, к обзорной работа [3]). - < т. • 0 • • ♦ ,
Позднее выяснилось (см., например, [4, 5]), что для гладких в Ю функций

класса Г?1 (ГО) имеет место формула типа (0.2), а именно :

1 +о

(1г)}

(03)

В частности, для аналитических в Ю функций / Е 67'(Ю) отсюда вновь
- л 4 ֊՛֊*•*» - • ■ н *

получаем прсдс гавлени^ (0.2). По-видимому, автор работы [4] не был знаком' с

упомянуты ми вз.ппс исследованиями. Только 1 * • • . •
.1^1 * * • - • •

этим можно объяснить го • * •
я %

обстоя-

।сльхтуОц что В [4] формулы (0.2), (0.3) приводятся в качестве общеизвестного 
.. . . . к - • ' ,«,«»•>.*» *•;

(почти фольклорного) фак га, без какой-либо ссылки.

В §§1,2 настоящей работы для функций класса 67՛ (Ю) (э го условие можно

значительно ослабить!) устанавливаются новые весовые интегральные предсча- 

вления, являющиеся существенными обобщениями формулы (0.3) (а значит, и 
(0.2)). . ■ ; V ЯР ЗЯ

В работах [6, 2} автором были вве/юны весовые классы целых функций

а՜, р > 0), удовлетворяющих условии^

е-‘И’"Г|и,|Р- Ш — и ֊1֊ IV
• ։ »

и для них были установлены интегральные представления вида

-Ф1' |и;|Рг2

г де

4=0

иг

Ц1 + ы/рГ
суть •/г; ; ч •. • - ■ •

целая функция । ипа Ми ггаг-Леффлера. Выло показано такие, что инге-

। ральныи оператор, естественным образом возникающий из (0.5), действуе'1 в . , е г , . —
1 ’ » • > • »՛ • • 4 - ' *

гильбертовом прост ранстве измеримых вС функций, удовле) виряющих (0.4). как 
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оператор ортогонального проектирования на М2(а,р). Заметим, что при р = 2 

формула (0.5) принимает весьма простой вил

/(*) = </иЛ. »ес. (0 6)
ю

В ра6о։с [7] были рассмотрены классы целых функций, удовлетворяющих усло­

вию

|/(ьу)|рс *1“^ |ш|7 йи Ли < оо,
С •

I < р < ос, > 0, 7 > -2,

обобщающему (0.4). Для этих классов было установлено интегральное предста­

вление вида

. О(Т II . л,
/(*) = II Л™)«՜’1“'1 |шрк,/։(а71,1й>-,ц) </и </и, г £С, (0.7)

С
где

ос

Ь’р/2(ш;р) = ^2
4=0

р =
г(р + 2*/р)’

При р — 2 было доказано соответствующее утверждение об ортогональном 

проекторе. Отмстим также, что в рабоче |7] установлены и многомерные аналоги 

формулы (0.7); даны некоторые приложения. В связи с формулой (0.7) возникает 

задача получения ее аналогов для гладких в С функций. В специальном случае 

р ~ 2, 7 = 0 такая формула известна. Л именно, справедливо следующее 

обобщение (0.6), вытекающее из некоторых общих формул работы 8] :

/(г) = ֊ И <1и ^ ֊ '֊ Ц с“* Ли Ли, г £ С

с с
(0.8)

В рабочг [8] подобного рода формулы устанавливаются для функций мног их ком­

плексных переменных.Что же касается той части содержащихся зам результа­

тов, которые имеют отношение к функциям одного комплексного переменного, 

то необходимо отмстить, что в [8] рассматривается весьма общий случай, ко> да 

вместо весовой функции берегся вес вида е *(“'), где ՝р(п;) (ш ՛ диа՜

жлы гладкая выпуклая функция. В этом случае устанавливается формула типа

(0.8), также имеющая в своей правой части два слагаемых. Однако, авторы [8]
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отмечаю!՝, что за исключением частного случая y?(w) = <т|ш|2, не совсем ясно, 
.... • , ■ •. .՛ » ••Л . . * . ՝ •......................................................................................................................................................................................................................... .• ■ , .

является ли первое слагаемое полученной ими формулы соответствующим интс-
À Vt ‘ri • ’• Ч** • • •*•«" • . •! ь , *4* . *• I

тральным оператором ортогонального проектирования (см. правую часть (0.7)).
, ՛ 1 _

В §3 данной работы, основываясь на формулах §2 и совершая предельный 

переход от круга к плоскости, установлены новые весовые интегральные форму­

лы, являющиеся аналогами (0.7) для гладких функций С. В §4 дается прямое (не

опирающееся на результаты §2) доказательство этих же интегральных предста­

влений. В частности, получены также далеко идущие обобщения формулы (0.8). 
, с. ։ • . . * * *

В §5 рассмотрены важные специальные случаи формул §4, представляющие са­

мостоятельный интерес.
Ч * е* И» ’ •* ь »» ’ 1 . - > ' • ։ -• • • • \ - ’ • - . ,

В заключение отметим, что результаты этой работы, безусловно могут быть

эффективно использованы при 

в соответствующих областям.

построении минимальных решений ^-уравнения
I 4 и» V • * •

. F » I 4
% * » 

V

1.1. Пространство НрраЛ(Ю). Пусть JD = {г ЕС :

§1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

|z| < 1} — единичный круг

(1.1)

произвольные параметры.
•» . ՛.>՛' i ՛ ՛ • »• ■ • ՝» 

Введем также вспомогательный параметр

и обозначим через Нра 7(Ю) множество аналитических в ID функций /(z) с

конечной нормой

(13)

। де dm(z) — rdr d~p (г = ге1*). Прежде нсего докажем следующую лемму.

Лемма l.i: Если f(z) 6 HJU1(1D) (р > 0, а > -1, 7 > -2), то fx(z) = 

= f(KZ) f(z) к —* 1 — 0 по норме (1.3), т.е.

я11։1пп // ~ - /(«2)ip <bn(z) = о.
©

: • • . L V՛-.-' ; < • 1 ЬНС 1 ' S • • к'
-И* ' Л



Весовые интегральные представления аналитических и . . . 7

Доказательство. Для данного € > 0 выберем такое 6 € (О, I), чтобы

(i - ЫТИЧ/(*)Г <М*) <

Далее, используя неравенство (н4-6)р < 2р(ар +bp) (а, b > 0, 0 < р < оо), получим

/ = 11(1- |гК)°|2П/(г) - /(kz)|₽ dm(z) < /, + 72 + /3, (1.5)
ПЭ

где
/| = Ц (I -И'Ж1/И-/(«)1’ dm(z), 

l*l<*

/2 = 2V / (1-НТИЧ/(*)1’<М4
«<|*|<1

/.ч = 2” I Л (1 - И-ТИЧЛ«)!'’ drn(z).

£< |*|< I

Очевидно, что < е при к (ко < к < I) достаточно близких к 1, поскольку f 

равномерно непрерывна в круге |г| < 6. Кроме того, /2 < 2рс в силу (1.4). Для 

оценки /3 воспользуемся тем известным фактом, что интеграл

Г՛֊ / |/(rc'*)|” dy>, 0< г< 1
./о

является неубывающей функцией от г, и поэтому /3 < /2 < 2Р£ в силу (1.4). В 

результате из (1.5) следует неравенство / < (I 4֊2p+l)f, к0 < к < 1, и ввиду 

произвольности € > 0 утверждение леммы установлено.

1.2. Интегральное представление. Напомним определение функции типа 

М иттаг-Леффлер а

Г (г• н) = ----- ------ с. Р > Ю» 0*6)

ко1\>рая при любом р € С является целой функцией порядки р и I ипа 1. Испо.п. ՝> я 

условие (1.1), докажем следующую теорему.

Теорем» 1.1. Лю««* функция /(-') 6 (Ю) Спускает интегральное uped-

ставлен нс
(1.7)
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где. ядро
? V Г(1+а + /1 + 2*/р), Фо (2՝л IV) — „ . . / 777 о » у \ (2IV) =

2Г( I + л) “ I (д 4-2*//>) 7

= 2т^/°°е“<£'>/г(‘’/.',г®;р)<а+'‘^’ ։его՛ и’бБ (1.8

по 2 голоморфно о ГО, а по и) антиголоморфно в ГО и непрерывно в Ю

Доказательство. Рассмотрим интегралы

т = 0, 1,....

Переходя к полярным координатам ( = гс**, дгп(^) — где получим

(1.9)1к,тп = о, к / т, к, т = 0,1,...,

2 Г(1 + а)Г(м + 2Ур)
р Г(1 +//+ <* + 2*/р) ’ 0........

1’ * Г ; И 1 . * 41 *» .՛ "*. . ‘ ’ •

Совокупность формул (1.9) (110) может быть записана также в виде

Р
2Г(1 + а)

Г(1 + сх 4֊ р 4֊ 2т/р) 
г(м + 2ш/р)

(1т(О =

при т = к 
при т к

т, к = 0, 1,...

Суммируя эти формулы по индексу т = 0, 1,..., для фиксированного к > О

получаем

(I - К1ТШ‘<М*.<() ^‘(0 = г“, к = О, 1,...

Отметим, что произведенная при эзом перемена порядков суммирования по 

т > 0 и интегрирования по Ю законна, поскольку разложение (1.8) ядра Фа(2> I 

при любом фиксированном г 6 ГО сходится равномерно по переменной ю € (п

этом можно легко убедиться, пользуясь формулой Стирлинга). Далее, если

ОО
/(с) = £«*с‘, < е го,

*=0
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то ряд
оо

52“*«)* = ДО, 
*=0

О < к < 1

сходится равномерно по ( 6 Ю. Поэтому равенства (1.11) очевидным образом

приводят к интегральной формуле

֊ /7(1 ֊ 1С1Т1СГ’<МлС)ДО <НС) = до, 
7Г у у

ГО

гею, О < к < 1. (1-12)

Формула (1.7), которая является основным утверждением теоремы, следует из 

(1.12) путем предельного перехода при к —♦ I — 0 на основе Леммы 1.1. Дей­

ствительно, в случае р = 1 непосредственно, а при 1 < р < оо применением

неравенства Гельдера получаем

- // (1 - 1<1Т1<Т<М*.С)/(С) <МС) - /(«*)

Остае тся установи ть второе из представлений (1.8) ядра Фа(г, ш) :

Ф„(2, ш) Р 
2Г(1 4- о)

ОО

*=0

Г(1 + а + р + 2к/р) 
г(р + 2*//>)

Р у- (*ш)* 
2Г(1 +а) г(м + 2*//>)

Законность перемены порядков суммирования и интегрирования следует из то о 

факта, что р) - целая функция порядка р/2 и I ипа I.

1.3. Минимальное свойство. При прежних ограничениях (1.1) обозначим че­

рез Ь2 (113) множес тво всех измеримых в круге Ю комплекснозначных функций О’ । г V ՛
/(г) с конечным интегралом

- |(П“1СГ1ДС)1г ■НС)
I

ГО I
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Очевидно, что 12р а7(Ю) - гильбертово пространство со скалярным произведе­

нием

[/,»]= //(1 - К1Т1СР/(С)р(<) \ Н ч . ...
И)

Кроме того, пространство //^ (ПЭ) аналитических в Ю функций являемся

замкнутым подпространством в в ^ОЛ(Ю) определим 
■ I .

интегральный

оператор

■՛ = ^(1-ктсрфи(^)/(с)Лт(<:),
аз

Докажем следующую теорему.

Теорема 1.2. Оператор Тр действует л пространстве Гр,ол(Ю) Ка,С "I’- '

тогональнбл/ проектор на замкнутое подпространство II

Доказательство. Пусть / 6 !2р „.ДЮ) . Тогда функция аЛ(/)(г) определена 

при всех 2 Е Ю и аналитична в круге Ю, гак как ядро Фа(г, гл) голоморфно п> г 

и равномерно ограничено по |г| < г, |и;| < 1 (0 < г < 1). Согласно общей теории

। ильбертовых пространств справедливо представление

где Нрп ^(Ю) - ортогональное дополненис к Нр.п,-,№>}■ В час-гности, функция / 

единственным образом представляется в виде

Л2) = Л(2) + Л(2) г е ю,

где /, Е //Р2ОЛ(Ю), Л Е //2ОЛ(Ю)_. Для доказательства 'теоремы нам следует 
Л

установить тождество

• <

Так как /։ Е //ДОЛ(Ю), го из (1.13) и Теоремы 1.1 получаем з

— ^Р,ал(/1 )(*) Т ^/>,а,з(/2)(г) — /1(2) + р.а ,у (А )(2)» 2 € Ю.

Следовательно, нам остается убедиться в том, ч то

'/;.п>7(Л)(2) = 0| г ЕЮ.
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С этой целью заметим, что при фиксированном г Е Ю

л < ’11 ;Л ' ? ♦ • . >' 5*
(1-1С|₽)“1С17Фа(з,С)/2(С)</т«;) = 1(/2(с),Ф^<)]. (1.15) 

7Г

—иве
Но при любом фиксированном г Е ПЭ, Фо(г,^) как функция от очевидно, 

принадлежит пространству Н?а 7(ПЭ). И желаемое тождество (1.14) следует из 

(1.15), поскольку /2 принадлежит ортогональному дополнению Н՞ а 7(ГО).

Из [еоремы 1.2 в качестве следствия вытекает теорема о наилучтем приближе-

НИИ.

Теорема 1.3. Пусть /(г) € Ьр а 7(ГО). Тогда минимум функционала

*>(/.9) = _//(>- К1ТКГ1/(С) ֊ 9«)12 <МС),

определенного на семействе функций д(г) Е Н'* О>7(ПЭ), реализует функция

яМ = е

Иными словами

Ш9)>Р(/,9/), (lie)

Доказательство. Заметим, что Д(/, (?) = [/ — д,/ — р]. Далее, произвольная 

функция / Е Ь^О7(1О) представляется в виде / = <?/+/, где / принад­

лежит //^а7(ГО), г.е. / ортогональна пространству //^>ОЛ(Ю). Теперь, если 

9 € Н’ОЛ(Ю), то

T>(f, д) = (/ - д, f ֊ 9) = [7 + (9/ ֊ д), f + (9/ ֊ tf)J = 

= [7> 71 + (9/ “ 9> 9/ “ 9] + [7, 91 - s] + [9/ - 9՛ /)•

Ho [f,g, - s) = - 9,7] = 0, так как j 6 /^,О,7(Ю), a 9/ ֊ 9 e «?.а,г(^)-

Следовательно
J • r - <• V • , r

• ^(/,9) = [7,71 + 19/ - 9,9/ -91 = [/-9/,/֊9/1 + [9/ “9.9/ ֊ 91 -
• •

= P(/,9/) + P(9/.9)>P(/.9/) • 4» ՝ *

и, таким образом, (116) установлено.



12 М. М. Джрбашмн

§2. ТЕОРЕМЫ ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ

2.1. Интегральные представления в пространстве С^Ю). Прежде всего 

напомним определение хороню известных дифференциальных операторов

z = z 4֊ iy.

Отмстим, что для заданной в некоторой комплексной области непрерывно диффе­

ренцируемой комплекснозначной функции / условия Коши-Римана (т.е. условия 

голоморфности) могут быть записаны как />/(л) = 0. Далее, как и выше, Ю 

- единичный круг в С, а / С С!(Ю), если эта функция и все се производные 

первого порядка непрерывны н замкнутом круге Ю. Как известно, для функций 

/ Е С'(Ю) имеет место формула Коши-Грина

Эта формула для аналитических в ИЭ функций переходит в известную формулу 

для единичного круга.1

1 Хорошо известно, что интегральная формула Коши на самом деле справедлива 

для значительно более широких классов аналитических в круге ID функций 

(например, для классов Харди Нр, р > I). Что касается формулы Коши-Грина 

(2.1), то и она остается в силе для более широких, чем С*։(Ю), классов функций. 

Однако, в данной paGoit? автор, избран себе основной целью получение новых 

интегральных формул, счел целесообразным оставаться в рамках класса С1 (ID).

В связи с Теоремой 1.1 мы естественным образом приходим к задаче полу­

чения формулы типа Коши-Грина

I [[ Df(Q-- // г ֊ , геШJ J s * 
ш>

для функций / £ С։1(Ю). Очевидно, для аналитических в Ю функций / £ 

(2.2) переходит в интегральную формулу (1.7) Теоремы 1.1. Мы a priori 
9 

предполагаем, что неизвестное ядро удовлетворяет следующим условиям :
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(а) Функция ^(г,^) определена при г Е Ю,£ Е Ю и, при фиксированном 

г Е Ю принадлежит, например, классу С։(ГО),

(Ь) ФДг.С) = 0 при 2еЮи(Е <910,

(с) Ф„(г, г) = I при любом г Е Ю.

Ниже мы увидим, что эти условия естественны.

Итак, пусть функция /ЕС1 (Ю) произвольна. Для фиксированного г Е Ю введем 

в рассмотрение дифференциальную форму

сеБ\<г>- (2з)

Далее, выберем € > 0 настолько малым, чтобы круг Юе(г) = {< ЕС : К - г| < 

< с} вместе с границей 5Ю<(/) = 7с(г) лежал внутри Ю. Затем применим к 

дифференциальной форме <^2(г) формулу Стокса в замкнутой области Ю\Ю£(г) :

/ л(С)-/ р.(С)= [ [ </^(0 ('֊•։)
Лэпэ У J

ПЭ\Ю<(^)

и заметим, что [дЮ <^,(() = 0, в силу свойства (Ь) ядра Фо. Кроме того 

/
Пт/ ^։(С) = /(г) 

* •»
в силу свойства (с). В результате, устремляя е 1 0 в формуле (2.4), получим 

֊/(г) = Ц 4<рг((). Записав затем </^г(£) в виде (2.3) и принимая во внимание, 
пэ __

что /9( 1/£ - г) = О, С € Ю \ (г), приходим к формуле

/(.) = _1 I/ ЛО-у^О ,,„ю _ 1 [[ ^Ю. .ею.
* Л С. - 2 * 7/ С ֊ гю пэ

•. . (2 5)

справедливой, таким образом, для произвольной функции / Е С1(Ю). Сравнивая 

формулы (2.2) и (2.5), легко заметить, что вторые слагаемые в их правых час гях 

совпадают. Для совпадения и первых слагаемых предположим, ч то соотношение

• й(фа(г.<) = -«- г)(1֊К1Т1СГ*»В.С). сеиэ (-.6)

вынолнясч'ся для каждого <|>иксированного г Е Ю. 3 аким образом, задача на- 

хождения интегральной формулы (2.2) типа Коши-Грина для класса функций 

С‘(Ю) свелась к поиску ядра Фо(г, () (г Е Е Ю), удовлетворяющего усло­

виям (а), (Ь), (с), а также уравнению (2 6)-
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Лемма 2.1. Если существует ядро, удовлетворяющее условиям (а), (Ь), (с) и 

уравнению (2.6), то для него справедливо представление вида

/ \ л|ш| /• оо
Фи(г։м) = I - и>--- -— / (1 - |г|р)иг', + 1 / е“Ч°+р Ер/2(12!рг*г/ы\ ц) д1(1г,

1(1+ а)ш Уо Уо
2 ЕЮ, шЕГО\{0}. (2.7)

Доказательство. Зафиксируем г Е ГО, запишем формулу Коши-Грина (2.1) для

функции Фо(г,С) Е С (ГО) :

ш Е го.

Отсюда, ввиду условия (Ь) и (2.6)

Ф„(2, ш) = <МС) =

= КНаКГ<Мг.С) <йп(О+^ II(I - </т(С),

ю ю
2 Е ГО, щ Е ГО.

Заметим теперь, что первое слагаемое в правой части тождественно равно 1 

(эю .юг ко следует из 1еоремы 1.1, если положим / = 1). Поэтому, с учетом 

(1.8), получаем

г е го, ш Е ГО.

Меняя порядок интегрирования и переходя к полярным координатам, будем 

иметь

। \ р( ю — г} Гж р «7+1Фо(2,ш) =1 + ---- х
1 (։+л)Уо Уо 2тг»
[ рр2 2К\

ХА|=Г—«г֊и>) гею՛ с2-8)
Далее, разла! ая функцию типа Ми г гаг-Леффлера в ряд, из теоремы о выче тах 

получим

Г (/1 + 2к/р) 2тп
___________

(С - ш)
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оо

4г=0

12к/рг2кгк

։՝(я 4- м/р)
если г >
если г <

|ш| 
|о||

О,
-^-1Ь’р/2(12^г2г/ш;р),

если г > |ш| 
если г < |ш|.

Теперь из (2.8) следует, что

х к “7>) 2/уг՝^,1г гею, ։лею\{о)

После упрощений и перемены порядков интегрирования получается формула 

(2.7) и, тем самым, доказательство завершено.

После того, как Лемма 2.1 доказана, естественно определить ядро Фо при 

2 6 Ц ш 6 Ю \ {()} по формуле (2.7) и выявить сю свойства.

Лемма 2.2. Пусть ядро Фа(г, ш) определено формулой (2.7). Тогда при каждом 

фиксированном г Е 1) справедливы следующие утверждении :

/. Функции Ф։»(г,1г) принадлежит классу Сх (Ю \ {()}) и в Ю \ {0} удовле­

творяет уравнению (2.6).

2 При и —♦ О справедливы представлении :

Фа(г, ։/՛) = 1 + О(|и/|> +1), если г / 0, (2-9)

Фи(0,п>) = 1 + О(|шр+2). (2.10)

3. Фп(г, ш) = 0, и> С с/Ю.

Т Ф<։(г. г) = I, если г / 0, (2-1 1)

Гнпа Фи(о,»/») - I. (2.12)

Доказательство. Из формулы (2.7) легко следует, чти Фа(г,и>), как Функ­

ции о г и՛, принадлежит классу С։(Ю\ {0})- По правилу дифференцирования 

сложной функции имеем

=£_ |ш|-)“|шР + 1
()й: Г(1 + ») «•’

Ш е 1.5 \ (о).
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И поскольку ֊-^ = ~т~7> то используя (1.8) получаем (2.6). Тем самым, 
ди> 2|м|

утверждение 1 доказано. Далее, (1.8) очевидным образом влечет оценку

— гру гу + 1 <1г, и> 6 Ю \ {0},

откуда легко следуют (2.9) и (2.10). Затем, если ш С ЭЮ, г.е. |ш| = I, то после

•Л

простых преобразований получаем

, х Р ш — г[ 1 12и1)=‘-Г{1+а) ш Л е ^Г04Т2ШХ

... . I и) — 2- г>’)1։г2* + > +1 (]г (И — 1----- —-------х
(1 + о)

//(I + о, + *2к/р)(гй})к 
Цр + М/р)

ОС- г . V) — 2 I— 5 (2,/;) = 1--------- у—= ֊ о.
и; л—' и) I — 2Ц)

Ч го же касается утверждения 4, то (2.11) непосредственно следует из (2 7), а

(2.12) является следствием (2.10), так как у > —2. Итак, лемма полностью

доказана.

Замечание 2.1. Напомним, что нашей целью являлось нахождение ядра, удо­

влетворяющего условиям (а), (Ь), (с) и уравнению (2.6). А между гем, как эго 

видно из Леммы 2.2, построенное нами но формуле (2 7) ядро Фа удовлетворяет 

несколько иным условиям 1 см не менее легко видеть, что при этих условиях 

проведенные выше эвристические рассуждения (вплоть до получения формулы 

(2 »‘>)) сохраняют силу. Поэтому справедлива следующая основная

Теорема 2.1. //усгль и ФЛ определены, соответственно, по формулам

П Л) а (2.7). / о,‘.да произвольная функции / £ (' (Ю) пр/ дстааляе.гпе.я а виде

(2-2)-

Замечание 2.2. Первое слагаемое в правой части (2.2) - оператор ортогон «а ль но- 

10 и рос к ч и рован и я /^О7(Ю) на свое подпространство Н ,г Г(Ю) (см. Теорему 

1.2). Следова 1ельно, нгорое слагаемое в формуле (2.2) порождает оператор орто­

гонального проектирования (' <ю) с (1О) на НДа.,(ГО).

Следующая лемма дополпяе։ у । верждения 1 4 Леммы 2.2
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Лемма 2.3. /. При каждом 2 Е Ю справедливо предельное соотношение

.. Фа(г,ш) I - е~**хЛ?.. (1 - = 7(2Та) /„ (2.13)

2. Дли произвольного компакта К С Ю равномерно по 2 Е К

= 0{(1 ֊ |и^)1 + о} при |ш| —♦ 1. (2.14)

Краткое доказательство. Используя легко проверяемое тождество

р(ш — 2) Г 
1(1 4֊ й)ш Уо

(1֊г')"г’+1 [“ е-՝1а+“Ер/1(е>1’Г12^-^<11<1г։ 

У о

запишем формулу (2.7) в виде

Ы < |ш| < 1.

01 сюда соотношения (2.13) и (2.14) получаются стандартными рассуждениями, 

которые мы опускаем.

Частный случай Теоремы 2.1. Рассмотрим частный случай Теоремы

1 имеющий принципиальное значение. Пусть р — 2, а > — 1, 7 = 0 (и тогда 

1). В этом случае из (1.8) следует, что

о
гои

(1

(2 15)

при любых 2 Е Ю и н» Е Ю. Далее, из (2.7) следует, что при : С и и'6 Ю \ {0)

имеем

(2.16)

\0

(2 17)

ш — г
о о
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Заметим, что
(2.18)

где
и)

— Лх — ——
211’

Из (2.17) - (2.20) следует соотношение

Отсюда

(221)

Наконец, сравнением (216) и (2.21) получим, что

ш е Ю \ { 0}. (2.22)

о

э

Заметим, что в рассмотренном частном случае ограничение хи 0 оказывается
*

ИЗЛИШНИМ.-.. 1 ' .

Комбинируя формулы (2.2), (2.15) и (2.22), мы приходим к утверждению,

которое, хотя и является час тным случаем Георемы 2.1, целесообразно сформу­

лировать в виде отдельной теоремы.

Теорема 2.2. Ксли / 6 С։(Ю), то при любом о > -1 справедлива интеграль­

ная формула (0.3).

1 аким образом, отмеченная во введении формула (0.3) представляет собой спе-
\и € * • * * • ?• ;’•՝ >

циальный случай (2.2).

§3. ПРЕДЕЛЬНЫЙ переход от круга к плоскости 
» г - - 4

В этом параграфе мы будем опираться на классический результат, принадлежа­

щий Лапласу (см., например, [9], Раздел II, Глава 5, Задача 201), который можно 

сформулировать следующим образом. - ' - . г.9
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Пусть функции ^(х), Л(х) и /(х) — ехр[Л(х)) определены в конечном или бсско- 

ночном интервале а < г, < Ь и удовлетворяют следующим условиям :

1. При всех целых г — 0, 1,... (или просто при всех О г < оо) функции 

^(х)[/(х)]г = ^(х)сгЛ<х> абсолютно интегрируемы в [а, 6] ?

2. Функция Л(х) в некоторой точке < € (а, 6) достигает максимума, причем 
• •

в каждом замкнутом отрезке, не содержащем 8ир/*(х) < /»(£).

3. В некоторой окрестности точки £ существует и непрерывна А"(х), причем 

Л"«) < о-

4. Функция у>(х) непрерывна в точке причем <р(£) 0.

Тогда при г —> оо имеет место асимптотическая формула3

Мы будем рассматривать класс С1 (С) функций /•'(«), непрерывных во всей

«-плоскости С вместе со своими производными первого порядка. Если /-’(«) - 

произвольная функция из С1 (С), то очевидно при любом R > 0 /г(«) € 

где Юд = {г 6 С : |г| < R}. Следовательно, простая замена переменных в 

интегральном представлении (2.2) Теоремы 2.1 приводит к формуле

при любом R > 0, и р, 7, о, д, удовлетворяющим условиям (1.1) , (1.2). Ядра 
< 1 а

ФА и определяются соответственно формулами (1.8) и (2.7). Зафиксировав 

2В упомянутой Задаче 201 эти условия формулируются для значений г = 0, 1,..., 

но нетрудно заметить, что результат остается в силе вообще для всех г > 0. 
'Здесь и в дальнейшем запись н(г) ** Ь(г)} г —* оо означает,что
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произвольное а > 0, положим • • ' * • • • . » I
• •

I

Rp (т!1р = <тг (33)

и введем обозначения

w

I1

R' RJ R-pp<bar Z. W (3.4)

\R' R
w \
"г» I » w е юя \ {о}. (3.5)

w
= Ф

Тогда, с учетом (1.8), (2.7) и (3.3) (3.5), будем иметь

Ф«дг,ц)= Tr/ffr)TT /OO[e‘"։T^^/2(<T2/^'',/^w;M) dx, 
21 (rrr + I) Jo

i де

(3-6)г, w E Юя,

w е юя \ {о}, (3-7)

Кроме того, формула (3.2) принимает вид

1 [ [ Е)Р(и) т , 
~~ 11 г ^гп(ш), г Е Юн- (3.8)

ПЭ н » ’' 1Л ՝ 1 ՝* • ։ . . • I• * ( */
I еперь мы намерены в этой формуле устремить R —» +оо (или, что то же самое, 

к. .. „ >-• Ь "
устремить г —♦ +оо). Для этого, опираясь на сформулированный выше класси- 

» *т ' ‘ А. • г Т 1 * 1 • ՝ • •.
чсский результат Лапласа, выясним асимптотическое поведение ядер Фа>г(2,ш) 

. ■ • > *? • .» * ’ •• • «. •
и '^о,г(г,ш) при г • +ос. В случае интеграла (3.6) положим

^>(z) = ։'‘£p/j(<r2/*x’/'>z®;p), х е (0,оо), 
I

[0,оо),
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а для интеграла (3.7) при тех же возьмем

21

<р(г) = />’р/2(<т2/рх2/рг2г/и;;р), х € [0, оо).

Тогда легко видеть, то в обоих рассматриваемых случаях функция Л(х) до­

стигает максимума в точке ( = 1, А"«) = -а < 0 и <р«) / 0. Таким образом, 

условия, необходимые для справедливости асимптотической формулы типа (3 1), 

соблюдены. Воспользовавшись формулой Стирлинга

Г(Г(7 -р 1) - х/2^(га)га+1/2е-г<т,

получим следующую теорему.

Теорема 3.1. /. При любых г, и/ £С справедливо предельное соотношение

1пп г — ф-оо Фа.г (г. 1л) ~-^р/2(^2/₽г^г,/х) = Фа ос (г, ш).

2. При г Е С и ш Е С \ (0) справедливо предельное соотношение

ш - г /“1Нги Фст г (г, и?) = 1 — рсгр------- / С-°1Т1*'+1 х
г-^ + оо ' ш

х ЕР12(<т71(,т2г/ш\ц) дт = ФО1;5О(2, ш).

Наконец, в (3.8) устремляя Н —♦ 4-ос в формуле (3.8), получаем основную

теорему этого параграфа.

Теорема 3.2. Если функция Е(г) Е С1 (С) подчинена некоторым дополнитель­

ным ограничениям, то для нее справедлива интегральная формула

* Л/ ш - г 
С

(3.9)

Замечание

ограничения

3.1. Упомянутые

на функцию /'(г)

в формулировке Теоремы 3.2 дополни тельные 
V г .

е С*(С) буду։՝ указаны в следующем пара! ра-

фс, где проводится прямое доказательство формулы (3.9), по многом схожее с 
р г .. Л ;: - • • •

доказательством 'Теоремы 2.1.
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§4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

В КОМПЛЕКСНОЙ плоскости

Пусть р,су > 0, у > -2 и р = (у + 2)/>. Обозначим через /,£ ^(С) (1 < р < оо) 

класс измеримых в С комплекснозначных функций /(ш) с конечным интегралом

Г Г 4
// |/(ю)|яе՜*1՝"1’ 1ШГ <1тп(\1)) < сю. 

с
Далее, обозначим через //£ „ 7(С) подмножество целых функций из /,£ ^(С). Как 

уже отмечалось в §0, в работах [6, 7] было установлено, что функции класса 

//^П>(С) допускают интегральное представление

/(г) = - /7 е_<т|и |'’|н;РФоо(г, м)/(ш) с1т(и)), г ЕС, (4.1)
7Г

ГДС •

Ф֊х,(г։ ш) = — 2,шЕС. (4.2)

Кроме того, было доказано, что при р = 2, интегральный оператор, порожда­

емый правой частью формулы (4.1) - оператор ортогонального проектирования 

пространства 1,7рау(С) на свое замкнутое подпространство Нр(Гу(С).

В этом параграфе наша цель установить аналог формулы (4.1) для функций 

класса С1 (С) (удовлетворяющих, конечно, определенным условиям роста на 

бесконечности). Иными словами, мы намерены получить формулу типа Коши- 

Грина

е <7|г|

1 //■ Г ,
~ 7Г // ~11) - 2 2 ес (4.3)

которая для целых функций очевидным образом переходит в формулу (4.1). Ядро

Фцо в (4.3) пока нам неизвестно. Предположим, что

(а) ФОо(֊г1и;) определено при з, и 6 С, при любом фиксированном 2 ЕС, как 

функция от ш, принадлежит классу С1 (С) ;

(Ь) При фиксированном г 6 С функция и>) достаточно быстро убывает 

на бесконечности (смысл этой фразы будет уточнен ниже);
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(с)^по(^|^) — ।, ^ е с.

Для нахождения явного вида ядра Ф^ мы проведем эвристическое рассуждение, 

аналогичное тому, которое было применено в §2. Предполагая, что / е С։(С) и 

точка г ЕС фиксирована, рассмотрим дифференциальную форму

Ш <€С\Щ. (4.4)
4 71 4 Ц — 2

класса С1. Зачем, при 0 < с < Н < оо положим 7с(з) = дЮ£(г), 7я(*) = 

/ЛЛя(г). Далее, применяя к форме ^>1 формулу Стокса в замкнутый области 

Юд(г) \ ГОе(г), получим
•< I г;' <-ь > 1 * ’ ' * * ' ’ * ՝ * *Л Р р л

/ ¥>.«)-/ ¥>«(0= / I (4.5)
Ал(«) А.(*) <_______ д

Юя(ж)\Ю.(х)

Затем заме тим, что в силу условия (Ь) (конечно, пока довольно неопределенного) 

0 при Н +ос’ а н силу Условия (с) А.(л)^(О “* Л2) при

€ о. Поэтому, устремив R —» 4-ос, с — 0 в формуле (4.5) и вычислив ^(С),

на основании (4.4) получим

/В) = I/ - ֊ I/ ֊^^(.,С) </т(0, г ЕС.
* 7./ Ч - 2 * Л Ч - 2С С

(4.6)

Сравнение (4.3) и (4.6) показывает, что необходимо выполнение следующего 

соотношения при любом г£С:

ЛЧ-^(г.С) = -« - ^)<>-‘’1<1"КрФ«,(2,С), с 6С. (4.7)

Итак, мы должны найти ядро Фэу, удовлетворяющее условиям (а), (Ь), (с) и 

уравнению (4.7).

Лемма 4.1. Если ядро Ф«, е требуемыми свойствами существует, то для 

него справедливо представление вида

Ф.А,(2։ш)^-| -р<у'1֊----- / е՜՞1^ гу^1 Ер/2((г2/1,г7 г/ицц) (1г}

г С С, ш€С\{0}. (4.8)
♦

Доказательство. При фиксированном г Е С, в силу обычной формулы Коши­

на, для |м.’| < R. мы имеем

(4.9)
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4-оо, го первое слагаемое в правой частй (4.9) будет стремиться к

нулю, в силу условия (Ь) на ядро Фе». Поэтому, с учетом (4.7) получим

I
<

Далее, если воспользоваться формулой эго представление

можно записать в виде

U) — z

л՜
—- ^т(С), 
U)

w ЕС.

Подставляя сюда выражение (4.2) и переходя в
• I <

интеграле к полярным координа­

там, ПОЛУЧИМ %

ОО

— С
‘2 л i 1<1=г С(С - w)

г,

I

П<> легко видеть, что

|(|=г ' <(С ~ «’)
W

w;

Таким образом, (4.8) следусч из (4.10) и лемма доказана.

Установленная лемма позволяс'1 перейти от эвристических 
• . « • » । ♦. г . i ։ • 4 г рассуждений к

< « pol им выкладкам. А, именно, определив ядро Ф^ по формуле (4.8) можно

иерей । и к выяснению основных свойств этого ядра. Прежде всего, справедлива 

прос гая

Лемма 4.2. Пусть ядро Ф^ определено по формуле (^.8). Тогда при каждом 

фиксированном 2 ЕС справедливы утверждения :

/. Функция Фтс(г, ш) принадлежит классу С1 (С \ {0}) и удовлетворяет

уровне ник> (J. 7)

2. При w — О

Фоо(г, w) = 1 4֊ O(|wp+1), если z ± О,

-А< 1 < « *С 4 * »• * н

Ф^о(0, ш)= 1 +o(|wp+2).

'J'»։(■։, z) = 1, если г / О,
• 1 f , i . ‘ *. V

limU(_0 *«>((), w) ֊ L
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Доказательство по существу повторяет аргументацию Леммы 2.2, и., поэтому, 

мы его опускаем.

Лемма 4.3. Пусть ядро ш) определено по формуле. Ц.Н). Тогда для любого 

е 6 (0, 1) а для произвольного компакта К С С

равномерно по z Е К.
• >

Доказательство. Во-первых, отметим тождество
Г ОО

\ =/>ар —----- / с~пг !?p/-i((T^(,r2z/w։jk) dr, |zl < |w| < oof
1Г J(i

которое легко устанавливается почленным интегрированием разложением в ряд 

функции типа Миттаг-Леффлсра. Следовательно, формула (-1 6) при \z| < |и-| < 

оо может быть записана в виде
, г00

^ос(2. м;) 1 — —) / с“П|Г| г ’ч 1 Ьр/2(/72^г2г/а՛; р) dr =
w J\~\

c-‘’։Ell/2(a2,l,x'ill’z/w:ll)J-'‘-' dx. (I ll) 
J\h> I *

Далее, поскольку Ep/?(w,p) - целая функция порядка р/2 и типа 1, то можно 

подобра ть такую константу А > 0, чтобы во всей плоскости С была справедлива

оценка

Ib’p/2(w;/я)| < Де2||1>| , wGC. (4 12)

Однако, если € 6 (О, 1) произвольно и |z| < Al, a |ir| > (4/f)2^рR, то имеем 

\г/и)\р1* < с/4 (в частности, |zj < [w|). Следовательно, из (4.12) следует, что

|^/2(аа^х2/''г/«.';/<)| < Ле'°г'\ х 6 (0,ос)

раниомерно ни |г| < /? и |ш| > (■1/е)2/''/Г Па основании эпй оценки из (I II) 

следуют сио гн< »ик ния
ос

՝ е. е
|w|*

I

•АО

Лемма ул »казана.
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> ъ - • ՝* Ъ __
Замечание 4.1. В ито1т мы построили по формуле (4.8) ядро Ф^». Однако, как

I . . •' • IJ »W *• • ? f ' * •• » * 4
• • I -г ■ • - .

это следует из Лемм 4.2 и 4.3, первоначально требуемые от ядра Фоо априорные

свойства несколько видоизменились и уточнились. Но легко видеть, что провс-
, • - .4 ՝ . ‘ ‘ V ч» • • ՝ ►

деннЫе выше эвристические рассуждения (вплоть до получения формулы (4.8))
. ■ • • « k * • I •■ • vi • ' * .

остаются в силе, если должным образом подобрать класс функций f(z). Тем са­

мым, справедлива следующая

Теорема 4.1. Пусть ядра Ф^с и Ф^о определены соответственно по формулам 

(4-2) и (4-8). Тогда интегральное представление (3.9), где Фв>оо = Фсх) и 

Ф„-к, = Фе», справедливо для каждой функции /(г) € С’(С), удовлетворяющей 
» ։ ’ ,՛ : . .. • ՛ 

следующим дополнительным условиям : 
1 4 • ‘ I ’ ♦ ’ • < Н • ՝ ’ ։

(а) для некоторого е Е (0, 1)
। к ; ' 4 г • 11 Ц’1

/(г) — О(со(‘-։)|х|'’) ври |г| —» оо; ' (^З)

(Ь) для некоторого е Е (0, I) 

• ч ։ Л
/}/(г) = ^)(С‘Д1 •£)1г1 ) При |2| 00

г *

В частности, для целых функций /(г), при некотором с Е (0, 1) удовлетво­

ряющих опенке (4.13), мы вновь nu.ivчаем представление (4.1).

Замечание* 4.2. Заменим, чю 1еоре.мой 4.1 вновь устанав.1ивается формула 

(3.9) предыдущего параграфа, но уже՝, с конкретным указанием < <ютнетствуинцс- 

го класса функции.

Наконец, обсудим один важный частный случай Теоремы 4.1. Пусть р — 2.

<т >• О и ~г՝— 0 (слсдонагельно, р = I) В э'гом случае формула (4.2) принимает 
{ । I • ► •

НИД

4*^(2, ш) = /тА'Дагн); I) — acat'u, z, ш Е С.

Далее, из (4.8) при г Е С и w ЕС \ (0) получаем

о
( I.i4)
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Заметим, что в рассматриваемом случае ограничение ш / 0 излишне. Следова- 

тельно, основная формула (4.28) принимает вид (0.8), где функция /(г) £ С1 (С) 

удовлетворяет соответствующим условиям роста на бесконечности.

§5. ВАЖНЕЙШИЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ТЕОРЕМЫ 4.1

5.1. Специальные случаи ядра Фоо. Напомним, что при г 6С, ш ЕС\ {0} 

ядро Фоо(-г, м) определялось по формуле (4.8), где р}а > 0, 7 > -2. В настоящем 

параграфе мы будем предполагать, что указанные параметры не произвольны, 

а выбраны следующим образом :

2 , .«ч 2(1 + «) л 2 + 7
р = - (р = 1,2, ■■■), 7=------------- 2, Р= ------- = 1+к, (5.1)

Р Р Р

где к, > 0 - любое целое число. Ввиду обозначений (5.1) формула (4.8) после 

простых преобразований запишется в следующем виде :

f a |w|2^Fyj _  2 /
Фоо(2, w) = 1---------- / e~zxKE՝!/p(xpz/wt I + к) dx, z £С, wGC\(0).

w Jo
(5.2)

Далее, положим иу = ехр[2лт/р), и отмстим очевидные формулы

Л=0

кк Гр, если k = 0 (mod р) 
₽ (0, если k £ 0 (mod р)

Затем, воспользовавшись разложением

IXJ

р ’
4=0

придем к тождеству

/»=о

Лемма 5.1. В предположении (5.1) относительно параметров р,у и р при

(5.5)

(5 6)
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Доказательство. Прежде всего ог.мс։ им. что при любых а — О, I,... с нраве, «л и

во тождество

Далее, в < И. IV %причем в случае л՛ — 0 сумма՛ но индексу
> ■ • * • * •

к нопдос । у <псу i г . в> с ।.

(5.4) имеем

^1/Р(^Рг/и;; 1 + *) '

t( ледова i елыю, с ՝<н лиево (5.Н) получаем

Наконец, из (5 2) получим представление (5.5). ••• , .
: . - ... ՛. ՛

1 : ' > -"՛ 4։ Г. •’ • V* • ;՛.• 1 , ՝ д,
5.2. Дополнительны«՝. определении. Мы намерены провести дальнейшие

преобразования и упрощения формул (5.5) (5.7). С этой целью необходимо
. -...«5 ։- < Л • > ь Ч . » • '■ *■՛ • .уД

НВ« < I и дополни гсльны«՝ обо значении и уг ганови I ь некоторые соотношения.

11у ։ । ь р — I 2,... и л — Ц, I,.. произвольные целые числа. Очевидно, ч го 
' 1 • А.

а «'динствснным образом можеч бы 1 ь представлено в виде

а = у,лР -у г0, . (5 9)
• • • ; ՝ •. • - * т iц / л . * * в I 

л

। ле /у,, > и и и < ги < р - 1 - также целые числа. Более тою, легко видеть, ч го 

//,t [л /// Далее, вн«՝аем в рассми«рение полиномы от £ 6 С :

/;_ г71(<) =[}(!--՛;/), р > 2, ()<//<р-|. (5.10)
I-1’

* • •• I | 4 Ф » : . • Ч • • I • • Л - / • • 1 -- г •• * * • - • I
Лемм»։ 5.2. Имсе.т место тождество :

1 V" Л сес. (5.11)
’ I Л -И .

■

Доказатс.ль«՝.т во. Прежде всего отметим тождество

1՛ - 1
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В его справедливости легко убедиться, если заметить, что в (5 12) слева и справа 

присутствуют полиномы степени р, имеющие одинаковую совокупность простых 

нулей {^р : 0 < У < р - 1} ив точке ( = 0, принимающие одно и то же значение 

1, Следовательно, ввиду (5.12) и (5.10) будем иметь

Л=0 Л=0
(5.13)

Однако, если ( € Ю, то

(5.14)

С другой стороны, ввиду (5.3) и (5.9), имеем

если к = г0 4֊ пр, п = 0,1,.. 
в противном случае.

(5.15)

Отсюда и из (5.14) следует, что

(5.16)

Наконец, из (5.13) и (5.16) получаем формулу (5.11) при ( Е Ю, а значит, и при 

всех (ЕС. Таким образом, лемма доказана.

Следствие. Справедливы следующие формулы :

1
Р

С€С,

С6С, С#1. (5.17)

5.3. Основная теорема о представлении ядра Фоо-

Теорема 5.1. Н предположении (5.1) относительно параметров р, 7 и р при 

г 6 С, ю ЕС \ {0} имеет место следующее представление :

г де

(5.18)
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Доказательство. Сперва займемся 
: и в ՛••'. . 3 ՝ ‘ ' г> • ’ ՛.

представлении (5.5) . Очевидно

упрощением выражений для и} и в

(5 21)

Кроме того, последовательным интегрированием но частям получаем

к = О, I,...

Поэтому величина может бы ть представлена в виде • • < 4

(5.22)

Комбинируя (5.21) и (5.22), получим

£/, -и2 = ֊ (/;, (5.23)

где

(5.24)

(5.25)

Далее, согласно (5.17) и (5.24)

(5.20)
Кроме того, из соотношений (5.10) и (5.12) следует, что

Л = 1|
(5.27)
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Наконец, преобразуем величину :

՛ । Ний м *- ‘
С учетом (5.15) и (5.9) последнее соотношение принимает вид

=Р

(5.28)

Тем самым, комбинируя (5.23), (5.25) - (5.28), получим

(/, ֊ и2 =
4 * | э

(5.29)

Наконец, формула (5.18) легко следует из (5.5) и (5.29). Этим завершается

доказательство теоремы.
А

В заключение рассмотрим некоторые специальные случаи обшей формулы

(5.18). % •
Случай р = 1, к > 0 целое. Очевидно = 1, кроме того, в этом случае

Ро,о(С) = 1 и рп = к, го = 0. Следовательно, согласно (5.18) - (5.20)

ш
1’1 (г, ш) =-------см — г

(5.30) 

Заметим, что если к — 0, то второе слагаемое в правой части (5.30) отсутствует, 

и мы получаем

Ф<ю(-г. ю) = ехр(агй! - а|м| ],
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что вполне согласуется с формулой (4.14).

Переходя к рассмотрению случая р = 2, предварительно отметим, что roi да

Ldp = и2 = с։я — -1 и, кроме того Р\.р(<) = 1 + G ^i.i(C) = 1 ~ G

Случай р = 2, к > 0 - четное. Очевидно к - 2i/0 (р0 > 0) и г() = 0. Поэтому
ч 

1

V\(z,w) — — V л( Уг/Ш) ехР[а ] =
■ w — 2

Л=0

2ы Г . 7՜= /~/— I ÆTZ]=------- ch ax/zw + \/z/w sn a\/zw\,
uj — z 1

12(2, w) =2

Следователь но, получаем представление

^00(2,1»)=—----•(֊) e £,|u/|[Vi(2» ьи) - V2(2, ш)] =

(Z \ ~ | | f /------ y y w
— ) ch <rv zw -h x/z/w sh <tv 2ÏÛ1 —
w / J

В частности, при к = 0 (т.е. при i/q — 0) получаем следующее простое выраже­

ние :

Ф<»(г, w) — с 1 ■ ch сг\/zw -1֊ \/z/w sh <т\/ТТй].

Кстати, в этом случае ядро гоже записывается прости

Фоо(2, tu) =
а I— ch (j\Jztu. 
2

Случай р — 2, к > 1 - печатное. Очевидно к, = 2^о + 1 (//и > 0)и г0 — I.

(’ледова le.iLiio
1 ___

Л /*| л(\/г/tu) expfax/HÎL'J] =
Л=11

Отсюда получаем
. , . W — 2 / 2 \ -«'0-1/2 . .

ао(г,’") = \й) е-’’“1[Ц(г|») - V։(*.w)) =
/ Z \ - «'О _ | . ---------- -------

= ( — ) е |u/| ch a\Jzw 4- xjw/z sh (rvzwl — \ w/ 1 v J

m=0
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в частности, при к ±= 1 (те. при и{, = ()), имеем

^ои(ш) — с 11 ' [ ch гту/zw 4֊ \/w/z sh гтх/ггЛ՝,

и

ABSTRACT. Tho main results u( the paper consist in the establishment 
of formulas of the form /(z) = P(f)(z) + T(df)(z) in the following two cas< s : 
(a) /(■?) is a function of class Cl in the unit disk ID and P is the operator 
of orthogonal projection of the space /?{ID; (1 - Iz^)0 |zpdm(z)} onio its 
subspace of analytic functions; (b) /(z) is a function of class C} in I he 
complex plane (satisfying certain growth conditions near infinity) and /’ is 
the operator of orthogonal projection of the space /?{C; |zpdm(:)} 
onto its subspace of entire functions. In both cases explicit formulas for 
kernels of the integral operators P ami T arc obtained.
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Пусть Т - единичный круг. По теореме Сярасона, + С(Т) являет­
ся равномерной подалгеброй в Эта теорема расширяется для
обобщенных аналитических функций. В частности, доказывается ре­
зультат для почти периодических аналитических функций.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Г - подгруппа 1 руппы рациональных чисел наделенное дискретной то­

пологией. (] ֊ компактная группа характеров группы Г. 11а локально компак тном 

пространстве А, полученном из декартового произведения 6’ х [О, 1] отождествле­

нием слоя (7 х {0} в точку, рассмотрим множество функций {^и}лег4» определен- 

пых посредством • г) — ог(п) • гя, где Г+ = {д Е Г; а > 0}. Обозначим через 0 41. / I * 4 М • •
IIой алгебру ограниченных непрерывных функций на Д° — А \ (6’ х {!}), кого- 

рые локально аппроксимируются в окрестности каждой точки из Дп линейными 

функциями <£“, п С Г+. • ’ ’ ’

Пусть а нормализованная мера Хаара на С. Для каждой / Е //^ суше- ■ вь
стнует (для а почти всех о Е С>) предел

/*(о) — Гш1 /(д • г), (1)
г—. 1

принадлежащий £°°(гг) [1].



Q теореме Сарасона 35

Отождсс։ ним / ЕН с его граничной функцией /*. Пространство ограни­

ченных функций Н°°: является подалгеброй банаховой алгебры /^(а), которую 

мы обозначим также символом /7 ю. Если Г является группой целых чисел, го 

С ~ единичный круг .и алгебра Н ю является алгеброй ограниченных аналити­

ческих функций на открытом единичном диске {/ЕС: |г| < 1} в комплексной 

плоскости. В э том случае, по одной из теорем Сарасона, пространство //ПО+С’(6') 

является замкну той подалгеброй банаховой алгебры £эо((т) (С(С) - алгебра всех 

непрерывных функций на С) (см. [2]).

В настоящей заметке доказывается более общая георема.

Теорема. Пусть Г подгруппа группы рациональных чисел Q Тогда /7 30+ 6’((7) 

- замкнута* подалгебра

§1 . НЕОБХОДИМЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Начнем с некоторых предварительных результатов.

Лемма 1. Пусть а Е 1՝+, « 0. Тогда существует множество {аг}^_п о Г х

такое, что

I) а - а0,

И) ак = • Ц| + 1 дли некоторого Е 2^+,

Ш) Длм каждого Ь Е Г+ существует нп Е {п*Цс_и и т Е 77* такие, что 

Ь — тп • ап .

Доказательство. Поскольку группа Г является счетным множеством, прону­

меруем элементы Г. Пусть Г = {6։}^|. Положим по ֊ а и рассмотрим группу 

' 1 = {^o;6|}, порожденную элементами аи и 6։. Поскольку I । изоморфна целым 

числам, то существует u։ Е Г| Г>Г t такое, что лп — mai и 6( = п<ь, тле ш, п Е IL. 

Возьмем теперь by Е Г, найдем а* Е Г+ и nij.ni Е 2Z такие, ч го ai = mi а? и 

^2 — np*2. Продолжая эзог процесс, мы можем получить послсдовагслынх гь

По теореме двойственности Понтрягина, (> является группой характеров 

группы Г. ||ус гь А - замкнутая в sup норме подалгебра алпч»ры ( (6)։ порожден- 
г| я л ■

иая Характерами из l'+- II рос гране гн< • максимальных идеалов этой ajiieopi.i е< il
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Д, Поэтому мы отрИсдбствим (1 с 4/ х {1}. Обозначим также через 4 преобразо­

вание Гельфанда алгебры А. Эта алгебра в точности совпадает с пространством 

функций из /Г՜*5, которые непрерывно расширяются па Д (см. [1], [3]).

Замкнутое подмножество /՛> из Л называется интерполяционным множеством 
՝

«для /1, если сужение А на Е есть С(Е). • » ՛ »• • •

Лемма 2. Пусть Е — {.ч Е Д : <ра(л) = г}, а 0. Тогда Е интерполяционное

множество для .4.

Доказательство. Для доказательства леммы используем следующее замена- г А • • • .
... ’ • ■ ••'*••• ................*•*’•՝

нис : пусть А - компакт и Н замкнутое подпространство в С(А'). Замкнутое
I ’■ .• .. • • ч-՜ ъ 1 * .-.Л • ' ••• ♦

подмножество /•’ С А' является интерполяционным множеством для Н тогда и

юлько тогда, когда существует с > 0 такое, что ||рг|| < с||/1д-\/.’|| для всех

ц Е Я1՜ - сужение /т на А’).

Напомним, что по теореме Карлесона последовательность {•}7° в диске
• ’I 1 ’» ** * ’ * *

I) является интерполяционной последовательностью для Н°°, если существует

0 такое, ч то * .. к

г (2)

Это условие эквивалентно следующему : существует число с. = с(6), зависящее • < > Г 1 |
только от 6 и такое, чю каждая интерполяционная задача = с;, ] — 1,2,...

, Л-)»*. • . »- » • ... С,

С (э) Е Гх՜ имеет решение / Е Н°° такое, что

(3)

.. с. • ♦ »4

Ввиду дуальное! и банаховых пространств, (3) эквивалент но 
. ч./? • <»•< < „ ь՝ ; л । ч * л . ՛* • .» I ■ I.

Vсловию

. ՝•
1 • (4)

Замет им, что с(<5) = 2е 1од(с^“2)/6 (см. [4]).

Пусть теперь - подмножество в Г+, удовлетворяющее условиям 1), ц)

и т). Для каждого к. Е 26+ определим Ф* : Д —♦ £) (*•) =
, • ;• - ч.; и-г .։. ■, . . / г \ /

Так как ао - < ««« к*«г» I 1
так цля некоторого т Е имеем Ф*(А) = {гп)”‘^()1, । де

г ехр 
н! ч.

. ՝11гк 
I----

г . г). Коночная 119слолопатслыюст||
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т— I
*=0 в |՝очнос । и совпадает с множеством корней уравнения гт — г, и следо­

вательно, для проверки условий Карлссона в этих точках достаточно подсчитать

Так как

получим *

Следовательно

֊2 1о£ г
I — г2

Ь = Нт Ь(т) = 
ТГ\^»6

С помощью отображения Ф* определим для ц Е Дх меру р'՝* ’ на I) так, что

//*>(/֊՝) = /<(♦;՛(/••)), Ес о.

Так как

па> = О, (6)Н Е Ж-| ,
I)

то мера р(к) ортогональна к диск-алгебре. Рассмотрим теперь группу С1к = {о Е

Е С!: <т((2±) = 1} и фактор-группу Нк — С/Ск. Отображение Ф^ порождает 

изоморфизм между I) и - Нк * ВМ]/#* х {0}- Поскольку (> к Э ^а + 1

и А" - {с}, (с - единица гриппы С), существует индуктивный предел

пространств Лк, к — .. Можно показать, что

Следовательно, сели 1՛' борелспо множество в А, ю

где = Ф4(Е).
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(8)

где И

I

К

7 ’ '[ _l А 2%пФЦЕ’) = < rm exp ։-----
\ m

т — I

п=0

Наконец, комбинируя (4) (7) и (8) имеем
I

Используя теперь вышеуказанное замечание, получим, что /? есть интерполяпи- 
• • • • •

онное множество для Л.

Если /3 6 G и р Е [0, 1] для всех я Е Д, s — о о г, то согласно определению

0s — (/За)г Е Д и ps = а(гр). Следовательно, для f Е А можно определить

//?(*•) = Л^՜) and, Л(5) = f(psY 
* 4

Эти функции принадлежат А. Для каждого к Е пусть /1* ~ замкнутая 

подалгебра алгебры А, порожденная у?ак и единицей. Эта алгебра изоморфна 
■ 

диск-алгсбре.

Пусть i/k - нормализованная мера Хаара на Gt- Линейный оператор Р^ : А — Л*,

определенный следующим образом

• гI'tf = '1 
Jck

t • Ж A . • • 1 » • * •« >• r 1 rf r • .*4

есть ограниченный оператор из А на Л* такой, что Рг = Р. Это означает,

чти Р проекция. Если
; ’• . /;» v«i •֊. - •

на Д°, которая локально

//^ - алгебра ограниченных непрерывных функций

аппроксимируется в окрестности каждой точки из Д’ л • •
функциями из Ak, то мы можем определить проекцию

Pkf = liin / (9)

Очевидно, что последовательность Д - Рк/ равномерно сходи гея к / на Д, когда
• 9

/ £ А п равномерно сходится к / на компактном множестве из Д°, когда / Е Р^°-

Лемма 3. /7°° = А + (ç?au - 0 < г < 1.
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Доказательство. По Лемме 2 множество Е = 6 д: ^»(։) = г) ЯВЛ<1,.,С1(

интерполяционным множеством для А и №. Следовательно для всех / 6 //» 

существует д € Л такое, что / = 9 на Е, и следовательно, /р = д, „а 1/, • Е. 

■Гак как С, х {г'/'") - множество в Е, где 1/т = из (9) имеем д = ца 

Е. Поскольку функции Д и дк являются аналитическими функциями но , и 

д0 = так, то можно написать
А I

А = дк +(д>а‘ - г)/ц, /ц е//£°.

Переходя к пределу при k — сю, получим

f = 9 + (<рап ֊ r)h.O

Следующая лемма опубликована Рудиным [5

Лемма 4. Пусть > u IV - замкнутые подпространства банахова простран­

ства X, и пусть {Ф} множество ограниченных линейных X таких, что

i) Ф(Л )С V и Ф(И') С IV для всех ф £ {Ф},

и) sup ||Ф|| < оо, 
(Ф)

Ш) Для всех у 6 К и £ > 0 существует Ф 6 {Ф} такое, что ||Ф|/ — t/Ц < £.

Тогда Y 4- W замкнутое подпространство от Л'.

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Гак как Г = Г+ и ( —Г+), го , но геореме Сгоуна-Вейерштрасса, алгебра /1 

является алгеброй Дирихле на (7, т. е. Не А = {Ие/;/ € >4} равномерно плотно 

н «(С). Поскольку ('/ - граница Шилова для .4, каждая функция / € С((7) 

однозначно определяет функции / € Ке А 4֊ »Не А С С(Д).

Пусть А' замкнуто по норме £°°(<т) пространства Н™ 4-С(С/), и пусть > = С((7) 

и IV = //«>. Для каждого р € (0, 1) определим ограниченный линейный оператор 

V Д°° 4֊ С(С;) ֊» С(б’) посредством ФД/ 4֊ д) = /р + 9, на С. Очевидно, ч го 

Пфр|| = 1 и Фр(//°°) с А С б’((7). Виду непрерывности у на А, для д 6 С(б’) и 

Для любого е > 0 выберем р С (О, I) так, что ||Фр<7 — £|| < £• (/Ледова 1елыю, но 

Иемме 4 пространство 7/°° 4- С’(б/) замкнуто в



Наконец, покажем,, что Н°° +С(О) является алгеброй. Для этого Достаточно 

показать, что если / 6 //°° и а 6 Г, то //^° 6 /7°° + ^(С). Гак как согласно 

Лемме 3 //°° = /1 + (^>а-г) Н,°°, то функция //(<ра - г) принадлежит Н°°4-С(С;) 

Устремляя г—» 0, получим //<|Ра. €■//30 + С’(С)- * ՝ ՝

§3 . ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В этом параграфе покажем одно применение вышеуказанной теоремы к почти 

периодическим функциям. Нам необходимы следующие определения.

а) Функция / называется функцией класса Аг, если для £ > 0 существует 

{А*}о С Г+ так, что

GC.

Заметим, что класс /1г является классом почти периодических функций на 111

Из основной теоремы почти периодических функций [3] имеем, что Аг банахова 
»» ч ՛ ’■ ■’ "՝ ՝?'• 1 ՛ ‘В

алгебра в зир-норме.

Ь) Пусть //р° - подалгебра алгебры всех ограниченных аналитических 
< I

функций на верхней полуплоскости {1гпг > ()}, так что его сужение на линию

{х+ гТН} принадлежит /1г- По теореме Фату, для / £ Н°° почти всех I 6 1Я 
ч ։ • у 4 •

существует предел

lim/(х + iy) = /’(х).
у ֊ -»О 

* t ‘

Мы отождествляем / с /*.

с) Пусть С г(Ш) алгебра функций, ’которые равномерно на IR аппрок- 
tn

симируются полиномами Дирихле £2 a* exp (iA*?), A* G Г. По теореме Аренса 
и

- Зингера существуют изометрический изоморфизм между Лг,А, //р° , Д°° и

Сг(Ш),С(6’)‘ ՛

Следствие. //£° ф С’г(Ш.) - замкнутая подалгебра £°°(IR, dx).
• 4 • \ • I • л > • / • , ։ г _ , Ь • t ; • • , • » - . ► ‘ - • J

ABS111ACT. Let T be the unit circle. By Samson’s theorem, H°° +C('l) 
is a uniform subalgebra in C ։,(ct). This theorem is extended to generalized 
analytic functions. In particular, we prove the corresponding result for 
analytic almost periodic functions.

f
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В работе найдена полная характеристика роста субгармонических в 
верхней полуплоскости функций, имеющих там неотрицательные гар­
монические мажоранты. Этот результат в специальном случае содер­
жит факторизацию Неванлинны в полуплоскости. Доказаны также 
модификации теоремы единственности Неванлинны и теоремы типа 
Фрагмена-Линделефа, принадлежащей М. Хейнсу и Л. Альфорсу, в 
которых общепринятое условие

lirnsup u(z) < 0, —оо < t < +оо 
։—»t, Im j>0

заменено условием менее ограничительным. Использованные методы 
дают возможность установить также теорему о весовых классах Нр в 
полуплоскости.

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1. Как хорошо известно, результат Неванлинны о факторизации класса Д' 

мсроморфных функций ограниченного вида в единичном круге [1] (см. также 

[2], гл. VII) приводи'! к следующему полному описанию роста функций м(г), 

субгармонических в |z| < 1 и имеющих там неотрицательные гармонические 

мажоранты :

/•2”
sup / и՝*՜(гt,lb= lirninf / u+(re'e)d0 < 4֊oo (1-0

0<r<l Jo r-• i — о j(J

(здесь и всюду ниже полагаем riiax{u,O}, u = u+ — u). В отличие от этом 

задача нахождения естественного полного описания роста функций такого же
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типа в полуплоскости ретена лишь частично, ибо пара условий

Кт >пГ — /
Я-*+ОО Уд

— ОО

(1.2)

(1.3)

возникающих из неванлинновской факторизации в верхней полуплоскости 

(;(+) = {г : 1т х > 0} [3], задает полное описание роста таких функций лишь в 

том частном случае, когда они субгармоничны в = {2 : 1т х > 0} (см. 

также [4], п.п. 6.3-6.5, где и(г) в некотором смысле может быть непрерывно 

продолжена на вещественную ось).

2. Основными результатами статьи являются нижеследующие три теоре­

мы, которые в частности содержат полное описание роста всего класса функций, 

субгармонических в и имеющих там неотрицательные гармонические ма­

жоранты. Кроме того, эти теоремы содержат усиления теоремы единственности 

Нсванлинны ([2], гл. III, п. 38), а также теоремы типа Фрагмена-Линделсфа, 

установленной М. Хейнсом и Л. Альфорсом [5], где общепринятое условие

Ктзир и(г) < 0, 
х—»4, 1т х>0

-оо < < < 4-оо (1.4)

заменено условием менее ограничительным. С другой стороны, основные резуль­

таты данной статьи являются усилениями результатов [6] и [7].

Теорема 1. Пусть 5(9) - класс субгармонических в функций и(г) -оо,

удовлетворяющих условиям (1.2) а

Кт тГ Кт тГ 
Я—«+оо у—»4-0

и*(х 4- < 4-оо, (1.5)

где П(х) - непрерывная функция, такая, что 9(х) > С(1 4՜ х ) (—ос < х < 

+оо) при некоторой постоянной С > 0. Тогда :

1°. 5(9) совпадает с множеством функций, представимых в виде

^(0

б(+)

<^а/(С) 4՜ ^у 4*
У
7Г
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где |/(() - неотрицательная Борслсьская мера такая, что

. : . • Ц < +°°' : (1-7)

а(+)

Л ֊ вещественное число, а р(1) - -функция, представимая в виде разности 
*•• • I ♦ ж

/х(/) = я+(0 - А*-(0 двух неубывающих функций, таких что

Г+°° [+°° dii.lt) .
/ П(1)<1/.+ («) <+оо, / . , ,-2- < -ЮО. (18)

1 7-00 3-00 * Т՜ 1 •

2°..Если представление (1.6)- (1.8) имеет место, то функции р±(<) могут 

быть най-дсны из соотношений 4

При таком выборе Д±(0

и

гп

- непрерывной в [а, 6]. Кроме того

(1.10)

(1.11)

для любой функции д(х)

Нги

(1.12)0(я) (1р+(х),

(1.13)

111II

и справедливо соотношение

— ОО

и

Зг°. Если справедливо представление (1.6) - (1-8), то

тг н—

лК ... I

I и±(/£с'в) ят 0(10, 
о

Лат в = Птзир R՜1 я!п 0 = Нтяир [I 1»Л(/^с։в) 
/4—* + оо
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и для любого в С (О, Я-),, кроме, 6ыть>может, множества нулевой внешней

емкости ’ •’,* г 11 I *. < ' с I. ՛ ։ 11

А±з։п(? = Нт /Г^^Ле" 
1 Л—• +о$— Л •<

(1.17)

Замечание 1. Как хорошо известно, класс функций, субгармонических в 67^+) 

и имеющих там неотрицательные гармонические мажоранты, совпадает с мно­

жеством функций, представимых в виде (1.6) - (1.8), где Ю(я) = (1 + я2)՜1, т.е. 

этот класс совпадает с 5(( 1 4-ж2)՜ 1). Гем самым, пара условий (1.2) и (1.5) пред­

ставляет из себя полное описание роста таких функций, если П(х) = (1 4-х2)՜1. 

Кроме того, очевидно, что если н(х) субгармонична в то условие (15) с 

^(х) = (14- а?2)”1 эквиваленты ограничению на вещественной оси (1.3). Далее, 

необходимо отметить, что соотношения (1.5) (1.7) хороню известны даже в

наиболее общем случае когда ^(х) = (14՜ г2)՜1 (эти соотношения верны для К, 

и А՜, поскольку и(г) и и1 (г) имеют ту же наименьшую неотрицательную 

гармоническую мажоранту).

Замечание 2. Используя результаты Е. Д. Соломснцева [8], .можно убедиться в 
1 ֊■

том, что подмножество функций 5(1) (0(х) = 1), для которых А < 0, совпадает

с классом субгармонических в функций удовлетворяющих условию

/+-ОМ 
(я 4- ։у) йх < 4֊оо. (11$)

' • . • • •
Теорема 2. Пусть ц(з) субгармонична в + \ и пусть существует последов а-

телъность Пц 1 -Ьоо такая, что при любом п > 1
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Замечание. Эта теорема является усилениек теоремы • диь :т jchhoct и Неиац 

линны, гак как рассмотренные им условия (1.1) и

liminf/? ’М(Я) =-оо (Af(R) = sup и(Яе")) 
Я—+ оо ' O<0<ir

более ограничительны, чем условия (1.19) - (1.20).
ч • » .՛ ,», .-.т«, ,.«• ■ • ՝ . ’•• ՛ .......................- ■f ՛* »’ •

Теорема 3. Пусть u(z) субгармонична в и

• * > • 1 л • •
liminf / u+(z + it/) Jz = 0
P- + 0 J-H 1.21)

при любом R > 0. Тогда :

lim
/г-+оо

R-՝M(Jl)= lim /г՜1

2 ... 1
= — lim — 

7Г К—+ оо Л

[Л/ (Л)]

(1 -22)

Кроме того, если с* = snplm z>0(/hi z)~‘u(z), то

о+ = sup (/ш 2) ՝U+(2) = ^. 
irn 2>()

(1.23)

2°. Если 3 — о՜*՜ < 4-00, то для К* — верны соотношения (1.15) -

(1.17). ' • ’

3 • А . 1 < «. г՜. г» •

Замечание. Эта теорема являегся усилением теоремы типа ‘Ррагмена - Линде- 

лефа, ус։ ановленпой М. Хейнсом и Л. Альфорсом [5], так как с использованием 

условия (1.4), более о։ раничительного, чем (1.20), они, ио существу, доказали те 

же самые утверждения.

о. I ехника, использованная для доказательства Теоремы 1, применима также 

для установления теоремы, относящейся к некоторым весовым классам Нр в 

+ \ Вводя класс //p(Q(z) Jz) (0 < р < Too) как множество тех функций /(^)< 

аналитических в для которых
; ‘ . •■ “ ՝ < • 1 <

lim inf
/<— 4-00

I

iminf lim inf / |/(։ + iv)|4i(z) dr. < +oo,
4֊ос у—»fO I u 71 ' 7* /т
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легко видеть, что по Теореме 1, //р((1 + г2)“14г) очевидно совпадает с множе­

ством тех функций /(г) аналитических в (7( + ), для кочорых ,/(з)|₽, имеет гармо­

ническую мажоранту в (?( + ), т.е. этот класс совпадает с конформным переводом 

р (>’(+) класса Нр Харди для круга. Кроме того, в силу Замечания 2 к Теореме 1, 

совпадает с классом Пр, введенным Хиллс и Тамаркиным посредством 

наложения условия (1.18), где и(г) = |/(г)|р. В обшем случае верна следующая

2 частности

Теорема 4. Пусть 0 < р < Тоо и Щх) “ измеримая функция такая, что почти 

всюду £1(х) > (7(1 4-т2)՜1 с некоторой постоянной С > 0, и ограниченная почти 

асюду в ( — R, R) при любом R > 0. Тогда :

1°. Класс Я₽(П(г)^х) совпадает с подмножеством тех функций из кон­

формного отображения класса Харди, для которых /(х) £ Лр(О(т)^х).

2°. Замена условия (1.24) условием

Пт 1пГ — 
R - +оо R

1 1о^ |/(Яе'*)|81п^ = 0 
о

(1.26)

нс меняет класса Нр(Щх)(1х). Кроме того, если /(г) € Нр(<Л(х) (1х), то

1#

/< — + ос R
)|ря։п0с/0 = о. (1.27)

о

3°. Если Щх) удовлетворяет дополнительному условию

— дх + ОО, (1.28)
пи

то

Нр(П(х)с1х) = (П(з)]‘1/₽Я₽(^),

?де
1 -ь 1г 1о£П(0 1

(1.29)

Яр((1 4֊ |г|)՜7^) = (* 4֊ 07/₽//р(^). —оо < 7 < 2. (1.30)
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§2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПОЛУКРУГЕ

Основным техническим инструментом, использованным в статье, является те

орема о необходимых и достаточных условиях, при которых функция, cv6r,lD 

моиическая н полукруге, большем чем 6’(к+) = {г : Im z > О, |z| < /{} имеет 

неотрицательную гармоническую мажоранту в G^. Прежде чем доказать т (>, 

рему, устанавливающую эти условия, рассмотрим функцию

’.о . Z» • Xх/'1 / 1 • \ *7<>

1 10 ‘ЛС) н< о । ри нательная иирслев«кая мера в С\(.\ конечная в любой области 

՛ 1 к 41.1« ui.) <(Ъ'п ржашейся в а представления ядра Пуассона

' ;ь.. ...........‘"‘"’le для ду| и {< = Kt՝* :ß <6 < к-ß} (ß =. arc.,in(p//f) = л֊/2- о)

I «я пн н рвала {£ — I + ip : < / < А'р}. Пользуясь известной формулой

Kp֊(+ip J уДр-х+ipy
( w,+»+<О *7° ’

*♦ ։Р / \ Hp—T-ip J

1 де ü < Р < /։’, /{р = \/Й? - р7 и а = arccos (р/Я), и докажем некоторые всио- 

м Hdit_.ibHi.it леммы. Легко видеть, что г) задает конформное, взаимнеюд. 

ц«мначн<»с о । обряжение круюною сегмента G^p — {£ : Im С > р, |£| < /{) 

на ( .типичный круг, и u>p(z, г) = 0. Поэтому, функцией Грина G^p является

• 2) -- — log рДц, г)1, г, С Е Gу/р. Если ц(г) функция, субгармоническая н 

iio.i\круге С’уД (Я* > //), то по теореме Рисса

-)'МО 4 / н(7?е։<>)^к р(//, z) (10+

(2.1)

~Дп w = 7 ‘К
z) ՝

1՛ än операция дифференцирования вдоль внутренней нормали, легко вычи­

слить Ж

<2 • г
г) = - - (/<£՛• _ ip)»]’/»-։ J Iln
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и установить, что <рн.Р(#, г) > 0 (0 < 0 < л֊ - 0) и ^я1Р(С г) > 0 (֊ Кр < I < 1(р).

В нижеследующих двух леммах выявлено поведение этих функций при р —> +0.

Лемма 2.1. Если R > 0 и г 6 - фиксированные числа и р > 0 достаточно

мало, то

81П 0 < 0 < 7Г ֊ (2.3)

где. (7|,2 > 0 - постоянные, зависящие. только от г и R. Кроме того

'2lmz R.( R2 — |г|2) sin О
111)) %) — \ i > Уй 12 I / > 1 Гэ

р—+о тг IКс'9 - гр|/се ** - z|2
(2.4)

равномерно внутри (0, тг).

Доказательство. Сначала докажем неравенства (2.3) в случае, когда 0 доста­

точно близко к концам [/?, тг — 0\. Затем докажем соотношение (2.4). Далее, оне- 

пиная у?д՝((?,г), распространим неравенства (2.3) на все 0 Е [^, гг — 4#]. Начнем с 

очевидного соотношения

у — Iгп z,

используя которое можно проверить, что для достаточно малых р > 0

— RPR е‘*1ш 
о

я/а б№

7Г

5 «V1

У /
(2.5)

>«е А = sin г/, при 0 < ч < ir/4, и А = sin(r/2 - 9). "Ри т/4 < г; < <г/2. Лли оценки

Замена г ел я в (2-2) сначала заметим, что

1^ + не"-ipi"/՛1 + |«„- иг" +ч>\’1՞ Rfi + * -
Rp - z + ip
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для достаточно малых р > 0. Далее заметим, что

lip 4- z — ip 
lip - z + ip

я /a

+ Не'" - ip\'la - |Я, - Re'* + ip\’la

для достаточно малых p, A > 0 (A՝ > /?) и любых О Е [/?, 6]. Теперь, используя 

(2.5) два последних неравенства (где оцененные величины являются четными 

функциями от 0 — тг/2), получим, что для достаточно малых р} 6 > 0 («>/?) и 

любых О Е [/?, 6] U [л՜ — Л, тг — /?]

«, < |Л* - (Re'e - ip)2\'-’/n.pHtP(0,2) < u։,

где «12 > 0 постоянные, зависящие только оз՝ z и Н.

Поскольку |Я2 - (Яс՛* - гр)21 = 2 Я2 sin [(0 - /?)/2] sin [(тг - /? - 0)/2], заключаем, 

что оценки (2.3) верны для достаточно малых р, b > 0 (6 > /3) и любых 

0 Е [/?, A) U [л- - А, т - 0]. Заметим, что (2.4) легко вывести для любого 0 Е (0, х). 

Чтобы убедиться, что это соотношение имеет место равномерно в [А, тг. - А] при 

любом b Е (0,7г/2), достаточно показать, что пределы числителя и знаменателя 

t?K,p(0, г) равномерно отделены от нуля. Наконец, из (2.4) следует, что при 

любых 0 Е [А, т — А] (0 < А < тг/2) имеем 0 < а* < ¥?я(0>-г) < < +оо, где

постоянная а] зависит только от z, li и А, а постоянная - только от z и II. 

Используя равномерность (2-4) и оценки (2.3) (которые пока что доказаны для 

0 С [»4. A՛ IJ (л- А я ՛■/]) получаем, »ьто эти оценки верны при любых 0 б [/?, я—0]՛

(фиксированные числа и р > 0 достаточно

՛' 'Zt,v/UM) < с;, -Hp<i</ip, (2-6)

только от z и R. Кроме того

I К.՛2 1

-i2)(/€2-|z|2) , ч г /07х
՛>' -ТЙ/՜^ - up s Ы1'г}' у = 2 1

н ичиг) доказательству предыдущей леммы.
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Теорема 2.1 Пусть функция u(z) — оо субгармонична в полукруге 6,*? (О <

II* < +оо). Тогда 0(2) имеет неотрицательную гармоническую мажоранту

в том и только в том случае, если удовлетворены

следующие условия :

u+(R е'в) sin OdG < 4-00,

liminf / (R2-x2)*/a 'u*(u 4֊ iy)dx < 4֊og,
u—+° J-H

(2.8)

(2.9)

где Ry — \/ R2 ~ У2 и а — arccos (у/R). Если эти условия удовлетворены, то

(2-10)

где р(С) “ неотрицательная борелсвская мера в такая, что

/V (R - |<|)/m C</u«) < +00, (2.11)

а p(t) - функция представимая в виде разности — Р + (0 - n-(t) двух

неубывающих функций таких, что
гК

(2.12)
J-n

Функции /л±(£) могут быть определены из соотношений

^±(i) = lim / u^r + iyjdx, -R<1 
у—’+0

(2.13)

Мри таком выборе /1±(<) 

ь

имеем

lim

(2.14)

(2.15)

а

b

/ P-.
а

U
Л ь

а а

любой функции д(т), непрерывной в [а, 6]. Кроме того

10 (2.16)
О

•*» любого Но (0 < П» < R)
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Доказательство. Выберем 0 < ,уо < R так, что и(։Уо) / —оо։ затем возьмем 

г — гу0 и предположим, что р > 0 в формуле (2.1) достаточно мало , чтобц 
* 1

обеспечить справедливость оценок (2-3) и (2-6). 'Тогда, применяя эти оценки

получим

+СГ / (К’-«2)’/“-1и-(< + >»Л < и-(։у0)+

1 к ша я । юс ледова тел ьность.

' Н*'\OblKHK'ИНН I'tHk'JMH

*-Р / ?г(й — /?՝։ \ 1 г,1ри+(«е'’)(*1п^-֊Л <10 + С-2 / (^-/2)’/“-'и+(։ + »/>)Л
\ т - ^Р / У-к,

(2.17)

Далее, предполагая, что Ат { 0 какая-либо последовательность гаках, ччх» 

последний интеграл равномерно ограничен для р = Ат (тп > 1), заключаем, 

что правая часть (2.17) равномерно ограничена для таких р. 1 аким образом

n-(j

sup / 
rr>> i Jem » M rn

811
и

где огн

что первое и 1 . и Y ) I |<

sup 
rn > 1

9н,лт(С, *!/о)^(<) < 4-оо,

81В

J —n

r>... - 1 U

/7г А^. Нетрудно проверить,

»л I rt г f 1 HI 11), а второе, вместе с (2.8), даст

(2 16) для // / I /1

равномерно <»i ранич< hi.i

только rn > A’(n) > I

в любом отрезке [-(Н - 6п),(К — £„)] (п > I), <՝слИ 

< ледоватглгни, по геореме Хелли, существует подп»>

елеловатсльность {А,п 1} 1акая, что соотношения (2 13) верпы, когла

I е [֊(к ֊/>„),(Д’ -\)| I (»» I 
и У Ьт | (I. Поэтому соотношении (2-13) верны ЯД*



суогар*1 ”с неотрицательными мажорннтами 53 

любого I € ( — Я, Я), если у принимает значения из диагональной последователь­

ности {/^п) ~ }• Одновременно, по теореме Хелли о предельном переходе

под знаком интеграла, соотношения (2.15) справедливы при у = рп 10. Отсюда 

следует (2.И). Введем теперь неубывающие функции

К-р* _ ЯРж (2.19)

И положим л£>±։(0 = Л^Л,.) (Л,. < I < Л), Л(„±։(։) = (-11 < I <

< -Яря). 101 ^а» соглагно (2-^8), э ти функции равномерно ограничены в (—Я, К]. 

Следовательно, по теореме Хелли, существует подпоследовательность из (рп) 

(которую для удобства изложения будем обозначать снова через {рп}) такая, 

что л!1±>(0 —♦ Л±(1) (— Я < < < Я) при п —» ос, где Л±(0 - неубывающие,

ограниченные функции. Ясно, что

Л±(/) = / (Я2 - х2)с/р±(х), -Я < < < Я, 
Уо

(2.20)

и, тем самым, справедливы соотношения (212) С другой сюроны, но другой 

теореме Хелли, для мер соотношения (2.15) справедливы в любом

отрезке [д,А] С [—Я, Я] . Поэтому

Пт \/ = \/ Л±,
п —сю ¥ ¥

О 4

(2.21)

и, поскольку функция 0д(!, г)/(Ц2 - I2) непрерывна в [—Я, R],

RR
</Л(Л)(0- (2.22)

RК

Пусть

к R

-R

г)
(Л^ - Р)’/» -К

+ о',*’./р - Р ” ' ' ’

Тогда

-12)<
Фн(^г) 
р-е1

г(Л-А)

-(я-6) (Я2

֊Г ֊ 7^77 <1Л"±){‘) Е + 7
К* — *

// (2.24)
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для любого 6 (0 < 6 < R). Полагая, чго с > 0 произвольно, выберем Ь > 0 так

чтобы ■ ՝

(
-(Н-6) R \V +7 Л±<֊.

-R R-6/ 2
\

где С՝2 - постоянная из опенки (2.6). Тогда, согласно (2.21)

£

если только п > 1 достаточно велико. Поэтому, ./(, < е/2 по (2.6). С другой 

стороны, из (2.7) следует, что подынтегральная функция 3՛^ стремится к нулю 

равномерно в [-(/?- Л), (R - 6)], когда л —» оо. Следовательно, по (2.21), 3” < г/2 

для достаточно больших п > 1 и, применяя соотношения (219) - (2.24) получаем

Нт 
п-»оо

М±(^ + ։Рп)0л1Рп(Т -г)^ = V я (Т ?) * У/з ± ) • (2.25)

Далее, как следует из (2.3), 0 < <Р1<։Р(0, г) < С’281г։ 0 для досч а точно малых р > 0.

Поэтому используя соотношение (2.16) (доказанное пока для 7^0 = R), получаем

и* (Не*6) я!п О _______ 1_____ >__________лд 
| R е'в — .г12№е-,0 — г|2

(2.26)

Для следующего перехода к пределу заметим, что функция Ф(г) = ^д((,2)- 

“Уя.рК.^) гармонична в замыкании каково бы ни были ( € С'нр- Кроме 

тою, Ф(Яе‘в) = 0 (/? < 0 < л֊ ֊ /У) и Ф(/ + I» = 0Л«,« + ^) > О (֊Я, < 7 < ЯД 

Поэтому Ф(г) > о в 6’^, и д/<«, г) > дк,р(С, г) при любых г,(£ 6’^. Легко

доказать, что условие (2.1 1) доста'ючно для сходимости интеграла

2 — ( R2 - (г
2 - ( № - (2

Используя это, можно показать, ч го

р^+о/ / = у У !7/<(С ^)^(С). (2 27)

. С#’

( оо । ношения (2.25) (2.27) позволяют совершить предельный переход р — рп 1

н формуле (2.1) и получить таким образом представление (2.16) (2.12). С ДРУ' 

гой стороны, такое представление необходимо и достаточно для существовании 
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неотрицательной I армонической мажоранты и(г) в ибо оно легко может 

быть получено из аналогичного представления функций такого же тина в еди­

ничном круге посредством конформного отображения. Таким образок։, и(л) имеет 

неотрицательную гармоническую мажоранту в и, поскольку и(г) имеет гу 

Же мажоранту в в любом полукруге С’(я+) (0 < Ко < Я), соотношение (2.16) спра­

ведливо для любого Ко (0 < 11о < К). Наконец, соотношения (2 13) и (2.15) без 

индексов (±) легко проверить пользуясь непосредственно представлением (2 10). 

Однако, и+(г) тоже субгармоническая функция, имеющая ту же неотрицатель­

ную гармоническую мажоранту. Отсюда вытекают соотношения (2.13) и (2.15) 

с индексом (4֊), тем самым они верны автоматически и с индексом ( —).

53. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 — 4

Доказательство Теоремы 1. Пусть в(г) -сю функция из 5(9), и пусть 

| со - последовательность, па которой достигается нижний предел (1.2).

Тогда условия 'Теоремы 2.1 удовлетворены при любом К = Яь 'Гем самым, 

представление (210) справедливо при любом Я = Я*, и если отнять из (2.10) то 

же самое представление, записанное для меньшего полукруга (0 < Ко < Я), 

подставить г = »у, разделить полученное равенст во на 2у и устремить у —* 4-0, 

го получим следующую формулу типа Карлсмана :

I I (к? - 7?)1т + (А ՛ Й // "п =

При Ц - /{, _ +ос правая сторона этой формулы ограничена сверху, как это

следует ит (1.2), (216) и из соотношения

««ляпщсгося следе, гнием (1.5) и (2.15). Поэтому, лопая сторона (3.1) гоже 01 рани-

ч««». Используя эго, приходим к соотношению (1.7). Доказательство сходимости
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второго ин 1*1 рала (1 Л), а также доказательство справедлив >с ги пр *дс.՝ав (>йио 

! 1.6) анало։ ичны доказательствам соответствующих утверя дений тсор им ։1 це

<ннь1 [3] ( см., также (4), н.п. 6.3-6.5). Предположим теп« ՛։», что н(г _ К а * * • • ~ 1’УНК-

՛ < ) цим.м в виде (1.6) (1.8), Тогда очевидно, что

г = г - г у £

• м I
Отсюда следует (1.2). Далее, легко показать, что для любо։» /-, ^> 0 су1 ествусд

п<в гояИная (' > 0, ։акая что
• I

0 < .V < I,

Применяя теорему Лебега об ограниченной сходимости, отсюда мы п )л чаем

соотношение (1.12) для (/(г). Гем самым, выполнено условие (1.5), и т(«) 
• <• • ։

Следовазельно, меры р£(/) могу г быть определены из соотношений (1.9)

е 5(П).

а (1.10),
। 9 в • . •

(111) вьггскак>г из (2.1 1), (2.15) Теоремы 2.1. Далее, имееМ
* .• • • г+оо

Пгпьир Ншанр / и*{х 4- ։։/)Я(г) (1х < / 0(х)пр + (х), 
/< —+.<3о у — 4-0 У-Н - . J-гю

так как (1.2) верно для (/(г). Это неравенство, вместе с (3.2) даст ?. 2) ( 

другой стороны, м<»жно показать, что если 0 < у < М < д-оо и —1 < ' < !• » ■ • -
любые заданные числа, то существует постоянная С > 0, зависящая то.՛ ько о

Л/ и 7 такая, ч ։х.

Однако, образное неравенство верно для нижнего предела, как это следует из

(3.2). ( ледоназельно, справедливо соотношение (1.14). Для доказательства (11’9

заметим, что функция

принадлежит £(( I } 1х|) 3). Поэтому для пос справедливо соотношение (1.М) с 

9(г) — (14 |х|) 2. Используя это соотношение, мы приходим к (1.13).
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Замечание. Использование рассуждений, примененных н п.казате.п.стне Тео­

ремы 1 Дает возможность установить, что класс .S'(Q|,Q?) субгармонических в 

(/-И функций, удовлетворяющих условию (1.2), условию (| з) < <( = »!, a i .«же

уСЛОВИК!

lim inf Гип iuf /<֊— +-ОС у — -fO u (z 4֊ ։</)^2(.г) dx

где непрерывны и таковы, что Q|(2 > С\ 2(1 -4- z‘) '՛ при некоторых 

6’1,2 > 0, совпадает с множеством функций представимых в виде (ч 6) - (17),

ГЛе функции м±(/) удовлетворяю г условиям

Кроме того, пользуясь результатами Е. Д. Соломенцева [Я] можно убедиться в

том, что пол множество 5(1, J) (Q։ ес Q2 = I), для которого Л — 0 и

совпадает с классом тех функций 11(2), субгармонических в которые под­

чинены условии! •г

ъпр / |н(г I < -1-ОО.
/ у > Ь У — см •

Дикп ютильстн< • Гедцн мы 2. Предполагая, что »1(2) / со, заметим, что 

условия Теоремы 2.1 удовлетворены при любом /? — /6. Поэтому, очевидно, 

они удовлетворены при любом Л > 0, и кроме того, если ^±(1) определены из 

соотношений (2.13), то формулы (2.15), (2.10) (2.12) и (3 1) справедливы при

любых /?, /?«, (0 < < Н < |оо). Пользуясь (3.1) и (2.15), получаем

гЛс ипте։ рал слева абсолютно сходи а с* согласно (2.16). Чем самым, предполо­

жение u(z) ф —оо противоречи т условию (1.20).

Доказательство Теоремы 3. Г1. Пусть limsupA’ А/(/?) — I при А, 4 зо. 

Ч зтом случае для любого К > 0 можно пайги ?-/ + ։.< 1 ако<, нс

“(*) > /<Ы > Ку. Отсюда следует, что а = а+ = +оо. Если одновременно
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имеем lim inf Я”1 Л/(Я) < 4-оо при Н —* +оо, то согласно Теореме 1,

допускает представление вида (1.6) - (1.8), где M+(t) = 0. Таким образом, ц(г

удовлетворяет условию (1.4), и, по теореме М. Хейнса и Я. Альфорса, существует

НтЯ-1Л/(Я) при R —► Ч-оо. Мы, очевидно, пришли к противоречию. Поэтому

если при R —» Ч-оо имеем limsup К 1 M(R) = 4-оо, то при R —» 4-оо существует

предел lim Я ։Л/(Я) = 4-оо, и at՜1՜ = fl = 4՜сю. Кроме того, в рассматриваемом

случае

lim 
R—»+оо

1 Г”— / u*(R е'в) sin OdO = 4-оо, 
Я Jo

поскольку иначе функция и(г) допускала бы представление вида (1.6) (1.8),

где /з+(£) = 0, и, очевидно, имели бы а < h < 4-оо, что есть противоречие. 

Теперь рассмотрим случай, когда при R —» 4-оо lim sup R՜ 1 М (Я.) < 4-оо. В 

этом случае н(г) очевидно представима в виде (1.6) - (1.8) с /*+(<) = 0, имеет 

место (1.4) и существует предел Тип Я՜1 Л/(Я) = fl = о4՜ при R —♦ 4-оо, согласно 

теореме М. Хейнса и J1 Альфорса. Кроме того, из (1.6) - (1.8) непосредственно 

следует, что а < Л. С другой стороны, согласно первому из соотношений (1.16), 

о > limsupу՜ 1 u(iy) при у —» 4-оо. Таким образом, о4՜ = А4՜ = /?, и, к тому же 

справедливо соотношение (1.15).

‘2°. Если fl = а* < 4-оо, то u(z) представима в виде (1.6) - (1.8), а для таких 

Функций соотношения (1.15) (117) с h = fl = хорошо известны.

Доказательство Теоремы 4. 1°. Пусть /(л) E Я₽(Q(z)rix). Тогда |/(-г)|₽

имеет гармоническую мажоранту в б?!4՜) согласно 'Теореме 1. 'Гем самым, /(г)

принадлежат конформному отображению класса Харди и имеют некасательные

граничные значения /(г) почт и всюду на (—ос,4-оо). Согласно лемме ‘Рату

/
н

|/(г 4- iy)|лQ(x)dx < 4-00, Я > О, 
- н

(3.3)

и, таким образом, /(г) 6 £р(9(х)<1т). Пуст։, теперь /(г) - функция, принад­

лежащая конформному отображению класса Харди Нр для |г| < ], и пусть 

Дх)е лдп(т)^). 1 огда, пользуясь факторизацией /(г), получим

Z - х 4- iy Е 6’(+\
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с другой стороны, легко виде ть, что для почти всех Г 6 (-ос, +оо)

У 
7Г (т - ty + у2 < C’Q(t), 0 < у < 1, R > О,

где G постоянная, зависящая только от R и Q(z). Следова։՝ельно

lini sup 
к—4-0 /я

|/(4)|рП(։)л 
•Я

(3.5)

ПО теореме Лебега. Соотношение (1.27) следует из (3.4).

2°. Если /(^) 6 Нр(£2(х)</х), то, очевидно, эта функция принадлежит кон­

формному отображению класса Харди. Пользуясь факторизацией этой функ­

ции приходим к (1.26). Пусть теперь (1.24) заменено на (1.26). Тогда ясно, что 

1°б+ 1/(2)1 имсет гармоническую мажоранту в 6’1+ \ т.е. /(г) ограниченного ви­

да в Поэтому |/(/?.е։в)|₽ непрерывно в 0 < 0 < л почти для всех R > 0.

Одновременно, имеем

liin inf у— 4-0 1/(* + ‘Wt՜֊—i
1 +

< +оо

для любого R > 0. Следовательно, по Теореме 2.1, |/(<г)|р имеет гармоническую 

мажоранту в любом полукруге (R > 0), т.е. в любом полукруге 6(я+1 функ­

ция/(г) принадлежит конформному отображению класса Харди. Преобразование 

соответствующей факторизации посредством конформного отображения |г| < 1 

на приводит к представлению

*<>g|/(*)l = log
z — Zk R2 — 2Zk 
z - 2k R2 - 22k

db+— Я(Я
log |/(R. с՝*)I sin 0 

\Re^ — z\2\Rc՜՝60

R (36)

Здесь Zk - нули функции, a a — log |/(t)|</< '/։֊’( 0» гле

"^Убывающая функция такая, что i֊,z(0 — 0 для почти всех t G ( R> R). 

°Дипко, клк ужс доказано, log+ |/(л)| имеет гармоническую, мажоранту н

самым, очевидно, что предельный переход II — +оо h (3.6) приводи 1 к
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факторизации

(3.6)

где d/i(t) = log |/(I)\dt — dut(t) (—сю < I < +оо), lin С — 0, и 
*

Л=- lirn 4-/ log |/(«<?‘e)|sin Odtf < О 
7Г ft—*+оо /t Jq

согласно (1.15) и (1.26). Отсюда следует, что /(г) принадлежит конформному 

отображению класса Харли, и поэтому справедливо неравенство (3.4). Следова­

тельно, имеет место неравенство (1.27).

3°. Пусть /(г) £ Пр(П(х)(1х)} где Q(z) удовлетворяет дополнительному

условию (1.28). Тогда очевидно, что функция Q(z) и

[Q(z)]^p = exp 1 4- tz log Q(£) 
t - z 1 4- t2

dt

аналитичны и не имеют нулей в Воспол!ковавшись (3.7), нетрудно полу­

чить, что

|/(.>и.>|‘"|'<ЧГ. = » + ч,е<7«. 
(*֊0 +iT

где |/(Z)|₽Q(Z) Е Поэтому /(c)[Q(z)]1 /р Е Hp(dx). Гем самым,

//p(Q(ic)dz)[Q(z)]1/p С llp(dx). С другой стороны, полагая, что f(z) Е Hp(dx)> 

получим /(z)[Q(x)]”^p Е Lp(fi(z)dz). Поэтому /(z)[Q(z)]~1//₽ Е Нр(Q(x)Jx), 

согласно уже доказанному утверждению 1", и Яр(с/х)[£2(г)]՜ |/,р С //р(Q(x)Jz).

Равенство (1.30) является частным случаем (1.29), где Q(z) -(14- х2)՜112.

ABSTRACT. In the paper a complete՝ characterization is obtained for the 
growth of functions subharmonic in the upper half* plane and having there 
nonnegntive harmonic majorants. This result contains, as a special case, 
the Nevanlinna factorization in the half-plane. Modifications of Nevanlinna 
uniqueness theorem and of the Phragmen-Lindelbf type theorem due to 
M. Heins and L. Ahlfors are proved in which the traditional condition

liinsup u(z) < 0, 
i —»Ц Im x >0

— oo < I < 4-сю



Су6гармонические функции с неотрицательными мажицантами G1 

is replaf,'ed by a less restrictive one. The methods used make it possible 
to prove also a theorem on weighted /P classes over a half-plane.
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О ПОЛНОТЕ МНОГОЧЛЕНОВ В ВЕСОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИИ

И. О. Хачатрян • ' Ч М
* • г*  X ’ . . • •

, / . / . ( •՛ / ‘

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №4, 1993 ,

; * » ՝ • • г
Пусть w(i) - весовая функция, определенная на лучах Lp — {z: |arg z| = 
= -$֊,p > I}, a WA) “ пространство непрерывных на Lp функций, 
удовлетворяющих условию —* 0 при |1| —» сю, t Е Lp- Нормой
элемента f Е CW(LP) назовем число ||/|| = sup w՜1 (f) |/(/)|. Пусть Pw(Lfi) 

означает замыкание системы полиномов в CW(LP), a - множество 
целых функций порядка р и минимального типа, принадлежащих 
CW(LP). Для весовой функции w(t) = ехр{а |f|a}, О < а < р(2р — 
Lpta > 0 в работе доказано, что Pw(Lp) — C^(LP).

Для данного числа р > 1 обозначим через Д(р) и А‘(р) взаимно дополнительные 

угловые области :

Д(р) = {г:
ip'

Общую границу этих областей обозначим через />л. Пусть на Ър определена 

измеримая функция W(0 > 1 такая, что

tnW '(f) —* U при |/| —» +оо, t Е п = 0, 1,.... U)

Обозначим через CW(LP) пространство непрерывных на Lp функций, удовлетво' 

ряющих условию /(t) IV՜1 (t) — 0 при |t| — фею, t Е LP.

Норму элемента f Е ('W(LP) определим по формуле

11/11= sup 1/(01 ^“‘(0.
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Обозначим через (7“(IR) множество целых функций нулевой степени, входящцх 

в CW(IR). Имеет место

Теорема D. ([4]). Пусть PW(IR) / CW(IR). Тогда PW(TR.) С Q(IR).

Обозначим через множество целых функций пулевой степени, для которцх 
А

||(/ ֊ ։)-|/(011 < 1. а и'1(г) = зир{|/(г)|: / б X,}-

Теорема Е ([5]). (Ри, (ПЧ) = С;(Б1)) <=> (Й^) = И', (2), 1т г # 0).

Примером несовой функции, для которой W(z) = VV, (2), может служить весоьая 

функция типа Бернштейна. А, именно, справедлива

Теорема F ([6]). Пусть W(i) - целая четная функция с неотрицательными 

коэффициентами

ОО
IV(t) = ]T«U2‘, ио > 1, «4 >0, t = 1,2.....

о

и пусть /(IV, 1. Л1) < оо. Тогда Ри\11Х) = С*(П1).

При доказательстве этой теоремы применяется следующее свойство : функцию 
п

Бернштейна И’(/) и полином р2П(2) = М0Ж|<° представить как :
о

IV' (z) — си(г) и>(г) (if(/.) = Hz)|2,zeD<),

7'2п(г) = Уп(г)У„(г) (pan(t) - IQn(t)|2.1 С П<).

соответственно, где все нули функций о-'(г) и Qn(z) расположены в нижней 

полуплоскости. Поэтому трудно рассчитывать на обобщение этой теоремы для 

случая аппроксимации в комплексной плоскости.

Если W(/) нормально возрастающая функция, то с помощью 'Георемы F легко 

доказывается, что если /(IV, 1, III) < +оо, то для любого £ > 0 и любой функции 

/ G С" (1R) существует p(t) такой, ч то ||(Г2 + 1) 1 (/(£) - р(0)|| < €.

В работе [7] В Левинсон и П. П. Мак Кин рассмотрели аппроксимацию 
* • ! * . •

в квадратичной метрике и получили аналогичный результат без множителя 

(/? + I)՜1. В специальном случае, когда V-V(t) — exp (2|1|^2) в той же работе 

[7] был доказано следующее утверждение : замыкание множества полиномов Р 

средне квадратичной метрике сонпадает с. множестпом целых функций нул^011

степени.
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В настоящей заметке мы также приводим независимое от Теоремы F доказа­

тельство совпадения /JW(1R) = б-,’(Kl) для весовых функций более общего вида : 

И'(/) ~ ехР(дН*)>  о < а < 1, а > 0. Ilani метод позволяет чакже описать за­

мыкание ! w(Lp)> ко>да О <С о < р < р. Эго дости! астся с помощью применения 

теоремы М. М. Джрбашяна.

Теорема 1. Пусть W(t) - схр (а |(|“), при а > 0,0 < а < 1. Того a f>w(Ul) =

= C"(lR).

Доказательство. Пусть f е С’’(п»). Рассмотрим функцию

lin г > 0.

Имеем

= 1/(*)1  <-хр (-а |г|°) < с, х е ш,

и так как
In тах(ю<|Г |F(re‘ÿ)| 

Inn -------- =—=-------------- < 0,
Г —ОО Г

то по принципу Фрагмена-Линделефа имеем |F(i)| < С, 1m 2 > О или

(»)

Аналогичная опенка верна в нижней полуплоскости :

И')

Таким образом, можем написать, что |/(*)|  < С ехр (а|г|°),а = л ясс ~2,г € 

ЕС. По теореме М. М. Джрбашяна (см. [8], стр. 325) функция /(г) допускае! 

представление

/(։) = -!-;/՛ Еа(г(,-,1)даМИС, г бС.а = амс Кхс'1“, (5)
2**  У|(|=я 1

,де /,;ф; я) функция Миттаг Лефлера, а ^.д(С) ’ обобщенное преобразование 

^°рсля функции /(г) (см. [8], стр. 323). 9
Пусть теперь 'У произвольный линейный функционал, удовле 1 воряюший у< л<»- 

ищи — о |4«։ асимптотических свойств функции /£и(*>1)  следует, чю

1) е б?ш(Ш.) при 1(1 < а1/и (см. [8], стр. 134).
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Следуя Б. Я. Левину рассмотрим функцию • ։< • 4

/
+оо • Hj • < ՛ • ’

£o(ut; 1) ехр(—а |t|“) (6)
•ОО 

• ՛ | * • • г 4 41* • ’ ж •* • 1 * * * •

• ( * J I
Если же -7г < arg7 < 0, то -7г < arg(7/) < 0 и согласно (4') имеем

которая, согласно сказанному, •'оломорфна в круге |и| < a1//Q. 
9 •

Имеем ՝ ՝ к •1 (, » . г’ • ’

^")(0) = С„ Z[* n] = о, 

поэтому <р(и) = 0 и следовательно

• Z[£o(ut; 1)] = О, |и|<а՛/“. (7)

Из (5) имеем
/(70 = ^-/ £а(К7; l)ffa,l(C)dC (8)

2ffl •'1С|=Я

Ясно, что если |-у| < (cos то /(7t) Е CW(IR).

Пусть t € (0, +оо). Если 0 < у? = arg 7 < т, то 0 < = arg (7/) < ir и согласно (4)
» I 3 z г *•՛։> ՛ ’ ■• 1

можем написать, что

I .. . , ( 7Г О
1/(701 < û ехр я sec — cos

1/(701 < Сехр a sec
7га cos [а(^ + ֊)) |7|ü |Z|“) .

Пусть теперь 0 < 6 < 1 - произвольное число, a i/q = ь*о(^)  выбрано так, ч'го

та /
sec — cos û(i/q±

Тогда из (4") и (4"') вытекает, что для всех уу удовлетворяющих (7) < 6, 

|arg7| < //о существует число с(й) > О такое, что

1/(701 < с exp ((а - f) |t|°), t Е (0, +оо).

Такая же оценка верпа и при t Е (-оо,0).

Для таких 7 существует и аналитична функция 
Z

*(7)=/՝(/(7t)] = / e-l'l“ /(7t) d<z(i).
“ОО »
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В окрестности |-у| < (соя /о точки 7 = 0 имеем

Следовательно, на основании (7) получаем, что Ф(7) = 0 в окрестности нуля

Отсюда следует, чю ^(7) _ 0 при |7| < 6, |arg7| < р0. В частности, имеем

= 0, 7 < Æ, и так как 6 < 1 ֊ произвольное число, то Ф(7) = = О, 

0<7 < 1-

Таким образом, получаем, что /(-у*)  е Р«,(т)/ е С”(В1) и для произвольной 

функции / Е С^(1Я) и любого значения 0 < 7 < 1.

Покажем теперь, что / Е Рц,(1Л).

Для данного £ > 0 возьмем А > 0 настолько большим, чтобы

1/(01 exP(-“IO < €, 1/(701 ехр(-аЦГ) < б, 0 < 7 < 1 Id > Л, t G Ар.

Выберем 0 < 7о < 1 так, чтобы

max 
1<1<л

1/(0 ֊ /<7оО1 < е.

Гак как /(7о0 Е /’w (ПЪ), то существует р(0 такой, что ||/(7о0 ~р(01| < £• Палее

имеем 
в

11/(0 ֊ р(0Н < 11/(0 ֊ /(70о 11 + Н/Ы) - р(011 <
max \f(l) - /(7001 exp (-a|i|°) -I- max |/(0 - /(?О0| exp (-а|*Г)  + г < 4e.|t|</i |<|>4

Теорема доказана.

Рассмот рим теперь весовую аппроксимацию на полуоси = (0,-гоо). Классы 
_

Си Put, AAw и функция W(z) определяются аналогично.

Если весовая функция нормально возрастающая, то справедлива (см. [3])

Теорема АР PW(IR + ) = Сш(ШЛ) <=> /(TV, |, ПТ+) = оо.

В общем случае имеет место (см. [G])

Теорема В1։ РШ(В<+) = C^IlV) <=> /(IV, |, ДС) = 00.

Обозначим через С,;(1П+) множество целых функций половинною порядка и

Минимального типа, принадлежащих Cw(IFl+). Справедлива
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Теорема С]. Пусть PW(1R+) C\,(1R +). Т огда /ц,(1В? ) С С^(П1+).
9

Следующая теорема является аналогом Георемы Е.

Теорема 2. Пусть W(l) - целая функция с неотрицательным и коэффициент^

ми Тейлора, т. е.

IV(t) = Ou >1,<U> о, *=1,2,..,

для которой /(IV, |,Ш + ) < оо. TozdaPw(в<д = с;(п*+).
• * J ՝' ’ ' "М

Доказательство. Теоремы А] и В) обеспечивают включение Pw(ВО) с 
• I

С С^ДИ!4՜). Докажем обратное включение, т. е. докажем, что любую функ-
* S

цию f Е C*,(IR +) можно приблизи ть полиномами. Рассмотрим функцию 
. • . J W I *- V • 4 ж ri • J. 1 ’С I i 1՛ *1  Н Л wОО

ИД<) = 1Г(։2) = £О։1«. 
.... и

Пусть /(£) - произвольная целая функция порядка | и минимального типа из 

множества С*..  Положим /](t) = /(/2). Заметим, что /i(t) - полая, четная 

Функция первого порядка и минимального типа и принадлежит прострат iну 

Cw։(IR). Следовательно, по Теореме Е ее можно приблизить полиномами, т. е.

для любого € > 0 существует р(/) такой, что

I/i(Q-p(OI г.
ИДО

Переписав это неравенство в виде

1Л(-0-р(
ИД-0 I Е 1R

и учитывая четность функций /| и ։/)|,

■ 1/1(0-р(-01
՛ ■ • ՛ - iv, (t)

получим

I Е 1R.

Из (4-) и (-) следует, что

1/1(0֊ Др(О^р(֊О)| 
ИД!) tf го,

i е в։

т. с. функцию /։(!) можно приблизить четными полиномами

!/,(t)-Qt/2)!
. ■ ИД<)

а

t G ПТ
* а > f В Л» ' <
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Слодователыю, вспомнив определения функций /։ и 1У1։ получим

l/(i2)֊Q(H|
• W(t2) < г, t G IR

Таким образом
1/(0 - 0(01 

iv(n с е t Е Л<+.

Теорема доказана.

Приведем аналог Теоремы 1 на полуоси.

Теорема 3. Пусть W(t) = ехр(а|1|°), 0 < а < |. Тогда Pw(lR+).= Q(IR+).

Доказательство. Достаточно доказать, что произвольную функцию f Е 

е С‘(Л1՜*՜)  можно аппроксимировать полиномами. Пусть / 6 С’(Л1+). Рассмо­

трим функцию

F(z) = /(г)ехр (-sec атг е“‘°’г za).

Очевидно, что /’’(■г) голоморфна в области 67 =С\ Д<+ и удовлетворяет условиям

In sup |F(re։*)|  
O<0<2*lini 1/2

Нт |F(z)| < С.

Следовательно, по принципу Фрагмсна Линдслсфа

|F(z)| < С. i СС\ Л1+.

Принимая во внимание, что /(г) ~ полая функция из б. ,Р(1К + ), получаем

|/(г с’*)|  < Ссхр (nsec (ал՜) cos(a(0 - л՜) га), 0 < 0 < 2тг.

Отсюда следует, чти /(г) целая»функция порядка а и конечного типа а

“ а кес(атг). Следовательно, по теореме М. М. Джрбашяна /(г) допускает пред-

ставленис

/(*)  = -!_ / .«)</<, *6С,  «г = а ։ес(яа), 11>а‘/а. (5'
/|<|=я

аналогичное предс тавлению (5). Дальнейшая часть доказательства незначи гель

*10 обличается от докалатсльстпа Теоремы 1։ поэюму мы е< .и.
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Рассмотрим теперь случай р > 1. Пусть IV(t) = ехР(а|Пя)» t Е Lp, а > q

Обозначим через C^,(LP) множество целых функций / Е Cw(Lp) порядка р

минимального типа, удовлетворяющих условиям

!/(*)!  < Л ехр {с|*Н  , * € А(^),

!/(*)!  < Л ехр {е , г е А‘(р).

Теорема 4. Пусть IV(/) = cxp(aj£|°), I 6 < о < р С р. I о?()q

Доказательство. Включение Pu\Lp) С следует из сходимости инте­

грала /(И',р*,  Lp). Докажем обратное включение. Пусть J Е ^ü(^p). Применяя

принцип Фрагмент-Линдслефа, получим

а see

cos(atf) re” С Д(р),

|/(г е’в)| < С’ехр cos(q( ж - 0)) Г

Отсюда следует, что целая функция /(z) имеет рост a see и
как в предыдущей теореме, получим

/(*)  = ֊/ £«(։<;i)sa.i(C)rfC, «6С, (ц

Далее, если Z произвольный линейный функционал такой, что J՝[P‘] = 0,п- 
= 0,1,..., то ' ЛзЯл *

1)] — 0, |и| < а}^п.

Из (II) следуе 1, что

Если Ivl < J , to f(yl) E CW(LP) Используя оценки

(12)

(9) и (10)

покажем., что f(yt) Q СЧ.(ЬР) дли более широкого множества 7. С этой целью 

заметим, чю если argi - и 0 < р ֊ arg 7 < то в силу оценки (10) 7/ Е А*(р),
имеем

< С’exp ( и вес ТО

27
С<‘։Я(о(тг - (13)

а sei:
2р- <■<«(<>(—-^))|7р |(|

1>
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Пусть 0 < А < I - произвольное числа. Число р| > О выбс|им так, чтобы при 

1< < И ВЫПОЛНЯЛОСЬ неравенство

СО8 ( ^7 ~ ) НГ < ։•
*Р \2Р /

Тогда существует £։(é) > 0 такое, что для всех 7, удовлетворяющих условию

|7| <6, 0 < arg 7 < рь из (13) получим, что

/(7/)exp(-֊(^fl)|l|“)-U, Ul —՛ + ОО, arg/ =
2/

(14)

Пусть теперь arg/ = — тогда 7t € ^(р) »ри 0 < arg7 < у., а следовательно, в

силу (9), имеем

1/(701 =

Число р2 > 0 выберем так, чтобы при U < р < и?

Тогда ич (14') получим, что при 0 < arg7 < р2, (7I < 1

/(7 0 exp (-(а - £2)U|“) — О, |/| -» +00, arg/ = ֊7֊. 
*Р

Повторяя вышеприведенные рассуждения для |у| < b, arg 7 < 0 заключаем что 

для произвольного 0 < Ь < 1 существует число г.(6) > 0 такое, что для в<сх 7. 

удовлетворяющих условию |arg у| < Ру, |у| < имеет место равенство

[/(7 I) exp (-(u - ï)|t|“)J = О

Э1о означает, что

/(?<)€ Си(Г,), |лг«7| < izn(*)

И что функция Ф(7) = *̂[/(7  <)] аналитична для таких 7.

Доказательство завершае гея как в 1'сореме I.

Рассмотрим теперь случай о = р‘- Имеем

(/(IV,/./,,) = 4֊-ю),
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« * .• • *.  • - 1 * "" ■ ■ 1 ■

Л <+°°'' (/(^,р.Др)<+оо). (16)
1 “Г |£| 

» , . • .՛ • •

Из (16) следует, что Ри\Ьр) / С^Ьр). Обозначим через С1“ (/>,) множество функ­

ций / е Си;(Лр), голоморфных в Д(р), непрерывных в֊Д(р) и удовлетворяющих 

условию< < •
|/(г)| < Сехр{е|гГ} * е Д(р). (17)

В работе [5] доказано, ч то Pw(Lp) С C^(LP). Справедлива следующая

Теорема 5. Пусть IV(t) = exp (а |1|°), о = р*  < р, IE Lp. Тогда PW(LP) =

Доказательство. Пусть 7՜ - произвольный линейный функционал такой, что
I — 9

7"[1П] = 0, п = 0, 1,.... Тогда из (15) следует, что (см. [5])

(18)

Из следующего представления ядра Коти ( см. [8])
• V •

ехр (1/ттг)-------  = / ехр ( — ( — z)Q г) Еа(—/г) гм~1 dr,
2 -t Jo

t Е Lp, zE^(p)

и из (18) мы получим, что

7՜[Ео(-и<;р)] = 0, и > 0. (19)

Равенство (19) означает, что для некоторой функции ограниченной вариации 

гг(<), г С Ьр имееч место тождество

Ь՝о(-н i; р) ехр ( — а С) da(l) = 0, и > 0. (20)

Обозначим -t = г, a(t) = сг( —т) = од(т), т £ La и перепишем (20) в виде

В работе [9] доказано, что из (21) следует равенство

(22)
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для любой функции /, голоморфной В △ ’(о), непрерывной в замкнутом угле
Д’(о) и удовлетвори кипой условию

где - ехр (и(г) + । и(г)), а п(г) гармоническая в △*(«)  функция с гра­

ничными значениями а |т| , и(з) ~ сопряженная с и(г) гармоническая функция. 

Легко видеть, что и(г) имеет вид

Пусть теперь / Е С,*  (Ьр). Применяя принцип Фрагмена Линлслефа, полу­

чим неравенство

2/>
атг

(25)

Рассмотрим функцию /•'(г) = /(-«г). Она определена и голоморфна в Д'(а) ֊

= Д‘(р')։ непрерывна в Д*(о) и согласно (25)

Следовательно, /•’(г) удовлетворяет условиям (23). 1аким образом

(27)

Переходя к переменной I = -г и учитывая обозначения <п(т) ֊ а(0, Нт) - /О,

равенство (27) перепишем в виде

или

>՝[/(')) = о для произвольного / € Си,(Ьр

Следовательно, / Е Рц,. Теорема доказана.
Г А Акопяну за полезное обсу- 

Аптор выражает искреннюю благодар

ждепие.
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ABSTRACT. Let w(t) be a weight function defined on Lp = {z: |argZ| = 
— , p > 1} and let Cw(Lp) bo the class of continuous functions on [Jp 
satisfying the condition w-1(t)/(t) —> 0 as |/| —♦ oo, t G Lp. For / 6 CW(LO\ 
we define ||/|| = sup w՜1 (t) |/(t)|. Let Pw^Lp} denote the closure in CW(L.)

I •

of the polynomials and let C’’(/>p) denote the set of entire functions of

, t € Lpy ci > 0 the*  paper proves that
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В настоящей работе излагаются некоторые результаты, относящиеся 
х понятию существенной вариации в смысле Витали функций многих 
переменных. Показывается, что существенная вариации суммируемой 
Функции мижнт бы । ь вычислена с помощью со интегр<<льных средних. 
Доки плпн») п.я также многомерные аналоги двух те< рем конечныеги 
существенной вариации.

$1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе излагаются некоторые результаты, относящиеся к понятию 

существенной вариации по Витали функции многих переменных. Данное поня . ие 

мы здесь вводим по аналогии с рассмотренной r [2], [3] существенной абсолютной 

непрерывностью по Витали. .

Всюду в дальнейшем будем пользоваться терминологией и обышачепимми 

работы [•'!]. В частности, для каждого п-мернощ сегмента J обозначим через 

vert(J) множество вершин а Дг։(/, •/) ՛ это n-мерная разное1ь функции / па

Если с - действительное числи, то полагаем ё — (с,..., с; Е Ш. , Далее, »срез 

Qn обозначим n-мерный единичный куб, а через Ап п МЧ Mf P֊ 

Пусть / - действительная функция,, заданная на n-мерном соменк F С 

‘142] вмести “существенной использован термин “обобщенная".
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— некоторое множество точек. Положим
/'А/*** * ’I ՝• •

. .. ^аг(/; £) = 5ир£2 |ДП(/;Л)|, (1)
к

где верхняя грань берется по всем конечным системам попарно неперскрываю- 

шихся Сегментов с вершинами из Е. 
♦

Здесь под неперскрываюшимися сегментами мы понимаем сегменты без общих 

внутренних точек.

Определение. Пусть / есть функция п переменных, заданная на л-мерном 
՛;

сегменте У Величина . *

ess var (/; J) - inf {var (/; E): E С У, \ E) = 0} (2)

называется существенной вариацией Витали функции f на J.
st» • *** ՛?1
Заметим, что в (2) нижнюю грань можно взять по всем /?, содержащимся внуч ри 

»՛.>/ « • -՛ *
J (Е С int (У)) с Ап(У \ Е) = 0. Заметим также, что указанная нижняя грань 

достигается на некотором Е.

В параграфе 2 доказывается основной результат данной работы Теорема 1, 

согласно которой для вычисления существенной вариации суммируемой функции 

можно использовать се “усреднения по разбиениям՝’. В параграфе 3 доказывает­

ся, что существенная вариация существенно абсолютно непрерывной функции 

выражается интегралом от слабой смешанной производной данной функции. На- 

конец , в параграфе 4 доказывается, что из справедливости некоторого асимпто- 

зичсского равенства следует конечность существенной вариации суммируемой 

функции. Этот результат в одномерном случае был доказан 1՝. Харди и Дж.; ИГ ’
Лиильвудом (см. [1], Георема 24). Для его распространения на многомерный 

.՝ Ю»‘О ■ '. ,•֊
случай были применены результаты работ [2], [3].

§2. СУЩЕСТВЕННАЯ ВАРИАЦИЯ И УСРЕДНЕНИЯ
Г4.«: U ՛ *

Пуг гь а = (а 1,..., ап) и b = (61,6П) - точки IIU‘, причем а < 6, т = (т։,..., mn) 

- положительная целочисленная точка и для каждою » = 1,..., п 
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- некоторая система действительных чисел.

Пусть У = [а, 6] - сегмент, определенный точками а и 6. Для каждой 

целочисленной точки г = (г,,.... ,„) 6 [о,гп] положим 1Т = (1^.. ((">).

Систему точек

z е [о, гп]}

назовем разбиением сегмента 7. При этом точки 1Т будут называться узлами, а 

сегменты [1г_7,1г], z Е [T, m] - ячейками разбиения Р Узлы i7 при -г Е [T, rû - T) 

назовем внутренними

Обозначим через int(P) множество внутренних узлов разбиения Р, а через 

r.cl^/7) — множество civ) ячеек. Заметим, чго int(P) есть разбиение сегмента 

Рт» ^m-тЬ

Пусть f суммируемая функция на J. Положим

где JT = [*г_ у, /г) •

Функцию 
ГП
£--Ь(*)ъг(г) (’)

7=1

назовем усреднением функции / по разбиению Р. Существенную вариацию

Витали суммируемых функций можно вычислить с помошью их усреднения.

Теорема 1. Пусть ./ - п-жерныи сегмент и f Е £'(7). Тогда 
m-ï

езл war(/;7) = sup |ДП(Л/՛ [*• * + П)1 » 
г=Г

где верхним грань берется по всем разбиениям J.

(ö)

п ֊ . ...... !И|Г|«тся нескольк՛՜’ вспомогательныхДля доказательства этой теоремы нам нонади mi

утверждений.

Лемма 1. Пусть f - дсйстьитсльпа. измерима, функци. пи п мерном ссгмсн 

rnt J Тогда
,r М с/ V |А.(//)| : £С int(/), A„(J\/-.’) = о

ess vac (/; J ) = inf ( snp / Л
I /ç€e||(int (P))
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Доказательство. Правую часть (7) для краткости обозначим через Д. Очевид­

но, имеем essvar(/; J) > Л.

Для доказательства образного неравенства мы воспользуемся теоремой об 

аппроксимативной непрерывности почти'всюду измеримых функций.

Пусть множество Е С int (J) выбрано так, что An(J \ £’) = О,

ess var (/; J) ֊ var(/; E) (8)

и

л= sup PM/;/)!- (9)
• mi (P)Cß /eceu(;nt(p))

При )iом можно считать, что все точки Е являются точками аппроксимативной 

непрерывности функции /.

Пусть € > 0 произвольное фиксированннос число. Возьмем систему {7*} 

попарно неперекрываюшихся сегментов с вершинами из Е так, чтобы

гчч var(/ J) - t < |ДП(/; Л)| • (•0)

Пусть Р есть разби< ни» / порожденное системой {J*}. Имеем

В силу теоремы об аппроксимативной непрерывности существует такой доста­

точно малый вектор а, ч то

int (Р) -1֊ а С Е

и

(11)

Тогда из (10) и (12) следует, что

esevar(/;J) < У2|Д„(/;./4+ а)| + 2е < |Д„(/;/)| р 2с,
*■ /€cell(int (Ро))

где, в силу (11), Рц разбиение ./, для которого int(P0) С Е.

(12)

Отсюда и из (Ü), в силу произвольности £, получим сея var (/;./) < А, что и

1 ребовалось доказать.
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Лемма 2. Пусть (X,р) пространство с мерой, / £ Ь՝(Х,, ) и Е (' X - измс 

римое множество положительной меры. Тогда существуют. точки},12 е

такие, что

(13)

Доказательство. Предположим обратное. Пусть, например, для всех х € Е

Тогда существует е > 0 и множество А С Е с р(Д) > 0 такие, что для всех х € 4

/(х)
м(£) Уе

Тогда
< ֊֊ I д(4)+

7е У а Уе\а №) Уе
+ ^Т^- I 1^= I

Уе Уе
и мы приходим к противоречию.

Лемма 3. Пусть а,Ь € ]Ип,а < Ь, Л — а С ։пЦ^)

множество с Аг։(7 \ Е) ~ 0 и

Р= {1Т: >е [О.т)}

- некоторое разбиение У. Тогда существует другое разбиение Ро сегмента д 

такое, что 1П<(Ро) С Е и имеет место неравенство

У՝‘|д„(Д/;[1,т + Т))|< £ |Д»(/;/)1- О'*)

_ /6сс11(|п1 (Ро))

Доказательство. Положим

/֊> >■) „,х<Г’)€5 («։*,’..... Х<:>)екп7г}; 1е[1."‘!

И гН
М = П А/г- 

г=Т
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Гог да имеем

। ле

Рассмотрим на 5 функцию [гн| переменных
ГП - 1

гл

| де для каждого 7 € [1, m — Т) »>

Фг А. Талалян

71).

ИИ. (15)

(16)

-• ■> ка
В силу (15)

• г-
имеем

JS

m- 1

-Ы/((Т
oEverv (<?w )

2-> —й—՝t՜—’—~
ü€vcrl(Qn) FIi=l ((։ ~

fd\n

(17)

В силу Леммы 2, из (17) следует существование точки 
‘֊it,

(«!"..
I «։К< >И , 4 10

m- 1

Отсюда, в силу (16) имеем
m-T

(18)

Легко видеть, что точки £г,
* .Г *

z E [1, гд] образуют разбиение сегмента

।. : ։

I 4

*» г

< •

С1) .(0

’ F <1Х 
м

где ֊ (^!}

1

¥1

I и

F f^|rn| —

1
о) Xj

i •

I •

I I

C int(«/), узлы которого принадлежа! E. Продолжим его до разбиения

/% всего сегмента ./. Тогда int (/А>) С Е, и, в силу (18), неравенство (И) спра­

ведливо. Лемма доказана.
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Доказательство Теоремы 1. Пусть Пк Двоичное разбиение k-ro ранга
сегмента J. Это означает, что для 1)к, т = 2к и

4’’ - + (•>< - «0; 3 = 0, 1..... 2‘.

(^егменты Jz и средние Äy(z)։ соответствующие разбиению Dk, обозначим через 

и Aj (2), соответственно. Пусть F множество тех точек х Е int(J), для

которых

(19)

Тогда по теореме Лебега Xn(J \ Е) = Ü.

Пуст ь Р - произвольное разбиение J с int(P) С Е и с > 0 - произвольное 

число. Тогда, в силу (19), для достаточно больших к имеем

2*-Т
У |Дп(/;/)1<Е

/£cell(int (Р)) Т=Т

В силу произвольности г, отсюда и из Леммы I следует неравенство

гп-Т

ess var (/; J) < sup |ДП(Л/; [z, z + T])|. (20)
г=Т

(' другой стороны, т ак как в формулировке Леммы 3 разбиение / и множ» с i во

Е независимы, то еще раз применяя Лемму 1, из (14) получим

т-Т
sup У2 |Дп(Л/; [z, z + Т])

։=Т

< css var (/; J). (21)

Равенст во (6) следует из (20) и (21)«

53. СУЩЕСТВЕННО АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ

Напомним определение сущес-п.енпой абсолютной непрерывности по Витали (см

И, 13])
. ггшественно абсолютно непрерывной по

Определение. Функция / назынае
7 гели существует множество Е С .1 с Хп(.1\Е) - 

Витали на п мерном сеч менте У, с .
г И г\/П1еСТВУСТ 6 > ։։ тнкос, что кяково

0, обладающее свойством : для любого £ >
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бы ни было конечное семейство {Зк\ к = 1,...,/} попарно неперекрываюшихся

п мерных сегментов с вершинами из Е и с суммой мер 
I

имеет мести неравенство
I

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть функция / существенно абсолютно непрерывна по Витали

на сегменте 3. Тогда

С5.ч гаг(/; У) (22)

дс производная / = ------- -— понимается в смысле теории распределений.
дг.} ...дхи

Доказательство. Согласно Теореме ! работы [3] существует единственная

Функция у € £*(./) и множесч во Л/ С 3 с ХГ\3 \ М) — 0 такие, что для каждого 

и мерного сегмен та / с вершинами, принадлежащими Л/, имеет место равенство 

[ 9<1Хи. (23)
■//

Покажем теперь, что у — /> / Для згого зафиксируем некоторую точку с € М

так. чтобы для почти всех г выпилил.(ось равенство

Ап(/;[г.г]) = </ ЗХп (24)

Пусть теперь задана произвольная фчнкпии Ь (3). Так как разность 

/(/■) — Дп(/; (с, х]) представляв I собой сумму, в которой каждое слагаемое зависит

оз меньшего, чем п числа переменных, го

Из (21) и (25) итерированием по частям получим

I / Г?^А„ = I (Д„(/;(ё,У]) + /(7) - Д„(/;[с,7])) //^(7)</Ап(7) = 
/у 3 յ

У)1 '^(т) (1Хи(г.) - (- 1)п / дрдХп.
Зз
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‘Таким Ьбразом, равенство д'* 0^ доказано. Перейдем теперь к доказательству

равенства (22). Сначала заметим, что

■'։ • н ’»•»» I > 0' >• • Л : и. >

С55Уаг(/; У) < уаг(/;М) = вир \ |Дп(/; Д)| =
>• ;■ ’ Ч ' ՛■'.։.

£>7 <*А„,
(26)

где верхняя грань берется но всевозможным конечным системам попарно непе- 

рекрывающихся сегментов {} с вершинами, принадлежащими М.

Докажем неравенство

(27)

Пусть б > 0 - произвольное число. Выберем 6 > 0 так, чтобы для 

множества АС1

каждого

(28)

Теперь построим конечную систему 5 = (Л С = 1,попарно непере- 

крынаюшихся сегментов так, чтобы имело место неравенство

Ап \ и (^9)
\ 4=1 /

и, чтобы для каждого к = 1,...,/ выполнялось одно из следующих дв>х соотно­

шений :

или

ап(4)> (30)

А"(-/‘)>(*֊дДл) Ал(Л)’ (31)

где 7°.= (ПЛ: Р7(5) > 0). 4 = {» € Л: «7(») < »)•

Указанную систему сегментов можно построить следующим образом : если

для сегмента У выполняется (30) или (31) (с 7 вместо Л), то требуемая система 

<? состоит из одного В противном случае, разделим J на 2՞ равных частей 

и отнесем к 5 те из них, для которых справедливо (30) или (3!). Каждый из
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« • в 4 < • м. » w а а ♦.

оставшихся сегментов разделим на 2П равных частей и произведем такой же
/ • • • 1- * • • 1 И , ' * ; • - * * • * \ " ՛ • *>

выбор.

Из теоремы о точках плотности измеримого множества легко следует, что при не- 
/ .

ограниченном продолжении описанного процесса наступит момент, когда для по-

строенных сегментов Ji, выполняется (29). Тогда полагаем S = {Jj,..., Ji].

Пусть
• . . М.» <• • •

если выполняется (30)
если выполняется (31);

Тогда
I

(32)

(33)

Пусть теперь Е С J, с An(J \ Е) = 0 и

ess var(/; J) = var(/; E). (34)

Иля каждого к, к =■ 1выберем сегмент Ik С Л Е S с вершинами,

принадлежащими Е О Л/ гак, чтобы

1

(35)

Тогда, в силу (23), (28), (29), (33)֊(35), получим

css var(/;./) = var (/; Е) = var (/; Е ПЛ/) >

В силу произвольности £, отсюда следует (27).
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§4. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ КОНЕЧНОСТИ СУЩЕСТВЕННОЙ

ВАРИАЦИИ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

В этом параграфе мы докажем многомерный аналог одного достаточного условна

конечности существенной вариации суммируемых функций, принадлежащий Г

Харди и Дж. Литтльвуду.

Теорема 3. Пусть 3 - п-мерный сегмент, / е Ь1 (У) и

|Д„(/; [л, х + А])| ЛХп(х) = О(|А|П). (36)

7 огда езз наг(/; 7) < оо. (Вне 3 можно считать, что / ֊ О

Доказательство. Положим

^(х) — кп /ЛХп- к= 1,2,.... (37)

Тогда по теореме Лебега, для почти всех х £ J

11ГП — /(я).к —*сэо (38)

Далее, имеем

п

<»Сусг1 (<Уп)

(39)

С другой стороны, очевидно функции абсолютно непрерывны по Ви1али (см.

(2], определение 1). Поэтому, согласно Теореме 1 из [3], существует множество 

£0 С ./ с Ап(7 \ £и) = 0 и последовательность функций Ф* € £’(/) такие, что 

для каждого сегмента I С вершины которого принадлежа! £о, имсе!

равенстве!
Дп(у>»;/) = 2՝1'‘</Ап: *=1>2.....  <’°)



86 ч . . Ф. А. Талалян

Из (40) следует, что для почти всех х € J

lim 2тп
ГП—«ОО

(41)

Отсюда, в силу леммы Фату и условия (39), получим

(42)

где С не зависит от к
Л* лI • • .*

Пусть теперь произвольная конечная система попарно непере-

крывающихся сегментов с вершинами из Ец. В силу (40) и (42), имеем
I

|Ап (*|0к» ^гп) | < О] к — 1-, 2, .... (43)
т = ]

Пусть ‘

Е = Е^ П 1х € ,1: Пт <^*(х) = /(я) ? • 
[ к—ос )

Тогда АП(У\Е) = 0 и для каждой конечной системы попарно нсперекрыва ошихся 

сегментов ։./( с вершинами из Е, предельным переходом при к —♦ оо, из (43)

получим
(

m = 1

ню и требовалось доказать.

ABSTR ACT. The concept of essential variation in the sense of Vitali of 
functions of several variables is considered. We show that the essential 
variation of a sunnnable function can be calculated by means of its integral 
averages. We also prove multidimensional analogues of two theorems on 
finiteness of essential variations.
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I •
Обозначим через /ц класс гармонических функций, определенных на единичном

круге и удовлетворяющих условию

Согласно классической геореме Рисса-Гер глотка Л| совпгдает с множеством

функций, допускающих представление

X

и 2 ֊'МО.

где Ир конечная мера. Из этого представления следует, что люоую функцию 

и(г) Е Л| можно записать в ниде

ц(з) — и1(2) ~ П2(2)։ (I)

где П](-г) и 112(2) - неотрицательные гармонические функции

В работе рассматривается более широкий чем /*| к.ги /» сарм 

функций. Ми обсудим следующий допрос : можно ли представить любую функ­

цию ф) е л п пиде (1), каждая из функций и,, Ш допускает опенки значительно 
* -.19

лучшие, чем эго возможно для всех функции из * •
। г я&м «К , . А& 4 * ’* ’ * * **
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t

1°. Рассмотрим функции
•i к ’ I • i.

. t iГ . • . 4 v ОО
A(z) = 1 + reos х 4- rn cos(nz) In n, z = re,r 

n = 2

В(х) = 1 + r cos z + ) ;---- cos(nzk 0 < r < 1.
In n

n —2
, •• . ‘ ■ i ՝ ‘ ■ • ' • ' 1

Гармоническая функция u(z) принадлежит классу А, сели

sup 
0<r< I

u(reil)H(re'^-^)dt dx < oo. (2)

Заметим, что аналогичные классы гармонических функций были введены и
I

исследованы в работе М. М. Джрбашяна [1]. Они обозначались через где

и(х) - неотрицательная интегрируемая функция, определенная на [0, 1]. опрос

существования и построения функции и'о(<), для которой определены 0Шг) = А 

нам представляется нс простой задачей.

Теорема 1. А лаге А совпадает с множеством гармоничссксх функций, допус­

кающих представление

/
Я

• к
(3)

где dp конечная мера.

Доказательство очевидно и непосредственно следует из теоремы Ф. Рис.са и

Г Герглотца.
I

Основным результатом настоящей работы является следующая

Гсорсма 2. Любое u(z) G А можно записать в виде

н(г) =. - U2(z),

где и {(2) и 02(2) принадлежат классу К и допускают оценку
»

Дсжнзнтсльстпо. Из теории чисел хорошо известна функция 

определена на натуральных числах следующим образом : если

А(г|), которая 
‘ I

п — рт, где р
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- простое число, то Л(р"֊) =. In р; для всех других п , Л(п) = 0. Иэ определения 

Л(п) имеем

In п = ^2 A(d), 
п/d

где n/d означает, что d ■ делитель п

Обозначим через £п = ехр ( — »)•" = 1,2,-.. Имеем

Легко видеть, что

Следующее неравенство справедливо для любых г, |г| < 1

В самом деле, так как

то требуемое неравенство верно.

Функция Д(г) допускает представление

ОО
= - 5 Л(п) 1*1 ’ < <Ц*). 

n; I

где сумма берется по всем простым числам. Далее, имеем

ОО °° Ы 5 1-- dy I d*(t) —
У /

где |z| < I and я-(г) количество прост ых чисел, не превосходящих г. В послед нем

неравенств։; мы использовали изнес гнук» оценку С7

0*)
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Конечна» меда в (3) представляется в виде

- ^2.

где (/р։ и Лр2 неотрицательные меры. Положим

Ич (4) следует/что и։(/) и1ц2(г) допускают требуемую оценку.

2е. Теорему 2 нельзя улучшить. Действительно, любая функция из К нс 
*

|М г А*

может быть представлена в виде (1), где гармонические функции ц։(г) и й2(г)

допускаю г оценку

^лссь е > 0 - фиксированное число. В самом деле, в силу теоремы Никольского

2], если । армоническая функция удовлетворяет условию

где ^(/.) > (I и правильно растет, то при I —♦ 4-оо имеем

Используя эту теорему, получаем

1103 1 ։ >Му

М2)1 < 1«!(^)| + |«2(г)| < 7—Г1 1п'՜' ----- |2| < 1.
1 - И 1 - |г|

Однако А(г) Е к не удовлетворяет условию (5), так как

для некоторого с > 0
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Для функции из h возможно привести другое интегральное представление, 

где ядро Пуассона сохраняется, однако вместо dp стоит обобщенная фук* ни я 

Именно этот путь обобщения формулы Рисса-1 ерглотца рассмотрен в рабок (3]. 

Для класса h можно принести аналогичное интегральное представление. '1 .г га 

Теорема 2 станет своеобразным обобщением дли некотором» класса обобщенных 

функций теоремы Жордана о представлении конечной меры в виде разности дв> х 

нео । рица ։елиных мер
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