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Մ աթեմ ատիկ ասԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
հմբագրոլթյունր խնդրում է այն անձանց, որոնք 

կեյ Հայաս տան ի Գիտութ յունների {Լզգային Ակադեմիայի 
• Մաթեմատիկաս ամսագրում , հաշվի առնեք հետևյա/

ց ան կանում
Տ եղեկագիր 
կանոնները'

են հողվածներ հրապարա֊ 
սերիա սՄաթեմատիկաս

ւր'

1. Հո4վածն երի ծավա լր , որպես 
ինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 
չ ավելի քան 5—6 մեքենագրված

կանոն, չպետք Լ գերազանց ի 
մեքենագրված ([)» իսկ համս

մեկ տպագրական մամուլը

Մեկ տ պ ագրա կան մամոլյր գերազանց ող ծավաքով հողվածներն ընդունվում են հրապա֊ 
րակման րացտոիկ դեպքերում' խմ բագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբւ

2. Հոդվածները պետք Լ ներկայացվեն գրամ ե քեն ագրվա ծ, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(Հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ Հ կըել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռու ս եը են լ եզ ուներովւ

Օտարերկրյա հեղինակների Հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել
Համապատասխան քնզվովւ

3. Մեծատառ լատինական 
պետք ( ընդգծվեն սև մատիտով 
վ երևոլ մ է

Հունական տառերը պետք ( 
տիտռվ, իսկ կուրս իվ տառերը

4. Գծէսգրերր ներկայացվում

տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
եՐ14 ու գծերով ն եր ք ևոլմ, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մ ա •
ընդգծվեն ալիքաձև 
են աոանձին (քնրի

ե տեղը էջի ձախ մասում»
Հրա, երկու օրինա կով, նշելով նրանց

5. երա կանութ յունր տ եղավորվոէ մ 4 հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում ( հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակէ 
Հան տար ևթ իվը, հոդվածների համար նշվում Լ՝ հեղինակը, հոդվածի անունը, ամ սազիր ը, 
Համարը, տարեթ իվը և (ջերը»

Օգտագործված գրա կան րլթ յոէնը նշվում է քառակուսի փակագծերում

0րբա գրությսէն ժամանակ հեղինա կի կ^Ղ^ՒՕ կատարված քիլ թե շատ զգալի փռփո-
խությոլններր ( օրիգինալի մр ) լեն թ ա լ/ա տրվում I

վերամ շակմ ան նպատակով Հեղինակին վերադարձնելու դեպքում,
կսւծի и տացմս/ն

8. Հո դվա ծ/•
մ ամ կեսէ մարվում ( վերջնա կան տեքստի ստացման օրը՝

Տ. Հողվածի

մերժման դեսյքՈւմ հ եղինւս կին վերադարձվում ( ձեռագրի 
իրավունք կ վ երապահոՀմ չգ բ ա ղվել մերժման պատճառների 
վերջում անհրաժ եշտ է նշել այն հիմնարկի [('իվ անունը,

մեկ օրին ակր և 
պարզաբանում ովւ

ված ( տվյալ աշխատանքը»

10, Հ եղինւսկր պետք ( ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հա ջրանունը»
11. Հհղյ,նակներին ուղարկվում Լ անվճար նրանց հողվածի 25 աոանձնատի պերւ

եւմ բագրոլթ յան հասցեն' Երետն, Մարշաք Բաղրամյանի պող., 24 բւ Գիտությունների ակա»

գեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկաս»
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Наук Армении. Математика,

В работе доказываются теоремы о сходимости кратных рядов Фурье 
непрерывных функций нескольких переменных ограниченной гармо­
нической вариации. Рассматривается также явление Гиббса для крат­
ных рядов Фурье.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть д(1) - 2я-периодическая, интегрируемая на [-я, я] функция и

• ОО
ао(^) + 52 «n(ff)cosnl + bn(g) sin ni (1)

n=l

- ряд Фурье функции д{1). Хорошо известна следующая теорема (см. [1], стр.

121).

Теорема А.Если д(1) имеет ограниченную вариацию на отрезке [ —чтя], то

а) з каждой точке I Е [—я, я] ряд (I) сходится к - |(?(1 — 0) 4- д(1 4֊ 0)) ; Л*
Ь) если, кроме того, д(Г) непрерывна в каждой точке отрезка [а, 6] С

С [—я, я], то ряд (1) сходится к д(1) равномерно на [а, 6].

Эта георема обобщалась п различных направлениях (см. [2 7]).

Д. Ватерман (см. [8]) распространил этот результат на класс функций

ограниченной гармонической вариации II В\ :

и вV = BBV([—я, я]) = (р(0 : VH(g) = Ш"

где <?(/) = _ д(а\ если / — (а, 6), a supremum берегся по всем системам

= i попарно пепересекаютихся интервалов из [ я, я]. В [8] Д 1 р

Доказал следующую теорему :



Теорема Н.Для произвольной функции д Е HHV справедливы утверждения а 

и Ь) Теоремы Л . " '

В [9] Г. Харди определил класс Н - функций двух переменных ограниченной 

вариации. Им был доказан аналог Теоремы Л для функций из этого класса. 

Этот результат Г. Харди был обобщен Голубевым (см. [10]).

В [II] А. А. Саакян определил класс НВУ функций двух переменных гармони­

ческой вариации и доказал аналог Георемы В, обобщающий результат В. Ц 

Голубова. Результаты Саакяна и настоящей работы будут сформулированы в 

следующем параграфе.

§1 . ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть х = (г։,..., zn) Е IRr‘, У = (У i,.... Уп)» где У*, k = 1, п - неотрицательные 

целые числа и пусть £ = (f ],...»). где ?к — ±1, = 1, п. Скажем, что 

последовательность /V = (У։,...,УТ|) стремится к фоо, если каждое Мк —♦ +оо, 

и скажем, что последова тельность {S'/v} сходится к пределу 5, если для любого 

ту > 0 имеем |5\ — 5| < г/, при условии, что все Nj достаточно велики. Пусть 

tv(z) = max{|x,|, [z,-х;|, i,j = 1,2,...,п} и ||/1||w = supобозначают нормы 

вектора х и матрицы А.

Положим

= Ле|(х։,Л) х ACj(x2,h) х ... х Aen(xn,/i),

П(х;/>) = и П։(г;Л).
С

Пус ть - внутренность множества £, а д! = {а} и {6), где / - либо (а, 6), либо 
♦

[а, 6].

Ниже всюду функцию /(х) будем считать измеримой и 2тг-периодической по

каждой переменной х։, ։ = 1,п.

Обозначим через 5/у(/, х) прямоугольную частичную сумму ряда Фурье функции

/(х) Е ([-7г,тг)п) ■

/V»
/V ( /» X ) — • •• Ст , ։та1. ,,тп ехр (I ( ТГк\ X] ф ... ф 7ПП Хп )) >

т։=-Л'| гип = ֊/Уп
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где

- коэффициенты Фурье функции /(х).

Точка х — (х։, х2, ...,хп) называется точкой разрыва первого рода для функции 

/(г), если существуют пределы

Положим

€

Точка х° называется точкой устранимого разрыва, если <(х°) = ^(х°) для

всех €.

Скажем, что последовательность функций {//v(x)}t определенных в окрестнос ти • •
точки х", равномерно сходился к пределу я в точке х°, если для каждого г] > 0 

существуют = 6(т/) и р = р(р) такие, что |/\(х)-$| < р при max |х?-х,| < b 
1 = 1,2, . .п

и /V,- > р, i = 1,2,п.

Пусть /’ С ( — оо, Too) - интервал или отрезок с концами а1 и 61. Через Q(/') обо- 

значим множес тво всех конечных систем попарно нспересскающихся интервалов 

удовлетворяющих условию С /'•

Определим, гармоническую вариацию для функции двух переменных /(х|,хг). 

При фиксированном х° положим

= ДЬ՝,хЗ) ։?).

Обозначим .
0 ।. 1/(Ап» х2)1И։,(/(х1,^),/') = »“РЬ------------ '

ГП

Аналогично, при фиксированном х^՝ определяю ։ся /(х։,/ ) и ^х>(/(аг| ՝ *г)< 
• •

Положим также (/2 - интервал или отрезок с копнами л и 6 )

/(/*,/’) = Да',а'2) - Да'.Ь2) ֊



тт» , к
< 'Л. I «О(Г ■) 
М’>€П(Р)

и„(/, /Ъ) = 111.1։(/, /' х /2) + 1;,(/(х,,в2), /’) + V,,(/(а1,г2), 72).

Скажем, что функция /(11,22) имеет ограниченную гармоническую вариацию 

на прямоугольнике /?2 = /՝ х /2(/ Е НВУ(Рг)), если Ун(/, /?г) < 4-оо.

Нам понадобятся следующие обозначения :

(о) — Х1,х2,...,х,_1,а, т 1+11 •••, хп,

* л в * •где I1 - интервал или отрезок в (—оо,+оо) с концами а} и Ь1.

Но индукции определим гармоническую вариацию и класс НВУ(/?П) для функций 

п (п > 3) переменных. Предположим, что для к = н - I определены гармониче­

ская вариация и класс ПВУ(/)П_|). Определим для к = п

14;(/(1)> /Л.) = ։1|р
։ = 1,2,..п

!/(/;... /гл

Г(Ч,... /Г.) = /(“1,. /?,.... /?.) - /(»1,. 42,. ДЛ
Ч = (<Л,).[<ЛЛс /', 

п
^и(/, а.) = У Г)'п) + ^.(/(г), О„).

։=1

Скажем, что / Е НВУ(/)П), если У//(/(х), 1)п) < +оо.

Через НВУ и Уя(/) обозначим Н ВУ([—тг, 7г]п) и У//(/; [—тг, тг]п), соответственно- 
* •

Теорема С. Если / Е //Л У, то 
• • 

а) в каждой точке разрыва первого рода 
• /

Г1т 5’лг(/, х) = </(х), (2)
/V—-ос

Ь) если, кроме того, /(г.) непрерывна на некотором открытом множестве

Е, то имеет место равенство (2) равномерно на каждом компакте К С
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При п = 2 э га теорема доказана Л. А. Саакяном [11], при п > 3 доказательство 

можно провести аналогично.

В настоящей работе будет усилена I еорема С и будут доказаны следующие 

теоремы .

Теорема 1.Если / 6 НВ\ имеет устранимый разрыв в точке хп, то после­

довательность прямоугольных частных сумм Зм(/,х) равномерно сходится к 

в точке х°.

Теорема 2. Если / е ИВУ, то

а) в каждой точке разрыва первого рода имеет место равенство (2) ;

Ь) если, кроме того, /(г) непрерывна в точках компакта К, то равенство 

(2) имеет место равномерно на К,

Опишем явление Гиббса. Сначала рассмотрим поведение частичных сумм 

5П(£) рядов ( см. [12], стр. 105)

О° . ।

Esin ut lz • /1Х л /t.
------  = ïd* ~L) = V’tO. 1 É (о, u---- Zp=l

• • # t y [ S\T\ S лв окрестности точки t = 0. IIусть G(t) — / —— ds, t > 0, (/(0) = 0- 
Jo 5

Напомним, что f/(/) непрерывна, I = G(^) > û’(0 > 0 при t > 0, а у = С7(+оо) — 

- lim G(t) < С7(тт) < тг-
(֊♦ОО

Хотя S„(l.) стремится к <р(1) в каждой фиксированной точке t £ (0,2т), но кривые

У = проходящие через начало координат накапливаются к интервалу

1 -1 Г —dt= 1.179
(р(+0) к Jo

Так как Sn(l) - нечетные функции от I, аналогичная ситуация имеет место в

. __ п ипиные и = Sn(t) накапливаются к левой части окрестности точки t — О, ։ ле крив։ у к /
сумм называется явлением интервалу -I < у < 0. Такое поведение чаоичяых сумм 

Гиббса. Его общая форма может быть описана следующим образом.

Пусть последонательпосгь « ФУ'"‘11ИИ "рИ 1 6 П։(?’'Л)

и существует <(?'). Скажем, что для {//у(»)1 имеет место явление Гиббса в
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11с (г°, Л), если

Нтьир //я(х) > <4(т°) или
Ы -»по 
г —* г 0 

ж€П<(хп.Л)

НпнпГ /к(х) < Не{ха
Л/ — оо 
«-«О 

»СП«(«°Л)

Положим

Ре(х") = Птзир 5лг(/,г); /^(х11) = НттГ Л/ — сю х —х°
։€П,(։п,к) *€ПГ(»П,М

Р(г°) = тах /(х°); /^(х°) = гтп /^(х"), 
е с

г/(ги) = тахг/£(яи); (/(г°) = пнпс/с(г0). 
€ €

Теорема 3. Если / 6 ННУ и я точке х" функция }(х) имеет разрыв первого 

рода, то

а) й(^°) < <*(«°) < Р<(®°) ;

Ъ) если г1 - точка неустранимого разрыва, то

£(/’) < <(ги) < /\(х°);

в противном случае /\(х°) = РДг0) = = ^(х°) для осет. €;

с) \<1(х") ֊ <(?’)! < (/\(л°) - ГДг0)) ;

Л) • (Р(*") - £(*")) < Ц*՞) - <№) < а. ('V) -

где ^п,<у , С2„ 6 (О, I) - константы, зависящие только от п.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Построим НС1ЮМО1 ааельные функции, используемые в док азател ьегве Теорем 2 

и 3.

Через г(Л-), 1 < к < п, обозначим множество к мерных векторов г монотон­

но растущими на 1 у ральными координатами, не превосход и ши ми п, т.с. если 

(»],...,**) Е Цк), то !<»')< »2 < ... < п. Положим ։(0) = {(0)}.

(’кажем, что (»1,...,։*) < (}|, •••, Лн)> если либо к < т, либо к — и 

существует я0 > I такое, что 1Л — при <ч = 1,...,.яп — I и < jtn^ ^лЯ 

(»!,.... ц) Е г(к) положим (0) < (и ,..., и), 
п 9

Через а обозначим биективное отображение {О, I,..., 2П — 1} на »(Ат), удовлетво- 
к~<} крякппсе условию <7(1) < а(д) при 1 < }. Для а(г) — (11...... 14.) положим |<т(։)| -
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Пусть £■(։։. •••>»*) = (^1»£2. —»€п), где ет = 1, если т ± црИ всех ] = а

1Я остальных т возьмем е1П = —1. Положим

б(0) - (1, 1,...М) - Со; (1ь .... ц)(т) = т։-,г։а.,.г,к; (0)(х) - |

Построим функцию Ф(т) на [0,2тг]п следующим образом :

2"- 1 — ■ * 
^(х) = 7 , Лсу(£) сг(*)(х),. если те[0,2тг]п, 

1 = 0

где Аа(։), 1 = 0, 1,2П- 1, определяются из системы

{
2"-1

^(°) = ^2 ^(;)(тг(бо -€))>. (3)
>=о ]

Положим 
• •

= |т(;)(։г(ео ֊ е(<г(։)))), Л = {ДЧ)Т;;, А = {А,о)}2’;'.

Так как Д1; — 0, если ։ < ;и Д|։ = (27г)^։)* , то гап^Д — 2П. Следовательно, 

система (3) имеет единственное решение.

Построим теперь 2тг-периодическую функцию Ф|(т) следующим образом :

f Ф(г), если х£(0,2л-)г‘
Ф1(я) _ < 

(0, на границе [0,2?г]п.

Лемма Г.Ь’сли E HRV([a,b]), то 
9

и) g(t) имеет, только разрывы первого рода;

b) lim Уц(д, [to,t0 + h]) = 0 тогда и только тогда, когда g(t) непрерывна в 
h—• о

^очке б». ■
Лемма 2. Если f 6 Я/?Г(П2), тп для прпилвольньи х, 6 Di

Vn(f./>s), 1.2;

‘W)-/(։')| < 2Vw(/,P։).
Лемма 3. nvrm,. f e ///;l’(/J2) u а точке x 6 /Ъ существует предел dt(z). 

Тогда

lini V //(/; /i)) = 0.
h—о

Локазачельства этих Лемм можно найти в работах [Я] и [11].
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Повторяя рассуждения и выкладки работы (11, стр. 526 528], получим следую.

щим результат :

Лемма 4. Если f E HBV, то

|/(х) - 5/у(/, *)| < С ^н(/, Пе(х, Л)) 4֊ о(1), 
€

где при фиксированном Ь. о( 1) стремится к нулю при М —+ оо, равномерно по

х, а С - абсолютная постоянная.

Лемма 5.Для любых /|(х), /г(х) Е НВУ^Е)?)

17/(7! + А, О2) < !/„(/,, 1)2) + И„(/21 £>2).

Доказательство очевидно.

Лемма 6. Пусть / Е НВ 1/(Пе(хп,Л)) и в точке, х

Пт /(х) = /(х”). Тогда

" существует предел :

lini V'H(/;[1։(I°,A)) = O. h —• о

Доказательство. Для простоты докажем ее в случае п = 2. В рбшем случае 

п > 3 можно поступить аналогично. Определим функцию /"(х^хг) на Пс(х(),Л). 

('начала на множестве Г

11։(ги,Л)\((Д։,(г«,Л)х {։“))и({г») х

положим /’ = f. Л на множестве

положим

/’(х։,х2)= lim /‘(xj.ia).

•t«aS։ (*?•*)

На множестве Ae|(xp/i) х {xlj} определим /*(х],хз) следующим образом :

lim



11о сходимости и явлении Гиббса кратных рядов

Из Леммы 2 следует, что /(х,,х2) 6 НВУ(Дв։(1{, А))։» = 1|2> а из Леммы 1 

вьпт’касг, что существуют пределы (4) и (5). Следовательно функция /*(х],х2) 

определена корректно.

Из определения функции /’(х|,х2) и Леммы 2, часть а) следует, что

Пт /'(*) = /’(*") = /(^°) (6)
х€П<(гпЛ)

И * . • ’

I'.. (/*(։!. «2); △<,(։?./>))< иИ(/;П։(х",А)), (7)

Т1։(Г(«?.®։):Д։,(«$.А)) < Ии(/;П։(։П,А)). (8)
• |

Учитывая Лемму 5, неравенства (7) и (8), получаем

ИП(Г; ПДх0, А)) < 1ХЯ(Г -/;11։(։п,А)) + Ки(/;11Дг0,Л))<

<5Уи(/;П։(Е°,А))<оо.

Следов аге л ыю

г е НВУ(П<(/’,Л)). (9)

Согласно (6) и (9) функция /*(х), удовлетворяет условиям Леммы 6.

Теперь проверим, что утверждение Леммы 6 справедливо для функции /"(х).

Iак как функции /*(х|»х2) и /'(х',1,^) непрерывны в точках и х£, соответ- 

ственно, из Леммы 1 имеем

(10)

(И)

lim ,)) = °
h—o

и

lim ($?> 2՝ «)) =
л — о Z

Убедимся, что имеет место неравенство

H<(xrt. ^)) < Кг1.»։(Г(1ь։2);1С'(«0.Л))- (12)

принимая во внимание определение ГГ։,г//’(Х1»*2^ |։,(т ' 2^’ яосл а1 ° 1,10 р,1С

(М°1реть те системы интервалов и {/?}*-։» яля которых точки х? и



2 являются вершинами ип'1՝ервалов /„ 

гневно.Пусть х? = аЬ . ։? = а? .

Из определения функции /'(л) имеем

1Г(/;,42, ||то |Г(4.(։г.^, т — тр ։

1Г(/п Нт |/'((г1,6‘

|Г(^ Нт
______О

|Г((։։Х
т1

Положим

т 1 / > 'т ' т 5 т # т1։ т = 1, .... 7ПП,

։ • • • » ^0•к >

Из определения гармонической вариации функции /*(г) на П°(ж0՜ /*) имеем

тк

Слсдоваз'ельно

Неравенство (12) доказано.

Согласно неравенствам (10) - (12), из Леммы 3 следует, что
4 

ПтИи(Г,П,(х’,֊))=0. (13)

9

Докажем Лемму 6 для функции /(х). Из непрерывности функций и

/(г) .х^) в точках и х", соответственно, имеем

НтиГ1(/(х,,1");Д։,(х|’4)) = (), (Н)
А —•(I 2

• •

ЬтпГ։Д/(х?,ха);Д։։(х»4)) = (). (15)
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Легко видеть, что

||«(^. |)) < Ь.,1։(Д - ДП.(х°,£)) + ^„։։(Г; пг(х°, *» <

< V,, (Г; П,(х°, £)) + V;, (/(х,, х»); Д„(х«„ *)) + ^(/(х?,^); Д։։(х», £)).

(16)
Согласно (13) (16), получаем

Пт Гн(/, ПДх",֊)) ֊ о. А—»0 2

Следствие. Пусть { Е Н ВУ(1|(х(|, А)) и Дх) непрерывна в точке х°. Тогда

Пт Гя(/;П(х°,А)) = О.А —• о

Доказательство следует из неравенства

1'4/1 П(Х°,А)) < С£ !/„(/; ПДх0, Л)), 
€

гле С - абсолютная постоянная.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство Теоремы 1. Для простоты проведем доказательство для 

п = 2. Н общем случае теорема доказывается аналогично. Пусть /(*1,12) - 2тг- 

периодическая функция по каждой переменной, удовлетворяющая условиям

7(А^) = Ф°); /(*) = /(*)
при X е (х?;*? + 2^) X (г(2, *2 + 2тг).

Легко видеть, что при х С П(х°, имеем

Ун(7;п.(։.֊)) < счи(дп(т(’,л)).

Из Леммы 4 слсдуе г, что

е

^■»сдовазел ьно

|Дх°) - 5’4/,х)! < с Г</(Д 11(1". А)) + о(1) + !/՝(։) - /(*")!•
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Из непрерывности /(х) в точке х и из следствия получаем, что для любого 6 > о 

существует На - А(6) > 0 такое, что при х £ До) 
ч

С УН(Г, П(®°, 2ЛП)) + |/(х) - 7(Х°)| < ֊.

Следовательно, для достаточно больших и при фиксированном имеем

|</(х°)-$Л(/,х)|<« при ЛГ, > /V,0. Ы2 > Ы2< т. £ П(г°, Л), 
а 

♦ 
Теорема доказана.

Доказательство Теоремы 2 а) Без ограничения общности можем считать, 

что х = 0. Так как в точке х — 0 функция /(х)-'Ц\(х) имеет устранимый разрыв, 
*

з'о из Теоремы 1 следует, ч то .$/<(/ — Ф।, 0) сходится к 0. 
• •

Легко видеть, что

Пт 5л,(4>|,0) = <7(0). (17)
N — ос

Следовательно, учитывая, что

lim (5\(/,0)֊Л\(Ф|,0)) = 0, /V —• оо

получаем

lim $„(/,()) = d(0). Л-*оо

Ь) Поскольку по предположении» функция f(r.) непрерывна в точках компакта

К, в силу Теоремы I для любого Л > 0 и каждой точки х £ К существуют

окрестность Ux точки х и число Nz = /V(6, х) такие, что

|/Ь) - я«(/. *)1 < « при z С Ux и /V > Nr.

Так как множество ит является открытым покрытием компакта К, то 
гек ’

п

существуют (/֊ ,.... (/-֊ такие, что I I //- Э К и |/(х) — х)| < й при х С К >
1=1 

/V > шах . Теорема 2 доказана. 1 = 1,..,т Г|
Доказательство Теоремы 3. Без ограничения общности можем предполо­

жить, что х" ֊ 0. 'Гак как функция / — Ф։ имеет устранимый разрыв, то и՜» 

Теоремы I следусз , что в точке 0 функция 5л-(/ - Ф।, х) равномерно сходится к
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О Таким образом, поведение 5/у(/, х) в окрестности точки 0 полностью опреде­

ляется поведением 5лг(Ф|,ж), т.е.

РД/,0) = £(*1,0), /\(/,0) = Ре(Ф1,0) для всех е.

Из определения Ф։ имеем

<4(/,0) = с/е(Ф1,0) для всех е

2"- I

5л/(Ф։,х)= ^2 >*(0 ^(<т(։)(). *),
1=0

2п-1 Н«)1 / ^7 •
ТТ / Л 5|П

А,(») П тг - 2 52 ---------
4 ' I т

1=0 7 = ] у т=1

И»)Г= *(0 = (й։*2,.-,*7, -,։*)•

• • • ■

Определим функцию Ф*(х) на [֊/,/]" следующим образом :

2"-1 1<Ф)1

*П*) = 52 М) П (7Г“2хъ)’
1=0 7=1

(18)

где I = («ь х2։ ...,Жп) € [֊/, 1]п, я'М = (й ,.,ц). Представим функцию Ф'(х) в

виде
2Л_ |

Ф'(ж) = 52 Ч(<) ։=0
(19)

Из (18) и (19) получим систему уравнений

или эквиналентное уравнение А* — А* А, где А — {А„(։) |։=о » а ՝ »7 »»,;՛-<>• 

Имеем д;. = (), если > > ] и Д', = (-2)1'<‘И. Следовательно, гапКД‘ = 2П-
• *•. • • .

Известно (см. [12], стр. 105), что

+ «е[0,я], (20)
8

'•«<։ |/?т(01 < Ь. если ( < А и т > тп(А). Из (20) получим

Пт яир 5т(^) — й <-»П4
т —• | аг»

| --*П 4 
т —• 4 ЛС
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а также, что для л юбого € [О,/] существуют последовательности {1к} и

такие, что

lirfi •Snr։,, {i-k) — to- 
к —»ос

Следовательно

Ре(0) = max Ф'(х); /\(0) = min Ф‘ (х
г€П,(0,1) гбП.(0,0

И месм
2П- 1

Ч--(0)= £ А,{() 
i=0

£<r(։)(ir(£o + e)) = 2n։r|e(i>l. 
£

Следовательно, получаем Ф'(0) = d(0).

Очевидно, что

£(о) = min ^еп<(о,/) Ф’(х) < Ф'(0) < max 
хбПДП.О Ф*(я) = Рс(0),

тем самым утверждение а) доказано.

Иля доказательства утверждения Ь) заметим, что

2”-i k(»)| 2*-i

фX А'(0 П (я’-7геь)= Л^(.) (^(*)(^(^о -е))) =
։=О j=l |=0

Поскольку rangA = rang Л* = 2П, то 0 является точкой устранимою разрыва 

функций /(х) и Фт (х) тогда и только тогда, когда Ф‘(х) = const. В этом случае 

имеем

р£(0)-РДО) = rf,.(0) = d(0) для всех €.

В случае, когда 0 является точкой неустранимого разрыва, имеем Ф’(г) г 

const. Следовательно, Ф’(х) не может принять максимальное или минимальное 

значение внутри Пс ((),/), i ак как при фиксировании п — 1 переменных Ф (г)

становится линейной функцией. Следовательно 

max Ф"(х) — /^(О). гСПг(0./)
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утверждение Ь) доказано.

Для доказательства утверждения с) предположим, без ограничения общности, 

что € -- .как фиксация п — I переменных превращает в линейную

функцию, то

£.(0) = min Ф'(г)
гбП<о(0,Г)

гтнп
г£ЭЛ<։(0,|)х...хдДГп(0,/)

inax Ф‘(я) 
ren«0(ü,i) rnax 

х€дД։,(0,/)х. хЭД,п(|),/)
Р.„(0)

Следовательно, получаем систему уравнений

2”- ։

т.е. р = ЛА\ где р = {р,}-2п 1, Pi = - £(*(»)))), А = Aj =

= <гО)(|(£о֊с(а(։)))).

Имеем ,41; = 0, если г <], а. Д, = /И‘Л. Следовательно, гаг^Д = 2П.

Легко видеть, что

^о(о) -2L.(o) = “(>։т), где

■4 = <(о) = Е А«(» (jj) ffO)(£o);
j=0

22д։ /7r\kü)l
d„,(0) - </(0) = £ М <^0)(£");

■ ;=1

• •

где В = {5 а ß . ~ (f)1’0’1 <r(j)(eo); = <>, если i > 1.

В случае ^(А‘) = 0 неравенство

Но) - <(0)1 < О՞ (ё<„(0) - £<„(<>))
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где Л = ЛА*, А" = Л 1 L.

Из а) и Ь) вытекает, что

и>(НА*) _ си(НЛ՜’ L)
ЗЩ7) ’

Следовательно, ЦДЛ 11< I, обозначая через Qn = ||ДЛ_|||Ш, мы завершим

доказательство утверждения с). Докажем теперь утверждение d). Рассуждая как

и выше, легко видеть, что

/?(0) = max Ре (0) = max 
r63(-M)x...xa(-U) (21)

Р(0) = min /\(0) = min min 
rea[-i,/]x...xa(֊i,i] (22)

d(0) = mindc(0) = min ГП in (23)

d(0) = maxdc(0) = max max 
r6a(-f ,f]x... (24)

»

= 0 и Ф*(г) = const. Следовательно, Р(0) = Р(0) — d(0) =

— d(0) и неравенство d) очевидно.

В случае,когда и’(А') 0, имеем А‘ 0 и ^“(z) const. Поэтому в силу (21)-

(24) получаем

Р(0) < d(0) < d(0) < Р(0). (25)

Легко видеть, что

/>(()) - £((() = w((4--(/£(a(»))) ֊ 4'’(fe«))?2rl).

<2(0) - 4(0) =*((♦’(^('(0)) ֊ ♦’фо))£г1)- 

• • 
И моем

2"-1

ф-(М^)))-♦՛('«<>)= Е А;(,.)/1‘’<»1(а(Л(г(<7(2))- I), 
)=0

Р(0) ֊ £(0) = -(<ЭГ), где у = {Си}?’:!- = ''’0)1 (^0)(с(^(0) '

3(0)-4(0) = ц<(ЯГ), = (֊)''и)1 (<7(;)(£(<7(<)))-՝)’

Для выполнения условия гап§^ = га։^Л = 2П - 1 достаточно, чтобы гапД^ 

2՞ ֊ 1, где ? = {?,,}’■;*, -аь = <7(Д (£(а(.))) - I ■
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Докажем, что матрица <г = {^ }’*.^, _ <г(у) (е(а(>))) ортогональна.

Если к\ / *2. то существует к3 > 1 такое, что <г։„ • для всех

у = 0,1, •••» 2 — 1 * 
• •Следовательно 

2п-1 г-1
. /2 - 52 = 0.

7=0 ' 7=0
Очевидно, что 

2”-1 2"-1
5‘.2 ?Ь2 = 52 (^12 - !)(«■*,2 - 1) = 2", (26)

2=1 2=0

Г-I 
52 ?*> ?*2 = 2՞ - I • (27)
2 = 1

Из соотношений (26) и (27) следует, что ганй? = 2՞ - I. Имеем

“ u(QÜ-'z)
_ ы(ЯА') _ u(RQ-'L)
~ u(QX-) ~ *(О

^z

< IW1 IL,

гдеы(А') У О, Ь = С^А', А' = С}՜'Ь, и>(Ь) ± 0, г = ЛА'.

Из (25) получаем
ы(ЛА') _ и>(лд-'ь)
ы(<?А') ~ *(О <

Значит, ИКС՜1 < 1. * •'
Т аким образом, обозначая (^п = ||Йф“’||им Н^1. получаем

требуемое утверждение. Теорема доказана.

В заключение, автор выражает благодарность профессору Г.Г. Геворкяну за 

постановку задачи и обсуждения результатов работы.

ABSTRACT. Theorems on convergence of multiple Fourier series of 
several variables continuous functions with harmonic bounded variation 
are proved. Also the Gibbs phenomenon for multiple Fourier series is 
cnnsidorcd.
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МЕШАННАЯ задача для вырождающихся 
ЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ТИПА СОБОЛЕВА

С Акопян, Р. Л. Шахбагян

Ьвсстия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
ом 28, №3, 1993

В работе исследована разрешимость смешанной задачи для некоторого 
класса вырождающихся квазилинейных систем уравнений с частными 
производными третьего порядка. Не исключается зависимость коэф­
фициентов от пространственных переменных. Доказано существова­
ние и единственность решения смешанной задачи в подходящих функ­
циональных пространствах доказана при некоторых условиях, налага­
емых на главный символ оператора и младшие члены (условия типа 
Леви), связанных с вырождением на границе.

1. Пуст». И - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г — 50, 

принадлежащая полупространству = (*Е П1'[, тп > б}. Предположим, что 

ГП(хг։ = 0} # 0.

Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных уравнений вида

Я
— £п(/, х) + х) - О (I)
д1 ■

в цилиндре — 5) х (0,7), а операторы /> и Л/ задаются следующим ооразом .

Л/и = - V —— (в|.(х, К7и|), О/У;(х, ^и^)) ,
ах, 

> = » }

гле и(4,х) = (и։ (£, х),..., и/у(4,х)), а оператор V = 577’ «77/’

выделение в представлении для оператора Ь слаг аемого, содержащею ди4фсрсн 
• •

"“Ропание п направлении , обусловлено тем обс тоятельством, что допускае тся 

»«рождение „а гиперплоскости = 0. Как будет установлено ниже постановка 

|1а։>ально֊краевой задачи для уравнения (1) будет тесно связана с харак! *р

НЬ| Рождения.



22 г. С. Акопян, Г. л. Шахбаг»,,

2. Предполагается выполнение следующих условий :

а) Матрицы - 1,2,....п- I) и Впп (порядка Ы х /V) симметричны

их элементы непрерывны н 9 и Л։р= /?;։ для любых = 1,2,..., и - 1. Матриц 

С(х) неотрицательна при любом х 6 9.

Ь) Для любых вещественных векторов £1,(2, ...,£п (£* = (£*,...,к =

= 1,2..... п) таких, что |С|2 / О и любого х Е 9 справедливо неравенство
п-1 п

*,) = ։ •=։
। де (.,.) - скалярное произведение в евклидовом пространстве Шп ; о'(т) 

некоторая матрица нида

(
о։н(х) 0 ... О \

О о?., (г) ... О |
(3)

О 0 ...
с непрерывными в 9 элементами а*кк(х)(1 = 1,2,..., п; к — 1,2,...,/V) и существу­

ет постоянная с() > 0 такая, чтоо‘4к(х) > со > 0, при ։ — 1,...,н — 1; к = 1,2, ...,ДГ 

Предполагается, что существуют показатели тг > ()(г = 1,2,...,/V) такие, Ч1 

справедливы неравенства

с некоторыми константами 71 >0,72 > 0.

с) Функции ак](х}£), к = 1,2,..., М,) = 1,2,..., п, определяющие оператор 

А/, предполагаются вещественными и принадлежащими пространству 

хТПп). Обозначим далее

и предположим, что для любых векторов ...... (л; т/1принадлежащих и

и любого х Е 9 справедливы следующие неравенства :
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п

(6)

П1С п,С2»с1’с2 " положительные постоянные, а Л’ матрицы вида

Л> /_ _4\ _ ^аЪ'(Ж> Г*) к _ ( к к\
)— дтк • т — (Г1 > — > тп )■

элементы которых

Условие Ь) характеризует степень вырождения оператора Л. Точнее, неравенство 

(2) - это условие сильной эллиптичности оператора /> в области = Их {яп > 6} 

(/) > 0 - любое), а оценка (4) свидетельствует о том, что Ь допускает вырождение 

на части Го = Г А {хп = 0} границы Г. Условие с) естественно для задач с *
вырождением.

3. Постановка краевой задачи. 
• • 

Представим границу Г области И в виде 
• • %

Г = Г'и Го, г'С И". 
• . •՛ * •_ 1 

■ 
Обозначим, далее • • •

Г',- ■ при 1<т, <2 /=|2..... „ (7)
Г, при 0 < тп1 <1, 

" I » •
Для системы дифференциальных уравнений (1) рассмотрим следующую 

начально-краевую задачу :

111,-0 = и°(«)| х £ (8)

■ <,=0. <>0,/= 1.2..-Л- (я)

''УПхпйональные пространства, в которых изучается пос I явленная зада , уду 

п,’еДены ниже. Основной результат, полученный в статье, - теорема су шее । нова 
I - • •

НИм и единственности.
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Впервые задача (1), (8), (9) в том частном случае, когда one )атор L = - 

трехмерный оператор Лапласа), М = была рассмотрена С. Л. Спб мтевым
С/ £

( см. [I]), в связи с исследованиями, посвященными изучении малых ко. сбаний 

вращающейся идеальной жидкости. Дальнейшие обобщения содержатся в рабо- 

тах [2]֊[6], подробную библиографию по этому вопросу можно найти в [’|.

4. Введем необходимые обозначения и функциональные пространен а.

Пусть Со°(И) - пространство вскторнозначных бесконечно дифференцируемых 

финитных функций у? = (у?| (х),у?/у(х)), определенных на О. * •

Обозначим через Ьг(О) гильбертово пространство /У-мерных вещсствснн пнач-

ных вектор-функций и(х) = (и։ (х),..., идг(х)) с компонентами и, Е I =

= 1,2,...,/V, со скалярным произведением

и нормой 
л 

||u||n = \/(ii,u)(b

Опишем функциональное пространство, в котором будет действовать оператор, 

порожденный задачей (1), (8),(9). Заметим вначале, что оператор L определен на 

всюду плотном в пространстве L?(Q) множестве Cjj°(Q).

_ • • . # • • • 
Лемма I.Оператор L симметричен и положительно определен.

Диказнтольг.тпо. Симметричность оператора L наСо°(0) очевидна, поскольку 

для произвольных u, v eCJ°(Q), пользуясь формулой интегрирования по частям» 
• л*' 

имеем

(Lu, v)0 = (u, />v)0. 
e

Докажем положительную определенность оператора L. Рассмотрим скалярН"1 

произведение (/>•։, и)0, u £ C^°(U). В силу (2), (3) и условия неотрицательной
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ти матрицы C(z), имеемопределенное

д 
дхп

du du 
дх} ’ дх(

du du 
dxn ’ dxn

(11)

Неравенство Фридрихса, примененное к правой части (11), немедленно приводит 

к нужной оценке

(/Л1,и)п > с||и||(2, (12)

с некоторой константой с > 0 (здесь и далее буквой с будут обозначаться

различные нос гоя иные).

Лемма доказана.

Далее, обозначим через /7/, гильбертово пространство, определяемое как замы­

кание линейного многообразия C(^(Q), в норме

llulht = \Zlu>uL

порожденной скалярным произведением

[u, v]
du dv 
dr,i ’ dxj

du dv 
0xn ’ dxn

4- (C(x)u, v) (1.3)

Из оценки (12) следует вложение С L»j(Q) .

Замечание. В силу сильной эллиптичности оператора Л в подоблапях d > 

О, норма ||. ||Я| эквивалентна ин тегралу Дирихле, и, стало быть, в сот всi с i нии 

с теоремой вложения Соболева, векгор-функпии пространства Il L исчезают на 

части ГА - Г п {Хп > 6} границы Г. Этп обстояэъпьство диктует соответству­

ющую постановку начально краевой задачи. • •
Приводимая ниже лемма уточняет структуру пространства ///..
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Лемма 2. Пусть 0 < тг < 1, тогда г-тая компонента иг вектора ц £
։

обращается 6 нуль на всей границе Г.

Доказательство. Пусть и(х) Е Н- предел последовательности 

и» £€^(£2) в том смысле, что
• • • • ...

||и(гп) ֊ и||//6 — 0, т — оо.

Оценим

В силу неравенства (2) имеем

Последовательность {и(т'}т=1 фундаментальна в //£. Поэтому, из последней

оценки следует, что

(И)

Введем в рассмотрение оператор Лг, заданный на всюду плотном подмножестве

С™ (£2) С по формуле

Проведя рассуждения, используемые при доказательстве Леммы 1, легко устано­

вить симметричность и положительную определенность оператора Лг.

Введем энергетическое скалярное произведение по формуле 
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для любых и, V Е Со (О). Замкнув множество С£°(0) в энергетической норме, по­

рожденной скалярным произведением [•,•] , придем к гильбертову пространству 

///.,•

Из (И) следует, что гюследова 1ельность {иг фундаментальна в пространстве 

IIЬг, и поскольку тг < 1, то предельная функция и, исчезает на Г (см. [6]).
I 

Лемма 2 доказана. 
9

Как известно, симметрический и положительно определенный оператор б, за­

данный на 0^(9), допускает фридрихсовское расширение до самосопряженного 

оператора, определенного на ///,.

Расп! и реп 11 ы й таким образом оператор вновь обозначим через . Он гомеоморфно 

отображает пространство на 1,2(0). Следовательно, существует ограничен­

ный обратный к /, оператор б՜1, отображающий Ь2(0) на пространство II 

Применяя к обеим частям уравнения (1) оператор б՜1, получим эквивалентное 

ему уравнение
ди . . ...
—+Ли = 0 
о!

с опера тором А — К 1 Л/, определенным на линейном многообразии С£°(9).

Опишем область определения замыкания оператора А.

Лемма 3. Область определения замыкания оператора А совпадает с про­

странством II /,.

Доказательство. Пусть и Е Нь и последовательность

-о оо. Для любого V ЕС^ (9) имеем

»

я .■
(IV

/V
с/х

^чепим разноси.

л 4 г
„«><'■

« Ь I • •1 — 1 г — I
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п Н

; = 1* = 1

1՜ /1 А дак](х,Уик 4- <(Уи^т) - Ум*)) /ди{кп} дик \
П /о \ Я«| ) Х

• •“ * \ /

Из условия (5) и последнего неравенства имеем оценку

для любого V ЕС“(О) с некоторой константой с > 0.

Докажем, что правая часть неравенства (17) сходится к пулю при т —♦' оо.

Действительно

11 гм
ГП—»ОО

поскольку последовательность сильно сходится кив пространстве II ь-

И меем

где с' > 0, с" > 0 - некоторые постоянные. Следовательно

Возвращаясь к неравенству (17), с учетом (18) и (19), заключаем, что после 

дивагельность (Н։։^ГП’)*|Ю имеет слабый предел в пространстве ///,. В силу с1‘
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(>динг.твснности, мы можем продолжить оператор А с С§°(П) на пространство

// положив для любых иле //,,

. _ ч ди* .?ик) — (1х.
ОХ; (20)

Лемма 3 доказана.

5. В этом пункте будет установлен основной результат статьи - однозначная 

разрешимость задачи (*) - (8), к которой редуцируется задача (I), (8), (9) (см. 

пункт 4).

Доказательство опирается на известный “метод монотонности”(см. [8], [9]).

Перед формулировкой нашего основного результата приведем необходимые опре- 
V

деления и одну общую теорему, доказанную в [10].

Пусть оператор А (вообще говоря, линейный) действует из сепарабельного ре­

флексивного пространства Л' в пространство Л" линейных непрерывных функ­

ционалов над Л'.

Определение 1. Оператор А называется монотонным, если для любых и, и € Л' 

имеет место неравенство

< Аи - .4 в, и - и >> 0. (21)

Определение 2. Оператор А называется полунепрерывным, если он всякую 

сильно сходящуюся последовательность в Л переводит в слабо сходящуюся 

последовательность в Л*.

Определение 3. Оператор А называется ограниченным, если образ всякого 

"' раиичеииого множества из Л' является ограниченным множеством в нростран- 

ствеХ*.

Обозначим через £р(0,Т;,\'), (р > 1) пространство функций [0, Т] — Л, с 

Нормой 
/ //• \ ՛"

||и|| = | / ||м(0Пх ’
\ 7 О /

Г/1П II ’ 11д' - норма банахова пространства Л
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Пусть, далее, А(4, и) - монотонный оператор, зависящий от параметра / £ [0,Т], 

действующий из £Р(О,Т;А') в сопряженное пространство Ьр*(0, Т; А'"), - + — = 
Р Р՛ 

= 1- %
Рассмотрим следующую задачу :

Ьи = и1 4- 4(Л и) = Л, (22)

“1։=о = ио, (23)

где /г(£) ֊ произвольно заданный элемент пространства Ьр՛ (О, Т; А'*).

Обозначим, наконец, через Н(и0) пространство функций и(£) 6 (0, Т\ А') таких,
• • * •

что и' Е />Р'(0, Т; А'), и(0) = и0> «о 6 А*.

Теорема А. ([10], Теорема 13). Пусть выполнены следующие условия :

1. Для почти всех I Е [О, Т] и любого и Е £р(0, 7՝; А’) справедливо неравенство

< Л(£, и), и >> со||и||^ - ^(«) 

• • • 
с некоторой постоянной со > 0, к(Г) - ограниченная функция.

2. Оператор Л(/,и): />р(0,7’; А') —* Ьр'(0,7"; А'“) ограничен и полунепрерывен.

I огда отображение Т: //(ио) 7>р*(О,7г’;Х) есть эпиморфизм, иными словами, 

для любого И. Е Лр< (0, 7՝; А ’) задача (22), (23) разрешима.
• • • 

• • • 
Теорема 1.Оператор А, действующий в пространстве Н^, является моно-

тонным, ограниченным и полунепрерывным, при этом справедлива оценка

[Ли,и] > с||ч|1я,, • (24)

где с > 0 - некоторая постоянная.
•• •

Доказательство. Для произвольных и, у Е С^° (0) оценим

[Ли — Лу, и — у] — I (Л/и — МV. и — у) (1х = 
7п
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где мы воспользовались гладкостью функций а^(х,гк) и условием (6)

Заметим, далее, что

где с > 0 - некоторая

(26)

пос ։ оя и пая. Действительно, имеем в силу (2)

Л 1=1

ди( 
дх\

I х ди (Эи . ,- 7п§(о

/ . ди ди ч .
Ь к2 / Лх. д—.п—)ахV п о*\ дхп

где к, К|, К2 - некоторые положительные постоянные.

Из (26) следует, что

(27)

Возвращаясь к неравенству (25), с учетом (27) получаем опенку

(28)

Пусть теперь и, V 6 Ни {и^}^!» {у(к))™=|, гле и^> у(к) С*(П) ՛ последо­

вательности такие, что

Пи^’-иНнь - 0, ||у<‘)-у||„1։^0. (29)

Имеем, в силу (28)

Ли(*) - Лг(*\и - и

Заметим, что в силу Леммы 3, последовательности

‘>_У +с||и<‘>-у(‘>||гН1.
(30)

{Лу(1)} ограничены

(они сходятся в пространстве Н[>). Отсюда, учиплвая (29), полу ։асм

Ли(4^ - и - и(>) < с||п-ч|И||//,..^ 0. (31)

Аналогично
(32)

1 —•€*»
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Возвращаясь к неравенству (30), в силу (31), (32) получаем, ч го (для достаточно

больших к)

откуда в пределе имеем

(>4и ֊ Ащ и - V] > 0, (33)

и .монотонность оператора А установлена.

Пусть Н - произвольное ограниченное множество в :

Н = {и: и € Нь> Ни11///. < Д < оо}.

Рассмотрим функционал

и° е в и V ес^(П).

В силу (20) и условия (5) имеем

< с|1» "Ня. ■ 1М|//,. < с/1’||у||/,1.

(34)

Следовательно

Уи° е в,

т.е. опера тор А ограничен.

В силу Леммы 3 для любого V Е С5°(Р) и произвольной последовательности 

(11^ГПу)т^։» и<’п) £ Нь такой, что

||и(гп> — |։1|//ь —* 0 при . гп —♦ оа,

имеем

- [-4, V] При —♦ ОО,

л зто означает, что оператор А полунепрерывен.
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Наконец, докажем оценку (24).

В силу условия (5) и оценки (27), для и Е ///„ имеем

с постоянной с > 0. Теорема доказана.

Пусть банахово пространство Л — Н^. Рассмотрим гильбертово пространство 

Ь2(0,Т;//ь) всктор-функций и(1,х), заданных в цилиндре (^г со скалярным 

произведением

{и,у)= / [и,у](/Г (35)
7О

| | обозначает норму, порожденную скалярным произведением (35).

Теорема 2.Для любого ։։° Е И/. задача (*), (8) разрешима п пространстве 

^(0,Т;//ь).

Доказательство. Из неравенства (33) имеем для любых и, V С Ь2(0,7’; ///,)

{_Д։։ - Ау, и — у) > 0,

следовательно, опера гор А монотонный. Далее, пусть /7 - ограниченное подмно­

жество в Л2(0, Т;///,). Тогда для любого и Е Н и любого I Е [0, Т], в силу (34),

имеем

< с

с некоторой постоянной с > 0. Из последней оценки следует, что

1е- оператор А ограничен п Л2(0,7’; ///,). Полунепрсрывность опера юра А 
■ •

невидным образом следуе т из Теоремы I.

'аким образом, оператор А удовлетворяег всем условиям Теоремы А, 01 куда 
*

"'■’тгкаст, что для любою и՞ б Нь » /<г(0,Т; ///.) существует по крайней мере

иДДи решение задачи ( + ), (Я). Георема доказана.
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Теорема 3. Для любых начальных данных и11 б Н[, решение задачи (*), (8) 

единственно о пространстве L>2(0tT\ Hl).

Доказательство. Пусть и’, и2 6 />2(0,7'; Н - два решения одной и той же 

задачи (♦), (8). Тогда их разность и1 - и2 удовлетворяет уравнению

dt

Умножая обе части последнего тождества скал ярко в Hl па u1 - и2 и интегрируя

по t G [0, т], 0 < г < Г, получим

[Ап1 - Ли2, и1 — и2] dt = 0.

В силу монотонное 1 и оператора А отсюда следует оценка

о
'0_ 
di

- и2

Следовательно

1

о

Учи гывая теперь, ;_п — 0, получаеми - и

||1։‘(т,г) ֊ и2(т,ж)||пь = 0.

В силу произвол։,пости т заключаем, что и1 = и2 в цилиндре Qj՝.

Теорема доказана.

ABSTRACT. The solvability of the mixed problem for a class of Sobolev 
type degenerate quasilinear systems of partial differential equations of 
third order is studied. Dependence of on space variables is not excluded. 
The oxictencc and uniqueness of solutions of mixed problems in suitable 
functional spaces is proved under certain conditions concerning the 
principal symbols of the operators and the lower terms (Levi typ^ 
conditions) connected with the degeneration on the boundary.
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о равномерно-касательных приближениях
ЛАКУНАРНЫМИ СТЕПЕННЫМИ РЯДАМИ 
НА КРИВЫХ КОМПЛЕКСНОЙ плоскости

Г. В. Арутюнян, В. А. Мартиросян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, 1993

В работе получены результаты о возможности равномерно-касатель­
ных приближений на кривых из комплексной плоскости целыми или 
голоморфными в круге функциями, представимыми лакунарными сте­
пенными рядами.

е •

• 3

§0. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе исследуются некоторые вопросы о возможности равномерно­

касательных приближений на кривых из конечной комплексной плоскости целы- 

ми (голоморфными в круге) функциями, представимыми лакунарными стспсн- 
♦ 

ными рядами.

Исчерпывающее решение проблемы комплексной полиномиальной аппроксима­

ции, полученное в 1951 году С. И. Мер геля ном [1], послужило основой для раз­

вертывания исследований о возможности равномерных и касательных прибли- 
•• • 

жений в комплексной области целыми функциями. Такие приближения впервые 

рассмотрел в 1927 году 'Г. Карлеман [2]. Фундаментальная теория возможности 

равномерных и касательных приближений целыми и голоморфными функциями 

была детально разработана в работах М. В. Келдыша, Н. У. Аракеляна и других 

авторов (см. [3], [4]). Решение проблемы комплексной полиномиальной аппрокси 

мадии, с другой стороны, способствовало активизации исследований с начала 

70-ых годов вопросов о возможности равномерных приближений на компакта* 

комплексной плоскости многочленами с пропусками. В этом круге вопросов 

лучен ряд законченных результатов как для специальных классов компактов (с*1, 

(5 Ю]), так и для общих компактов (см. [11], [12]). Мы перейдем к исследований
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аппроксимативных свойств целых или голоморфных в круге функций, предста­

вимых лакунарными степенными рядами.

Работа состоит и։ трех частей : в §1 приведены формулировки полученных 

результатов, в §3 - их доказательства, а в §2 доказываются вспомогательные 

леммы, имеющие самостоятельный интерес.

§1 ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
♦

Введем сначала некоторые обозначения. Для множества е из комплексной конем- 

ной плоскости С будем обозначать через с и дс, соответственно, его замыкание 

и границу. Пусть С(с) - множество всех непрерывных на е комплекснозначных 

функций. Для компакта е С С пусть Л(е) - банахово пространство всех непре­

рывных на с. и голоморфных на его внутренности комплекснозначных функций с 

нормой П/П = sup [/1(e)- 

Положим

l)r = [z ЕС: |г| < г} при 0 < г < +оо;

при этом счи гаем /)п = 0 и 1)^ - С. Пусть II(/)г) - множество всех голоморфных 

в круге /)г, 0 < г < +оо функций.

Для подпоследовательности натуральных чисел ГМ через Л1П1п(С?), 

будем обозначать, соответственно, ее минимальную и максимальную плотности 

в смысле Г. Полна ([13], стр. 26).

Пусть Го - жорданона дуга из круга Од, О < II < +оо, соединяющая начало 

координат с. д!)ц и состоящая из конечного или счетного числа гладких дуг 

7*:(А՝ ~ 1,2,...), удовлетворяющих следующим условиям :

а) ду 1 а Го пересекается с любой окружностью < г < II, один раз , 

Ь) в любом круге /)г,0 < г < /?., содержится лить конечное число дуг 7* I 

с) каждая дуга ук в любой точке ? 6 с пересекающей ее окружностью 

образует угол, который больше некоторого числа о € (0, я-/2|, где а не 

зависит от г С и от

Для дуги Г» и числа гп Е положим

>Г| - 1
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где

Для подпоследовательности Q =■ {qn}™'G IN обозначим

Qk = {qn€Q - qn = k(vnod т)], к = 0, 1,.... т - I.

Теорема 1. Пусть f и € > 0 - произвольные функции из С(Ет), Q - подпосле­

довательность из IN, удовлетворяющая условиям

У 9П 1 = ОО при к = 0, 1,т - 1. (2)
<?пЕ<2к

Тогда существует функция д Е Н(Г)^), представимая степенным рядом вида

ОО * . .

$(г) = У" 0п2п. где ди = 0 при п^С2и(0) (3)
п=о • ՛ * /

и такая, что

1Л2) - я(г)1 < е(г) «Р« г Е (-1)

Замечание 1. Множество вида (!) с Г1։ = [О, Я) удовлетворяет условиям Тео­

ремы 1. В этом случае для справедливости Теоремы 1 выполнение условий (2) 

необходимо. Это легко следует из теоремы Мюнпа. Колее обшие кривые подобно­

го типа получаются использованием комплексных аналогов теоремы Мюнпа (см. 

|6], |7|).

Замечание 2. Частный случай Теоремы 1, когда R. = 4֊оо, т = 2 и Л? ~ 

( —ос,+ое), обобщает и усиливает известную теорему 'Г. Карлемана [2].

В следующей теореме рассматривается более широкий класс кривых аппрок­

симации.

Рассмотрим множество Нт вида (I), где (к = О, I,..., тп - 1) - жорданова 

дуга из круга Г)ц, соединяющая начало координат с ()Df<, Г* П I j = {0} при 

J и удовлетворяющая следующему условию : существует последовательность 

окружностей {()L)rп }такая, что rn | R, при п —♦ оо и любая НГ)Гп пересекает 

I к только один рал. Пусть 0(1) - максимальный раствор тех откры тых дуг, из 

которых состои т множест во (1)н \ Ь'гп) П dDt} 0 < « < Л.
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Теорема 2. Пусть / и е > 0 - произвольные функции из С(Ет), 0} - подпосле­

довательность из НМ, удовлетворяющая условию

△тт(О) > О 
2^’ т( Н(0,/?) 0(4).о =

Тогда существует функция у е Н(1>н), представимая степенным рядом вида 9
(3) и удовлетворяющая (4).

В заключение параграфа отмстим, что Георемы 1,2, выявляющие аппрок- 

симативные свойства целых или голоморфных н круге функций с лакунарными 

степенными рядами, можно использовать для построения таких функций, имею- 

тих наперед заданное асимптотическое поведение вдоль определенных кривых.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Для множеств /<т> фигурирующих в Теоремах 1 и 2, и для чисел г, а, где 

0 < г < а < R, положим

Ст(г,о) — [дг и (Ет О Г),։) .

Лемма 1. Пусть Ет * множество из Теоремы I, - подпоследовательность из 

Г\', удовлетворяющая условиям (2), и / - произвольная (функция из Л(ст(г, а))> 

представ имая в окрестности нуля степенным рядом вида

ЛО
/(г) = £/„ г", где /„ = О при п£<^и(0}. (5)

пзО

Тогда для любого числа £ > 0 существует многочлен

а
р(г) = сп г", сп = 0 при п^^и(О), (6)

П=О

такой, что

\/(г) - р(г)\ < € для ^ет(г,а). (7)

Доказательство. Докажем сперва лемму в том частном случае, когда т - I. 

Пусть - подпространство пространс тва .4(е), 1 де е — И (г, и), порожденное 

Всеми многочленами вида (6). 1 ребустсн докажи ь, что / 6 7Г(^?)՛ Сс гла
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теоремам Хана Банаха и Ф. Рисса достаточно доказать, что для произвольной 

комплексной меры Бореля /1 на де, удовлетворяющей соотношениям

(8)

будет выполняться также условие

/(г) dp(z) = 0. (9)

Рассмотрим преобразование Коши

G(£) = /. ес\дс.

Функция (1(1) голоморфна по I 6 С\де (С - расширенная комплексная плоскость). 
• •

В силу соотношений (8) в окрестности бесконечности она разлатается в рял

Лорана
ОО г

<7(0 = ^2 ГРп՜’ I 2Рп ^(г), |1| > а, (Ю)
п = 1 ^ае

тле Р = {Рп}'Г - подпоследовательность, дополнительная к Ц относительно ЕМ.

Лекажем, что ряд (10) сходи гея для всех I, |1| > г.

С этой целью введем функцию

/г(0 = / _ exp (f logz) ^/1(2), I. GC, 
Ja'\D,

где log z — log |z| + i arg z - однозначная ве твь логарифма, для ко торой | arg z| < я.

Очевидно, что I՛- целая функция экспоненциального типа. Для нее соотношения 

(8) означают, что

/*’(н) = — / zu dp(z') при nEQü{ü},

откуда непосредственно следует оценка

limsup — log |F(n)| < log г. 
n — oo, n E Q n

(ID

Далее, из теоремы Кореваара-Цсинстры [10] в применении к функции 1՛ и

последовательности Q следует, что

limsup - log IР(х)\ = 
г —* 4-oo X

.• 1
limsup —

n —» ос, n f Q
log |/’’(n)|.
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Заметим, что коэффициенты ряда (10) удовлетворяют неравенствам

ZPn rf/l(z) + 1^(Рп)|, П = 1,2,....

Следовательно, с учетом (11), (12) получим

1
im sup — 
п—»ОО Рп dfi(z) < log г,

откуда, согласно формуле Коши-Лдамара для радиуса сходимости степенного 

ряда, вытекает, что ряд (10) сходится для |t| > г.

Обозначим через G|(i),R| > г, сумму ряда (10). Поскольку функции 67(t), C7։(<) 

совпадают для |/.| > а, го но теореме единственности аналитических функций 

оно совпадают для всех I ЕС\с. Отсюда, применим теорему единственности для 

преобразования Коши, получим, что мера ц сосредоточена на dl)r. Теперь уже 

вывод условия (9) из соотношений (8) не представляет трудности : достаточно 

отметить, что средние арифметические для частичных сумм степенного ряда 

произвольной функции f из A(Dr) равномерно сходятся к пей на Ог. Лемма 1 
9 

для случая тп = 1 доказана.

Докажем теперь общий случай. Отмстим сперва, что произвольная функция 

/С /1(с'т(г, н)) представима в виде суммы 

т— 1
f{z)= Л(г) при г6е,п(г,а) (13)

к=0

функций Д £ .4(с,п(г, a)), к = 0, 1,..., тп - 1, таких, что

(/ 2^р\ \ / 2тг \
z схр | I — ) ] ~ охр ( i —k ) fk(z) при z em(r,u). (14)

\ in J J \ m J

Ч самом деле, чтобы убедиться в этом, достаточно положить

^•*(14) следует, в частности, что Д(0) — 0 при к —

Применим теперь к каждой функции {к и последовательное । и доказанный 

|1Ь|Шс частный случай леммы, найдем многочлены р>(^),^ 1։»»чт 1 ։,ида

n=U
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удовлетворяющие неравенствам

1Л(*) “ Р*(*)1 < — ПРИ 6 е։(г,а), А: = 0, 1. (15ГП ч

Каждый ркУ очевидно, удовлетворяет равенству (И) с заменой в нем Д на рк

Следовательно, положив 

п = 0

и учитывая (13)-(15) получим, что р(г) - многочлен вила (6), удовлетворяющий 

(7). Лемма 1 полностью доказана.

Лемма 2. Пусть Ет - множество из Теоремы 2, 0} - подпоследовательность 

из Г\\ удовлетворяющая условию

Amir(Q)> I ֊ 0(r,a)= inf 0(1),
<6(г,а]

(16)

а / - произвольная функция из А(еп։(г, а)), представимая в окрестности нуля 

степенным рядом вида (5). Тогда для любого числа е > 0 существует много­

член р вида (6), удовлетворяющий (7).

Доказательство. Пусть 7г(С2) - подпространство для А(с), где е = е^^г^а), Л
порожденное всеми многочленами вида (6). Требуется доказать, что / £ т((^). 

Согласно георемам Хана-Банаха и ‘1’. Рисса достаточно доказать, что для 

произвольной комплексной меры Бореля р на де из соотношений (8) следует (9). 

Возьмем произвольную меру р указанного вида и рассмотрим ее преобразование 

Коши (Т В силу соотношений (8) функция (7(£) в окрестности бесконечности 

]/) > а представляется рядом Лорана (10). Докажем, что ряд (10) сходится для 

всех |1| > г. В самом деле, поскольку функция С голоморфна в области С\б 

то в силу (10) этот ряд анали тически продолжается на С \ е. Из (16) вытекает 

Ч1о на каждой окружности д!)а՝ г < я < а существует открытая дуга 0(л)> 

содержащаяся вС\е и удовлетворяющая соотношению

тлД/О = 1 ֊ Amin(Q) < ——, Г < я < а.
2тг

Пусть л радиус сходимости ряда (10). Если бы я > г, то согласно rcop*՝՝1

Фабри-Полиа [13] на любой открытой цуге окружности дГ)л pac i вора 0 (я) J|L 
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ряд обязательно имел бы хоть одну особую точку. Полученное противоречие 

„оказывает, что я < г, т.е. ряд (10) сходится при |1| > г. Теперь уже (9) легко 

следует из (8). Лемма 2 доказана.

^.ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказаюльства i горем основаны на Леммах 1 и 2 и аналогичны рассуждениям 

использовавшимися Г. Карлсманом (см. [15]).

Доказательства Теорем 1, 2. Пусть {д1)Гп}™ - последовательность окруж­

ностей из Георемы 2. Возьмем последовательность положительных чисел {<5П}3° 

гак, чтобы 6п 1 0 при п — оо, Лп < inf(c(z): z Е Ет П (7>Гп + 1 \ Dr J } при 

в = 0, 1, ...(го = 0) и положим

оп — Лп+, - Æn+2 (q_( ֊ о).
Положим также ак п = Г* А д1\п , к = 0, 1,..., т - 1 ; п = 1,2,.

Согласно комплексным аналогам известной теоремы Мюнца (см. [10] и [14], стр.

201) найдется многочлен р0 вида (6) такой, что

1/(г) Ри(2)[ < пг0 при 2Е£’,пП/;Г).

На первом шаге положим

р„(.) при г С Or,,
W= /(,)_ Ut^-2-t/(at.,)-p„(at,,)] при 2Cr»n(Ôr։\O„), 

k ü*,2 -

nie fc = (), | 1. Так как h, G Л(г„.(г։, г2)), то по Лемме 1(2) найдется

многочлен pi нида (6), для которого

h I (2) _ Р\(2)1 < <*1 при г G Cn,(ri, г2).

В частноеги, имеем

|ро(2) 7>|(*)1<<>| ПРИ z е /;п

И

!/(-) - Pi(г)|
F on

при z = ak,2t к = 0, I,..., ш - 1, 
при z С /'/։п П (/9Г, \ 1)Г} ) .
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На n-том шаге положим

{Pn—1(2) z £

/О) _ °*՛"*1 -‘ [/(Ot.n) ֊ ₽„_!(<.*,„)] г е г* n (ôr,+1 \ я.), 
+ i ^ktn

где к = О, I, — I, и по Лемме 1(2) найдем многочлен рп вида (6), для которого

IM2) “ Рп(2)1 <”ри

в частности, имеем

|Pn-i(2) - Рп(2)| < «п при z Е 1)Гп

rtn при
1/(*-Рн*)1< '

.ln„+rt„_i при
2 = а*.п+ь к = 0, - 1,
2 6 А-т А + 1 \ ^г«) •

Полученные неравенства справедливы и при п = 0 ( гак как о_։ = 0).

Если положить

ОО

5(2) = Гии рп(г) = р0(г) 4֊ / (р^ + 1(г) ֊ р*(г)), п—ос х—”
*=0

то д будет функцией ич //(/>«), поскольку определяющий ее полиномиальный 

ряд сходится локально-равномерно в 1)ц и очевидно она имеет нид (3). Пусть 

теперь г Е Ет, например, г Е Ь’т А (/>гп + 1 \ ^г,.)-

Тогда

/(г) - £7(^) - (/(*) Рп(*)] + [Рп(2) ֊ ф)],

। ле

I /( Z) Ри(^)| Пгп 4՜ СУТ| _ । ,

!s/(2) - Рп(2)1 ֊

Следовательно, имеем

fX) *

^2 (Рм |(2) ֊ рф))
Jtsn

1/(2) - /?(2)1 <
при п > (), 
при п — 0.

Учитывая выбор чисел А,,, получим

1/(2) ~ .</(2)1 < Ф) при
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Этим завершается доказательство Теорем 1,2.

ABSTR ACT. Results on the possibility of uniform tangential approxima- 
lion« on curves from complex plane։ by entire or holomorphic in a disk 
functions possessing lacunary power series arc established.
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МЕТОД КОНСТРУКТИВНОГО ПОСТРОЕНИЯ
ФАКТОРИЗАЦИИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ

А. Г. Камалян, В. А. Оганян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, ЛЧЗ, 1993

В работе предлагается метод эффективной факторизации Винсра- 
Хопфа для матриц-функций вида /•'(У Г՜’, где Е - рациональная матри­
ца-функция, а факторизация матрицы-функции И известна. Постро­
ены явные формулы факторизации относительно замкнутого конту­
ра.Эти формулы приведены в терминах базисов ядер конечного числа 
операторов, действующих в конечномерных пространствах. Получены 
также формулы для частных индексов.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Г - положительно ориентированный, спрямляемый замкнутый жордапо- 

вый контур в комплексной плоскости С, ограничивающий область (О Е

Дополнение /?+ и I в плоскости С и {оо} обозначим через И

Пусть / единичный оператор, а 5 - оператор сингулярного проектирования

вдоль Г, действующий в пространстве (/,р =/>р(Г), I < р < оо) :

у? Е 1'р

Относительно кон гура Г дополнительно будем предполагать, что опера гор 5 

ограничен в пространствах Лр. Как известно, этому предположению удовлетво­

ряют в частности гладкие и слабо лишпипевы контуры. Полное описание таких 

контуров можно найчи в [1].

Введем проекторы Р± — 1/2(/4: 5) и классы функций /,* = 1>Р '

/■’_ £р4-сопк1. В дальнейшем, множество п-мерпых век торов ( матриц поряди8 

п х п) с элементами из класса I, будем обозначать через /,’* (27* * ”) • Пусть Я 

- алгебра рациональных функций с полюсами вне Г. Для любой алгебры Л г 

единицей через (>.4 будем обозначать группу обратимых элементов алгебры Л՛
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Напомним, что правой обобщенной факторизацией Винер-Хопфа (или про 

сто правой обобщенной факторизацией) относительно контура Г матрицы 

функции IV Е б/Ьдд . в пространстве Ь,р является представление

Иф) = W'-(t)Alvvv+(t), ter, (i)

где • •
(i) и’+ e [Lj’]nxn (g = p/(p- i)), И7՛ e [tj]’”"*, ис g [t;I"xn, w:' e 

€ [Ь^]пxn> Aw (0 = diag [i*1,J*n], а числа К] > • • •> кп называемые правыми 

частными индексами W являются целыми.

(п) Оператор IV.P+WJ1 ограничен в L".

Если все частные индексы равны нулю, то факторизация называется канониче- 

осой. Число к = «!+••• + кп назовем суммарным индексом W. Для непрерывных 

матриц-функций W число к равно индексу Коши det W : к = indr det IV.

Левая обобщенная фак торизация определяется аналогично. Все результаты, 

полученные в згой работе, могут быть перенесены на случай левой обобщенной 

факторизации как независимо (см. Замечание 6), так и с использованием обыч- 

ных связей между правой и левой факторизацией [2, 3]. Гак как н дальнейшем мы 

будем рассматривать только правую обобщенную факторизацию, то условимся 

опускать термины “правая” и “обобщенная ’.

Введем оператор T(IV) = /\.IV + Р_. В дальнейшем мы неоднократно будем 

пользоваться одним результатом И. Б. Симоненко (см. [2, 3]) :

Теорема S. Оператор T(l-V), действующий в Lp (\ < р < оо), является 

Фредгольмовым тогда и только тогда, когда матрица-функция И допускает 

Факторизацию в пространстве Lp. При выполнении этого условия

dim Ker 7’(W) = — к։, dim Coker T(IV) = «r, Bid 7(И ) - к.
к.<0 . *։-°

Эффективные критерии существования факторизации известны для широко 

Го класса матриц-функций [2, 3]. В скалярном случае факторы IV± можно наити 

11 явном виде с помощью проекторов Р±. Однако в матричном случае (п > I) 

3,М’ективпые методы факторизации известны лишь для некоторых специальных
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к. »его» матриц-функций (в частности, треугольных [2, 3]) и функционально 

к лмутач явных ма триц-функций [3]).

1 ит՝ полос узок класс матриц-функций, для которых в замкнутой форме по-

I и । фак горизапионные факторы и найдены формулы для частных и и дек. 

< Наиболее завершенные результаты были в этом направлении получены ддя 

риц-функций, допускающих мероморфное продолжение в области Г+ [6 - 8]

К .»иной работе исследуется класс матриц-функций вида

И'=Г1/Г-', А'6 6’7?"xn, (2)

■
т р фак т »ризапия матрицы-функции U предполагается известной. Возможность 

эффек т инной факторизации для таких матриц-функций, основанной на исполь- 
9 9 *

зонании метода “отщепления нулей Ф. Л. Гахова [9], подчеркнута в работе [10]. 

II- в < илу своего алгоритмическою харакзтра этот метол не позволяет в явном 

ни.к՝ вычислить час тные индексы и строить факторизацию.

Пр< д юженный здесь метод позволяет вычислить частные индексы VV в гер- 

, .чмсрпостей ядер конечного семейства операторов, действующих в ко- 

՛ х врос । ране т нах, явный вил которых восстанавливается с помощью 

риц функций /•' и фак горизационных фак торов U (см. §3). Факторы IV стрел 

лтся с помощью базисов ядер этих операторов (см. §4). Получены также эффск- 

■ и ie критерии канонической факторизации и устойчивости частных индексов 

II ։ ՛ м ^3). Метод основан на одном опера торном 'тождес тве ($ 1), выраженном 

। латричного сцепления (matrical coupling) [11]. Эго тождество позволя­

ет свес ти исследование фредгольмовых характеристик оператора T(W) свести к 

из , ч- пи) конечномерного оператора, д։ йс гнующего на конечномерном прострап- 

сгве ( м. §2). Ранее, подобный подход был использован в работе [12], тле н°՜ 

।: «и каноническая факторизация матрицы-функции, известная под названием 

Храпкова-Даниэля (см. $5). В §5 приведены ч акже примеры матриц-функций IV 

՛ <п\ f ■։ тих представление (2), и интересных с точки зрения приложения.
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$1. ПРИЛОЖЕНИЕ МЕТОДА МАТРИЧНОГО СЦЕПЛЕНИЯ

Пусть А : А։ । ♦ У։ и В : У2 »—♦ Д'2 - линейные ограниченные операторы, 

действующие н соответствующих банаховых пространствах. Операторы А и 

/у называют матрично сцепленными, если существует обратимый матричный 

оператор

обратный которого имеет вид

Оператор /? называют индикатором Л, а равенство Ф՜1 = Ф - соотношением 

сцепления опера торов А и Н. Определение и свойства ма тричного сцепления да­

ны в работе [11]. Там, в частности, доказывается, что образ, ядро и обратный 

оператор (и другие фредгольмовы характеристики) оператора А могут быть вы­

ражены в явном виде с помощью элементов соотношения сцепления и соответ­

ствующих обтектов индика тора 8. Здесь мы приведем одну частную реализацию 

этого метода, имеющую важное значение для дальнейшего.

Лемма 1. Пусть ЛЗ.Л'г - банаховы пространства, Т : Л’| •—♦ Л2, К : Л) i—* 

- линейные ограниченные операторы. Предположим, что оператор / обла­

дает обобщенным обратным 7(՜՛^ (т.е. Т = ТТ^ ՝■ — ^),

а оператор К нормально разрешим. Далее, пусть }| /т А х her 1 У? = 1т 

К к Ксг А : У| । » У2 - линейный оператор, действующий следующим

образом :

Ж 1 - тождественный оператор па Л'2. Тогда операторы Г-К и А матрично

I Г,|СПЛСХЫ.

Доказательство. Введем следующие операторы :
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Л՜2 ।—>Х|, С2 = (Т( '^lim к /|ксгт) : V 1 ՛—♦-V1,

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в равенстве

Т - К 
/?2

Последнее равенство является соотношением сцепления. Лемма доказана.

Из Леммы 1 и Теорем 1.1 и 1.2 работы [11] следует

Теорема 1.Н условиях Леммы 1 оператор Т — К имеет обобщенный обратный 

(соответственно, левый, правый, двусторонний) тогда и только тогда, когда 

А имеет обобщенный обратный (соответственно, левый, правый, двусторон­

ний). Если - обобщенный обратный к А, то

(Т- = С, - С2А(-1)Са

является обобщенным обратным к 7’ — К. Далее, Т — К - (полу)фредгольмоа 

тогда и только тогда, когда (полу)фрсдгольмов оператор А, в .этом случае

dim Кег (7 — К) = dim Ker A, dim Coker (7' - К) = dim Coker А,

Ker (Г- К) = С2( Кег Л), Im (Г- К) = С’3՜' 1т Л.

9 •

Замечание 1. Теорема 1 представляет особый интерес в случае, когда К ко- 

печномерный оператор. R этом случае индикатор А также является конечно- 

мерным. Если одновременно оператор 7’ фредгольмов, то А действует из одпогс 

конечномерного пространства в другое. Таким образом, 'Георема 1 позволяет вос‘ 

станавливать обобщенный обратный, ядро и образ фредгольмова оператора при 

конечномерном возмущении с помощью решения одной конечной алгебраически" 

сис темы. Следует отмстить, что результаты такого рода встречаются у мно|ИХ 

ангорой (см. [12, 13]). В частности, в работе [12] при дополни тельном предп*-1'10՞ 
* 

жении, что 7 - фредгольмов оператор с нулевым индексом, л К - конечномср։"՝111 
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оператор, исследование оператора Т - К сводится к оператору, совпадающему 

с А, заданному в виде (3). Применение метода сцепления позволяет не только 

освободиться от дополнительных предположений, но и сильно упростить дока- 

зательство.

§2. ТЕОРЕМА ОБ ОБОБЩЕННОМ ОБРАТНОМ

Предположим, что матрица-функция (/ Е С допускает факторизацию и = 

= бСАг/Щ. R пространстве (1 < р < оо), \и = diag [Г>.....Г"], Е Е СПп*п,

а матрица-функция IV Е определена равенством (2). Обозначим матрицы- 

функции $“■*(/, 1~} IV (у Е Ж) через (/у, IV, соответственно (в частности, Уд = У, 

И о = И/”). Из равенств 

7’(1У;) = Р(Р+У> + Р-)Е~} + (/’_Г- ЕР_)Е~' + (Р+Е- ЕР^У,Е~\ 

следует справедливость представлений

Т(№;) = ГТ(и,)!■-'- К,, ]&71, (1)
9 

где операторы определены равенством

= 1(Г5-5Г)(^убЖ (5)

* •
Iак как /ЛЬ' — ЕР является конечномерным, то конечномерными являются также 

операторы Ку Е Ж). Если представить матрицу-функцию /•’ в виде

То

։~ гомоморфизмы определенные по формулам .

Шп
- /)Г-'(г)У(г) Лт,
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'(r).v(r) dr.

В силу Теоремы S, FT(Uj)F~' фредгольмов и, следовательно, обладает обобщен­

ным обратным. Из представлений

FT(t/i)F՜1 = F(P+U- + /,-f/+l)(r+rJAl/ + P-)U+F-' (6)

следует, что [FT(Uj)F~ '](՜ '' может быть найдена по формуле

ср' = [АТ(1/>)е-'](-1) = Fi/;'(P+(Mÿ' + p.)(p+u:' + p.u+)f՜', j e a

(7)
Пусть Qj и Sj - ядра операторов FT(Uj)F՜' и Ср՝ (j € Ж), соответственно. Как 

видно из равенства (6) пространство (j Е 2Z) совпадает с множеством вектор- 

функций вида FU^'q, где q = col [çi,...,Çn]i а 9« (* = 1>-«чп) ’ произвольный 

многочлен степени не более j — — 1 и тождественно равный нулю при к, > j.

Аналогично, из равенств (7) следует, что пространство Н; (j G ZZ) совпадаете 

множеством векгор֊функний FI\U-q, где q = col [ÿi,<?n]։ a Çi (» = L—.n)- • • • , • . « a
многочлен степени не более «,• - j - 1 и тождественно равный нулю при к, < j.

Как известно, оператор 7Г;, определенный равенством

= I - FT(Uj)F~'c\]\ jeZL, (8)

является конечномерным проектором, см. [5]. Эго утверждение легко следует из

также конечномерности оператора Г+1 7 Л г/Л. и соотношения 
• •

= /■’Р+(/_/’+г-'Л(//’.(РЛу| - /)(/’+сс' + р.и+)р՜'.

Введем операторы :

Ср՝ = (с<» /) : 1ш К, X Я,

V Л“.—1тКх^, _)6Ж,
\ /

= (/ — : 1т К] ♦ 1т

л!/’ = -К, : Я; I— 1т Кь

= тг; : 1т Л'; ।—► Еу, ] £ Я, »• •
/л(?) д0)\

Aj — ( 2 ) : 1п> К; х Пу »—> 1гп х Н), j £ 22.
3

Из представлений (4), Теоремы Я и 'Георемы 1 немедленно следует
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Теорема 2. Пусть F £ СП.™՞, U £ G/-„ „ w = f-, Матриць։.функции

Wj (j £ И) допускают факторизацию о Lp (\ < р < х) и операторы T(Wj} 

фредгольмовы в Ь„ тогда и только тогда, когда матрица-функция U допус­

кает факторизацию в пространстве 1,р. Если представление U = U^Xt,U+ 

„лается факторизацией U в пространстве 1,р, то обобщенный обратный к 

7'(И';) может быть построен по формуле

T(-»(ivJ) = cf>-c<»x<֊1>c<», >еа, (12)

где операторы Ck , Aj (k = 1,2,3; j Е 2Z) определяются соотношениями (5), 

(8) - (11). Болес того, справедливы равенства

dim Ker T(Wj) = ay, dim Coker T(Wj) = 0)։
,3 (13)Ker T(lVj) = C^X Ker Ay), im T(Wj) = Ay),

где oij = dim Ker Aj, ftj — dim Coker Aj, j E 2Z. • <

Замечание 2. Используя разложения типа (4), результаты подобного характера 
* « •

могут быть получены и для операторов VV/\ + Р_, 4֊ И'Р_, Р+ 4- P_W,

53. ФОРМУЛА ДЛЯ ЧАСТНЫХ ИНДЕКСОВ

И НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ

Пусть матрица-функция U допускает факторизацию U = U-XyU+, а И' опре- 

Делена равенством (2). Тогда из Теоремы 2 следует, что матрица функция IV 

также допускает факторизацию вида (1) с суммарным индексом к. Из предста­

вления (4) при j = (), конечномерности Ко и Георемы S следует, что суммарный • •
индекс U также равен к, (см. [5]). Очевидно, что частные индексы IVj (J С Ж) 

Раппы числам к\ — J, — j. Пользуясь Теоремами S и 2, получим

В 
cYj = dim Кег (J — (^)

к.<;

^*куда, в частности, следует, что последовательность neoi рица и льных чисел 

монотонно возрастает. Записав (14) в виде

ctj = uj - к 4- («։ “ j)> i €
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легко заметить, что

Оу — О,
(ij > max[0, nj — /с), 

= nj -

при j < кп,
при Кп < j < Kj, 
при j > Kl.

(15)

Теорема 3. Пусть представление U = U-AuUj. является факторизацией 

матрицы-функции U л пространстве Lp (I < р < сю), операторы Aj (j £ ^r, 

определены равенством (II), otj = dim Ker Aj и матрица-функция W определен^ 

равенством (2). Тогда - количество частных индексов матрицы-функции 

И’, равных j, определяется по формуле.

"(J) = °7 + 1 ~ •+ <Ъ-Ь j € Ж. (16)

Доказательство. Записав формулу (14) в виде 

л
а) = 52 О ~ гпМгп)> (17)

т= — оо

получим
• а

о, + ։ - О; = ^(т), ] е ж, (18)
т<) • '* ‘ м

откуда следует равенство (16). Георема доказана.

Как известно (теорема Гохберга-Крейна-Боярского), частные индексы мат- • • *
рины-функпии 11’ устойчивы при малых возмущениях тогда и только тогда, 

когда к\ — кп < 1. Этот факт позволяет получить следующий эффективный 

критерий устойчивости частных индексов.

Георемн 4. Пусть выполнены условия Теоремы 3, к - суммарный индекс 

матрицы-функции U, а целые числи q и г (0 < г < п) определяются из cooiM0՛ 

тения к — qn + r. Тогда для устойчивости частных индексов W необходимо v

достаточно, чтобы

о, = 0, o9f| - п - г. (19)

Доказит<льстпо. Пусть выполнены условия (19). Поскольку п г = n(<?4-l)'A' 

то из соотношения (15) следует, что Kj < q 4- I и к.и > q. Для доказательна 

дост а точное । и остается применить георему Гох6ерга-Крсйна-Б<>яр( кого.
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Докажем необходимость. Иа теоремы Гохберга-Крейка-Боярского следует

существование таких j Е Ж, что

ИЯ + „(j + I) = «, + 4- 1)И>+ 1) = к.

Отсюда имеем jn + i/(j + 1) = к. Учитывая, что к = qn + r, получим i/(g) = п-г 

и i/(g + 1) = г, т.е.

К| — • • • — «г — q + 1 , «г + | = • • • = кп — q

Равенства (19) следуют теперь из соотношений (17). Теорема доказана.

Заметим, что матрица-функция IV допускает каноническую факторизацию 

тогда и только тогда, когда ао = 0 и к — 0. (следующая теорема дает кри терий 

канонической факторизации только посредством чисел а,.

Теорема 5. Пусть выполнены условии Теоремы 3. Тогда, для того чтобы 

все частные индексы матрицы-функции IV равнялись числу у, необходимо и 

достаточно, чтобы

О — 0, ^7+1 — ՝

II частности, чтобы матрица-функция IV допускала каноническую фактори­

зацию в пространстве Lp, необходимо и достаточно, чтобы ог> = U и он = п.

Доказательство. Необходимость следует из 'Георемы 4. Докажем достаточ-

1ЮСТ1,. В силу (18) имеем cyj + i - tv, < п (j £ Ж), причем равенство выполняется 

։՝олько при условии j > А). (’Ледоваitjii.ho, у > м- Осталось заметить, что из 

соотношений (15) следует, что у < кп. Теорема доказана.

Замечание 3. Для j [лП|К|] имеем р(_/) — 9. Поскольку, лп > — и < Po, 

’о из соотношений (15) следует, что для определения частных индексов II 

;։осгаючно определить размернос ти ядер + ßci ~ 1 конечномерных • >нерл ՛ <՝р< >в 

Лд„_|. Лучше всего начать вычисление о; с j = q, где у определяется

111 «от>1отСИИя к = </н + г (</. г е 71.. О < г < п). Далее следует уменьшать j ди 

'*х “С’Р, пока а, станет рапным нулю и унеличиоагь j. пока пу станет рапным 

"J ֊ к.
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Замечание 4. Зафиксировав некоторые базисы пространств m кь »>. s.
(j e Ж) и записав матричные представления операторов Aj в этих базисах

Теоремы 3 - 5 можно сформулировать посредством рангов соответствующих 

матриц.

и ФАКТОРИЗАЦИЯ

Введем подпространства Nj С A" (j € 2Z) равенствами jVj — (Ker Aj)։i> 

операторы определены формулами (9) - (11).

Лемма 2. Пусть матрица-функция U Е G допускает факторизацию й 

пространстве Lp : U = Пусть частные индексы матрицы-функции

IT, определенной равенством (2) , принимают значения > р2 > •• • > 

т.е.

л । — • • • — К; । — р । > к։, 1 — • • • — — р2 > — Н»-1

> *1._| + 1 = = =Р«,

a p,+ i Е Ж - произвольное число, удовлетворяющее неравенству цг + \ < у. 

Тогда

N। +1 С ^/i, + I » J = । > •••։ Р» — Pi+I » ։ — I , 2, Я.

Болес того, подпространство

-V+. + i T//VM։.+ 1 + l + •••-♦ + ь » = 1,2..... s

обладает прямым дополнением а пространстве /VP։ + | с размерностью p<wUJi

М

Доказательство. Из Теоремы 2 следует, что Nj = Ker /'(Wj). Пусть ։։ред<ld
11՛вление И’ — 1Т_ AvylVj является пекозорой факторизацией матрицы-функпии 

в пространстве Лр. Как уже указывалось в §2, пространство (j € гопП 

ласт с множес твом век тор-функций 1у, где q — col [71,qtl], a Qi - М|,<)|0 ' 

с тепени нс более чем j — к, 1 и тождественно равный нулю при к։ > J

Пусть Уц,...,У|։/(М։столбцы матрицы функции
Л eld

до (- Ж - произвольное число, удовлетворяющее неравенству рп > Р>-
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видеть, что если ; < то Л, = {()}, а ,1ри , е (, - |...... .,) „ качестве

базиса «V; можно выбрать систему нектор-функний

{^V*>w : k - i, т _ I,i/(/ifc); l = (), - )}.

В частности

/Vp.-Ы — ( .4.1 + 1 ՛ I = 1..... s, (20)

откуда следуют все утверждения леммы. Лемма доказана.

1 еперь докажем, ч ю фак юризационные факторы IV могут бы ть восстано­

влены с помощью базисных элементов пространств С Ж).

Теорема 6. Пусть выполнены условия Леммы 2, Н< (1 = - некоторое

прямое дополнение к пространству ЛР։+1 + 1 Н •" Р<‘-0,+ ’Л/Р։ + 1+ ։ в простран­

стве Л/м, + 1, система вектор-функций А\1,А\и(/<։) есть произвольный базис, 

в //. (I = а матрицы-функции Л", 1-Г+, , 1Г_ определены следующим

образом :

Тогда представление (1) является факторизацией IV в пространстве Lp.

Доказательство. Используя обозначения Леммы 2, из (20) получим, что

» ‘'(и*)

Ата = УУ^ ЧтЛ'ы» т= I 1= 1,...,р(дт), (21)
Л=т /=1

• д<՛ " многочлен со степенью не выше, чем ~ М*- Рассмотрим матричные

полиномы (к = т = 1..... г») порядка //(/и) х 1/(/1т) :

(
Чтп I ^ти(/1т) \

*
I 

^гп1

Очевидно, что равенства (21) эквивалентны матричному равенству А - И Ч?,

гЛе . блочная матрица-функция вида

/У! <> ” \У? У1 ••• о
У - : : I ’

\у; и; ••• о՛.'
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Из построения системы вектор-фупкций Л\։- (к = i = 1,..., ^(/з*)) следует 

их линейная независимость, а поскольку диагональные блоки Q - постоянные 

матрицы, то det Q = const ф 0. Следовательно, = Л'՜1 = Исходя
*

из предположений, сделанных относительно IV+ и структуры матрицы-функции 

Q՜ 1, мы теперь можем применить теорему об общем виде факторов (см. [2], гл. 

VII, Теорема 1.2). Теорема 6 доказана.

Замечание 5. В случае канонической факторизации факторы могут быть по­

строены иначе. В этом случае IV”՜1 можно взять равным где Е'п -

единичная матрица-функция порядка п х и (более подробно, см. [2], гл. VII, §3).

Замечание 6. Левая факторизация IV строи гея аналогичным образом. Для этого 

вместо операторов T(U) и Т(IV) надо взять -1֊ P-U, Р± 4- а построение 

факторов начать с IV՛ 1

§5. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ

1. Пусть f 6 C7Z, wn,W|2,w22 е />оо- Рассмотрим матрицы функции порядка

(2 х 2) вила

IV = »11
/2W|2 4֊ /(W|J - w22) (22)

Легко виде ть, что W = FU F 1, где

W1I 4֊ /W]2 
о

U W11-UZ22 \

W22 - /։П|2 У ’

Таким образом, факторизация матрицы-функции (22) сводится к факторизации 

треугольной матрицы-функции и. Проблема эффективной факторизации трс 

угольной матрицы-функции второго порядка достаточно хорошо исследована и ее 

подробное изложение можно найти в [2], гл. IV и в [3], гл. IV. Явная факторизация 

построена в работе [14].

Наиболее простым является случай Шц = м22. Дсйстви гельпо, в этом случае 

и - диагональная матрица, и ее явная факторизация сводится к факторизации 

двух скалярных функций П/ц ± /И^д. Матрица-функция такого вида, с. более 

слабым требованием относительно / (а именно с заменой / С на /2 Е Я.), 

известна в литературе под названием функции Храпкова-Даниэля. В связи с
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приложениями в теории дифракции, акустики и упругости, она исследована

многими авторами (см. [12], [15] ֊ [21]). В работе [12] построена каноническая
факторизация (22) при ГРц = 1У22 = 1.

Заме1 им, что матрицы-функции вида (22) с точностью до подобия посто­

янной матрицы описывают класс матриц-функций вида с матрицей 

функцией У, имеющей верхне-треугольный вид и Г е С7г2х2. Действительно,

если

И/ = 1Лц

М21

Ш|2

!Р22
/и
Л1

то требуя, чтобы левый нижний элемент матрицы-функции /"“’И7/7 был равен

нулю получим
/21

/1 1
(гдн - м22).

Требование । 0 можно удовлетворить, переходя от IV к матрице-функции

/° и/ (о ц 
\ 1 0) \ I О} ■

2. Рассмотрим матрицы-функции вида

п-1

W = Yal։Q\ (23)
4=0

Без потери общности можно считать, что - полиномиальная матрица.

Пусть ^(А,0 (; = 1,2,т < п, А ЕС, I € Г) - элементарные делители 

матрицы-функции над полем рациональных функций, - сопровождающие

матрицы </>у(А,£), ф = Ша£ [</>), ..,<^т] - вторая нормальная форма /’ - преобра 
• _

зующая матрица-функция (с.м. [22]). Так как

{
п-1 3

4=0 )

то факторизация И' редуцируется к факторизации матрицы-функции

п — I 
ч = У2а**‘- 

4=0

В работе (23] указан способ снедения факторизации матрии-функции такого 

типа (а также обшето вида (23)) к последовательному решению нескольких
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«к* * « ш *■ ■» ' «в •

скалярных задач Римана нас римановой поверхности, заданной неприводимыми 

алгебраическими уравнениями = 0, где Vj определяются из равенств

Алгори тм для конструктивного решения последней задачи можно найти в [24].

В частном случае, когда элементарный делитель имеет вид А — /(£), 

матрица-функция Vj является /-циркулянтной и ее факторизация может быть 
• ՛

сведена к факторизации рациональной матрицы-функции [25]. Указанному уело- 

вию удовлетворяют матрицы-функции вида (23) с дополнительным условием 

1г Q = tr Q2 = = tr Q"-' - 0 [26].

Подход, предлагаемый в данной работе, наиболее эффективен в том слу- 

чае, когда все элементарные делители представляются н виде = (А — д}У> 

(J = 1,...,т). Действительно, тогда рациональным преобразованием матрицу- 

функцию Q можно привести к третьей нормальной форме. Следовазельно, 

матрица-функция вида (23) представима в виде (2), где U имеет треугольную 

форму. Пели s} = 1 (j = 1,...,п), то матрица-функция U лиагональна. Очевид­

но, что при непрерывности (либо кусочно-непрсрынности) IV, Теоремы 3 и 6 

дают явные формулы для вычисления частных индексов и факторизапионных 

факзхэров W (ср. с [27]). В качестве примера матрицы-функции, обладающей 

указанным свойством, можно рассмотреть матрицу

/։)/,()••• о \
О 0 /2 •• О

= : : : : ■

0 о (1 •••
\/„ 0 0 ••• 0 /

где /|/а • ■ /п = J" и 5 £

ABSTR ACT. The paper presents an effective method of Winner-Hopf 
factorization for the matrix functions of the form FU F~\ where F is a 
rational matrix function and the factorization of the matrix function U 
is known. Explicit formulas for factorization, relative to a closed contour 
are constructed. These formulas are given in terms of basiscs of kernels 
of finite number of operators acting in finite dimensional spaces. Also 
formulas for the partial indices are given. 

I • 
♦
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ОЦЕНКИ МАКСИМАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ В 
ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА /^(5П |) И /^(1ВП)

С. С. Казарян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, Х'З, 1993

Для функций (и;(т),о;(т)), определенных на единичной сфере 5”՜’ п- 
мерного евклидова пространства ПР1, найдены необходимые и доста­
точные условия, при которых выполняется следующее неравенство

где Л7(/, х) - максимальная функция Харди-Литтлвуда, определенная 
на 5П՜1.
Аналогичный результат доказан для максимальной функции Харди- 
Литтлвуда, определенной в ПР*.
Эти неравенства дают возможность обобщить некоторые результаты 
теории гармонических функций и доказать весовые интегральные 
неравенства для класса Кальдерона- Зигмунда.

Н. ВВЕДЕНИЕ

В 1930 Г. Харди И Дж. Литтлвуд [1| определили максимальную функцию

где /СП!1- произвольный интервал, и доказали что для р > 1

(1.2)

։ де Ср > 0 зависит только от р.

Максимальная функция Харди-Литтлвуда и се модификации имеют важные 

приложения в гармоническом анализе, эргодической теории и в теории кратных 

интегралов (см. [2] - [4]).
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В работах Г.Рауха [5], К, Смита [6] был доказан аналог теоремы Харди-

Лигтлнуда для единичной сферы .S’՞՜1 п-мерного евклидова пространства Ш.’*,  

п > 3.

В 1972 Б. Макенхаупт [7] нашел необходимое и достаточное условие на 

весовую функцию в , при котором выполняется интегральное неравенство 

типа (1.2) . При этом в определении (1.1) supremum берется по всем кубам 

из пространства IRn, содержащим точку z. Этот результат послужил толчком 

для получения многочисленных результатов в различных областях современной 

математики. *

На сфере 5П՜ 1 максимальная функция Харди-Литтлвуда определяется сле­

дующим образом :

A/(/,z) = sup —L֊ [ |/(01^ь (1.3)

ieq ՛ q

где supremum берегся по всем сферическим сегментам Q, содержащим точку z, 

а cr(Q) мера множес тва Q. Отмстим, что сферический сегмент с центром в t и 
■I

радиусом г есть множество : Q(/., г) — {у Q Sn՜' : |у — 1\ < г}.

Используя результаты работ [8], [9] и [10], в [11] была доказана следующая 

■
Теорема А. Пусть w(z) > 0 - весовая функция, определенная на Пп~}. Для 

того, чтобы при всех f Е L^(Sn~ 1), 1 < р < оо выполнялось неравенство 

|/(01М0^.

где Ср > 0 - постоянная, не зависящая пт f, необходимо и достаточно, чтобы

для u(t) выполнялось бы условие /1£, т. е. для любого сферического сегмента 

QC5”՜1 

tr(Q) Jq <Q) Jq

где. (' > 0 не зависит от Q.

В. Керман и А. Торчинский [12] распространили результат Б. Макенхаупт»

на классы Орлича. Ими была доказана следующая теорема (см. §2 после необхо­

димых определений). 
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Теорема В. Пусть функция Юнга Ф(4) и ее дополнительная функция ф(<) у։)„. 

влетворяют условию Д2. Тогда следующие условия (1), (II) и (Щ) эквивалент- 

ны : .

$(/(z))w(x)da?, 
ш.՝

(I)
[ Q(Mn(f,z))u(x)dx < С 
JIRn

где. постоянная С > 0 на зависит от f ;
9 . I

ill) неотрицательная, локально-интегрирусмая функция u(z) принадлежит
• • >

классу Аф : для всех кубов Q с IRn и любого с > О

где К > 0 не зависит от Q и произвольных чисел с ;

(!!!) и>(я) Е Ар*,  где р*  - нижний индекс функции Юнга Ф(£) :

• •
Теорема С. Пусть функция Юнга Ф(/) и Лтоинитмьиа* к ней Ф(()

удовлетворяют условию Д2. Пусть р„, Р\ - нижний и вгрзний «к֊ гхии функции 

Ф(1), « Ч-, Ч-, - нижний и версний индексе, функции ♦(<)• Тогда следующие 

утверждения эквивалентны :
(а') локально-интегрирус.мая функция w(z) принадлежит классу Нь. т.е. для 

любых кубов Q С Ш-п а ь >

для всех кубов Q С IRn.

В работе [13} был доказан подобный результат в случае, когда весовая 

функция находится внутри метрики функции Юнга Ф.

Следующая теорема была доказана в [13].

Для любой локалыю-интсгрируемой функции м(х) определим соответствующую

максимальную функцию : 
• ։ •
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где Оф > 0 нс зависит от С} ие.

(Ь') и)(х) Е Вр*, » = О, 1, т.е. для любого куба С П<п справедливы неравенства 

]^11х<?'«ць1>;||^||£<.. < ор;, 

• - / • * 1 •• *’ • •* • ? •
^Нхо^Пь’:П^Пь’; ֊^-

Л •

(сх) Существует некоторая константа Сф > 0 такая, что для любого £ > 0 и 

произвольной функции / 6

\\hMl։ <^ф11/11ьг
' • • # , •• * ՝ • - V• •

(г/7) Существует постоянная Сф > 0 тпака^, что для произвольной функции

( ф(//ш(/,х))(/х<с; / ф(/(х)Их.
1Я"

(ех) Существ уст постоянная Оф > О такая, что для всех кубов 0} С Жп и 

любого £ > О

[ ^.(еЩх^х р (֊ [ *(^֊7֊

где

5»(А)
1>о Ф(г)

(/') Справедливы неравенства

1|Я»(/)11^: < СР- П/П,,;, 
• • • г • #

где Ср* >0, 1 = 0, 1 не зависит от /. Ш • •

Нам необходимы следующие определения.

Определение 1. Скажем, ч го пара функций (и)(х), и^(х)), х Е 5п ^(х) • • ■ * •
принадлежи ։ классу 4Вф(5п՜1), если для любого сферического сегмента С

С՜ 5П՜ 1 и £ > 0

и у <Д/

где 1)ф > 0 на записи г от Q.
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Определение 2. Скажем, что пара локально-интегрирусмых функций (тд(х 

и|(л))» х £ принадлежи! классу ЛДф(ПТп), если для любого куба

УО|11х<?'^11ь* ы(П<-)||—< Лф, (1.5)

где О'ф > о нс зависит от Ц.

Для любой локально֊ин зегрируемой функции 1д(х) определим соотвстству

юшую максимальную функцию на 5П 1 следующим образом :

^и(/,*)  = 5ир—— |ш(г)| /хб<^(0) Л
до 
ш(<) 1^։.

где С] С 5П - сферический сегмент.
• • • •

В $3 доказывается следующая

Теорема 1. Пусть функция Юнга Ф(£) и дополнительная к ней функция Ф(!)

удовлетворяют условию Дз. Тогда следующие утверждения эквивалентны :

(л) (и)(х), и’(я)) € Л /^ф(5'п ').

(Ь) (щ(х),ш(х)) 6 Л НР'($п '), ։ = 1,2, пг.е. для любого сферического сегмента

фс 9”՜’ справедливо следующее неравенство :

(1.6) 

(1.7)
• • • ' •

где По > 0 и П\ >0 на зависит от (}.

■ (с) Пусть «>(г) и ^(г) > 0 интегрируемы на 9П ՛. Тогда существует посто­

янная Сф > 0 такая, что г *

/ Ф(Нш(/,։)р(։)а<т։ <Сф / Ф(/(։))ы(։)^х. (>•«)
/ л . IСп-1

(<4 Пусть т(г.) и и,(г) > 0 интегрируемы па У՛՜1. Тогда существует поста-

՛ янная С’ф > 0 такая, что

(1.9)

а теорема позволяет полупить ряд результатов теории гармонических фупк-

Ций на сфере 5п”1.

^»алогично Теореме 1 доказывается следующая
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Ф(/)Теорема 2. Пусть функция Юнга Ф(() и дополнительная к ней функция

удовлетворяют условию Д?. Тогда следующие утверждения эквивалентны : 

(ai) (u>(x),u>(z)) € Л #ф(1Г1п).

(u’(j-), ц?(х)) Е Л /?p»(IRn), ։ = 1,2, т.е. для любого куба Q С IRn :

где ßn > 0 и /?։ >0 нс зависят от Q.

(с\) Пусть ц>(х) и а»(х) > 0 локально-интегрирусмы на ВПП. Тогда существует

постоянная B\, > 0 такая, что

Ф(/(х))и>(т)(/х. (1.12)

(д) Пусть ։г(х) и ^(т) > 0 локально-интегрирусмы на 1ЛП. Тогда существует 

постоянная Вф > 0 такая, что

П^ш(/)Н/,* >(1Я’») < £ф|1Лк*,(пт»)-  (, ։з)

Теорема 2 обобщает 'Теоремы В и С. * ь •

<|2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть <р - функция на (0, оо), удовлетворяющая условиям : 9?(0) = 0, <р(т) > О» 
՛ 9

при т > 0, не убывает и непрерывна справа Нтт_00 <^(т) = +эо.

Обозначим через 

соответствующую функцию Юнга.

(’кажем, что функция Ф удовлетворяв! условию Д^, если Ф(2/) < ЛФ(<) лля 

некоторого В > 0.

Функция

Ф(() = / 
ди

■V
। де ^9՜ (г) янр{я : у?(л) < т), пазыпается дополнительной к Ф. 11Ус1Ь 

х € 1 — {х 6- 11<" : |х||2 + •••+ |хп|2 — 1}. Весовое пространство ОрлиЧ'1



)» г^е и;(^) — итерируемая функция на .8'п состоит из функций 

на $п~] таких, что

u(z)v(z)u(z)c/z| < оо

для любой и(х), удовлетворяющей условию

v(z))u(z)dz < оо.

Пространство />ш(֊8 ) - банахово пространство относительно нормы Люксем­

бурга, которое определяется следующим образом :

ПЛк*($ —») = inf к, k>Q. 
fsn-l ♦(Цг11Мг)<<«<1

В дальнейшем сферу S” 1 будем обозначать через S.

Мы будем использовать следующее свойство функции Юнга (см. [14], стр.37) :

... ф(А0 
ф(А) ~ <>? Ф(П ■ (2.3)

С՜1^) < Ф(£) < (2.2)

• • к *
В. Матуссвска и В. Орлич в [15] рассмотрели функцию

5

Справедлива следующая лемма (см. [16], стр. 35). 
- ■ •

Лемма А. Функция З'ф(А) ограничена на любом компакте, и существуют числа 
*

Рп м Р1 (ро < Р1) такие, что

Л>.(А) = О(։пах(АР0, Ар')) (2.4)

при А —» 0 или А —» оо.

Положим Pq = sup ро, р’ = inf pi, тогда

. , 1п.9ф(А) . 1п.8’ф(А)
„• — inf ----- - - — hm —;—;—* 1<А<оо In А А —оо In А

(2.5)

pj - sup 
()< А<

1п5ф(А) .. 1п5ф(А)
------- —- = hm —:—г—

In А а—«и In А
(2.6)

Изопрслслспия функции 5ф(А) следует, что существует постоянная С > 0 такая

'"'° "Ри Р(| < р'} И Р1 > р՝\

Ф(А0 < С maxfA”“, АР| )<»(«), Ро <Р1- (2.7)
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Пусть
С М>- :֊Л(Л') 
5Ф(А) _ 1пГ . (28)

Справедливы следующие соотношения (см. [17]) :

1п5ф(А) .. 1л5ф(А)
Ро = ։иР ■ . = Ьт , .

1<А<оо *п * Х — сю 1ПА

. . . 1п5ф(Д) 1п5ф(А)
Р| = 1пГ ---- :--- г---  = Нт --- :--- г--- .

о< а< 1 1п А а-»о 1п А

Числа Ро и р\ называются нижним и верхним индексами функции Ф(£). Из работы 

[18] следует, что верхний и нижний индексы и д\ дополни тельной функции

удовлетворяют соотношениям

и (2.11)

КЗ. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказательство Теоремы 1. Используя неравенства (2.2) условие (1.8) можно 

переписать в следующем виде :

' Ф(Х))ш(х)(1ах 
я

< / Ф(С'/(х))си(г)с/сгх,
•/.4՝

(3.1)

где С > 0 не зависит оз՝ /.

Из определения нормы Люксембурга следует, что

поэтому в условии (3.1), заменяя / па /։ получаем

ЦН,Л/)||,<(5) < РХ11/11(.«.(5). (3.2)

Таким образом, импликация (с) (с/) доказана.

Согласно определении։ максимальной функции //ц,(/, г)

Поэтому, используя (3.2). получаем
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откуда следует импликация (г/) ==> (п).

Докажем теперь импликацию (а) => (6). Пусть Ц - сферический сегмент и

= {х : |ш(։)| > Г>1}П(). Согласно условиям (2,8) и (2.10) для произвольного

е! > 0 можем выбра ть такое > (), ч то

< ^ф((/я|н'(л)|), *6(4, = р\й«.

где Р| ■ верхний индекс функции И)н։а *! ’(£). Для сферического сегмента и

• Де 7՛ - верхний индекс функции Юнга Ф(/<). 

Используя неравенства (3.5), (3.6) и условие 

Условий (1.6) и (1.7). Импликация (и) => (Л) 

Теперь докажем импликацию (Ь) => (г).

Положим

любого числа № имеем

(3.3)

Из определения нормы Люксембурга и неравенств (3.3) получаем

(3.1)

тле (' > 0 не зависи т О1 Ц и /V.

ОIсюда при /V —» эо следует, что

(3.5)

Аналогично находим, что

(3.6)

(а) устанавливаем справедливость

доказана.

при |/(г)| > А 
при |/(х)| < А, 

при |/(ж)| < А 
при |/(т)| > А.
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Согласно условиям (1.6), (1.7) и неравенствам (3.5) (3.6), существуют числа

Г1 < Ро и г2 < р‘ такие, ч то си<(х) = (<*/( х)|м(т.)|г•) удовлетворяют условию А0 г» ’
։' = 1,2. Поэтому, так как //„,(/, г) = и»(х)Л/(/, х), то из Теоремы Л получаем

17/ц;(/1х)| ‘и)(х)(1<тх СГ։ / |/,(х)| ц?(х)(/гтх, 1. — 1,2.
5 75

Отсюда следует, что

1 •с) > А})

аф({ г) > А})

Используя свойство (2.2), находим

(3.7)

(3.8)

(3-9)

(3.10)

\эк как

!«.(/,*)>  А} С {//„,(/,,х)> -)и(//,„(/2,г)> ֊},
£

то из (3.8)- (3.10) следует, что

Ф(А) /I С —-—ал <ст<}( { ^и՛ (Ау/. > ^})

(3.11)

Положим г _ и г — > тогда ич (3.1 I) и (2.7) вытекает

Подобным образом получаем, что

Г Г ФГА} \ Г!/(х)Г։ ( / т—ттс/А I <д(х)с/ах < СГ‘ / Ф(/(х))и(х)с/(Тг.
\7|/(г)| Л 5+ /

Импликация (/>) —> (с) доказана и доказа I ельеч во Теоремы 1 завершено.

Эта теорема позволяет доказать ряд георем, обобщающих результаты бра 

гьск Рисе [19], Г. Рауха [5] и других.
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Теорема 3. Пусть функция Юнга Ф(() и дополнительная к ней ф(£) удовлетво­

ряют условию Лг- Пусть и(г, х), |х| — 1 - гармоническая функция в п- 

-мерном шаре Нп с граничным, значением /(х) на единичной сфере Я. Если и 

ц|(т) > 0 интегрируемы на Я и м(х)/(т) £ ^(Я), тп интегральное неравенство

Ф(ш(х)и(х))и(х)<1ах < Сф / Ф(ю(х)/(х))и>(х)Ж7г, 
75

(3.12)

где Сф > 0 »с зависит от /, а I. (х) = яир0<г<։ |и(г, х)|, имеет место тогда и 

только тогда, когда (и։(х), и(х)) С /1 Дф(5).

Доказательство, Достаточность следует из Теоремы 1 и того факта, что 

//(х) < АпМ(/, х), Лп > 0 (см. [5]).

Необходимость. Допустим, что неравенство (3.12) имеет место. Тогда, так

ж<‘ как при выводе (3.2) ит (3.1), для любого с > 0 получаем

Отсюда следует

11“’и1к♦,(5) < С’||и'/|к»Д5).

Возьмем произвольный сферический сегмент (д\ С Я. Пусть неотрицательная

функция /(х) > 0 равна нулю вне (2|. Используя представление ։ армонической

Функции м(г,х) через ядро Пуассона, получаем

п(г. х) > (7 (--- —; / (г)<
\а(^1)7^| /

Следова п’льно

Положим /|(х) ~ ։д(х)/(х). Гогда

и1куда сразу следует условие (1.4). 1 сорома 3 доказана.
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Теорема 4. Пусть функция Юнга Ф(<) и дополнительная к ней Ф(£) удовлетво­

ряют условию А?. Пусть и(г,х) - гармоническая функция в шаре Нп такая, 

что

/ Ф(и>(х)и(г, г.))и(х)(1ах < Сф, 0 < г < Г. (3.13)
Л

Если (ш(з:), о>(я)) Е А Вф(5), то

[ Ф(1/)(г)(/(х))ш(1)г/<т։ < СЦ. (3.14)

Доказательство. Пусть

ик(г)= яир
0<г<Н<

|и(г.т)|.

Тогда согласно Теореме 3 имеем

Ф(и»(т)Тк(г))ш(т)дах < С / Ф(»/>(т)н( Н, х))^(х)(1гтх < СС*.

Используя теорему Леви о предельном переходе под знаком интеграла получим 

неравенство (3.14).

Теорема 5. Пусть функция Юнга Ф(/) м дополнительная к ней Ф(/,) удовле­

творяют условию Аз. Предположим, что гармоническая функция и(г,х) удо­

влетворяет условию (3.13), где (ц/(х),см(х)) Е А Тогда на сфере. Я суще­

ствует функция ф(х) такая, что

Нт / Ф( 1л(т:)(н(г, х) — /(х)))и^(х)</аг = 0. (3.15)
г-> Фч

Доказательство. Канторовским диагональным процессом из последовательно- 

г.ти функций н(гт,х), удовлетворяющих (3.13), где г,а —* 1 при т оо, м’՛1 

можем выделичь гакую подпоследовательность и(г,П),х), чз՝о для всех функции
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Согласно условию (3.13) ||ю(-)и(ггп>> •)||/ поэтому предел (3.16) суще­

ствует для всех 6’ 6 *̂(5).  Следовательно, существует функция /(г) такая, что 

ы(*)/(*)  е £*($)  и

= / ^у(х)и}(х)/(х)ш(х)с1аг 
5 (3.17)

для всех С Е Ь*(5).  Положим

Тогда ик(|х|, ) - гармоническая функция в открытом шаре Вп = {у Е 1ИП :

г}, следовательно

|у| = г,

где

- ядро Пуассона для единичного шара ПГ1. Зафиксируем произвольное уС Пп и

возьмем

Тогда

Т(6\) = 1ш1 / /’(г,.7)и*,(1,։)</а г = 
> —ос 1с

У

(3.18)

По определению

Кт и»,(||/|, А) ~ «(!«!>
ы'։

поэтому из (3.18) следует, что

’*(Ы»  А

Так как (ш(г),и(х)) Е Л /^(5), то ш(л) почти всюду конечна и отлична оз нуля.

Отсюда легко получаем, что функции вида ш(х).у(х), 1 д(х) непрерывна 

\ всюду плотны в пространстве ^(‘Ь), откуда, нс нарушая обшнопи, м.жнз 

"рс.дпиложить, что граничная функция /(я) непрерывна на 5.
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Обозначим через 5Дя) множество точек х' Е 5, для которых р(г,я') <

Тогда для г = |։/| и г = имеем

о/(х)г/гг г,р(л?» х,)|/(х') -

։ дс 5^(г) = 5՝ \ 5Дх).

Для произвольного £ > 0 существует & > 0 такое, что

/’(*.  ։')!/(։') - /(։)|^г < с-

Обозначим через Л/ верхнюю грань функции |/(у)|- Тогда

2 Л/ / р(х, х')(1(тх< < £, 
^(г)

• *
если |х| достаточно близко к единице. 'Таким образом, справедливость соотноше­

ния (3.15) доказала. 
• ••

Далее в работе будем рассматривать общий сингулярный интегральный

опера тор Т : / —» К в ПТ1 с ядром, удовлетворяющим с тандар тным условиям :

(И |/<(х)|<^_,
1ХГ

(с") \К(х) - К(х - у)| < О’г4֊֊т при |у| < 
• 13/1 ан *

Для таких интегральных операторов справедлива следующая теорема, обобща­

ющая теорему I*.  Койфмана и Ч. Феффсрмана [20].

Теорема 6. Пусть функция Юнга Ф(<) и дополнительная к ней Ф(£) удовлетво­

ряют условию Д^. Ке.ли (ш(т),^(^)) С Л Д<|>(ТПП), ?.дс. ш(г) и и(х) > 0 локально 

интегрируемы, то

Ф(ш(г)7’(/, х))о;(т)(/а: < С’ / Ф(щ(г)/(х))и(г)с/т. (3.19)
Щ.'*  7 пт՞
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Доказатсльстио повторяет доказательство импликации (а) (с) Теоремы

I. При этом сферический сегмент заменяется кубом в Шп. 

Для преобразования Гильберта

Л(/,ж) = У.р.

справедлива следующая

Теорема 7. Пусть функции Ф(£) и дополнительная к ней Ф(1) удовлетворяют 

условию Аг- Тогда для локально-интегрируемой на Ш 1 функций ш(х) ии(х) > О

интегральное неравенство

Ф(1г(т)7’1 (/, х))и(х)<1х < С / Ф(м(х)/(т))си(х)с/т
-/пт

(3.20)

имеет место тогда и только тогда, когда (тл(г), о?(т)) С Л Дф(Ш ’).

Доказательство. Необходимость. Возьмем произвольный интервал 1О С

С 1К1. Обозначим через /] и /2 половины интервала /о. Пусть функция /(г) > 0 

равна пулю вне 1\. Тогда

/1

Следуя рассуждениям, проведенным при доказательстве импликации (с) —> (</) 

Теоремы 1 или импликации (с|) ---> (^|) Теоремы 2, из условия (3.20) получаем, 

Е ЧТО для любого € > 0

(3.22)

Отсюда, учитывая (3.21), имеем

Или

вставляя /(/) = Х/.(0^(0 п (323)> получаем

(3-24)



78 С. С. Казарян

Аналогично

llx/iwllL?w(nv) < )• (3.25)

Г< Iicph из (3.23) (3.25) следует

1/11
|Ix/։w||l*w(ijv)

Следовательно

Необходимость доказана. Достаточность следует из 'Георемы 6.

Подобным образом доказывается • * •
• • • * •

Те орсма 8. Пусть функция Юнга Ф(^) и дополнительная к ней Ф(1) удовлетво­

ряют условию Дг. Если w(r) uw(z) ’> 0 - 2тг-псриодические измеримые функции, 

то интегральное неравенств о

<t>(u>’(z)/(i))u;(i)dz < С / $(w(x)J\x))w(x)dx 
Jr

'■ f(z) = -v.p. £ f(t) cot « Г - [-Я-, 7г) имеет место тогда и только 
• ՛ • •

тогда, когда (w(x),U)(x)} € А Вф(Т).
• • • * •. • •

Отмстим, что весовые неравенства для потенциалов Рисса в классах Орлича

были получены в работах [21], [22].

ABSTR ACT. For the pair of functions (w(z),u'(x)) defined on the unite 
sphere S’՞՜1 of the n-dimonsion Euclidean space IRT‘ necessary and 
sufficient conditions are found for which the following inequality

<l>(w(x)Af (/, r.))aj(x)dx < C <t>(w(x)f(x))u;(x)dx

is satisfied, where is the maximal Hardy-Littlewood function
lefined on the .S’՞՜1. Analogous result is proved for the Hardy-Littlewood 

maximal function defined in IRH. • *
With the help of these inequalities some results of the harmonic function 
theory are generalized and weighted integral inequalities for the class of 
Calderon-Zygmund operators are proved.

• • < • 
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ЗАДАЧА ТИПА РИМАНА ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО-
-ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В КЛАССЕ Ь'

Г. М. Айрапетян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, 1993

В работе рассматривается задача типа Римана в Ь1 для уравнения

д2и 
дг2

Ьи = О, г е

где £)+ — {г : |г| < 1}, а,Ь - комплексные числа. При предположении, 
что корни соответствующего характеристического уравнения не со­
впадают, доказывается, что эта задача нетерова и ее индекс равен 4.

1. В данной работе, в единичном круге /Э+ = {г : |г| < 1} комплексной 2-

плоскости, для уравнения

исследуется задача чипа Римана : найти регулярное решение уравнения (I),

которое удовлетворяет граничным условиям

Нт || Ис и(г1) - /о(0||1 = О, г—> 1- О

Нт г—»1 -О Кс
ди(г1) 

дг

(2)
- Л (ОН 1 = 0.

где а,Ь - комплексные числа, /о(0, /1(0 - действительные функции па 7’ — {г • 

|*| = 1) такие, что /о(0,/1(0 6 Ь1(7), ~ - производная по радиусу круга •

При предположении, что корни А։ и А2 характеристического уравнения

А2 4- аХ 4֊ Ь — 0 не совпадают, доказываемся, что такая задача нетерова и ее
• • 9

индекс равен 4.

2. Общее решение уравнения (1) можно представить в виде

н(г) = еА‘гу?1(г) 4 еА’։^2(г), г С Г)*, (■1)
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где - произвольные аналитические функции в /9+.

Пусть г — г1, г < I, < Е 7. Подставляя (3) в (2), получим следующую

граничную задачу относительно функций <^։ и <^2 :

Пт о || Яе (еЛ'г|»>1(Н) + еА’г*^2(г4)) - /„(4)111 = О, 

г]>тпП Ке (>йеА'г|р|(г4) +А։г(сА։'-'у>г(г4)+ 

+4еЛ1,У(г4) + 1еА’гУ։(гО) ֊ /,(։)||, = 0.

(4)

Очевидно, что задача (1) - (2) эквивалентна граничной задаче (4) в классе 

аналитических в функций .

Введем в рассмотрение функции

и т , , , з е Аз/‘ / А) [ т + 2 Иг ф2(/о'/"г)=лГ^ ЫЛ/п(г)՜ ~
(6)

Ясно, что функции Ф1 и Ф2 аналитичны в Р+ за исключением точки г = 0.

Лемма 1. Функции Ф^/о./ь-г) и Ф2(/о, /1, г) удовлетворяют условиям (4).

Доказательство. Легко видеть, что функции Ф| и Ф2 удовле I воряю । равен­

ствам
сА1/'Ф1(/о,/|,г) + /1,^-2֊^ //"МНз 7'

-1сА,/'Ч'|(/1>,Л,г)+ —е-А։Л>1'з(/о./|. ։) +гс>,/'ф1 >г)+
2 2

+ ^-л'/'4'2(/о,/1,2)==2^ ^/>(’-)тт7 -՝ геи+-

В силу равенства (7), для любого г < 1 и |/| = 1» имеем

Яе (г.л*г‘Ф 1(/о։/1,г<) + -

— е

(П

(8)



82 Г. М. Айрапетян

Учитывая, что

Пт || / /»(г)—А—------- /о(<)||1 - О,
Г— | -П г — г1 т

получим первое равенство в (4). Лля доказательства второго равенства в (4) 

выберем последовательность действительных функций />п(0» Л п = 1>2 ^ак, 

чтобы /;п(0 Е С2+а(7') (а > 0) и -» /Д0 при п — оо по метрике Л’(Т). 

Согласно равенству (8) для любого п = 1,2,... имеем

1<е (А]А ?Ф։(/оп, /1п, 0 + ^21сх^1 Фг(/оп, /1п։ 0+

+иЛ1?4''1(/оп./.п,0 + ։еА’7Ч''2(/оп./|п>0)=?/1п(0, «ет.
• I

Так как функции Ф|(/о,/։,2) и Ф2(/о, /1, ^) принадлежат классу С1+°(£)е), где

/)с = {г : £ < |г| < I), о,е > 0, то для любого п — I, 2,... также имеем

Пт || Яе (А1։еЛ'гЧ1(/1)„,/1п,г4) + А21еЛ։ИФ2(/о„,/1п,Н)+ • 
г—• 1 —О

Н) + 1еА’г7Ф'2(/Пп, П)) - /|П(()||| = 0. (9)

Л алее

Не (А, 4еА՛г‘, (/о, /1, Г0 + А27еА”-'ф2(/„, /,, г1}+ 
♦ * . * • .

+иА'г7Ф'։(/п, /,, п) + ։еА’г?Ф'2(Л, л, г։)) ֊ /,(։) = Ji(r, I) + у2(г, <),

где 
• • 

յl(r,t)= Ие (А1?еА‘г7Ф1(/оп1/1„,г4) + А2։еА”-7Ф2(/Пп,/1П1г0+

+«еЛ'г,Ф',(/оп,/|п1гО + ։еА”-7Ф'2(/0„,/1П1Н))֊/1п(0,

,/2(г,0 = Ис (А11еА'г7Ф, (/о -/Пп,/։ -;|п, И)+ А24еЛ։г7Ф2(/<)-/1п,н)+ 

+ил'г7ф',(/о - + 1еА’г7Ф'2(/п - ֊ /1п,г0) - [/>(/) -

Используя равенство (7), получим

7г(г, 0 = Ке ((А| £сА|Г‘-----)Ф] (/о — /оп» /1 “ /|п»
Т1 

’,1

+(А2йЛ’’-7 - ^Л)Ф։(/0 - - /։„,г։)+
г։ 

> /•
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+№''' _ -Л)Ф',(/0-/1П,Н)+ 

+(‘еЛ։'7 ֊ ֊еч )Ф'։(/п ֊ - Лп,П))+
г I*

'Гак как

+ Ис 2^/т[/1(т) - ;,"(т)17ТЧ 7 ֊ ֊ /-(')]•

Нт
г—1 ֊0

Ко 7-(Л(О-/|п(О)П1 = о,

то для любого с > 0 существует гп < 1 и No такие, что ||72(г,<)||։ < е, если 

го < г < I и п > /У(). С учетом (9) доказательство Леммы 1 завершается.

3. Рассмотрим уравнение

д7и ди
дг7 дг (10)

с граничными условиями

Нт - 1 -о дг

где //(г) - бесконечно-дифференцируемая функция па I) . Справедлива

Лемма 2.Любое решение. ։/(г) ладачи (10), (11) является бесконечно-диффе­

ренцируемой функцией ни Г) .

Доказательство. Положим

г е п+, С = < + >'/■

Функцию 1/(2) можно представить в виде

(12)
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Подставляя (12) в (II), относительно функций <^>| и получаем условия :

Нт || Ие (ех"\’1(г() + еА’г\>2(г<) + <Дг*))||։ = О, 
г—» I — О

Пт || Ис (А,ЕгА1’’г<р1 (г() + А2«еА։г'¥>2(г() + 6(г1)+ 
г —• 1 - О

+кА"-'/,(г() + 1е^г,<р'2(П) + ։с'(г())||, = о,

(1.3)

(14)

Отмстим, что детерминант, составленный из коэффициентов производных иско­

мых аналитических функций </?| и у?2 в задаче (13), (14) обращае тся тождественно 

в нуль. Поэтому здесь нельзя применить результаты работы [1]. Обозначая

улг(<)= Ие (еА'г?$5,(г() + еА’г^2(г() + С(г;)), ( 6 Т,
• ■

получаем

Не (еА,^у?1(г<) +сА’^у?2(г«)) =/Пг(0 “ Не (7(Н) (15)

и

Нт 1|/пг(01|| - (16)
г 1 — 0

*

Так как функция еА*гх ^(гг) (к = 1,2) анали тична в кольце 0 < |з| < г՜1, то 
• • • • • 

а»

се можно представить в виде

^Ак7<^*(г2) = ФкЛ2) + ^тг(г)к к =

Функции ф^г(л) и аналитичны в областях [)՝ и [)~ = {г : |г| > I},

соответственно, причем

ФкЛг)=Т~[---- 1 ~?к 7—1*1 >5. * =1,2, (18)
4тг։ 1т - г 2

где я > 0 - произвольное число, |г| < я.

Теперь (15) можно переписать следующим образом :

Ке(^г(О + ^г(О) = /о,(О+ КеС(Н)- «СТ
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Применяя формулу Шварца, получаем

^г(^) + #г(*) - 2я. /г1Мт) - Це (6(гт) + ^֊ (,) + (Г))]£±Л (19)

Положим

Учитывая (16) и переходя к пределу в (19), при г 1 - О, получим

Так как Сф), ф՝ (*) и ф2 (<) бесконечно-дифференцируемые функции на 7’, то пра­

вая час ть равенства (20) представляет бесконечно-дифференцируемую функцию 
--  |.

на I) . Полагая

*
/г։(2)՜ -»— / Ко (6’(г) + 4>[(т) 4- ^“(т)) —— г £

27п ,/т> т — г

и учитывая (20) и (21), получаем

(22)

Дифференцируя (22) по 0 (г — г1 — г г։<*), будем иметь

Инюгрируя по частим, получаем

(23)
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Из равенств (23) и (24) следует, что

Здесь /*3(2) - также аналитическая в 1)+ и бесконечно-дифференцируемая на £)

функция. Из (22) и (25) получаем

Равенство (26) можно переписать в виде

где Т, = {г; |г| = $}. Полагая

находим

(28)

Так как ехр( А। г ’) • <^,(2) аналитична в |г| > я и обращается и нуль на

бесконечнос ти, то из 28) получаем

для любого |г| < I. Переходя к пределу при .$ —> - О в последнем равенс тве,

будем иметь

Следовач'сльно, (л) бесконечно-дифференцируемая функция на Г) . Анало­

гично, из (27) следует, чго (^»2(г) также бесконечно-дифференцируемая функция 

на Г) . Лемма 2 доказана.
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4. Теперь приведем наш основной результат

Теорема. Задача (I), (2) нетерова и се индекс равен \

Доказательство. Положим

где Ф1 и Ф2 определяются равенствами (5) и (6), соответственно

Пусть /i(z) - бесконечно-дифференцируемая функция на ZT1՜ такая что

Пусть и(г) — и(г)+и0(г)Л(2). Если и(г) удовлетворяет уравнению (1), то функция 

и(з) будет удовлетворять неоднородному уравнению

д21) дv 
д? + аэ^ +

Условия (2) примут вид

Нт || Яе и(г^)||I =0, I Е Т,г—» 1 — 0

Пт || Ке ^||, =0՛ 1 е Т (31)
г—» 1-о дг

Так как ЦиоИ.) - бесконечно-дифференцируемая на /)"* функция, то применяя 

Лемму 2, заключаем, что каждое решение задачи (30), (31) также бесконечно- 

дифференцируемая функция на /)+. Следовательно, условия (31) можно записать 

следующим образом

Не и(£) = 0, I Е 7, ч

Ис = о, I е Т. (:<'2)
()г

Положим

3|(,) = _е±1уу։6п+, с = с+й- 
£>♦

Общее решение уравнения (30) можно представить в виде

u(z) = еЛ|'«pi(г) 4- еЛз,¥32(г) + ^(г)>
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где y?|(z) и <^2(2) - произвольные аналитические функции на и

Подставляя v(z) в (32), получаем

Ke (tA|'vM<) + eA’W)) = ֊ Rc G(l), t E T,

Re(AjeA'^,(t) + AjeA’I^(O + ieA'^(O + UA’V2(t))= Re (33)

Функции ։p։(z) и ^2(z) допускают представления (см. [2])

= Z7 / /ъ(€) 1п(1 - т)Л + > = ։’2’ (34)
/Г I Jy t

где р;(!), ] = 1,2, - вещес твеннозначные функции, а Су, ] — 1,2, ֊ некоторые 

действи тельные числа. Если (г), у = 1,2- бесконечно-дифференцируемы на Т 

то ру(/), j = 1.2 также бесконечно-дифференцируема на 7'. В представлении (34) 

величины рД<) и ('} определяются однозначно через <^;(/). Подставляя (34) в (33) 

получаем систему интегральных уравнений относительно функций р;(£). Такая 

система в классе бесконечно-дифференцируемых функций исследована в работе 

(3],в которой был вычислен индекс. Применяя результаты этой работы получим 

показа 1ельс гво теоремы.

ABSTRACT. The paper considers a Riemann type problem in L1 for the

О и uu 
д? + ад7 1

where P+ = (z : |z| < 1} and a, b arc complex numbers. We prove that 
this problem is Noetherian and of index 4, provided that the roots of the 
corresponding characteristic equation are distinct.
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КРЛ ТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ МЕРОМОРФНЫХ 
ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ПОСРЕДСТВОМ 
ПРОИЗВОДНЫХ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

Г. л. Барсегян, В. Г. Петросян

Известия Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, АяЗ, 1993

Оценки логарифмических производных играют важную роль в теории распреде 

ления значений мероморфных функций (см. [I]).

Опенки для величин

1г/(гс‘*’) 
и>(ге|՝р)

ш/(ге‘’’’) 
и^ге1*1)

где 1д(֊г) - мероморфная функция в |г| < оо,

Д(г, а) = Д(г, а, ш) — {г : |ш(г) - а| < I}

и

А(г, ос) = Д(г, оо, се) — {г : |и>(г)|М = г;

были получены в [2]

Однако оценки логарифмических производных рассматривались как про­

стые вспомогательные технические средства. Между тем в [5] было установлено,

Что для ин теграла 

м(ге‘^) — а

имеют место некоторые аналоги второй основной теоремы I .Нсваплинны и 

соотношения дефектов, характеризующих уже новые исключи тельные значения 

Функции 1д(г). Другим примером приложений логарифмических производных 

является следующее простое предложение, связывающее характеристику / (г, л)
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с классическими величинами : если мероморфная в |z| < оо функция w(z) имеет 

по крайней мере два исключительных значения в смысле В. П. Петренко, т.е 

существуют значения а։ и а? такие, что /3(а}) > 0 и /?(аз) > 0, где

0(а) = /?(а, w) = lim - - • I max In4՜ -———------ ) ,
г~*°° ‘ (r) \kl=r |w(z) ~ al/

и T(r) - характеристики Нсванлинна, тогда для любого a 6 С и г мы имеем

Ф^ + О(1), г —• сю, z = ге’Л

Заметим также, что результаты работы [5] и неравенство (1) позволяют обоб- 

шить некоторые результаты В. Фукса [3] и В. П. Петренко [4]. В настоящей 

работе мы рассматриваем величины

Pk(r,a)=^r | ln(i)(w(z) - dp, kQN, к > 1,

зависящие от производных высшего порядка мероморфной функции w(z). Для 

этих величин мы устанавливаем аналоги второй основной теоремы Р. Неванлин- 

ны и соотношения дефектов.

Теорема 1. Пусть - мсроморфная я |z| < оо функция конечного нижне­

го порядка А > 0 и пусть ЕС (i/ — 1,2, ...,g) - конечный набор попарно 

различных комплексных значений. Тогда на некоторой неограниченной после- 

довательности значений гп выполняется неравенство 
я ,

У г / | ln^*\w(z) — av)| dp < K(k, X)T(r), r —» oo, (2)
l/ ZZ l v )

где K(k,X) - постоянная, зависящая от. k и X.

Замечание. При к - 1 неравенство (2) было установлено н [5] ([5], Теорема I).

Из Теоремы 1 мы получаем некоторый аналог соотношения дефектов Г 

Нсванлинны.

Следствие. Для мероморфной в |z| < оо функции w(z) конечного нижнего 

порядка А > 0 множество

s a : D*(a) = w) = lim —> ol
( г-«по Т (г) J
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не более чем счетно, и имеет место неравенство

Теорема 2. // предположениях Теоремы
\/2

Ъ < К(Х)Т(г),

K(k,X).

1 справедливо неравенство

(3)

И)

а

где. К(А) - постоянная, зависящая от X.

Приведем теперь вкратце доказательство 'Георемы 1. Сначала докажем

существование значений Ь» (и - 1,2,...,7) , для которых величины

△ (r,/Jv)
“малы”. Оценки для Р*(г, а„) будут близки к оценкам следующих величин

(5)

Л алое, к последнему интегралу применяем “свойство близости п-точек” меро­

морфных функций (см. [6]).После представления подынтегрального выражения 

(5) формулой Неванлиины, получаем разности однотипных факторов, завися- 

ших от аи-точек и би-точек функции м(г). Учитывая тот факт, что «„-точки и 

б^-точки близки в среднем, заключаем, что указанные разности “малы”. Таким 
<7

образом, мы получаем “малость” суммы £ /*(г, а„) в том смысле, что правая 
«/ = 1

часть (2) не зависит от д.

Теорема 2 непосредственно выводи гея из Теоремы I.
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