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Ի'чршцгтрннйп |սնղւո։մ է սրի։ ասձաԱս աոեք գահկանում ևս հողվածներ հրարղարակեյ 
Հաւաստանի գիտուрւուԱսևրի ագգափն ակար|եսիա|ի Տեղեկագիր սևրիս։ • Սաիեսսյտիկա • ամսագ 
пни հաշվի առնէս հևտևւյաւ կանոնների

1. Հողվածների ծսւվայր. ուրո ես կանոն. ՝ւղևտք է գերագանգի մեկ տուագրակամ սամուղ) սււ 
սինէն ո՝ ավեյի էաս տև!ստի 24 մեքենագրված Լչ , իսկ հասաոոտ հար։որոո։մնևրի ծափպղ ո՝ 
ավեյի քամ 5-6 սեւենագրված է.9 11Նկ տրղսւգրական մսւմու|ի գերագւոսօրւղ ծակողով հողվսւծ 
ււերև ինղունվում եօ հրարոարակման ոագառիկ ււևոլքերուո խսիասրական կո|եգիաւի հատուկ 
որոշսամր՛

_ -.րսքվսւծսերի ուևտէ է սերկաւագվեն գրամեէ՚եհագրված. երկու օրինակով Ռուսերեն հափ
րեն սերկաւագված հողվածիս անհրաժեշտ Լ կգև| ասփոփումնևր հաւերեն անգւերես եւ ռուսերեն 
|եգո։հ1ով Օտարերկրւա էւեղինսւկների հորւվտծներղ իրևես գաեկու рриир կուր ույ ևս հրաւղարակ- 
վե| հասսյրղսւտասխան ,եգվոփ

շ Ս՚ծատառ ւատինսւկան տառերի որոմ! միանման ևՍ համանուն փոքրատառ! ՝ ին, ո|ևտ1 է 
ինղգծվեն սև։ մատիտով ևրկո։ <գծևրո*| ներքեւրսմ իսկ փոքրատառերի երկու գծիկով վևրեւուս Հու 
սակաե տսւռերո պե>1 է ри։щՕվևե կարմիր մատիտով |ւՍր|և1 սհևրո շրտոոսսվես սև։ մատիտով, իսկ 
կա..ւիվ <ւսռևր[ւ ги։гщէ*էն ւսվւէսւձեւ ^ծով

4 'I Օասրերո սերկււււսպվաս եէւ առւսճձիմ Լօևւի վրա երկու օրիհակով Ա?ե|ւ։վ Սրաւու հասու- *
Ш *և։ տերօ տևւստուս էօի ձաիյ մասում.

Դրակահաթւուէփ տեոավորվամ է հորւվածի վերևում րհդ որաս գրքերի համար նշվում I հե 
ոիհակո. սրէի ւ<յուն|ւ հրատարակման տեգր հրսւտարակ՝ուբ|ուեր հրատարակման >шгЬр|к||1 հւսւ- 
վածնևրի հաս որ ս?վոււյ ( հերիմակր. հողվածի անունի ամսագիրս հասարի տարևրիվ|։ և։ |Հ»ե- 
րր (.խտագածված **ւուկւսԱո։р|ուհր նշվում I քառակուսի փակագծերում, '֊եւստի հասարոսսաս 
իրան էւոուս

• » Игрищ'ուр։ши ծասանակ հեղինակի կողմիգ կատարված էի.» յ»ե շատ <|գա|ի փոփէւյսոս- 
րուսնմրո ինագրի 1ւամեսատորթէասւ՛ ՝ևն ոոաատրվւսս

^ողվածո վևրասշակսան տաստակով հեղինակին վերաղարձնեւու ղեովուո որւղես հոււվա 
ծի ստասսահ Ժասևետ ոասաւվուս I վևր\>ււաււսսւ ՝ևքս>ի ստագմաս <»րո

-.աւվածի ս1ւրծսաւ։ ղերղքուս հեղինակին վերսսւարձվուս I ձեռագրի մեկ օրինակի և։ 1ս։< 
ршиг ու|>։ուսււ իրավուն! I վերաւււահոսւ ՝գ։լաւ|ւ|1գ սևրժսաս աատսառհևրի ոիււրգար>ասուսով

«սրււվածի ։1ևրՀ«ուս անհրաժեշ՝ է նշե| ա|ն հիսնարկի յրիվ անունի, որտեղ կատարված I տվ 
աո աշիյսասնւի

Ю հեղինակի րղևտ1 ւ ստորագրի հոովաօղ նշի իր իիվ հասգեն. անահի ևւ հայրանունի

/ՆսԸաօրու&ւաւ) ուււսօեն Երեւան. Սարշալ Բաղրամ/անի րղող., 24ո: 
Գիտությունների ացգա/ին ակադեմիայի Տեղեկագիր. 
սերիա «ՍաԹեմատիկա»:



ОБЩАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА В ДВУГРАННОЙ ОБЛАСТИ 
ДЛЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

А. А. Андрян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №2, 1993

Пусть А/ - класс вектор-функций н(х,/.) Е C,oc(ftn х |]о), аналитических в 
i € Пл = {/.|0 < arg t < о < 7г} и имеющих полиномиальный рост по (r,t). 
Пусть £ £ Нп - квадратная матрица порядка т с полиномиальны
ми элементами. Для системы

ди
и Е М, (х,0 е /г х па

определим строго регулярные и регулярные случаи. Пусть г обозна
чает порядок регулярности системы (1), а - полиномиальная ма
трица размерности г х т. Поставим граничное условие :

/(х) G М. (2)

Получены условия корректности задачи (1), (2) в строго регулярном 
случае. В регулярном случае аналогичные условия гарантируют су-
ществование решения.
Также изучена однородная (/ = 0) задача.

0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть 11„ = {4|0 < argi < о < »}, п; = (А|| < argA < |т-а) угловые области 

в комплексной плоскости II, а Л({), С = (6..... 6.) 6 Яп квадратная матрица

порядка т, элементы которой полиномы с постоянными коэффициентами.

Обозначим череп Л/,,7 € Л, класс вектор-функций u(z,() 6 х II,.),

аналитических по 1. £ II,, и удовлетворяющих неравенствам

/• 3 «| I I l I г
где k - (*!,...,*>.) ֊ мультиипдекс, («5j) = > 1*1 ֊ *'

i — , ß 6 с, У И.
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Положим

М = и м,.

Рассмотрим систему

J = 4(i£)u, (Х,։)6/Г X П„, (2)
01 от

где к = (*,,кп) - мультииндекс, (»£)* = Ч ’> 1*1 = E?=i *< и и =

( и | , • • • , Urn ) 6 Л/. ..

Обозначим через А։ (£),..., Ат(£) корни (с учетом их кратности) характери-

стического уравнения

/>т(С А) = ае1(АЛ;т ֊ Л (£)) = о, (3)
а

соответствующие системе (2), где Кт - единичная матрица порядка т.

Пусть />(£) - число корней уравнения (3), принадлежащих П*. Система (2) 

называется строго регулярной, если

а) р(£) = const = г для любых £ Е Пп 

и регулярной, если

b) — const = г за исключением быть может конечного числа точек.

Для определенности предположим, что р(£) — г для любых £ Е Нп \ {О), 

р(0) > г, тогда сис тема (2) является регулярной (это не ограничивает общности). 

Пусть //({) полиномиальная матрица с постоянными коэффициентами размер 

пости г х т. Для решения и системы (2) рассматривается граничная

Задача А.

Д(1-^-)и(х,0) =/(г), х Е Кп, (4)
от •

• Ж' / = (/|,.... /г) С А/.

Введем матрицу-функцию

Н()=~/ (АКт-Л(())՜'^, (5)
27Г։ А+(€)

где замкнутый контур 7+(£) содержит только те корни характеристического 

уравнения (3), которые принадлежат области С’П*Г = II \ П^.

Основной результат работы следующий.
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Теорема 1. Пусть система (2) строго регулярна Тогда условие

для любых ( Е Нп (6)

является необходимым и достаточным для существования и единственности 

решения Задачи Л. Если / Е Л/7, то и Е Л/7. Если система (2) регулярна 

(р(0) > г) и условие (6) нарушается только в конечном числе точек, то 

неоднородная Задача .4 разрешима для любых /, а однородная Задача А имеет 

бесконечное число линейно независимых решений.

§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

1. Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка

au(z) 
dl

где А Е П, f E М и и Е М - искомая функция.

Имеет место

Лемма 1.1. Уравнение (/. /) разрешимо для любой функции /(I). Если А Е П^.тпо 

однородное уравнение имеет одно нетривиальное решение ; если же А Е С’1Гт, 

то однородное уравнение имеет только нулевое, решение.

Доказательство. Утверждение леммы относительно однородного уравнения 

очевидно. Пусть А Е П^. Решение уравнения (1.1) имеет вид 

ri
ч(1) = / 6 М,

./о

где ин тегрирование производится по отрезку [<М].

IIveri, теперь А E СП,*,. Введением новых функций ?’(/.) = »*({), - {'/(X )

уравнение (1.1) запишется следующим образом :

'МП ֊>/(,) = t e aii„ = Ili = {Ф = a/, i e n„). (1.2)
di %

Ч ак как - ֊ - а < arg А < то по крайней мере одна с торона угла 11£ буде т 

находи ться и правой полуплоскос ти. Пусть это Lo = (г|г — A/, arg/ = ()}. 1 01 да, 

очевидно, ч то функция

v(/.) — ֊ [ r' ’ g(r) dr — - f e՜71 y(l 4- >/) di] E А/, 
J t J i • л
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। де ин тегрирование производи тся по лучу |/,оо) || Ло, является требуемым 

решением. Аналогично поступаем и в случае L\ — {г|г = Xi, arg/. = а). Лемма 

1.1 доказана.

Рассмотрим теперь систему ‘

= f(i), teil», (1.3)

где .4 - постоянная квадратная матрица порядка п и u(t), /(/) £ А7. Используя 

жорданову форму матрицы А и Лемму 1.1 легко установить разрешимость 

системы (1.3) и полечи гать число линейно независимых решений однородной 

системы.

II. В произвольной точке £ 0 корни уравнения (3) будем нумеровать так,

чтобы А|«)։. • - , Ar(O 6 п; и

Аг+։«),..., Am«) 6 С'П*. Очевидно

|АД£)1 <<•■>( I + 1£12Г’, >=|....... гп. (1.4)
• |

Пусть Го обозначает границу угла II".

Лемма 1.2. /У случае а) справедлива оценка

<list(Ä,(0,ro)>c(l + |e|2)։-, (Г.5)

а в случае Ь) 
• • •

<11з1(АД().Г0) > с|(|"(1 + |£|2)'\ (6ЯП\{О), (1.6)

j' - г 4֊ I,. . ., т.

Доказательство. Начнем со случая а). Введем множество

={(«.».£,...)|®= l + |f|2, у=|А-А,(«)|2, /’„.(£, А,(0) = О,

j = г + 1,..., тп, А = 1р или А = /я’°, Р > 0},

которое очевидно является пилуалгсбраичсским и рассмотрим полуалгебраичс-

скую функцию одной переменной г. :

/(z) ini(i/|(x,.v,(,...) с /•;,).
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Поскольку при больших х функция /(т) принимает только конечные положи

тельные значения, то имеем представление [1]

/(х) = Л ха( I 4- о( 1)), х —* 4֊оо, А > 0.

Это означает, что у > ֊■ т.а при х 1, следовательно неравенство (1.5) 

имеет место при |<| » I. Воспользовавшись непрерывностью корня АД£), легко 

получаем оценку (1.5) для ограниченных |£|.

В случае регулярной системы (2) введем множества

^2 = {(։.»■€>• ••)! ։|€|2 = 1, .V = |А - АД{)|’, Пп(£ЛЮ) = о,

} = г 4- 1,... , т, А = гр ог А = ре1“, р > ()}

и установим неравенство (1.6) в окрес тности точки £ = 0. Остальные ( рассма

тривались выше. Лемма 1.2 доказана.

Лемма 1.3. Элементы р*матрицы Р + (^) принадлежат Спс(/£п) о случае а), 

а в случае Ь) принадлежат б7°°(/?Г1\ {О}) и удовлетворяют, соответственно,

оценкам :

а‘
<с»(։ + 1€1Г‘. <еяп,

«к > 0.

<1.7)

(1.8)Ро (€) € / О,

Доказательство. Гладкость элементов матрицы Р+(£) следует из формулы (5) 

и из того, ч то множества {А|(£),..., Аг(£)}, {Аг+| (£),..., А,„(£)) разъели пены для 

любых £ € IV1 в случае а) и для 6 \ {О} в случае Ь). Введем полиномы .

У«, А) = П(А - АД«)) = Аг + £>(0А"'-‘; 
;=1 *=1

ГП
Л({, А) = П (А - АД«)) = А"—' + 52 гД«)А"-г-‘.

И моем

/?(£, А) 4- /?|(^, А)(А — А|(£)) — Я(С А|(£))•

(1.9)

(1.10)
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где H\(£, À) - некоторый полином от А.

Применяя (1.10), получим
I

p^o= — f ֊j%ama =
2<i Д+(0 Pm({, А)

- 1 [ if ՝> «(^A) + +/ЩА)(А-A,(Q)
2rtR((, A|(£)) A+({) R(C A)(A - A|(£)) • • (A - Ar(£))

=______!_____ [ ^4dA+
2»iR(e,A,(0) J7+(£) Q«,A)

1 / ___________Д|(€.А)__________
+2>r։R(e a, (О) д+(£)a «(«• A)(A - ш» • • ■ (A -MO)

I [ «(ÇA)«,«, A) dx
2îriR({, A, ({)) A+(։) K«, A)(A - A2«)) • • ■ (A ֊ Ar(£)) ’

<i(«.A) = (AEm-X(O)-,Pm(CA)

Преобразовывая интеграл (1.1 I) таким же образом, получим

с+(О -
' { a(f,A)r(«,A)j։

2^мо77+({) Ж£.а) (1.12)

где г(£,А) - вполне определенный полином от А г. коэффициентами, имеющими 

степенной рост, а Г 
чс = Пд«’А>(О- 

1=1

(1.13)

Используя Лемму 1.2 для опенки функции сд(£) и вычисляя ин теграл в (1.12) по 

теореме о вычетах в точке А = оо, легко получим оценки (1.7), (18) при к — 0.

Производные оцениваются аналогично. Лемма 1.3 доказана.

Введем матрицы-функции

^-(С0 = е',<<>‘Р-(О. ^+(0 = «>'(£)։С+(€).

р'(0 = 'Ап - /,+(0 = — I (А£'т-Л(О)-'<1А, (1.14)
27Ы у7-и)

где замкнутый кон тур 7՜ (£) окружает только те корни уравнения (3), коюрые 

принадлежат П^. Из представления Ъ՜'՜^^) = е1 оценок (1.7),

(1.8) и гою, ч то все характеристические корни матрицы /,-(С)^(^) принадлежат 

области П*։, пспосредс ! венно следует
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Лемма 1.4. Матрица-функция V (С I) удовлетворяет, соответственно, в слу- 

чаях а) и Ь) оценкам :

д*и֊(€,0

< с*(1 + К1։)”“(1 + 1'1)п‘.

<с*1€Г’,‘(1 + И1’)’‘(1 + 1‘1Г‘. Pk > 0.

Г1.15)

(1.16)

Обозначим через Я и Я', соответственно, пространство Шварца и ему сопря

женное. Включение М(Ип х Па) С Я'(Пп) при каждом фиксированном 1 Е По и

очевидно имеет место оценка

I < “(։. ').¥>(։) > I < cIMIpf-oO + 1*1)*’. V» € 5, (1.17)

где || • ||р(7) - р-ая полунорма в 5(/?п).

Обозначим через и(£, I) или /' [и(эт11)](£, I) преобразование Фурье в х функции 

ц(ж,£) € М(ЯП х Пст), рассматривая ее как обобщенную функцию. Образ Фурье 

сис темы (2) имеет вид

^^^1 = 4 6П„. (1.18)
‘ О1

• 9

Произвольное решение системы (1.18) задастся формулой

>/(«,«) = ел<«’։н«,о), <еП„. (1.19)

Пас интересу юг только те решения, которые удовлетворяют оценке (1.17). Имеет

место

Лемма 1.5. Пусть и(С0» определенная формулой (1.1!)), удовлетворяет оцен

ке^). 17). 'Голда

/,+«)и(С0) = 0 в Rn, (1.20)• • •

« случае, а) и 

/i+(f)u«.o) = o « яп\{е}, (1-21)

в случае Ь).
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Доказательство. Доказательства формул (1.20), (1.21) иден тичны, ((мш носят 

локальный характер). Поэтому докажем только формулу (1.20). Перепишем

(1.19) в виде

„(f,<) = v'-(C,t)/'-(i)»«.0)+ v+(eo^+(€)'<(€.o), t € (la. (1.22)

В силу Леммы 1.4 первое слагаемое в (1.22) удовлетворяет неравенству (117). В 

произвольный точке Е Дп пусть НсАг+ДС») >0, ] = (4: зависит от

<о) и КеАг+; «о)<0, ] - к 4֊ 1,..., тп - г. Очевидно существуют числа 6 > 0 и 

£о > 0 такие, что 
а •

Ие >,+,(«)>£». у = 1,К-«.|<Л, (1.23)

Не Аг+;(<) < у, Не (с*°Аг+>(£)) > Ео, ) = £ + I,..., гп - г, |< - („| < 6. 

(1.24) 

Матрицу /,+ (£) представим в виде

е+(€) = (?(() + /?((),

глс /։,+ (О и Р2+(£) соответствуют корням Аг+|(£о)........ Аг+4(^о) и Аг+ц+։ ,

Ат(^о)» соответст венно.

Имеют место следующие опенки :

l^4(f)'/'1+«)l<ce՜'"'. argZ = (), |f-«<,!< Л,

|е՝՝((1'Р2'(4)| < с с^(, arg« = 0, |{ - („| < 6, 

|1--'։(«)(/'2+({)|<сс-'-|‘|, arg« = a, |( - <„| < 6.

(1 -25)

При arg/. = 0 и |£ — перепишем (1.22) в виде
I

'<(«,'■)= V (f,t)/’’(C)u«,O) + c'՝(()l/^«)u(eO) + e/1<£>l/'2+(f)u(4.0). (1.26)

Из (125) имеем

I < р,+(«)«(4.0),¥>(4) > I < с(1 + У^СС'ЛК -Gl<4).
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Отсюда при I —» 4-оо получаем

/>|+(«)»«,0) = 0, 1« ֊ €.1 < <• (1.27)

Принимая по внимание аналитичность по ( £ ||„ и (1.27), получаем

»(€,։)= V-(ei)P’(€)u(C<>) + e'1(£)lc2+(Ou(C<)).. (1.28)

Рассматривая (1.28) при arg / = о, - G| < 6 имеем

Р2+«)»(С0) = 0, (1.29)

Соотношение (1.20)следует из (1.27), (1.29). Лемма 1.5 доказана.

В силу Леммы 1.5 из (1.22) следует

u(CO = V"(COP-(€)u(eO) = V'-(UMCO). (1.30)

III. Пусть система (2) строго регулярна и имеет место условие (б) Рассмо-

грим алгебраическую сиг гему уравнений

/>+(«Ь(0 = ». «(<)•’>(«) = ei< с/ = (°......°-‘.О....... °)' (1.31)

Лемма 1.6.(,'иетема (1.31) имеет единственное. решение, которое иринаЛлг-

житп (7°°(/?п) и удовлетворяет оценке

<с*(1 +|(|г)'"‘.

Доказательство* Единственность очевидна. Заметим, что

/^(^) =
/1 (С А I (£)>• •*» (£))

“(4)

(1.32)

(1.33)

К - «.!<«.

где элементы //(• • ) полиномы от своих аргументов, а о,«) определена формулой 

(1.13) (см. доказательство Леммы 1.3). Пусть / - число миноров од«) порядка гп 

матрицы в (6). Положим

о(С) = £2 1<**(012- О-3՜1)
k-I
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В силу (6), n(£) > (I, £ 6 It”. Используя представление (1.33), оценку функции 

и4£) по Лемме 1.2 и теорему Зайдснбсрга-Тарского, легко показать, что [2]

а(е)>с(1 + |(|2)։, р> 0, НК. (1.35)

• I»
Очевидно, чго наибольший по модулю минор о *.„(£) (порядка т) удовлетворяет 

неравенству (1.35) с некоторой постоянной с, не зависящей от £. Заметим также, 

что [3]

гапк !>+(£) = т-г (1.36)

и поэтому сис тема (1.31) эквивален тна системе

■'>.(£)•՛,(<) = 6, =((),..., О, еД ( 1 37)

где del .։*„(() — / (I н некоторой окрестности (. Из (1.37) следует, что
9

н;(£) — Е (' х и удовлетворяет оценке (1.32) при k = 0. Для оценки

производных »’>(€) дифференцируем (1.31) no£t, получим

Учитывая, что правая часть системы удовлетворяет неравенству (1.32), анало

гично проверяется неравенство (1.32) для Лемма .6 доказана.

Замечание 1.1. Г,ели предположим, ч го условие (6) нарушае тся в едино венной

точке ( — 0, го, поступая аналогично, получим оценку

/Л z ч
<<Д4Г‘(1+|(|2)П‘, (1.38)7Пк < 0.

Пуг з I. теперь сис гема (2) pci улярна (напомним, что р(£) .֊ г, £ / 0, />(()) > г).

Очевидно условие (6) не выполнено в точке £ = I), гак как гапк/> + (0) = т-/>(<>) < 

тп-г. Условие ((>) все сию предполагается для точек £ / 0. 'Тогда ясно, что оценка 

(1.32) для решения системы (131) в этом случае принимает вид (1.38).

IV. Введем матрицу-функцию

(О- - •'({)) 'rfA, 1(1 < л. ( 1.39)
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где замкнутый кон гур 7О(£) содержит те и только те корни харакзерисчичсского

уравнения (3), которые при £ = 0 принадлежат области СП*, Л > 0 достаточно 

мало. Очевидно, что

Е С,ос(|(| < 6) и rankP0+(£) = тп - р(0),

rank(/'+(() - /<+(«)) = 40) - г при |«| < 6. •

Справедлива [4]

Лемма 1.7. Имеет место следующая формула :

rankP»+«M - 
\ »(О J ~ (1.40)

Доказательство. При 0 < |£| < 6 имеем

m = rank I /’„+(О I = rank ({) <
\ M(f) ) \ «(€) /

< rank(P+({) - P։+(f)) + rank ( ,

следовательно

rank «(€) ) > m — p(0) 4- r.

Заметим, что

rank /’*(«) 
/'(()

поэтому формула (1.40) верна. Лемма 1.7 доказана.

Рассмотрим теперь систему

Р+(4)"(4) = ». ««)»(«) ='‘(О. (1.41)

где о(£) - заданный функционал , сосредоточенный п точке £ = 0. Из условия 

(6) (напомним, что (6) предполагаемся для любых £ / 0, а система (2) - сз рот 

регулярна) следует, ч то решение системы (1-41) сосредоточено в точке = О.

Покажем су шествование решения системы (1.41). В некоторой окрестности точки 

£ = 0 система (1-41) эквивалентна системе (см. (1.37))

С’(О^) = /?(<). (1.42)
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где = (0,о(£)) - т-мерный вектор-функционал, сосредоточенный в точке

£ = I) и detf’(£) / 0 для любых £ (I.

Предположим вначале՝, что н — I. Тогда согласно [5] имеем представление

с(€) = (1.43)

где /Д£) - рациональная матрица с det/?.(£) = I, det.(70(£) ф 0 для |£| <

£, ^’о(€) £ ^’°°(к1 < £) а ~ _ диагональная матрица (<^ - символ

Кронеккера ).

Вводя обозначения <Ш)։;(0 = п;(<). /Ш) ֊ К ՛(£)/?(<). сведем систему (1.42) 

к разрешимой системе

4‘)»Д0 = /’1Л0. (wl,...,Wm) = W, (311(0.......... 31m(f)) = 31(<). (Ml)

()д пород и л я (о(<) = 0) система (1.41) имеет £| +• • • + к1П > I линейно независимых 

решений.

Пусть теперь п > 2, £ = (£։,£'), С = (^2,..., £„). Представим функционал 

#(£) из (1 12) следующим образом :

3(0 = Е «п....^«1)Л<,։>(€2)«--«Л(м)((п). (1.15)

где |Ф ’ обозначаем производную порядка } функционала Дирака Л( ). Решение 

(I 12) будем иска । ь в виде (1.45)

”«)= Е г>>. .)Л€|)*(,։,(6)И-- «А<^>«„) (1.46)
7 2^ ^2 • *1^ п

г неизвестными ,7п(С|)-

Подставляя ։;(£) из (I 46) в (1.42) и используя линейную независимость гистемы 

функционалов • • • 00 }(£ц)}, получим систему для определения

век гор функционалов с^а....*,„(^1) :

С (£|, 0. . . . , (1)е։// ,pn(4i) а»1. ^n(G)<

которая исследована выше. Остальные функционалы cJa jn(€i) находя гея ана- 
t

логичным образом. ('лслоиа гелыю, система (1.41) имеет решение лля любых 

'>«)•
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Рассмотрим теперь однородную (/?«) = 0) систему (1.42) при п = 2. Решение 

будем искать в виде

"(<1.Ъ) = $2 С;(С|)«0,(Ь). (1.-17)
1 <«а

подставляя которое в (1.42), получим

С’«|,0)с„((|) = 0, С(€|,о)МС)+ ^(9+1 >®и(6)) = о. }< "г - 1,

где /?;(•• ) - вполне определенные линейные выражения. Очевидно, что »га 

система допускает ненулевое решение (с։,3(^1) 0) и гак как целое 1/2 можно

взять произвольным, то заключаем, что при п = 2 однородная система (1.42) 

имеет бесконечно много линейно независимых решений. Если п > 3, го решение 

однородной системы (1.42) ищем в виде

1;(£| >0, • • • -€п) = *(&) Я • • • <Х> <5(£п)-

;։<Р3

Окончательно, получаем следующий результат

Лемма 1.8. Пусть система (2) строго регулярна и условие (6) выполнено за 

исключением конечного числа точек. Тогда система (1.^1) всегда разрешима. 

Однородная система (1.^1) имеет конечное число линейно независимых реше

ний при п — I и бесконечно много линейно независимых решений при п > 2.

Замечание 1.2. Альтернатива получения разрешимое, ги системы (111) осно

вывается на подготови'гельной геореме Малыранжа. Обозначим Д(£) — с!е!( (£).

Имеем Д(£) е Сао(|<| < е) и поскольку Д«|,0) 

<։ можно найти натуральное ; такое, что Д(0) —

аналитична относительно

0, однако

д» д (о) •ф 0.Согласно упомянутой теореме имеем представление [I]

Д(«|,4') = »(4ьС')(«{ +«>-1(€'Х{՜՛ + ••• + «»«')). (МН)

где а, 6 С°“(|£'| < е). а(6.С) С С“(к| < г) и «(0,0) # (I, а,(0) = (I. Представим 

функционал в виде

) = V О,..... , А (6 )4(; ՛1 (6) М • • •» <0 ” ’ (6.) ■ 
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Пусть С'|(^|,С) - матрица, транспонированная к матрице, составленной из алге

браических дополнений элементов матрицы С((), а к0 I - целое. Тогда функ

ционал

< ,£') > =

’ а(6.€')(€{+«>֊i(e)«{՜՛ +•• +»»«')) 

V? 6 6’“(|«| < е)

является решением системы (1.41). .

Предположим теперь, что система (2) регулярна (р(0) > г), и рассмотрим 

следующую алгебраическую систему :

с+(€М«) = 0, В(С)«(€) = *(€). К|<«, (1.49)

где /*+(£) определена формулой (1.39), а о(£) - функционал, сосредоточенный в 

точке £ = 0. Пусть п = I, тог да сис тема (1.49) эквивалентна системе

с0«)Ч<) = /?«), (1.50)

где С’„(£) £ С00։«! < е) - матрица размерности (т — р(0) + г) х гп такая, 

что гапкСо«) - гп - р(0) + г при £ 0, а /?«) = ((), о«)). Так как элемен ты 

матрицы Со(£) аналитические функции от£, то существует постоянная ма трица 

С’| размерности (р(0) - г) х т такая, что

rank = гп, 0 < |<| < />.

истсма

6X0 = 0, 6'„«)v(o = W)

имеет решение (см.(1.12)). Следовательно, система (1.50) также разрешима.

Как и выше, случай и > 2 своди тся к случаю п = 1. 'Таким образом, справедлива

Лемма 1.9. Пусти система (2) регулярна и имеет место условие (6) за 

исключением конечного числа точек. Тогда система (1.^9) имеет решение 

и однородная система (1-49) имеет бесконечно много линейно независимы!

решений.
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В предположении, ч го условие (6) нарушено в единственной точке £ = 0 рассмо

трим следующую вспомогательную задачу :

Задача В. Найти решение и(х,1) 6 М системы

я7 = л(|^)“+ 52 “>(Ф< ; = 0'1.......м, г> = г{'■ ■ ■ г>п-, (1.51)
I; I < »о

удовлетворяющее граничному условию

(1.52)

где а}(1) 6 Л/, Л; € Кг.

Заметим сначала, что система (1.51) имеет решение

ио(х,1) = 9(0^•

Действительно, подставляя ип(х,1) в (1.51) и воспользовавшись линейной неза- 

висимостью полиномов Ь1 < ^о), получим для с;(£) систему в виде (13) для 

сД<), которая разрешима. Эго означает, что правую часть системы (1.51) счи

таем равной нулю.

Пусть вначале система (2) строго регулярна. Пусть также и(£) - решение си- 
_ • _

стемы (1.41) с а«) - ^1?1(€)- Тогда можно проверить, что прообраз

Фурье функционала й(£,/) - У~(С0и(£)» где V'՜«, 0 определен формулой (1.14), 

есть искомое решение задачи В.

Теперь предположим, что система (2) регулярна, и пусть и({) - решение системы 

(1.49) С «(«) = а /7(0 = (/՛- ֊ /7(0) е е°°(|(| < О-

Прообраз Фурье функционала

«(£,*) = сл<{>|Р„-(€)»'(О = г*>"'<п)д(|1)‘ £ <'<ъ(6. I 6 пЛ,

где о; (£) - вполне определенные фу пкпионалы, сосредоточенные в точке < = 0.

будет решением .задачи В. ’Гак как все собс твенные значения ма1рины /0 (0).4(0) 

принадлежат области П*г, то прообраз и(£,/) принадлежи! классу Л/.

Таким образом, доказана

Лемма 1.10. Задача Н аг.е.гда разрешима.
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§2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А

Вначале предположим, что система (2) строго регулярна и что условие (6) имеет 

место для любых £ Е . Покажем, что прообраз Фурье н(т,Z) функционала

Г
«(со = Ес՜ «.ФЛО/,(О.

; = ։
(2.1)

где цД£) обозначает решение системы (1.31), является решением задачи А.

Выбирем А?о(/) 1 таким образом, чтобы для любых натуральных /

az’ (I +1<|2)*- J
*1*1 < /; 7 = 0, I.

Очевидно, что образ ное преобразование Фурье

K,(z,Z)= Г՜' ПОМ)' 
(։ + |<I2)*°

удовлетворяет оцеп ко

а’

Применяя неравенство Питре (1 + |т-т|)"Ь1 < (| + |х|)т>(| |г|)-п ле։ ко показать,

что

М Э u(z,Z) =

Заметим также, ч то если fj Е Му, го и Е Л/->.

Случаи, когда система (2) строго регулярна и условие (6) нарушено или система 

(2) регулярна, будут рассмо трены одновременно. Отмстим вновь, что условие 

(6) нс выполняется только в точке £ = 0. Заметим также, что уравнение 
• •

△жи(гД) = разрешимо в Д/. При п = I это очевидно. Заменяя / на
*>•*' / (ж. ։) । ..~11 случаи п > 2 сводим к случаю и = I и так далее.

Для заданного /(*) заменим граничное условие (1) на следующее

। де I - цсл<»<՝.

(2.2)
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Заметим, ч ։о если доказать разрешимость задачи (2), (2.2), то разрешимость за

дачи (2), (4) сведется к рассмотрению задачи В (см. (1.51), (1.52)). Действизгль- 

но, пусть Uo(x,i) - решение задачи (2), (2.2) и u,(z,l) G М такое, что = и/։.

Подставляя в (2), (2.2), получим

/дщ д . \ дJ = °, = Д£/(г)

или

|j|<2u

где а;(£) £ А-/ и £ Нг вполне определены.

Теперь, если н(г,/) - решение задачи (2), (4), то замена ш = н( — и приведет к 

задаче В для ш. Таким образом, мы ограничимся исследованием задачи (2), (2.2). 

Формула (2.1) в этом случае примет вид

Г 
«к, о = Еу"(со>'ЖЖ12‘'/,(£). е#о, 

>=։

где V՜ н;(<) удовлетворяют неравенствам (1.16), (1.38), соответственно. 

Выбором р можем добиться любой, наперед заданной гладкости в вектор- 

функций V'՜«, я затем как и выше показан., что прообраз Фурье

и(£,0 принадлежит классу М и является решением задачи (2), (2.2). Таким 

образом, разрешимоеть задачи А при выполнении условия (6) доказана для 

любого £ 0.

Рассмотрим генерь однородную (/ = 0) задачу Л.

Пусть система (2) строго регулярна и условие (6) выполняется за исключением 

конечного числа точек. Тогда в силу Леммы 1.8 однородная задача А имеет 

только конечной число линейно педаписимых решений при п - I и бесконечно 

ч||!л՝|| линейно-пезаписимых решений при п > 2.

В случае же регулярной системы (2) (/>(<>) > г) однородная задача Л имеет 

бесконечно много линейно-независимых решений при любых н > 1 (следу. । и.

Леммы 1.9).
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Таким образом, 'Теорема I, сформулированная во введении, доказана.

В заключение, рассмотрим несколько простых примеров.

I. В К х рассмотрим оператор Гельмгольца (эллиптический)

Ди + Ри = О, д2 д2
д12 + Эх2' ь е я\ {о} (2.3)

с характеристическими корнями А)(£) = \/£'2 — Р, А2(£) = — \/Р — к2. Это 

уравнение не является о-рсгулярным для любых о б Н (определение см. [6]). 

Однако легко видеть, что в /? х По, 0 < о < уравнение (2.3) регулярно с. 

порядком регулярности г — 1. Исключи тельными точками являются £ = ±к. В 

соответствии с полученными результатами, для уравнения (2.3) ставится задача

Дирихле

и(г,0) = /(х).

2. Для уравнения Клейна-Гордона 
I • 

д2
(О + гпо)и = 0, <>=-^-֊а2Л, (2-4)

О1* 
в

имеем А12(£) = ±йд(£), и«) = \/а2|<|2 4֊ гп2.

Уравнение (2.4) - о регулярно для любых о > 0 с г = 2 и задача Коши корректна. 

Рассмотрим уравнение (2.4) в Кп х Па, 0 < о < тг. Ясно, что уравнение (2.4) 

теперь строго регулярно с. порядкам регулярности г = I и задача Дирихле (2.3) 

корректна.

3. Наконец, рассмотрим систему

ди ди
(ж, /) ЕЕ II х На, 0 < о < 7г, (2.5)

где Л постоянная квадратная матрица порядка 2п.

Предположим, что собственные значения А действительны. Пусть п из них 

неположительны, Система (2.5) является регулярной с порядком регулярности 

г = и (£ =: () одна изолированная точка). Соответствующая ма трица Р+ (£) имее т 

вид

/,+(4) = ^/
Л+(Е)



Общая граничная задача в двугранной области 

и, очевидно, кусочно-постоянна

f’\, при < > О
/ 2. при < < О,

где / j - постоянные матрицы и rank = п.

llyt ib ('j - постоянные матрицы размерности п х 2п такие, что

Среди матриц Нт — rCj + (1 — rJCj, 0 < г < 1, существует /УТо, для которой

/ р \
rank 1 ] = 2n, j - I, 2.

Для системы (2.5) можно поставить граничную задачу

Дт„и(2:,0) = /(г). (2.6)

Эта задача коррек т на, так как

для £ / О,

т.е. условие (6) нарушается лишь в точке £ — 0.

ABSTRACT. Let M he the class of vector functions u(z,i) £ f?°°(/^n x 11,,) 
analytic in I £ llrt = {/|0 < arg/ < a < tt) and having polynomial growth 
in (z,/). Let /!(£), £ F be a square matrix of order in with polynomial 
elements. For the system

we define the strictly regular and regular cases. Let r denote the order uf 
regularity of (1) and //(<) let he a polynomial matrix of dimension r x m. 
We impose the boundary condition :

d f(z)e AL
Oj-

(2)

For strictly regular case a condition of correctness of problem (1), (2) IS 
obtained. For regular case an analogous condition guarantees the existence 
of solution.
fhe homogeneous (/ = (I) problem is studied too.
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О РАЗМЕРНОСТЯХ ЯДРА И КОЯДРА
МАТРИЧНОГО ТЕПЛИЦЕВА ОПЕРАТОРА

Р. 3. Мкртчян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №2, 1993

Пусть Тп - (Лу)"? = | ֊ операторная матрица, где 7},, »,} = 1,п - тепли
це вы операторы, определенные на пространстве Харди И2. В настоя
щей работе получены достаточные условия обратимости Тп, которые 
не предполагают перестановочности операторов 7։у. Получены также 
оценки размерностей ядра и коядра операторных матриц Тп, которые 
являются в то же время векторнозначными теплицевыми оператора
ми.

1. Пусть /1, Н, С\ 1) - операторы, определенные на некотором гильбертовом 

пространс । не II. Рассмотрим вопросы обратимости операторных матриц ч ипа

/ А Н\ 
я)'

В случае, когда некоторые из элементов матрицы (1) перестановочны, эта про

блема рассмотрена в работах [1], [2]. Было выяснено, что н этом случае обрати

мость ма трицы (I) связана с обратимостью формальных определителей А Г)- НС. 

В работе [I], стр. 43 была поставлена следующая задача : найти условия обрати

мости ма трицы (1), когда элементы матрицы (I), вообще говоря, не перестано

вочны. Мы исследуем эту задачу п случае, когда /1, Н, I) - гснлицеиы. Л наш 

результат можно распрос грани 1 ь на ма трицу размернос ти и х п.

Пус ть Тп = (7;;)”=|, где 7’|;, »,} = 1,'п - теплицены операторы, определен

ные на пространстве Харди Н2. В настоящей работе получены некоторые до

статочные условия обратимости операторных матриц Тп , без [ребонания пере

становочности операторов »,} 1>п. Получены также опенки размерностей

ядра и коядра опера торной ма трицы 1П.
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Оператор Тп определен на пространстве Н2 = //2 фп 

сумме пространств Харди. Элементы пространства

О /7 , i .<•. на прямой• • • М 4 
имеют вид

• •

Норма и скалярное произведение в Н2 определяются следующим образом 

п п
ПхпПн’ = 5211*(₽)11н>» (хП1уп)н’ = 52(-с(₽,’У(₽))//а-

Легко видеть, что . » . .՛ ՝•.
*1 .Ж 1» . • * • i t • I i * 1 д • ж i <

' ЦТ2хг||^, = ||7Н/')||?Р + ||7’,2/2>||J„ + ||7’21?'>||2,. + ||722/2)||2,а + 

■ ’■! I. ■■■ ii"-.- I. , i-. ’ ... ..... ...
+2Rc(72l/1),T22z‘2’)„I + 2Re(7’11z<1>,7՝12i<2))„,. , (2)

В следующем пункте получено представление для норм ЦТ2Х2Ц2, позволяющее 

оцени ть размерности как ядра, гак и коядра оператора Тг.

2. В этом пункте дадим необходимые определения и получим представление для
• i ՛ Ir г ‘ k ■ < . ♦ •:

скалярного произведения (1 x.Qy)՝ где Г и Q - теплипевы операторы, определен

ные на II2.

Ганкелев оператор х^> и тсплицев оператор определяются следующим

образом : . ' .Л

Хч>и =

Г^и =

.. ՝ •՛ • • . ’ • • .
где u С И , 0 С i/*, /\ и Р_ опера торы проек тирования из L2 на пространства

II2 и И2 — /?2()//2, соогвечстнепно. Функция \Jj называется символом операюр'-’Ь 
• * ’ ’ » «. ’»։ < •*f 2 n 
х>/. и 1'^.

Ганкслсвы и тсплипевы операторы связаны соотношением 
. • ГЖ> ОС.

•+֊ i\pu = V'u. u = 57•с*е’*м £ 52iz*i2 <
1—Л k_0

Мы будем предполагать, что символ тсплицсва опсрагора 7’^ удовлетвори

условии।: 
9»

р ф с i. "



Пусть символы теплипевых операторов / и имеют следующий пил : 
+ °° +оо

7'~(Ц0)= 52 як?“" е ь°°, ц~ш(в)= 52 ь*«՛“ е
* = -оо к = -оо

Определим тепли цепы операторы Т(п) и (/п) гак, что соответствующими им

символами будут следующие функции :
— п— I

Т<п> ~ ^(п)(<») = 52 П = 0,1,2......
к = ~сю
-п- 1

с/п) ~ц/")(9)= 52 ькгкв, п = 0,1,2..... (-1)
4=—оо 

(п) (п)Аналогично определим ганкелсвы операторы хт» Хт ՝ Хц и Ху с символами

Ф^п\0), и;(0) и о/п)(0), соответственно.

Пусть
ОО

//р = {и(0); и(0) = £ гте՛"”} и /£., = //’ ф //’ с н2.
£ • • * пг=р

Поскольку скалярное произведение теплипевых и гликолевых операторов равно

нулю, имеем

(7’up, Qv,} — ((7' + Хт)ир> (Q + Xq)”ç) ~ ((? 'р) + Хт)“р. (<?(’’ +

+ Xq)”,) + (T^up, «<’>»,).

Легко видеть, что

Х1՝ир — Хт^иР и ^֊Qv4 - v<t՝

для ир Е vq Е Hq.

('ледова irлыю, равенс тво (о) можно записать следующим образом

(Тир,<?!’,) = ((^ + *т)“р, W + Хс?)М"

-((T-՛"’ + + Ху’К) >

Принимая но внимание (3), получим

И)

in«՛ »р е », с //,2.
В частном случае, когда 7 — Q, из (") ‘.leaye1

|l//")|2)|«p|2'<fl (К)

"яс Up е //2.
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Замечание 1. Из равенств (8) получаются опенки для размерности ядра опера

тора 7', которые даны в рабочг [4].

3. В этом пунк те получим представление для норм ||Т„||2 и оценим размерности 

как ядра, гак и коядра оператора Тп.

Аналотично равенству (8) можно написать

Ц7т/Нр||г = [2 (|0т(Г - |<₽,)|2)|ир|а <10 + ПТ^ИрП’, (9)

тде пр е и функция а/П € ^°° ‘ символ оператора Тт/,

т / =1,2,.... . ;

В силу (7), получим

( I тп1 Пр, - 2^^ №гп1^к1 — + ( ^т/мр» ^к^УЧ )’ (Ю)

тде т,1,.ч.к = 1,2,..., »р Е //р, в, £ //2.

Вам необходимы следующие обозначения :

п

= АПрй — ^2(|^тт|2 — |0^)|2), 
т= I

п

••՝;*(») = = £(1^т|2 - |(0*т)(’’*’|2,
гл = I

п
^п.к.1(0) = НпркГ>1 = ^^тпк^тп! ֊ 

т = I
л

= И'п^, = ֊ (01т)<'>'Ч^т)(|>‘)),
т= I

прй '^лр| >у | ^ирур1'пркр! *//},

г < л;.,.л;.„, к//}.

Учитывая (9) и (10), перепишем равенство (2) следующим образом :

1|Т2Х-Д|г = 52 1 / /12>(«)|.<н|2</» I- / Же [/<„,ип,йр։]^( 
, - , /7Г п Уп

+ Е Е н^/Ч, и2 + Е2Г<г (Чг; (и)
} — I п< — I 1п- I
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где ир> Е //р։ ) — 1,2, х? =1' (иР|,иРа) 6 //р։ рг Гак как сумма последних 

двух слагаемых в правой части равенства (II) неотрицательна, то получим 

следующее неравенство ;

* । у 2* . у 2т
||Тгх2||2 > у; — / ,.12дв)|,ч|’4в+ - / 2Не[Я2,2(0)ир1йР։]</9. (12)

. 7 о до

Имеет место следующая

Теорема 1. Из условий

(1) Лг*(0) > О А? = 1,2, почти всюду,

(и) |/Ъ1г(0)|2 < -^21(#) *^22(Я), почти всюду, 

(н)' р(Е՝212) > 0, где р - лебегова мера,

следует, что сНгп КегТг < р\ 4֊ р?.

Доказательство. Функции Д2*, к = 

нулями. В противном случае

1,2 не могу г быть тождественными

$2(10т4|2֊1й:)1։)^ = 
т= 1

и отсюда следует, что а'1'4’ = 0, = 0, когда -р* < / < +оо. Следователь....,

-
1,2, ч го невозможно.

Согласно условиям (Я), (и)' су шествуют функции /..(«), А։(9), удовлетворяющие

условиям

/.1(0)А2(0) = Н212(») |М<»)|2 < .421(0), |А2(«)|2 < Л22(#) (13)

и а чч их непяненств строгое на неко тором множес тве и, по крайней мерс одно из лих Н1р<ч« ш >

ес е212 с д(/') > о.
Перапепстпо (12) можно переписать следующим образом :

||Т2Х2||’ нг,|2.«ь
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2Ke [Ai(0)A2(0)uPl(0)uPa(0)]d0

(11)

Учитывая тот факт, что

//(0: 4,(0) е II2, И0)|г = (>} = () и Л։,*(0)£О, к = 1,2,

заключаем, что правая часть неравенства (12) строго положительна, если одна из 

функций иРк, к = 1,2 равна нулю. В случае, когда функции нР1, иРз / 0, согласно 

(13) получаем, что правая часть неравенства (1-1) строго положительна, чем и 

завершается доказательство Теоремы 1.

Замечание 2. Условия Теоремы 1 можно ослабить.

Пусть 
ао - 1

0т„(») = 4тп(о) ֊ 52 ֊ 52 4m-n>e'‘9
t=0 к=-рп

EOC I 1 (rn,n)|2 , AJt=o 1^ r < oo, m,n = 1,2.

I oi да вместо (i), (ii), (ii)' достаточно потребовать выполнения следующих

условий :

(i') /l'2jb(0) = EL,2n= I (|0m*I2 - IV'mJtl2) > 0Д = 1,2, ПОЧТИ ВСЮДу.

("') |//j|2(0)|2 = | I2r2,4_։(0ml V>m2 ֊ 0m1 0m2)|2 < j (0)422 (0), ПОЧТИ ВСЮДУ,

(ii ) p(/>2|2) > 11, где Ь2|2 = {0; |^2i2|2 < ^21^22},

гак как символом оператора /" является функция, сопряженная символу 7՝ и

Теорема I’. И:i условий

(i‘) Д ֊2*:(0) > 0, к = 1,2, почти всюду,

(ия) |и;12(0)|2 < л;, (0)Л;2(0), почти всюду,

) р( /'2| 2) > 0,

следует, что dim Coker Т2 = dim КсгТ2 < j>\ + р2.

Из 1 еорем 1 и 1*, получим досгаючные условии для обратимости оператора Т2.
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Теорема 2. Пусть условия Теорем lui’ выполнены с р\ =. р2 = (). Тогда 

оператор T2 обратим.

Приведем примеры символов, удовлетворяющих условиям Теоремы I и при-

надлежащих пространствам // ^ и £°°. Для этого воспользуемся следующей хо-

рошо износ гной теоремой (гм. [3], стр. 81):

тогда и только тогда, когда 1о^ /г Е Р.

Пример 1. Пусть неотрицательные функции hmn, т, = 1,2 удовлетворяютп

условиям

1 если 

» если >

< htj(0) < 2М, если 

если

'Гак как 1одЛтп Е /? (О, 2л՜), гп, п = 1,2, то в силу приведенной теоремы из работы 

[3], существуют функции 0тп(^) 6 /72, т, в = 1,2 такие, что /1тп(0) =

Более гою, в силу принципа максимума модуля аналитической 

функции, фтп(О) Е //°°. Если взя ть число А/ достаточно большим относительно 

/V, то легко видеть, что функция 1ртп удовлетворяет условиям (п), (։։)/ I еорсмы 

1. Условие (I) выполняется автоматически.

Пример 2. Пусть

„„(<?) = Е 4՛՞՛՞’«'“. т.п = 1,2
*=-<ю

коанали гические функции, удовлетворяющие условиям ||ртп | < Ле։ ко виде I ь, 

ЧТО при ДОС'1 агочно малом Ь функции ^тп = ^1’тп 4" ^гпм> 1 ДС ^*глп Функции, 

построенные в Примере I, принадлежал пространству Л и удовлетворяю! 

условиям Георемы 1.

Распрос траним теперь наш результат на п-мерный случай. Для пхп - мерной 

операторной матрицы Тп = (7г4)гв=| справедлива следующая

Теорема 3. И.I условий

(ч) Лик(0) > 0 п. я., к - 1,П,
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(in) |Н„ы(0)|։ < .-UWAnlW, »• M = 1.՜". к/I,

(in)' м(Л’,.н) >։>. M = l.n, * 
% 

следует, что dim Ker Tn < p\ 4֊ • • • 4֊ pn.

Теорема 3’. Из условий

(i*k) KkW > 0 n. «•, * = I, и,

aw i»;tl(«)i2 < -.,(») n. e„ л,/= i.n, м'

(in/ kl=l,nk/l

следует, что dim Coker Tn = = dim Ker T‘ < p\ -T • • • 4- pn.

Доказательства Теорем 3 и 3’ аналогичны двумерному случаю и поэтому мы их 

опускаем.

Как известно, геплинсв оператор имеет следующее представление

(15)

где Е L°°, и € II2.

В силу (15) уравнение

2 
где хп, уп е нп

можно записать в виде системы интегральных уравнений

0mt(£)x*(<)
т = 1,2,..., п. (16)

Для г.ис*п?мы (16) имеем следующие аналоги Теорем 3 и 3*.

Теорема 4. Пусть выполнены условии (it), (i>/) и (iki)', k,l = 1, и, к / I .

Тогда размерность ядра системы (lb) нс превосходит р\ 4- Рз 4- • • • 4- рп.

Теорема 4’. Пусть выполнены условия (։]*), (*н) и (^н)*» ~ 1,п, А:

Тогда размерность коядра системы (16) не. превосходит р\ 4՜ Р2 4- • • • 1 Р»« 

4. В этом пункте рассмотрим бесконечномерный матричный оператор

Гр _  /' f » \ ОО
А по — U гл Jr,.«= I 1

где Ггя, r,s — 1,2,... - тсплипевы операторы, определенные на //2, с символами

к — — оо
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Предположим, что операторы Т„, г,д = 1,2,... удовлетворяю. условиям

™ ОО
ЕЖ*П2 < м, „ = 1,2........ £||т;,||2< м, г= 1,2,..., (։7)
г=* 4=1

где М - положительные постоянные.

1 ак как ||7ГЭ||2 = сязвир |^г1(0)|2, условия (17) можно записать в виде

°° ОО
^2е588ир|0Г1(0)|2 < А/, Я= 1,2,..., £е^цр |^г.(0)|2 < М, г = 1,2....... '
г=1 я=|

(18)

При выполнении условия (17), операторы Тх и определены на пространстве

= //2 Ф //2 Ф • • ••

Норма и скалярное произведение в определяются следующим образом :

по ОО

//’> по /Р>

где

Легко видеть, что

□оОО ОО ОО

-I Д'-

При Р = (р։, р?,...) определим подпространство Пр С Н^. следующим образом :

У =

1 •

I •

Принимая во внимание (9), (10) и (19), для хр £ //,• получаем

(20)
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где

ОО к
■^оо.к(^) ֊ (|0m* I2 ~ ^Р),

m=l
оо

m = I

Гак как сумма последних двух слагаемых в правой части равенства (20) неотри

цательна, го справедлива оценка

(21)

Непосредственным следствием (21) является следующая

Теорема 5. Из условий

(jk) ЛЖ1к(0) > 0 п. в., к - 1,2,...;

(jki) |^ооЛ,/(0)|2 < Лоо.^^ЛооДО) n. в., ib// *:,/= 1,2,...;

(jki)' > 0, к ± I kJ = 1,2,

где Eoo.k.i = {0; |2^oo,Jt,/|2 < Лоо.кЛоо.ь к l}, следует, что dim Ker T^ <

- 2_,Jt = l Pk- . • . .
* • ՝■

Теорема 5". Ил условий

(1’J = £m=։(IV'b,.|։- l(V’b,.)('1‘>l2) >0 n. л., fc = 1,2,...;

(Kl) l^.*./(f)P = ֊(V>tra)(',‘)(?/m)W)|2 < ^^,*(0)>1»,((0)

n . k / I k, I =. 1,2, ... ;

Oil/ m(^.։,i) > 0, kyb I k,l= 1,2.......

/ 0* <ледует, что dim Coker Too =

= dim Ker , ;4.

Локаза ։елы: гва Теорем 5 и 5՛ ана.к)! ичны двумерному случаю и поэтому мы их

опускаем.

Замечание 3. Если среди чисел р^, к, = 1,2,... имеется лишь конечное число

отличных и՛։ нуля, то ядро и коядро оператора Too конечномерны.
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Уравнение Т^х = у можно представить в виде бесконечной системы инте
гральных уравнений

I

)**(£)
< - -г

— !/т ( ^ ) > (22)

ГЛС ^тк Е Ь°° , ГП, к - 1,2,... и удовлетворяют условиям (18).

Для сис тем (22) имеют место следующие аналоги Теорем 5 и 5*.

Теорема 6. Пусть выполнены условия (д), (д։) и (ды)', к,1 = 1,2,..., к / I . 

7՝огда размерность ядра системы (22) нс превосходит Рк-

Теорема 6’. Пусть выполнены условия (^), (}*,) и ()*к1У, к,1 = 1,2,..., к / .

Тогда размерность коядра системы (22) не превосходит Рк •

Обсудим теперь частный случай, когда Тг, — Тг-з- Положим

_ (г1՝ ՛. ОО
՛ по — \ ՛ г-з )г,1 = I >

и предположим, что операторы 7*, к = 0, ± I,... удовлетворяют оценке

ОО
У свя.янр |^л(0)|2 < А/ 

к = -оо
(23)

для некоторого положительного Л/, 0*(#) € - символ теплипева опера юра

В этом случае Теорему 5 можно псреформулировагьеледуютим образом

Теорема 5. Из условий

Ы лр{0) = ££.дмм4'"1’)>(> п ''= |՛2--’՜

(м) 1М*)12 = - 4О)С)12 < "■ / >՛

Р = О, 1,2,..., > = 1,2,...;

6Л>/ м(Ь'р,) > о, р #р = о. *■ 2,• 2......

где Е„ = (0; |ЛР>|2 < р /)} следует, что (Пт КегТоо — 0.

5. В ж.ч,м пунк-ге рассматривается бесконечная операторная матрица

К
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Предположим, что 
И ОО

Е Е i“^i2<+~- 
p,m = I Аг = —оо %

Опера гор К определен на

(24)

с’4, = сп © с՞ ® ■ • •.

1ОЛОЖИМ

/2 = /2 ф/2 ф---ф/2.

Рассмотрим операторную матрицу К7 = (/й;)?7 = р определенную на простран

стве /2 , где Нк, = (ар. . теплицевы матрицы с символами П » \ К] ■
ОО

= Е 47)с՛"“’֊ м = 1.п-
т —— оо

Из условий (24) следует Е Ь2, = 1,п.

При сильном предположении Е } = 1, п , опера горы К' и К определены 

па /2 и соответственно, и одновременно обратимы (см. [4]).

Таким образом, принимая во внимание, что

dimkcrK = dimkcrK' и dimcokcrK = dimcokcrK7

и используя 'Теоремы 3 и 3’, получаем оценки размерностей ядер и коядер 

век горозначных теплипевых операторов К.

ABSTRACT. Let Tn — (7};)7; = 1 be an operator matrix, where T},, i, j — 1,n 
are Toeplitz operators defined on Hardy space A/2. In this paper we obtain 
some sufficient conditions for invertibility of T„ which do not assume 
permutability of operators 7tJ. We also obtain bounds for dimensions of 
kernel and <:< »kernel of the operator matrices Tn, as well as of vector-valued 
Toeplitz operator matrices.
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О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ
СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
С ВРЕМЕННЫМ ВЫРОЖДЕНИЕМ

М. Рейссиг, К. А. Ягджян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №2, 1993

В работе рассматривается задача Коши в классах ЯСевре для квази
линейных слабо гиперболических уравнений второго порядка с харак
теристиками, совпадающими на линии, несущей начальные условия 
Приводятся условия на нелинейные младшие члены /(г,/., нх), которые 
являются достаточными для локальной теоремы существования. До
казывается также существование конуса зависимости.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы в ряде работ [1,5, 13] описывались конструкции параметрикса 

и фундаментального решения задачи Коши для вырождающихся линейных ги- 

перболических уравнений. Эти результаты тесно связаны с изучением условий 

корректности для линейных гиперболических уравнений с кратными характери

стиками и вселяют надежду на успех в получении результатов для нелинейных 

и, в частности, квазилинейных вырождающихся уравнений.

В квазилинейном случае в дополнение к трудностям, связанным с нелинейно

стью оператора возникает проблема нахождения гак называемых условий Леви 

и выбора пространств функций, в которых задача Коши была бы корректной. 

Условиями Леви мы будем называть алгебраические условия между младшими 

членами оператора, включая и их производные, и I данной частью опера юра.

Достаточные условия корректности задачи Коши в классах Жсвре описаны 

п [5, 12] дли линейных операторов. Эти условия близки к необходимым [5, 7, И].

С другой стороны, известны результаты и для нелинейною случая при

подходящем выборе пространств Жевре, а именно, когда показазтль л класса 
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меньше т/(т — I), где т- кратность характеристических корней. В этом случае 

можно обойтись без условий Леви. Так, например, в работах [1, 3, 6, 9] наряду 

с другими результатами доказана локальная теорема существования. Итак, для 

уравнения второго порядка упомянутые работы дают результа т только в классах 

Жевре с показателем 5 < 2.

Целью настоящей работы является исследование задачи Коши

ии ֊ A2(*)a(z, t)uzz = t, ur),

u(x,0) = 0, Ut(x,0) = 0, (1-2)

где A(0) = 0, A(£) > 0, A'(f) > 0 для I > 0 и u(r,f) > const > 0, в нространс твах 

Жевре с произвольным показателем. Очевидно, что без ограничения общности, 

мы можем рассматривать только задачу с однородными начальными условиями.

Указанная задача Коши содержит все трудности, упомянутые выше. С одной 

стороны, мы имеем нелинейность в правой части уравнения, с другой стороны, 

характеристические корпи имеют, вообще говоря, переменную кратность. Далее, 

для получения результата в классах Жевре с произвольным показа гелем мы 

нуждаемся в условиях Леви. Наш основной результат (см. Теорему 1.2) состоит 

в нахождении условий, при выполнении которых задача (1.1), (1.2) является 

корректной. Как обычно, корректность означает существование решения, его 

единственность и существование конуса зависимости. Необходимо подчеркнуть 

что условие Лепи ( 1.8) позволяет исследовать задачу Коши в пространствах 

Жевре с произвольным показателем.

После линеаризации единственность в задаче (1.1), (1.2) может бы ть полу

чена из теоремы единственности следующей однородной задачи Коши [13] :

Wu — А2(l)a(x, L)wzz — b(x, l)wXt w(x, 0) = ид(х, 0) = 0. (1-3)

Клине ։ нснность для (1.3) есть предмет отдельного исследования, весьма инте

ресного. ')тим объясняется большое количество статей, посвященных единс твен

ности и неединственности в задаче (1.3). Первая причина - нарушение условий 

Леви между Ь и Хга [2.7], вторая - наличие, осцилляций [2]. Единственность дока

зывается, как правило, в пространстве С’00 функций. Мы также следуем этому
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подходу и напоминаем, что согласно [2] решение задачи Коши

wtt - a(t)wri = О, w(t,0) = wr(z,0) = О

вообще говоря, нсединственно, если функция a(t) е С°°((),Т) имеет нуль беско

нечного порядка в точке t = 0. Используя результат работы [13] (см. Приложе

ние)» мы получаем теорему единственности для (1.3). Действительно, предполо

жим, что Агп = sup A(i)\/a(z, t) < оо и рассмотрим для точки Л = (хлЛл) с 

1-л > 0 множества

— {(г։ 0 '■ ~ ” (Г ~ гд)2 > 0, I) < I < /д },

Da =СаП{1 = 0}.

Теорема 1.1. (существование конуса зависимости) Рассмотрим квазилиней

ное слабо гиперболическое уравнение (1.1). Предположим, что с некоторыми 

положительными постоянными ао,а|

0 < а() < н(лМ) < «| для вост, (т.,1) Е Шг х [0, Т], (1.4)
г

вещественнозначная функция X принадлежит С’°°[0, /’], А2Л՜ 6 Сос[0,7']. 

и функции а и / удовлетворяют следующим условиям (ниже с > 1/2 , 
с

с, *4)» ск > С\,к. ,1,к ~ положительные постоянные, а А(£) = [ А(т) <1т) :

сА(1)/Л(0 < A,(i)/A(t) < cuA(f)/A(/.) для всех t > 0,

|A<£)(Z)| < с,ь(А'(г)/Л(О)*՜1 л'(0 для всех /’=1,2,..., t > 0,

/1.5)

/1.6)

|a;^a(z,0l<C’։.*(A(0/A(l))։ для всех I > О, (1.7)

< С’1,*,(,кАг,'1(()/л1+ (0 для пест

i,k,l,l>l, (z,։,p)€ пт X (0,7’1 X К. П-И)

где К С IFlp есть произвольное, компактное множ f (гп

Нели два решения ui и u-j уравнения (I I) принадлежат (С.л) и

Ui = u-j, — д(Н-2 па Ид, (1.9)
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то U] и и? соппа^лют иа Сд. 'X

Условия (1.8) являются условиями Леви, естественными для операторов с 

кратными характеристиками (ср. с [4] в случае А{£) = lk). С другой стороны, 
ч

зги условия допускают функции А = A(Z), имеющие нули бесконечного порядка 

[13], например, ,\(Z) =exp(-Z՜2).

Для изучения корректности задачи в классах Жевре мы должны более точно 

описать постоянные С’«,*,/,к,С',•,* :

Ci.k = CiMpkV. (1.10)

более того, мы требуем выполнения следующих условий :

< С\л4‘+,)'/!'Ч!-0(Аг(։)/Л(։))

для всех </, / > |, (т,/,р) ешг X (0,'Г] х К, а также

|д,Ч‘/(*Лр)| < Ск,(л/^,.н'(А(1)/л(0)՛ (1.12)

для всех *։ к, с 1П.Х х (0, 1 ] х К. Здесь о(А?(£)/Л(/)) обозначает известный 

символ Ландау.

Для формулировки нашего основного результата мы используем следующие 

обозначения.

Для заданных фиксированных постоянных р > 0 и я > I, определим

{м £ (1П.Х) : < Сик\я для всех к > ()},

>7 = {н е С°°(П1Г) : ||^н(л)||/- < С.Л’1 для всех к > 0 },

л1ос'(шх X IRp) _ {ug С* (JR, X шф) : Р^'н(х,р)| < М^ + /)Ч!Ч!Я'

для всех k,l> 0, (г,р) fe u<r х я, [яи ||ос.гояннып Ск и Мк

зависят от выбранного компактного множества К}.

Здес!> || • || есть L-j норма. Как обычно, ,V +и> 0 означают индук тивные пределы
й( гн (Лр)р>и, О/)р>|(, соответственно.
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Используя указанные предположения и обозначения, мы доказываем следу 

кипий основной результат настоящей статьи :

Теорема 1.2. Рассмотрим следующую задачу Коши для слабо гиперболического 

уравнения

и(ж,0) = 0, 11,(1,0) = 0.

Н дополнение к (1.4) - (1-8), (1.10) ~ (1.12) предположим, что

|а;^а(г,г)| < С.Ч‘'*!'(А(4)/Л(4))' дл* I > ”.

А’абС“([0,Т];А-;п),

/еС'с([0,7-];.У|';с'.'(1П, хшр)),

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Тогда существует единственным образом определяемое решение

(1.17)

где достаточно маленькая положительная постоянная Г < Г зависит от а и 

/. Колее .того, у рассматриваемой задачи Коши существует конус зависимо

сти.

§2. ПРИВЕДЕНИЕ РАССМАТРИВАЕМОЙ ЗАДАЧИ 

К ЭКВИВАЛЕНТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим задачу Кении

Ц(/ — А^(/)(1(т,1.)Нц: — )>
(2-1)

и(г,0) = 1), и,(х,1։) = 11.

Предположим, что существует классическое решение н — н(г, 4), определенное па 

ЛЬ х [0,'/՝]. Иолее гою предположим, что выполпе....псе предположения I сорсмы

1.2 .
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Определим теперь функции — и^‘^(х,4)։ г = 0, 1,п, с помощью следу

ющей системы дифференциальных уравнений :

и<“> = /(*,։,()),
и1,)’ = /(т.,1,>4՞’) - /(։,։,о)+ ։)и«.

(п) г( » (°) 1 Г(т IН(< = }(х, 1>их + • • • + 1*г ) ” ] <•» +
••■ + ^’”2)) + А2(()о(1,0'4"1*1)

с начальными условиями

0) = и5‘\г,0) = 0 для всех ։ = 0, 1,...,п.

(2.2)

(2.3)

Система может быть решена шаг за шагом. Ищем функцию и — п(х,<) как 

решение квазилинейного слабо гиперболического уравнения

Ьц - X2 (1)а(х}1,)уХ1: = /(х,£,и^։1) + ••• + и^п) + иг)-

֊ /(М, 4։1) + • • • + 4П-1 >) + л2«Ф, 0»^

с однородными начальными условиями

и(х, 0) = г։(х, 0) = 0.

(2.4)

(2.5)

Полагая и — п 4- и{։|) 4- • • • 4- легко доказать, что в соответствующих 

функциональных пространствах задача Коши (2.1) эквивалентна задачам Коши 

(2.2), (2.3) и (2.4), (2 5). Действительно, если и, удовлетворяют (2 1) - (2.3), 

соответственно, то н = и — — ... — у(п) является решением (2.4), (2.5).

Обратно, если и есть решения задач (2.2), (2 3) и (2.4), (2.5), соответственно, 

то и — V -ь н( ,) 4- • • • 4֊ и(п > является решением задачи (2.1).

Па первый взгляд этот процесс редукции кажется имеющим чисто формаль

ный характер. Однако он позволяет использовать лемму Нерсесяна (см. Лем 

му А.2 Приложения), для применения которой необходимо, чтобы правая часть 

I = /(х.Ср) уравнения имела подходящую асимптотику для малых I в точ

ке р -■ 0. В формулировке пашей основной теоремы пег никакого специального 

предположения относительно подобного поведения правой части. И тем более 

удивительно, что и в квазилинейном случае такой простой процесс редукции 
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шаг за шагом приводит к желаемому асимптотическому поведении» в плоскости 

р ~ 0. I аким образом, мы получаем в (2.4) в качестве правой части функцию

5п(г։ 1..пх) = 4֊ • • • 4- и<гп) 4- пх)-

-Д®, 4"> + • • • + «4»-')) + >։({)0(1,4)и<”> (2.6)

9„(1, (,())- Ап((),

где п может быть сделано достаточно большим. А именно, имеет место следую

щая

Лемма 2.1. Пусть функции Х,а,/ из (2 1) удовлетворяют предположениям 

(1.4) ’ (1 6), (1 Я), (116), (112) - (1 16). 'Тогда для каждого фиксированного п 

после процесса редукции функции уи и, следовательно, правая часть уравнения 

(2-4) удовлетворяет

I

(2.7)

|9;с*'9п(М,р)| < С\,„л41?„')’/!/>!‘о(А2(<)/Л(<)),

для всех 1,1, I > 1, (г,<,р) 6 П7Г х [0,7] х К, (2 8)

1^<7п(я, 1,р)\ < для всех ։, (х, Т р) Е х [0. 7’] х К, (2.9)

Р;0пСМ.О)|| < С’пЛ7“^Ап(0, для всех I, I € [0,7]. (2.10)

Нолес, того, решения к = 0, .... п, задач (2 2), (2-3) принадлежат

С°°([0, 7’]; У^о) и удовлетворяют неравенствам

||31и«(1,011<СкЛ/Г»!։А‘(<). (2.11)

Доказательство. Согласно (2.2), (2.3), (Мб) имеем 

р,։а;и(п>(«,011 < п^/(х,/.о)|| < о,лс"^!։, (212)

и, следовательно, в силу (2.3) 
♦ 

||^»('|)(х,<)||<е„л/,Г'м!։г2.



42 М. Рейссиг, К. А. Ягджян

Из (1-15) получаем € СЛ' ([0, Т]; > ^0).

Обозначив р = Ыг°) € С'ос([0, Г); У^о), рассмотрим

и'!’ = /(։,«,р) - Л։,1,О) + А։(1)«(։,Ор։, »(1)(։.О) = и!'։(։,0) = 0.

Согласно формуле Лейбница
р

«;{/(։,(,р) 0)1 = У/<,А1)(1,«.«)^'+

О

где ^к',՝1'\х.1.р) обозначает дкд{др рУ Согласно последнему соотношению 

и принимая во внимание вложение (7°°([0,7’]; У^()). С Сл,([0,7); Ац_0) и (1.8), 

заключаем

на; (к*, ։,Р) - /(։, (,о)}|| < с, л7;*»!'11р11֊+

НЭГ'рНоо ...наГ-'рНоо цаг-р||2
ГП\! . . .ГПр_| ! ГП^!

Для того, чтобы оценить вторую сумму нам необходимы некоторые вычисления,

которые мы здесь опускаем Чита’гель может найти их в [10], в то время как

их краткое изложение приведено в следующем пункте. Дейс гви гельно, можно

доказать следующую оценку :

Наконец, получаем

А2(0.2

и, соответственно

Р;«(1)(М)||<С1М;'»!*А(4).
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Это асимптотическое повеление при L — 0 достаточно для последующего. Более 

того, (2.2), (2.3), (1.14) и (1.15) приводят к включению u<’) е С'°°([0, Т]\ Y}n). 

Обозначая pn = u£։),pi = н(х։), принадлежащие С°°([0, TJ; У;о), получаем для

и(2)

(<9?'(Pi + Ро))- -(^(Р! + Ро))
. rriyl

Можно оценить с помощью аналогичных рассуждений. Необходимо только 

принять во внимание, что каждый член суммы содержит либо д™'р\ либо
Po+Pl

k,o,p + 1

Ро
)(л, t, v)du. Это ласт желаемое асимптотическое разложение. Итак

и

||^<2>(аи)|| < С։МГ'!'А2(4).

Таким образом, последовательно доказываем последнее утверждение леммы.

Осталось доказать (2.7) - (2.10) для 

<7п(л, р) = /(ж, I, + • • • + »4п) + р) - /(л, /, 4'։) 4֊ • • • + »4’* 1}) 4֊ А2(I)а(л, 0й«

Свойство (2.7) следует непосредственно из (1.14), (115) и включений €

С,по([0,7’];>';о), k = 0,...,и. Используя С~([0,7’J; >;о) С С’°°([0, Г];Л’;о), (!.«) 

для 1 = 0 и (110), получаем

к^п(м.р)| = < Ск,„Л/<!+п')'<>!''.!’0(А2(/)/Л(£));

г.с (2.8). Аналогично, принимая во внимание (1.14), (1.15), получаем (2.9). Для 

Доказательства (2.10), т.е.

îl^ÿ..(x. «. 0)11 = пл«. '4П) + ՛ • • + "х"’)-
'>) + A’{z)a(x,i)uW|| < C’„+1M”+li!*A’>(Z), 
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мы вводим ро = и<°> + ••• + и^-1),Р1 = »г"’- Очевидно, р0 и р, принадлежат 

С°°([0,7']; У;о). Тогда (1.11), (2.11) для к = И и рассуждения, использованные 

для оценивания ||а?^и<2)(г> ()|| дают (2.10), где мы снова напомним, что в ка- 
Ро+Р։

ждом члене имеется либо [ 1’(х, либо Эти члены обеспе-
рпчинают асимптотическое поведение нормы ||д^.рп(г, /, 0)|| по переменной I. Этим 

завершается доказательство леммы.

Нижеследующая лемма является результатом утверждении, содержащихся 
• ь 

в начале настоящего пункта и Леммы 2.1.

Лемма 2.2. Пусть функции Х,а,/ из (2.1) удовлетворяют предположениям 

(1.4) - (1.6), (1.8), (1.10), (112) - (116). Далее, пусть функции ц("\ ..., 

принадлежащие С°°([0, Т]; У^о), построены как решения задачи (2.2), (2-3). 

Нели V (Е С*([(),Т];У'^п) есть решение задачи (2.4), (%5), то и = и 4 ■+

• • •-I- есть решение задачи (2.1), принадлежащее С’*([0, Т]; У^п).

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛОКАЛЬНОЙ

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ

Определим для функций и из У^() частичные энергии (;> I)

с;(0 = ( /\л2(*)'1(*Э)|д£н|2 + 1<% Ч|2+/|д£ ‘и|2)с/х) / ,
аз

и эпер1 ии конечного порядка

Ь\(() = т/(;) для /V > I,
1 = 1

где обозначено т/(}) — с; (£)/,(£)■> к)кл /)\*, к - фиксированное натуральное число, 

к одномерном случае к = 3 [1 I]. Функция р(1) = рпех1>(-СЧ), подчиненная до

полнительному условию > ро/2 определяет интервал существования [0,7”].

3.1. Последовательные приближении

Благодаря Лемме 2.2, остается только исследовать задачу

= .9„(х,1,рх), п(х,0) = г((х,0) ֊ 0, 
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где удовлетворяет предположениям (2.7) - (2.10). Мы предполагаем следую

щую схему последовательных приближений •

<’« + 1> - А2({)а(х,։)«։’+1) = 9„(х,։,»4'>)),

>/р+1 \х, 0) = ։^р+1 )(։, 0) = 0

(3.2)

(3.3)

для р = 0, 1,.... Натуральное число п вбирается достаточно большим.

Мы стартуем с = 0. Согласно (2.8) и Лемме А.1 Приложения, существует 

решение »/’) Е С2((0, 7’]; У?п) с тем же асимптотическим поведением в I = 0, то

есть

||а^Х։>(г,0|| < СЛ/'*։!'А,‘(«) для всех (С [0,7’] И

Здесь и далее через С и Л/ обозначены универсальные постоянные. Принимая во

внимание

получаем

А-’'<7„(1,/,41>)бС-((0,7];>Т)

И

||<Э15п(®Л’41>)11 < СЛ/,1Н,Ап(^) для всех I Е [0,Т], »’ > 0.

(д|сдова'п-?льпо, мы можем применить Лемму А.1 к (3.2), (3.3) для р — 1. 

Рассуждая последовательно, получаем решения 6 С2([0, Т՝]; > ^0), где

ц^1/'”(х,011 + ||а;9п(х,х,и<’'))|| < см"гх՝՝(1). (3.1)

Итак схема последовательных приближений (3.2), (3.3) является приемлемей

в предположениях Теоремы 1.2.

3.2. Энергетические оценки

Обозначим /<}^’\<) — где
• •

IV . X '/2 • I. 4. .Е\(»)(/.) = ^ (У(А2(/)а(х,։)|<7;р|2 + |с>2-|г(|2 + ?|с^''',Г)^) />(02՜ } ’И ■

X-' М. ГЧ
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Нашей целью является оценка энергии конечного порядка ^}(1) для Ы 

Дифференцирование частичных энергий е; даёт

еД1)е'(։) = у + >2^ £'г+

ГН

+ у (А'(0А(4)а(х, 0 + А2(4)а։(х, £))|«|24х. 

гн
Согласно условию (1.4) и уравнению (3.1), имеем

е,(0е<(0 / {(Аг(։Ж’1.«(’:.О^]«)^-'»1 + <?֊А2(։)а(х,0|5>у|2 +

гп

+/д}-|«0}’Ч)рх + у (% [дп(х,1,ух)(1х,

п<
где положительная постоянная зависит только от а и А. Следовательно

е;(о<А0(о+сг^м‘)+11Аг(О[^՜ 
ММ

,а(х,оа2]и|| + ||0> ։!7п(х,С их)||.

Тогда

Л„(0 < Е {<(') + ֊0՝ - <=)е>(0}р(«)2’‘/'/>!' + А„ + <
/=| р

. X'
0 - к)р + зр + рЦ-т

(3.6)

Зк* И^* + Лдг +

где

а»(1) = Е11АМ[^’|.<*(։.о^1«1И‘)>՜*/'/;։'.
) = 1

^(0 = 52l|ai”1tfn(x1cvx)||X0յ՜*/л/j^^•
) = 1

('начала рассмотрим коммутатор

)-2

А=.(1

Ввиду (1.4), (1.14) и (3.5)

А(*)Н(>- 1К(х.0^«|| <<•(>- 1)е;(1).
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Согласно предположении> (I 13)

СЛ/’О-'■+')

Использован ио теперь неравенств

приводи г к оценке

Суммируя и меняя порядок суммирования, получаем

Н-\
Ллг(0 < С 52 ел+1р(/.)Л+|-*(Л+ 1)‘* + |-'Л!՜' 

Л= ։
в предположении, что М*р(1) < 1/2.

Теперь займемся выбором функции р(0. Заметим, что можно включить 

оценку для Л/у(/<) в первую сумму в оценке Ь’^(4). Таким образом

^(0 < Ня •

теперь как решение задачиФункция р = р(1) определяется

֊/,'(/.) + (С + !)/>(() ֊ I), ДО) = р<>, р„Л/' < 1/2, рпМ‘к < 1/2, (3 8)

тле дополнительно требует։ я /?(/.) > рп/2. Компактное множество А буле» 

определено позже И так, р />(/) определена только па ин тервале [0, / ]. тле 

‘Г’ < Т зависито! коэффициента Л2(^)о(х, I). (’ледова тельно, 0-£)/>'+(< + 1)а</ <

О для } > 2Аг. Мы можем опустить ли члены и прийти к

в предположении, что Г*

А'(<) 
А(/) /-/V (^) + (0>

поста точно мало. Согласно Лемме /VI

(3.9)

и результату

/'^(0 <

пункта 3.1 для всех р

N

= о(>"(1)), ь^’(։) = О(А"(0). (3.10)
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где п достаточно велико. Поэтому, из (3.9), (3.10), применяя Лемму А.2, мы 

выводим из

МЛ)
неравенство

I

п > 2ф.
о

(3.11)

Для р = 0 из (3.2) имеем

/V
< Е1^'1АО)(։.«.о)||/>(։)>_Ь‘7)’' < 111^(^,1,0)111, (3.12)

>=։

где использовано обозначение

|||9п(1,1,0)||| = £||5(>-Ь«.»։(х,։,0)|НО>-‘/'/?!'. (ЗЛЗ)
7 = 1

Итак
I

4!’(1) < А’«(։) У А-։«(г)|||3„(«,г,0)|||<й-. (3.1-1)

о

Далее, согласно формуле Лейбница

Оцепим теперь С этой целью рассмотрим отдельно следующих три случая : 

а) I - 0, /֊;-!;

Ь) ։ = ) ֊ 1, / - 0;

с) сумму всех других членов, возникающих в формуле (3.15).

Мы будем использовать (1.11) в эквивалентной форме

1^В'/(х, /,/>)!< (> 1.

где а(1) с треми гея к 0 при I, с тремящемся к 0.
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Случай а). Мы должны оценить случаи I <!/<)-!. Для р = 1 получаем ич 

условий Леви (1.11) и (2.8)

Н^°А‘)(хЛ։4’’))<^«(’’)(։,։)|| < »»(«КД Л/^А'(1)||а>£)|| < 

<а(0С-кЛ^а,;,/2^^(,/И). 
Л\Ч

Следовательно

У. 1 ’(*, <. <№’’(р>(М)1И։)>-‘/'/Л' < 

7 =2

< а(г)С\ЛД. а՜1/2/#>(() А'(0
>(«)• (3.16)

Для остальных I/, благодаря условиям Леви (2.8), имеем

где мы несколько увеличили постоянную Мц. Итак (см. [10, II])

; \'
П} < »(1)УскМ։к‘’и\''-՝и-^-,}։-х 

* л
р = 2

х||А(Ох/«(г,/);С“ + '»<'>’||/гп1,!,

и> наконец, в силу теоремы вложения

— х

</ =2

ж। । * (гпI ♦ _Сг'ь - । +*(гп^- । ՛
(пи + ^)!'(гн| 4- А-) (гПр । |Д)!։(т։,_ । + I*)

|гп|=7 - I, I <гл
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В одномерном случае к = 3, Со - постоянная вложения.

Принимая во внимание неравенство и!т|!...тм! < () — 1)- и 7 < ит», когда 

1 < т} < ... <771^ < 1 - I, |т| = ; - I, заключаем

/V г н , \>
£«^(0^*/’/;!’ <«(0т?֊<'/г£(мк<';")‘'‘'’(‘_|)'‘/!*_'тх

Со л}=з »*=2
/V

х 52 52 Т1(т\ + 4- к) < (3-17)
7 — у + I 1ТТ»1=;~ 1

I < т । < т з < ... < Ш |/

х. °°
< л^-а֊'1г^М‘КСпЕ^\1)У.

С о Л 7=1

Заметим, что не только т» 4֊ 1 < /V, но и т, 4- к < п (к — 3).

Случай Ь) Для р > 1 очевидное соотношение

9«-'ао)(х,= ^-|’,)’0)(х,(,())+ I 

о

и условия Леви (2.8), (210) приводят к оценке

||9пи£₽0Н Н^п-|’и'и\г>,?!'0 +0 **М(։)||и1,\х1 ОН-

Отсюда и из (3.8) следует, что

7 = 1 
• •

ОО

+ .>(() £ СкЛ^А'(«)/’(0>-‘11«’?)(*. ОН <
? = ՛

(3.1К)

< 0)111+ <‘(0С(А1)Ска,; /а л'(0 М
МО 1

Случай с) Лля изучения этого случая принимаем но внимание, что V > 0։

I < j 2. Используя (2.8) и (2.10), получаем (Мк • несколько увеличено)

4/=О



Задача Коши для квазилинейных уравнений 51

Отсюда, согласно теореме вложения для одномерного случая, следует

хо(£)(г +

ет> +* (ПЧ 4~ к) ет„.1+к(гпУ~1 4 „ + 2 (4֊ 2 ) * л -1/2
(т, 4- £)’а(ш| 4 к) 4 А?)!*(ти-| + к) 4- 2)*л + ։

На данном этапе мы нуждаемся в (3.8), в неравенстве <4^< I/(} - I) <

< 1/(гпи 4֊ I) справедливом ввиду / < }-2 и т, > //1/, и соотношения 

(т» 4- 2)р(р 4՜ I )(»■ 4֊ I) > ). После суммирования мы получаем оценку

(' X1 *£>/,(։)'֊‘/'/.Л' < 7^-т £ Е(а^о,)‘'^’'-(р(()а/;)'х 
ч ✓ () Л)=2 ։4֊1=;֊11/=0

хо(/.)ап '/2 Т1(гп\ 4 1 4֊ £)7/(ти 4 2) <
|™1 = >

։ < т | < т < .<гпм

(3 19)

И » неравенств (3.15) - (3.19) получаются оценки для Л^(/)

Г1 X1 00/#’(0 < Т Е(2АДО,4р)(4))^!''-' + |||^„(г, (, 0)||| (3.20)
Сп А >=!

для всех р > 0, I е [0,Т*}- Из (3.1 I), (3.20) следует, что

• . ՝ 1 ։
4рн)(()< А2У(/) / А ^(г)|||у„(х,г,0)||Иг+А2«(/) I А'(г)А-<2<2+1>(т)х 

о • и
Л- по

X «(«)С(р„)^-%1/2У(2Л/АО/^1(г)У)!>՛ -<1т
С|‘ 7 = 1

для всех А’ > 0, 1 С [0, / ].

(3.21)

3.3. Компактность

Лемма 3.1.(априорнон оценка дли приближений) Лли решении ла^ач (3-2), (3.3)

Ранено наити положительные постоянные Л„ и I < / такие, что Зли осс.т

Р>0, /V > 1

/•;^')(/.) < 1)пХи(1) Зли иен / е[0, 7 ], н > 21? (3 22)
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%
Доказательство. Существует постоянная такая, что

|||<м(М,о)1П< Р„А"(0А

и согласно (3.1 I)

4! >(4) < О„АП(4)/3

для всех N и всех I £ [0,Тф]. Следовательно

I
' А2«(0 J А-2«(г)|||р„(г,г,0)|||</г < 7>„АП(4)/3 для всех I € [О,Г]. (3.23)

(I

Далее, выбираем компактное множество К(/)п) = [—С’(/Л,), С’(/)п)] так, чтобы 

из Е/у(н)(<) < /)п следовало бы включение н1(г,£) Е [-С(Г)п), С(А)П)] для всех 

х 6 1Я, < € [0, 7”]. Пусть теперь положительное Т < Т" выбрано так, что для 

всех /. Е [О,Т) выполняется неравенство (К = К(1)п))

^(0 -1/2/։ \ г՝ гл — а Г)/п——% Ск > (2Л;кСп/\у;’ < />/3.
֊ Щ Со

(3.24)

Такое число Т > 0 существует, поскольку Гппа(<) = 0. Используя (3.23) и (3.24), 

из (3.21) получаем

I
Ь^ + 1)(0 < ё„А"(4)/3 + А2«(4) / А'(г)А-։2<г+1>(г)А"(г)и„/3^г <

О
< 77пап(/)/з + Д։Ап(/)/з < 7Х.ЛТ‘(О

для всех /. С [0,7’] и всех /V. Применение метода математической индукции 

завершает доказательство леммы.

Доказательство Теоремы 1.2

Итак, выбираем последовательные итерации {} согласно (3.2), (3.3). Из Лем

мы 3.1 следует оценка Е„(1) < Пи для всех р Е ДОо,/V > 1 и1Е [0.Т]. Учи

тывая еше и уравнение (3.2), получаем включение е С7([0, Т); >';„), а так

же ||?/р)(зт,/.)||։>р։ < /)։ для всех р Е с некоторой, достаточно малой поло

жи! ел ыюй пос тоянной р\. Компактность выбор последовательных нрибли- 
г
жений и однозначная разрешимость (3.1) обеспечиваю'!՝ сходимость —♦ п п
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С’1 ([0,7]; )+п), причем стандартными рассуждениями доказывается, что « есть 

решение задачи (3.1). Сама задача показывает, что тогда и е С’2([0,Т]; У^о). Бла

годаря Лемме 2.2, и — у + »/°) + • • • 4֊ ։/п) есть С’2((0,7]; У^1։) - решение задачи 

(1.1), (1.2). Вместе с предположениями (1.14)- (1.16), из С*([0, 7]; У'о) сле

дует и 6 С* + ’(1°ДТ, Х*п) для всех к 6 Мц. Следовательно, и е С°°([0, 7); >70). 

Существование конуса зависимости и, следовательно, единственность следуют 

из Теоремы 1.1, (1.4) и (1.14). Этим завершается доказательство'Георемы 1.2.

Замечание. Можно доказать ату теорему и в том случае, когда условие (1.1 I) 
| • 

заменено на следующее :

М<.‘+,)'/!'Ч!'А2(0/Л(0.

Действительно, используя последнее условие возможно доказать вместо Леммы 

3.1, что можно найти постоянные I) и Тп такие, что Е{^(<) < 7)АП(£) для всех 

/. € [0,7‘п], где п > 2<7 - конечное число. Доказательство згого утверждения 

требует слишком длинных вычислений для того, чтобы быть представленным 

здесь.

ПРИЛОЖЕНИЕ

В статье [13] построены парамстрикс и фундаментальное решение задачи Коши 

для линейного гиперболического уравнения, вырождающегося пи времени. Ис- 

пользуя э тот результат, мы докажем теорему единственноеги и существование 

конуса зависимости в задаче Коши для квазилинейного уравнении (1 I).

Действительно, рассмотрим задачу Коши

IIIЛи = 0 1К г х [0, Г],

} = 0, 1, л € 1П.г,

где /.,л С •/ = [0,7՛], 7 >0, х 6 Ш, Р։ = -гд/д!, ~ -1П1дт.у а Л есть

Дифференциальный онера тор

Л = /)? и 4 (Л.З)
; I о <2.3 <2
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с гладкими коэффициентами n € С^^ТЛт х [0,7 ]). Предположим, что главная

часть Р? оператора L представима в следующем виде :

PzGMiC Л = (r - A|(xJ,^))(r- А2(г,«,<)), (Л.4)

где функции А։ (z, <), А2(х J, <) являются вещественнозначными и удовлетворя

ют неравенствам

|A/z,U)|< С'А(/)|«| для всех t е [о, г], Т. 6 m., < G Ш, (Л.5)

|A|(z,t,<) - А2(ж,«,<)| > ЛА(«)|<| для всех t G [0, 7’], х Е IR, £ Е IR (Л.6)

с положительной постоянной бис функцией А(/), описанной в пункте 1. Предпо

ложим также, что коэффициенты а} п(х,1) удовлетворяю!՝ следующим неравен

ствам :
, M|A(t)| ’֊>֊а

|n?Pf«,,e(։,/)|<C։.fl|A(t)|
Л(0

|/)f Of/таг,,if։,/.)! <r;ti/,A(Z) МО 
л(0

А(0 ‘ 
л(г)

(Л.7)

(Л.8)

1/Г.ли L удовлетворяет всем перечисленным выше условиям, то формально сопря

женный оператор

•Lv=D]„+ £ (-iy+an;iy,(aj,a(X.l)v)
j+u<2,j<2

(А.9)

также удовлетворяет этим же условиям. Следовательно, согласно результатам 

работы [13], задача Коши

Tu-0 n ]R.X X [0,Т], (Д.ю)

v(«,x) = 0, п,(я,г.) = 0(ж), ж£Пг, (А.II)

с Ä > О и 0 G C(?°(IRr) имеет решение w G С;°°(1ПГ х [0,7*]). Колес того, 

cynieciByei компактное множество к Q IR такое, что supp i;(i) С К для всех 

/ С [0,/]. I аким образом, можно доказать единственноеть для задачи (Л.1), 

(А.2) с л _ 0. В случае .ч > 0 единствсшгост։. очевидна. Действительно, если 

и G C°°(in.z х [0,7’)) * решение уравнения Lu = () такое, что P{u| 5=
t =11
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= 0 для всех 'го [ (11 / дх и1 Ки = 0 влечет / и(я,х)^(х)(1х = 0 для всех 
О Щ,

е Со°(П<). Следовательно, и = 0. Далее, задача (А. 1), (А.2) имеет свойство 

конечной скорости распространения. Действительно, в силу уже доказанной 

единственности, и(х,1) = Г։т и(х, I, </?), где есть решение уравнения
^>—*0

(А. 1) с данными Коши />{и(а?,^,^) = ^(ж), ;=(),!, > 0.

Доказательство Теоремы 1.1

Функция и> = Ц| — из, принадлежащая С°°(Сд) есть решение задачи Коши (1.3). 

Предположения (А.4) - (А.7) выполнены для символа г2 — А2(!)а(х,/.)£2. Свойства 

/ обеспечивают принадлежность 6(х,/.) классу С°°(С’д) и выполнимость (А.7), 

(А.8). Действительно

I
6(ж,1) = у*(др/)(хЛн|(*,0 + т(и1(хЛ) - и{(х}1))дт. (А.12)

о

Отсюда следует

Таким образом, условия (А.7), (А.8) выполнены. Поэтому м) = 0 в силу резуль

тата единственности для линейного уравнения (1.3). Теорема 1.1 доказана.

Лемма А.1. (Лемма 3 [12]). Рассмотрим задачу Коши для слабо гиперболиче

ского уравнения

«ц - Х2(1)а(х,1.)ухх = 0(М), ГА. 13)

։»(т,0) = (), В((ж,0) = 0. ГА. 14)

Н дополнение к (1-4), (15) предположим, что

А2абС2([0,7՝);.\Т,).

То-,да существует достаточно Иольшог. положительное число М такое 

что для любой функции у, для которой

существует единстоснпое решение ։'(х,/), нрчч<м А
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Лемма А.2. [8] ( Лемма Нерсесяна - обобщение известной леммы I ронуолла на 

дифференциальные неравенства с сингулярным коэффициент >м). Пусть задано 

дифференциальное, неравенство

(A.17)

о I Е (0,7"), где функции К = K(t) и f = f(t) принадлежат С(0,7"), Т > 0.

Исли

для веет <р Е (0, 7’), (Л.18)

Г t
lim / ехр( / К(т) dr)f(s) ds существует для каждого t Е (0, Т], (А. 19)

/ J

I
у(р)с.кр(^ К(r)dr) = о(<р) (Л.20)

то любое С’([0, 7’]) А С1 (0, Т)-решсние неравенства (А. 19) удовлетворяет нсра-

венству

(А.21)
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ОБ ОДНОМ КОНЕЧНО-АДДИТИВНОМ ФУНКЦИОНАЛЕ В ПТ*

%

Р. В. АМБАРЦУМЯН

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №2, 1993

Руководствуясь некоторым разложением Комбинаторной Интеграль
ной Геометрии, мы определяем конечно-аддитивный ункционал на
ограниченных выпуклых многогранниках в ПТ*. При некоторых пред
положениях гладкости, найдены необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы этот функционал определял бы знакопеременную меру 
в ПТ*. Этот результат применяется к задаче порождения знакоперемен
ной меры в пространстве; плоскостей в ПТ* с помощью стереографии.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Идея аддитивного функционала, зависящего оз՝ функций, определенных в про

странстве клиньев (функция клина) возникла в Комбинаторной Интегральной 

Геометрии, см. [1],[2]. Рассмотренные в [I], [2] функции клина зависели оз՝ мер 

гп, определенных в пространстве ТЕ плоскостей в ПТ*, и давали возможность ком

бинаторного вычисления значений т на подмножествах ТЕ из пак называемого 

класса Ьюффона.

Нас гоящая заметка посвящена следующей задаче : дана функция клина, как 

выяснить порождае т ли она посредством соответствующего аддитивного функ

ционала Комбинаторной Интегральной Геометрии меру и проез рансз ве ТЕ или 

н« г. Примеры подобных “обращений "прямых” результатов Комбика горной Ин- 

гет ралыюй I еомегрии можно найти уже в [I] ( теорема о порождении мер н 

пространстве прямых линейно-аддитиппыми, непрерывными псевдомсз риками). 

1 ем не менее, прог рег.г в этом направлении для клиньев в 1И ' и мер в ТЕ являлся

। рудной задачей до появления концепций флага и флаговой плоз ногти. козх>рыс 

были развиты в [2]. Значи тельные аналитические преимущества возникаю ! при 

переформулировке задачи для ТЕ в пространство Ж? с использованием стерео



Об одном конечно-аддитивном функционале в Д3 59

графического отображения, предложенного в [3], где оно с успехом применялось 

в двумерном случае. Основным принципом этого преобразования является то, 

ч го после стереографии образ флага есть (двойственный) флаг, а образ клина -V • 
(двойственный) клин.

В результате, после стереографии, мы вновь получаем задачу порождения 
9

меры посредством функции клина, однако теперь пространство, где мы хотели 

бы иметь меру есть Ш3, а нс 1Е. Именно эта версия задачи рассматривается ни

же. Читатель заметит, что рассматриваемый ниже аддитивный функционал Л' 

есть дуальная переформулировка известного разложения Комбинаторной Инте

гральной Геометрии [1)Д2].

Целью этой работы является описание основных тагов решения, и, поэтому, где 

возможно, мы не вдаемся в детали, включая переформулировку результатов в 

терминах пространства 1Е Надеемся, что позже этот недостаток будет компен

сирован в других публикациях, касающихся этого вопроса.

§2 . КОНЕЧНО-АДДИТИВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ

Начнем с некоторых необходимых определений.

Флагом / в Ш3 называется тройка :/ = (/’, д}е), где Р - точка в К3, д - пря

мая, проходящая через Р, а е ֊ плоскость, содержащая д. Пространство флагов 

обозначим через У.

Слободным флагом называется пара г = (9,^), где О - направление в Ш3, ф - 

угол вращения вокруг 9.

Клином называется пара и։ — (.*։, I ), где а - отрезок прямой в I вертикаль

ная двугранная область в Ш.3, ограниченная парой плоскостей, пересекающихся 

по прямой, содержащей ».

Имеется взаимно-однозначное соответствие между клиньями ։т = (в, V ) и мно- 

жесгнами флагов в 1Л3 :

и,= {/ = (Р,д,с): Р С я, Я - продолжение 5,с. С Г) С Л

что приводит к эквивалентному определению клипа.

Каждому клину ш соответствует саибидныи клин, который определяется как
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следующее множество свободных флагов :

W = {г = (П,ф) ■ г соответствует f ИЗ U»}.

Через Wn обозначим множество клиньев (s, V'), для которых замыкание V не 

содержит начала координат О.

Мы рассмотрим аддитивные функционалы, определенные на Wn.

Функция F, определенная на Wn называется аддитивной, если для любых двух 

клиньев W|,W2 6 Wn таких, что

int W| О int W2 = 0 и wjUw? есть снова клин,

имеем

/*’(u?i) + /?(wj) = U w-j).

**• Ч • • IВыше мы использовали интерпретацию клиньев как подмножеств У.

Мы будем рассматривать аддитивные функции клина, имеющие на ребрах из

W(1 интегральное представление

F(w) = (1)

где df обозначает перенос и вращение инвариантной меры на семействе

= {/ = (Л«/,е): РЕ.мСе),

т.е.

df = dl <1ф,

где гУ/ - элемен 1 длины на д, dф - элемент угла вращения. Назовем р(/) флаговой 

плотностью Ь. 1 ак кик мы нс предполагали неотрицательноети /?, то (1) 

означает, что /* определяет знакопер с менную меру на каждом семействе 0 р. 

Лля выполнимости нижеследующих утверждений, р предполагается достаточно 

гладкой функцией.

Зам< гим, т՝о (1) можно переписать, используя свободные клинья. Полагая, что

'9 9
/՛՛(») = I 1(1',№)(!!, (2)

л

w = (.s, IV), находим
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где
/(/,,^) = [ /,(/>, я, <»)^.

Определим функционал Л' на классе Со ограниченных выпуклых многогранни

ков, не содержащих начала координат О.

Дано С’ С Сп, через (а,} обозначим множество ребер С. С каждым д, мы ассо

циируем дна клина, ограниченные плоскостями двух граней С\ пересекающихся 

по д։, т.е.

(а,-, К) и (а։, Цс), где Vе есть дополнение V’.

Обозначим через тот из этих двух клиньев, который принадлежи։ множеству 

W(), Это Wi может содержать С (в этом случае ш։- называется покрывающим), 

или не содержать (з'огда ш, называется внешним). Через IV (а,) обозначим 

свободный клин, соответствующий ш,.

Предложение. Для любого К, определенного по формуле (I), выражение 

(3)

определяет конечно-аддитивный функционал на Сц.

Доказательство проводится, используя аддитивность /’ и правило знака, при- 

пятое в (3). Например, из этого правила следует, что если С’։, С? € Сп с 

ш( С| Г1 тГ.б/’г = 0 обладают общим ребром, которое нс является ребром для 

('\ и (՝2, то соответствующие /?(1л,) из (3), записанные для С, и Сз, вход я з в (3) 

с разными знаками.

§3 . БРУСКИ И ИХ ФРАГМЕНТЫ

Всюду ниже полагаем, что в Ш? имеется фиксированная Декар юва сис1ема 

координат.

Бруски.

Под бруском мы понимаем прямоугольный параллелепипед с. ребрами, парад 

лсльпыми осям х,у и г. Буквой R будем обояпачать бруски и И։ .

Для удобства назопем плоскость X, у - горизонтальной, а направленно г - 

вертикальным.
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Через 2hZ} 2hyt 2hz обозначим длины ребер Н, параллельных осям х,у и г, 

соответственно.

В качестве параметра величины бруска выбираем его объем - I — т,КуКг ; а
Кг

его форма определяется отношениями —, —.
Лг н-г

Н* фрагменты.

Этот термин будет относиться к выпуклым многогранникам Н' С Ж , которые 

могут быть представлены в виде пересечения

н՛ = нп //,

где Н - брусок, а II - полупространство, граничная плоскость <9/7, ко торая • ■
удовлетворяет следующим условиям : -

а) <9/7 содержит внутреннюю диагональ d бруска 7? ;

Ь) дП не касается ни одной из двух горизонтальных граней Н.

Единственную вершину /Г, для которой три исходящих ребра совпадают с 

ребрами назовем верхушкой Т фрагмента 1Г. Ромбоидальную грань S фраг

мента Н", нс являющуюся час тью какой либо грани Н, назовем наклонной гра

нью Н'. Ясно, что .S' всегда правильный ромбоид : ромбоид назовем правильным, 

если проекции его сторон па горизонтальную плоскость параллельны осям х и 

У- Выберем площадь ||.S’|| грани S в качестве параметра величины /Г ; (Корма 

11՜ определяется формой соответствующего Н и ориентацией в плоскости (Су

ществу юч восемь различных типов !Г : тип зависи т от выбора диагонали d и 

верхушки Г.

1 ис. 1. 7 - верхушка, наклонная грань заш трихована
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Построение 1. Даны полупространство И в общем положении, а также 

правильный ромбоид S С дП. Существует единственный фрагмент Я* С //, 

для которого S является скатом.

Этот В’ построен следующим образом. 
- • а '

При любом (z, j/, -z) € дИ из соотношения (г, у, z 4- е) € И следует что 

либо а) е > О , либо Ь) е < 0.

Пусть Р։’, i = - вершины S :

Можем предположить, что

z\ = min(zi, 22,23, г4), гл = max(z։, z2, z3, z4).

Тогда верхушка Т фрагмента Н’ имеет координаты

Г = (®1. Уу I 2а) В случае а) 

и

7’ = (х4, у4, г\) в случае Ь).

Тело, ограниченное горизонтальной плоскостью, проходящей через 7', а также 

вертикальными плоскостями, проходящими через стороны 5 и через само .4 и 

есть искомое В’.

В” фрагменты.

Определим квадрант как часть Ш?։ ограниченную двумя полуплоскостями 

(гранями), одна из которых вертикальна. Грань, которая не вертикальна на- 

зы кается наклонной. Отрезок прямой, по которой пересекаются вертикальная и 

наклонная грани, обозначается через £ и называется ребром квадранта (}.

Вертикальная плоскость V, проходящая через диагональ <1 и заш 1 рихованпая 

плоскость, показанная на Рис I., порождают четыре квадранта (?1, (^1՝ б^.з, £?4. 

Опи порождают также В** — НП(^.

Гем нс менее, вообще говоря, наклонная грань квадранта может пересекать 

горизонтальные основания бруска В.
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Выберем длину |/>| отрезка Ъ в качестве параметра размера для фрагмента
К

; форма параметров /У** такая же, как для /Г, однако существует 16 типов

(зависящих от выбора (I и квадран тов ф։). ■£

Построение 2. Даны квадрант и нс горизонтальный прямолинейный от

резок /> на ребре квадранта фо- Существует единственный фра! мент /У”*, для 

которого С Ql Ь является ребром /Г" и наклонная грань квадранта со

держит грань фрагмента /У‘*. / I

Это /?** может быт ь пост ровно как пересечение /УОф, где /У - брусок, ограничен

ный плоскостями, параллельными координатным плоскостям, и проходящими 

через концы отрезка £,.

§1. ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫЕ БРУСКИ И ФРАГМЕНТЫ БРУСКОВ

В тгом параграфе рассмотрим асимптотическое поведение функционала Л' на 

брусках и фрагментах бруска, предполагая, что их области стягиваются՜к точкам 

(которые определяют их положение), тогда как параметры размера стремятся к 

пулю. Предположим также, что их формы остаются фиксированными.

Опишем основной принцип, лежащий в основе нижеследующею анализа : 

инфинитезимальные бруски и [Г фрагменты обладают группами ребер а,, 

для которых свободные клинья ИЛ(аг) совпадают. Внутри соответствующих 

групп слагаемых в (3) разложения в ряд Тейлора выражений (2) могут быть 

алгебраически просуммированы. 
*

Инфинитезимальные бруски.

Начнем с последовательности брусков В ССп, предполагая, что они стягиваются 

к общему цен тру /' = (х.у, з). Объем В обозначим через (IV.

Мы выберем из группы слагаемых в (3), соответствующие ребрам парил 

дельным оси г. Для ребер из этой группы свободные клинья И/(а|) совпадаю՛!՛, 

положим - '*

(V, = и/(а։).

/И I уация, изображенная на Рис. 2, а) (соответствует определенному выбору
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Рис. 2. Проекция бруска В на плоскость х, у.

знаков), их совместный вклад равен

1(х + Кх, у ֊ /1у, /, 1Уг) 41 +

/(х + Ьх, у -|- /, 1ГХ) 41 - /(*֊ Аг,у-Лу,/, Н\)41

что, очевидно, эквивалентно

I д2!(г,у,г,Ш։)
Я дх ду

Для ситуации, показанной на Рис. 2, Ь), получаем тот же результат, но с 

противоположным знаком. Учитывая группы ребер, параллельных осям г и у, 

получаем (обозначение очевидно)

Л’(Л) = //,(/>) ЛИ, (4)

где

Н<(р) = с.,(Р) д21(Р, И'։)
дхду

аг/(р,и;) 
дудг

1

Функции £՝(/■’) могут принимать значения +1 или —I. Например,

^(/’) = 1, если ху > О, если ху < 0.

Инфинитезимальные В фрагменты.

Выберем полу пространство //, правильный ромбоид с инфинитезимальной пло- 

Щадькг </£ в плоскости с = дН. Пусть Р С с - нентр этого ромбоида. Используя 

Построение I, получим Я*, который стягивается к Р. Разделим вер 1 икальног р< 

бро В" с концом в верхушке Т па две части 6, и 6^, длины к<> трых эквивален



66 Р. В. Амбарцумян

длинам двух других вертикальных ребер фрагмента В*. Если будем рассматри- 
ч

вать эти части как отдельные ребра, то получим шесть пар ребер эквивалентной 

длины.

Пусть а։, а? - 1-тая пара параллельных ребер фрагмента В*. Всегда имеем 

И/(а։) = кГ’(а2) — IV и соответствующие слагаемые входят в (3) с противо- 

положными знаками.

Используя разложение Тейлора, находим

аз

д/(Р,РТ) д/(Р, IV) 
-’1 да + ” да ’

где -— производная в положительном направлении а, - ----производная в пре
до осх

дельном положительном направлении диагонали ромбоида, определяемой посрсд- 

ством Д|,а2. (Можем предполагать, что эти положительные направления были 

определены, согласно некоторой трансляционно-инвариантной договоренности). 

Для данной пары О1,а2 величины |9։|, |^з| зависят исключительно от формы 

нашего В** и его типа ; знаки этих коэффициен тов зависят от типа В** и сдвига 

точки Р в плоскости е.

Из предыдущего уравнения следует, что 
б

Х(В') = Н2(Р}(151 где Н2(Р) = УЦР). (5)
1 = 1

Замечание. Упомянутый выше результат справедлив также для инфинитези

мальных треугольных призм, которые могут быть получены как пределы В* 

фрагментов.

Инфинитезимальные /Г’ фрагменты.

Выберем квадрант и ин тервал с цен тром в /\ с длиной (1Ь на ребре квадранта 

С}. Воспользовавшись Построением 2, получим последовательность фрагментов 

В , которые стягиваются к Р. Все слагаемые п (3), записанные для Л’(/Г), 

асимптотически пропорциональны г/Л. Получаем

Л'(/Г)= //3(/>)^’։ где //.з(/,) = ^и։/(/^И'(ц1)), (6)

а, - ребра фра< мента В , |и,| - пределы отношений —зависящие от формы 
(1Ь

В . Если заданы форма и тип В*, то знаки этих коэффициен тов завися т от

выбора точки Р.
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§5. УСЕЧЕННЫЕ ПРАВИЛЬНЫЕ ПРИЗМЫ

Через [1г обозначим выпуклое тело, которое может быть получено из правильной 

призмы с горизонтальным прямоугольным основанием сечением наклонной плос

костью, не пересекающей горизонтальные основания (см. Рис. 3 а) ). Обозначим 

через сг наклонную грань тела Пг.

/2

Рис. 3.

Разобьем данное тело Пг С Со инфинитезимальными брусками и R’ фрагмента

ми следующим образом.

Сначала разобьем грань <т с. помощью правильных ромбоидов dSiy тогда в 

силу Построения I получим соответствующие R“ внутри тола Пг. Множество 

Пг\и/<‘ принадлежит тому типу, который можно разбить инфинитезимальными 

брусками R, (это возможно, так как часть тела Пг под каждым R- является 

бруском).

В силу аддитивности функционала А

А'(11г) = У2 Х(Л.) + Хл(н֊')- (7)

Подставляя (4) и (5) в (7), получим

П՝ЛУ + II2 с/5.

Пингоряя рассуждения, применяемые п похожей ситуации в плоском случае в [3],

’’риходим к следующему необходимому условию.
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Условие 1. Если Л порождает меру а Ш.3 \ {О}, то обязательно Н1 = 0 (для 

веет, типов, форм и положений Р).

Пусть П; - правильная призма, горизонтальное основание которой - правильный 

треугольник со сторонами, параллельными осям х и у. Через II ։ обозначим 

выпуклое тело, которое может быть получено из призмы П'( сечением наклонной 

плоскостью, которое не пересекает горизонтальные основания призмы П' (см. 

Рис. 3 Ь) ). Обозначим через р наклонную грань Пн а через А - сторону грани р, 

проекция которой на горизонтальное основание не параллельно оси х или оси у . 

Разобьем данную призму П* 6 Со инфинитизимальными брусками Я* и В0* 

фрагментами следующим образом.

Сначала разделим сторону А на инфинитезимальные интервалы длины г//,. 

Тогда, используя Построение I, получим соответствующие В** фрагменты вну

три Пг. Множество р \ и( следы фрагментов В**} расщепим инфинитезималь

ными правильными ромбоидами с площадью для которых построим (Постро

ение I) соответствующие Д’. Такую же операцию мы совершаем на вертикаль

ной грани V тела П<, содержащего сторону А, и получим множества В*, которые 

касаются грани V. Множество Пг \иД* допускает разбиение брусками.

Поступая так же как выше, получаем представление

Применяя Условия I, получаем

2. Если Л порождает меру л ТП.3 \ {б)}, то обязательно Н? = 0 (для всех

типов, форм и положений Р).

Теорема.Одновременное выполнение, тождеств II] = 0 и Н? = 0 необходимо и 

достаточно для того, чтобы конечно-аддитивный функционал Х(В), опрсдс- 

ленный посредством (У), являлся бы мерой Ш3 \ {О} с плотностью Н\(Р).

Доказательство. Необходимость доказана выше. Доказательство достаточно

сти основывается на представлении функционала ,¥(С’) для любого С 6 Со в виде 

линейной комбинации значений Л на конечном числе тел типа П(.
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ABSTRACT. Guided by a decomposition in Combinatorial Integral 
Geometry, we define a finite-additive functional on bounded convex 
polyhedrons in IR3. Under certain smoothness assumptions, we find 
necessary and sufficient conditions when this functional defines a signed 
measure in IR3. The result applies via stereography, in signed measure 
generation in the space of planes in IR3 .
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О МЕГАХ, ПОРОЖДЕННЫХ ФЛАГОВЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Г. С. Сукиасян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, У‘2, 1993

В работе рассматривается задача порождения знакопеременных мер в 
пространстве Е плоскостей в ПГ' с помощью флаговых функций с ис
пользованием алгоритма из комбинаторной интегральной геометрии. 
Найдены условия на флаговые функции, обеспечивающие порождение 
меры в 1Е. Найдены также дополнительные условия, обеспечивающие 
неотрицательность порожденной меры.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Д<3 - трехмерное евклидово пространство, 1Е - пространство плоскостей 

в Ш Р\ |Р? - множество плоскостей, разделяющих точки Р\ и Р?. Для всякой 

меры р в 1Е, /х(/’1|/>г) как функция от /,|։/,2 является псевдометрикой в 1К3.

Одна из формулировок ^-ой проблемы Гильберта в Ж3 может быть изложена 

следующим образом : можно ли непрерывную и линейно-аддитивную метрику

Г(Р|, ^2) представить в виде

где р - некоторая мера в 1Е ?

И звестно (см. [1]), что для достаточно гладких метрик имеет место пред

ставление (I), если под р понимать обобщенную меру, т.с. разрешить /I прини

мать и отрицательные значения. Однако, восстановление знакопеременной меры 

Р по данной метрике К требует множества сложных вычислений. Некоторые 

задачи здесь остаются нерешенными, например, описание класса псевдометрик, 

порождаемых неотрицательными мерами посредством (I), описание класса фупк

ции на отрезках, которые мо։ у г быть нрсдс гавлены с помощью знакопеременной 
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меры посредством (1), описание класса знакопеременных мер, порождающих ме

трики посредством (I).

В настоящей работе рассматривается задача порождения знакопеременных 

мер в пространстве ТЕ плоскостей в Ш3 с помощью т.п. флаговых функций 

с использованием алгоритма из комбинаторной интегральной геометрии [2, 3]. 

Найдены условия па флаговые функции, обеспечивающие порождение меры в ТЕ 

Найдены также дополнительные условия, обеспечивающие неотрицательность 

порожденной меры.

§1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ КОМБИНАТОРНОЙ

ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Напомним некоторые основные факты комбинаторной интегральной геометрии 

(см. [2], [3], [6]). Пусть {Р,} - конечное множество точек в ИГ', Р({Р՝)) - 

соответствующее кольцо Радона подмножеств пространства ТЕ, а Р — иТС.({Р1)}, 

где объединение берется по всем конечным множествам {Р,}. Для любого Р б Р 

и каждой знакопеременной меры р в ТЕ значение ^(Д) можно представить в виде 

конечной суммы

/1(/У) = (2)

где сш - целочисленные коэффициенты, зависящие от Н, но не от выбора меры ц, 

№ - функция, определенная в пространстве клиньев. Дадим определение клипа 

в терминах г. н флагов. Флагом / называется тройка (/', 7»с)> ' 1очка-

7 прямая, е плоскость, причем Р 6 7 С с. Мы будем использовать также 

обозначение / = (7ч *^)» V3 есть угол поворота плоскости в вокру։ 7՛

Пусть - отрезок /\, /’2, обозначим через 7՜ прямую, содержащую р. Мно

жество флагов (см. Рис. I)

= {(/',у,у>) ■■ ее V,7 = ф), фс [о,я)

называется клиним (// называется ребром, а Ф - раствором клина ш).

В [2] функция И’ зависит от выбора .знакопеременной меры ц. При каждом 

выборе, р, 1Г порождает семейство знакопеременных м։.р (нт,) (3|, каждая пг7 

определена па линейном семействе флагов

((/',7,¥>): Т€7. V» € (0.»))
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Рис. I. Флаг и клин

соотношением

IV(w(p, Ф)) = Ф)). (3)

Р. В. Амбарцумяном была поставлена следующая задача. Предположим, что 

задано семейство знакопеременных мер тп-у. Каким условиям должно удовлетво

рять семейство мер {т7}, чтобы оно порождало знакопеременную меру р на 1Е 

посредством (2), (3). Связь с 4-ой проблемой Гильберта в.Ш/ в том, что если /1 
*• • • •' л - • \ •

- неотрицательная мера, то

. Л?) = ™F(w(i/, [0, тг])), О)

есть псевдометрика в IRA

Мы решаем зту задачу при дополнительном условии существования плот- 

ности р :

77**7(10(1/, Ф)) = / dr. / р(г, 17, у?) dtp. (5)
JPi Уф

Плотность р есть функция, определенная r пространстве флагов и в силу 

(1), (5) ее можно назвать дезинтегрированной метрикой. Таким образом, нашу 

задачу можно сформулировать гак : какие условия необходимы и достаточны, 

чтобы дезинтегрированная метрика р порождала меру (или знакопеременную 

меру) р посредством (2), (3), (5). 
* . • I • •f • • 9

§2. ФУНКЦИОНАЛЫ ФИФ'

Пусть р ֊ флаговая функция. Ниже (см. (10) и (13)), мы используем разложение 

1ейлора функции р. Предположим, что р столь гладкая, что обеспечивается

справедливость разложений (10) (13).
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Для заданной флаговой функции р построим клиновую функцию W посред

ством (3) и (5). Следуя подходу, предложенному в [4], [5] и подражая комбина

торной формуле (2) , построим следующий функционал Ф вЯ :

Ф(Я) = ^c^VV(w).
W

'9՛- 9

Функционал Ф конечно-аддитинсн в И. Рассмотрим значения функционала Ф на 

множествах Q|S, определенных ниже. Рассмотрим плоскостьео С IR3, выпуклый 

многоугольник S С со с вершинами {Р,} и точку Q £ IR3 вне ео. Предположим, 

что ортогональная проекция О точки Q на е0 лежит внутри 5. Обозначим 

через Q|S множество плоскостей, отделяющих точку Q от Я. Через Т обозначим 

пирамиду с вершиной Q и основанием 5. Согласно (2) имеем (см. [3])

*(Q|S) = 12 и/(б., Ф<) - £ ^(a>, ф"). 
V, V,

(6)

Рис. 2.

В (6) первое суммирование ведется по множеству (см. Рис. 2) :

V; = {ц; = (/>,, ф<) : 6,- = (^Р{ - боковое ребро пирамиды Г, 

ф'. - внешний двугранный угол при Ь,}.

ч
Второе суммирование ведется по множеству

|/2 = {ш = (ап Ф'') : а, = /;/;+> ՛ сторона основания, 

ФУ внутренний двугранный угол при с^}.
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При исследовании правой части (6) нам предстоит переход в первой сумме 

к интегральному выражению для W. Обозначим через <р' угол между ребром

Р, + 1 и следом на е0 плоскости флага. Перейдем от переменной <р к ip' :

W(w(bt, Ф')) = [ dx f p(x,blyp)J dp , 
Jby

где J - якобиан, ф, - внешний угол многоугольника S при вершине /\-. Вместе 

с Ф рассмотрим предел функционала Ф, определенный на множествах Q|S, где 

S С со - уже выпуклая область с границей, обладающей гладкой кривизной. Этот 

предел определяет другой функционал Ф' на вышеупомянутых множествах. Ф' 

задается формулой

*'(Q|S)= / p(x,byet(l))dx~ [ dll p(lyl(l)yp)dpy (7)
Jds Jb(i) JdS

где dS - граница S, I - переменная точка из dSy b(l) - отрезок QI, k(J) - кривизна dS 

в точке /, флаговая плоскость et(l) касается Г ( теперь Т - конус) по образующей 

6, раствор Ф(/) есть двугранный угол между со и плоскостью, проходящей через 

вершину Q и касательную ф) к дЯ в точке I (см. Рис. 3).

Q

Рис. з

На рис. 3 применены следующие обозначения : г(/) - это радиус-век тор точки 

/ 6 (95, К - высота QO, о ֊ угол между г и касательной <(/). В этих обозначениях 

имеем (здесь и далее отрезки и их длины обозначены одинаково)

/I
г sin а (8)1g Ф =
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В (7) мы использовали соотношение с/у/ = к (11. С помощью Рис.4 и известных

формул сферической тригонометрии находим связь между углами у? и <р'

1й у? = созсЛя(о 4 у?'), соз/7 = А/6.

Рис. 4. Зависимость между и у?'

Вычислим значение якобиана ./ в точке = 0 :

(1<р соз/3 I _ соз/З _______ЬК_______
(1^' з1п2 а 1 4- 1ё2у? .чп2 о 4 соз2/Зсоз2 а 62 зш2 а + А2 соз2 а

Подставляя в (7), получаем

Ф'(<Ж) = А / 
.103

. ֊2----- —--- — / с‘(0) Ф)’ ¥*)Ъ1 81 п о 4- А^ соя2 о Уб упз -'П
(9)

Паша цель - получить разложение Гейлора для (9) при А ] 0. Обозначим ч<р» з

Л(/) флаг (/.4(/),е0). Имеем

/>(М(0>¥>) = />(/<) + ^“7^

С помощью (8) получим

р(/^(0><р) = фИЛ) +
Ф2 др(Л) ф3 #2р(Л)
Т ()<р + 6 4 о(ф3) =

= м/,) 1,)-2‘^ + £(г^„։)-3[Й(/,)-2/>(/.)] +О(Л3)- (|0)

Г 3111« 2
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Заметим, что Ь* — Л2 4՜ г2 и величины г и о не завися 1 01 /1. Следовательно

Ь2 81п֊2а . _2* Л Л2 2 \ х,3х------------------------ = ------ тт—=— = 81п а 1 гс1£ о 4- о(п ). 
Ь2 81П2 а 4- Л2 сое2 от 1 4֊------------------------\ г /

(11)

Через р(Ь, е) обозначим интегральное среднее значение плотности р на от

резке Ь :

р(М) = Г / Р(Г>М) г/х. 
ь Л

Производная р(6, е<) по К пропорциональна следующей производной по направле

нию :

1‘тхдпп ф—•о Ф
где /г - “свободный” флаг (без точки), определяемый плоскостью ео и прямой г

(г - прямая, проходящая через точки О и /). Из (8) следует, что

др(6, с()
дк Л=0

1
Г 51П о дпп

Заметим, что при о = 0 имеем

др др
■■ ——• — - -

<9п(1 д<р

Для плотности р имеет место следующее разложение :

р(М<) = р(/г) 4֊ др({г) А2 д2р(/г) +о1Н2\ 
гзта дпа 2г2 в1п2 а дп2а

(12)

(13)

Подставляя выражения (10), (11) и (13) в (9), получаем следующий результат

Лемма 1.7/ля любой выпуклой области 5 с границей д$, имеющей гладкую 

кривизну к и для достаточно гладкой флаговой плотности р имеет место 

следующее разложение :

Ф'(<?|5) = Л'(р. 5)/ч- Л'2(р, 5)Л2 + Л'я(р,.Ч)Ь3 + о(/13), (14)

где

Л' (р, .V) к/.} Л
г 81п а

А?\р: = 2г2 81 п2 о д<р
г//,

(15)

(16)
к др(/,)

Г В1П՛’ и ^Пг,
'д2р(/г)

2г2 зн»4 с» дп2

6г3я1пло д<р2 <11. (17)
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Пример. Рассмотрим в 1Е (неотрицательную) меру /1О1 инвариантную относи

тельно группы евклидовых движений пространства Ш3. Инвариантной мере /1о 

соответствует флаговая плотность р(х,7,е) = с =соп51, см. [3, 0].

Лемма 2. Для постоянной плотности р = с и для любой области Я имеет 

место

Л|(с,5) ■= А'2(с, Я) = 0, А'3(с, 5) > 0.

Доказательство. Имеем (см. Рис. 5) :

к (11 = д^р , 8П1 о Д = г (1^.

Рис. 5.

Отсюда получаем другой вид формулы (15) :

Л',(р,5)= / ₽(/()։т-2а^. («8)
7(1

В случае />(г,7,е) = с =«>пЯ1 имеем /5 = с. Иг. (18) и (16) следует А', = А'2 = 0.
■

Применяя Лемму I, получаем

М«(У1-‘>’) = А^с, .5՝)/? + «(А՛՝).

Однако, инвариантная мера неотрицательна, следовательно, А'л(с, Я) >

Лемма 2 доказана.
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§3. ПОРОЖДЕНИЕ МЕР ПОСРЕДСТВОМ ФУНКЦИОНАЛА Ф

Лемма 3. Для любого выпуклого многоугольника 3 С ео имеет место

Ф(<у 1$) = Л|(/>,5)А + Л2(р,5)/>2 + Лз(р,5)Л3 + о(Л3).

Значения А։ можно получить из значений формальной подстановкой в (15)- 

- (17) вместо кривизны к соответствующих комбинаций 6-функций.

Доказательство получается прямым вычислением, с фактическим повторением 

доказательства Леммы 1.

Предложение 1. Пусть флаговая функция р служит флаговой плотностью 

для некоторой знакопеременной меры р, причем р абсолютно непрерывна от- 
• » 

носительно инвариантной меры ро. Тогда

Л1(/>,5) = Л2(р,5)=0 (19)

для любой плоскости е0 и любой выпуклой области И С со.

Доказательство. Обозначим через V плотность меры р относительно инвари

антной меры р0 :

/2(с/е) - и(е) д0(с/е).

I ак как множество плоскостей при К | 0 стремится к {с^}, плотность п(с) 

можно вычислить по формуле

и(е0)
л-0 ЯУ(<2|5) (20)

Из (2) и Лемм 1, 3 следует, что

= Д։(р,5)/1 4֊ Л2(р,Я)Л2 + Ай(р,5)Л3 4- о(Ь3). (21)

Согласно Лемме 2, знаменатель в (20) имеет порядок А3. Следовательно, тот же 

порядок имеет и числитель. Из разложения (21) следует искомое равенс тво (19). 

Предложение доказано.
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Цля доказательства того, ч то соотношение (18) является достаточным условием, 

необходимо напомнить некоторые сведения из комбинаторной интегральной гео

метрии [2, 3, 6]. Обозначим через {Р»}|{Ру} множество плоскостей, разделяющих 

точки множеств {1\} и {Р-}. Известно, см. [2], что значения функционала Ф на 

множествах Н\ = Р\ | Р2, Р3, РА и Н2 = Р\,Р2 | Р3, Ра определяют значения Ф 

на всем К. Любое В 6 7£ можно представить в виде В = 1дс В< - нспере-

секающисся множества вила Н। или //2, причем мы можем взять 8, бесконечно 

малыми ( так называемый “принцип триангуляции”, см. [2]).

Лемма 4. Функционал Ф на 7? полностью определяется заданием значений Ф 

на множествах где 8- треугольник либо плоский, выпуклый четырехуголь

ник.

Доказательство. Достаточно показать, что Ф(//2) выражается через Ф(<^|8). 

На плоскости, проходящей через точки Р2у Рз, Ра выберем точку Р$ так, чтобы 

выпуклая оболочка точек Р2, РЛу РЛу Р$ являлась четырехугольником (см. Рис. 6).

Имеем

Р, I Р-Л. Рь - рг I Рз, Р\, Р* Ф Р> I Рз-Рз. /’4> /’։.

здесь ф означает объединение непсресекаюшихся множеств- Но / ь /2 [ Рз. Р4.

Р5 = Р։, Р2 I Р3, Р.։, следовательно

Ф(//2) = Ф(Р, I Р3, />4, /’г.) ֊ ♦(С| I Р1. Рз, /4. /’»)• (22)

Лемма •! доказана.
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Теорема 1. Достаточно гладкая флаговая функция р является флаговой плот

ностью для некоторой знакопеременной меры р, абсолютно непрерывной от-
ч

носительно инвариантной меры ро тогда и только тогда, когда

А\(р, 5) = Л2(р, S) = О (23)

для любой плоскости е0 и любой выпуклой области Я С со.

При этом если > 0, то мера р неотрицательна.

Доказательство. Необходимость доказана в Предложении 1.

Достаточность : Для заданной гладкой флаговой функции р, удовлетворяющей 

условию (23), построим функционал Ф. Из (23) и Леммы 3 для любой плоскости 

ео получим

«(Q|S) = Л3(р,5)Л3 + о(/г’).

Следовательно, существует предел

и(е0) = lim л—о
♦(Q|S)
MQhS'j

Рассмотрим меру р, плотность которой относительно инвариантной меры р0 есть 

и. Тогда, используя метод интегральных сумм Римана, который применен в [4], 

[5], докажем, что Ф(Д) = р(Д) для любого В С И. В силу (22) при построении 

интегральных сумм Римана разбиение производится множествами вида Н\ или 

//?.

В заключение заметим, что плотность V можно вычислить но формуле

”(%) = А3(р, 5) • A:i ’ (с, S). (24)

Из Леммы 2 имеем Лз(с, .9) > 0, а из (24) следует, что неравенс тво Аз(р, 5) > О 

является достаточным условием для неотрицательности меры р. Теорема 1 

доказана.

ABSTR ACT. Tn the paper we consider the problems of signed measure 
generation in the space IE of planes in IR3 by means of flag functions using 
an algorithm from combinatorial integral geometry. We find conditions 
which guarantee, that a flag function generates a signed measure on IE-
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We find also some additional conditions on flag function which imply that 
actually we have a non-negativc measure.
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КРА ТКИ К СООБЩЕНИЯ

ФЛАГ-ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ, ПОЛУЧАЕМОЕ 
ПРИ СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ ДЕЛОНЕ

Р. Г. Арамян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №2, 1993

1. ВВЕДЕНИЕ

В работе Р.В. Амбарцумяна [1] было указано на существование так называ- 

емых флаг-представлений функций ширины выпуклых тел в IR3.

Флаг - это пара / = /(<?, е), где д - прямая, содержащая О, а е - плоскость, со

держащая д. Мы представим f = где Q - пространственное направление

д в IR3, ф - вращение е вокруг д.

Пусть //(£) - ширина некоторого выпуклого тела К в направлении £. Тогда [1]

//«)= [ sin2nr(£,Q,d>)m(dQ,d<j!))։ (1)
75'xS3

• • 
где S* - единичная сфера в 1R, + 1, ։ = 1,2, Q,£ £ S2, тп -некоторая мера на 

.S1 х .S2, о - угол между Q & Б2 следом П e(Q, ф), - плоскость с нормалью

и е(П,ф) - плоскость флага /(Q,<$). Представление (I) нссдипственпо (для дан

ного Н существует много мер т). В [2] было получено некоторое (дискретное) 

флаг-представление для гладких выпуклых тел, при этом использовалась ап

проксимация многогранниками. В [3] было получено другое (непрерывное) флаг- 

представление для гладких выпуклых тел с помощью стохастической апнрокси; 

мании (аппроксимации Вороного) многогранниками, натянутыми на точки неза

висимо сброшенные на поверхность тела.

В настоящей работе находится флаг-представление, получаемое с помощью дру- 

юй с юхас 1 ической аппроксимации (Делоне) выпуклых тел. А именно, на вы- 

пуклос тело К независимо друг от друга бросается п точек с одним и тем
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же распределением Р. Рассматривается случайный многогранник, ограничен

ный касательными плоскостями к дК в этих точках, выписывается стандартное 

флаг-представление для этого многогранника. Затем усредняется это предста

вление относительно Р х • • х Р и рассматривается предельное представление 

при п —♦ оо. Доказывается, что предел есть флаг-представление для К и что • 

этот предел не зависит от Р (для класса распределений). Найдена плотность 

эгого представления в терминах кривизн поверхности дК, которая совпадает с 

плотностью представления, полученного при стохастической аппроксимации Во- 

роного (см. [3]).

2. АППРОКСИМАЦИЯ ДЕЛОНЕ

Пусть К - достаточно гладкое (трижды непрерывно дифференцируемое) 

выпуклое тело в 1Л3. Предположим, что во всех точках дК гауссовая кривизна 

положительна. Тогда отображение Гаусса поверхности 5К на единичную сферу 

S2 является гомеоморфизмом.

На 52 независимо друг от друга бросим п точек Р\у..., Рп с одним и тем же рас

пределением Р. Пусть </Р = /(си)Ли, где плотность /(^) > 0 непрерывна, Жд - эле

мент лебеговой меры на 52. Через /у,..., обозначим образы точек Р},..., Рп 
9 в

при отображении, обратном отображению Гаусса. Обозначим через Ьр* замкну- 
• • .

тое полупространство, ограниченное касательной плоскостью поверхности <9К в 

точке Р* , которое содержи т тело К ( см. Рис. 1).

Рис. 1.
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Здесь возникают следующие трудности :

1. РП({(Р|,..., Рп) : П"=1 Ьр՝ неограничено}) > 0 для всех п, где РГ| = Р х х Р.

2. Условное среднее функции ширины П"=1£р* при условии, что 

{П"=։/>р« есть многогранник}, бесконечно.

Нам необходима следующая лемма. Обозначим через

Пр = {(Л,П?=1Ьр; С Г},

где Г - выпуклое тело, содержащее К.

Лемма 1. Для любого п существуют целое число к и 0 < р0 < I такие, что 

Р"("р)<р'г'>

где (р) - целая часть р - дополнение Пр.

Пусть ляр;,...,рп-} = п^1/,р..

Лемма 2. Пусть //(£) - функция ширины выпуклого тела К, а Нр1։ ,рп(0 

функция ширины многогранника М {Р*,..., Р*}. Тогда

Ьт / НР1... рп«)/пям(Р1....... = //«),

где /_7(г) - шар с радиусом г, содержащий тело К.

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

Рассмотрим М {РГ,... ,/;;} = П7=1£р. при (Р1։,... Рп) 6 ПЯ(г). Каждое 

ребро многогранника Л/{Р",...,/у} находится на пересечении двух касатель

ных плоскостей к Р’ и /у. Эго пересечение обозначим через дч, а соответству

ющее ребро - через (^(^. Согласно [I], функция ширины ///>, ,/•„(£) многогран

ника Л7 {Р*,..., Р“} имеет следующее представление :

2тгНо, Р (А)/п (Р, Р}-
• п

~ ;п,)(г)( Р|, • • •, Рп) ^2 11)Ч(Р\> > ■., Рп)\С^(}у\ / ат2 а(£, Ф)<1Ф,
»<> М = 1 ’'(‘'и)

1 де /9^ — {(Р\,.,., Рп) имеег ребро на 7,;), |<Э։Ф;| - длина

ребра [р0] - внешний двугранный угол П։> - направление дц.
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Усредним обе части (2). Из соображения симметрии

(3)
<1Р՝ '---<1Рп.51П2 Ф)4Ф

Возьмем Р\ в качестве полюса и запишем Р2 в (у?, р)-координатах :

(1Р2 = = /(у?, р) бш р^р^уэ.

Следовательно, получаем

2т//(£) = Нт п—»оо 51 п2 о (С О, ф)(1ф

X <1 Рл • • - (1 Рп (1Р} /(</), р) 5т р^рф, И)

где [р] = (р1 2], П = 1712, I - расстояние от точки на д։2 до проекции Р*.

4. СЛУЧАЙ РАВНОМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотрим случай равномерного распределения, т.е. /(о,) = (50С(и|))_1, 

где 50 - полная площадь поверхности К, С(си) • гауссова кривизна в точке Р^ на 

<9К с нормалью и. Рассмотрим конус С’(К, /) с вершиной п точке I £ $12, который 

касается <9К (см. Рис. 2).

Рис. 2.
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Касательная кривая разбивает <9К на две части. Пусть 5(/, г/) - площадь 

части дК!(/,!/) (см. Рис. 2). Применяя теорему Фубини во внутреннем интеграле 
ч 

(-1), получаем

2тг//(£) = Нт п—*оо
sin2 а(£, Q, ф)(1ф("}/

\2/ Js՜1 X S* х(0,

------—------du d и dy?, 
S7C(u)C(w) (5)

где С(р. ç?) - гауссова кривизна в точке со сферическими координатами (р, çp), 

соответствующая lu, /) < R.

Заметим, что (р, /) можно рассматривать только в [0, ио] х [—/о> где ио и 10 - 

- сколь угодно малые фиксированные числа. В самом деле, существует д > О 

такое, что

I > s;15(1/, /) > 7 > о

для всех (*/, /) £ [0, i/0] х [-/о,/о]. Следовательно, имеем

sin и du dl
1 im п —•по

Таким образом, получаем

•2тгН«)

X
sin и du dlsin2 о(С Q, du d<p

Используя гладкость ^K, напишем разложение Тейлора

= 'SÏ(O,O) + 1/S;((),O)+ 'ç"(0,0) +/,/5» (0,0)+ ֊5^(0, Ü)+ (7)
a _ 2 •

где R(u,l) = o(/2 -b u7).

Из теоремы о среднем значении находим

I sin’a(î,V,<i>)d<i>= Msin2 <։(£,Q,//>„), (^1/ G II/]) (Я)
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После подстановки (7) и (8) в (6) и замены переменных а = Vy/h, [i 

получаем

’ г°° г°°/ О // nr da I е
Vo Л —оо

Js**s՝ 2С'2(и)

C(O.O)-a0S"(O,O)-^S;;^dfl dud<p, (9)

где nt(£,u/,(jp) ֊ угол между направлением р на ew (плоскость с нормалью ш) и 

следом е€ на

5. СЛУЧАЙ ОБЩЕГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Теорема 1. Флаг-представление функции ширины /7(£) гладкого тела К, полу

ченное при стохастической аппроксимации Делоне нс зависит от плотности 

распределения Р.

Доказательство. Из (4) и теоремы Фубини следует, что

27Г//«) = lim (У) I 
п-оо ^2/ Js։M5՛

sin2 о(С Q,

X (1 — Р(։/,/))П" 2/(<|Р, I/) 81п I/г/и (//| г/։р, (10)
в •

где П = 012, (И = [р12], Р(р,/) = Р({Р* € дК,(р,/)}) (см. Рис. 2).

Мы можем рассматривать переменные (р, /) в [0, ро| х (—/0,/0], гле р0 и 1о сколь 

угодно малы. • •
Из теоремы о среднем значении следует, что

P(i/, /) = S(p, /)/i (uv/)> (11)

где /i(u>) = /(lu)C(uj), eJu,/ - точка на сферическом образе tfKJi/,/) (см. Рис. 2). 

После соо г не тствуюшей подстановки н (10) и замены переменных о — Vy/n, 

в — ly/п, получаем

(12)
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где i/n =

Меняя порядок интегрирования и суммирования, а также учитывая, что

/։/։(w)

при п —* ос, получаем (9).

6. ПЛОТНОСТЬ ФЛАГ-ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

Нам необходима следующая

Лемма 3. 5^(0,0), 5[(0,0), 5/1(0,0), 5," (0,0), 5"г(0,0) зависят только от 

значений производных первого и второго порядков поверхности сЖ в точке 

Р* с нормалью а>.

Следовательно, соответствующие производные можем вычислить для соприка

сающегося параболоида с?К в точке Р՜ с нормалью ш.

После соответствующих вычислений и подстановки в (9) получаем следующую 

теорему. . • ж

Теорема 2. Для любого достаточно гладкого выпуклого тела К имеет место 

следующее флаг-представление :

//(£) = (27г2)՜1 [ 8Щ2а(С^,^) (13)

где /:,,։= 1,2 - главные нормали кривизны, - нормальная кривизна л

направлении у в точке Р* поверхности дК с. нормалью и.

Замечание. Флаг-представление (13) совпадает с флаг-прсдставлепием, полу

ченным при стохастической аппроксимации Вороного (см. [3]).

Автор выражает благодарность Р. В. Амбарцумяну за постановку задачи и 

ценные советы.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ЗАМЕЧАНИЕ О ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ 
ДЛЯ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ ТЕПЛИЦЕВА ТИПА 
ОТ СТАЦИОНАРНЫХ ГАУССОВСКИХ ВЕЛИЧИН 

м. С. Гиновян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №2, 1993

1. Пусть Л'(^), I = 0,±1,... - стационарная гауссовская последовательность с 

нулевым средним и спектральной плотностью /(А), А 6 [—тг,7г], /(-А) = /(А).
Л ’ •

Рассмотрим вопрос применимости Центральной Предельной Теоремы для 

следующих квадратичных фор.м теплицева типа :

п

= £ в* X (jfc)A'(J),
*, j = 1

где .
/• ' ’ - 1Г 

е‘л* v(A) дХ, k = 0, ±i,... 
• л

- коэффициенты Фурье некоторой вещественной, четной, интегрируемой функции 

#(А) на [ —я՜, тг], которую назовем порождающей для квадратичной формы Ln- 

Эта проблема впервые была изучена Гренандером и Сеге [б] в качестве приме

нения их теории об асимптотическом поведении следа произведения тсплицевых 

матриц.

В последнее время снова возник интерес к этой проблеме (см. [I] [5], [7]). В 

частности, результаты Аврама [I] . Фокса и Гаку [2] можно объединить в 

следующую теорему.

Теорема Л. Предположим, что выполнено одно из условий QI), Q2) ■

QI) f(z) & Lp,, g(z) e LPJ, гд' p,,p5 > 1 « £ + < j-

Q2) f(x) < с|*Г", |j(x)| < с|хГя, xtir. n,fl < I « n +fi < 5.
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Тогда распределение нормированной квадратичной формы />п — (Ьп — ЕЬп) 

стремится (при п —♦ оо) к нормальному распределению Л/(0,<т2) с дисперсией

ст2 = 16т3 Г /2(А)р2(А)ЛА.
7- я

(2)

Доказательс тво Теоремы А в [I], [2] основано на следующем хорошо извес тном • «в
представлении

,т . Г2‘-'(*֊ 1У.п-к'Чг(Тп(/)Т„(д))к, *>2Х‘(М=Ь, *=1I

Аг-того кумулянта Х*(’) квадратичной формы Ьп, где в правой части записан след 

произведения теплицсвых матриц Тп(д) = и 7П(/) = ;

е|А* /(А) ЛА - ковариация последовательности Х(к).

В работе Гирайтиса и Сургалиса [5] был применен другой подход, позволяю

щий распространить Теорему /\ на линейные последовательности. В гауссовском 

случае их результат формулируется следующим образом.

Теорема В. Предположим, что

ЫД.) = «г(Тп(У)7'„(?))г —» 16г1 у /г(Л)5г(А) ад < ОО. (3)

Тогда справедливо утверждение Теоремы А. , ‘

В работах [1] и [2] было установлено, что каждое из условий 1), С^2) Теоремы Л 9 •
Л влечет (3), т.е. (3) слабее СД) или (^2). К сожалению, (3) не является явным • • •
условием. 

•• •
В той же работе |5] выдвигается гипотеза, что (3) верно при единечвенном 

условии, что интеграл в правой части (3) сходится. П этой работе дается 

отрицательный ответ на эту гипотезу, а именно, строятся функции /(А) и </(А), 

1акие, что (А) ЛА < оо, но сходимость в {3) не имеет места.

2. Рассмотрим функции

/(А) = если 2՜*՜1 < А < 2 *, « = 2тп
если 2՜ < А < 2՜*, в - 2т + I
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0(A) = 
I о,

1 /9 
» если

если

где т - положительное целое число, а р, q > 1.

Легко видеть, что/(А)е Lp, д(Х) Е /(А) д(Х) Е Ьг для любых г и а2 = 0.

Покажем теперь, что для А + | > 1

Хг(Ьп) = - tr(Tn(f)Tn(g))2 —* ос, при п -> зо, 
п (4)

и, следовательно, сходимость в (3) не имеет места.

Обозначая через А*-, к = 1,п собственные значения Тп(/)Тп(д), получаем следу

ющее легко проверяемое соотношение :

где

п

4 = 1
=tr(Tn(/)T„(9)) =

Имеем Л(0) — 0 и для z уИ) сегмент [2 * 1 + z; 2 * + z] содержится в [2 4;2 л + ’

до тех пор, пока z Е [2 * 1;2 ']■

Таким образом, при я = 2т и A,z Е (2 ’ ՝; 2”*] получаем

и
-2/Р-2/7 (7)

Здесь и ниже буквой с обозначаются положительные постоянные.

Легко видеть, ч то оценки (6) и (7) справедливы в случае, koi да я — 2т 4֊ 1

Поэтому, принимая во внимание тот факт, что для О < z < -
ч

՛ sin’V 
y-rfr 2 е' 7Г81П 2
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в силу (5) и (7), имеем

J0
Применяя неравенство Шварца, получаем

Очевидно, если - + ֊ > 1, то последнее выражение стремится к бесконечности Р 7
при П —» СЮ.

Таким образом, мы показали , что условие /_* /2(А)д2(А)ЛА < сю не гарантирует 

сходимости в (3). I £ £?

В заключение, мы выдвигаем гипоч'езу, что из условия 
/'Я

/2(А)92(А)</А < ОО 
-я • •

следует сходимость в (3).

Автор выражает благодарность профессору И.А.Ибрагимову за полезные 

обсуждения.
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