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Ի'чршцгтрннйп |սնղւո։մ է սրի։ ասձաԱս աոեք գահկանում ևս հողվածներ հրարղարակեյ 
Հաւաստանի գիտուрւուԱսևրի ագգափն ակար|եսիա|ի Տեղեկագիր սևրիս։ • Սաիեսսյտիկա • ամսագ 
пни հաշվի առնէս հևտևւյաւ կանոնների

1. Հողվածների ծսւվայր. ուրո ես կանոն. ՝ւղևտք է գերագանգի մեկ տուագրակամ սամուղ) սււ 
սինէն ո՝ ավեյի էաս տև!ստի 24 մեքենագրված Լչ , իսկ հասաոոտ հար։որոո։մնևրի ծափպղ ո՝ 
ավեյի քամ 5-6 սեւենագրված է.9 11Նկ տրղսւգրական մսւմու|ի գերագւոսօրւղ ծակողով հողվսւծ 
ււերև ինղունվում եօ հրարոարակման ոագառիկ ււևոլքերուո խսիասրական կո|եգիաւի հատուկ 
որոշսամր՛

_ -.րսքվսւծսերի ուևտէ է սերկաւագվեն գրամեէ՚եհագրված. երկու օրինակով Ռուսերեն հափ
րեն սերկաւագված հողվածիս անհրաժեշտ Լ կգև| ասփոփումնևր հաւերեն անգւերես եւ ռուսերեն 
|եգո։հ1ով Օտարերկրւա էւեղինսւկների հորւվտծներղ իրևես գաեկու рриир կուր ույ ևս հրաւղարակ- 
վե| հասսյրղսւտասխան ,եգվոփ

շ Ս՚ծատառ ւատինսւկան տառերի որոմ! միանման ևՍ համանուն փոքրատառ! ՝ ին, ո|ևտ1 է 
ինղգծվեն սև։ մատիտով ևրկո։ <գծևրո*| ներքեւրսմ իսկ փոքրատառերի երկու գծիկով վևրեւուս Հու 
սակաե տսւռերո պե>1 է ри։щՕվևե կարմիր մատիտով |ւՍր|և1 սհևրո շրտոոսսվես սև։ մատիտով, իսկ 
կա..ւիվ <ւսռևր[ւ ги։гщէ*էն ւսվւէսւձեւ ^ծով

4 'I Օասրերո սերկււււսպվաս եէւ առւսճձիմ Լօևւի վրա երկու օրիհակով Ա?ե|ւ։վ Սրաւու հասու- *
Ш *և։ տերօ տևւստուս էօի ձաիյ մասում.

Դրակահաթւուէփ տեոավորվամ է հորւվածի վերևում րհդ որաս գրքերի համար նշվում I հե 
ոիհակո. սրէի ւ<յուն|ւ հրատարակման տեգր հրսւտարակ՝ուբ|ուեր հրատարակման >шгЬр|к||1 հւսւ- 
վածնևրի հաս որ ս?վոււյ ( հերիմակր. հողվածի անունի ամսագիրս հասարի տարևրիվ|։ և։ |Հ»ե- 
րր (.խտագածված **ւուկւսԱո։р|ուհր նշվում I քառակուսի փակագծերում, '֊եւստի հասարոսսաս 
իրան էւոուս

• » Игрищ'ուр։ши ծասանակ հեղինակի կողմիգ կատարված էի.» յ»ե շատ <|գա|ի փոփէւյսոս- 
րուսնմրո ինագրի 1ւամեսատորթէասւ՛ ՝ևն ոոաատրվւսս

^ողվածո վևրասշակսան տաստակով հեղինակին վերաղարձնեւու ղեովուո որւղես հոււվա 
ծի ստասսահ Ժասևետ ոասաւվուս I վևր\>ււաււսսւ ՝ևքս>ի ստագմաս <»րո

-.աւվածի ս1ւրծսաւ։ ղերղքուս հեղինակին վերսսւարձվուս I ձեռագրի մեկ օրինակի և։ 1ս։< 
ршиг ու|>։ուսււ իրավուն! I վերաւււահոսւ ՝գ։լաւ|ւ|1գ սևրժսաս աատսառհևրի ոիււրգար>ասուսով

«սրււվածի ։1ևրՀ«ուս անհրաժեշ՝ է նշե| ա|ն հիսնարկի յրիվ անունի, որտեղ կատարված I տվ 
աո աշիյսասնւի

Ю հեղինակի րղևտ1 ւ ստորագրի հոովաօղ նշի իր իիվ հասգեն. անահի ևւ հայրանունի

/ՆսԸաօրու&ւաւ) ուււսօեն Երեւան. Սարշալ Բաղրամ/անի րղող., 24ո: 
Գիտությունների ացգա/ին ակադեմիայի Տեղեկագիր. 
սերիա «ՍաԹեմատիկա»:



КРУГОВЫЕ ПАРАМЕТРЫ. ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
И ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

Б. Л. Голннскии

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика 
том 28. No. 1. 1993

Пусть Ф.,( ֊1 2 4- ... . многочлены. определяемые по рекуррентной
формуле Фп + 1(г) = гФп(г)-апф;(2), ф0(г) = 1, Ф;(2) - гпФп (1), Где {ап }°° 
удовлетворяют условию |ап| < 1. л — 0. 1.2,.... По известной теореме си
стема {Фп(г)} ортогональна на единичной окружности г = е’*. 0 < 0 < 2т 
относительно некоторого распределения с/<т(6/). причем <т(#> определя
ется по системе к.п. единственным образом, если гт(О — 0) = гт(0). В 
работе рассмотрены определенные структуры убывания модулей к.п.. 
при которых оказывается, что функция распределения <т(Ь) абсолют
но непрерывна и плотность распределения гт'(в) = ^(0) непрерывна или 
удовлетворяет условиям гладкости, выраженным определенным видом 
убывания модуля непрерывности ^(6, тп = 0. 1,....р.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть {аг,}<Т и՛•слсловательное!ь комплексных чисел, удовлетворяющих

условии» 1«г,1 < 1. п — 0.1.2,.... Мы рассмотрим следующие дне системы

мною՝։ленов :

и

Ф.|(2) = I. Фп+|(*) - гФДг) - апф;(г),

Co-'HO-I“*!’)՜'- 

fc=0

rn+i(0)
Ml

л = 0 1.2......

^>1(2) - Ко Ф<1(2),

(Очевидно

1^1 — * 4е (z) — <jPn(0)2n 4՜ ... 4" j — 0, 1,2,...

По теореме Фавара (см. |1). стр. 161 ; [2], етр. 14) первая из них ортогональная 

(ОМ). вторая - ортонормиоонанная (ОНМ) на единичной окружности Г(: я = е:*.
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О < О < 2т) относительно некоторого распределения с1<т(0}. т.е.

1

—- / dff(6 i — ^пт * fl • m ~~ ■ 1 • 2- •••»
’T* / —*'• Jr

Числа {an}^ называют круговыми параметрами (к.п.). функции» а((1} 

функцией ра< пре зеления (Фр) : т.е. эго - неубывающая ограниченная функция 

с ։исчисленным множеством г очгк р»»с г а на интервале [0.2 т]. Множество ПИХ 

i.»чек обозначим Если счи i a i г. гт{0- 0) = <т(0) , н> при условиях кп > (I п - 

= 0. 1,2.... и (2) ф.р определяе тся однозначно по последов» тельное i и к.п. {н„ }։? . 

('no i ношен и я (I i) и (1 ?) на ։ываи • i и реле т пилениями ОМ и Oll М. с...п не гс гневно. 

։1<«Ч1И всю ту (ii.в) сущее i вующую 2тг-перио;гичегк> и • функции» гт'(О) = 

называют пл՛՛ i ч >с i ью распре тсления (п.р.). Если «т(0) а» ’•< < »ли • i н< • непрерывна 

гт|9, t \( \0, 2т)). к» (п.р.) называю! весовой функцией (в.ф.). В э;»»м глучае

OIIM • •»"•»значим {<Л»(Г'*)} К Т ,^fS

Функция (՝ен- 'Р(с) : » ' ' ■. . J3M

Т> 1 i'z) = 7г(/..: с) - ехр !п/ (/')•//
J

■Шределя» ! ( Я I ЛЯ ЛИ'О<.|1 не»» i рипа ТГЛЬВоЙ »|»ункпии суммируемой вмеси՛ Со 

св» ИМ IOI Зрифмом.

I ели / (/) . /(/). то будем писан, 7t(^.z) = Ka(z) Как известно, (см. [1]. 

՛ i р 2») фен к и и я ».,(:) аналитична и •> ■ ли'ша о i нуля в ед ин и ч ном кру» с, (ti .в.) 

в1 сунн г » ну у ri ралиалып.н г раничныс значения

^схр{.'-(лОи.

Hin К - ттДО), п — зс ' 

?(<p;Ö) = arg7rc (e,e) z_- J- / СО1 In ^(t) dt
•iff J ci 2

i ,h BHH ip.j.i понимается в смыле главного значения Коши. Обозначим ло(0) = 

л(<Л,ехр JO] .\ i (ff), где ,\f. (0) харак теристическая <|>>нкг.ия множества £,՝о = 

I



Круговы«. параметры, функция распределения ... 5

— {С [П. 2тг). О *ч. (т (0) < эс) С Ьв. Если дли О G [0,2г1 \ А'о считать 

Ti^-.expl^M -- <\ ГО |я(<р;ехр {i0}| - {^(^)) 5 Для всех О G (0,2т).

Если в (h) {аг}(^ заменить ла {-ar, }^, то получим .многочлен и {Фп}. 

ртсгоиальные на I относительно распределения dr(0), где т(0) аналогична <т(0) 

я г (!) - Основные свойства этих многочленов, называемых Oil М второго 
9 

рода, изложены в [3].

Обозначим через Ьа п наилучшсс приближение функции ~м(0) многочленами 

Цп{') пенсии < п в пространстве Л^(Г) :

1/2

UH: 11/1к<м= ֊
I Z7F

1' и 2՝!)) оо«1зпачае1 наилучшсс приближение компл<жснозначнпй функции д{0) 

ригов՛-мет ричгскими многочленами степени < п в пространстве /,2(0 2 т) и

I . h > ■՛•'•՛ .знача«՝ i наилучшсс приближение непрерывной функции h\0) ipnioii«- 

mci рическими многочленами степени < п в пространстве С?». З.ксь обоз на

пас i пропрял» ■«.. 2л՜ периодических непрерывных функций, определенных на 

ин । ’’риале ( — ос. ос ).

Если и < /п,1 < д(0) < ,\1 п.в. в |0 2л],д(6') 2т периодична и и,-2(<\д) = О(Л°). U <

< о < 1(: (){()} G I.ip(n.2)). где

fir2’
-2(А֊ у) - Slip 11^(0 + Л) ֊ «(У)||2, ||е!*2 “ 1 т՜ / lyU)!4 

l*!|<« I Jo
в

1 будем но записывай, гак ՛ д{0} G £(ш() Л/;о,2). Для Л £ Срг определим

t Л. Л । — max (|Л(0 4֊ г) — ||Л|| - max |Л(У)|. О < 0 < 2.т

Если и;(Л. Л) = 0(6°) , то будем писать /*(0) Е Lipo

1։езуль|дты, п«՛ принадлежащие автору, приведены здесь по следующим

соображениям ; 1) привес ! и их полные доказательства ( Лемма 2.1, [4]) ; Теорема
I

> ֊) привести повое доказательство Теоремы 1.1 из [6]; 3) принести

примеры и дополнения результатов указавших теорем, 
в

И ас । иящая статья примыкает и дополняет работу ангора [3].
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$1 ХАРАКТЕР УБЫВАНИЯ КРУГОВЫХ ПАРАМЕТРОВ И

ГЛАДКОСТЛЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Лемма 1.1. Е A Q0, 2л՜) и U < < ^(6) < М п б. [0.2г], т<в

£п,2(я"о) < ^о,п < з/л7 Еп.2(*о),

Локазито-дьство. Известно (см [I), rip. 26).что

(' другой стороны

г f , II / -\ц 1 .1 / /֊!• •’ X

?( 77, ) - || | 7ГП------------^,։ ) ||2 tic < ------- || I 77(1 - ----- р x/rl|2 - ~ ----- ֊^О.Т, -
* < у/пц, ' к /

Теорема 1.1. Пре Положим что в. ф. ф(0) удоллстлэряст следующим уели- 

ьиям :

чР(ГП/ € А։р(п.2) 0 < то < ^(0) < Л/ п ь я|0,2-].

где/) < о <• i, in целое ; длл rn = U считаем о > I /2. Тогда

Локазат<и։ытво. Известно (см. (7j, сзр. 306). что

Еп.2(/) <
3

пп*

Из (1.2) при f = ip ц условия (11) следует, что

п^՛"

n = i

E'n.jfs?) < ос.

lor. л (см. [7], стр.317) у?(0) совпадает п.в. с функцией <ро(0), имеющей абсолютно 

непрерывную производную <р՝"'՜ н(0) и Е £2(0,2тг).



^Руг^лле иар;1мстрь|. функция распределения ...
аамвм

Мы игноль։\' \| следующий результат Конющкова (см 

7

[8], Теорема 11.1) : из

условия

сю

(I -3)

следуем сходимость ряда

по
Е",|Сп(Л1‘’ < ПО, с„(/) = Ол(/) + ^„(/), 

л = 1

ЫС {сп(/)}™ коэффициенты Фурье функции /(0).

Полагая в (1.3) р = 2 В = 1 и применяя (1.2), получим

ОО
</(?, 1;2) < С, у2п',-(’+т+п>. 

л = |

(1.4)

(1.3-)

1. Пусть т — 1, у = а. Из (1.3) и (1.4) при в = 1 получим

СО
./(», 1;2) < оо, V п°|сп(<р)| < сю. 

л=г -

Следовательно
ОО » • 

/£п = 52= °(г՜՞)- 
к~п

Мы используем следующую теорему Лоренца (см. [9], стр. 209) , утверждающую, 

что ич /|*.п = Г>(п °), следует, что <р(0) Е 1лро, т.е.

о;(6 <р) = 0(6°), р(0)<М. * • (1.5)

'Гак как <р(0) > т(| > 0, то

11п ։/| — 1п уз| < — |з/1 — 1/г| (у\, У2 > то > 0) 
т(

и следовательно

ф(0) = 1п <р(0) е Ыр»: и>(^ Ф) = О (6а). (1.6)
• ж

По теореме Привалова Ф(0) € (лра, т.е.

и(бу) = О(6а). (1.7)
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В силу определения функции Сеге и (1.5), (1.6), имеем

Но

М*) = схр (ч(0) + ։Ф(0)) >, тг)(0) € С2я, |*о(0) < —!
(18)

Поэтому

1*1 - 22| < |1п2! - 1п22| 1г.эх{|21|,|22|}.

ко(0 + ^) - *о(0)| < {'!'(& + Л) - Ф(0)| + |Ф(0 + Л) - ф(0)|} .

Применяя (1.6) и (17), получим

ы(6, я0) = 0(6“). (1.9)

Легко видеть, что

|ДФ'| < т„ 1 |у/{0 + Л) - р'{0)| + гп-’^О)! |(₽(0 4- Л) - р(0)|.

Поэгому

^2(6,Ф') < 4- П1о2||у?/[|2^(А,^).

Так как т = 1, и2(6,<р') ֊ 69(6°), то ||р'||2 < оо.

Применяя (1.5) и (1.10), получим

«2(6,Ф') = О(6“) (||Ф'||2< Л/,).

(1Ю)

По теореме М.Ригса

У2(6, Ф') = 0(6“) (||Ф'||2 < Л/2). (1.12)

Так как

<(е‘^)» = яп(е,в) < ֊- Ф'(б») 4֊ ^^'(0) = 7г(с’е).Л^)։ (113)

то применяя (1.11) и (1.12), получим

1МЬ<^{||*'Ц2 + ||Ф'||г}< ֊—(.V, + Л/2). (1.11)
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По

9

- -|$г. Q) (0 + Л){дф' + >ДФ'} - Дто(0). (1.15)

Объединяя (1.8) (1.15), имеем

си2(6,7г') = ()(6п).

2. Пусть т ֊ 2, 7 = 1 + а. Теперь р'(0) ~ у?'о (0) £ АС(0,2тг), ||^11 < Л/4, 

следовательно (0) € АС(0,2%), си(6, ^(1) = 0(й). Из (1.3’) следует, что 7(1 + 

+а-, 1;2) < оо и 5՛ пл + ‘ |с„(у?)( < оо. Ч ак как ап(у?') - -п/?п(^), 0П(</) = лоф), 

то |сп(<//)| = п |сГ4(<у5)| и V пп |сп(9?')| < оо. Применяя теорему Лоренца, получим

(0) Е Про :

. и;(Л,/) =: О՝(«я), и>(6,^) = 0(6), |/| < Мя. (1.16)

По теореме Привалова и неравенству для логарифмов о/(6, Ф) = 0(6), Ф) = 

= О(61н |). По и ому из (1.16) следует, что

^{6,^) = 0(6°). (1.17)

Следующие неравенства очевидны

ф') < ||ДФ'||2 < ||ДФ'|| < {il/lliA/ll + 11/11 IIAv’IK "»о2 -■

||Ф'||2 < Л/5. (1.18)

По теореме М. Рисса

W։(<+') = (7(«“) (П*1Ь <ЛМ- ՛ (*19)

В силу (1.13)

П’г'11։<֊11’о||{*'11։ + 11*1|}<2^(м‘ + лО-

П силу (1.15), (1.17) -(1.19) имеем

W։(«,/) = O(4e). (1 20)
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11/’!1։~О(1), ii/"!u =<>(1)

Следуя эд им путем, докажем лемму для любого т > 2.

Теорема \.2.Пусть 69>п - 0 < о <. 1, гл > (). Ллл /л - О

предположим а > 1/2. Тогда 

9
■О») € 46(0,2*), ^"*>(0)5 /,.р(о.2).

Доказательство. Известно (см. [I]. стр. 230), что

Полагая — а*, получим Ап - О п-<т+я ^Л. Следовательно, < до и

пч ному (т(0) t г\С(0,2т), 0 < у>(0) G С?, (0 < шг < ^(0) < Л/), %(г) непрерывна

при {г| < 1 и |тг(е։*)| > Л/՜*/2 (см. [2], стр. 167). В силу Леммы 1.1

Гак как (см. |7|, стр. 317) при / (0) С А?(0, 2тг)

го заменяя / на тг и применяя (1 °2), заключаем. чти для < Ь < - 

^?(Л. 7г’"՝) - Г7(6°). По Лемме 1.2 имее... также ы?(Ь, ^(,п)) = 0(Ла), где 

»/(г") =. л՜ ՝(.”՛). Пусть 7’п(<-10 </) тригонометрический многочлен наилуч- 

пк.то приближения функции у и метрике пространства Л2(0,2х). ОСозна ыя 

~ 0?п(е‘<>). получим

А’г„ ;(v') < II? ֊ <Л,. „։ = II Ы2 ֊ |7՝r. I’lla <

■ < llslhllf ֊ /’nil + ЦТ,.||2||у - тп|| = ор;„.ау)}.

1՛ к как A.՝2„+i.2(s'>) < ^гп ?(?). » силу (1-23) и (1.22) имеем j?(,"i((?) 6 Lip(<>,2).

Лемма 1.3. Ifi/<՝inb tin = dtr 4 2гд6(2 — £). '՝de fi > 0, 2 ~ с1'’, £ = е*'. b(z — £) =

• /)). Ofio r.ia tna чере? {у։.,п(к))(Г coorniirmi |п«|)Н>щи>- OHM, амггм

(1.2-1)
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ка,г,(О = ^o,n(X։C)-

В частности, полагая z ~ 0, получим

а • ,п
1 )'г <7,П (С)

+ ''՜ 1 +яЯа,л(С)

Доказательство. Известно (см. [1], стр. 11) , что

( । г?’ I / |
К-^„) = min — / |Р(з)|га<г + р|Р(<;)|2^ , degP = п, Р(г0) = I. (|.26) 

4 7» Jq )

Соответствующим экстремальным многочленом иуде j

п
Р{2,2()) = (iypaл(*) = A\,n(z, -?o)K'n(zo). (1.27)

v=0

В силу (1.26) имеем * J

{n n n n 4
J 1^1 + В v (C) dv<po kyCj), У dvpOtlr(Z(i) ~ 1 ? ,

*=0 t=u p=0 v=0 )
(I -2»)

I до ' • 5
п Ш q

^o,n(2>C) — У2 ^a.c (<» )• 
k=n ■

5 с.чония минимума запишутся следующим образом :

n
dt- + У d^o Д() - Х^а t(z,i) = 0, к = (J, I,..., л. (1.29)

^=о

S множим обе части (1.29) на dt и суммируя их, Получим

А=К.-.Лго). (1.30)

В силу (I 27), (1.29) и (1.30) и месм 

в
АЛ'(гп)?Л(^-р^.к(С)/<..„К,2п)А -,1(г11). . (1.31)

Умножля ог։с части (1.31) па и гуммируя их, получим

■■= А-..,։(;,֊Р),4՛_ дК,,п(.’,с)к;'(г„)к,,п((;,го). (1.32)
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Пол ж а я г(, = 0 и учи ։ ывая, что (см. [1], стр. И)

^<лп(г,0) ֊ ^.«^„(г), А\,п(2.0) Т-. к»,,,(*).

получим из равенства (1.32)

■ (1.зз)'Ч.П

Полагая г — ( в (1.33), найдем п(<). подставляя которое в (1.33), подучим

(121) . Положим теперь г = 0 в (1.2-1). Тогда

(медова ।<Mi.no

I + А\п(С)
I 4 ^п֊|(() (1.35)

Применяя гоп ж ՝ подход к мерс

получим следующую версию (1-24)

Л- (СО 
1 +1‘ к„.п (<*)

(1.21-)

Полагая г — О. получим

л ,п
2 (1.34")2

Докажем теперь (1.25). В силу (!.21) имеем

^(С) =

о ,л
<х0

— ^гт.п ^<г,п (С) •

у;.„(0
'■ /< ^чг,п(С)



Б. Л. Голин» к ни

И*՝ ” 4« я него соотношения следует (1.25). Формула, аналогичная (1.24) только 

для мн«’« <лена была впервые получена Я. Л. Геронимусом .\p.vj им

ме т-эдом « см 101). ,։ «а *ЯЙ* Я

Сл» дствио 1.1. Если адп —* 0(п —> ось то

a) utf>n — о։.п| —» 0 (л —» ос).

Доказательство. Известно (см. [11]), что

1 ак как лп ,։ — ՛1 *՛)* — Ф*.п+’(0) и К9։п (С, (fo) — тсО1П *<Ра,п (Си)» в силу 

(1.37), получим
^*.n(G։) ^.п41 (&)

а

Далее, имеем (см. [11], стр. 56)

«)1<(1 + 1С1)'Д.„(С)| (KI < о.

С.и юватс.и՝но. леп — а1>п| —*0(77 —« эо). Второе утверждение Следствия 1.1

лелуез из ссчп ношения (1.31). Заметим, что мы имеем тот л<е результат в

случае, к*»։ ia

т

<<‘։ = ։йг + 22/'*ф-С*), <* = *"*, с = ei(.
k=\

Cl Для z e i \ {<1,G,...,<TO} имеем lim^oo -*'*■?! = 1, Ы = 1.

Пример 1. Uyc j i, J.t = dO. ds = da + 2n6(z - <0), <„ = 1 (t0 - (J). p - j ։ d - 2ir. 

Тогда

Круювыми параметрами c>v. vr

,1։П Л.„(г) = »,(») - 1.
чг«Гг,(1)* и-ви 1H<«. <r«n(l) — 0, т.е. равномерное a< импточ ичегкое

пр. дс: аглгние bin 
fl ֊ « -К л,(('<') на Г нс выиолняеггя. Отметим, что

уел» «вис Сс гг < 'х имеет М*'С i G.
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•• - «» *» *^» * • * о » ■֊֊^^^!_^»м__м֊__- -_ - - - — - _

Определи* гпответгтвующую плотность распределения МО) для ОНМ второго 

рода {^т nt֊/}? , т> (0) = Ф (0). Круговыми параметрами будут ат п =г-------— и
• ' п 4- 2

п.в имеем (см. [3])

С(, = 2. ^) = 1, £,(0) = -соЦ, Ф(9) = ^_f^_ = |e«_i|2.

Пример 2. Пусть тп = 2, =. —(2 = 1, dcr = d9t pj = >2 = 1. 6 этом случае

*<7,П — I И 

если п четное

О,-если п нечетное

если п четное

если «нечетное.

Для плотности распределения имеем

со = 3,
9 \0) = 1, р, (0) = - cot ֊ 4 tan |։ 

А А

Ф (0) - с2д W) sin2 9
4 — 3sin2 О

Замшим, что р [)2] для в.ф. р(0) = (sir. |)4 1 (cos |) 71,72 >

получены следующие значения для к.п.

71 +(~iyi + 1T2 
! 11’71 + 72 + ^ + 1

п - 0,1,2....

При 7j — ;1,72 = Q эти значений совпадают с найденными в примере 1.

'Теорема 13. 1) Если

(1..Э6)

то

о) п в. на [0,2г1 имеет место поточе^кая ограниченность ОНМ первого и

второго рода : |с?п1П(с‘^)|. |Ф<г,п(с։в)| < Со = Со(^),

Ь) утверждение ‘гиб.” нель.п заменить на “всюду".
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2) Если 6С ., = О (п"Н+,>) , > £ > 0. тпо <г(О) £ ЛСТ0,2?г), л.р.

м-прЧ»Ыбно и строго положительна, а-^(6,уо) = О(6։).

Локалагелытво. Докажем сначала утверждение а). Известно следующее ։•

вепс(во :

(1.37)

Оно является усилением соответствующего неравенства Я.Л.Геронимуса (см.

Т. с гр. 81) и может быть найдено в [13] или [14]. Мы приведем здесь новое

л качыельезво неравенства (1.37). Мы используем неравенство (см. [1],стр. 81)

(1.38)

1акже как и

|Рп(гге“)| < |Рп(пе'в)| , 0 < Г] < г2 < 1, п > 2. (1.39)

|пказанн<1с I.. А. Рахмановым в [15], гдсРп(х) - произвольный млогочлгн степени 

»/. нули которою {Ст}? лежат в области |С| > 1.

||ма։.’.я г2г'6 _ г, _ рп - 1 - 1 ։ г2 = 1 в (1.39), получим 
■ ? |

1Л.(г)| < |Р(/>„г)| ) < ч/2?|Рп(р„г)|. (1.39')
\ п — 1 / '

''' «՝"">'՝' (1.39) к г--„ п(г). Положим г?» = р,,:, г - \рп2\ < Рп. В силу

• >4} и (1.39'). получим

(1.40)

Из }г.ювия (1.36) следует, что 1пгт'(0) £ Ь(0,2тг), поэтому во всех точках, где

ав.1я- |ся производной своего неопределенного интеграла, имеем

Шп |5гД/,„с"։)| = |^(е'«)| =

։<|<> и |оказывас| утверждение а

Гм локачательс гва Ь՝! рассмотрим следующий
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Пример 3. Пусть

а.л(е) = — {1п(*- + 2)} , 0<е< 1, <• = 0.1.2......

и соответствующее ОН М Им֊ ֊к {ао<1(«•));*' Е I2 Действительно

к=п-2
п п пп

Обозначим
О

НмЮГ
И меём

1 — 9

Ь=0

для соответствующих ОНМ имеем ( см. [2], стр.

165 - 166)

ОО

Таким образом, утверждение “л.в.՛՝ существенно.

Утверждение а) Теоремы 1.3 можно доказать проще, если воспользоваться еле- 

дующей теоремой Радемахера и Меньшова.

Теорема (см. [16], стр. 190; [17], стр. 87)./7уггнь {^п(х)},7. нал орто-

нормированная система функций Если V с[’ 1п2 к < ос, то ортогональный ряд 

2_с^^к(^) сходится почти всюду. 
R 1

В [17] и [18] указанная теорема доказана для вещественнозначных ортонорм иро- 

ванных систем. Ес доказательство весьма сложцо, чего нельзя сказать о нора- 

венстве (1.37).

Наши рассуждения в случае а) не выходят за рамки обшей теории ор гогональных

многочленов на единичной окружности.

Выведем теперь утверждение а) из теоремы Радемахера - Меньшова. При- 

меним преобразование ,\беля (см. [17], стр. 78)



где {ui} {ut} - действительные числа и 7 v, < 00. Положим и*, =• |^*(0)|2» m —

= O.u> - In5.* (* = 1,2,...). В силу условия £t,=n (<р«(0)| = О(1/п), последнее

слагаемое, в (*) стремится к нулю, предпоследнее слагаемое равно нулю при всех

л. Так как ик - ia-i = (Infc - 1п(* - i)) (in к + Jn(fr - 1)) = O(lnc/fc), то

ОО
J^|^(0)|2ln2A- < ос.. 
к=1

Полагая сп = у?п(0), где {у?п(2))о° “ OHM на Г и применяя теорему Радемахера

-Меньшова, получим, что ряд сходится п.в. на Г. Так как

п
/^’(е1*) = y?^*(0)^*(eW), *0 < «« < К,

* = 0 «.՝•. . • гt
* • * • •

то п.в. на Г имеем поточечную ограниченность ОНМ.

Докажем теперь утверждение 2). Известно (см. [1], стр. 169), что

Следовательно, <г(0) Е АС(0.2т), 0 < а'(0) = (9) $ C(0,2ir) и система ОНМ 

равномерно ограничена (см. [I], р. 167). Применяя неравенство (см. [3]

, 1 с,6 А л С|»Д ։ „ ,
"(-•*) $ ~ Д,Л<М-/4) —X" < С1»,։ >

»=0

получим ^(S,<fi) = 0(f), -L < 6 < 1. Теорема 1.3 доказана. 
• •

/ ’ *' * . * • '* ♦ • 1 -1*1 | ‘ • \ V *

Прямер 4. Согласно условию (1.36), п.р. может иметь нули.

Рассмотрим в.ф. ф(в) = _ Ip, ds = d0 Имеем _ ± 6
. ' • > 1 О • -г*п *+* J

О(п՜4/2). ’ ՛՛ . <-jj

■

При тер о. Согласно условию (1.36) ф.р. может иметь точки разрыва.

Рассмотрим функцию распределения ds, = ds + 2тг/>(z - <0), = с։‘°
« • , ՛ • .*■** • а kF • * л« » « • • ՛ • • • *

^<0i4"C<io<#2—£< 2тг. Имеем
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Известно (см. [1], стр. 54, 56), что если а(0') - <г(0") > тп^О1 - 0"), а < 0' < ” 
—• • • *

< 9" л '"о > 0 , то Ко,п (0) < С|э(п + I), 0 Е £г(а,11) = а + е,в — е]. Ьсли 

<т(0) Е АС(0,2։г) и ^>(0) < М, то К„.„(9) > С20(п + 1), 0 Е 5,(о։/3). в нашем 

случае [о,3] = [0|,<У и К. „(«) ~ л, I С £Д0,.02). Гак как <й՜ = V (0) М и 

<■'{0) е цо,,ог). тоУ(а,¥>) = 0(6) и ՛■_’-՛

Нт Нт |Ф,.п(с‘в)|5 = ф՜1 (0),
П —ОО ’ И—.ОО ՝ '

равномерно для 0 Е ^(^1,^2) (см. [16]). Слсдоваic.ii.ho, Ф,.п(е'*)| = 0(1). 0 6 

^е(^Ь^)- ПОЭТОМУ

I 1^1 ||^2։ А к ։ ^'22 Г’
1/1л,п| “Г , л։։,п 3 п + 7= '■-2Л“7=-в у/п у/п

Таким образом, ф.р. #| (0) имеет точку разрыва яри 0 = !0 и обращается в нуль
при 0 = 0 и Л41 п = О ( —/=]■

\ V / е

Пример б. Нус г’.

,п

а'(1) = ^(1) = К(1) П 1«''։ ֊ е։'։֊|27“ = Л(։)7(<), (1.11)
|/=1

। и՛ 7(0՛ обобщенный якобиев вес и /»(/.) Е 1.(п1(),7\/; 2). Тогда

Лля случая 7] = ... = 7„, = 0 это неравенство было доказано Я. Л. 1'сронимусом 

(см. [I], счр. 48). Докажем (1.12) в общем случае. Имеем

Г I Г2’ 4- ’ 1«г(з; р) = схр < ֊—- / 1 1п (/*(07(0) с//> = тг(г,Л) л-(г,7). (113)
I 4л՜ ,/0 е։(Г — 2 )



П.в в ;’1.2тг| -меем к(е,в,А)| < 7Г(֊;Л) € Н2. Следовательно

т(з; Л) < С25, |г| < 1. (1-16)

Оценка (1.12) теперь следует из (1.37), (1.41) - (М5) и из того, что при (1.41) 

им. < V „ =: () (п“!/2). Последнее утверждение было доказано в [19) (Теорема 4)

при условии, „ > 0 при всех р = 1,2,..., гп. Здесь мы докажем

эю утверждение в случае, когда некоторые из {7р}™ отрицательные числа

Предположим, ч го % < 0, и — 1,2 тп > к. Положим

А(0) = 1(0) П к” 
= I

е^|2,

где
ГП 

7(0) = П 
р = 1

|2зI (1.47)

Очевидно, все показатели функции А (9) будут положи тельными. Имеем

■ в

р=1 V- 1 I/ %

<)чсвидно

л .
7г(?; г) = 7г(А; г) £|(1 - ге՜'**).

</=1
(1 -481

М?) < Пк(7;е'*) - ^„(е'в))\/7(0)!|2. (1 ■19)

И.՛ 1 ь _ д. (А; г) многочлен степени < п — гп, для которого

ЛП_,(А) = ИМА;С’9) - £п_к(А;е։*)]х/А70)||?.

Подггавляя 
к

(2„(г)= П (1 (?п_*(А;г)
«/=1

В (1.19) и применяя (1.50), получим

к
«п(7) < II П (е” - С՛’֊) НА; г) - ^„_։(А; ;)) Л||2 < 

1/=1
< 2*П ИА; г) - г)] ^||2 < 2*б„_։(А).

и
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В силу Леммы 4 из [19] следует, что М?) = О (л՜1''2

Теорема 1.4. Пусть к п. удовлетворяет одному из двух условии
Q 1

1) W < > а, П = 0, 1,...

при о = 1: <т(4֊0) - <т(—0) = 2тг/в а1 (9) =

2) {։1Г1)7° естественные иап> —, п 
2п

Гогда в случае 1) имеем (г (9) Е ГД0,2т) и я 

~(9^ 0) (см [10])

случае 2) <т (9) имеет точку разрыва

при 9 = 0.

Доказательство. 1) По известному неравенству (см. [1], стр. 167)

1к,л(4 + 1)...(л + п֊1)=а^,следовательно

W«)l’ >
1 Г(0 - о -4- п) Г(/3 + о) 

у/(\} Г(/3 + а + п) Г(Х? 4֊ о) ՛
(1.50)

Известно (см. [20 .л р.62), что

Полагая а а, b = в 4- а. г = п в (1.51) и учитывая (1.50), для

получим

(1.51)

[0,2ir],

К„ (9) = lim Коп (9) = > п —»ос '

□о
= ОО.

Так как (см. [10]) сг(О 4- 0) — <т(9 - 0) = 1 (9), то (т (9) Е С(0, 2т).

Доказательство 2). Имеем

jj I 1 - akz 
t=o ՝

1 • •• I

п

Поэ I ому

п

п —

k=0

। - |g*l 
। + |g*l

da (0).
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À=U

силу (1.5'1) имеем

а к как

À=()

Ո — I

и

։ - l"*l

1 т խ*| > 2խ*| ('<Կ I < , Ä’ = II, I,

1 ք՜-Hi {»/,.(:))?
• է ՚ Ц

СИСЧ՛՛ ,;i ()||\1 ! lopof.i puj;i (лЛЯ ЭЧ ИХ МПО|г)ЧЛС1)ОВ Кру I О1Ч1ИМИ

парам»՛ i рами • <y;iv ч 1ч И(’Х< > 1 -А И 5 г- 1ЖЛГГ I вл (ем. [ 1 ]. Г I р. I б)

л'(-) + ։.'п(г)

и IU 1141 'Г I Вешки- I И к.Г!., имеем

en

применяя (I.5G) и (1.57), получим

В силу вчаимнос i и Oli \! И { Լ ։О.»« (*)}<?, получим
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для (tb.n > W- Поэтому

ь*, «-1 = 0.

Для определения сходимости ряда У" и* применим признак РааЗе. Обозначим 

!{п = n[un /un+i - 1], имеем ип/un+i = exp [2(лп - sn_!)] = ехр(2ап) и Rn -

_ п[ехр(2ап) - I]. Если R.n > 1,то ряд сходится. Так как

схр(2ап) — 1 = 2ап + > 2dn,

io 7^ > 2an > I, и Кп (1) < ос, поэтому 0 = 0- точка разрыва непрерывности 

а(0), гак как сг(0 + 0) — «т(0 - 0) = 2ттЛ'<7Д (0).

$2. ХАРАКТЕР УБЫВАНИЯ КРУГОВЫХ ПАРАМЕТРОВ

И АБСОЛЮТНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Теорема 2.1. Пусть числовая последовательность удовлетворяет еле

дующим условиям :

и

(2.1)

Тогда ф.р. сг (0) £ .461(0, 2л՜).

Доказательство. Известно (см. [1], стр. 165), чзч>

п — 1

Поскольку In (1 — !«*!) >

п (*_ i°*d • 
4=0

0 < о < 2тг. (2.2)!Ф„(е։<)| > мп
1

ы
1 - а

(2.3)
t—О

Выберем т так, чтобы
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О1 ласно (2 3) имеем

(2.4)

Но

Применяя (2.4), получим

где т<< нс зависит от п и 0.

Известно (см. [1], стр. 33). что

,2ж 30 '՜* уКЙЯ
/ ;ф„(е'’)|3г/а, (0) >С„У 1-ъ!2, (2.6)

■>° *=՛■ ■՛ ՝ т

где т1 (0) сумма функции скачков и сингулярной комиинен । ы фр. ^(0). При

меняя (2.5) и (2.6), получим

3 ак как

то

читывал (2.1), получим ^о-։ (0) = о и, слсл«»вачт;н.н<>, гг (0) е АС(0,2л՜).
г՝
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Частные случаи.

1. Пусть Л4 = ։, * = о, 1,.... тогда Л» = А, = < + 1, £*=и д-1 ֊

и

’)п»т случай »первые был рассмотрен в [21] и затем лруг им методом в [3].

2. Пусть Л* = -—-, горда при k > > 1 имеем
1п к

1п{*(^)*}

lnHn(Àr - I)՜

Поэтому

Xt > —[lntln(t — 1)Г*. 
I — а

II..

2 in՜ п

и чвачи ।

(Л

1 ՝.՛!< ь о»а п льни \ • л< »ние (2.1) выполняется.

Заметим, что Теорема 2 1 и частный случай 2 изложены в [5]. Гэм доказа-

■|с;|ьс г во Теоремы 2.1 основано на первом метоле из [3]. .3 [1], стр. 167 доказано» 

•по если £ |яп| < сю, то (т(0) € ЛС(0, 2т), Ла ֊ ^>(0) ЛО и вес ^(0) стрпю по

ложи гелен и непрерывен на [О,2тг;. Это условие отлич ится от нашего условия 

— П!®п|2 < оо- Действительно, полагая
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ПОЛ V чи м

= СЮ,

Наоборот, полагая

если n — m2v, ^ > 1, m = 1,2,... 

если n / m2v

пол; ним £2 ап < оо, в то время как 52 па[ — оо.

Рассмотрим теперь пример, иллюстрирующий частный случай 2 Теоремы 2.1.

Пусть

= [(п + 2)(1п(п + 2))е] ' ,

тогда 52Г=! пап = оо, 52 ап = сю, и

ОО °° г ï< 2 |(п + 2) [1п(п + 2)]'+/J < оо,
п=2

<т(0) е лс(о,27т).

В заключение автор хотел бы выразить свою ô.naj од арность рецензенту за сю 

замечания.

ABSTRACT. Lot 4>n(z) — zn 4֊ ... be the system of polynomials, satisfying 
the recurrence formula 4>n+1 (z) — z4»ri(z) - 4>’(z), ^(z) — 1, 4>’(z) = (7)1
where the reflection coefficients (an)JJ° satisfy the condition |an| < 1. n = 
0, 1,2,.... As is well known, the system {<l>n(z)) is orthogonal on the unit 
circle with respect to some finite positive Borel measure a(0 — 0) — 
— <r(0), which is uniquely determined up to a positive constant factor. It 
turns out. that under some decreasing conditions on measure fr{0) is abso
lu* --’v continuous and the weight function (ï'(O') = <p(0) is continuous and 

s some smoothness conditions. These conditions can be expressed 
in terms of moduli of continuity u»(6, rn — 0, l,...,p.
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О ПРИБЛИЖЕНИИ СЛУЧАЙ;: IX ИНТЕГРАЛЬНЫХ СГЕЛИ1' 
И1П1.ГРИРУЕМЫХ Ф> НКЦИЙ ИКТЕГРАЛЬНЬ>Ш1; СРЕДНИМ
ЧлС I 1>ых СУММ ИХ РЯДОВ ФУРЬЕ

H. А. Тала.'< ян

•’ 1՛ стчя Национальной 
гом 28, No. 1, 1993

Академии Наук Армении. Математика.

В статье доказаны теоремы 
периодическими функциями

о приближении интегральных сое 
нескольких переменных интегралы1 * *

1 '' х 6 ^. 'т ~ {0,2ir)x...(m раз)х[0,2;г]. Пусть /(*), г g U<՞' периодически

по каждой перемет!..й функция, с периодом 2тг, когорая нрипимае 1՛ д< йсIниiMl!

ныс значения и Hinei рирусма но Лебегу на 7„։, Тогда

средними частных сумм их рядов Фурье. Интегральные средние б 
рутсм по ячейкам случайного разбиения пространства.

$1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ

ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Обозначим через 11<г‘ - т-мерное вещественное евклидово пространство. Д.1

z.j/6 ÎR"\ х = (zb...,IrT։) и у = (yi,...,y^) но;юж им

(н।чгп) оби пыч՛/,м век тор с целочисленнымиЧерез 7! координата’.!!!

1-м рассматривать/л кратную i ригонпме'гричсскую систему

ряд Фурье функции /(z). Здесь



() приближ« нии_ Я11тегргигъных срэдних

Через Ьлг(/, г) обозначим кубические частные ряда Фурье функции /(' - г 

где г С /;<։ а I С Тп рассматривается как параметр. Через мхнн* и 

кубические частные ряда Фурье функции /(х). Тогда

ЗДССЬ И а ДаЛЬПСИЩСМ зап- ел, |П.| <.Л՜ означает |п^| < /V, ] < < щ. гаьеч՜՝ • : а

(5) верны, гак как

Дия натурального числа к и вектора и — (и\, ...,ит\ где । < </, <’.к - 

натуральные числа, 1 < ]< тп, обозначим через Д^ лг-мерный итервал

Через Д£(0 оГ’Ззначим интервал полученнь՛ ”1 из интервала Д£ г.зви» .< г՛

г.-кюру / -(/;, ...Дт) ;

мера Лебега множества Е С П< ‘.рез //(/'/) обозначается пг-мерная

ии1Хрналов и Д£(0 имеем

(9)

Рассмотрим две функции, которые постоянны на ив.тервэлах Д£. (-нч ■ ՝:•! • лс 1 <
I

к»гея как значения соответствующих ирпегральпых средних :

•Ь’/У (* 4՜ V5) (И)

Мы собираемся изучить величины

так |Фк(£, *) — *
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|фк(/,г) - Ф/V(4. r)i! (13)

при значениях Л', зависящих от к. Рассмотрим параметр сдви։ а I как случайную 

величину, имеющую однородное распределение на Гт,и нашей целью будет 

получение <oipe;i<лепных вероятностных оценок для (12) и (13). Обозна ։им через

11. . , , , гс I вуюшс< магматическое ожидание. ..с. интеграл по нормированной

мерс Лебега

P(dl) = dl

на /;..

Обозначим

f Д' — тах
1 <j <т

тах |с, I 
|n,|>N

= тах ( тах

В случае Л = к2т и /V = к ՝т мы докажем следующие две теоремы.

Теорема 1. При к >7

Теорема 2.

гл

(16)

И։ 1 сории рядов Фурье извсспю, что стремится к нулю при Л оо.

.1 ним) из । горем । и 2 следует, что величины (13) и (14) стремятся к нулю по

вероятности относительно параметра /, при к —♦ оо.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть Н С (1.2, ...,п|). Н / 0. Если В - {л ,;2,1 < я < । < }. < Ь <
/Л

<՝ Л - гп » го через обозначим множество векторов п, удов створяющих 

условию

( = 0 при} /?.
1 п) # о при j с В. V 1 • /
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11 *сд ь
ПЛ

где |Н| = 7 число элсмснюв множества /?.

Тогда име< м

х) <1х — со

гп-|£?1 (19)|в| 
с„ап(л)(ДПе‘՞' П(«Ч,)՜’

р = 1пГ^(Д),|п|<А-

(20)

где со - значении коэффициента сп, когда п - нулевой вект«*»р. 3 гь внешняя 

сумма распространяется на непустые множества В С (1,2,..., тп)

Лемма 2.1. //уст». /(х) = /(тхт) - интегрируемая на /)п и 2~-периодичес- 

кая по каждой п сменной функция. Тог^а для каждого интерна.и: А։ . онр» де

ленного равенством (7), имеем

= Нт —тт—- [ Зн(1,х)<1х= Нт . ■
д(Д?) /д; 1

I /(^ + т.)(1т= I /(х)дх— 1։т / 5р/(1,х)дх= Нт / 5дг(х)</г, (22)
/д у-«»Ул(с)

где

А(/) — [ а । -|՜ 11 , Ь\ X ••• X [Дт 4՜ Т ^п]| 1 ։ ■ •» т )• ( )

^.метим, что если интегрируемая на Тт функция $р(т) имеет вид

,ХП1) = 1 (х । )<рз ( Т2 ) • • -^(Тт),

Доказательство. Достаточно показать, что для любого т-мерного интервала 

= [«1,6|] X [ц2, 62] х • • х [от, 6,л], Д с Тт имеет место следующее равенство * 

^(т) =? ^(Г;,Г2։
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где каждая функция <р։֊ интегрируема на [0, 2тг] и имеет период 2тг, то кубическая

сумма ее ряда Фурье имеет вид

т
х) = Х11 •••» хгп) = П ^Л'(^м х»)> 

»=1
(24)

где 5л'(<р», г.) - частная сумма ряда Фурье функции ^»(х։).

Положим

Тогда

X Е [П| । 6» ] >
х е [0, 2 тг) \ [о», 6։].

(25)

(26)

Известно, что если [а,/?] С (0,2тг) и х(и) - характеристическая функция интер

вала [о,/?], то частные суммы ее ряда Фурье 5/у(х, и) удовлетворяют условиям

Нт 5л'(х, и) = 21
О,

и € (о, /?), 
и — а или и = /3, 

и Е [0, 2тг) \ [а,/?];

У^Е [0,2тг),

(27)

(28)1^(х,и)|< л/,

где Л/ - абсолютная постоянная.
4

Поэтому согласно (24) ֊ (26) при любом фиксированном I и для почти всех х Е Тт

Нт /(Ш)5л^, г) =/(! 4-ф(4
Л —*оо

|/(< + ։:)5\(Лх)|<Л/"'|/((+^)|.

(29)

(30)

I ак как для фиксированного ( функция |/((4-я)| интегрируема, то согласно (29)

и (30) можно перейти к пределу под знаком интеграла. Получим

/ /(* + х)«$/у(р,ж)</ж = / /(1 + х)<р(х)(1х = / /(£ 4- я) (Зх. (31)

Пусть

п- = 77֊ [ ¥>(г)е'П1 -1г. Ьп = -Д- ( Ш + ։)«֊'” <1г, (32)
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тогда

(33)

Аналогично
У 5дг(/(1 4- т),ж)(/?(г)€/г = (2т)гп У" а_я6п. (34)

т" ы<*
*

Гак как правые части равенств (33) и (34) действительные числа и ап,а_п;

6л,6_п комплексно сопряжены, то получаем

(35)

Из (33) - (35) следует, что

(36)

С другой стороны, согласно (31)

/V —«ос
(37)

Гак как 5>’(<,т) = 5дг(/ 4- я),то из (37) следуют равенства (22). Лемма 2.1

доказана.

Для натуральных чисел /V, к и вектора р =

Ялг(А*.0 = (38)

Заметим, что согласно Лемме 2.1 и (20) имеем

л՛

Для всех I е Тт.

-1*1 1*1

(39)

Нам понадобится также следующая

Н п€<?(в).|п|<Л/
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Лемма 2.2 Др« фиксированных V и к, к > 7 и для любого интервала Д£,

р = (1/։. ...,Р ). 1 < ✓. < к имеет место следующее неравенство : 
\

[ |^(дг,0|։л<|п.(։б/։гг*։'՞^.
/-р • » г-* |

(40)

Доказательство. Для В ~ 1 < Л < * ’ ’ < Л — т> 9 — 1^1 через

(}н(В) обозначим

С)н(В) = {п = (П! ..., Пт) е ()(В) : хотя бы

для одного р, I < р < 7, |пЛ| > ЛГ).

Из (39)следует, что в метрике £2(ТГП) верно равенство

_ /27г\‘|В|
Ядг( Д*, 4) = со + \՜^՜/

|Я| 
спап(£/)(ДГ)е։п,П(^)“1 

р=1п£(^В)

(41)

’ огда согласно (20), (38), (39), (41) и ограниченности |оп( /?)(А [ )| < 2'/?1, имеем

г /9г\”2|й| |Я|. |Лл,(дг,012л = £(у) (2я)-" £ |Сп|2к(/))(д^|гр[п-2<
Гт в к ' пб9~(Я; ₽=։

Очеви ■՛ ■ что

(-13)

1 де

при п} (44)п

Из (43), (44) и (14) следует

|Я|

п€<?л.(В) Р=1 |п։| = 1 |п | п | _, I = 1 1—1

< 2 ■4|0|-,|В|^-. 
А

(45)
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• АВ ““

/2я\“-2|Я| - /2ir\“2n‘ L х. т
Гак как I ) < \ к՜) НРИ к - * и количество множеств подмножества

/? С ис превосходит 2т, то из (42), (45) получим

!.'G(AJ,()|2dZ< (46)

Tciicpt формула (10) следует из (46) и Лемма 2.2 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Доказательство Теоремы 1. Пусть C’(m) = l/2m( 16/7г)т. Согласно Лемме
*

2.2 и формулам (10), (И), (38) имеем

dt =

dt =|К„(Др)|2</1

C(m)k
тп

N

Здесь использован тот факт, что количество вендоров = (vj,... ^m), 1 < < 

< к равно кт и что Ттп - объединение попарно неперссекающихся т-мерных

сегментов _ХУ при фиксированном к. Положим N = к2”\ тогда

dl < (2?r)mC(m)^2m (48)

или в терминах вероятности /’ на Tm, dp = dl имеем

1Е |Ф|.(С ^) - Фн-(^-с)!2^ ) < C(rn)elim. (49)

1 сорсма 1 доказана.

Доказательгтвопо Теоремы 2. Заметим, что согласно (38), (10) и (II)

I

Ф*(Г,т) -Ф/у(М)= /t/v(Aj,i), (50)

Полагая в равенстве (50) А = кл,'\ получим

|$*(t,z) - z)l2 = 1#*эт(Д£>0I2» х (51)
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Согласно Лемме 2.2, для /V = А՝3”' имеем

I |/1’։>..р;.0|2Л<С(т) ‘̂-. (52)

•' I гл

Обозначим Н

/>Т = (IСГт : |/г4з”>(Д1.')12 >«Чз՞֊}. • (53)

Из (52) ДЛЯ всех I/ - (Р| , .... 1'т)

№к) < С(т)֊-^-, (54)
Л

И ПО Н ОМУ

.1 т . к55)

Если I Е Тгп и

(56)

ТО X С- Л? для некоторого г/ и т ак как / то имеем

|Ф>(։,х) — Ф1з.»(4,ж)| < ^£*3™.

Из (55) и (57) следует , что

/Ф € 7’ш : гпах |Ф*(£,ж) - Фкзт(£.х)| < > (2тг)т -֊ С(т)ек^

и с. «елпнатгльно ,д

И* С Тгп : тах|Ф(ь(£,г) - Фкз™(А, _е)1 < >
-

> 1 “ (2я?"С^т^‘։" > 1 “ |т(8/9)’П£Н”.

(58)

(59)

1сирсма 2 доказана.

Замеч лиг 1 Для конкретных значений т постоянную (7(т) = 1/2т(16/г)”‘ в 

1сорс.мах 1 и 2 можно сделать меньше. Например, если тп — 1 , то эту пос тоянную 

можно заменит ь числом 2.

Замом.шио 2. Согласно Лемме 2.2, при подходящем выборе последовательности 

1-^*}, средние Фдгк(<, х) сходятся в ЛР1 р > 1-метрикс к функции /(< 4- х) Д-,|>* 

почти всех I.
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т, перь возможно также оцепить скорость приближения. Верна следующая

Теорема 3. Пусть Дг) 6 £»(7'm), 1 < р < 2. 2я. псри111)„чн<, пп кам.рой

р. и rJt 1 < j < ,п, тогда для почти aceri е Тт существ уст 

натуральной число k(t) таксе, .что при к > k(L)

(60)

где с - постоянная, зависящая от р и т

՝Р *2т t s (Z, х) ‘S£2т42 4֊ ц) du, (61)

a последовательность кубических частных сумм ряда Фурье функции

Доказательство. Из равенства (50) следует, что

p(A£)|/?.v(Ap)lF dt = (62)

Применяя н< равенство I с. п-лера для сопряженных чисел p' — 2/р, q' = 2/(2 — р), 

и» неравенства (40) получим

Г / i v/2 1֊_£
[ \^֊(X,i^dL< i |/tN(3?,oM ((2w)m) ’ <cvnp֊^ (63) 

”• N«* I n> '

где постоянная с зависит о г р и т.

Легка видеть , что неравенство (63) верно также при р = 1. Из (62) и (63)

следует, ч го при N = k2rni\ к = 7,8,...

ктпктр
kPkmp

(64)
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Обозначим через /։Д множество всех rex / G Гт, для которых

Тогда col ласно (61)

Пусть

|Ф*(М)֊ Ф*2т+2(/., г) |р dr. >

Иь՛*) <

ОО ОО

* = A U А‘-
/=7*=/

(65)

(66)

(67)

Гак как р > 1, то ։ силу (66), имеем

д(4?) = 0. (68)

Если t е. Т,п \ К, го t £ Kk, k > I = ։(t) и

(69)

Следовательно

(70)

I сорсма 3 доказана.

Рассматривая определенные на 7’т(() = [(,, t, + 2„) х • ■ • х Z,„ + 2гг) функции 

и заметив, что

Фкгт+3(£, X) _ Ч'к,т+1(1 4- я), Ф*(£, х) = Ф^(£ 4-х), X е Д*. (73)

из (70) получаем, что для почти всех I Е Тт выполняется неравенство с

/ г \ ’/р / ч ։/р
I ]... ~ ^*3т+’(и)17 (^и I < с//.е^ат+2 4- ( I |Ф^(п) — /(и)|р дм I

(74)
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при всех к нс превосходящих некоторого к(1).

Второе ела» асмое правой част и неравенства (74) стреми гея к пул», при 

к —* ос. I а». । ак —* 0, то при V —♦ оо получаем

(,„՛!<՝ н 1 вис !. Пусть /(х) 6 £р(7т), ! < р <, 2. Тогда начти для всех I £

и для к > л.(£) выполняется неравенство (7^).

Пусть р — 1 и Ь* — ([^2+е] 4- 1)&2"‘> где б > 0 и [•] обозначает целую часть 

числа. Тогда из неравенства (63) следует, что

/ с^б([,,+г)+1)А2т(([^^+ 1)^-)֊1/2 <

(76)
— с£((47+е]+։)ьат•

Повторяя вышеприведенные рассуждения и применяя неравенство (76) получаем

Следствие 2. Пусти /(я) (г - функция 2я-периодическая ио каждой

,п с реме и но а и б > 0. Тогда для почти всех I е Тт 

/(и) - ^([42+«]+1))Р".(и) ди = 0

1>олсе того, неравенство

՛ '^((4.а+։)+1)Д:а»»(м)
Г

(1и < <*([*’ + <]+։)*’" ■+ / |/(и) - Ф;(и)1 ди

(78)

выполняется для всех к > к{1), где с - абсолютная постоянная и

'*/((^а+г)+1)4:а’"^/) ~ ;ТТ777у\ / ^((*а+']т։)*а"ЧуИ։,1 и 6 Л^(/). (79)

Замечание 3. Вышеприведенные результаты могут быть использован։ । при 

приближенном вычислении сумм р юв 4’урьс. Решения многих прикладных за

л<чч находя гея в фирме одномерных или кратных рядов Фурье, следовалелык» 

возникает задача приближенного вычисления сумм этих рядов. Если сумма ряд«» 

‘Еурье являемся разрывной или сил։.по колеблющейся функцией, го вместо вычи 

(линия значений функции в отдельных точках целесообразно вычислять знача- 

|1Из интегральных средних этой функции на интервалах, помученных разбиением 

•”»лас‘1 и определения на малые участки.
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И «вестно, что лаже в одномерном случае существуют ряды Фурье

(80)

которые расходятся почти всюду на отрезке [0, 2тг), см. [1], стр. .391 и [2]. Поэтому 

вычисление значения суммы /(х) в индивидуальной точке при помощи предела 

се част пых сумм вообще говоря невозможно.

С другой стороны, коэффициенты ап,Ьп ряда Фурье (80) могут стреми .>ся 

к нулю сколь угодно медленно, см. [I], стр. 222. Поэтому затруднено вычисление 

интегральных средних функции /(г), хотя как известно (см. Лемму 2.1), для 

любого интервала [а, С [0,2тг) имеем

(81)

и ряд в правой части (81) сходится. При медленном стремлении к нулю коэффи

циентов ап,Ьп ряд из абсолютных значений коэффициентов ряда (81) нс будет 

абсолютно сходиться. В этом случае невозможно оцени ть точность приближения 

чах i ных сумм ряда к их пределу.

• Согласно 'Георемам 1 и 2, для любого ряда Фурье с заданными коэффици- 

՛ п,;.1'ч и при достаточно больших к с большей вероятностью и с большей том- 

Hocii.ij можно вычислить значение средних Ф*(и) на горах Tm(i), полученных 

случайными сдвигами по вектору t = (tyt тора 'I'm. Согласно определениям 

ФДп) и А£(£) (см. (8) и (71)), Достаточно вычислить величины

(82)

/(ля .V _ к?,а,кЛгп и заданных значений I (Е 7’ш. Здесь Л\?т(и) и ^»«(и) 

являются тп-мерными тригонометрическими полиномами степени и &֊п։, 

соответственно, коэффицйенты которых заданы. 
• •

Вычисление интегральных средних целесообразно также в том случае, когда 

ряды Фурье сходятся и можно нс применять случайные сдвиги.



о пр ИОЛ и ж< :нии интегральных средних 41

Пример. В качестве примера рассмотрим медленно сходящийся ряд

sin(2n - 1 )z
2п ֊ 1 (83)

являющийся рядом Фурье функции

т е [0, тг);
х Е [тг, 2тг). (84)

В случае k = 32, используя компьютер IBM-80286 и язык PASCAL (см. Прило

жение 1) вычислены интегральные средние

1 2 у- sin(2n - 1)т
2 + 7 2n — 1 

п = 1
(85)

на интервалах

J
27r(j — 1) 2nj \

32 ’ 32՜) '

Из приведенной ниже таблицы (Приложение 2) видно, что отклонение получен

ных чисел от интегральных средних /(а:) на некоторых интервалах достаточно 

мало.

Па интервалах, “далеких” отточек разрыва, это отклонение имеет порядок 

Ю՜8, а на “близких” к точкам разрыва - имеет порядок 10 3. Последнее обсто- 

ятсльство вызвано явлением Гиббса.

В заключение air гор выражает благодарность Г.Г.1 еворкяну за полезные

дискуссии.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Program lit;
var Г,г : double ;

j,n : iongint;
k,k2 : longint;
outf: text;

begin
Assign (outf,’fit.d at’); rewrite(outf);
writc(’k = ’); readln(k) ;
writcln(outf,’ k = ’,k);
writcln(outf,’ j =’j) ;
k2 := I shl (k - 1); j 1 ;

repeat F := 0.0 ;
for n := 1 to (1 shl (2 + 1)) do begin 
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г := cos(((2< n l)*j/k2)*Pi) ;
г := r cos(((2*n l)*(j - l)/k2)*Pi);
F - F + r/sqr(2*n - 1) ; end ;
F := 0.5 4- F*(k2 shl l)/sqr(Pi); 
wnteln(outfj,; ’J*Pi/k2,’ ,Г) ; 
j := j + 1 î 

uni il j> 2-k2 ;
closc(outf) : 

end.
I < 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2.

Table 1, k = 32

J
1
2
3
4
5
G
•■w 
l

8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

X

0.19634954084936 
0.39269908169872 
0.58904862254808 
0.78539816339744 
0.981747704'4681 
1.17809724509617 
1.37444678594553 
1.57079632679490 
1.76714586764426 
1.96349540849362 
2.15984494934298 
2.35619449019231 
2.55254403104171 
2.74889357189107 
2.94524311274043 
3.11159265358979 
3.33794219413916 
3.53129173528852 
3.73064.127613788 
3.92690081698724 
4.12334035783660 
4.31968989868597 
4.51603913953533 
1.71238898038169 
4.90873852123105 
5.10508806208341 
5.30113760293279 
5.49778711378214 
5.G9113668463150 
5.89018622548086 
6.08683576633022 
6.28318530717959

F
0.00079156195838 
0.00000000734476 
0.000'10000136138 
0.00000000018298 
0.00000000023017 
0.00000000013110 
0.00000000009268 
0.000000p0007655 
0.00000000007655 
0.00000000009268 
0.00000000013410 
0.00000000023017 
0.00000000048298 
0.00000000136438 
0.00000000734476 
0.00079156195838 
0.99920843801162 
0.99999999265524 
0.99999999863562 
0.99999999951702 
0.99999999976953 
0.9999999998^590 
0.99999999990732 
0.99999999992345 
0.999999999923»5 
0.99999999990732 
0.99999999986590 
0.99999999976953 
0.99999999951702 
0.99999999863562 
0.99999999265524 
0.99920843804162
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ABSTRAC Г The paper contains theorems on approximation of integral 
means of periodic function of several variable s by integral means of partial 
sums of their Foariar series. The integral means arc taken ovc* cells in a 
random partition of space.
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О ФАКТОРИЗАЦИИ /ЦИРКУЛЯНТНЫХ МАТРИЦ ФУНКЦИЙ

А. Г. Камалян. В. А. Оганян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, No. 1, 1993

В работе рассматривается задана Винера Хопфа факторизации в вине
ровской алгебре для матриц функций /-циркулянтного типа в случае, 
когда / - тригонометрический полином. Устанавливается, что факто
ризацию этих матриц функций можно свести к факторизации рацио
нальных матриц функций. При некоторых / построена мероморфная 
факторизация. “1* ■' . •

$(). ВВЕДЕНИЕ

Пусть 1Г единичная окружность в комплексной плоскости С, IV винеровская

а.пебра всех функций, разлагающихся в абсолютно сходящиеся ряды Фурье

IV = а : ТГ >

I , единичный оператор. а 5

« = / «и*. На|1и' — /\ 1а*| < °° > > 
с е ж к е 77. )

« •

опера гор сингулярного ин гсгрирования вдоль А .

действующего в пространствах /^(ТГ) и И/ :

(5а)(/) =

Рассмотрим следующие проекторы /*± = 1/2(/ ±5), тг* = Гн Р±1 ”'(тп Е Ж)-

’’’т.п — I - 4- т,п) (га, п с Ж : т < п). Легко видеть, ч то

ОО
7Г»^а)= 

к =гп

где

пк^ Е ^з(ТГ).
к Е Ж « •

Определим следующие классы функций : МЧ = тг + (Н'), 5Г_ тг’ (1’/), М± =
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- |Л'± + *£« г;:е алгебра рациональных функций с полюсами вне ТГ. Уело֊ 

։։иМся в дальнейшем множество п мерных векторов (матриц порядка п х п) с 

'•,леМк.н-1 ами из класса Л обозначать через Ь”(£ахп).

Под факторизацией Винера-Хипфа (или просто факторизацией) матрицы-фупк- 

кии (! £ ։՝ ' х * в винеровской алгебре И/ понимается следующее предел явление :

G(Q = G+(t)A(i)G_(i), ten՝, (О

где С 1Г’1Х". е 1Г2ХП, Л(() = сйаК [(".......Г-) и к, >«։>•••>/։„-

целые числа, называемые частными индексами матрицы-функции 6՝. В случае 

нулевых частных индексов факторизация называется канонической.

Для фактор изусмости матрицы-функции G Е И/пх,‘ необходимо и достаточ

но. чтобы det G(t) £ 0 всюду на ТГ (см. [I]). Хорошо известно, что в скалярном

случае (п — I) факторы Ь'± могуч՝ быть построены п явном виде посредством 
*

проекторов "Хднако в матричном случае (п > 1) эффективные мет ды фак 

торизаиии извс։ тпы только для частных классов (см. [I], [2]). И՜՝ ,г'элсс глубокие 

результаты в этом направлении получены для рациональных '•атрнп-фунхний 

(см [1] 17]).

Под меро.морфной факторизацией G G 11 пхп в пространстве U оу ч

винима 11, представление

go) = л+(«)л-(0. * g тг, '/՝

1
'яс Л*1 G Л/аХп. Кан извести, представление (1) можно получит из мероморф- 

ной факторизации с помощью конечного числа алгебраических операций (см. [2])- 

!|1«лставлснис (2) будем называть функционально - теоретической факториза- 

4UCÙ матрицы-функции 6՝, если /it1 определены поч ти всюду ' допускаю т ана- 

•1И 1 ическос продолжение, соответственно, в области П ± — • |-1> ‘ ՛•

Н Последние два десятилетия появилось большое количество работ, 

,Це,||‘ЫХ исследованию факторизации матриц-функций вида Здесь
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(/,, - единичная матрица), / G 7? Ва>к

ним подклассом этих матриц-функций являются /- циркуляитиыс матриц^

функции :

axf

/ ао
- 1 f 

an-2f

0ап-।\
— 2

ал /

Интерес к этим матрицам-функциям вызван в первую очередь многими

еденными приложениями в математической физике (см., например, [8] [||])

Функционально-теоретическая факторизация матриц-функций вида (3) постро

ена в работах [8], [12] (п. = 2), [13] (п > 2). В [14] (см. также [9]) предложена

процедура преобразования функционально-'тоорсти ческой (факторизации в фак
I

торизацию Винер-Хопфа. Наибольший прогресс при исследовании этих матриц-

функций достигнут в случае f — дп, д Е 7£. Гак, в работах [15] (п = 2) и [16]

(п > 2) предложены эффективные методы факторизации. /\ в [18] (п = 2) полу-

чены необходимые и достаточные условия канонической факторизации и найде

ны факторы. Случаи конкретных / рассмотрены в [18] [20]. Гак, например, в

работе [20] (более подробно см. [1]. глава 6, §1), полностью исследован случай 

/ =_ г՜1. Матрицы-функции вида (3) рассмотрены также в [21]. [221 В [23] зада- 

, ча мероморфной факторизации более широкого класса матриц-функций сведена к

последовательному решению нескольких задач Римана на некоторой римановой

I, . р.МИ)СТ и.

В настоящей работе предла! ас гея процедура сведения проблемы фак тори

зации матрицы-функции к проблеме вида (3) к «факторизации рациональной 

матрицы-функции ( Теоремы 6, 7). В отличие о։ [14], мы избегаем всякого роЛ® 

аппроксимаций. Для частных случаев f построены явные формулу мере »морфной 

факторизации (Теорема 8).

J1. КОММУТАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ

Пусть

»Hj

(zGC\{0), ГП2 < TTlj),



О факторизации /-циркулярных матриц-функций ,7

/(-) 7 11 ;Г и Максимум функции |/| па ТГ достигается ь точке т, =

(-» <; <!.. < ■)• Выберем некоторую ветвь функции голоморфчую в области

I.1 — {г Ч. С \ {0), I еле; г - Р„|'< г).

в частное! и /|/ч непрерывна на множестве 1Г \ {֊«<,}. Мы воспользуемся этой 

специальной четвью в 54.

Кзж О'МУ а — со1 [о։]|=о Е /^(Л) сопоставим матрицу-функцию и?я, опре- 

11.1(1111}'!" ф"рмулсй (3). Ясно, ЧТО оГдО^ = о^О/д ДЛЯ любых (7,6 Е /^(ТГ;. |]уг( |, 

.։ с / к (ЗГ) некоторая банахова алгебра с единицей, содержащая /, с нормой 

11֊|!.»■ 11 ’ ■’>' ։но Убедиться, что Пд(/) ~ {сиа; а Е Лп) ֊ коммутативная банахова 

алгебра с нормой

п — I
1К.Нп = £ ||/Нл/п1КПл, « = со! Ш’Го1 е 4՞.

*=0

, (hicprii «р д/ . .Г1 ।—» (^(«) “ W«) естественным образом определяет

произведение а V* : пб = и»՜1 (u>au;j). Легко видеть, что если с — nb — col (с։-]’?(. .

col b = coi [6.то’

։ n -1
с, = aj6,_J 4-У ^2 aj-6n_j+i. (4)

>=o j=i+i

{)։||։сделенпос таким образом произведение с нормой ||б||л" = |ра||п превращаем 

•1" ։• комм} г.тгивную банахову ал՝сбру с единицей с = col [1,0,. ,0]. Обозна- 

,|и՝։ ну алгебру черс’’ Очевидно, чао и является изометрическим ичомор-

физмпм ajijpftp и йд(/). Условимся также i руппу обратимых элеха.нгов

||1|,»извг.'1ыюй алгебры Н обозн ачать через G В.

( опое । аким иск г*»р ||>упкции а = col [<>î]"=o Ч (.^,(7 ) лиагоцильпук» ячт ри- 

"У-Фумкцию Д„ = diag (А?...... А;„,|, гее

n — I
х; = Ve“«,/17'1, к = 0, Il- 1, £ = cxp(2։ir/n). (5) 

«=0

"'■си. /),, { : л 6 Л"(/)). Введем мат рицы-функции /■' - diag [I,/' ", -.
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Лемма 1. Для любого а Е />^,(/) имеет место следующее равенство :

9 

Доказательство. Учитывая, чгс

/г- ։ - JLr«--*’]?“1

в справедливости этого утверждения можно убедит ься непосредственной провер

кой.

Следствие 1. Множество собственных значений матрицы wn(l) совпадает с

множеством {AJ(Q}^_J и det соп = П*=о '<՝

Следствие 2. Пусть 1)^ множество всех диагональных матриц-функции ui

/^ХП(ЗГ). Тогда Отображение А • l^(J) »—• Dao,действующее 

по правилу А(а) = Ха является изоморфизмом этих алгебр. Если р Е /1оо> Я —

- diag [po,/'i, с - A ’(/«) = ГОЧГ«]?=1»1| то

Следствие 3. Для того чтобы а Е необходимо и достаю чно, чтобы

(՝ '-пствие 4. Для а Е справедливо равенств о

ехр(о/в) — /'7<схр(А«)А' ’* Т (К)

Ич Следствия 3 вытекает, что In Ап Е /><« как только а Е (/). Следова

тельно, в силу Следствия 2. мы можем определить о возражение г : ’

/ Д€й.՝| вукнпсс следующим образом : т(п) = та = А՜1 (In Ал). Пусть ти =

Лемма 2. Если а Е то га является логарифмом af и

>х0
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Доказательство. Из определения та и равенства (6) имеем

^га = ЕЕ 1г.(А„)А’-'

в силу ('jiejri вия 4 получаем, что ехр(^Тв) = Е ЕХаЕ~ /•”’ - о/а, 1 .е. ехр та = 

Таким образом, (9) является следствием (7). Лемма 2 доказана.

T2 ФУНКЦИОНАЛЬНО-ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ

Пусть Z7< — mih(0; - mi), m+ = max(0;-m2). При m+ - гл_ > 1 проекторы

тг< ։7.‘o, vr_ дсйствуюшие на £С(ТГ), определим следующим образом :

t( >1 [TTq ։ э •••> — I ] >

(I + i an- ; Лоа = a — (тг+а 4֊ тг _о),

। к a =. col . В случае ni+ m. , сохраняя определение zr+, будем считать, 

Ч ТО r_ (L = О — 7Г+а И 7Гоя — 0.

Замечание 1. Если ?п+ — т_ >2, то тгоа = col 0,7rm_ + i>m+ai,.... %m_ + i,m + Нг,- 

,;4 -7n- < U r>)« G. Легко видеть, чтют+—m_ = 0эквивалентно m. = nt2 - G 

r.e. f = f(). Аналогично из ni+ — пг_ = I следует, что либо 2 = —l.mj - G.

либо rn2 — 0,7г*| - | ( r.e. f = f֊]1- 1 4- /о или f = fo 4- f\t)-

Теорема 1.7/ля любого aE

П (10)

оказатольст во. Из районе I ва га — и Леммы 2 получаем

из коммутативности мал-рин-Функний

^амечанко 2

)։а»(тг_г„), следует равенство (Ю).

\1 иожич'ели cxp[u/( тт± та )1 в формуле (Ю) допускают непрерывное

"родо 11ЖСПИС

|։?‘С|11ир;||||<»ц

в ТГХ, соотвс’гствснно. Средний множитель авали i имен всюду в 

комплексной плоскости за исключением 0 и оо, которые являв՝ к я

гуп։сс | пенно особыми точками Если средний множитель соединить с правым

||։>-|>"1игся .|>уикиион;и1>.но-теи1>етич«:кая факторизация матрицы-функции ша .



50 Л. Г. Камаляп, В. Л. Оганян

Записанная в такой форме формула (10) является точным aiiajioi >м Ф<»рму , 

подучс пых ь работах [8], [12], [13]; ЗЙЙИ

Замечали»՛ 3. Пути, a Ç C\Vn(f) Вообще говоря, формула (10) нс явлж :с.( 

факторизацией Винсра-Хопфа маз р։ цы-функции о.’п но двум причин՝м . 1) пря- 

вый и левый крайние множители в (10) нс обязаны принадлежать IV^X’ 

2) сингулярное поведение среднего множителя в гонках 0 и оо.

Следствие 5. Пусть n G СИ п(/)- ^слп га Е И r (/) " 7гсг'1 г= 'по формула (10) 

представ гчет факторизацию Нипсра-.Хопфа матрицы-функции

Паша дальнейшая цель ֊ описание процедуры преобразования предсч пиления 

(10) в факторизацию сиа в пространстве IV . в случат a G IVn(/).

§3. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ДЛЯ т„ е И"‘(/)

Рассмоз рим множество И'”, “ {a G IVn(/) : а(-г1() = с}. Очевидно, что IV" 

является подалгеброй IVn(/) и для a G 1Гг" функции z\J. k ֊ 0.1......п - I

являю:, я непрерывными. Вектор со! [А'’]ЛГ11| G ?/Т' для а £ (М''г\ назовем А- 

чпд( К( о.и и обозначим его через indAn. Из мультипликаiивности Л следуе т, ч то 

Unix«// - indAa 4֊ indA6. В частности, множество

являсня подгруппой 6 И 2Л. Множество рациональных матрин-функний из IV" 
, ». о

<»у нм । .бознача чь через 7? И л и 7?И соответственно.

Теорема 2. Пусть а £ IV’; . Го.-ди га G И’п(/).

Л ок а за I »лье з во. Пусть a — с<>! [u.]"_0J G И л . Поскольку «,(-- л0) = (i, i' —

I 2. ..., л - I, ю из формул (.э) и (б) следует, ч то г՞, i = 0, I, I непрерывна 

на ÎT. В < «ту н'оремы Винта (гм. [2'1]) достаточно доказ: гь, что для каждой 

1՛ чки С П сущее । |>ую1 нек.гг'.рая окрестпог/гь и функция из IV, совпадающая 

с Г, В ЭТОЙ OKjJCC TIIOC I И.

В си-iy icopcMi.i Винера Лизкина (см. [21]), существует G IV приуима- 

ющая значе ния в ссч мен те [(), I], равное нулю в Пл = {z 6 '1Г : \z 4- z.,’ < Л} и 

равное единиц.- вне (Уг4 = (; £ 11' ; Iг + г„| < 2А} .1акоС1 ,ч я|,лме.|<:я п|)> 

делом функций о,, к ֊ 1,2,..., п ֊ I. Положим ֊ col [6M]”=;;, где
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Ьо,< = 1 4 ^6(а,у - I). Иля малых 6 > 0 ։пал64 = 0, т.е. 64 6 Посколиг 

очевидно, что иь/к'п Е И’, то Ь^[к1п = акщ{к1п ь’Щ т.е. А6/ е IV В силу 

теоремы Винера-Леви 1л Хькл 6 IV, /; = 9,1,..., п - 1 Учитывая, чго 1пА^ = 0. ил 

и8 из равенства (9) получаем, что тк6 С IV. 'Гак как гс = тЬв на ЗГ \ У26 , го т՛^ 

к - О, I,...»п. - 1 локально принадлежат IV для всех г Е ТГ \ {-֊х'т0}.

Исследуем теперь функции г£, к - 9,I в окрестности точки {-«о}

Пусть

• с0 = (1 - v^)(a0 - 1), et = (1 - ^)at,

с= со! [со + l:ci, ...,cn_i], к = 1,2,.... п — 1.

Очевидно, что с совпадает с а на (Л и если 6 достаточно мало, то условие

п — 1 будет выполнено всюд> на ТГ

Пусть а = (оо, j)- мультиипдекс

-W п

Тогда

In 1п(1 + mt
Ст

ш=0 -*л=О

aoiai! Iе»

Учитывая, что

д — П

из равенства (9) получим

0,

при тп = 0 (mod л), 
при m 0 (mod л),

ОО

ОГ0-О1

Последнее равенство означает, что гк Е IV, к - 0, 1,. , л 1 и поскольку гс га

”'1 то Теорема 2 доказана.

п
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§< КОНСТРУКЦИЯ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ

А-1ЛДЕКСОМ . а£

Пусть /;/"(г0) = Ме,г> и

|0 — £о| т = 1,2,...

Легко видеть, что

( Ьп гт)'1е=в= = -М+( 1тл)'

Следовательно, ( 1т )'|$=0О > 0 при некотором т = к.

Введем и(г) = .-уе~*к**+0>(2 + г0)к, (7 > 0) и рк - со! [1,е *и,0,...,

к - 0, 1,п - 1. У читывая, что

։ + го = 2 со» Ц^еЯ’+’.)/2

получим

А£?(с’е) - 1 ~ 2*7 сое1 ■ °Ст^(0), т 0. I,.... п - 1.
«•

Заметим, что

2 ГГ17Г
1т А (7/(е100) = —2*7А/ в1П------ , т — 0. 1,п — I

л

(^"У1в=0= = -2‘1( 1п> 9ь)'|в=„ < о.

Следователь по, существует некоторое а > 0 такое, ч то

1т А!’“(с՛9) т — 1,2,..., п — I,# 0, при |0 - 0О| < а,

при 0о < 0 < 0о 4 и

и

1т А{։°(е։в) > 0, при 0О - а < 0 < 0о.

Лемма 3. Нцппь Ь - соя1 а/2, 7 £ (21777). Тогда хпдхр(} - со1 [1,3,.... 0)‘



о факторизации /-циркулянтыых Матриц֊«! уздсций

Доказательство. При IP — 0О| < ст.имеем

к Ö -Оо
Re аPo/ 

гл кса Re Кл^(0)] > 1-2*7А'/б > О,

Откуда в частности следует, что множество {/?; |0 - 0Р| < л-; Re X*< 9; 

Irr՛ Ag,°(e‘ö) “ 0} пустое при гч > 0 и совпадает с {0о} при m = 0. > читывал 

едение Im Ajj°(e’*) 0 точке 6 _ легко видеть, что ind А?® = 1 M.ind AJ® О, 

т= 1,2, п — 1 • Лемма доказана.

Теорема 3.Пусть -/ 6 (jr^; 3^), X = ‘°1 [Xi]"Jo Е И՞, р - Ро’р*1 • • pjT : 

Тогда indyp—x-

Доказательство. Так кай Afn։ = Ü»՛ * = 0, — 1 при « < • н

А£ - An+m-.. s = 1,2,...,’»֊ i при s > m , то

‘»падре = coi [0,..., 0,1,0,Cj, s = 0,1,..., n — l, 
4—v' 
s раз

откуда в силу мультипликативности А полу .им

• п-i г
ind А" ֊ ind [(A;»)*- ...(AJ-!)**-։1= Yt Хт .nd А?’ = *„ ֊» = 0,1..... -» ֊ I

- L ул —О

Теорема доказана.

Замечание 4. При условии (1т 0дУ1в=«п 0՝ Целое число к в фугкиь д ; хно 

выбрать разным I или 2. В случае (1т д*У|0=0о < 0 получим, что тЛ — - I. 

Приведенная выше конструкция универсальна для всех /. При конкретных / ес 

можно упростить.

Замечание 5. Результаты гпюго параграфа отвечаю! на вопрос, поставленный 

в параграфе 5 работы [14].

§5. одно свойство яи;*0
Н ЭТОМ параграфе мы докажем, что в случае гп+ - о»- > 1 лля любою о 6

< я֊о(И'гп( О) существует некоторое д € гакое, ч го 'т° ? ~ И>сть

Д = {(*,)) 6 7Z? : 1<*<П֊1, ТП- + 1

6= coi [6.]”։0՛ Е тэ(И’"(/)), ■
I
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»п+-։
z bo = 0, bk = ^2 ^/^*» I-= 1,2, ...,rt - 1. - I

« т _ +1 . ■; Ч / .«I%
Сопоставим каждому Ь Е ло(И п(/)) вектор (T\b Ç С1(/ — (п — 1)(тн+ — m_ — 1 )) ;

col [4ml+1

Очевидно, что о՜։ является изоморфизмом линейных пространств яо(1УГ1 (/)), С1.

Предположим, что вС( задана обычная евклидова метрика :

(\ 1/2Е |4‘1)12| • -||
• »

Положим

Р՝ = min[||/||iv, J), р = тах[||/||w, 1], d= col(t + г„,и, ....0] е И'”(У),

и =

Пусть V обозначает множество с ;• dax ։(t/) С IV"o. Определим отображение 

az : U •—♦ V, действующее следующим образом : aj(n) = с + с/а։“։(а).

Лемма 4.Отображения ffj, ег^ являются гомеоморфизмами, содержит V.

Доказательство. Пусть 6 = v.ni [Л,]"_ГП1. В .силу неравенства Гсльдсра

Ц4|к IV
։>угой стороны

-ll/ltë(*.>)€△
И ПОЭТОМУ

Следовательно, сг| является гомеоморфизмом.

Единичная сфера {6 Е п(f)) : ||6||iv* — 1} пространства icq компактна 

Поэюму, непрерывная относительно b функция ||d//||vy» принимает на ней ^|,оС 

минимальное значение v > 0. Учитывая (11), получим ’ 'Ж

ll^liiv- > ^ll^liiv* > ^p'lki^jla,
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Принимая н<- внимание (II) и (12), имеем

1|<Т?(А) п — Wj ։(п) ’Ш!1‘Л г ,Т1 4 - ’ Они с ^|։7

и №

li<T2(u) - *72(/?)1|.д n = jp4O։ ՛(<¥ - /Î)||1V > vp'lla -

Эти неравенства доказывают, что а2 является i омеохввфи <м..,и Пуст։.

е V ', (\ = лг2

Ясно, что

6 = a, '(а) = col [6,]"֊'.;

<1 — с 4՜ db, ио — 1, Ь$ — О, а, =- (€ Ч-

1,2>..., п - 1.

11'1.11 .чуясь (I Р и тем , что n Е 6Г, получим

Ич чюй опенки следует, ч то u։ciAr> = 0. Лемма 1 доказана.

Ра<чмотрим отображение Ф - гт17г,։т<72 (Ф : U »— С')

Лемма 5. Комплексный якобиан ./Ф отобпажения Ф в точке (I i ( ра >

Л<»казат<»льсъпо. Пусть n Е (J. о = col [aj//+J, + ։,а„,\ J . !•

с<։| — о'а(г*). Следовательно

о'/'/

()at

ф(') ф'2)
■. Ti.u- I • 'и,- Г ГК

символ Кропеккера. Пользуясь чем, что

..,п ֊ 1

I —
1 - I

(t)rk-'<n,

• •



А. Г. Кималян, В. А. Оганян

и |Â- — л| < n — 1. получим

Следовательно

*

п — 1.՝„)։> ^2 £у<'-‘> = (/4
р="

а = 0

Лемма 5 доказана.

Теорема 4.

»оДЯИТ.) = >ro(tvn(/)).

Дока гательетво. Из теоремы об обратном отображении и Леммы 5 следует,

что Ф((У) содержи ! открытую окрестность точки О G С1. Гак как в силу 

Леммы 4, Г|,гтк являются гомеоморфизмами, а тгог = ՛, то существует

открытая окрестность нуля /У С МИ ’Ч/)) такая, что Н с тг(|т(Г). Пусть m G Л 

и Г'՜ г {а,а : a G V}. Тогда, поскольку îrnr(am) = тяог(д) и согласно Лемме 4 

г- с W՞» то

я„(1Г‘(Х)) = (J тве ։ror(Ki։ ").
n։f N

<։мепание 6. IcopcMa I означает, что для любого b G 7Г(»(П"‘(/)), сг\Ь = <*«»1 

l6mi +1 , -X/7-i’ 4 i >••••^7-:) существуют тп G А и q - col (ç։J7=(iJ G T^Î’J*, »

ГН+- I

ïo=l, </t = (t-i-го) У՝ 
;=^+> '

i акис. ч го справедливо следующее равенство :

Как при доказагсльстве'Теоремы 2, в силу условия«? G //, левую час гь уравнения

(*)(13) можно разложить в ряд от неизвестных
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Замечание 7. Идея построения рациональных д такого дина принадлежи! 

Дани хило. Им же несколько в иной сид уании было доказано существование таких 

у при п — 2, см. [9].

§0. МЕРОМОРФНАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЦЫ ФУНКЦИИ

В этом параграфе мы построим мсроморфную факторизацию матрицы-функции 

aj/։ в случае, когда а Е ехртго(11 ’'(/)), а функция / удовлетворяет одному из 

следующих трех условий :

т\ - т2 — 0; (14.])

г«1 - т2 = 1, гп։ = 0 (mod п) либо m։ = I (mod н); (1'1.2)

tfi\ — т2 =2, п — 2, mi-----четное . (И.З)

Пуги» Д+ = (Е А . km? 4- jn > 0}, Д_ = {(kJ) 6 A : Ьл։ 4- jn < 0},

Au = А \ (А+ U А_ ).

Лемма G. Иля того, чтобы множество Ац было пустым, необходимо и до ста֊ 

точно, чтобы имело место одно из условий (Ц).

Доказательство. Пусть у — Ж П /п\ — куп2/п)} А* = {(А,.;) £ 2ZZ :

) Ç г/}, к — 1,2,..., n - 1. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться что 
х

Ап = и^~|՛ At и поэтому Ап — 0 тогда и только тогда, когда — 0 Если

— тп2 = (), то очевидно q = 0, к — 1.2,...,n — I. Пусть mt — т2 = 1 и т»; £֊ р 

(mod п), где р — О, I,п — 1. Гог да гп| = п/ 4- р (/ > 0, / Е 27) и при р > 2

Ач_ । — Ж f? ( — 4֊ / 4- —> j —nil 4՜ / 4՜ 1 4՜------ ) — { wïj 4՜ / 4՜ 1} ■/ 0
п п

В случае р ~ I имеем q = 7L> Л ( — kl — к/п\ — kl) ~ 0, к — 1.2, 1 Аналогично.

при /> = 0, ô - Ж П (-Ат/; -kl 4- к^п) = 0. к = 1,2,. ., n - I. Пусть теперь либо 
• * É ri 1

пц ֊ та > 2 , либо т։ - = 2, но и > 2. Тогда-------(m։ - m2) > 1 ч очевидно
п

Àn_ ։ V).

Ос талось рассмотреть случай, koi да п = 2 и Ж| — т2 — 2. Имеем Ар — Ai

и поэтому А<» = 0 тогда и юлько тогда, когда

Чо по возможно лишь при четных т։. Лемма доказана.



58 А. Г. Камалян, В. А. Оганян

Пусть h = col е 7Го(И "(/)) с 6П = О и

т+-1
/>*= £ ta 1,2,..,»-

j= m.+1

Обозначим через € A) вектор col [0, ...,0,6^ 0].

Лемма 7. Пусть b G 7Гп(И'н(/)) и G A_). Тогда

expert) 6 (.WJ- (expe<‘>(5) ë (A/.)’1).

Доказательство. Пусть ехр ер\б) = со| [с,]р_0՛. Тогда

т—0 р=0

Пусть п — к = к\д, где (1 наибольший общий делите л । чисел п и к.

Очевидно, ч то если .$ / 5|г/, л։ 6 25, то

п- 1
Ер(пЛ — ) _ 0 

р = О '

( ледова чельно, в силу (15) для таких я имеем с1 = (1. В случае ч- - ,ч!г/, через 

/и. обозначим наимсныпсе полое мео грина՛! ель нос значение /, для ко'пэрого число 

(5; -- и\1)/к\ полос, а через (Т(, обозначим (51 4- П]1а)/к\. Ле| ко видеть, что для

п
при т = /Гц (med н։)
при остальных шачениях т.

Из (15) получим

Остается заметить, что 1>"6 Ц’+ (ё ||'_ ) при (<֊,;) 6 А* (€ Д-). Лемм»

доказана. ■ :
С

Теорема а.//р< .'/положил, что / уг/оолешпоряет ofbio.nn и./ иг.юонй (1^) и

4е’о(И'"(/)). &±
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՝Гогда представление

expuft — exp t'jfc+expuj6

ноля стел мероморфной факторизацией ехред^.

Доказател гво. Из Лемм։ » 6 следует, что До - 0. Следовательно

(*.»€△-

< гкуда следуем (16) Поскольку

ехр(6±) = Д схре^)(/>), 

(*>>)*:△*
ехр(֊6±)= Д expejt)(-6)J 

(*.))€△*

гп (-»гласно Лемме 7 cxp(6-t),ехр(—b±) G (А/±)п. Теорема доказана.

Замечание 8. Если выполняется одно из условий (14), то m+rn_ = 0.

$7. ФАКТОРИЗАЦИОННЫЕ ТЕОРЕМЫ

Прежде, чем доказать основные результаты настоящей работы, введем следу

ющее понятие. Пусть a G GWn(f) и у = col [vdPsZo - некоторый логарифм 
• »

а ;(-2о) в алгеГрс зп))- Вектор-функ Ц’ю h = ехр7 G П/п(/) (ехр бе

рется уже в ал! îôpe IVn(/)) назовем 2О՝обратной к а. У тверждение следующей

леммы проверяется непосредственно.

Лемма 8. Пусть a G GWu(f), h - ехр 7 ֊ zo-обратная к а, у = col [7»-j’‘J0l. 

Тогда ah G H՜’“,, ”'±(՜?) £ »

A՜1 = ехр[7г+(֊7)]схр[тго( 7)]схр[тг_(—7)]. (h)

1юлс.< того, h“։ = cxp[ir+(—7)] для rr*_|. = 0. h 1 = схр[тг_(-7)] при m_ — IJ 

/: r/i_) и h՜1 = exp( -7)- C2p[7r,i(7oe — 7)] при m+ni_ < 0.

Теорема G. Пусть - rn. > 2, a G GWn(f), h = exp7 является ZQ-обратнои 

к a, y = cul ь всктор-функ^ии p G удовлетворяют

(л( дующим условиям :

ind\p — — tndxah, — — ло(таЛр “ 7)

Мели — Q+AQ- факторизация рационально?! матрицы-функции
•1

u'p-<ç-։ в пространстве то представление

— expp-u’fTTj (rahp + Tq -- T-)]Q+ AQ- e.Xp[u<(^_(raAp + г7 “ 7)] J®) 



00 А. Г. Камал ян, В. А. Оганхц

яаля՛ тся факторизацией матрицы-функции ш0 в пространстве IV .

Показатель гво. Представление (18) следует из равенства »1 — И 'р ] и

формулы (10), примененной к арЬ и «/, соответственно, и (17). Из Леммы 8 
о

следует, что аЬ Е И ? Гак как щбда/ьр = 0 (т.с. арП Е И "0), то в силу I со емы

2, и гд принадлежат И7’ ’(/). Используя Лемму R, получим

схр[±^(*+(тс/։р ф rq - 7))] G В + ХП> схр[±^(т_(тц/։р 4- гд - 7))] G ИСХП

Теорема доказана.

При m+ - m_ < 1 ситуация сильно упрощается. Учитывая, что тгп(—7) - 0. 

аналогичными рйссулЯенйх.йй Нетрудно убедиться, что справедлива
х I X

Теорема 7.Пусть т+ — гй_ < 1, а ё G3l'n(/), h = exp7 - z»-обратная к а, 

рЕ7£1Г.п и md\p = - tlidxah. Если wp-\ = К.Г\К~ факторизация матрицы- 
• <

функции в пространстве I’/, то

i>i = схр[ы(я+(г<1лр - т))]/<+АА'_ схрр(я_(г„/,р - ?))| (19)

х« I • ‘ , **. _
является (факторизацией мйтрицы-фупкции ша л пространстве И

Замечание 9. Как следус! ИЗ Леммы 8 одна из вскгор-функиий tti( —7) в 

равенствах (18). (19) равна нуЛю.

Замечание 10. ( ущее i нование вск гор-функиий р и г/ с гребусмыми свойствами

обеспечивается Теоремами 3 и -1. " , Я '

I аким )|>разим, 1 сором ы 6 и 7 позволяют с под и-п, фак'горизаник, матрицы- 

функции и?а к факторизации рациональной матрицы-функции. Но применение 

формучы (18) (в •'тличис 01 (19)) затруднено в связи с задачей построения 

век ;ор функции д в явном виде. 1’сзульга гы §6 позволяют в нско'горых случаях 

и юсжа гь зюго. Ьолсе точно, справедлива следующая

Теорема 8, Пр( с)псложим, что > 2, / удоплстбиряет одному аз

усювий (Ц), а Е Г;И’’‘(/); А = схр7 гц-обратная к а, р Е ЯИ ", « - *

— — тйхаб. Тогда 7?

а?л _ <՝:• р!->'(тгн.(т11Лг - 7))]w;... Д + гЧр(ы(я.. (т.,цр - 7))],
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где

•Vj. “ exp tjf

польется мероморфпей факторизацией матрицы-функции л>,։

Доказательство Ич (iG) следует, что

=иЛ_,^р_1 схр[ал>+ТиАр)] схр[и(тгпгйЛр)] exp[cd(л֊_fn7lp)] (21)

Со' лтсно Замечанию 8, одно из чисел и т_ равно нулю. Из ЛеММа 8 следу

ет, ч 1о т0( ֊7) = 0. Пользуясь равенством (17) и Теоремой 5, получим равенство 

(20) Принадлежность множителей правой части (20) к соответствующим клас- 

ам, с учетом 'Ге орем и 5, проверяется аналогично тому, как это было сделано 

при показатель։: гве Георемы 6. Теорема 8 доказана.

ABSTRACT. In this paper the problem of the Wiciicr-Hopf factorisation 
in t he՝ Wiener algebra of a class of matrix functions of /֊ricculant type 
is considered' in the case f is trigonometric polynomial. It is proved, 
that the factorization of these matrix-functi ns is possible reduce to 
;ln fac torization of rational matrix functions. For some f tnerornoipiiic 
factorization is constructed. •
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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТИПА ГОЛУЗИНА-КРЫЛОВА 
ДЛЯ ФУНКЦИЙ КЛАССОВ ДЖРБАШЯПА НЛа) 
и Н, ХАРДИ

С. С. Степанян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28. No. 1* 1993

Цель настоящей работы - получение представлений для функций из 
классов Джрбашяна //р(а) (0 < р < ос, а > -1) и Харди Яр(0 < р < 2).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Класс функций Др(о), (р > 0, о > — 1) - аналитических в единичном круге;

был введен М.М.Джрбашяном в 1945 году. Этот класс обобщает классы Харди

Нр и определяет՛ •: следующим образом (см. [1] и [2]) :

Класс Др(о)(р > 0, а > -I) состоит из всех функций /(2), голоморфных в

единичном круге |z| < 1, для которых существует интеграл

- р2)°Ц(ре‘>)[’ pdpdt).

Нетрудно убедит ься, что Нр С Др(а) для любых р > 0 и а > — 1, где Нт - класс

Харди

Для /(z) 6 //2(0) имеет место следующее интегральное представление :

(1)

где

*(*) - f (1 - р)**~ 
- Jo

принадлежит классу Харди Н? и ,следовательно, € £2 (см. [2], Чеорема 5).

Если /(г) € //р(а) (0 < р < 2, о > — 1), го имеет место следующее

интегральное представление :



ей.

Интегральные представления подобного типа имеют место

с. С. Степанац

(3)!

для Функций класса

* г

• / у \ » т >

Г В. Голузин и В. И. Крылов [3] дали представление функции /(г) Е Н՝_ п.

угловым граничным значениям /(*) , заданным на множестве точек единичной

•кружное ги. имеющем положительную меру. Это представление имеет вил

где ^(г) = и{г} -г >1 (?) - аналитическая функция в круге

ч>дссь Е ֊ множество положительной меры по Лебегу, принадлежащее единично

му кругу : тпЕ > О, Е С ' — {/: р; - I}, /г(с‘&) - харак герметическая функция 

этого множества. О < г < 1, 0 < < < 2тг и п - натуральное число.

Пель настоящей работы - получение представлений типа (5) для функций 

и՜՛ о) (9 < р < ос. о > — I) и //р (0 < р < 2). с помощью интегральных 

представлений типа (1)-(4). . • ‘ . *• ՛ ■Л .

Результаты в этом направлении были получены в [-1] (стр. 74) в случае, когда 
о + 3 а + 2 1 а + 1 1 1

показатели экспонент ——, ------- 4֊ ֊,-----------1֊ 1 и - + - в представлениях
2 р 2 р р 2

!) - (4; являются натуральными числами, большими единицы.

Теперь же представления тина (5) даны для произвольных показателей, больших 

единицы.

место слеоцющсе прсостпаалеиис :

(6)



Представления типа Голузина - Крылова

'~ 2 г < Р < ֊֊а > -1. 3 =-------(2 < р < ^с о у _■
■ • Р

1 *' р ~ п'и < р - "■'• <7՝7ю:4Ы <р(г| взято из нрес/стповлекии 12}. Л? ;. 

(4/ ^от^тственно. а & ֊ интегро- дифф ереначальный оператор в смы>л' 

Римана- I
~ЛиивиЛЛ£

Доказательство. В представлениях (2). (3) и (4)'<р(г) 6 Н2 с //1. следовательн-

.согласно теореме Фихтенгольца ([5], стр. 97). имеем

гае Ое ко ՛"'■՛ Ьиииснты разложения в ряд Тейлора функции ^(-)-

Во՝пол взорае։и ись разложением

ГП -к З^к)
ГН -и 5)Г(1 + к)

л представлениями (2). (3), (4). заключаем, что

где 3 один и» показателей, указанных в Лемме I. Тогда

гЗ-.-'. А г*+ве“'*** ՝. * / г с •

Г(1 + 5) Г(\-в)'

Отсюда следует, что

/

по)

Используя формулу (см. ՝6], стр. 569) . получим что

Г(1 + *)'

Теперь (6) следует из формул (8), (9) и (11). Лемма 1 доказана.

Лемма 2,£е.։и /(г) £ >/р(о) (0 < р < ос ,о > -1) «.»а Л») ё М? (0 < Р < -’)•

^•нсст .иг сто слсоуюыее проставление :



I

06 С. С. Степа мяв

VI < х г у —
прнчсж 3 = -------  — - (0 < р < 2. а > — 1. 5 = ------- 12 < р < ос. а > — 1)

Р 2 Р] г ’ * -Мг ■ заЯ|В -И
3 =---- -- < р < 2). 2 = ге**, 0 < г < 1, функция ։р(г) взята из преоставлении

Р 2
{2), (3) и а) . соответственно.'т - натуральное число, т > 1, т— 1 < 5 < т

Доказательство. Для доказательства Леммы 2 воспользуемся предстаьление1м

(6) . Пусть

’огда /(г) — Р^Г(г).О < г < I. Функция Г(г) вместе со своими производным! 

до (т — I) порядка включительно непрерывна в промежутке (0,/). / < I и 

/•'■"’(г) 6 £(0./). Поэтому

Г<т*‘)(г)= ЙГТз) £ с--։ [¥’("1’)Г’,_‘>(гЛ)<*), (13)

где функции Л'(г). Г'(г),...»Г<т“1'(г) непрерывны на [и,/],/ < 1, при условии 

3 > т - 1. Используя (13), получим

/'|^т)(г)Иг< —/'|Нгг‘)](т-*)|-|(И’)(^|</г. (14)

Так как <р{г) аналитична в единичном круге |г| < I, то при и < г < I < 1 имеет 

место следующая оценка :

I [<г’(’*<’,*)](,П 4) I < к = 0, 1, ..,т
9

где А/, - постоянная, зависящая от / и т. Из (11) следует, что

V 3(3- !)■■■(/?-* 4-1) в 4 + , 
Г(1+З).4г, ”* 3-^+1 (15)

Из 1 5)<41мгсм, изо £(0, /). Учитывая (13), (15) и свойство интегро 

-дифференциальных операторов (см. [6), стр. 572. Свойство 6) , можем написать

՝(Г| = ЙЙ1 -5) + ֊Г"-՛’՛'-«-. ™
Г՝ 

Так как /3 > т - 1, из (13) получим, что Л՝*}(0) = 0. к = 0, (т — 1).

Следовательно, представление (12) следует из (16). Лемма 2 доказана. 

Используя зз и леммы, докажем несколько теорем.
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Теорема 1. Пусть f(z) Е //₽(«) (О < р < ос ,« > - 1) пли /(г) G „ (|> < 

Лл„ любого побмножсстои К положительной меры „„ единично,, окружности 

|4| - I существует функция j(z) Е //2 такая, что

где » (/) известна из представления (5), ^(/,) £ £2 , а в - _ 1 fp < <
а + 1 Р 2 -

< 2. п > -1. = —— (2 < р < со, о > -1), 0 = - - ! (о < р < 2)

Доказательство. Гели /(z) Е //₽(*), ro^(z) Е //2 С //,. Слсдова i е.пяю ней iy

представления (5) имеем

■r(-) = bill ֊ . / -Т2--------<Й, |г| <
П —ОО 2. Я1 J /.; I — Z

II < 1еммы и формулы (IX), получаем проле । андские (17) '1еоремя покачана

1Ь > к гавляя р - 2 и Л — 0 в представление (17), получим предо: авл< пи I’>) II 

m (.1) следуei, что /(/.) — ,р(/.)(|/| = I ) помчи всюду..

(•.к |ующая георема даст интегральное представление функции /( I • < <»п< ;

। ՛ 'ра д ифферен. • ՛՝ вапия.

Теорема 2. Пусть f(z) Е //р(в) (0 < р < эо , о > — I) млм f'֊)C h't ‘ < р < 21

/.о/ киждо.Ч/ и но.нсссш а а /•. единичной окружности J/i -- 1 н<чт/ iohiii

и/уы < утсстпуст функция у?(~) 1,1,1ка>{- чт0

где Ц = 2-i- ֊ 1 (О < р < 2.0 > ֊1), И = ^-i֊l֊(2 < Р < х о > -I). 
р *2 Р

I Iд - - _ _ _ Гр < р < о) г = гс>в 0 < г < I, т > I натуральное чи< ч,.
Р 2 ~ ~ "

— I < .У < nt, а

(/ ֊ J t J ( _______ .р„,
-г) = рп֊ ц,,՜—<У(г -

Л։>ка'|;։т<1Л1*<'тп։>. I ак кяк в представлениях (2) ( ։)-|с(‘)^ 11 тЬ)

"е С //,. Coi.iaiHo тепреме Г. М. •I'HXieHiольна ([5), стр. 97) >та функция 

11 редс । авлж гея ип геч ралом через свои i рапичные ։пачения .

/ — г с’й
ip(/)e’lv(0 dt, О < Z < I. (21)
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Из формулы (21) и Леммы 2 следует, что

(Н Дх
Г(1+,'ДГ(т-/?)' (22։

Принимая во внимание (20) и (22), можем записать

о

•р{1) еп^’И) е
<// <1х (2.1)

Разобьем теперь интеграл (23) на два интеграла и где

а У։ топ же интегр«' 1, но рассматриваемый на множестве /< Докажем, что

11т Д2 — 0. Согласно свойству интеграла Пуассона ֊ Стилтьеса (см. [5], сгр. Г1 —* ои
52), если I С Г \ Е , то

|ехр(п ^>(0) | = 1 и |схр (-п^с’*)) I =

Гак как |/ | = 1, |хс։6’| = х < г < I < I, \^к\хс,в )| < Я* (г), * - 1,2,.... где /?*•«>)

ограниченные величины, зависящие от г, то нем руд но убедиться, что

। ле многочлен гп-ой степени относительно п с ограниченными положи-

тельными коэффициент ами, зависящими от г.

1 сверь из (21) и (25) получим

(26)

1 эк как £ £։, !‘г’(011^1 = /1» "՝° из неравенст ва (20) следует, ч го

(27)



1|;ч- .стпплсних тип» Голузиаа - Крылова

||(Я'1апл։я с - гу и (27). получим

</.։ - В(гг, — fl, 1 + ■ (2S)

где l> - функция 'Эйлера. 'Гак как тп — 3 > .• 1 •

|J2I < А Г'т(п) н(тп - 3, ։ + з ֊ лг) 
----------- (23)

Из (29) следует, что 1ипп_ею Л = 0. Теорема 2 доказана.

Теперь получим интегральное представление без знака предела. Согласно фор- 

муле Карлемана

где F(z) Е //i, 77/£? > 0, |7(/)| = 1, t е Г\ Е, |7(з)| > 1, |2| < ]. уы ми^гм

п пожить 7(г) - сур(у/(г)), <о(г) вместо Е(г) и в представлениях (?) М) вчя, ь
а + 2 1 а + I 1 1

/' равным 3 ֊------------------------ , ֊ ֊ ֊
р 2 р р 2

Теорема 3. Пу-. тъ /(г) Е !'г(о) (0 < р < ос с > -1) или /(г) Е Н- (0 < р <. 2՝

//.1Я любого 74։ дмПСЖССШвО />’ С()пННЧНдй ОКруЖНОСТПП |И — I С ТръШХ ” 7/n .. I. 04

Aicpoii существует функция <p(z) G //'2 такая, что

dl

! 1°° f Г sp(i) ce
/0 Ji: Jo ֊ ——---- da dl dr«04 1 I

> 4 <> 4 - 1 <» + 13 —...... ........ - (0 < p < 2,0 > -!), H =------
, P 2V . P

3 ~ — - — ֊ (0 < p < 2), z - re1*, 0 < r < I, ro > 
P 2

rji - I < 3 < m, a Mo(t,x՝f onvi дсляется «J paacu' inrrn

(2 < p < ос, n > -1)_.
>

1 на9иураль)»пг ч//. jo

Доказательстоо. Гак как ^(~) F //2 С E\, to coi лигно фдрм^л. <ч '
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х’мп“жая обе части чюго равенства на pfj֊^ и используя Лемму I. получим

11 р< ж н вгс| < • покажем. ч I <»

11 месм

( '• и . lacnt » формуле (II)

т> ‘1 ,"•֊ п1 4 J 4 »)
Illi + -i) J ' Г( I + :i) 1(1 ■ „

I I II< pi, (32) c.ie lyci ич (7). (33) и (31).

I'M AC ГП՛ •։ >»։ •’»М ЦоЛУЧИМ. ЧЮ

< ՛! . jariB • ( I 6 )

1г..ргма 3 iciiepi. ( .ic iyi i ич форму.! (30) (32), (35) и (36). Л ифференпированиг

и՛ ՛,! «паком ин । < । рала ч лггь к »цуг । им՛», в г՜илу хороню и чвег i нои i горемi.i а налича 

(см [7], < । р 2 | К).

AiiS I KACI. I ho aim of the present paper is to obtain representations 
of some type for functions from the Djrhashian //p(n)(0 < /» < no. n > I) 
and the Hardy //p(o < /> < 2).
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СМЕШАННЫЕ объемы невыпуклых тел

Г. Ю. Паника

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математи а. 
том 28, No 1, 1993

Два тела К и А' в Ш.г։ имеют одинаковое поседение. относительно смешан- 
ш.и объемов, если для всех выпукхдх тел А2,...,А'-, имеем

Г(АГ,А2.....К„) = V(K',K2.......К„).

В настоящей работе даны необходимые и достаточные условия тот. 
чтобы два тела с кусочно гль.е.хгй поверхностью имели одинпко н՛ 
поведение.

Ьудсм творить, что два тела К ’ /<', лежащие и . IB” им; i< i одинаков 

поведение относите юно смешанны! объемов, если для всех выпуклых тел

А'?....... А',. имеем

Г(А',А'2,...,А'„) = Г(А",А2.... А՜,.).

;!< i к<> I՛ жачач ь, ч го два выпуклых чела С одинаковым none ten нем равны с но 

н< < д<» параллельного переноса. Однако, это утверждение неверно для пс-

i՛՛ hi . ч.11.:л i гл. В настоящей раГл»ге даны необходимые и !<i ат<>։i'ii.i< ус.’п»нч« 

(Теоремы I I и 7.2) гогс, чтобы дна тела с кусочно -гладкой новгрхног пт • им«՜. 
<

ли одинаковое поведение. В Теореме 4.1 рассматриваю։ с я тела с miioi orpa:։։i<>Kj

понерхн »c i! ю, а условия формулируются в терминах ’’сечей ՜. Ге «рема 7.2 <«* ։։• * 

си геи к гладким гслам и имеет простую формулировку. j

UyciJ. гели Л G 111“ <н раничено кусочно гладкой поверхностью. Опречсли’ 

функцию । t ЕрИДЯР -I И

Пю НС 1 чям

i ле расс'п?янис о! <) чо j- к «и i инсрп.юскос i и с нормалью u-՛. f на ։< .ч;|1"

к .А в гочче и’ (и/). k} (֊j) число сч ринг.тельныч ра.чиусор i рини <ш ։ в гочке 1/’(-В



Смешанные объемы выпуклых тел

Дна кусочно-гладких тела имеют одинаковое поведение относителен', смешапнь.х 

объемов тогда и только тогда, когда их (II} функции совпадают

Предварительные сведения

Шп - п-мернэ? пространство <: началом в О :

Е° ~ пространство ориентированных I иперплоскостеи в Жп, 

содержащих О ;

['п пространство флагов в У1п (флаг / определяется как пара / =

(прямая Ь , содержащая О ; 1 ипсрплоскость е, содержащая /,));

$2П~* - единичная сфера в И1п с центром в О;

5п-1 • площадь О՞“1.

Мы будем использовать стандартное сферическое представление, а ко со 

ром гиперплоскости отображаются и точки на Рп՜ (соответствующие ил нор- 

.палям), прямые ֊ большие (г. - 2)-мерные сферы и т.д.

Тело К называется кусочно-гладким, если оно имеет границу с почти всюду 

определенными и ограниченными вторыми производными.

Нулем говори *ъ, что Орион тированная гиперплоскость е с нормалью«; каса 

зелъпа к К в и Е дК у если с локально касается дК в точке а и и -г с* не лежит 

в Л для малы к с.

Для заданного такого К пос троим многозначную опорную д>унпцию I к , 

определенную па О7*՝՜1. Ее ;-юс значение он редел ж тс я как рас юани.

• и О до /гой локальной касательной гиперг госкости с нормалью <л.

Напомним ।'>пр(Н|(,лсниС|сметпнньи объемов для цслыпуклых ьл (см. [3])

Пусть /\г К-г,..., Кп С 1Пп-нсхогорыс тела. Для А։, ..,Ап > И <1‘У«:к’Ыя

/н(л,. Мл(тп)..л/\(^)с/.Г|.

где <1\ обозначаг ! интегрирование 1Ю эйлеровым харакн рис гика.
ч Ч1-» ».м/и »-нпи А! Л.. !1а~։.։вастся смешанНОриДПЫМ ПОЛИНОМОМ 0'1 А|, Ан. КоЭ<,м||Ч|1И |

ним оПьсмим ’/(Л'|,.... Ап)-



у. СЕТИ ВЫПУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ

В11пухлилй многогранник ассмотрим его ребра //,• лежащие па при

!.. со см։ жш։ми гранями ՛ ՝ - > * гп । •I. Сферические образы всех опорных I И

ш рплчекостей, содержащих 1\, формируют՝ (п - 2)-мерный сферический мпото-

)тот многогранник .»ежит на большой сфере

является сферическим образом прямой /д. Вершины этою много։ ранних сфе-

рическис образы < е,п։-.

Образ всех ребер формирует՝ сеть, т е. производит разложение О” ’ в сфсриче-

ский многогранник. Вершин։.։ такого разложения являются образами всех гипер-

плоскостей граней К.

Определение 1.1. Предположим, что п этом разложении каждому (п - 2)- 

мерному много։ ран-чику задан вес”, равный длине х,,. Тогда имеем <г.ть для

шоюгран пика К.

’1, каждого многогранника удовлетворяет свойствам А) и В) :

А) Каждый сферический многогранник в этох։ 

зически иып клым

разложении

В) Свойство ностоянс 1 на : пусть к, к два — многогранник।

этой сети. В усг;, ! пу гь из Л £ к в Н

лсцссекает (п -2)-мсрную । рань сети, ссил ы ствукчцсй ребрам / Тогда

пу।и /\ а

. 10*1« к Л и Н.

Пусть имсопкя сеть с положительными весами на <Г идо- 

алеть норнющим услозичм А) и Н). Гогда существует (Оинствспный (с точно

стью до параллельного переноса) выпуклый многогранник К а 1Н , обл и ((и ю\н и >1

такой сетью.

։։2. СЕТИ ДЛЯ НЕВЫНУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ

мисгси ранних, коюрп й нсобязатель:«) выпуклый. Рассмот рим

мноюзначную функции՛ л с ветвями я,, ипределспными на Г® п<. юдуютсму

правилу :
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где
։ 1, если, после определенного параллельного переноса,

/(с) — < е. содержит ребро р։ многогранника К, 
(О, в противном случае (т. е, почти всюду),

длина ребра, % - эйлерова характеристика , Цр>] - полусфера с маленьким 

радиусом с центром во внутренней точке ребра ։/, и лежащая в гиперплоскости 

I//՜. Полюс (/р^] - конец нормали е.

Пример. Если К - выпуклый, тогда

| |У,|, сели, после параллельного переноса, е - опорная плоскость 
,<?(с) — \ многогранника К и содержит

I 0, в противном случае.

Определим
V ■

н'е) = Х^(е)
Иоси гель {5) является объединением сферических (в — 2)■многогранников и

формирует сеть £ к на *Л'' Его *вес (возможно отрицательный) определяется

как значение {.•>}. Верны следующие простые теоремы.

Теорема 2.1. Сеть для неввтуклого миогогрвнпиха К удовлетворяет 

свойству иостолпстиа В (см. §//.

Теорема 2.2. Если вес (т 3'1а"енМ {՛^ '‘с1>ы’: ^лог° «^^икя ' 

ксоп^ат'ло.ши, то {£} удовлетворяет свойству Л (см. У), т е. сфериие 

< киг многогранники соответствующем разложении 
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Определение 2.1. Пусть свертка {$} многогранника К неотрицательна. Тогда 

мы говор.’ и, что поверхность К квазивыпукла. Согласно Теореме 1.1 существует 

выпуклый мношгранник Солу{К՜), с сетью Этот многогранник называется 

выпуклой версией многогранника К.

Имеется простое условие существования выпуклой версии многогранника.

Теорема 2.3 Полиэдр К - кв аз и выпуклый тогда и только тогда, если для 

каждого флага ЦЬ,е)

£М/(Ои-х(еЛКП(/(Ч)]>0,

где суммирование ведется по ребрам К, параллельным Ь.

§3 . ПРИМЕРЫ КОМПЛЕКСНЫХ ВЕРСИЙ

Пример 3.1. Пусть К = Ку и Кг, где Ку и К? непересекаюшиеся выпуклые 

тела. Тогда К имеет выпуклую версию Сопу(К) = Ку ф А՜?.

Пример 3.2. Пусть Ку С Кз - выпуклые многогранники, дКу Г\дКз = 0. Если 
ж

п - четное , то Сопу(Кз \ Ку) = Ку ф К^ ; если п - нечетное, то Сопу(К։ \ Ку) = 
'•а •

= К2 © Ку (условное существование разности Минковского).

Пример 3.3. Каждый многоугольник имеет выпуклую версию, и множество его 
ж

ребер равно множеству ребер его выпуклой версии.

Рис. 3,1
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§4 . ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ПОЛИЭДРАХ

Следующее построение будет важным. Предположим, что К и П многогранни

ки из П1п, П ֊ выпуклый и содержит О. Пусть п ֊ ребро К \РгП^ ֊ про- 

и։1ия П на гиперплоскость, ортогональную к и. Определим функцию Г = 7и(А) 

на Рг,Д1 следующим оо разом : пусть прямая (О, А) пересекает границу Рг П в
% 

точке с нормалью и(А'). Пусть е(А) ֊ гиперплоскость, содержащая ребро п с 

нормалью ь(Л).Тогда множество

Т(А')=1-Х(е(Х)ПКП(7М)1 * •
1

где х эйлерова харак герметика, £/[„} - сфера с малым радвусом вокруг некого-

Ьой внутренней точки ребра и.

Рис. 4.1.

еорема 4.1. Дал выпуклого многогранника К к моложштельиого А имеем

У(ЛК + II) = К(ПН
рсб|»О К

ри А -♦ 0.

сорома 4.2. Для проиэеольного многогранника К « лх>6о< о положи 
I 

ииеел«

- »)Л1(у) <^(у) Лх = Нп) + А
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при X -- 0. Здесь dx(y) означает интегрирование по эйлеровым зарактеристи- 

кам, 1 характер-стичсская функция :

если X G ХК 
в противном случае.

Теорема 4 3. Пусть К, А'а,Кп ~ многогранники из Uv*. Тогда

V(K, к2......Кп) = V(Conv(K), Кг,.... Кп).

Теорема 4.4. Пусть К, К’ С IRn ~ многогранники с = ELk'- Тогда для 

любых К2,..., Ар

V'(A,A2}..., Kn) = V(A'։A2,...,An).

55. СИЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ НЕВЫПУКЛЫХ ТЕЛ

Введем топологию сильной сходимости на множестве тел с кусочно гладкой 

1 ранимей, которая важна, так как смешанный объем (как функция от п тел) 

непрерывен относительно этой топологии.

Определение 5.1. Последовательность тел К,п с кусочно-гладкими границами 

сильно сходите» к телу К, если для каждого т существует взаимно-однозначное 

непрерывное отображение fm : ПК —* дКт и подмножество П в ПК с. нулевой 

лебего, •/ ՝ерой такой, что 
9

1. lim sup |/w{r),z| = 0;»n —Oö df<\l{

2. lim sup p(/m(«)),w(«)| = 0, 
дк\н

։ де u(fm(x)) ֊ нормаль к поверхности Кт в точке /m(z) (должна cyi :?с 1 ьовагь 

для почти всех т). - нормаль в точке х новерхнос ги К.

Теорема 5.1. Пусть для j = 1,2,..., n, lirr.,n_ou К)п = KJ, где K{.t и h'J 

кусочно-гладкие тела в 1ПП. Тогда
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ijG. ЯДЕРНЫЕ МЕРЫ

Приведем вспомогательное построение. Пусть II выпуклое тело, содержащее 

О; / <|>ла> / = /(ш, /,); А(ш) = Л'(ш,Д) - точка на границе проекции II

„а // с нормалью ш ; Е(ш) = |О,Л'(Ш)|; ф(ш) = ^,/.) -     „сктор 

параллельный О Х(ы) ; Д(ш. /.) = 
п

Рис. 6.1.

Определение 6.1. Мера //, определенная на множестве флагов является 

ядерпой мерой для тела К С 1П.п,ссли для любого выпуклого II

Г^Л', II,..., II) = [ г(и, М £Ня(/(ил £))•
I

Теорема 6.1. Пусть тела К и К’ имеют общую ядерную меру. Гогда для любьи

П'2..... Пп

։ (/<, 112,.... П„) = 1(Л ',Пг..... ••»)■

Оказывается, мы имеем уже . .................. . ядерныс меры для многогранников.

Теорема G.2. Пусть К - многогранник о Ш", {») ֊ функции, ввефеннаа в 

/’а,смотрим меру рк такую, ото дли любой ненрерыоноп функции, определен.

>юй на /-’п

МЬЧО4') )՛
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где м։ - ребра К, С։ -- прямая, параллельная -обычная мера Леб

на множестве гиперплоскостей, содержащих 1^.

Такая мери является ядерной для К.

Доказательство. Это утверждение есть переформулировка Теоремы ’.2.

Определение 6.2. Пусть К и К' - тела. Предположим, что К' выпуклый, и чту 

К и К1 имеют одну и ту же ядерную меру. Тогда теле К1 называется выпукла 

версией К и обозначается через Сопу(/<). ’ И

Заметим, что основное свойство сохраняется : тело и его выпуклая версия 

взаимозаменяемы при вычислении смешанных объемов.

§7. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Пусть К С Жп - С^-гладкое тело с почти всюду неотрица тельными главными 

кривизнами. Мы собираемся найти одну из ядерных мер для К и получить 

условие квази вы пухлости К

Рассмотрим специальные приближения К многогранниками.

Локальное приближение. Для си е И”՜1, пусть 1?(и>) - точки на д!< с. норма- 

лью си, - 1-тый главный радиус кривизны дК в точке /Л — прямая 
• * • — - •

с 1-тым главным направлением в точке и-'(си), к^ число неотрицательных чисел 

среди R}. ‘ й V

Построим окружности О?, касающиеся в точке г радиусами #.(ы) 
• • • • •

приблизим каждую О] мпогоу!ельником К* и рассмотрим сумму =• (!),/<{■ 

определенной трансляции, .$՝•’ даст локальное приближение (Ж около точки 

|р(си). . . .

Глобальное приближением Пусть - покрыт ие О”“1 нспокрывающими мно

жествами Ф/ с кусочно-гладкими границами и с радиусами, превосходя ши ми 

I. О : мстим в каждом Ф/ внутреннюю точку си/, так что главные кривизны в 

згой точке не равны О. Теперь приблизим дК следующим образом : в окрестно- 

ст и точки т^(си/) приблизим дК с помощью части г<нла, транслируя ։ р;чли 

каждой отмстим их касательную к дК. Таким образом, мы получим прибли- 

жспис К( гп тела К. Используя это приближение, можно получить слсчуюшук' 

теорему ;
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Теорема 7.1. Пусть К - С'-глвдиое тсм с почти „ 

кривизнами. Тогда мера рк, определенна, соотношением

F» Jtl
... 5212^1 С**) '’-՛(/(։<'։ Ц))^,

4 • •
] ։

- я верная мера для тела К.
я

Эта теорема следует из нашего основного результата :

Теорема 7.2. Пусть К - гладкое тело. Пусть Пк - .<.Кого,начк„ ппйрна 

функция К и

{НА}(ш)= ^2 Н}г(“)(-1)ИМ.
лс ветвям

Тогда

квазивыпукло тогда ц только тогда, когда \Нк] ~՜ выпуклая 

функции и опорная функция его выпуклой версии равна {Н*}.

2. Лая гладких тел К и М, {Нк} — {Нм} тогда и только тогда, когда 

д^я всех тел К?, ...гКп

v(K}K^.^Kn)^v(M}K2.....KnY

ABS TRACT.We say that two bodies K and JC in lRn have the same behavior 
with respect to mired volumes if for all convex bodies K2,...,Kn> we have

4

V(K, Kt,.... K„) - V(K', Kt,..., K„).

The present paper gives necessary and sufficient conditions for two bodies 
with piecewise smooth surface to have the same behavior.

• 4

ЛИТЕРАТУРА
I. L. z\. Santalo, Integral Geometry and Geometric Probability, Addison- 

-Wesley, Reading, Mass., 1976.
2. K. Leichtweiss, Konvexe Mengen. V EI3, Deutscher Verlag der Wissen 

schäften, Berlin, 198Ü.
3. II. Grocmer, “Minkowski addition and mixed volumes”, Geom. d՝d.,vol. o, 

no. 2, вр. 141-163, 1977.
1. IO. Ьураю, Б. Залгаллер, Геометрические Неравенства,Ленинград, 

Наука, 1980.

■> Сентября 1992
Санкт-Нетербур!

Л. О. М. И.



краткие сообщения

ПАРАМЕТГИКС СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО
УРАВНЕНИЯ С НЕОДНОРОДНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ

Р. Г. Айрапетян, Г. Р. Александрин

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28. No 1, 1993 • • ,г . ;■

Настоящая работа посвящена построению параметрикса смешанной задачи для 

волнового уравнения в виде интегрального оператора Фурье. Описание канон и- 

чсского отношения основывается на известном законе геометрической оптики об 

отражении. \ , , S

В работах [1 2] i а кое пост роение было осуществлено для смешанной задачи 

г однородным граничным условием. Естественно. неоднородное i раничное усло

вие; более усложняет ст руктуру каноническою от ношения, что. в свои» очередь, 

усложняет пост роение главного символа.

1. Постановка задачи. Пусть А область в IB" с гладкой границей 

д\ . Рассмотрим следующую смешанную задачу 

п
Он = ии — У r f = 0 в А х IB +, ( I )

J=»

m(U,jc) = 0։ Uf(0,a:) = ü на Д’, (2)
■

u(£, z) = g(Z, х) на IB + x dX. (3)

Введем слеаующие пространства распределений :

Т>'6 (IR-+ x cLY) = {g Е D' (IB f x ÆA) : singsupp g C [Æ. 4-oo) x i)X } , 

p;(IR.+ x A') -{ge + x A) : 3Û6P'(IRn + l) такое, ч то 

“1п1+хал =“ и НД’(5)П [М>хП։.Ш’‘ + 1 иУУИ1+хвл Ш” + ։] = 0). 

Следовательно, определены следы распределений D'n (1В+ х А ) на i ранипу JK + * 

Х(9А и на начальную гиперплоскость t = 0 .
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Определение. Интегральный оператор Фурье Е, ьа »икается парамстриксом
смешанной задачи П) (3), если

£»: Р'СЛ.» х ЙЛ՜) —>О'(Ж. х,П

и и Е О (П7-+ х Л'у , гце и - точное решение задачи

Предположим, что

Условие; 1. Бихарактерист ика, исходящая из Г* Д' пересекает границу област и

нг+ X дХ трансверсально, причем область Л' выпукла относительно характери

стических лучей.

2. К а ионическое отношение. Бихарактеристики, соо гаетс'гвующие кор

ням ±|£| характеристического уравнения т2 - |£|2 = 0 и исходящие из точек 
о

{у. т) 6 7’* Л задаются равенствами :

* + у,1 е [о,/;(?/, т/)|,

где 1±(у, ч) есть момент времени, в который проекция л(1,у, т?) бихарактеристики

на базу впервые пересекает границу ЗХ.
о

Мы используем следующую инволюцию ([2]) на 7՝* х Шп)

(Бт,х,<) (Б Л х । С)»

и^хал՜

где |<| - £ /(и(-( = 0на 'Г ЭХ. Эта инволюция является гладким

отображением ([2]). От раженные бихарактеристики определим соотношениями

г= ±|£|, х ֊ -֊ \1 -1՝±(у у)} 4- л(^(»/,т/) у,у), 

< = ч € [<±(у.

। де /^(у, ч) ■ момент времени, в который проекция отраженной бихарактсрист ики 

впервые пересекает границу ЗХ Продолжая эту процедуру, получаем послед »- 

вагельность точек {1^(у, п)) и ломаные бихарактеристики.
I

Начнем теперь с построения канонического отношения. Пусть К (и, г,С/ 

пересечений с границей проекций ломаной бихарактеристики, н<. кок р< й лсж» 

точка но момента времени I. Предположим также выполненным
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Условие 2. Для каждой точки (<, ±|£|, х, £) £ 7” (№1+ к X)

Кх(/, х,£) < оо.

Пусть Ф* : Г’(Д') >—♦ Га (1В.+ хХ) - отображение, переводящее точ :у (у,г)) р 

€ 7” (Д') в такую точку (*, ±|£|,а;,£) 6 Т* (1Р и х Л'), что точки (0, ±|?/|,уу у) и 

(/., ±*< |, г,£) принадлежат некоторой ломаной бихарактеристике.

Пусть /т - естественная проекция

■‘ : Т (1R+ х IR )|щ>+хад* ♦ ТШ(П<+ х дХ).

Положим

= {((,±К|,х,СГ,±|«|,5,<) 6T’(IR+ X А ) х Г (JR.+ X дХ) : 

/<*(«,г,() = ; I = ^(.Ул), (у, у) = (Ф*)՜՛ (/,±|£|, х,£), 

(Г,±|<|,5,<) = 7гФ~ (i/, j/)}> С* = Ui>;>iC\± , с = с4՜ и С".

Лемма 1. Отношение С есть замкнутое каноническое лагран нссво подмного- 
о о

образно о /՝(1Г<+ х Д') х Т' (1Л.+ х дХ) с канонической 2 формой ^щ^ХА' — 

— crlR|x3A' па пространстве произведения.

3. Построение оператора Л7- Пусть с дост аточно малое положите льное число

1ПС = {< G IR : I > -f} , Xt = {х E IRn : dist(x, Д’) < г) .

< уще< I вует замкнутое каноническое лагранжево подмногообразие (' в
° ° ^՝՜* .^ Чч *■ ^н՛
/ ' (1ИС х Д£) х 7 * (1В.С х дД’) с канонической 2 формой ап^кА, ~ ^тгхаА' ’|а

пространстве произведения такое, что

С՝0 п (7 - (Ш+ X А ) X 7՜- (Ш.+ X ЗА')} = С^.

Пусть I и Л - канонические от ношения операторов о! раличений на многообразия 

О х Ас и П1£ х Э\ , соответственно. Обозначим через Т\՝ и соответствующие 

ин тегральные операторы Фурье.

Докажем слсдуклиую лемму.
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Лемма 2. Пересечения канонически! отношении С с\ и Н являются собствен 

ными и трансе ср сальны ми.

Начнем < построения оператора.^ и виде асимптотического разложения

/•х.0

со следующими свойствами

Л е (ш.։ X А'։,Ш։ X дХ,С\ ,

I

7=П

хЭА ) с / ՛ 1 (пЪ X 5Л',1Г^ х дХ,ВоС) ,

I
Т’г С Г1՜' (хеЛЯе X 5Х,ГоС) , 

;=0

’ 17} оР4 € Г1 (%£|1Н хдА',ГоС).

;=0

Обозначим через а/ главный символ оператора .7}. Поскольку существует стан 

дартпая полу плотность |д7с/т||У2, имеющая естественное ограничение на 1Пе х 

хе? Л’, то можно рассматрива гьа/ как функцию. Обозначим а± = • Символы

Ф будем иска । ь удовлетворяющими следующим транспортным уравнениям

-//՝Н| — -су 
1 1

на (6)

где /’’(«, г, 1,^,4,7,5.«) = г2 - |4|’ и <т(У) - главный сиувол эгератора J. Здесь

Д։з - конеганга па б.'/ для фиксированных Пусть

л± = {(С±141,^4.с±141,г.О е(ш> х н")|л+хвх х г (лг+ х дх] ■. 

Т=^(У,Г)), (у,ч)еГХ, (<,±141,^0 = <»(!/. г),

.(4, ±141, г,4՜) - **7+0(и֊’/)-1-

I
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Следовательно, достаточно определить а* лишь па Положим

“о±|д#. = (-О”>- И
•• J

ч

Согласно (6), значения а±, I > I на определяются значениям на /Л

Положим

Определим а± (/ > 1) на по индукции. Пусть а± уже определены па
• 1 1

О)<*<|Л^; ■ Отсюда следует, что а, заданы и на

Определим теперь на } следующим образом :

г։*(4։±|€1,хд±1€|,г,«) = - ьт 5*(Ф^(ь-,7)л,±И|,г,{), J —• < — О

где (у. г?) — ($*) 1 ±1ч1эг,£)- Правая часть в (7) задана, поскольку (Ф±(у, ?/),
\ ' А ■ «՛ *3 Г* -В * ,

С±|£|,я1{) 6 С,- ■, при условии, что |£ — л| достаточно мало.

Обозначим и/ = а/ |с, и пусть Ji - интегральный оператор Фурье с канониче

ским othoi’ichhcm С и главным символом а\. Пусть pap) 6 С’сс(0.оо) такое, что

= 0 при t < 6/4 и рб(1) — 1 нри i > 6/2. Определим Ел в виде следующего

асимптотического разложения

ОО

Ел ~ рл(Г) Z/.
1=0

4. Теорема Предположим, что условия I и 2 выполнены. Интегральный one- 

ритор Фурье Е{, построенный выше, является параметриксом задачи (I 3).

Приведем схему доказательства теоремы. Заметим, что для любой g Е

€ DJJIR х дХ) ограничение Fig на IR+ х Д' совпадает с Ftg «ю модулю

( к (IRj. х Д'). Из построения оператора Ел следует, что
• *

С-с49 е Сх (Щ+ х :<}, OEtg\:=0 6

г֊ад1=11 е С’в0(Л').

Покажем, что

^^11Я+хдЛ՜ — g £ Сх (IR+



Параметрит смешанной задачи

Для эгог.) достаточно показать, что

ГП

г к о Ъ - Id 6 |-'-m (1R, X дХ. Ш։ X 5.V, Н о (7
(*)

llvci I,

х П<н))
Ш. хЭА

х Г (Ob X <9Д).

Рассмотрим отображение 7г — (тге, id ) :

(7- (П\ х ДС* ))|и(>хаА. х 7" (1R, х 5.Y) Г (JR, х ИХ) х Г (Ш, к ЭХ).

где тге - сект 1 венная проекция а н1с - тождественное отображение. Заме! им.

изо к - сюр ьсктивнос отображение. Представим С в виде объединения а г. ух 

нснсрссскаютихся множеств :

; = Сие1,

с" = и,-6„ (л+ и л;().

Для неI а. 11.НО1 о описания С'1, рассмотрим следующие подмножества С'

= {(',±141,а4Л±14|Д,4)6 7՛՜ (1R f. хИ") х 7" (JR+ х d.V) : 
хЭА'

' =',к< = </(«.'/). (( -kiel, т,4) = Ф,г),

(Г,±141,К) = у)}-

Н։՝ трудно H« >кача гь, ч го

7." = и.>7 (Л* и л-; и /<Га и «7 ) .

Имеет моею пред • I >г. Денис

/? о С = тгС0 и яС'1,
I

где я|6,0 - биекция, а • двулистное накрытие. 'Гак как опер.кхр является 
•

оператором ограничения, для любых / е и для произвольных а е Н =>С имеем

а (>в о л) («) = Е 

' 0€С,»(3)=го
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Ясно, что если о Е ^С' ■ то в = т“1(а) E UA/\. Следовательно

ст (Т'/у о Ло) (nt) = <*0(/У) ֊ 1, ■

(/֊1 \
Id -- Лл 7j I . 

у=о /

Г.1 • 1И ЖС О G яС1, ТО 7Г~’(о) — где с ß2 е для некоторых

i,j(i > J) Согласно (9), имеем

Отсюда. для о G тС1 имеем

и ( 11 ) доказано.

Для завершения доказательства теоремы мы должны показать, что

Для эки «> покажем сначала, ч то Тд — Е^д Е С00. Действительно, при I > Л имеем

?9 - 1^9 = (1 - pW) F9 = 0.

С другой стороны ясно, что

6 С°° ((ОЛ) X Л').

I' >: -чу и — 1^д — и ес ть решение смешанной задачи с С”*՜ данными, причем

-<< шннпс С՞* - согласованы на 0 х д.\.
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