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ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Р. Г. Айрапетян. Г. Р. Александра

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика,том 27. 6, 1992
В работе построен параметрикс смешанной задачи для гиперболич­еской системы в ситуации, когда бихарактеристики системы трансвер֊

.о ковой границе. Параметрикс построен в виде глобальногоИнтегрального Оператора Фурье (ИОФ). Тем самым, конструкция параметрикса смешанной задачи для гиперболического уравнения второго порядка, предложенная Ж. Шазареном, распространена на гиперболические системы. В качестве канонического отношения этого оператора выступает многообразие ломанных бихарактеристик С, ос­нащенное структурой однородного иммерсированного лагранжева под­многообразия. Символ ИОФ построен в виде асимптотической суммы гдадких сечений определённым образом выбранных векторных расс­лоений над С.

51. ВВЕДЕНИЕ жВ настоящей работе конструкция параметрикса смешанной задачи для гиперболического уравнения второго порядка, предложенная Ж. Шаз­ареном в работах [1-2] распространяется на случай строго гиперболической системы уравнений в частных производных первого порядка. Как и в раб­отах 11 и [2], предполагается, что бихарактеристики системы не касаются боковой границы. Параметрикс построен в виде глобального Интегрального Оператора Фурье IканоноческиЙ оператор Маслова). В §2 описано канон­ическое отношение этого оператора, для чего введено многообразие ломан­ных бихарактеристик. В 53 и §5 выписан символ ©того оператора. Построе­ние символа основано на гладком продолжении канонического отношения ($4). Основной результат работы сформулирован в §б и доказан в §7.



Микро л скальный параметрикс смешанной задачи,, в случае когда бихарак. теристики касаются границы области, построен в (3-10).Пусть X — ограниченная область в IRn с гладкой границей дХОбозначим Q - П<+ х X, Qo = {0} х X, dQ = 1П+ х дХ. Рассмотримследую И ме классы распределений :
= *):  * GE'(dQ),smgsupp# С [6,+оо) х дХ, j = 1,...,г):V, 6 Т^Оо),smgsuppuj с Qq, dist(smgsupp , dQ) > 6, j = l,..,m);^m(Q) = u> € P'(Q)и существует продолжение u, € D'(lRn) такое, чтоWF(Sjn(N<j։(IR"+1)U^Q(IRB+1)) = O, j = 1...... m).Отметим, что распределения из класса 2^։((?) имеют ограничения на и

Пусть Л,(я), > = 0,1,...,п — гладкие матрично-значные функции (размерь т х тл), определённые в некоторой окрестности (^, В(х) — гладкая матрич­но-значная функция (размера г х т), определённая на дQ.В работе рассматривается следующая смешанная тя памя
“i<j։ = “о. = Р, (1.2)где z = (։0,г-), ։„€!<+,։' = (։։........։.) е Л', u0 € j € £'r t(dQY ирешение и ищется в классе PinfQ).Определение 1.1. Оператор называется параметриксом задачи (1.1) " (1.2), если

Е,: ГМ(0С2) х Р^.ДОо) Vm(Q) (1.3)и ^(p.uo? ~ « G где и точное решение задачиМаша цель заключается в построении параметрикса задачи (1.1) ֊ (1.2) в оорме глобального Интегрального Оператора Фурье (ИОФ).



иной задачи  ֊ / ' 3 -[ля х = (х,() Е обозначим через <Уд(х) главный символ оператора _ . Л » 1
А. т. е. матрицу — £ А;(х){;, где I — единичная матрица и £ = Ко,Г), 6 е ш, Г = 6ИЙ.Будем использовать также следующее обозначение : р(х) = <1е1(7д(х). Пред- положим, что система (1.1) строго гиперболична, т. е. выполнено сле­дующее условие.
Условие 1. Для каждого х € Е 1ЯП \ {0} уравнение 'р/х,^) = 0 ■относительно £$ имеет ровно т различных действительных корней.Мы предполагаем также нехарактеристичность границы, т. е. предполагает-ся выполненным • ■■
Условие 2. Для каждого х из конормального расслоенияИ*)#0.Пусть ТГд : т-5-5 — естественная проекция. Введём следующие обоз-начения
Пусть Ф,:

СЬаг.Ч = {.• €7՜^: р(г) = 0}СЬаг,Л = {г 6 СЧагЛ: тд» е д<^, > 0}.СЬагЛ ►—* СЬагЛ бихарактеристический поток, т. е. Ф, — потокгамильтонова векторного поля Нр. ОбозначимСЬаг^Л = {х Е СЬагьЛ: су II ествует г > 0такое, что для любого з Е (0,г), т^Ф.х Е <2}СЬаг*  А = {х Е СЬагкЛ: ествует€ > 0
Обозначим такое, что для любого х Е (0. г), т<?Ф#х ф). также через каноническую проекцию я* :
7'(дQ).

Условие 3. ОтображениеI ж» : СЬаг+ Л ~ Т"(ВО)является г- кратным накрытием.'I Условие 3 означает, что из каждой точки границы в область входят ровно г бихарактеристик.



Угтпяир 4. Каждая бихарактеристика исходящая из T*Q  трансверсадЬн пересекает границу области Q.Мы также предполагаем, что выполнено условие Лопатинского. того, чтобы сформулировать его в удобной для нас форме, рассмотри тривиальное векторное расслоение Ет над T*Q,  где слоем является К” Поскольку для любого х € T*Q  матрица <гд(х) имеет гл различных лейст, в и те ль них собственных значений, слой над точкой х разлагается в пр» мую сумму m инвариантных подпространств матрицы 04(2). Рассмотрим сужение этого векторного расслоения да Char А, т. е. тривиальное век торное расслоение CharA х JRm ♦ CharA. Это векторное расслоение имеет линейное подрасслоение К *—* CharA, в котором слоем нал точкой 
х € CharA является Кег 0-4(2) (см. [11]). Аналогично рассмотрим трив иальное векторное расслоение £'m(T*5Q)  = IRm х T*dQ  ► T*dQ  и трив­иальное гладкое расслоение Gmtr(T*dQ),  где слоем над точкой т € Т*дЦ  является грассманово многообразие г—мерных подпространств в fftm. Из условия 3 следует, что для каждого х € T*dQ  имеем rfx(2) = (zj,...,zr), где 
Xj € Char/՜ A, j = 1...... г. •Пусть V(x) — сечение расслоения Gmr(T*dQ)  определённое следующим образом : V(x)=K(։։)+ *(»,)  + .- + *(։.),гдс {-i,...,Zr) = ։(х).У слэш® Б. Для каждого х £ 'TdQ, В € Ie(V, £7(7*  3Q)).
52. КАНОНИЧЕСКОЕ ОТНОШЕНИЕйаусть
RefЛ = {(»+,։_):
Обозначим

Z± € Char*  A,Tq2+ = TqZ_, Д4.,— *•  = 0 на 1
Char о A = {x £ Char A: xqx € Qo}-



Определение 2.1. (см. [12]). Ломанной бихарактеристикой оператора А назовём отображение
где ~ {*о» -•» — конечное подмножество [*о>  *1]  такое, что(1) если I - интервал лежащий в [«о.«1]\А» то кривая I 9 • »—  бихарактеристик  оператора А лежъщлл над ; **

(ш) существуют пределы у(а0 + 0), 7(1} ± 0) и
0)) € ЯеМ,

где У = 1,...Д(7).Обозначим через С — множество ломанных бихарактеристик, а через С, — множество, состоящее из ломанных бихарактеристик имеющих I отраженийот границы, т. е. С, = {7 € С: £(7) - I՜}.
бражение т •—♦ Т*(5о  — естественная проекция. Определим ото-

т: (СИагоЛ и Скат*  А) — и
следующим образом »|СЬаГеЛ = »о, т1съаг4л՜ = Рассмотрим также отображенияк0: С, »—* СкагА и Скаг^А, к, : С, ♦֊—» СЬаг^՜ А,У = 1,...» «• X • С*  * Т*Уопределённые следующим образом : *I К>(7) = 7(ъ+0). У = 0.1»х(т) = т(»1)- (2-2)
Открытыми множествами на С, назовём прообразы открытых множеств при этих отображениях. На С,,« = 0,1,... введём топологии, порождённые этими открытыми множествами. Эти топологии, в свою очередь, порож- >Дают топологии на С.



Покажем, что для любой у е С существует окрестность иу С С такм I что отображение есть биекция на образ. Действительно, пусть так^ окрестность точки у(в; 4-0), что равенство тц = жх2 влечёт ц = х2 для все։ х1։х2 € С/>. Существование такой окрестности следует из Условия 4. Теперьв качестве возьмём *(т) £/, = П <(Ц).
>«0Покроем С такими окрестностями, а в качестве координатных отображенийвозьмем композиции отображения х с координатными отображениями мно- гообразия СЬагЛ. Получаем атлас на С, порождающий С°°-структуру. ко­торая превращает С в (2п + 1) — мерное многообразие.Обозначим через 1 следующее отображение

»: С —* СЬагЛ х д(}),

1 — X — (г о «о)*

где *(Т) = (х(7),ток0(т)).Многообразие С имеет следующую стратификацию
С — С\ и Сч и Сз,

где С\ - к0 1( СЬаГ|՜ А), Сч - /с՜^СЬагоЛ), Сз = (т<? о ко)֊1(с*Р  П Qo).Легко видеть, что С\ и Сч — (2п + 1)-мерные, а Сз — 2п-мерное многообразия НРассмотрим симплектические многообразия 'Г £} х Т*(д(2)  и х Т*($о) с I каноническими 2-формами = (?тя() — 0тл(д(?) и и>о — — <тт*ро  соотрет-ственно • мчойсгйх*’ ЛЧЙИЙИИИ НТеор^мн 2.1. (С],։) и (Сз,։) суть однородные лагранжевы подмногообразие в ГР х Г((9Р) и Гр х Т*(Ро)  соответственно. В
у* кизотельс-гво. Докажем теорему только для многообразия (С1,|) (ДЛ*  (С2,։) доказательство аналогично). По определению формы имеем



Л егко показать, что каждая точка уо € С\ имеет такую окрестность С77в, что отображение »0 =ляется диффеоморфизмом. Следовательно.
(2.6)

Определим отображение
Ф: —х(^.)

следующим образом : Ф = X о «о 1- Покажем, что Ф — симплектоморфизм.
Ф' ат*(}  — &т9б<) = 0. (2.7)Фхо = ? влечёт существование такой у € иУо, что /с0(у) = *о,  х(?) = *•  Окрестность иУо может быть выбрана так, что для каждого 7 6 V,.. *( 7) = Ь(уо). В случае, когда <Ь(уо) = 0 имеем, что Ф = Ф»,->։, и равенство (2.7) ■следует из известного результата о том, что Фt — симплектоморфизм. Покажем, что оно сохраняется и при наличии отражений (&(уо) >0). Пусть

5*  = {֊ € СЪаг*Л:  существует у € такое что г = у(«; ± 0)}. (2.8)
Определим отображение
где Г;(г_) = х+, если существует у € УУ9 такое, что ?± = ± 0).Пусть Лг(у0) = к > 0, тогда

*
Ф = Ф ~ о г > о ф-֊ * о гк_1 о ... о Г1 ч. Ф- ж 1 Х *0 (2.9)

Для того, чтобы показать, что Ф — симплектоморфизм, достаточно по- казать, что г;, } = 1,2,..., к имеют то же свойство. В достаточно малой окрестности точки Я’ру(«> 4-0) выберем систему координат таким образом.



8чтобы граница области Q записывалась как хп —.0. Пусть £ — (^0i---,^n)
и: ойственные координаты, тогда

(*01 Х11• ••» 1
(210)

Заметим, что на TS*  форма dz„ равна нулю, и
(211)

Иэ (2.5) и (2.6) следует, что (С1,>) — лагранжево. Лекажем, что оно однородное.Определим на С действие группы П<+, порождённое действием этой группы на т. е. паре 7 Е С и р € ставится в соответствие ломаннаябихарактеристика р7 следующим образом
Р m*o,p ։ m։i] \ {р1 ’n«o,...,p1-m»4(7)} Э*> —. (П - Po-f(s) е i~Q. (2.12)

Для того, чтобы убедится в том, что /ту действительно является ломанной бихарактеристикой достаточно заметить, что система Гамильтона-Якоби и условие (2.1) инвариантны относительно следующей замены переменной ;
"Ч X •—* х, £ •—► р£.

Из определения действия группы на С следует, что
։ о р = р о ։. (2.13)

. 15 сть ( векторное поле на С\, порождённое действием группы К-н Из (2.13) получаем, что векторные поля ^х(С) ° *оК  порождаютсядействием группы на 'ГС} и Гд(}. Поэтому
Го - Х’огт.р - (г о яоГaT.eQ = x*(dKJcr r.Q) - (ж о к0)'(<1(т о к0)С?Т^) = °>

однородное лагранжево многообразие.
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§3. ГЛАВНЫЙ СИМВОЛ ИОФ PoПусть П^2(СБагА) — линейное расслоение полуплотностей на СБ аг А. Обоэ- начим через Кп — линейное расслоение над СБ аг А, являющееся тензорным произведением расслоений К и П1^2. Рассмотрим проекторР(г): ИГ*  КетаА(т),порождённый разложением в прямую сумму инвариантных по.•н рос-транств матрицы <тА(х). Соответственно, обозначим через
Рп: ВТ" 0 Я1/։(СЬ»гЛ) »— Кпгомоморфизм векторных расслоений, порождённых проектором Р(г).! Для произвольной точки го € СЬагА существуют окрестностьи гладкая функция А(г), определённая на С7Жс такие, что для каждого г € £Л0,A.(z) есть собственное значение матрицы сгд(г) обращающееся в нуль в точке Zo- Таким образом, в некоторой окрестности CharA определена гладкая функция A(z), обращающаяся в нуль на CharA. Пусть v — гладкое сечение расслоения Кп- Определим следующую скобку Пуассона

~ )։,%]• (3.1))=о
■1ля того, чтобы убедится в корректности этого определения, покажем, ямто дифференцирование сечения V в правой части (3.1) производится посательным к CharA направлениям. В окрестности точки zo 6 Char А расс­мотрим собственный вектор v(z) матрицы од(г), соответствующий собствен-му значению A(z) и гладко зависящий от z. Продифференцировав равен-во (аА — XI)v =г 0 по £о и воспользовавшись очевидным соотношением (ал)<0 = J получаем

еперь применим к обеим частям этого равенства проектор Р(г). Так как (г)^л(*)  = 0 мы получаем, что А^в = 1 на СЬагА. Продифференцировав авенство (<гА — АГ)V = 0 по (о и хо получаем
(vA - XI) v(.„ + (ал - XI):,v.. + - A,^s = 0.



10Применяя проектор Р(х) к ©тому равенству получаем, что •
(3.2)

на СЬагА. Для i = 1,..,п аналогично получаем
(ал - (3.3)
(Ол - М)с.Ч, = А«.* (3 4)Так как гамильтоново векторное поле Н касается СЬагА, имеем

{^дК. = {А>Ли)г = (#а Аь)г = о. (3.5)
Следовательно, на СЬагА

)<гл.«} = {«'>։,։'} + {A,<u)v£o = ~ *»,»(•)-
» = 0

(З-б)

; = i1-форма </А обращается в нуль на векторных полях Агот— ох, 
. д . д . _ _п, и поетому они касаются СЬагА. Для завершениядоказательства остаётся заметить, что {А/,!?} = и что векторное полеЯд касается СЬагЛ.Рассмотрим ненулевое гладкое сечение v(z) расслоения Л'п в окрест­ности точки zq С Char А. Определим функцию д(х) на £/1в с помощьюсоотношения

/A*)v(*)  = Р(*)[<МФ(г)+  {^л - АМ}]. (3.7)где (7i(x) — субсимвол оператора А, т. е.
՛. (3-8)

—— и %

%

Покажем, что функция д(х) не зависит от выбора локального сечения у(’)и, следовательно, инвариантным образом определена на всём СЬагЛ.



руги ми словами, инвариантна при замене »—*Произвольная скалярная гладкая функция определённая на (7/а. Дла того,■гтобы показать вто, заметим, что на СЬагАI Р(х) к1(*)?(*М х) + {^д - АД р^}] - р(?) Р(*)  [<Г1 (х) г(т) + {ах - АТ, в}] =
К■ = 12 [р^Р(г)('А - - Р(^(*)('л  - =КвI =53“ АД€> - А(у(ал - АТ)<в] <>(*)-
I ^в1В ~ 53 Рб^(*)  - А/)г, - Аг,-(ах - А1)с.] г(т).>=оПокажем, что последнее выражение равно нулю. Для этого достаточно применить векторные поля

гч<> •

■ “дг} *։д£0' ' .......... ’к) обеим частям равенства (аА — А/)и = 0 а затем подействовать проектором Мх). Определим на С функцию дс следующим образом :
Далее, на линейном расслоении Кп определим линейную связность V- Пусть г) — векторное поле на СЬагА, v(z) — сечение расслоения К^, рассматриваемое как сечение тривиального векторного расслоения

П1/2(СЬагА) х НГ*  —♦ СЬагА.
Определим 57п«(х) = Р(г)[Р,,ии)], (3-9)где — производная Ли сечения V вдоль векторного поля т). Эта связность имеет простой геометрический смысл : для того, чтобы осуществить пар-ельный перенос вектора из слоя расслоения Кп вдоль некоторой кривой



12 Р. г. етян, Г. Р.7 нужно параллельно перенести его вдоль кривой.как вектор из слоя трщ иального расслоения П1/2(СЬагА) ® №.т ♦—• СЬагА, а затем полученный вен
• Iтор спроектировать с помощью проектора Р(х).Пусть -/(хх.ха) — бихарактеристика, соединяющая Х1,х3 6 Обоз!начим через ЯУ/Д оператор параллельного переноса в расслоении Ка вдод] кривой 7(гьхз). порождённый связностью V- Таким образом, если то е Кж>, причём существует сечение а расслоения Кп дд!< • Iкоторого V5 = О, >(Х1) = VI, «(х3) = 1^. •Рассмотрим векторное расслоение Мгк = К х К х ... х К (г сом] ножителей) над СЬагА. Слоем в является г-мерное векторное прос транство матриц размера т х г, столбцы которых принадлежат слою расе] лоения К. Таким образом, оператор действующий в Лп, порождав! оператор параллельного переноса Яу 1з, действующий в расслоении Мгк.Полагая г0 € из Условия 3 находим — {х1,...|хг}, где

Zj G Charjf’A, j = 1 — окрестность точки х0 такал, чтсуществуют гладкие ненулевые сечения v;(z) линейного векторного расе-лоения А71, определённые в окрестностях (7ло точек х։° и и2о С тг*[/ ։сО ДЛЯ' — 1,..., г. Поэтому можно определить гладкую матричнозначную функш У(г) в С7,о, столбцами которой являются «1(х),®г(х).Теперь определим следующие матричные функции в и,0 (см. [13])
ИЧ*)  = И։)[В(։)У(։)Г։- (3.10)

Наше определение корректно, так как из Условия 5 следует, что В(г)У(х) есть невырожденная матрица. РИ(х) не зависит от выбора ^(х), и, поэтому, • . I ■ *па определена на Т"д(). Рассмотрим следующие сечения По и И расслоения
Яо(։) = Р(т)И/(т|,г)1 (3.11)П(т) =(3.12)Обозначим через Л4л-(С?1) векторное расслоение полученное поднятием слоев расслоения Мтк относительно отображения ■—♦ СЬагА. Опре-



делим главный символ оператора JFO как гладкое сечение расслоения
Пусть — произвольное ненулевое сечение расслоения 
дQ, 7 € С1, и главный символ определяется формулой^в(7) = Х-ехр[-дс(7)]^ЬЬ։Ь)|Х(7)П(х4(7)_1(7))о° ^'<*( ’т>-։(т).«*(-»)-1(т)^^* С*(т)-5(7))

° ° RX(T),«»(7)n°(KoW)®
(3-13)

Qirfxi1/2)OrQ* /^))-Заметим, что поднятие полу плотностей с Q и dQ на CharA и Char + А относительно отображения ttq и с CharA на С относительно отображения х корректно, поскольку отображения tq: CharA »—♦ Q, tq: CharJ'A »—♦ ф •
dQ и x՝ С CharA сюръективны.Аналогично, обозначим через A4J£(C2) векторное расслоение над С2 по- лученное поднятием слоёв расслоения A'fJJ над CharA относительно ото­бражения х’ С2 *—♦ CharA. Соответственно, для 7 € С2 определим <7^(7) как гладкое сечение расслоения A4JJ(C2) ® Q1^2(C2) формулой :^.(т) = х’ехр(-рс(т)] Я’։„.։(Т),Х(Т)П(''4Ь)֊։(1'))0

° о R’ (7),.1Ь)Ж«о(7)) ®
(3.14)

54- ПРОДОЛЖЕННОЕ КАНОНИЧЕСКОЕ ОТНОШЕНИЕ. Обозначим через Q открытую окрестность множества Q, в которой опреде­лены коэффициенты, оператора А. Соответственно • •Сь/а = {։€Г<2: р{г) = 0, > 0). (4.1)
<7^0Пусть ВкЬ^А — множества бихарактеристик оператора А направленных относительно оси I вверх (+) или вниз (—), т. е. В1сЬА есть множествоотображений 7 таких, что



Рассмотрим отображения ßj: Bich^A »—* Char A, j — 0,1 такие

• ж.

I Ч7й= у(^). Наделим Bich±A структурой (2п + 2)-мерного С°°-многооб. разил, порождённой отображением
Обозначим

Bich|Л = Char^՜ A U Bich^՜ A U Bich^A.Для того, чтобы продолжить отображения на Bich*A  доопределилих на Char*  А следующим образом l * 1ftlchar*x  = >d, 0 = А) При этом Bich»A наделяется структурой гладкого (2п -4֊ 1)-мерного многообразия.<ие 4.1. Отображение
мы называем продолженной до границы ломанной бихарактеристикой опер- атора А, если выполнены следующие условия :1) ДЛЯ любого «1 6 (*о , ? i)\J ограничение у на является ломаннойбихарактеристикой оператора А ;2) х(7) ֊ 7(*1  - О) € Char*  А * ШОбозначим через С множество всех продолженных до г ранит гы ломан- ных бихарактеристик оператора А. Введём на С топологию, являющуюся прообразом топологии на Ch ar J А относительно отображений ло,xt(7j,x Затем мы наделяем С структурой 2п—мерного С00—многообразия с помощью

В многообразии (Char^AuC) х Bich^A рассмотрим следующие подмно- гообразия : • . и= {(71,7а): 71 € CharjJ՜ A, уз С Char^՜ A U Bich^՜ А для i = 1 и7, 6 Bich; А для i = 2, 7, = ^(7,)}.



Сз,» = {(?i , 7з): 71 € С, уз € Char^ А U Bich^A для t = 1 и72 € Bich; А для » = 2, (Зо(7з). х(71)) € RefA}.«w ** _L. •Пусть С = C11UC12UC21UC22. В силу. Условия 4 С является (2п+ 1)-мернымС°°-многообразием и С С С. Заметим, что
С — C*i  U С2 U Сз и С, CG, » = 1,2,3.

Рассмотрим отображение т: С •—♦ Т“(Р) х (Т*(д(У)  х Т“($о)), определённое следующим образом т = 0\ х я о к0, где ко доопределено на Скаг^А как . тождественное отображение.Аналогично тому, как ©то было сделано при доказательстве Теоремы 2.1, можно показать, что (С1,т) и (С2,т) — иммерсированные однородные лагранжевы подмногообразия в Т*(ф)  х Т*(д(Э)  и Т*(ф)  х (Т*(<Э 0). Назовём (С, г) продолженным каноническим отношением. Если С — замыкание С в С, то = {(71,72) € С1Д иСэ 1: £1(72) }.Границу дС можно представить в виде объединения непересекающихся подмногообразий
дС = <Э0Сид+СисСС, • (4.2)где = {(71,7г) 6 С1,1: 71 = 72} ~ Char+A,

д±С = 0СПС2>1 = {(71,72): 71 € С,72 € Char+A, (x(7i),72) 6 RelA},
д-С = {(71,72) € дС: 72 € Bich^A} — С.՛ Из Условия 3 следует, что д±С является г-кратным надкрытием над д֊Сотносительно отображения

Наша цель продолжить ИОФ Ло ло ИОФ ЛЬ с каноническим отношением С. Таким образом, мы должны продолжить главный символ оператора Ло 



16с С на С. С ©той целью рассмотрим линейное расслоение Кл ♦ СЬагЛопределённое аналогично расслоению Кп •—* СЬагЛ.Естественным образом продолжим функцию я(*)  с СЬагЛ на СЬагЛ м ' ֊ ՛ • ,линейную связность ф сК н&К. Соответственно, определим оператор пар- аллельного переноса Определим теперь главный символ оператораТо следующим образом :1) если (уьтз) £ Си иС1д, то
<гЛ(71,7») = (4.3)

2) если (71,7г) € С2д иС2,2, то
»/„(71,7,) = (4.4)

где 0>о определён на продолженных до границы ломанных бихарактерис- • \тиках по непрерывности.Таким образом, построен ИОФ Л): £'г6(д0) х О'гп Д<?о) »—* Р^(ф) такой,что для любого (д,и) € ££,($0) х 1Ут ,(<Эо)

А(»,и) (4-5)

55. ГЛАВНЫЕ СИМВОЛЫ ОПЕРАТОРОВ ИОФ Л,. У > 1Мы начнём с описания процедуры интегрирования сечений линейного расс­лоения со связностью вдоль кривых лежащих на базе.Пусть М произвольное гладкое многообразие, Ь — линейное расслоен- бие над М, ^7 — линейная связностпе на I, г — сечение Ь и 7: [$0, «1]»—♦ М — непрерывная кривая на М.Определим интеграл от V по 7 следующим образом :
/(7(«))ь'(7(»1 ))<<«. (5-1)

где и> горизонтальное относительно связности V ненулевое сечение расслоения Ь над кривой 7, / — функция, определённая на кривой 7 
9соотношением к = /о/. Заметим, что интеграл в (5.1) не зависит от выбора



17горизонтального сечения ы. Действительно, пусть u»i —-другое горизон-т^льное ненулевое сечение такое, что ы = ри^ — векторное поле </7 тогда О - - \7{(рых) = ({p)wi + р Wi = Kp)cui,И р — const ВДОЛЬ кривой у. Поэтому V = /1U>1 влечёт /] = р/ и
Обозначим через Л» ИОФ/(т(Л)Ыт(*1))

каноническим отно ениемс 11

с» = {(։i,jJ)eT-flQxT’d<3: tq։, € 8Q, = ։։} (5.2)
и символом ”9Q |</х|^2 ([14]). Заметим, что

Л 6 - х Нап^Л?), £"(«)).
Нашей целью является построение последовательности ИОФ 5у, ; = 1,2,.с о>л 1им и тем же каноническим отношением С и главными символами, опре­делёнными рекурентными соотношениями и удовлетворяющими следующимусловиям :

(5.3)
IAoV? €l^-(Q.dQ,C,Q^ 0Hom(Em(Q),£r(dQ))), (5.4)

j=o

,-Idt I-1-'(dQ.dQ,CtOC,ni^xBQ0Hom(E'(Q).E'(dQm, (5.5) >=0 / = 0,1,....На языке символов соотношение (5.4) можно записать следующим образом :
<7 (] еЬ^-1-,(С,П1̂ 0ЯОт(ЕГ'֊С),Е'(С)). (5.6)\ >=° /Будем предполагать, что выполнено также следующее соотношение

Ра ) е 5»-։-'(С,П1/։0Нот(£"(С).£г(С)). (5.7)I \ >=о /



18 р, Г. ------- -Отметим, что композиция И ОФ J՜*  и корректно определены, что из Условия 4 следует, что композиция
___  9

С трансверсальна ($7). Также отметим, что канонических отношений С»И ОФ Л построенный в И 2,удовлетворяет всем этим условиям для I — 0 (это будет показано в §7).Пусть то € СЬагА, А/1(т) — гладкая матрйчнозначная (размера (тп — 1)т) функция, столбцами которой являются базисные векторы пространст 
(I - Р(т))Шп. Матрица Л/Дт) определена с точностью до правого действ; группы СЦт — 1, R). ՛Из Условия 1 следует, что дд(г) — .втоморфизм подпространства (/
В окрестности z0 рассмотрим гладкую матричнозначную (размера т х m функцию M(z) = M1(z)[M1tr(z)^(^Af1(zИз инвариантности М(х) относительно правого действия ОЬ(т — 1,И) и; Л/1(т) следует, что М(г) не зависит от выбора базиса в (I — Р(т))Ят ։ поэтому М(г) определена на всём СЬагА. • |Обозначим через Мс(у),' Кс и гладкую матричнозначную функцию линейное расслоение и линейную связность, полученные поднятием M(z)

Кс и \7 относительно отображения у: С »—* СЬагА.Рассмотрим векторное расслоение Нот(£*  (СЬагА), Е™(СЬагА)) на СЬагА, слоем которого является векторное пространство матриц размер т х г. Пусть Л4 есть векторное расслоение, полученное поднятием Нот(Е’г(СЬагА),Е'т(СЬагА)) относительно у: С »—♦ СЬагА. Обозначь через тензорное произведение Л4 над С. Главные символы опеаторов J-j будут сечениями этого расслоения. Рассмотрим гладкие сече
Л ° Уj

4=0

Г5.9



Параметрикс смешанной за^чи ... 19расслоения Л4© и ИОФ с каноническим отношением С и глазными символами Из (5.8) следует, что
Лг(Ло7),։) € 6’»-։",(С,Я1/։0Нот(£га(С)1Г֊(5)). (6.10)Определим процедуру поднятия ломанной бихарактеристики 7 € С из СЬагЛ в С следующим способом :каждой ломанной бихарактеристике у € С, у: [>о,*1]  \ / •—* СЬагЛ, со- • _ •поставим кусочно-непрерывную функцию у € С, у: («о,*1]  \ J •—* С такую,' что для 6 € («о, «1]\Л 7(«): [«о,*]* —» СЬагЛ и у(Т) = 7|(Жв։>1)\- Рассмотримгладкое сечение (5.11)расслоения Л4п- Пусть у 6 С и у — соответствующая ломанная на С.Для произвольных точек 71 и 72 принадлежащим у обозначим через оператор параллельного переноса вдоль бихарактеристической дуги 71,3соединяющей точки 71 = 7(^1) и 72 = 7(^2)- Обозначим через ЗИ*/-  оператор 71 лзпереноса в слоях расслоения Л4л, порождённый интегрированием гладкого сечения а*  вдоль дуги 71,2. т. е. если V принадлежит слою над точкой 71расслоения Л4л. то

3^~ V = ֊ V +
71 Лз 71 Ла ехрРс(тМ)^ (?(*))։!» (512)

принадлежит слою над точкой у.Пусть и 5г2 — проекции Т*(2  х Т*д<2,  соответственно на первый и гвторой сомножители. Рассмотрим композицию
Сь о С = {(З1,х2,7): (п,*2)  € Сь 7 € £С, *1  от(7) = *2}  (513)~ • •канонических отношений С> и С, и отображение ц: С>оС •—► Т*д(^  х Т*дЦ,  действующее по правилу >>(*1,22,7)  = (*ь  *2( т(7))- Тогда (С*  о С,ц) — однородное иммерсированное лагранжево подмногообразие в Т* дQ х T,дQ. Определим отображение </>: 8С >—• С> оС :

։₽(?) = ((»»О5, от)(7),(л։ ог)(7),т). (5Н)



20являющееся диффеоморфизмом, цо^ = х (я*о/с 0). Поэтому, (дС,ц^— однородное иммерсированное лагранжево подмногообразие в T*dQ t

T*dQ  и существует диффеоморфизм из (ЭС, ц о <р) в (С*  о С, ц).Обозначим через Мп(дС) ограничение расслоения A4q на дС С С.мотрим гладкое сечение расслоения Л<л(<9С) определённое следующие * • ч- * . г *1.11 rt РгЗм .<образом
<4 (?) = По(х(7)) о i-i _ (7). (5.15"֊*•£*  .. . 1

'•° ՝ .'4„ fгде 7 € дС. Пусть теперь 7 € С, J7 = (s0,sb ...fsk), и 7 —. соответс
—-твующая ломанная на С. Заметим, что 7(^1),y(sk) 6 С и д-С С дС*0(7) € Char*  А -֊ доС С дС.Главный символ ИОФ определим формулой :СТЛ.։(7) = «Р(-МС(7)] SS> <i(7(»*))+

JtT
+ ^(7))s£;.։ )֊(։։) ... ՝ (J- Н(7(Ъ)) + П(м(7)) S֊l).;(„/»(«o(7))] ...] •

Наконец, ИОФ Tj определим как сумму
заметим, что если 7} есть ИОФ с каноническим отношением С и главны*символом Оу = о~ тогда для любого g C{dQ) получаем

56. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТРассмотрим асимптотическую сумму
. (5-11

I ՛֊-"’• л

И функцию p4(z) € С«(М"+>) такую, что Л(։) = 0 в »/2-окрестности 5<?П и />*(*)  = 1 вне ^-окрестности 0QnQo. ‘Определим оператор



9

следующим образом и*?)  х

£'(г,“о)0 М«|1,։ = />»(») х ?(з>'»<з.«о0 М*'| ։/')>
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(6.2)
(6.3)

где Уед — ненулевая полуплотность на дQ, введённая в 53.Для формулировки теоремы необходимо следующее
Условие 6. Для любого х £ множество х”1(а;) — конечно.
Теорема 6.1. Если Условия 1-6 выполнены то оператор Е{ является параметриксом Задачи (1.1) — (1.2).
§7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6.1Пусть X и У — С00—многообразия, Е »—♦ X, Е »—» У — векторные расс­лоения и (С,։) — каноническое отношение из У в X. Будем называть (С,։)локально-конечным каноническим отношением, если для любого х €существуют окрестность и, С Т*X  х Т*У  и натуральное число к. такие,что ограничение ։ на С1 (СТ,) есть £,-листное накрытие.Пусть (С1,1}) и (С2,12) — локально-конечные канонические отношения из Ув X. Будем говорить, что (С1,«1) редуцируется к (С2, »2), если су II[ествуетгладкое отображение / из С\ в С? такое, что «1 = «2 о/. Пусть € 1т(Х х
у, С»), ։ = 1.2, и отображение / реду <рует (С1,11) к (С2,12). Обозначиммчерез Л ИОФ с каноническим отно II ением (С2,»2) и главным символом

^(1) = $2^1(7»'). (7.1)
где суммирование ведётся по всем прообразам у,- € С\ точки у € С2 относительно отображения /. Тогда

А г Г(Х X У,С։)
и

у

А = .г։(1по<։г,-։(Л' х у,с։». (7.2)



22
векторные расслоения, (С։,1։), ։ — 1։2 однородные иммерсированные гранжевы подмногообразия симплектических многообразий (Т*Х  х
Тогда (Ci х Ca.tj x i2) — иммерсированное подмногообразие в Т*Х  х T*Y  х

IIмножества Т*Х  х Д хГ2 относительно отображения ц х а2. Будем предпо. лагать, что отображение »1 х а2 трансверсально к Т*X  х △ х 7* 2. Тогда С есть подмногообразие в С1 х С2 (см. [15]).Пусть ГХхГУхГУхГ2н֊.ГХхГ7каноническая проекция и
« = »Xxz ° («1 х а2)|с : (7.3)

Однородное иммерсированное лагранжево подмногообразие (С, 1) в (Т*Лх— и'т-г) будем называть трансверсальной композицией канонич-еских отно II ений (Ci.li) и (C2,t2). Заметим, что если (С1,»1) и (C2,»j)локально-конечны, то их трансверсальная композиция также локальн конечна.Перейдём к доказательству теоремы. Рассмотрим иммерсированное ла­гранжево подмногообразие (7*дфиС,£)  в Т*д$  х Т*(9ф,  где
«1т-9Q = И х id, «la = X х (х*  о xo).

Определим отображение /: дС »-*  Т* дQ\JC следующим образом : /|^в^ = г֊листное накрытие, /\в с : д~С >->С — диффеоморфизм, :^-С С г-листное накрытие. Выполнено следующее соотношен
Î о / = ц о ip. (7.41

Рассмотрим И ОФ с каноническим соотношением С*оС.  Отображена • •/ редуцирует С, о С к (T^дQ^յC,i). Из диаграммы (7.4) и формулы (7.1!



23следует, что
= ^|(то<1/>-1(ад1О<г,Т-д(ЗиС,п;/<}2яв<}0Нот(£’(5<5),£'(в<?)))),— ИОФ с каноническим отношением (T'дQ и С, •) и главнымсимволом :

(7.6)

где (71,...,>) = / ‘(7)-Для того, чтобы доказать (5.5) при / = О, выпишем главный символоператора Т’ь о Т'о. Поскольку дС СьоС— диффеоморфизм, мы имеем€ $п/’(0С, Я&*  0 Нот(Г(0С), Г (ОС))).

Из соотношений (3.13), (4.3), (4.4) и формулы композиции для ИОФ (см. [12]), получаем 4 •а) для у € СИаг^Л ** д^С

= 5(тсо»։(7))по(»,(т))01г;^0<;гво, (78)

Из

б) для у = (71,72) € д^Сид^С

4>’а^ = ։хр(-М71)1*̂ Л?(05(ж <г<>ж,(7}))*д|<(։Г 1/2

I <соотношений (7.6) - (7.9) получаем

X

(7.9)

(7.10)



24Отсюда и из соотношений (3.10), (3.11) следует, утоГ<4,(7) = В(т<?(7))12Р(7,)^(7)[В(7)^7))-։0<^1?0ъ‘^<г. (7.11)

Пусть Е+(т) — линейное подпространство в П1т, натянутое на столбцы Г 4 . *. матрицы У(1). Проектор £ Р(%) действует на Е+(у) как тождественный >=1оператор. Следовательно, получаем
= (7.12)б) для 7 6 С<4, (7) = ехр[֊дс(7)] к&'аэ х(7))’о1^Г1/2хх ЯХ։т)-1(7).х(т)П('։‘(7)-։(7)0".- ° ЛХ(Т),«.(7)(П»('с»(7) 0 |<*г| 1/2) 0 Яд»'«<? +

Г
+ ^ехр(-^(7,)]»с^<г0В(1г<} ох(7,))0»в1<1։|՝1/։ х П(к(%)) 

> = 1

(0 (<^^1‘^г) 0) ^диад,г-“е (71...... 7г) = /-1(7). Я» .Заметим, что ’9 ° Х(7>) = »<} о Х(т), я,(^) =Л«.(Т,)л.+1(7,) = Л«.(т).«.+>М՛ 1 =°>-А-1, Дс(7,) = Дс(7), > = 1,...,г.Таким образом, получаем’/.(7) = ехр[֊д։(7))^Рв<} 0 В(1(г о х(7))хд|</։|“։/։х I^ + ^П^^^Л*»<,)-.(7). х(т)П('։‘(7)-1(7)о... (713)1
•••оЛХ(т).«.(7)<По(''о(7)0х^|<11|1/։)0^к.в1г. IИз (3.12) следует, что 1

В^О°ХМ)(1 + £>(х(7;))) =
> = 1
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= В(1Г() о х(1))

Г

- Е РМъ)) X ох(^))В(Г() ох(7<)) =

= В("-<? О х(7, )) - В(*д  О х(т)) X

X Щх» о Х(7))В(я<? О Х(7)).

(7.14)
ГПроектор £ Р(Х(7>)) действует на £.(х(7)) как тож.«т.»т »>х1 +\дки/ тождественный оператор,поэтому используя соотношение (ЗЛО), получаем

В(х0 о Х(7)) х £ Р(х(уу)) I х 0 Х(у))В(г<] о х(7)) = 
\ 7 = 1 /

В(Ч о х(7)) X ( £ Р(Х(%))) И(х։ О х(7))(В(»о 0Х(7))х 

\>=1 /
X ^(т,ох(7))]-։В(х13оХ(7)) = 5(,сох(7))

(7.15)
Из (7.13) - (7.15)доказано для следует, что <гд(7) = 0 для 7 е С. Тем самым (5.5) 0. Соотношение (5.5) для I = 1,2,... доказываютсяаналогично.Мы не будем останавливаться на доказательстве (5.6), поскольку оно проводится стандартными рассуждениями, и перейдём к доказательству

окажем, что Ра-ПЛ^о) =0. (7.16)|орошо известно (см. [12], [16]), что 
9

о-НЛ^о) = {о’л.ох,} + ։г_։(Л)<гу0.тсюда
<^-|(ЛЛ0)_ Р({„А-Л/,ал,) + а-1(Л)<гл0) + Р{Л,^։} = р<гЛ(, + Р1>я,ал =

+ ^н,(Гу0 - (\7я, + д)ехр(-/лс(7)] х Х’Л^։
н, = 0. V =

■алогично,



26Используя (5.16), (5.12) и (5.11) последнее выражение можно переписать^виде
։=0т. е. выполнены соотношения (5.7).Нам осталось показать, что разность между Еб(д,ио) и точным решением задачи (1.1) ֊ (1.2) принадлежит С°°((?). Пусть У$(д$) — 6-окрестность множества дЦ в 1Лп+1. Для х Уб(д<2) имеем

Uo) “ Е6(д, ио) — (1 ~ Рб(х)) F(g, Uo) = 0.
С другой стороны, Д^,и0) € С Поэтому и» = Е$(д,^)^\— решение смешанной задачи с бесконечно дифференцируемыми даннымии эти данные с -согласованны.
ABSTRACT. In the paper a parametrix for ixed problem for a hyper-bolic system in a situation where the bicharacteristics are transversal to the boundary is constructed in the form of a global Fourier Integral Op­erator (FIO). So the construction of the parametrix of a mixed problem for second order hyperbolic equations, suggested by J.Cbazarain, is ex­tended to hyperbolic systems. The manifold of broken bicharacteristict, supplied with a structure of a homogeneous immersed Lagrangian sub­manifold, playes the role of the canonical relation for FIO. The symbol of FIO is constructed as an asymptotic sum of smooth sections of certaii vector bundls on C. .

. 1. J. Chazarain, “Construction de la parametrix du problème mixte hyperbolique pour l’equation des ondes", C. R. Acad. Sc. Paris, vol. 276, ser. A, pp. 1213 - 1215, 1973.2. J. Chazarain, “Parametrix du problème mixte pour l’equation des ondes a l’interifl dun domaine convexepour les bicharacteristiques”, Astérisque, vol. 34 - 35, pp. 165 - 181, 1976.3. R B. Melrose, “Microlocal parametrices for difractive boundary value problems' Duke Math. J., vol. 42, pp. 583 ֊ 604, 1975.4. M. Taylor, Grasing rays and reflection of singularities of solutions to wave equations", Comm. Pure Appl. Math., vol. 29, pp. 1 - 38, 1976.5. G. Eskin, Parametrix and propagation of singularities for the interior mixed hyperbohc problem", J. Analyse Math., vol. 32, pp. 17 - 62, 1977.6. G. Eskin, General initial-boundary problems for second order hyperbolic equations", In : Sing, in boundary value problems. D.Rridel Publ. So., Dordrecht Boston, London, pp. 19 - 54, 1981.7. G. Eskin, “Initial boundary value problem for second order hyperbolic equation  *
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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА В КАТЕГОРНОЙ ТЕОРИИ ГАЛУА
В РЕГУЛЯРНОМ СЛУЧАЕ

С. Г. Далалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, К* 6, 1992

Доказывается, что основная теорема теории Галуа в классическом виде 
верна в любой абстрактной категории с мономорфными морфизмами,
в которой существуют композиты пар подр&ьектов и регулярные за-
мыкания к ЛЗМОВ.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является продолжением статьи [1). Главная цель этих 

статей - изложение теории Галуа в рамках общей теории категорий. По

сравнению с [1] здесь ситуация более приближена к классической. Во- 

первых, предполагается (если не оговорено противное), что все морфизмы

являются мономорфизмами. Для этого достаточно от произвольной кате­

гории С перейти к категории С, состоящей из всех объектов категории С и ее 

мономорфизмов. Во-вторых, изучаются , так называемые, регулярные мор-

к- измы, которые занимают место алгебраических расширений полей клас­

сической теории, но не сводятся к ним (Предложение 2.2). Окончательный, 

результат (Теорема 7.6) аналогичен основной теореме классической теории 

Галуа. I

В данной статье мы придерживаемся всех обозначений и соглашений, 

которые приняты в [1]. Двойственные понятия и результаты формулируют­

ся в редких случаях, хотя они не менее интересны с точки зрения приложе­

ний.

§1 . МНОЖЕСТВА ЧАСТНЫХ

1.1. Множество морфизмов В^>С, в композиции с морфизмом А^В даю;ци։
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морфизм АхС, будем называть множество м левых частных морфизма х по 

морфизму (или относительно морфизма) и обозначать ф\%. Двойственно 

определяется множество правых частных х/Ф-

В частности, х\х ~ изотропная полугруппа, а х/х • коизотропная полу­

группа морфизма X- Для любого эпиморфизма мощность |^\х| множества 

левых частных не больше единицы, и двойственно |х/^| £ 1 для любого 

мономорфизма т/л

1.2. Предложение. Для произвольного морфизма Х£А верно включение 

С которое превращается в равенство, если £ - эпиморфизм.

Двойственно, х/Ф С Х^/Ф£ при любом морфизме С^, а в случае мономорф­

ного £ имеет место равенство.

Более общо, для произвольного семейства морфизмов ։ 6 I) верно

включение

I у»\х с р|<,¥>\6х.
I *6/
I которое превращается в равенство, если семейство плотное (коразделяю- 

щее). Двойственное утверждение верно для всякого семейства морфизмов

■ ((ЩЗ € 7).

к 1.3. Предположим, что морфизм Аф В имеет кообраз £ и <р' дополни- 

I тельный к кообразу морфизм, так что ф> = £ф>' Тогда для любого морфизма 
I АхС и произвольного X՛ € £\х получим равенство ф\х = ф'\х‘ ՝ где ~ 

копростой морфизм (т.е. такой, все левые эпиморфные делители которого 

являются изоморфизмами ; это - простое свойство дополнительного к коо­

бразу морфизма)..

Поэтому, если морфизм ф имеет кообраз, то любое множество левых част 

них у?\х совпадает с множеством левых частных ф'\х . где ՝•?' ~ копростой 

морфизм (равный дополнительному к кообразу ф морфизму). В частности, 
1 * 

если у? разлагается в композицию кообраза и образа, то ф' мономорфизм 

Это свойство в некоторой степени обосновывает целесообразность перехода 

к рассмотрению категорий, все морфизмы которой являются мономорфиз- 

мами, при решении задач, формулируемых с помощью множества лезых
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частных морфизмов.

1.4. Предложение. Для произвольных морфизмов А^В, А\С, Аи№ и для

любых ф Е ^>\х, ю € х\и справедливы включения

^(*\и) С <р\и> ■ (<Лх> С \р\и. « *

Поэтому

(^\х)(х\^) С $р\и.

Здесь под произведением ф(х\и) подразумевается множество композиций 

фи>, где и; пробегает множество х\и» а под произведением (^\х)(х\и) * 

множество композиций фиг с ф Е <р\х> ™ € х\и-

Дополнительно к включению ф(х\и) С у?\и отметим, что отображение 

(х\^)^’*(¥’\к)» мФ* = Фм является инъективным при эпиморфном ф и являет­

ся сюръективным тогда и только тогда, когда выполняется следующее

часто встречающееся в дальнейшем условие : 
♦

(0) морфизм ф, делящий V € <р\и слева, делит все морфизмы из 9?\и.

Аналогично, отображение (^\х)ад*(^\ц), фи)9 = фи> инъективно при моно­

морфном ад и сюръективно, если и только если

(1) морфизм ад, делящий V Е <р\и справа, делит каждый морфизм из <р\и.

Следствие. Если множество <р\х содержит морфизм ф, делящий все мор­

физмы множества у?\и, то ^(х\и) = у>\и. Если х\и содержит морфизм ад, 

делящий все морфизмы из у>\и, то (<^>\х)ад = ¥>\и- В указанных случаях

(р\х)(х\«<) =

(а) Если V — 1/»ш и ли - мономорфизм, то равенство

влечет равенство = РзХфзФ-

(6) Если к тому же каждый морфизм из множеств частных V и

<Рз\<Рзь делится на ад, то справедлива обратная импликация.

Доказательство. Проверим, что ¥>1\<?1Ф С <Рз\<РзФ- Пусть ф' Е

Тогда ф ад принадлежит и, следовательно, Сокращая обе

части равенства ръф'ю = ^а^ад на мономорфизм ад, получаем, что ф' Е
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^Х^г^А* По симметрии верно и обратное включение. Аналогично доказы­

вается второе утверждение.

1.6. Определение. Множеством <р\и/и> двусторонних частных морфиз­

ма Ли IV относительно морфизмов А<рВ и С хи IV называется множество всех

морфизмов Вх!>С, удовлетворяющих равенству и = 

Очевидно, что <р\х/1с = ¥>\х и 1 л\х/^ = х/^- Более об II о, <р\и/и = 'Р\х,

если хи - мономорфизм и и = Двойственно, <^\и/ю = и/ц; при эпиморфном

и и =

1.7. Следующие утверждения очевидны. Множество левых частных <р\х

замкнуто относительно умножений :

(а) справа на элементы у изотропной полугруппы 5х (и только на такие

элементы) ;

(б) слева на элементы 0 изотропной полугруппы 5* (более общо, 0 и 

хр принадлежат <р\х тогда и только тогда, когда /3 Е Т’Хх/^’)-

войственные результаты справедливы для множества правых частных

х/^-
Множество двусторонних частных у?\н/и? замкнуто относительно умноже­

ний :

К (а') справа на элементы у Е 5«, (более общо, ^>^7 € у?\п/ш <=> у Е 

у>хр\и/и>) ;

■ (б') слева на элементы 0 Е (более общо, хр,0х1> Е у>\и/м <—> /? Е

В соответствии с этим для множеств частных получаем разложения в 

объединение непересекающихся подмножеств :

уЛх = и^-б* = и 6^^՛ ~
* / *

I Х/^ = =
к

5 <р\и/хи = и = и .
лЗдесь С с верхним индексом обозначает изотропную группу соотвег

■»

ствующего морфизма, с нижним индексом - коизотропную группу.
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Морфизм А<рВ называется регулярным в морфизме АхС, если у>\х = 1/»С* и

нормальным , если <р\х = <5*^- ' "*

1.8. Множество двусторонних частных при х = называется

множеством биизотропных эндоморфизмов пары (<р, ф). Если <р - эпиморфизм 

или гр - мономорфизм, множество биизотропных эндоморфизмов <р\х/Ф сов­

падает. соответственно, с коизотропной полугруппой 5^ или изотропной 

полугруппой 5* и, следовательно, замкнуто относительно композиций. В 

общем случае это не верно, однако справедливо

Иретитожение. Множество биизотропных эндоморфизмов <р\х/Ф замкну­

то относительно умножения слева на перестановочные с <р биизотроп- 

ные эндоморфизмы и умножения справа на ф-перестановочные биизотроп- 

ные эндоморфизмы. Кроме того оно содержит изотропную полугруппу 3* и 

сводится к ней при мономорфном ф, и двойственно, содержит коизотропную 

полугруппу 3^, причем сводится к ней, если - эпиморфизм.

§2. РЕГУЛЯРНОСТЬ

Для простоты предположим, что рассматривается категория, все морфизмы 

которой являются мономорфизмами.

2.1. Морфизм А<рВ называется регулярным относительно морфизма 

ВфС, если из равенства <рф = у>ф' следует равенство ф' = фу, при некотором 

автоморфизме у.

Поскольку <рф = <рф՛ = <рфу1 автоморфизм у принадлежит изотропной группе 

(7х морфизма х — ¥>Ф- ... > ч.

Таким образом, регулярность <р относительно ф означает, что отображение

С* Ф* (Ах). 7^’ = Ф1

сюръективно. То есть справедливо

Предложение. Морфизм А<рВ регулярен в морфизме А\С тогда и только 

тогда, когда он регулярен относительно некоторого (и, следовательно, дю- 
♦

Оого) морфизма ф множества частных <р\х-
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Заметим, что поскольку равенство 7ф֊ = 7^> выполняется в том и только 

том случае, когда 7'7֊։ € С*, из регулярности у> в Х следует, что ото­

бражение ф* индуцирует биекцию между множествами левых частных у>\у 

и левых смежных классов С^\СХ.

Согласно п. 1.7 изотропная группа С* действует на .множество частных 

правыми композициями. Регулярность морфизма в )( эквивалентна 

условию транзитивности этого действия.

2*2» Предложение. Pncuiupение полей А<рВ регулярно относительно 

расширения BvW (или в и = <pv), если степень трансцендентности расши­

рения и конечна и поле W алгебраически замкнуто.

Доказательство. Пусть и = <pv = pv'. Степени трансцендентности мор­

физмов v и и' равны, ибо при условии конечности степени трансцендент- 

ности tr и композиции и = ipv справедлива формула tr и = tr <р + tr v (см., 

например, [2], §5.3).

Выберем базисы трансцендентности (t,, i € Z) и (<{, t G Z) расширений v и v', 

соответственно. Согласно свойству продолжения изоморфизмов ([2],§6.1) 

существует эндоморфизм Wu>W такой, что v = v'w и u>(tj) = G при всех 

։ G I Образ ^(IV) совпадает с W и, следовательно, w ֊ автоморфизм, по- 

тому что u>(IV) С И7 и оба они являются алгебраическими замыканиями 

чисто трансцендентного расширения поля v(B), получаемого присоедине­

нием элементов t։-,t 6 /.

Следствие Всякое алгебраическое расширение А<рВ регулярно в алге- f
браическом замыкании XulV Более того, каждое алгебраическое расшире- 

ние регулярно в кратном ему нормальном расширении

Действительно, пусть АХС - произвольное нормальное расширение и 

CwlV - некоторое вложение в алгебраическое замыкание поля А, так что 

Xw = и. Если Х = то и = = Н'- И согласно первому утверж-

дению следствия К-'ш = № при подходящем автоморфизме ы. Поскольку 

X - нормальное расширение найдется автоморфизм 7 такой, что u« = 7w. 

Применив вто равенство к предыдущему и сократив на мономорфизм w.



получим ф' = ^7. Покажем, что при чисто трансцендентных расширениях

А<р В и ВиИ7 морфизм р не регулярен относительно V. Зафиксируем базисы!

трансцендентности (<,,։ 6 /) для У? и для и. Рассмотрим морфизмI

Вг'И', определяемый условиями I
I

<р։/= «'(*<) = *• 0 £ 1 \ "У »'(**) = *?• I

Существуют эндоморфизмы ИТиИ7 такие, что Vх — иш. Например, эндомор­

физм, однозначно определяемый условиями

иш = и, си(^) = (к Е I и 3 \ и>(С) = С-

Ясно, что последнее равенство должно выполняться для всех эндомор­

физмов и>, подчиняющихся соотношению V՛ = иш. Поэтому все они не 

сюръективны. Действительно, если бы и’(с) = С, при некотором с Е И7, 

то поскольку С является корнем многочлена X2 — I2 = X7 — с должно 

быть корнем многочлена X7 — <|/, в противоречии с тем, что ($։,1 Е / и 7) 

базис трансцендентности расширения и.

2.3. Пусть морфизм АрВ регулярен в морфизме АхС, а у - произ­

вольный элемент множества р\х- Тогда для любого автоморфизма 0 Е 

АиСВ, подчиняющегося равенствам х = фФ — ф&Ф существует автомор- 

физм 7 Е АиСС такой, что = ^7• Иначе говоря, подмножество обра- 

тимых элементов (^\Х/¥Т соответствующего биизотропного множества 

перестановочно с V», те. лежит в коаллотропной группе (см. [1], §1). 

Так как (р\х/ФУ содержит изотропную группу и даже совпадает с ней 

при мономорфном получаем

Предложение. Если регулярно в х, то О* С при любом ф Е

2.4. Предложение. Если морфизм АрВ регулярен в морфизме Аи№, а 

морфизм ВфС - о некотором морфизме V Е ^\и։ то Ф регулярен в любом 

частном V* Е

./доказательство. Ввиду регулярности в и для любых и. Vх Е уДи сущест- 

ьует автоморфизм и/ Е такой, что о1 ~ Равенства Vх = = фи)'
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влекут равенства V = = гРго'ь՜' и шЪ"1 = ичи՜1^, ш' € в՝' в силу

регулярности гр в и. Отсюда го՛ = гош՜1^, причем иГ1ы'ы е С*.

На основании доказанного предложения можно корректно определить ре­

гулярность морфизма V' в множестве частных <р\и, при условии регуляр­

ности гр в и.

2.5. Предложение Пусть композиция А\С морфизмив А<рВ и ВгрС 

регулярна относительно морфизма СиМ' (или в и = \го). Тогда

(а) морфизм гр регулярен относительно го (в любом и Е <р\и);

(б) морфизм р регулярен относительно композиции и = гри> (в и) тогда и 

только тогда, когда выполняется условие (0) п. 1.4.

Доказательство. (а) Если и = грго — грго', то умножая слева на <р и 

применяя условие регулярности у» получаем, что го' - при некотором 

автоморфизме си.

(б) Достаточность. Из равенств и = <ри = <ри' подстановкой V = грго, 

и' = грго' в силу регулярности у в и получаем, что ю' — им и, следовательно, 

V՛ = вси при подходящем 6 ЛиЛУ

Необходимость. Для произвольного V Е у>\и из равенств и — ум = = <ри

ввиду регулярности <р в и следует, что V = грим

Следствие. Если у регулярно в в и при некотором гр € $?\У все 1 

делятся на гр, то при любом гр' Е <^\х все V € ф\и делятся на гр .

Достаточно дважды применить пункт (б) доказанного предложения.

2.6. Предложение. Пусть морфизмы АрВ, ВгрС и СиИ обладают сле­

дующими свойствами :

R (г) у? регулярно относительно гр (следовательно, в у —

I (\\) го делит любой морфизм V1 Е г&е и =
[ все автоморфизмы у Е Сх перестановочны с го (более сильным

является требование, чтобы композиция у — ՝г’г была регулярна

^тельно го, следовательно, в и).
■ ™

Тогда морфизм регулярен относительно и — -. и’ р» ^па 1ип- в м0‘ /п՝
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Доказательство. Предположим, что и = =г ри‘. В силу свойства (и) 

и' = ф'и>. Подстановкой и сокращением на и) получаем = Ч>Ф- Согласно 

свойству (1) найдется автоморфизм 7 Е 0х такой, что ф' = ^7. Ввиду 

свойства (ш) 7Ы = ыш при подходящем автоморфизме и € АиШ7. Следова- 
ч

тельно, и' = ф'ы — 071Р = фыи — «си, причем о» Е (Т*. и

2.7. Предложение. Из регулярности морфизма АрВ a AuW и морфизма 

ВфС - в некотором частном v Е ^>\и следует регулярность композиции 

\=^ ви. 
А 

Доказательство. Пусть и = xw = xw'. Подставляя х ~ <?Ф и используя 

регулярность р в и, получаем, что фи/ = фи)ш' — и', где cu' E AutIV, а 

v' Е уДи Согласно Предложению 2.4, ф регулярно в «', поэтому и/ = ww'w" 

с tu" E AutIV.

2.8. Предложение. Пусть морфизм АрВ регулярен относительно мор- 
— вл

физма Ви№, морфизмы АрВ и Ви№ в композиции дают морфизм и = ри, 

Си^\У - композит морфизмов и и и, а ВфС и ВфС - ассоциированные с ком- 

позитом морфизмы Тогда морфизм ф регулярен относительно морфизма и>, 

если ■ ’ \

Напомним, что композитом морфизмов Ви№ и ВйУ/ называется мономор­

физм СиМ', удовлетворяющий следующим условиям :

(։) и) делит V и р : р = фи), и = фи>;

(и) и) делится на любой морфизм , делящий V и й ;

(1н) пара морфизмов (ф,ф) плотная (коразделяющая), т.е. равенства 

хрр = х1л/, фр = фу выполняются тогда и только тогда, когда р = у.

ТЗоказательство. Прежде всего, подставляя V — фи) и и = фи> в равенство 

ри = <рй и сокращая на и>, получаем рф = рф. , ՝

Предположим теперь, что и = фи) — фи/. Тогда и — ри — <рфи> = рфи)1 и, 

следовательно, в = рфи> = рфи/. Вследствие регулярности рви имеем 

фи — фши при некотором и> Е С“. Согласно наложенному условию (*),
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и Ш и) , где Ш С , и € &. При ЭТОМ Три' — = ^ил*/* И

Фи՛՛ = и = трило' . Отсюда по определению композита и)' — их*/*.

Следе.гвне. Если в условиях предложения ф> регулярно в и, то и композиция 

X = <ртр регулярна в и.

$3. НОРМАЛЬНОСТЬ

3.1. Нормальность морфизма Л<рВ относительно морфизма ВфС опре­

деляется условием

X = <рф = <рф' => V»' = 0 € Аи1В.

При этом /? принадлежит подмножеству обратимых элементов (<р\х/ФУ 

соответствующего биизотропного множества, которое совпадает с изотроп­

ной группой С?* при мономорфизме ф. Поэтому нормальность -р относи-
I . ֊тельно ф эквивалентна сюръективности отображения

С*^.(^\х)| РФ. = РФ-

В частности, условия нормальности в % и относительно любого у € <^\х 

совпадают. Кроме того, отображение тр, инъективно при мономорфном ф и, 

следовательно, определяет биекцию между С* и <р\х-

Если рассмотреть действие изотропной группы на множестве частных 

у>\х с помощью левых композиций, то нормальность ф в х равносильна 

транзитивности этого действия. Отметим, что из-за мономорфности ф ука- 
9

занное действие эффективно.

3.2. Предложение. Если морфизм нормален относительно морфизма 

ф, то все автоморфизмы 7 изотропной группы. (7х композиции х — ФУ перес­

тановочны с тр, иначе говоря, (7 х содержится в аллотпопной группе 

Доказательство следует из определения нормальности.

3.3. При х — фФ с мономорфным V определен гомоморфизм групп

I (СХПО(*՝)^‘,С՝’, 1г!>л=0, в^ = Ч>У-
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Ядро этого гомоморфизма совпадает с изотропной группой (7^, которая 

является нормальным делителем в Сх Г\С^.

(а) Пусть морфизм <р регулярен в морфизме х- Тогда эпиморфизм.

(6) Если <р нормален в х» то согласно Предложению 3.2 Сх = Ох А (7^,

поэтому С* - нор,малная подгруппа изотропной группы (7х.

(в) Если одновременно регулярно и нормально в х, то к вышесказан­

ному можно добавить, что изотропная группа (7** изоморфна факторгруппе 

(7х/(7^

(г) Верно такое обращение утверждения п. (б) : Пусть № - нормальная 

подгруппа изотропной группы (7х морфизма АхС, а ВфС - стабилизация по * 
действию группы /V. Согласно Предложению 2.6 (д) [1] нормализатор под­

группы в АиЬС, очевидно, содержащий изотропную группу N, содержит­

ся в аллотропной группе <7^\ Отсюда (7х С (7^\ Поэтому канонический 

морфизм у?, определяемый равенством <рф = х> нормален в и, если только 

он регулярен в х-

3.4. Предтюжение. Если морфизм А<рВ регулярен о морфизме Аи№, а его 

композиция х с морфизмом ВфС нормальна в и, то регулярен в х- 

Доказательство. Пусть х = ~ ՝ Взяв композиции с морфизмом 

и) € х\в, получим и = <рфм = •рф'и). По регулярности в и существует 

автоморфизм ш такой, что ф'ги = фиш. После подстановки в предыдущее 

равенство и использования нормальности х в и получим, что уы = их*/ 

при подходящем автоморфизме у. Сокращая равенство 0'и/ = фут на м, 

получаем, что регулярно в х- ՝ .

3.5. Предложение, (а) Морфизм А<рВ, нормальный в морфизме АиИЛ 

нормален в любом делителе АхС морфизма и, кратном

(б) Нормальный в х морфизм нормален в и = хи,> если и только если 

любой морфизм V € у>\и делится на ш.

Доказательство. (а). Пусть х — <рФ = РФ՛ • Умножив справа на и/ € х\и 

и воспользовавшись нормальностью R и, получаем, что ф'т — 0фи> для

подходящего автоморфизма Д, а после сокращения на и> - ф' = (Зф.
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(б). Достаточность. Пусть и = = <рг/ и v = фш. v' — ф'ш. Тогда

X — — <рф и в силу нормальности ip в х Ф' ~ @Ф> для некоторого

автоморфизма ß, Но тогда v' — ßv. w * 
Необходимость. Из нормальности у? в и следует, что для любого и € </?\и 

существует автоморфизм ß такой, что v = ßywt где ф G <р\\.

3.6. Предложение. Расширение полей А<рВ конечной степени трачсцен֊ 

дентности нормально относительно алгебраически замкнутого расширения 

полей BvW в категорном смысле тогда и только тогда, когда <р — нормальное 

алгебраическое расширение или v — тривиальное расширение.

Доказательство. Пусть сначала — трансцендентное расширение и (t։, ։ €

I) — его конечный базис трансцендентности. Предположим кроме того, что

(*) существует элемент t G W, не принадлежащий В = v(ß) и такой, 

что семейство i G I\v) алгебраически свободно над A (v — некоторый 

элемент из I).

Тогда согласно свойству продолжения изоморфизмов существует мор­

физм v' удовлетворяший условиям

<pv' = ) = v(t,), Если ։ € 7 \ у, и ’/(tv) = t.

Для такого морфизма »/ не существует эндоморфизма ß подчиняющегося 

равенству ßv = v*. Это ясно из того, что образ относительно ßv при­

надлежит Ö, тогда как v/((iz) = t В. Таким образом, при условии (ж) <р не 

нормально относительно v.

Условие (*) выполнено б следующих двух случаях.

1) И' трансцендентно над В. Тогда достаточно взять элемент t транс­

цендентным над В, а в качестве и — произвольный элемент I.

1՛ 2) W \ В содержит элемент t, алгебраический над В, но нс алге­

браический над А. В этом случае t будет алгебраичгым и над чисто транс- 
I

цендентным расширением A (t,| г € /) поля 4, причем его неприводимый мно­

гочлен над этим полем будет илгеть хотя бы один коэффициент, зависящий 

от некоторого v € I. При этом семейство € 7 \ i/) буде. алге­

браически свободным над Л, потому что в противном случае существовал 



бы многочлен с коэффициентами из поля А(<,|» Е I \ ^), обнуливаюшийся в 

что противоречит выбору и.

Итак, если нормальное относительно алгебраически замкнутого расширь 

*ния полей V расширение трансцендентно, то V — алгебраическое расшире­

ние и все элементы И7 \' В алгебраичны над А.

Если с Е И7 \ В — алгебраический над А элемент, а / Е В— произвольный 

трансцендентный над А элемент, то элемент & Е И7 \ В также должен 

быть алгебраичным над А, что противоречит трансцендентности I над А 

Значит В = И7, т.е. расширение ВиИ7 тривиально, и, следовательно, А<рВ — 

алгебраически замкнутое расширение. Тогда А<рВ нормально относительно 

тождественного морфизма 1#. *

Действительно, если = у?, то используя конечность степени трансцен­

дентности расширения у?, получим, что В и в(В) С В явлт тся алгебра­

ическими замыканиями чисто трансцендентного расширения

А (и(^)| ։ € /), поэтому совпадают. Следовательно и — автоморфизм .

Осталось исследовать случай алгебраического расширения А<рВ В силу 

алгебраической замкнутости расширения Ви№ множество С всех элементов

И7, алгебраических над А, будет алгебраическим замыканием поля А. Пусть 

А%С и СгиИ’ — естественные вложения, так что х^ — = и. Ввиду

алгебраичности расширения А(рВ существует (неканоническое) вложение 

ВфС и х = <*

Для любого V՛ Е у?\н образ и'(В) лежит в С, ибо состоит из алгебраических 

над А элементов, следовательно, и' делится на ил Поэтому согласно пред­

ложению 3.5 у? нормально относительно и тогда и только тогда, когда у»

нормально в х- Последнее в свою очередь означает, что А<рВ — нормальное

алгебраическое pactИ прение (Теорема 4, §3, гл. 7, [3]).

3.7. Предложение. Пусть композиция АхС морфизмов А<рВ и В^С 

нормальна в морфизме АиИ7. Тогда для нормальности ф в и Е у?\и необходимо 

и достаточно, чтобы и делилось на -ф. Последнее условие выполняется , если

регулярно о и.
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«ДРказате'ЛЬСтво. Необходимость очевидна. В обратную сторону надо толь­

ко проверить, что для любых и», и/ 6 ф\и найдется автоморфизм 7, подчи­

няющийся равенству и/ = 71г. А это немедленно следует из нормальности 

X в и, потому, что и>, и)' Е х\^- Если регулярно в и. то из равенств 

= рфт = и вытекает, что V = при подходящем автоморфизме ш.

Заметим, что в отличие от соответствующих свойств регулярности нор­

мальность в и из нормальности у в и, а также нормальность композиции 

X — *рФ ь и ПРИ условии нормальности в и и в некотором V Е <р\и не 

следуют даже в категории полей (см. [3], гл. 7,§3).

3.8. Предложение. Пусть композиция А%С морфизмов А<рВ и ВфС 

нормальна в морфизме Аи№ и каждый морфизм из у?\и делится на ф. Тогда 

следующие условия эквивалентны :

В (1) морфизм <р нормален в и.

В (п) морфизм <р нормален в х>

В морфизм ф перестановочен со всеми автоморфизмами у Е С*. 

Доказательство Импликация (1) => (п) верна без всяких дополнительных 

условий лишь бы и делилось на х (Предложение. 3.5 (а)). Импликация (и) 

=> (ш) суть Предложение 3.2. Проверим импликацию (ш) => (1).

Пусть м Е х\и и V1 Е </?\и. Тогда согласно предпосылкам о' = фи՛1 с ш Е х\и 

и и/ = ую, при подходящем автоморфизме у. Отсюда и = Xй1 = хуи> и, 

следовательно, х = РФ = фФТ- Согласно (ш) существует автоморфизм р' 

такой, что фу = 0ф. Поэтому, V1 = фуи = 0ч, V = фи.

3.9. Предложение. Пусть композиции морфизмов Ау^В, и ,в։ V,- IV (г - 

1,2^ равны и. Пусть СмИ/ — их композит, В^Ц^С ассоциированные с 

композитом морфизмы, а пара морфизмов (ВщВх, Вг^В?) представляет коа- 

мальгаму пары (VI, иг), т. е. скврзной морфизм V = тд VI = гдуг представляет 

пересечение подобгектов и V։. Пусть А<рВ — морфизм , однозначно опре­

деляемый равенствами = <pi. Тогда справедливы следующие утверждения. 

I (а) Из нормальности в и следует нормальность ф^ в гг, если и только
I

если для любого 0 Е такого, что 0фхи> = ф^и? при некотором т': 
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удовлетворяющем равенству хр2хи = хр2хо', существует автоморфизм у 6 С7^’

такой, что 0хр\ = ^’17- ' л $?* Й
9

(6) Из нормальности в и ({ - 1,2) следует нормальность % = -

в и тогда и только тогда, когда для любых автоморфизмов Д € Сф՛ 
%

таких, что 0^Щ = 6 = 1,2/ пРи некотором и/, удовлетворяющем

равенству \и> = уц/, существует автоморфизм у 6 Сх такой, что 0։ф< =

V»?-

(в) Из нормальности <р< в и (х =: 1,2) следует нормальность (рви, если 
• • 

морфизм <р регулярен в морфизме и.

доказательство (а) Пусть из = хр2хо — ф2хи'. Тогда <£>?гз = у?з^>зш = 

<^з^зи/ и, следовательно, и = = р\хр\хи'. Из-за нормальности

в и существует автоморфизм 0 € С*1 такой, что ф\и>' — 0ф\и). Согласно 

наложенному условию 0ф\ = ^*17 при некотором у (֊ С*'2. Поэтому ф\хо' - 

хр\ухх и хр2х1)' = Фчуи). Так как пара морфизмов (^1,0з) — плотная, по 

определению композита, получаем и)' — ухи. .

Обратно, предположим, что <р^ нормально в и, ^2 нормально в из. Тогда 

если ы' удовлетворяет равенству хр2хи = хр2х1/, то хи' = ум, при некотором 

7 € <7'*а и условие 0ф\ы — Ф^хм' влечет равенство 0ф\ = ’^17.

(б) Прежде всего, равенство у = ф\Ф\ = получается из равенства 

и = = у^зГз после подстановки V, — хр,хм и сокращения на хи. В остальном

доказательство проводится аналогично предыдущему.

(в) Пусть и — <ри — <ри'. Согласно наложенному условию т/ = ио;, и» € (7й, 

и вследствие нормальности в и найдется автоморфизм 0, € С*1 такой, что 

0,1>, = и։и> (։ = ]и 2). При этом = и' и по определению коамальгамы

существует морфизм В0В такой, что 0^ = ^0,. Тогда и1 = 0и.

Проверим, что 0 — изоморфизм. Поскольку (тц0~1>0ц = — «и»“1

совпадают при х = 1, 2, существует морфизм В0'В такой, что = 

ть01 . Тогда 0 0т/, = т{, при ։ = 1, 2. Поскольку коамальгама (^1,г/з) — 

разделяющая пара морфизмов, 0'0 = 1 и аналогично 00' ~ 1.

замечание. Г ромоздкие необходимые и достаточные условии пп. (а) и
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(б) можно заменить простыми и ’естественными", но лишь достаточными 

условиями : пара морфизмов (ф,,ф2) является амальгамой пары (^,„։) 

И СКВОЗНОЙ морфизм X = <рцЬ. (а ПОИ _  1/. '1 т А >1^1 V4 ири 1а) — ^2) регулярен относительно 
морфизма ги.

Действительно, например, в случае (а) = Л^։и,.< „

^2ф2ш, поэтому у>։(301) = По определению амальгамы существует 

морфизм Су С такой, что 0ф2 = ф,у, ф2 - Из-за регулярности 

относительно и) имеем и/ = \ии, и € следовательно, /З’^хи =

Как и выше проверяется , что ^(У?՜1^) = ^2у>2, поэтому ф17х = 0՜'^ и 

^27՜ = *1>2 Для некоторого С^'С. Тогда 77х и 7'7 принадлежат изотропным 

группам и С^2 и в силу плотности амальгамы (Фх.^г) 771 - ‘/'7 = 1. т.е 

7 — автоморфизм .

§4. СТЕПЕНЬ СЕПАРАБЕЛЬНОСТИ

4.1. Степенью сепарабельности морфизма А^В б морфизме на՜ 

зывается мощность |^>\х| множества левых частных <^\х Обозначение — 

5ерх<£>.

Если морфизм 9? регулярен в морфизме х՝ то множество левых частных </Ах 

биективно множеству левых смежных классов при любом V Е т>\х (п- 

2.1). Поэтому ьерк9? равна индексу подгруппы (7й' изотропной группы 6‘х.

Если морфизм нормален в морфизме то у?\х биективно изотропной 

группе (7* (п. 3.1), следовательно, верху? =

4.2. Пусть морфизм АхС есть композиция морфизмов А^В и ВуС. 

Тогда определено стандартное отображение для Ли И

Слоем точки V Е ^\и этого отображения служит множество частных и\* 

Поэтому

(а) Х\" = '
(6) отображение 14՜* сюръективно, если и только если V V 7- 0 при лк б

V € ^\и, т.е. выполняется условие (0) п. 1.4.
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В качестве следствия (а) получаем соотношение .

8ерих = £2
Если слои всех точек V Е ^\и равномощны (в частности, выполняется 

*
свойство (б)), то

веръх = яери • 8ер„ .

Это равенство известно под названием свойство мультипликативности сте­

пени сепарабельности. Здесь предполагается конечность степеней сепара­

бельности.

4.3. Предложение. Если морфизм и композиция х = ¥>Ф регулярны 

в и, то степень сепарабельности 5ериу мультипликативна относительно 

разложения х = фФ֊

Достаточно заметить, что для любых двух точек и,и' Е <р\и существует 

автоморфизм и> такой, что и' = кси и отображение

или. = или

биективно.

55. ЧИСТАЯ НТХ:ЕПАРАБЕЛЬН<Э<7ГЬ

5.1. Морфизм А<рВ называется чисто несепарабельным относительно 

морфизма ВиИл (в морфизме и = у?и), если V — единственный морфизм, 

подчиняющийся равенству и = <ри. Последнее условие означает, что

|у>\и| = вериу> = 1.

Всякий эпиморфизм чисто несепарабелен в любом делящемся на него слева 

морфизме. В частности, произвольный изоморфизм АрВ чисто несепарабе­

лен в любом морфизме АхС потому, что <р\х =

Из определения сразу следует, что, если мономорфизм <р чисто несепара­

белен относительно V (в и = у?г), то он регулярен и нормален относительно 

V (в и).
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Если морфизм <р чисто нссепарабелек относительно , (в „), то сов.

палают изотропные полугруппы $»,№ и группы (Гл," 

изотропных элементов <р\и,Ь>, изотропные полугруппа 5*' 

виальны.

а множество би-

и группа С* три-

5.2. Предложение. (а) Если морфии „ ч։сто несп,ра6{лсм ,пм^ 

тем*° морфизма V, то он чисто «сепарабелен и относител.яо .։юб«о „о 

левого делителя ф.

(6) Пусть морфизм ф чисто несепарабелен относительно морфизма ф, а 

композиция х = фФ нормальна относительно морфизма и,. Тогда для чистой 

несепарабельности ф относительно о = фи> необходимо и достаточно, чтобы 

ф было регулярным относительно и.

/доказательство» (а) Пусть и — фио. Если фф — фф1, то фи г ффи> — фф'и), 

следовательно, и = фи> = ф'и). Сокращая на и>, получаем ф = ф՛.

(б) Необходимость очевидна. Проверим достаточность. В силу регу- 

лярности ф относительно о, для любого V' 6 ф\и существует о, € такой, 

что Vх = физа). Ввиду нормальности х относительно и), имеем им = 7и? 

для некоторого автоморфизма у. Тогда ффио = ффим — ффуио и после 

сокращения на ш, получаем фф = ффу = х- Из чистой несепарабельности ф 

в х имеем 7 € и и' = и.

5.3. Предложение. (а) Пусть композиция АхС морфизмов АфВ и ВфС 

чисто несепарабельна относительно морфизма Си)№. Тогда

(1) ф чисто несепарабелен относительно и);

(п) ф чисто несепарабелен относительно и = фи (или в и — ф^), если и 

только если все и* 6 <р\н делятся на ф, вквивалентно, ф регулярно в и, 
। Ш *

(б) Обратно, если ф чисто несепарабельнс относительно хо, а ф — от- 

носителъно композиции V = фи), епо х — чисто несепарабе..ьно от 

дельно и»

>2Ьказательство. (а) Из равенства фи՝ = фи> спедуех равенство х. ՛ 

откуда в силу чистой несепарабельности х относительно и, им_ем 

что доказывает (»).
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Если р чисто несспарабельно относительно и» то, как .мы уже знаем, у 

регулярно относительно и*, а при этом выполняется условие (0) п. 1.4. Если 

же все элементы множества частных ^\и делятся на то из равенства

= рю' = и следует равенство х™ = х™'> где “ фч)'. Так как х чисто 

несепарабельно относительно и», имеем м = и/ и, следовательно. V = ю'.

(б) Пусть ~ Х^ ~ Тогда р(фи>) — р(фи՝') — ч и ввиду чистой 

несепарабельности р в и, имеем фы — фи/, а из чистой несепарабельности 
• . I

ф относительно и) получаем м = и/.

Заметим, что если потребовать регулярность р в и, то все результаты 

доказанного предложения следуют из свойства мультипликативности сте- 

пени сепарабельности.

5.4. Предложение. Пусть композиции морфизмов АрВ и Вю1У, АрВ 1 

Вю№ равны АиИ7. Пусть Си>\У — композит морфизмов ю и ю, а ВфС и ВфС 

— ассоциированные с композитом морфизмы Тогда

(а) Если р чисто несепарабелен в и, то ф чисто не сепарабелен относи- 

тельно и. I

(б) Если р и р чисто несепарабельны в и, то х — 'Р'Ф — ФФ чистс 

несепарабелен в и. ■

Дрказат&льсттю. Из равенства фи) = фи/ следует, что рфи) — рфи/ = и, а 

значит и рфи = рфии' = и. Согласно свойству чистой несепарабельности 

в и имеем фи = фи՛'. Пара морфизмов (ф,ф) ассоциированная с композитом, 

является плотной, поэтому и = и/. Утверждение (б) сразу следует из 

утверждения (а) и Предложения 5.3 (б).

§6. СЕ11АРАБЕЛЬНОСТЬ

6.1. Мономорфизм АрВ называется сепарабельным относительно мо- 

номорфизма если из равенства множеств частных т]\т]ю = Т)'\г1 Ч

для правых мономорфных делителей Хт)В и Х'т]'В морфизма р следует 

существование изоморфизма ХаХ՛ такого, что т)՛ = <тг). В дальнейшем 

предполагаем, что в рассматриваемой категории все морфизмы являются 

мономорфизмами.
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При любом Хт)В, делящем Ар В, множество частных лежит в множестве 

частных <р\и, где и — Поэтому имеем отображение

Г) »—* T)bv = r/\T)V,

где Р*(В) множество подобъектов объекта В, содержащих подобъект а 

булиан множества частных р\и. Сепарабельность морфизма р от- 

носительно морфизма V эквивалентна условию инъективности отображения 
к.

Морфизм АрВ называется сепарабельным в морфизме Аи№, если р сепара- 

бельно относительно любого V Е р\и

6.2. Если морфизм АрВ регулярен в морфизме Аи№, то из сепара­

бельности р относительно некоторого морфизма V Е следует его села- 

рабельность относительно любого V՛ Е р\и.

Действительно, по определению регулярности имеем V1 = иа> при под­

ходящем автоморфизме ш. Поэтому для любых правых делителей Ху В и 

Х'т/В морфизма р имеем

T)\v)V ■ Ш = Т)\т)0՛, Т)'\т]'V ՛ W = Т)’\г)'V՛.

Следовательно, равенство т)\т)и' = Т1'\т)'и' влечет равенство и

значит существование изоморфизма а такого, что т/ = <тг].

Таким образом, в случае регулярности морфизма р в и сепарабельность р 

в и сводится к сепарабельности р относительно некоторого V € ^>\и.
*

Кроме того, если р регулярен относительно г, то и любой его правый 

делитель т) регулярен относительно V, т.е. гДтр = и(Тг՝'. Поэтому равенство 

г влечет равенства гб^1 = 1 и, следовательно. б*г = б^ ”.

Действительно, для всякого и՛ 6 1 найдется ш Е б9* такой, что и*՛ = иУ.

Отсюда V — и, следовательно, и>' Е Сг*ш. Поскольку (7х*о/ С (7пи, из

сказанного следует, что б71 1С 6Т’ и аналогично б0*7 Со1’-

Прв,фюженме. Если морфизм АрВ регулярен относительно морфизма BvV* , I
п։э для сепарабельности р относительно v необходимо и достаточно, чтобы
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в случае равенства изотропных групп С?’1' = С9 ֊ для правых делителей ХцВ 

и Х'^'В морфизма <р, выполнялось равенство ц* = при подходяще*

изоморфизме т.е. отображение

РЛВ)а„Р(С’՞), т,а,,=С>՝'

было иньектиеным. Регулярный в АиУ/ морфизм АуВ сепарабелен в нсл< есл* 

он сепарабелен относительно некоторого V € у>\и.

63. В случае, когда для любых морфизмов, делящих морфизм А<рВ, 

существует композит, условие сепарабельности относительно морфизма 

Ви IV можно заменить несколько более слабым условием :

для любого разложения морфизма А<рВ в композицию морфизмов Л£Л, 

Хт)У и У(,В, равенство множеств частных г)(\г](^и — возможно только 

при изоморфизме тр

Достаточно проверить, что из этого условия следует условие сепара­

бельности (ибо обратное очевидно).

-Лемма. Пусть »7* и г)2 — правые делители морфизма <р, а (," — их композит 

Тогда

^Д^П^Д^о = <\(у.

Ажазателъстъо. Пусть г)[ — т)£, « = 1,2. Согласно Предложению 1.2 
<

С\О> С т/Д9'1

Обратное включение следует из того, что равенство г}'о = т^и' можно 

гзреписать в виде г}Ху — > = 1,2 и на основании плотности пары

морфизмов (^1,^), ассоциированной с композитом £, вывести, что (о = (и՛

Теперь, если правые делители морфизма <р со свойством = 

’ЙХ’Й«' и ( их композит, то, как следует из леммы, совпадает с 

предыдущими множествами частных. Поскольку при этом т)\ и г/2 делятся на 

согласно новому условию, = |/։^, ։’ = 1,2 при подходящих изоморфизма։
п,. Отсюда Т}'2 = Ъ7)Г 1Г]{. ...» I
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6.4. Условие г?С\»7Со = означает чистую несепарабепьность г? 

относительно (и, если только любой морфизм множества частных 

делится на С- Действительно, в ©том случае всякий морфизм из ч\т£о имеет 

вид « где V' принадлежит множествам частных т^\г)^и = Поэтому

= О' и, следовательно, |>Дп<Ч = 1.

В другую сторону, предположим, что гДт/£ы состоит из единственного 

морфизма, к тому же делящегося на <. Тогда этим морфизмом должна быть 

композиция Поэтому если и' € пСХЧ«, то (и՛ € 1)\т& и <и'' = те. 

V՛ 6 С\<и- Тем самым справедливо включение г?С\п<^ С Обратное 

включение верно в силу Предложения 12.

Отметим, что каждый морфизм из т)\т£и делится на £, если т) регулярно 

относительно £и. Обратное утверждение верно, если (р регулярно относи- 

тельно V (Предложение 2.5).

6.5. Рассмотрим случай, когда морфизм А<рВ нормален относительно 

морфизма Ви№ (или в композиции и = ^>и).

Предлюжение. Если морфизм р сепарабелен относительно некоторого мор 

физма и € <р\и, то он сепарабелен относительно любого морфизма V՛ € <р\и 

и, следовательно, сепарабелен в и. Для сепарабельности <р относительно V 

необходимо и достаточно, чтобы равенство групп изотропии СТ՝ = вбегло 

равенство Т]1 = аг) при подходящем изоморфизме а, где Т] и т)‘ правые делители 

морфизма

Доказательство. Поскольку любой правый делитель г/ морфизма <р, нор­

мального относительно V, нормален относительно произвольного и' € 

(т.е /Дт;и' = (7ПVх), то равенство множеств частных = ^'\г)'и эквива- 
41 

_ I

лентно равенству групп изотропии С? — С*1 .

6.6. Предложение. Пусть у = фи), х - <рф и и = ри = х™> г^е Л<рВ, ВуС 

и Сю№ морфизмы. • •
(о) Если морфизм <р сепарабелен относительно ф (в х), то он сепарабелен 

и относительно V (в и).
; , ՝ • ՝

(^) Обратно, если морфизм р сепарабелен относительно »’ 1в морфизме
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и), то он сепарабелен и относительно ф (в х) при условии (1) п. 1.4.

Г^качятелъс'гво следует из Предложений 1.5 и 1.2.

6.7. Предтюжение Если композиция х морфизмов Аф В и ВфС сепара, 

бельна относительно морфизма CwW, то морфизм ф сепарабелен относи­

тельно w, а ф сепарабелен относительно v = фи>. 
\ •

Доказательство. Пусть ф = ~ и *71X^1 w = пАъ™- Тогда х =

(^1)77։ = И в силу сепарабельности х относительно w имеем Т)ч = cr/jj

для подходящего изоморфизма <т. Если же ф = £1*71 = £2772 и \*7iv = 772X7721», 
•» *

то г}\Ф\т1\фи) = тр2ф\т)2фх1) и опять ввиду сепарабельности х относительно w 

имеем т)2ф — сгщф, для некоторого изоморфизма <т. Сокращал на ф, получаем 

^2 = <тг^1՛ ■
6.8. Предложение. Пусть морфизм ВфС сепарабелен относительно мор­

физма CwW, о морфизм АфВ регулярен и сепарабелен относительно ком- 

позиции v = xpw. Тогда морфизм х — фФ сепарабелен относительно морфизма 

w, если выполняются следующие условия :

(\) для любого правого делителя Хт)С морфизма х существуют композит 

YaC и пересечение ZrC подобъектов г/ и ф, причем изотропная группа G™ 

порождается изотропными группами G1)w и G^w ;

(и) решётка иодобъектов объекта С модулярна.

Доказательство. Пусть х ~ £1*71 = и Пусть У|СГ,С —

композиты морфизма ф с (։ = 1,2). Согласно Лемме 6.3

«7]\(71W = ф\фи п Tj\\ri)W = ф\фш А 7/2X772W = ff2\(T2W.

( ледовательно, по определению сепарабельности ф относительно w под- 

пбъекты 9} и tr2 равны.

теперь пусть ZiT-C =֊ пересечение 77, с Ф (: =1,2). Из rj^w = 772X772^ 

легко вывести, что . Но тогда = Gr^, поскольку со­

гласно условию (i) они порождаются предыдущими изотропными группами 

и группой G* . В силу сепарабельности ф относительно фш подобъекты Г) 

и Го совпадают.
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Итак, композиты (объединения) и пересечения подобъегго^ ,(1 „ ,)2

объекта С подобъектсм совпадают. вследствие модулярности решетки
подобъектэв объекта С мы имеем равенство 91 = 9з

6.9. Предложение. Пусть композиции морфизмов А<р,В, и В<щ№ ^авны 

и = 1,2), СгМ - композит и »2, В^С — ассоциированные с композ­

итом морфизмы. Из сепарабельности морфизма <р, относительно морфизма

VI следует сепарабельность морфизма ф2 относительно и), если

(V множество РХ(С) подоблехтов объекта С, содержащих подобъект

X — является модулярной решеткой с композитами в качестве объе­

динений ;

(\1 каждый морфизм делится на ф, причем, существует

морфизм и/ С принадлежащий фч\ич.

Условие (11) выполняется , если морфизм <р\ регулярен относительно V) и 

(7й = (^‘С?’3.

Доказательство. Пусть ф? = г( = т\' и (\(ш = С\?ш. Рассмотрим 

пересечения к — = рф\ и к' — т((' = р'ф} подобъектэв ( и (' с и

морфизмы £ к однозначно определяемые равенствами

£р = Ср' = ^9 = ^,9/ = ¥>2г/-

В силу модулярности решетки РХ(С) имеем

к и фч = « А (>1) и фч ~ < А (Фх и 1^) = ч А 1с = С

причем согласно (1), С является композитом к и ^’2 Множества частных 

р\ро\ и равны, потому что они соответственно равны совпалаюгн’Х)

множествам •/’1(С\Си-) и 1/’։(С'\С“')- Включение </>1(С\С«>) С р\р^-. очевидно 

Обратно, возьмем произвольный V1 Е р\^1- Согласно (и) и։ - 

ш' е ФчХ“^. Поэтому 
I

= рФ\^' — РФх^ — 9^^)’ г(<»и; ■" ^2и ~ 1 ՛ * ^

Гак как пара морфизмов, ассоциированная с композитом, является 1л 

получаем, что (и/ (ш, т.е. ш1 е С\(’^
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Итак, с(рг1) = и = Согласно сепарабельности

<р относительно VI подобъекты кик1 (т.е. пересечения £ и с ^1) 

совпадают. Объединения £ и с лежат в объединении ^2 с 

поэтому равны тотальному подобъекту 1с- Вследствие модулярности реш­

етки РХ(С), подобъекты ч и С равны. Сепарабельность V*։ относительно к? 

доказана.

Проверим последнее утверждение предложения. По определению регу- 

лярности имеем ъ; = где ш € Си. Следовательно, ш =

с компонентами ы։- € О*' Тогда = ^1(4^2) и г^ыи)? = у2а’2 = г>2, т.е. 

и/ — 11Хл>2 € ^2\^2. А

Следствие В условиях (1), (и) Предложения 6.9 и 6 й = С?'1 С?’'3, к сепа- 

рабелен относительно ш, если </>2 регулярен и сепарабелен относительно 

и2• • . Т

,Доказательство, Достаточно применить Предложения 6.9 и 6.8.

6.10. В заключение этого параграфа отметим, что введенное общека 

тегорное понятие сепарабельности морфизма в морфизме Аа!У в ка­

тегории полей совпадает с классическим понятием сепарабельности алге­

браического расширения полей у?, если в качестве и взять, например, алге­

браическое замыкание поля А

Действительно, сепарабельность конечного расширения полей А<рВ 

можно определить условием равенства степени этого расширения и его се­

парабельной степени ([3], гл. 7, §4). Ввиду мультипликативности степени и 

сепарабельной степени расширения получаем, что, если в разложении мор­

физма р расширение г) чисто несепарабельно, то т] является изомор­

физмом.

Обратно, если сепарабельно в категорном смысле, то, взяв его разло­

жение в композицию чисто несепарабельного и сепарабельного морфизмов 

(в классическом смысле), получим, что чисто несепарабельный морфизм 

является изоморфизмом. Здесь мы пользуемся очевидным фактом, что клас­

сическое и категорное понятия чистой неселарабельности полностью адек-
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в&тны.

§7 . МОРФИЗМЫ ГАЛУА

7.1. Морфизм АХС называется М0рфизМ0м ГаЛуа относительно СшИ' 

(или в и = Хи), если он регулярен, нормален и сепарабелен относительно 

ш (соотв., ь и). Определяемый морфизмом Галуа подобъект объекта С 

называется подобгектом Галуа.

Группа изотропии (7* морфизма (подобъекта) Галуа * называется 

группой Галуа. Из Предложений 2.5(а), 3 7 и 6.7 следует, что любой мор­

физм ВфС делящий х справа, также будет морфизмом Галуа. Соответ 

ствующие им подгруппы группы Галуа называются подгруппами Галуа.

7.2 Предпочтение Если АхС — морфизм Галуа и композит любой пары, 

морфизмов в С существует, то любой правый делитель ВфС морфизма \ есть 

стабилизация по своей группе Галуа С*.

Доказательство. Поскольку каждый морфизм ф стабилен относительно 

своей группы изотропии Сй>, надо только проверить, что любой морфизм 

Х£С, стабильный относительно 6’^, делится на ф Пусть В^ф^С — ком­

позит морфизмов ф и Вф'^В^ . Х£՛ В^ ассоциированные с ним морфизмы. 

Согласно Предложению 1.12 [1] имеем С^1 — С^ П (7^ — С*. Так как мор 

физм х регулярен, нормален и сепарабелен относительно ш, в силу п. 3.3 

и Предложению 6.2 существует изоморфизм а такой, что ф^ — сп!՝ Поэтому 

< = = £'<тф.

Следствие. Пусть х ~ морфизм Галуа, 7\(<7) множество всех под- 

объектов объекта С, содержащих подобъект х> множество в< ех

подгрупп Галуа группы Галуа 6՛ — С*. Пара отображений

(>') Рх(С)дРв<,>(С), *д =

(««) Рви|(С)/>Рх(С), нл = стабилизация С'по Н

образует соответствие Галуа, причем ^(о), являются множ

ми замкнутых относительно этого соответствия 1 алуа эл-.мсн 

7\(С) биективно Рса1(6).



ТТ^кя^ятуутьсттю. Прежде всего, стабилизации ро подгруппам галуа И 

группы С существуют согласно доказанному предложению. То, что ото- 

Сражения (։) и (й) образуют соответствие Галуа, является общим фактом 

и доказано в [1]. Наконец, Рсаг(^) — множество замкнутых автоморфизмов 

по определению и свойству квазиобратности соответствий Галуа, а 7\(С) 

— множество замкнутых морфизмов согласно доказанному предложению.

7.3. Предложение. Пусть АуС — морфизм Галуа относительно Си)\У (в 

и = \и), А<р13 — его левый делитель и ф € у>\х-

(а) Если <р — морфизм Галуа относительно V = фи (ей), то — морфизм 

Галуа и относительно ф (в у).

(6) Если <р — морфизм Галуа относительно ф (в у), то он являет- 

ся морфизмом Галуа относительно V (в и) тогда и только тогда, когда 

выполняется условие (1) и. 1.4. 
а

Доказательство. Из нормальности <р относительно ф следует его нор­

мальность относительно V согласно Предложению 3.5(а). Согласно Пред­

ложению 3.5(6), из нормальности относительно и следует выполнение 

условия (1) п. 14, поэтому согласно Предложению 6.6(6) морфизм у? сеп­

арабелен относительно ф, если он сепарабелен относительно V. Регуляр­

ность относительно ф устанавливается на основании Предложения 3 4.

Обратно, из сепарабельности <р относительно ф следует его сепара 

бельность относительно V согласно Предложению б.6(а). Поскольку у? ре­

гулярен относительно ф, предполагается выполнение условия (1) п 1.4 и 

X — У>Ф регулярен относительно и, в силу Предложения 2.6 морфизм регу­

лярен относительно V. Наконец, на основании Предложения 3.5(6) при нор- 

мальности у? относительно ф, необходимым и достаточным условием нор­

мальности у> относительно и является условие (1) п. 1.4.

7.4. Предложение Пусть АуС — морфизм Галуа относительно и (в 

и = хи) и X = фф.

(а) Если <р — морфизм Галуа относительно V = фи (в и), то группа Галуа 

С является нормальным делителем группы Галуа С*.
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Ьсли Ь - нормальный делите.,. группы в*. то у, - А1ор?,ил4 Гвлуа 
относительно V (в и) при условии ,нямн։на, свойстд ,0) у (]) д ; у 

существования композитов любых двух морфпзмов в об.ект С

Лжазателъсхво. Согласно Предложению 7.3, если <р - морфизм Галуа 

относительно V, то (р морфизм Галуа относительно ф, а г.ри условии (1 , 

п. 1.4 верна и обратная импликация Утверждение (а) немедленно следует 

из п. 3 3(6).

Обратно, на основании п. 3 3(г) и Предложения 7.2 следует совпадение 

Ф со стабилизацией по своей изотропной группе и из нормальности под­

группы С* в С,х вытекает нормальность <р относительно если только р 

регулярно относительно ф. На основании Предложения 2.5(6) и условия (0) 

п. 1.4, получаек։ что морфизм у? регулярен относительно V.

Регулярность и сепарабельность относительно V» следуют соответственно 

из Предложений 3 4, 6.7 и 6.6(6) ввиду условия (1) п 1.4

7.5. Замечание Если х нормально относительно ш, то условие (0) 

влечет условие (1) п. 1.4.

Пусть V1 произвольный морфизм из <р\и. Согласно условию (0), сущест 

вует морфизм и' такой, что г' = При атом уи' = = и ■= ,\ш и в

силу нормальности х относительно и/ имеем г/ - уш. где 7 — автоморфизм 

Отсюда V՛ = ^’7и՛.

Отметим что условие (0) похоже на свойство продолжения изомор­

физмов” классической теории Галуа. 
9

7.6. Теорема. Пусть АуС — морфизм Галуа относительно Си’И (в 

и = и V = — произвольно? разло жени?» Тогда справедливы следок щис

утверждения.

(а) Морфизм ф является морфизмом о>пносительн(՝ и՛ (в и — ,

(6) Если существует композит любъоХ двух морфи й'00 6 ՝с ■՝11‘ 

существуют стабилизации по всем подгруппам Галуа // г/уппм 

и пара отображений из Следствия 7.2 составляет сиотвепи тни 

множестами замкнутых элементов ^(С) и Г‘сП1(О), которые ар
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биективны.

(в) Если морфизм <р является морфизмом Голуа относительно и (в и), то 

группа Галуа (7* является нормальным делителем группы Галуа Сх. Обратная 

импликация выполняется в случае, когда для всяких двух морфизмов в обгект 

С существует композит и каждый морфизм множества частных у?\и делит­

ся на ф. При этом группа Галуа' С* изоморфна факторгруппе ОХ\С^.

§8 . РЕГУЛЯРНЫЕ ЗАМЫКАНИЯ

8.1. Всякий изоморфизм — (более общо, любой эпиморфизм, а при 

наших ограничениях на рассматриваемую категорию — каждый бимор­

физм) А<рВ чисто несепарабелен относительно произвольного морфизма 

следовательно, в любом морфизме х —

Объект А называется регулярно замкнутым, если из регулярности мор- 

физма А<?В относительно некоторого морфизма ВфС (или в морфизме х = 

следует, что у? — изоморфизм.

8.2. Морфизм Аи1У называется регулярным замыканием объекта А, если 

(1) объект IV регулярно замкнут;

(п) морфизм АрВ регулярен относительно морфизма ВфС (в х -■ 

тогда и только тогда, когда и -■ х^и делится на X- А
Отметим, чю в силу условия (п) каждый левый делитель морфизма и 

регулярен в нем. -•" /

В случае существования, регулярное замыкание объекта А определяет- 

ся однозначно, с точностью до изоморфизма объекта IV. Действительно, 

предположим, что Аи№ и Ди՜ IV' — регулярные замыкания объекта А 

л. огда согласно (н) и регулярно в себе, следовательно, делит и слева. 

Аналогично и делит слева и՛. Частные а С и'\и и «г' Е и\и՛ в композиции 

дают элемент изотропной полугруппы 5* = и\н/ совпадает с изотропной 

группой С7Ъ ввиду регулярности и в и. Отсюда нетрудно вывести, что а и о' 

— изоморфизмы. С другой стороны, очевидно, что если Аи\М — регулярное 

замыкание объекта А, а № — изоморфизм, то и и՛ = иа — регулярное

замыкание объекта А.
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Пример. Рассмотрим категорию, объектами которой служат поля, а мор­

физмами - алгебраические расширения полей. В этой категории любой 

объект имеет регулярное замыкание, совпадающее с алгебраическим за- 

мыканием поли (точнее, с естественным морфизмом данного поля в его ал- 

гебраическое замыкание).
I

8.3. Предположим, что объект А обладает регулярным замыканием.'

1огда всякий морфизм АрВ, регулярный в каком-нибудь морфизме ЛуС,

регулярен в алгебраическом замыкании 

сальный морфизм, в котором регулярны
Аи№ т.е. существует универ­

все регулярные в каком-нибудь

морфизме морфизмы из А. Поэтому можно ввести (безотносительное) по­

нятие регулярности морфизма А<рВ, всегда имея в виду его регулярность в 

регулярном замыкании объекта А.

Отметим, что это определение корректно, потому что не зависит от выбооа 

регулярного замыкания объекта А. Более того, аналогично можно ввести 

(безотносительные) понятия нормальности и сепарабельности морфизма 

АрВ.

8.4. Предложение. Пусть А :№ — регулярное замыкание обгекта Л, А\С 

— произвольный регулярный морфизм, А<рВ — левый делатель морфизма х 

Тогда

(а) морфизм <р регулярен относительно любого морфизма и Е <^\и .

(6) для любого морфи. ла й> Е 4>\х выполняется условие (0) п л-4, т.е. 

каждый морфизм V Е 9?\и делится на V»;

(в) каждый морфизм й> € ¥>\х регулярен относительно всякого морфизма 

ш € х\и и-1и в любом морфизме V Е <р\п-

Доказательство. (а) Морфизм у? делит X и» следовательно, и слева Значит 

он регулярен согласно условию (п) определения регулярного замыкания 

(б) следует из Предложения 2.5 (б) и п. (а) настоящего пред..ожени г 

(в) есть непосредственное следствие Предложения 2.5^а).

8.5. Предложение. Если объект Л обладает регулярным зомыкинием 
ЛиИИ, А<рВ — регулярный морфизм, то любой морфизм ЛвЬ Е Л“ °Удст
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регулярным замыканием объекта В при условии, что В обладает регулярным 

зимыканием. > .-.е»• ч.» I

Доказательство. Пусть Ви'№' — регулярное замыкание В Согласно Пред­

ложению 8.4(в) морфизм г регулярен в себе. Поэтому согласно (п) опре­

деления регулярного замыкания и делит и1. /Аналогично морфизм)’ V част- 
ч

ное а € регулярно в себе. По определению регулярной замкнутости 

объекта И это возможно, только если ст — изоморфизм. Поэтому V = г'ст՜1 

— регулярное замыкание объекта В.

Замечание. Условие (1) выполняется без предположения существования 

регулярного замыкания объекта В.

8.6. Теорема 7.6 принимает вполне классический вид. если пред­

положить, что объект А обладает регулярным замыканием, а объект С — 

композитами подобъектов. Таким образом, в классическом виде Теорема 

Галуа верна для произвольных категорий с регулярными замыканиями и 

композитами подобъектов

ABSTRACT. Connections between semigroups and groups associated 
with a morphism and its intermediate subobjects are investigated in case 
of an abstract category. Results similar to the statements of the main 
theorem of Galois theory are proved.
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Асимтогиь-и вврот-нсхтгай больших -ююк, 
ГАУССОВСКИХ ПОЛЕЙ “ КЛОКЬНИИ

В. Р Фаталов

Имеется Национальной Академии Наук Армении 
том 27, № 6, 1992

Маггсмапп-

пусть АЦ) - гауссовское локально однородное случайное 
нулевым средним, заданное на компакте Т С 1Г՝’ .■ поле с

В работе доказаны
теоремы об асимптотике вероятности Р {вир։еТ Х(() > и)։'и _ Метод 
исследования - т.н “Метод двойной суммы”.

ВВЕДЕНИЕ

Одной из первых работ, посвященных нахождению точкой асимптотики 

вероятности Р {зир<е~ %(/) > и), и -♦ оо была статья [1] В ней был 

предложен эффективный метод исследования указанной вероятности для 

гауссовского стационарного процесса Х(<), / С [0,1] с правильно меня­

ющейся в нуле ковариационной функцией Развитие данной метода для 

гауссовских однородных полей было осуществлено в [2] (31 Затем в [4^ 

была найдена асимптотика вероятности большого выброса для гауссовского 

локально стационарного [5] процесса, дисперсия которого достигает аб 

солютного максимума в конечном числе точек. Наконец, в [6], (7] были

изложены теоремы об асимптотиках больших уклонений широкого класса 

гауссовских локально однородных полей, дисперсия которых может дости­

гать своего максимума на произвольном компактном множестве в (К‘

Оказалось, что в этот класс входят широко распространенные в теории 

и приложениях винеровские и связанные с ними процессы и поля мно 

гопараметрическое броуновское движение (в смысле Н Н Ченцова [8]), 

т.н. винеровский лист, а также гауссовские процессы и поля, являющие» >. 

слабыми пределами соответствующих эмпирических процессов и г՛ I й
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при проверке разнообразных статистических гипотез. Асимпто1ические 

распределения супремумов последних играют важную роль, например, в 

теории статистик Колмогорова-Смирнова. В настоящей работе излагают­

ся результаты [6], [7] с подробными доказательствами, особое внимание

уделяется статистическим применениям.

§1. ТОЧНЫЕ АСИМПТОТИКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

МАКСИМУМА ГАУССОВСКОГО НЕОДНОРОДНОГО ПОЛЯ

Введем необходимые обозначения. Пусть 61, е?..., е*, £2 е, - п - натуральные

числа, а а։,..., - положительные числа. Для вектора / = (Ь опре­

делим величину

а./2
I

ео — 0. (1.1)

гл
Аналогично величину |ф определяют числа /1,...,/Ш| 22/,- = п, 01,.... •

1=1
0< >0, 1= 1,..., т Составим векторы 

С1 раз еь раз /} раз /т раз

которые мы будем записывать также в виде а = (а^),а<п)), 0 =

(Р(1),֊..,0(п)). ’ -’Н., •

Для невырожденной матрицы А размера п х п определим “расстояние” 

между 4 и«: рл։р(1,£) = |А(£ - . Для компактного С С 1ЛП положим

Рл,д(С<7) = 1пГ{рХ։0(г,5) : 5 6 С).

Если А — 1 (единичная матрица), то будем писать просто

Пусть А(<) - гауссовское сепарабельное случайное поле, заданное на *
компактном множестве Т С ЯГ*, с непрерывными траекториями. Пусть 

Я(Х,$), г(£, $) и обозначают соответственно ковариационную, корреля­

ционную функции и дисперсию поля Х(«) Пусть

$' = {*ЕТ: />(*,$)<£}, € > 0



€1
Асимшугики вероятностей

означает 6-окрестность множества S С
’ а — sj - евклидово

расстояние между t и s.

В данной работе предполагаем 

четыре условия (I) - (IV) :
выполненными для поля X(t) следующие

(I). 1) Дисперсия а? непрерывна на 7’ и имеет место асимптотическое

соотношение

Ъ = * ֊ РА,(М'ТО) + o(pAtf3(t,To))1 PA,0(tiTo) —г О,

причем То — {I Е T : at — о}, где с - максимальное значением, на Т

2) Найдется такое р > 0, что

rnes {t Е Т : 0 < <т - at < г} = zM(l 4- о(1)). х | О

где mes - мера Лебега на IRn. Заметим, что это условие заведомо выпол­

няется , если множество TG имеет гладкую границу.

3) Существует такое открытое множество U С IRn, что То Q U С 1, где U -

замыкание U.

4) Условие конуса : для всех t Е дТ П дТ,

/ + Г(е(1),Я)СТ,

где Г - прямой круговой конус с вершиной в начале координат, фик- 

сированного раствора £1 и высотой 0 < Я < со; е(<) - единичный вектор 

направления оси конуса Г а дТ - граница множества Т.

(II). Условие локальной однородности : для всех Е имеет место

r(t,s) = l֊|D(t,5)(I- $)|а(1 + <Я1)), p{t,s) — 0,

где £>(!,«) = (</;,(«,։)),, =-- - матричная функция, заданная на Г х Г. >1е1 

£>(«,«) # 0 для « е ?;•, элементы </,՛,(/. а) непрерывны на Ц' * и лля ьс֊х 

1,»е Г;‘ либо </,>(!,«) = 0 при |< ֊ «| < < с' > 0. либо ..,(«,<) # С.

(III). Существуют С > 0, у > 0, е2 > 0 такие, что для всех !,з € J ,

|1 — $| < £? выполнено одно из следующих неравенств
п

|1- г(1,«)(<с52|(.֊«(Г>

>=1

(Г’
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п
Е(Х(4)-Х(4))։<С^|«,֊4<Г.

1=1
(IV). Для любого т > О

вир{Я(М) •• М € |1 - $| > Т) < СТ2

Теорема 1.1. Пусть гауссовское непрерывное поле .¥(<) компактно о 1Н" и 
*

удовлетворяет условиям (I) - (IV). Пусть далее выполнено одно из следующих

двух условий :

а) ։ = ],..., гп, ; = 1,...,г;

6) /?(,-) > аг(։), : = 1,п и для некоторого £3 > 0 матрицы А, 0(1, в)

диагоналъны, 1,в € 'Г^°, |1 - $| < £3.

Тогда для любой функции 5(и), удовлетворяющей соотношениям

6(и) 1 о, иб(и) —► 0, для и —* оо (I 2)

верно асимптотическое равенство

Р < вир Х(1) > и > = ехр 
)

и
2^

|<1е1/)(М)ИЦ1 + о(1)). и -* ОО, (13)

где

Те(А) = {/ € Т : рл.^Х) < 3(и)},

„ .. Яо(5)
О < Н„ = пт —-— < оо, 

, 5-оо 5՞
г°° ( 1

Дл(б’) ~ 1 4- / ехР-' вир х(0 > £ ( (£г, 
(«€[0,5]’' ]

« Х(/) - гауссовское поле с п.н. непрерывными траекториями,

(1.4)

Е*(0 = “На, Соу (х(0. ХМ) - На 4- |*|а ֊ |* “ *1а-

Существование предела (1.4) доказано в [3]. Условия а) и б) являются наи­

более распространенными в приложениях и во многих случаях позволяют 

явно вычислить асимптотику интеграла в (1.3). Остальные возможные 

случаи зависимости между а и 0 более сложны. Однако, когда Тс содержит 

। онечное число точек, мы имеем исчерпывающий результат.
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Обозначим через <Лав(С1......г„) диагональную матрицу с г. н, гла.։ной

диагонали.

Теорема 1.2. Пусть гауссовское непрерывное поле %(։), < £ 7 удовлетворяет
условиям (I) (II!) и То _ {Го}, - внутренняя точка множества Т

Пусть И - О(1о,1о) ч Г( ) ֊ гамма-функция. Тогда справедливы следующи.

утверждения.

(») Пусть А — с11а.£ба1,..., ап), а, / 0, ։ = 1,п « Д =<^а£(</1, ...,а'п), </, / О 

։ = 1,п и для некоторого целого р

Г(д-1) + 1<р<Г(д); %) < 0(0»

а(О > 0(0» ’ = Р+1,...,п; 1<р<п, 

где 
9

Л։) = £я. £(О) = о
» = 1

1'огда

Р \ ьир А'(<) > и > — ехр

где а^р) = (а(1),.... а(р)).

(11) Если к = т, е, = а, = Д, « = 1,2, •,к. то

Бир Х(1) > и 
«6Т

= ехр -Г՛ (2»)-1/5Яо-1 (ПД-’)(1 + о(1)), 
а /

где 1 = (1......1) € И1‘,

О < Н*(С) = Нт 
А—ос

Н^((-А,А);С)<оо,

величины определены ниже в Лемме 2.2.

(1Й) Пусть для некоторого целого р, 0 < р < п
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где Ax,Di - матрицы, размера рхр a Л2,Р2 ֊ матрицы размера (п-р)х(п-р).

Если
р — E(q) — £?(v), • — /{ + !>*՛*>€* — fm )

«(О < 4(»։ О(») - £(»)» ։ = р + 1,...,п,

то

Р \ sup X(t) > u
- lt€T

x|de։D։| |ае1Л1|-12’-1/2>г^-1»։Яо(,)Яо'1..)(1>։А2-1)(1-!-о(1)), ■ u - oo,

гд< а1р՛՞’ = (0(^+1).......«(»))-

(iv) Пусть в условиях пункта (iii) вместо (1.5) выполнено 
Л

“(•) > Л')>

Тогда (при и —♦ <х>)

I =։,... ,р; »(,) = /?(,), ։ = р+1,...,п.

Р \ sup X(t) > и Яв*о..։(РгЛ։-։)(2ж)-1/’(1 + о(1)).

Замечание 1.1. Пусть дисперсия а? гауссовского непрерывного поля X(t), 

определенного на компакте Т достигает своего максимума <г2 в конечном 

числе внутренних точек sb...,s/ 6 Т. Пусть для каждой точки si։ ։’ = 1,...,/ 

выполнены условия (I) - (III) с величинами А։, /?’, Д, o’, i = 1,2,/. Пусть Ц 

- достаточно малые взаимно непересекаюшиеся компактные окрестности то-
• •

чек в,, i — 1,...,/. Обозначим через L։(u,A»,0։, О։,а’,<т) точную асимптотику

вероятности

Р sup X(i) > и U —- ОО,

вычисленную по Теореме 1.2. Тогда

Р < sup X(t) > и 
Н€Т

V —♦ ОО.

Некоторые численные значения констант Нв։Я*(С) будут даны в сле­

дующем параграфе.
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§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕК/КЛЕНИЯ

В этом параграфе мы изложим основные результаты, на которых базирует
ся наш метод исследования асимптотик.

Теорема 2.1. (Д Слепни, (10)) Пуст* Х«),У(Г) - гаусссвскис сспара6с.,*н**с 

функции с нуле «им и средни, заданные на некотором параметрическом 

множестве Т. Если

ЕХ2(<) = ЕУ2(«), ЕХ(«)Х(,) < ЕУ(։)У(а), 1,*еТ,

то

Р вир X(0 > и \ > Р/зирУ(0>1Д . 
I ит J Сгст

Введем следующие обозначения :

К($,0 = {х € ПТ1 : «1 < х, < ։ = 1,2, п}> I — ($1,.-Лп), $ —

М0= /<(0,0 А'а(0 = /<(0 + а = (г + а : А(0), а е 1ЛЛ

Лемма 2.1. (В. И. Питербарг, [9]) Пусть Х(0 - гауссовское сепарабельное 

поле, заданное на параллелепипеде Т = (71,...,ТП), где 1\ - 71(и),

։ = 1,п - монотонные функции от и > 0, и существуют у,То > 0 такие, 

что Т,(и) > Тси՜՜2^, I = 1,...,п. Предположим, что

8ир{|ЕХ(0| : < € К(Т)։ < т < оо, зир{ПХ(0 : < € А(Т)} < <т2 < оо

и для некоторого Ь > 0 поле Х(0 удовлетворяет одному из следующих

условий :

(1) Корреляционная функция г(1, в) поля ,¥(!) удовлетворяет н^равсн< V

Г,5€/<(П-

(й) Функции ЕХ(0, ОХ(0 непрерывны и

п
О(Х(0 - Х(з)) < 1^1*.՛- »<Г> € Г<։т)-

1X1
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Тогда найдется константа С, зависящая лини от Л,7, п,То. тп,а такая, что

для всех и > 0 имеет место оценка

sup Х{1) > и
К(Т)

< СI [ TiU^ 1 ехр
•=1

(и — т)2 ■ ■■ 
2<г’ «

Следствие 2.1 Пусть X(Q, t € К (T) - гауссовское поле с непрерывными 

траекториями и для некоторых т,<т2,С, 7 > О

|EX(t)| < тп < оо, DX(t) < а? < оо,

п
D(X(f) - X(s)) < с£ |t, - t,s 6 K(TY 

»=1

Пусть, кроме того, существует f> > 0 такое, что для всех t, s Е К(Т)

(DX(t)OX(s))՜1'2 cov (X(t),X(s)) >-1 + 6.

Тогда найдется такое р > О, что для любого замкнутого А С К(Т) имеет

место

P < sup |Х(01 > «

4-0 ехр • и оо.

Доказательство. Очевидно,

Р < eupX(t) > u, sup(—X(t)) > u < P sup (%(*)֊ %(*))> 2u>

Дисперсия и модуль математического ожидания поля Х(<) — Х($) не пре­

восходят величины 2а2(2 — 6) и 2т. Теперь остается применить Лемму 2.1 

для куба К(Т) х Я(Т), взяв р таким, что (2 - 6)՜1 > (р + 1)/2. Следствие 

доказано.

Пусть числа ai,...,ork определяют величину |t|o по формуле

(1.1). Toi ла будем иметь представление (R’1 в виде прямого произведения 

ортогональных подпространств : UU’ = Ше<.
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Определим следующие преобразования пространства К՞

ЛьЖп ֊ 0 , 6 = (*!,...,6к), Ь->о, ։’=1 ь.
<г։1

где (ЛЖ‘) означает гомотетию пространства IV относительно начала ко-

ординат с коэффициентом Л. Отметим, что |о„гк
I’ 1СГ «'։И1

Лемма 2.2. (В. И. Питербарг [9]) Дуст» Х(() - гауссовское однорогое поле 
*

на Ш? с нулевым средним и непрерывными траекториями. Предположим 

что для некоторых е։, аг, > 0, ։։ = и невырожденной матрицы С ковариа­

ционная функция г(1) поля Х(1) удовлетворяет условию

г^ = 1-\а\а^о(\а\0\

Тогда для любых > 0,...,Тп > 0, 51 < 0,...,5п

5 = (51,.... 5П) имеет место

Нт Р и-*оо Х(0(1 I- 1М)՜1 > и ) ехр(и72)Л7и = Я‘((5,Т);С),

= 1 + Г е։Р< ։ир (х(1) - 1МС՜101«) > ։
Л • |с(К(5,Т)]

С[К(5,Т)] = {а : (С Я(5,Т)}

и х(С определено в Теореме 1.1.

Доказательство Леммы 2.2 в случае, когда С = > можно найти з [9, 

Для произвольной невырожценной матрицы утверждение леммы пол> чается 

заменой переменных. Для краткости обозначим

На(Т;С)= Я2((0,Т);С), Я«(5,Т) = Н,(Т) = На(0.Т). (2.1)

Для множеств Л, В С Ж" и для вектора а из (1.1) определим

ра(А, В) = шГ{|( - «1« : « € А. л 6 В}.
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Имеем

Ра(9иЛ,диВ) = и 2ра(А,В).

Опредрлеюк 2.1. Будем говорить, что ковариационная функция г(Г,ж), 

€ Т некоторого поля удовлетворяет обобщенному условию локальной
*

стационарности (ОЛС), если существуют > 0 такие, что для всех

Е Т, |/ - «| < сг имеет место

1 - DJ* - s|e/ > r(t,s) > 1 - D2|f -

где

” (а(1)> •••» л(п))’

I н

Сформулируем теперь еще один нужный нам результат, имеющий

самостоятельный интерес. Пусть А С lRn, / = (Ji,...,ln), b = (6i,...,6n), 

bi > 0 Обозначим через N-(b, А) число параллелепипедов вида K(b) + I b, 

I b - (/i6i, ...,lnbn)t содержащихся в А и через N+(b, A) - число пар- 

аллелепипедов того же вида, имеющих с А непустое пересечение. Пусть

Определение 2.2. ([9]) Систему множеств Аи С и > 0 назовем 

равномерно измеримой, если каждое из них измеримо по Жордану и 

равномерно по и <
п
П △»(^(△> Аи) — -№_(△, Аи))( mes (Аи) + ( ines (А«))՜1] 
։=1

Пусть Т\ означает класс монотонных функций / на (0,сю) таких, что

4 1/(°) ~* 0 при и —* оо и 1։тшГехр(ди2)/(и) > 0. 
Ы—»ОО

Теорема 2.2. (Ю. К. Беляев, В. И. Питербарг) Предположим, что ковариа­

ционная функция г(Г) гауссовского однородного поля Х(1), < (= 1ЛП с нулевым 

средним имеет представление

г(0 = 1-IC/U + o(|C/|e), t - О, 
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где С ֊ неаыражденная n x n матрица. Предложим также, нт, система

замкиутыт множеств {Л

а) для любого е > 0

u > 0} удовлетворяет условиям

6) система множеств {СЛ„, u > 0) равномерно измерила, где СА -

Тогда найдется Ь > 0 такое, что для произвольной f £ Т

и

4 имеет место

lim Р sup X(t) > u > exp(u2/2)u 2т

= HQ\det С|,

где

lim —-— S = (£,...,$) епт.

Доказательство Теоремы 2.2 сложно найти в [9, гл. 2]. Из Леммы 5 работы 

[3] следует более общее соотношение

lirn
/ п

Яв(Т;С)/ | det С|П^

Для оценивания двойных сум в §3 нам понадобятся следующие два утверж­

дения.

Лемма 2.3. Пусть ковариационная функция r(t,s) гауссовского поля X(t), 

t € Т С IRn с нулевым средним удовлетворяет условию ОЛС. Пусть Д —

Д(ц) = (Ajfu),Дп(и)) - непрерывная вектор-функция и

△i(u) 1 0, t — 1,..., п—+ 00,

при и -֊+ оо. Предположим, что векторы to = *о(и) £ so — Ми) 

таковы, что to i 0, Sq J. 0 при и —> со и множества ’(А) С /

пересекаются .

Тогда существуют константы 0 < С < оо, ио > такие, что для любьи 

а, 6 > 0, и > uq имеет место оценка
р/ sup X(t)>au. sup X(t)>iu|^ 

1к‘.(А) К’*(Д) J



70 В. Р. Фа4"
< С mes (№•(△)) mes (K**(A)) П(и max(a, 6))4e* **՝ x

։=1

x „Р J _ï_(0 + 6)3(1 + ^.рв.(К‘-(Д),К-(Д))] l la + J)֊։«֊1. 
O Z ’

Доказательство Леммы 2.3 аналогично доказательству Леммы 6.6 из [9], с 

дополнительным использованием Теоремы 2.2.

Лемма 2.4. Пусть поле X(t) удовлетворяет условиям Леммы 2.3 с той же

самой функцией Д(и). Предположим, что векторы t0 = (^31, •••, *(m), $о = 

(sob - .^on) таковы, что |to» — «о»| равно либо Д։, либо нулю, ։ =. 1,..., п, но 

/£'•(△)) = 0. Пусть До(и) ~ непрерывная функция такая, что при

и —оо

До(и) I 0, До(и)/Д»(и) —♦ О, До(и)и2, 0(,) —* оо,

Пусть (i = 1,

если |tOi - s0,| = 0,
если |£ о» sq։ | — Д։>

если toi .$q, — 
если tfr — soi = О, 

если tQi — soi = Д».

Тогда найдется константа С > 0 такая, что для любых а,Ь > 0 и для 

достаточно больших и имеет место оценка

sup X(t) > au, sup X(t) > bu 
K'.(A)

sup X(t) > bu > +К(Д) J
+С mes (/<"• (Д)) mes (К'-(Д) \ Я(Д)) JJ(и тах(а,6))4е‘

х ехр и2
7 »

֊21 J r о л и a■ = max a,-.

Утверждение Леммы 2.4 можно получить, используя Лемму 6.6 из [9]. Те­

перь укажем некоторые свойства величин Я^((5,Т);С), введенных в Лемме 

2.2. Нетрудно видеть, что
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Я*((5,Т);С) = Еехр 8ЦрС[К(5,Т)](х(0-1МС-Ч
(2.3)

Поле х(0 можно рассматривать как сумму к независимых гауссовских полей

] = 1, где

/ ад \ о,/2
£^) = 22е«» ЕХ;(^) ~ ֊1^1^ = - р /2 

։=] \<-ВЬ'-1)+1 /' 

со* (Х;(Н.Ху(Й) = 1*Т' + й®' - |Р -

Пусть матрица С диагональна. т.е. С =Л^(С1..... сп). Обозначая с =

(с1,...,сп), С* — _!)+!,....С£^)), ($ец 1)+1,...,5е0)) и учитывая

(2.3) и равенство С[К(8> Т)] = К(с • 3,с • Т), получим факторизацию

Я‘((5,Т);С) = П Я‘'((5>/Р);С>), <? = 6 ЛГ-,
;=1

(2.4)

где с • 5 = (<?! £1,..., сп 8п) € 1ЛП.

В частности, имеем

V к
Я‘((5.Т);С) = Цяв/(Л$>,<ЛТ’) П (2.5)

;=1 >=»+1

где Ь = (0,...,0,6и+1, ...։6к) и с3' - (сеО.1)+1,...,Се0)):

Важное значение для асимптотик распределений супремума гауссов­

ского процесса имеет предельное поведение величин 77*((-5,8);С), ^о(8).

8 = (5. ...,5), 5 —> ос В Теореме 2.2 указано на существование конечного

предела — Нт ЯО(8)/5Г։. В процессе доказательства Теоремы 12 будет 
5—»ос

установлено существование конечного и положительного предела

Н\(С)= Нт Я^((-8,3);С),
$—♦ ОО

где / 0, ; =

Пусть В силу (2-4) получаем для ( =diag (с1։...,сп)

к к
^(С) = П ^'.((?), я« = Пя«-֊ 

. 1=1

(2.и)



Наконец укажем, что известны следующие частные случаи :

1 ) если ei = • • • = en = Qi = •• • = огп = 1, то Я1 = 1, Я/ = 2" ;

2 ) если е, = • ■• = е„ = Л “1 = • • • = Оп = 2, то Н} = 2"/2, где

2 = (2......2) 6 ж».

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 1.1 И 1.2

Здесь мы полностью докажем Теорему 1.1 и утверждение (ii) Теоремы 1.2. 

Вкратце укажем на отличие в доказательстве других утверждений Теоремы 

1.2 Основные идеи доказательства теорем типа 1.1 и 1.2, основанные на 

методе двойных сумм, заключаются в следующем :

1) мы показываем, что искомая вероятность имеет асимптотику, совпа­

дающую с асимптотикой вероятности выхода траектории гауссовского поля 

за высокий уровень на множестве Т$(Л) ;

2) разбиваем множество Тб решеткой, измельчающейся с ростом и, и 

применяем неравенство Бонферрони ;

3) используя теоремы Слепяна и Беляева-Питербарг а, находим асимп- 

готики соответствующих сумм ;

4) применяя результаты §2, доказываем, что двойная сумма в не­

равенстве Бонферрони является по отношению к найденной асимптотике 

бесконечно малой более высокого порядка.

ледующие три леммы справедливы для произвольных а и 0, а 6(ц) 

удовлетворяет условию (1.2).

Лемма 3.1. Пусть Т6 = ТД/), t0 = Goi, .-Лоп),

Т’» = {' € Т : !<■ - <0.1 < (Л )'1/2(6/т)‘^, F(j - 1) + 1 < i < F(j), j = Ï^J. ,

7՜,. = {<€T: - to, | < «, ,• = 1 nj, =

i=l
Е(0) = 0.

lozàa для некоторых констант С։,С2 > 0 имеет место

ni
U С с (J Ci JJ < mes (Тб) < С2.

<€т0 ,S1

Доказательство. Для достаточно больших и и для некоторого > О
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имеет место 1ь С Т^. Кроме того, в силу компактности Та и непрерывности 

функции Рлд(М). Для любого ( е Т найдется точка ,, 6 Ц ТЛ1ЛЯ чт0 

Рл.рО.То) = />лл(։,։։). Отсюда легко получаются утверждения леммы

Здесь и далее мы полагаем а = 1.

Лемма 3.2. Для любой функции 6{и), удовлетворяющей (1.2), имеет место

iim Р < sup X(t) > u > /Р

Доказательство. Имеем

Р < sup X(t) > и sup X(t) > и > + P 
7ДЛ)

sup X(t) > u > .
T\Tt(A)

(3 1)

Разобьем множество T \ Tf(A) на кубы A, co стороной ез/уй, где s? из 

условия (III). Пусть /V < оо ֊ число таких кубов, покрывающих 7 \ 7e(.Aj

Тогда

sup X(t) > uТ\Т,(Л) < N max P
~ 1<»<7V

sup A'(t) > и > 
к.п(Т\тв(д)) I

В силу условия (III) поле X(t), t E А, удовлетворяет предположениям

Леммы 2.1. Для достаточно больших и по условию (!) имеем

sup{<7,2 : I е К, Л (Т \ Т,(Л))) < 1 - #{«)/2.

Следовательно, применяя Лемму 2 1. получим

sup X{t) > u 
Я;п(Т\Те(Л))

u
"2(1 - W. exp(-

Последнее соотношение верно в силу выбора 6(и)- В го же время, длл 

произвольной точки to € То имеем

Р / sup X(i) > u) > P{X(Q > «} = (\/2^и)'‘ехр(-и /2)(1 +о(1))» “ 00

1т,(Л) J

Из последних двух формул и (31), (3.2) получаем утверждение ле.чм

Обозначим

Xc(t) = + с>° (3 3)
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Лемма 3.3. Для любого € > 0 справедливы неравенства

Нтзир -

Доказательство. В силу условия (I), для любого £ > 0 и для достаточно

больших и имеем <7ц.с(/) < а(1) < сг]_г(<), I € 1б. Следовательно,

Лемма доказана.

Лемма 3.3 показывает, что для нахождения искомой асимптотики нужно 

вычислить асимптотику вероятности Р {$ирт<. Лг($) > и} для значений .с 

близких к 1.

Доказательство Теоремы 1.1. Преобразование масштаба и нормировка

подсказывают нам, что можно ограничиться случаем А = 1 и а — 1. 

Для единой записи доказательства обоих вариантов Теоремы 1.1 введем 

следующие обозначения

(34)

где
вариант а) 
вариант б), 

вариант а) 
вариант б),

а — шах о,, 1<«<4
О О — ПНП а,. !<*<£■

Итак для обоих вариантов 3(») > <*(,)» « =

Пусть Д(и) — (△,), ։ = 1,п - непрерывная вектор-функция, для которой при 

и —♦ оо выполнено

△.(и) I о, △, —> оо, △,-и2/в(») —► ОО-, 1=1,..., п. (3-5)

Разобьем множество 7} измельчающейся с ростом и решеткой, образо­

ванной множествами

Е/(Д) = Л'(Д) + /△ = {* е Т : /,Д, < Ц < (Ц + 1)ДМ » = 1,.... л},
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где I € г", 7" - решетка точек с целочисленными координатами в ПТ

Применяя неравенство Бонферрони, получаем

вирХе(<) (3.6)> Р

> 52 р < вир Х'(<) > Л - 52 Р < ։ир Xе«) > и, ։ир/€£֊ 1к«(д) *<-(△)
где

£+ = {/.• Х((Д)ПТ4#0}, £- = {/: /<1(Д) С Т4).

Вследствие условия (II), для каждого I 6 £+ функция |й(( ։)(( - »)|„ 

равномерно непрерывна на компакте К/ х Я|։ Следовательно для любого 

€ > 0 существует ио такое, что для всех и > ио и для всех 1,6 Е имеет 

место

|£Т(1(,0)(( - в)|о < |£>«,«)« - в)|« < |П+((4.*,)(( - в)|в, (3 7)

где I; € К\(Д) выбирается произвольно и

о±(1,.1,) = ((1±с)<1,>((1,։,))0=—

В силу равномерной непрерывности функции рд^ на компакте /</, для 

любого € > 0 найдется Ц) такое, что для всех и > и) и для всех < € ^/(Д)

имеет место

(1 — €)рд,0^1, Тв) < рд,р(1, То) < (1 + £■ )рл,0^1> То). * (3.8)

Для каждого / Е обозначим через У|д(0 однородные гауссов֊ кие 

поля с нулевыми средними, единичными дисперсиями и ковариационными 

функциями г±&(Г) = ехр[—В силу (3 7) для любою £ > 0, всех 

1,8 Е А'/(Д) и для достаточно больших и имеем

г|+л(<-т)<г(С«)<г|‘а(‘-*)-

По Теореме 2.1 с учетом (3.8) получаем
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< Р < вир У, д(0*<-«(<|) > и 
11€К|

(3-9)

Для краткости значки “±" и и±еп писать не будем. Имеем

и
вир 

)(*.]

где У(1) - однородное гауссовское поле с нулевым средним и ковариа­

ционной функцией г(Г) = 1 — |<|о 4֊ о(|Г|а), ։ —► 0.

Предположения теоремы и соотношение (3.5) позволяют применить Тео-

рему 2.2. Имеем

вир У/>Д(Г) >

-1

шее (К|(Д)) 
1 = 1

< «(и), (3.10)

где к(и) —♦ 0 при и оо. Пользуясь тем, что суммирование в (3.10)

производится по тем /, для которых 0 и следовательно рл.р^ьТ0) <

6, можем записать

ехр(-(си6)2/2] < ^ехр 
г

к
<М<1) 1 ае1 £>(/,, е,)|х

։=1

X те։ (К)) ехр(-и’/2) £ехр(-и2срЛ./»(<!. Г.)) | <1е1<1)1 те« (К։)

(3.11)

В силу равномерной неггрерывности функций рлл и МеЮ((,<)| на К։, соот 

ношения (3.5) и Леммы 3.1, имеем для любого с > 0 и достаточно больших

и

/ ехР|-«2(с+ ։Мл,д(«.Т.)]|ае1 £>(։,<)!л < 
I ՝'*'։



< 52вхр|-и’срд^(е|,Т.))|<ЫД(|(,<,)| те* (К,) <

(1+£)£ А ехр[-и2(с-£)рлл(։,Т։))|<1е1О((.։)|Л. 
/ /Л| (3.12)

Учитывая Леммы 3.2 и 3.3, неравенства (1.2), (3.6) и (3.9) - (3 12), имеем 

для любого с > 0 и достаточно больших и

к
(1-€)Я„(’/2яи)-’ехр(-и2/2)I ехр[-«|։(1+։)Лм(1,Т.))х 

<=1 *'т*

х\6еЮ(1^)\(И - Р1+‘ < Р (5ирХ(Г) > и 
1<€Т

(3.13)

-£)рлл(1,Т.))|ае1Р(1,«)|Л,

где ^с(и) означает двойную сумму из (3.6).

Далее, несложно показать, что интеграл

ехр[-и2срл^(<, Г*)] | (1е1 £>(*, Г|| сП

асимптотически (при и —* оо) эквивалентен следующему выражению

си7 / ехр(—и7сх)д(х) 4х (1 4֊ о(1)), 
7о

(3.14)

где

| ДеЬ £>(*,<)| <Й, С(х) = {< € Г: рл,0(1»Го) < *}•

Соотношения

глее (1 € Т : 0 < а - < х} = хм(1 4- о(1)),

и (3.14) позволяют заключить, что для всяких с,£ > 0 имеет место

1 < Нт < и-*оо

< 1пп ՝ Г д [ д(у/е)ехр(-и2|/)^ < £(е г)' (3 15)
«—»СО Уд \С — € / Уо

где Нт Ь(с,е) = 1.

Итак, из формулы (313) следует, что для любого > 0 справед

неравенства



1-е < Пт Р < вирХ(<) > и > /С}б(и) < (14- с)£(1,е) - Нт > 1*‘(и)/С)6(и и—оо ^<£7՛ ) и—оо *—*

где обозначает главный член асимптотики в правой части (13).

Оценка двойной суммы в (З.в). Докажем, что

Нгп V 1>с(u)/Q<(u) = 0.

В условиях теоремы и в соответствии с (3.4) существуют такие константы 

Di.D2.Cr > 0, что корреляционная функция r(t,s) поля X(t) удовлетворяет 

неравенству

1 - DJt - s|o> > r(M) > 1 - D2\t - s|o«, t,s ET, |t ֊ s| < er. (3.16)

Рассмотрим сначала случай, когда diam То < сг. По определению поля Xc(i) 

в силу (3.3) и (3.8) для любого £ > 0 и для достаточно больших и имеем

*с(0 < *(O/bt(l + (с ֊ ф*.4(е/։7;))],

где i Е К/(Д) и ш € {о/ : X(f,u>) > 0). Следовательно,

Р ։upX'(O>u,supX'(O>« < pfsUpX(()/a. >и(1 + (с-с)Рл,в(0Х)),

supX(f)/<r, > u(l + (c-e)pA.(l(ti,,TQ)) = Pl,,'(«)•

Мнижг ՛ тво суммирования в двойной сумме разобьем на две части ;

£■* = ‘.I' € £+, l/l',p(Kl,Ki-)> 0)

= {(Л''): 1.1' е£*,1/ Г, р(К1։Кг) = 0}. 
*

Неравенство (3.17) позволяет записать + 52^ где = V* рн,

Докажем, что 52,-+<(и) = о(фб(и)), и оо. Пусть (/,/') е £*, т.е.

множества К, и не имеют общих вершин. Ковариационная функция г(!,в)
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поля Х(0/а( удовлетворяет неравенству (3 16) Значит

выполнено условие
ОЛС (см. §2) Учитывая (35) можем применять Лемм» 2.3 „ получить

‘ • Г ’
Я,,.(и) < С,и՜1 ехр(-и’/2) П««•■/< ехр [- у(е -^(О.Г.) + ,^„,7;),

х ехр Ра1 (КцКр) тез (К,) тея (К/*). (318)

Мы использовали здесь неравенство Ра^.Т,) < 6, верное для / (, С* Так 

как (/,/') € £] , то найдется такой индекс и = «/(/,/'), что |/„ - Ги| > 2 Тогда

ро,(/<|։/<г) > [(|/, !)△,]

имеем (С, > 0)В силу (3.5) имеем Нт и2г(и) 
и—* ОО = ОО С учетом (3 18)

X

е; Г/

' ехр(- и2/2)х

*хр(-7

Используя неравенство (3 15) и Лемму

получаем

—֊(с - 2е)рд։д(<,Т0)|(/< /

(ЗЛ91

3.1, для достаточно больших и

ехр|—и2( - ֊ €)рА,0(*,Т0)] Л = 0(1). (3.20)

Следовательно, в силу (3 19), (3.20) и указанного выше свойства функции 

г(и), получаем £։1+< /С}б(и) —* 0.

Пусть теперь (/,/') € С*, т.е. р(А’/,Л',*) = О В силу (3 16) к полю

Л'(0/а(/) применима Лемма 2.4, причем = / △ и △ Имеем

Р/.»'(и) < Р \ вир Х(0/^ 
Йен

■ЬС^и՜1 ехр( —и2/2)

> и(1 4- (с-с)дл,д(<1'.^>)) ? +

- —(с—с)|^л^(^.^4>)+
Лг
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ехв шее (Х|) та (К/*),

где Кцг — Л (Д') 4 - / • △ 4- Д" С А’(Д) 4- 1' • Д. Сумму по (/,/') Е вторы

слагаемых в (3.21) оценим так же, как и вы п е (см. (3.18),(3.19)); эта сумм}

будет величиной порядка о(Ф$(и)), так кат и2Д£ ->оо, и —» оо. К
Рассмотрим оставшуюся сумму

£3 Р < supX(t)/<7< > u(l + (с - c)pA,p(tv ,Т»)) i . (3 22
lK,'‘ J .

• a

Рсреходл от поля t Е К/,/* С Ку к полю Yj+д (t), замечаем, что дл/

достаточно боль них«, (3.22) не превосходит

i
Са«’1 ехр(-ь2/2)Ц(xp[-i?(c - с)/>дЛ(^,Те)]х 

<=1 (1,П€£?

х шее (Хд) Р] (ДДь)/ДДи)]. (3.23)
{•: 1^1'1

Поскольку для фиксированного ?' существует конечное Число параллелей*
*

ледов, имеющих с .К>(Д) общие вгршиныг то, как и в (3.12), получаем, что

(3.23) не превосходит ՝ у 1

к
Сз«’1 exp(-t?/2) 

i=l
' ехр[-։?(с - 2e)pA։fl(t, Г.)] <ft A.(u)x 
Ъ

— J
x max Д,(и) ‘ 1<»<п v 'U — —

В силу (3.15), так как До = о(Д,), ։ = l'jп, последнее выражение есть

$(Ф<(ч)) при и —♦ оо. Следовательно, ) (и) = о(ф$(и)). Таким образом,

52й 1 ~ если diam Тс < ет и Теорема 1.1 доказана в этом случае.

[ уСТЬ теперь diam То > сг. Разобьем То »֊мерной решеткой с шагом

*г/(2\/п) на замкнутые подмножества

восходят ег/2, т.е. Т. = ^5. и SiПSi = 55» И Тах как Тв
»«1 , г ч» V : i 1*! ' и

ограничено, то Я < оо. Обозначим = {/ 6 Г’: рх,д(<»5։) < £}. Тогда

51։...,5лг, диаметры которых не пре-

Т՝։,) =
N

™in рдл(<,5։), \<i<N ՝РК '
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Следовательно,

где

= 52р 5 SUP*W > u,։up%(t) > U 
։#j I $•< Sjt

Обозначим также

F(u) ~ Ha(x/2iru) 1 exp(-u2/2) JT u

expf-u^ ,j (t, S,)] | det £»(t, i)| <Й.

И меем

" <
> P <’ sup A (I) > и

Поскольку yn€s(S;- П$) = C, I/ j TO F ^CJI. rXHO ПО <ЛЗЯТЬ, «ТО

4֊ Zu(5j);/ /.<(*?։ U Sj ՝ = 1,

Отсюда следует, что

supX(f) > и

=.<b(u)(l + o(l)), (3 25)

Покажем, что = o(Q$(u)). В силу (3.25) для соседних подмножеств Si,Sj 

diam(S։- USj) < cr имеем

f )
P <[ supX(iJ) > u,supX(*) > u > = o(Q$(u)).

I )
u —♦ 00.

Пусть теперь подмножества Si и Sj не соседние, тогда p(S»,S;) > €r12>/n)

P < supX(i) > u,sup%(f) > и > < P \ sup [A'(0 + -Ц*)] > 2« । ■ 
( S,t Sjt J /

Используя условие (IV) для ковариационной функции R(t,s) поля А (И, 

убеждаемся, что найдется такое число к, 0 < к < 1, что для (/,«) 6 Sts х Sjt 
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имеет место D[X(f) 4֊ -V(s)] < 2(2 - к) В силу условия (III) поле X(t) 4- X(s)

удовлетворяет условиям Леммы 2.1. Следовательно,

sup (X(t) 4- X(s)] > 2u

Далее, обозначая ку = к(4 — 2л)՜1, имеем при и —* оо
*

= С3ис< ехр(-и2м)/ / ехр[—u2pAjj(t,Te)] dt —» О, 
JTt

так как

где <*>(и) удовлетворяет соотношениям (12). Поскольку в £/ входит конеч­

ное число слагаемых, то мы доказали, что £ (и) = о(фб(и)). Теорема 1.1 

полностью доказана.

ТЪказательстно Теоремы 1.2. Для 1 < ։ < р мы можем использовать 

подход Теоремы 1.1, а для р < ։ < п множество Ть можно выбрать более 

“узким’ В силу соотношения между векторами а и /3 теперь в дополнение 

к (1.2) потребуем, чтобы — 0, ։ = р + 1,...,п, в то время как

—» оо, ։ = 1,...,р. Заметим, что когда множество То состоит из

одной точки, интеграл в (13) считается явно (см [11], стр 403).

ТЗоказаггельсттю п (ц). Вез ограничения общности считаем, что 4 -- I, 

— 0 В силу Лемм 3.1 - 3.3 достаточно найти асимптотики вероятности 

Р {вирТ6 X’(I) > и}, и —* оо для значений с, близких к 1 Введем обозначения 

А'.ь = К(֊у, у) + । △ = [< 6 Г : (/( - |)Д, < ։, < (/, + |)Д<։ ։ = Гп| , .

А, = Аи-’/“<‘>։ I е г՞.

Согласно (1.2) имеем

♦ оо, и —оо, 1 = 1,..., п. (3.26)

Следовательно, по Лемме 3.1 множества Л/△ образуют разбиение множес­

тва 7$. Как и прежде, обозначим через два гауссовских поля с нулевыми 

средними, единичными дисперсиями и ковариационными функциями вида

г±(0 = expH^doL £ > 0.(() ±f)^j)։J=T7T,



83
По Теореме 2.1, для любого е > 0 и для достаточно больших и имрри

Р 6ирГ(О'с(О

Далее, опуская индексы “±”, имеем

вир 
Ж-д/2,д/2)

<PS sup У(0/(1 +с|*|а) > и> + 
lÆ(-a/2,û/2)

sup У(«)/(1 + с|<|о) > и .
Тв\К(-Д/2.Д/2)

Применение Леммы 2.2 позволяет записать

вир 
К( —Д/2.Д/2)

= (72ÏÏ«)-] ехр(—и։/2)Я'((—А/2, А/2); £>)(! + я(и)),

где А = диХ, Л = (А, , А) е IR", с = (с, —»О, и —* оо....,с) е к(и)

(3.28)

(3.29)

Оценим сверху оставшееся слагаемое в (3.28). Пусть /'Ц(и) =ЕпЦ61/а<։’/Д»)» 

։ = 1,п, где ЕпЦг) означает целую часть числа г В силу (3.26) имеем

—► оо при и —* оо, ։ = 1, Используя однородность поля У(<) и Леммы

2.2 и 3.1, получаем

Р ] sup Y(t)/(1 + c|Z|e) > u > < p < sup У (t) > u<7/ > = 
(t4\K(-A/2,A/2) J lX,A J

= ^2(ч/27и)-1?|-1ехр(-и։д,2/2)Яо(?1-А;Я)(1 + <։1(и«|)). <3'30)

где 

V = {/ : 0 < Hd < Ni, i = ^n,t/ 0},

и к։(։) - оо при ։ - 0 В силу (2.2), для достаточно больших А

Ял(,, -А;£>) < С, А"Я., J,՜1 ехр(-Л?/2) < С,ехр(-у ֊ Сз|/ - А|.).
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Здесь и далее С, > 0. Следовательно, учитывал (3.30), имеем

вир У (0/(1 + с1*1а)
ТАК(֊Д/2.Д/2)

< С4и-1 ехр(—u2/2)An ехр[֊С3|/ • Х|а] = и"1 ехр(-и2/2)к2(А), (3.31)

где к2(А) —♦ 0, А —* оо. Итак, учитывая (3.28), (3.29) и (3.31), заключаем, 

что

Я^((-А/2, А/2); D) < liminf Р < sup У(0<тс(<) > и > ехр(и2/2)\/27ги 
и~°° I Tt )

(3.32)

И ’ ЯИ 1 Я" Я

Нт вир Р • вир У(0^е(0 > и [ ехр(и2/2)ч/2тги < 
и—»оо I Т< )

< Я'((-А/2, А/2); Г») + <2(А). (3.33)

Из определения величины Я£(( —А/2, А/2); О) следует, что она является 

монотонно возрастающей функцией от А. Следовательно, существует предел

Нт Я:((-А/2,А/2);Р) = Я;(Р). 
А —СО

Покажем, что этот предел конечен. Используя (2.2) и неравенство

Яд((-А/2, А/2); £)) < 7/о(А; £)), получаем для достаточно больших Ао

я;((-Х./2.1./2); О) < Сънах՞,

Отсюда в силу (3.33) следует, что

limsup Р < sup У(t)ac(t) > и > и ехр(и2/2) < оо. 
«-•оо It* )

Из этого и (3.32) получается H°(D) < оо. Итак, учитывая Леммы 3.2 и 3.3, 

соотношения (3.27), (3.32) и (3.33), для любого е > 0 имеем

liminf Р /supX(t) > ul ехр(и’/2)727и > Я’+г((-А/2,1/2);D՜), (3.34)

Hmeup Р 
ы—оо

supX(t) > и > ехр(и2/2)\/2ж
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< Hi'r((֊X/2.I/2);D+) + ъ(Х)։

(3.35)

где 7 = <։......е> € И1‘- ♦»«“»«• Я2‘Г((-Х/2,Х/2);Р’) непрерывны по £

поэтому устремляя € 

утверждение (ii).

О и затем А оо в (3.34) и (3.35) получаем

Утверждения (iii) - (iv) можно вывести с учетом формул (2.5) и (2 б)

ABSTRACT. Let X(t) be a mean zero Gaussian locally homogeneous 
random field defined on a compact set T C 1R”. In the paper the theorems 
on the asymptotic of probability P {sup։6T X(t) > u), u 
Research method is the so-called Double Sum Method.

ро аге proved.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ КЛАССА И,г Н" РЯДАМИ
ИЗ ГЛАДКИХ сплайнов и оценка сложности
ИХ ВЫЧИСЛЕНИИ

А. А- Китбалян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, X* в, 1992

Хорошо известны представления • • ункций конечной гладкости рядами из
Л 

гладких сплайнов и применение этих представлений в различных задачах

теории приближений (см. [1]). В настоящей заметке даётся представле­

ние сплайновыми рядами периодических функций из более общих классов 
——* •
№ГН?, у которых гладкость г-той производной задаётся в терминах ин­

тегральных р-тых модулей непрерывности. На основе этого представления 

вычисляется порядок сложности по Колмогорову ^-приближённого вычис­

ления этих классов функций.

1 ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Ниже всегда : г,к Е п = 2*,1 < р < оо. Через I обозначим единичный 

интервал [0,1], Ьр(1) - пространство интегрируемых на I в р-той степени 

функций, || • — норма в нём.
I

Л ля 6 > 0 и однопериодической функции х(-) 6 £р(7) определим инте­

гральный модуль непрерывности : 

где И'р(7) — класс функций Соболева, т. е. класс г-тых интегралов от 

фу* 1ий из £р(/).

Определим теперь исследуемый класс функций №г

Пусть и>( ) — фиксированный модуль непрерывности. Для г = О,

^р(Л определяется как класс однопериодических функций
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г( ) € Ьр(7), удовлетворяющих условию и>(х( ),6)

1УГЯ"(/) есть класс г-тых периодических
р — О(и?(6)). При г = 

интегралов от функций
из я;(/). (Определение и простейшие свойства модулей непрерывности, 

классов функций и Н^(1) можно найти, например, в [21)

Через 5;(7) обозначим линейное пространство периодических сплайнов

степени г минимального дефекта по равномерному разбиению I на п = 2к 

частей. В пространстве 3„(1) существует базис из В- сплайнов {Ь\ Н )}п_՜1 
п-1

(см. [2]), нормированных условием = 1, I £ 1. '
»=0

Для величин а, будем писать а < 0, если существует константа с > С 

(зависящая только от г и р) такая, что

а<с/3 а х (3 <=> а < 0 « а.

2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ КЛАССА И/ГЯ^(7) РЯДАМИ 

ИЗ ГЛАДКИХ СПЛАЙНОВ

Теорема 1. Пусть г(-) 6 И'’г тогда х(-) представима в виде сходящего­

ся сплайнового ряда

оо п- 1ОО

где 5*( ) 6 §„(!) и

Доказательство Теоремы 1 опирается на следующие три леммы.

Лемма 1. (см. [3])

«*(•) = £ € $'(!) => ||о( )1к,(Л ~ 2՜' 1И»..И?=о Н<;- (О
1=о

Лемма 2. (см. [4]) Существует проектор $к ■ ЬрО) ' 

(оператора из Ьр(1) в Ьр(1)) ||5кII Ь
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€ {0,— 1} существует

полином р( ) степени г такой, что

.Доказательство Леммы 3. Доказательство для г = 0 содержится в [5],

стр. 82. Для г = 1,2,... представим х( ) в виде ряда Тейлора с остаточным

членом в интегральной форме : •

и возьмём

Р(С = х (-') 
\п /

Дальнейшие выкладки аналогичны случаю г = 0.

Лемма 4. Пусть х( ) € ИЛГЯ^(/), тогда

Доказательство. Доказательство основано на Леммах 2 и 3. Имеем

р
МЛ

»=о 1=0

1=0

0

П Бир
о и

откуда следует искомое неравенство.



89
Доказательство Теоремы 1. Сопоставим функции ։( ) из рял

ОО
**(•) = $.։(•) + ($1«( ) - $.։(•)) + ... + (5։+1։(.) _ )) +

Поскольку

§;(/) с $;„(/), то 5ц.1*(-) - 5*։(-) = ։։+1( ) 6 §^(1).

По Лемме 4, частные суммы ряда «„(1) = £ „(») = 5л,։(г)стремятся „ г(() 
к=0

со скоростью геометрической прогрессии.

Докажем первое неравенство Теоремы. Имеем

НМ )1к,(/) = 11$*+1 х(■) - 5кх(-)||£>(/) < 

< 11^4®(-) - *(’)1к,(/) + ||х(-) - 5к_1х( )||£г(/) <

< 2-*М*(г)(-).2~Ч + 2~‘Г+Ги;(г^(.)>2-*+1)р « 2-^(/Н(.)|2֊*)р

Из первого неравенства 1еоремы и Леммы 1 следует второе неравенство.

Замечание 1. При п < г все функции «(•) € £„(/) тождественно равны нулю
ОО

(см. [2]), поэтому суммирование в £ $к( ) начинается с номера ко — (1о£2 г]. 
1=0

3. ПОРЯДОК СЛОЖНОСТИ ПО КОЛМОГОРОВУ ПРИБЛИЖЁН- 

НОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ КЛАССА '№ГН?(1)

Многими авторами развиваются идеи и методы подсчёта сложности вычис­

лительного алгоритма или задачи (см., например, [7]). В 1962 А. Н. Кол 

могоров [6] предложил определение сложности к задаче о вычислении 

непрерывной функции с точностью до г. Подход Колмогорова основан на 

сведении проблемы к вычислению сложности булевых функций, которая 

была определена К. Шенноном в конце сороковых годов Подробные опре­

деления, свойства и обзор известных результатов по колмогоровской слож- 

ности е-приближенного вычисления непрерывных функций и классов непре 

рывных функций даны в статье Асарина (8). В частности, в [8] содержит» я
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алгоритм, вычисляющий с точностью до € произвольную функцию х( ) € 

и имеющий сложность в смысле Колмогорова

(здесь а — произвольное положительное число). Эта же оценка остаёт­

ся верной и для классов функций И/а(/), 1 < р < оо, (см. [9]), и
Р

несложно обобщается на многомерный случай (см. [10]).

Опираясь на [8] М. О. Макаров вычислил порядок колмогоровской

сложности класса Wr ( доклад на математической конференции в

Алуште, 1990). Приближение гладкими сплайнами, которое использовал 

Ю. Маковоз [9] для вычисления колмогоровской сложности, позволяет 

обобщить результат Макарова для классов функций WrН? (Z) с произволь­

ным р, 1 < р < оо.

Обозначим через подмножество тех функций из класса WrН? (/), для 

которых си(х(г,( ),6) < и (6) и значения которых лежат в [—1,1], а через 

— колмогоровскую сложность f-приближённого вычисления 

этого класса функций. * ’

Теорема 2. Пусть 6 — решение уравнения 6гш(6) = £, г > —, тогда 
Р

К.(\УгН“)х I
' 108г«՜1

' I
Доказательство. Получение нижней оценки в Теореме 2 стандартно. Слож- 

ность £—приближённого вычисления класса функций IV оценивается через 

его 2е-ёмкость Сг<(И7) (см. [8]) : /ГДИ7) >> • Затем используется

известная оценка ёмкости класса №ГН“ :

с2,(и7Гя;)>с2е(^я-)»^1.

Для доказательства оценки сверху заметим, что для произвольной функции 

*(•) € И ГН- частные суммы ряда из гладких сплайнов ) построенные в 

Геореме 1, дают следующую оценку приближения

IW) ֊ ^()llc(/) < 2-rN+* ы(2-").



91
Из Леммы 1, второго неравенства Теоремы 1 

имеем :
и с учётом того, что г > 1 мы р

1к( ) ֊ «лг( )||С(/) = и £ £а(.»М.»( )||С(;)< 

*=N+1 i=o

ОО п-1

- 52 II52 а«Л^«.к()11с(/) < У' max |а и 
k=N+l 1=0

«=/*4-1 »=0 k = W+l

k=N4֊l

Пусть £ — 2 тга>(2 т). Выбрав — [т~г] будем иметь ||х(-) — *л/( )||с(л < 

€. Это позволяет доказать лемму, аналогичную Лемме 2 в [9]. Дальнейшее 

доказательство (построение алгоритма вычисления функции х/Д) и подсчёт 

сложности этого алгоритма) повторяет доказательство Маковоза с соотвец- 

твующими изменениями.

Замечание 2. Условие г > ֊ обеспечивает компактность класса Wr Н? в 

пространстве С(1).

Замечание 3. Рассмотрение периодических классов функций И/ГЯ^(7) в 

Теоремах 1 и 2 связано лишь с упрощением технических деталей фор­

мулировок и доказательств. Утверждения обеих теорем остаются в силе 

и для непериодических классов функций №гНр(1) и соответствующих им 

непериодических сплайнов
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