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ЗАМЕЧАНИЯ О ПОРОЖДЕНИИ МЕР В ПРОСТРАНСТВЕ 
ПРЯМЫХ В К?

Известия Национальной Ава лемии Ндук Армении. Математика, 
том 27, Л* 5, 1992

транстве прямых в Ж3 : с помощью
терминах системы пластинок в Ж.3 и с помощью метрик в Ж3. При
первом подходе полная аналогия с изученным ранее плоским случаем 
может быть достигнута только при дополнительном предположении о 
сзтигествовании плотности. Во втором подходе теорема о порождении

обобщается на Ж3 по крайней мере в одном направлении в общем

50, ВВЕДЕНИЕ

Результаты комбинаторной интегральной геометрии на плоскости (см. 

[1], (2]) допускают следующую интерпретацию. Предположим, что на 

каждой прямой д в Ж2 определена знакопеременная мера тп9. Тогда при вы­

полнении некоторых условий (см. ниже Предложение 1) существует един­

ственная знакопеременная мера д в простанстве С прямых в Ж.?, для ко- 

• торой для любой иглы (отрезка) р С Ж2 имеет место

д(М) = т){^՝ 9

где р С д и [р] = {р б 6 : д пересекает I/) (в этом случае тп9 называется 

проекцией меры р на прямую р).

При этом р является неотрицательной мерой тогда и только тогда, 

когда функция Г. определенная на иглах посредством = тд(У), являет- 

ся псевдометрикой в Мотивом настоящего исследования был вопрос : 

справедливы ли подобные соотношения для семейств мер тв, которые 

заданы на плоскостях е С Ж3? Пусть задано семейство мер тв, мы ищем 
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меру ц в пространстве Г прямых в Ш3, для которой те являются проек֊
М г

циями т.е. м(М) = ™е(’г). где т с е и И = {р € С : д пересекает т) 
ч

для каждой пластины тг С Ж3 (пластина - ограниченная выпуклая часть 

плоскости, лежащая в п<3). ■

Для удобства читателей мы даем в §1 полную логическую структуру 

получения плоских результатов в [1] с помощью функционального подхода 

(и пользуясь случаем, переформулируем их для знакопеременных мер, так 

как в [1] и [2] рассмотрены только неотрицательные меры). В §2 показано, 

как аналогичный функциональный подход применить для порождения мер в 

пространстве Г. ՛■' ■

В §§4,5 изучены взаимосвязи между метриками в (R3 и мерами в Г. 

Здесь основным результатом является следующее достаточное условие 
*

существования и единственности (неотрицательной) меры р в пространстве 

1 меры те должны быть порождены гладкой линейно-аддитивной метрикой

в 1И3 А именно, каждая те должна быть образом меры х при 

отображении „ Я

пара прямых в е ।—* точка их пересечения,
■

I де с - мера, порожденная сужением А’ на е, как это обычно делается в 

интегральной геометрии на плоскости Мы покажем, что в трансляционно­

инвариантном случае это условие является также и необходимым

Большинство рассуждений не зависят от предположения о трансля- 

" 1 о , -и инвариантности, за исключением §4, где мы пользуемся некого- 

рыми фактами из теории выпуклых тел, Здесь основными источниками 

являются [2], [3], [6]. ‘

I езультаты, публикуемые впервые, названы предложениями, в то вре­

мя, как термин георема сохранен за уже опубликованными результатами
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$1. ЭКСКУРС В КОМБИНАТОРНУЮ ИНТЕГРАЛЬНУЮ

ГЕОМЕТРИЮ НА ПЛОСЫХТГИ

Мы будем пользоваться следующими обозначениями :

Б - пространство прямых в Ж2, д с Б, •

р0 - единственная (с точностью до постоянного множителя) мера на Б, 
9

инвариантная относительно группы евклидовых движений в-Ж2,

с/д - элемент меры

у - игла (отрезок прямой в Ж2),

[р] = {д €Б : д пересекает иглу р}, 

г{р,} - минимальное кольцо подмножеств Б, которое содержит все 

множества [ц] для некоторой конечной совокупности игл {ц} в Ж2, 
' 1 ‘Лр - общая знакопеременная мера на Б.

В основе всех наших построений лежит следующее утверждение из инте- 

гральной геометрии на плоскости.

Теорема 1. Пусть р - мера в Б, равная нулю на каждом пупке прямых, 

проходящих через точку, и пусть {ц} ֊ некоторая конечная совокупность игл 

в Ж2. Для каждого В € } имеет место следующее представление

м(В) = |^с0(В)д([Р„Р>]), (1.1)

»<;

где суммирование ведется по парам точек из множества {Р,} концов игл.

Коэффициенты с, ;(В) суть целые числа, алгоритм нахождения которых

приведен ниже.

Достаточно рассмотреть случай, когда среди точек Р, есть хотя бы три

не лежащие на одной прямой. В дальнейшем мы всегда это предполагаемI
Алгоритм :

и ( Р) — 
1՛ •

о
по(1 ,};£) - пр^,д,В)

если точки Р», Р} разделены, 
в противном случае.

(1.2)

Мы говорим что ₽, и Р} разделены, если на прямой проходящей через

точки Р, ,РП существует точка Р, такая, что на д^ Р, лежит между Pi и Р}.



Р. В. Амба

Длл определения величин no(ij) заметим, что имеются два атом* 

кольца г{ц} (обозначим их сц и а2), которые удовлетворяют условиям

Q2 с [Р՜ I PJ.*1 С (Pi,F>),

Тогда

na(i,J;B) = число атомов а*, принадлежащих В.

Пусть Р’ и Р’а ֊ две точки из

положения. Имеются два атома

{Р.}, занимающие на прямой gtj крайние 

(обозначим их /?] и /?2), которые удовлет-

вор* т условиям

9ij € 9ij € ^2- Д1С[Р'ГТ. /?зС[Р-,Р-]е

(с означает дополнение). Тогда

п^(։,;;В) = число атомов /?>, принадлежащих В.

доказательство теоремы вместе с алгоритмом можно легко вывести из 

аналогичного результата, содержащегося в [1] при предположении, что 

никакие три точки из {Р,} не лежат на одной прямой. Переход к этому прос­

тому случаю можно осуществить аппроксимацией точек в коллинеарных 

группах (если таковые имеются ) точками на выпуклых кривых, крив­

изна которых стремится к нулю. Полное доказательство, основанное на 

топологической интерпретации, можно найти в [4].

Пусть Р(РЬР2) - функция, определенная на 1Я2 х 1Г12, непрерывная в 

топологии IV х и линейно аддитивная, т.е. если P1.P2.P3 лежат'на 

одной прямой и Р2 лежит между Р\ и Р3, то •

F(Pi,P2)+F(P2,P3) = F(P1։P3).

о частности, Р может быть порождена семейством тп^, д £ С, где каждая 

'"9 есть знакопеременная мера на соответствующей прямой д Для любых 
двух точек Р1, р2 положим '■ '*^^8 Ц

(Л,Р2) г т#(отрезок (Р1,Р2))։
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где д ~ прямая, проходящая через Р\, Р?. Этим связывается функциональный 

подход с плоской задачей, упомянутой во введении.

1. Построение функционала. Для заданной конечной совокупности игл

{и,} построим функционал Ф, подставив в (1.2) вместо /х([Р|։ Р;)) значения

Г(Р1,А), ։.е.
Ф = Ф(В;{1г<))=1£су(В)Р(Р(,Р>). ֊ (13)

'<>

2. Свойство состоятельности Естественно ввести для подмножеств С

отношение эквивалентности два множества в С эквивалентны, если они 

совпадают с точностью до конечного числа пучков [Р],

[р] = {г€С; Ре»}, Реш.’.

Мы можем утверждать, что 

если {V,} С {*41. то необходимо г{ц} с г{4) (1.4)

в том смысле, что каждое В Е Ни,} эквивалентно некоторому В € г{р[}.

Для таких эквивалентных множеств В՝ В1 имеем

Ф(В;(^}) = Ф(3;М}).

Отсюда, в частности, следует, что функционал Ф единственным образом

определен на классе В в — }, где объединенйе берется по всем конечным

совокупностям {*/,}, и мы вправе использовать обозначение Ф = Ф(В)

3. Проект пути Ф на прямые. Сужение Ф на подмножества некоторой 

фиксированной прямой д называем проекцией Ф на д. Непосредственным 

применением Алгоритма убеждаемся, что

Ф([Л./’։1) = (15)

В случае, когда функция Р порождена семейством мер (15) означает, 

что проекции функционала Ф на прямые д суть меры тд.

4. Конечная аддитивность Функционал Ф конечно аддитивен на

Из (1.4) следует что для всякой конечной совокупности множеств В, 6 В 
ъ
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мы можем найти конечное множество игл {и}} такое, что В, € »•{։/;} для все։
к

I и наше утверждение следует из аддитивности коэффициентов сц(В) по В

5. Неотр^шдтельность Ф влечет непрерывность Ф. Согласно теории 

продолжения мер, для того, чтобы конечно аддитивный неотрицательный 

функционал Ф можно было бы продолжить до меры, Ф должен быть в 

некотором смысле непрерывным. В нашем контексте достаточно выполнения 

следующего условия непрерывности :

ПтФ([гп]П[рп]) = О, (1-6)

где тп - последовательность коллинеарных игл, стягивающихся к точке, ц, 

- произвольная последовательность игл, обе последовательности содержат­

ся в некотором ограниченном многоугольнике О С Ш.2. Предположим, что 

функционал Ф неотрицателен. Тогда из конечной аддитивности следует, что

Ф((тя] Л [</„)) < Ф([т„] л Ы) + Ф([г„] П (>■„]') = Ф([г„]).

Отсюда и из свойства 3 получаем (1.6). > 3

в. Условие неотрицательности. Сейчас (и ниже в пунктах 7, 8) мы 

дополнительно предположим, что В является псевдометрикой (те. Г > 

О и Л удовлетворяет неравенству треугольника). Тогда функционал Ф 

будет неотрицательным Естественное доказательство этого получается 

моделированием пространства С с помощью стереографической проекции

т.'- открытая полусфера

(при которой каждая прямая д отображается в геодезическую линию) и 

последующим полярным отображением, при котором каждая геодезическая 

представляется своим полюсом. Л

оппозиция этих двух отображений переводит С в полусферу, у ко- 

рой < г л< сны диаметрально противоположные точки экватора и выброшен 

полюс $ (топологически это открытый лист Мёбиуса). На этой метрич- 

ли пучкам прямых в С соответствуют большие полуокружности, 
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а каждому сферическому треугольнику, не содержащему полюс <2, соответ- 

ствует множество прямых

А = (Р1. Р2) Л ГР,, Р3] -(1.8)

для некоторой тройки точек Р],Р21Рз из П<2. Прямым вычислением коэф- 

фициентов в (1.3) получаем, чт*о

Ф(Д) = Р([Р,, Р2]) + Р([Р,, Рэ)) - Р([Р2, р3)) > о

если Е - псевдометрика. При этом отображении каждое В € У представимо 

как объединение геодезически выпуклых многоугольников на сфере, не 

содержащих полюс Но всякое такое множество может быть представлено 

в виде конечного объединения треугольников

В — иД,, внутренность Д,П внутренность △ , = 0, 
9

и из аддитивности Е следует, что Ф(В) > 0 для всякого В € С/.

7 . Построение семейства мер. Зафиксируем пару прямых д\,дг на 1И- 

и рассмотрим Ф на множествах вида

[1/1]П[р2], и С дь ^2 С <72

Ясно, что эти множества образуют полукольцо в произведении пространств 

<71 х 9з- Свойства 5, б гарантируют применимость стандартной теоремы о 

продолжении меры с полукольца. Образ этой меры при отображении
Ш ' г V ■ •

(/1,/2)|—‘ прямая, проходящая через1\ € 9\Аз € 9?՝

есть мера в пространстве прямых, пересекающих обе прямые д\ и д^ 

(она априори зависит от выбора д\ и £2)

8 Состоятельность мер в семействе Покажем, что все меры из 

семейства, определенного в 7., совпадают с некоторой мерой р на С 

Выберем некоторое А € Ус и пусть - набор игл. для которых



А € Н։'«}- -Далее выбираем многоугольник 1), который накрывает иглы ц. 

Пусть аь...,ат суть стороны многоугольника О и

[/)] = {£ ЕС : 'д пересекает О) Е Ув-

Через р։; обозначим меру из семейства, построенного в 7., которая соответ­

ствует прямым, содержащим отрезки а, и ау. На множестве [£)] мы расе- 

мотрим меру цо, определяемую как сумма до = 52 РО- Имеем

др(Л) = У д,,(Л Л [а,] П [а,]) = У Ф(Л П [а,] П [а,]) = Ф(Л).

Когда О расширяется до всего Ш.2, меры тр остаются состоятельными.

Следовательно, р(5) = рр(В) для В С [.О] определяет меру /1 на С, для 

которой д(Л) = Ф(Л) при А 6 1/с Таким образом доказана

Теорема 2. Пусть Р^Р^Р?) - линейно-аддитивная, непрерывная псевдомет- 

риха в 1П . Тогда существует единственная мера р. на С, обращающаяся в 

ноль на каждом пучке прямых, проходящих через точку, для которой

У(Л.Л) = м((Р։.Р2]).

На ис имеем д(Л) = Ф(Л), где Ф(Л) определена по (1.3).

В следующем утверждении условие, что Е — псевдометрика опускается

Предложение 1. Пусть тд - семейство знакопеременных мер на прямых

р ЕС. Предположим, что функция

ЛА,А>=т,( отрезок (Р^Рз)), Ру.РгЕд

ч ' •

I] рывна Построим функционал Ф по (1.3). Если для каждого множ­

ества △ вида (1.8) отношение Ф([Д])/д<>(Д) остается ограниченным снизу при

1 А» меняющихся в ограниченной части то существует единствен-

рглнннал мера р ня Ь, обращающаяся в ноль на каждом пучке 

прямых, проходящих через точку, для которой Р(Р}, Р2) =р([Р1։Р2]).



Замечания о порождении мер ... 9

Дрказательстао. Пусть О - ограниченный выпуклый многоугольник в Ж2.

Существует константа С > 0 такая, что

Ф(Д)/дв(А) > ֊С

для всех возможных Л.Рз.Рз С D. Определим подкласс С7р С Ug •

A EUd тогда и только тогда, когда А € г{^} и ц С

Сужение на функционала Ф] = Ф + Сро сохраняет все свойства 2 

- 8 (или точнее, их версий, переписанных для О). Следовательно. Ф! 

можно продолжить до меры на |£)| ; это значит, что Ф по существу 

есть,знакопеременная мера на этом множестве Доказательство завершает- 

ся расширением О до всей плоскости, так как упомянутые знакопеременные 

меры остаются состоятельными (их значения для В Е и о даны посредством 

(1.3) и не зависят от О).

Пусть задана знакопеременная мера д на С, имеющая плотность р, 

последняя может быть вычислена как предел

Р(<7о) = НтФ([т|]П[г2])(^<>)*1.

Здесь dg0 - значение инвариантной меры множества [rj П [tj], т։, т2 - две 

бесконечно малые иглы, которые стягиваются к двум разным точкам Zj. Z? £ 

go. Говоря о бесконечно малой игле т, мы имеем в вид)' последовательность 

игл, лежащих на одной прямой и монотонно стягивающихся к точке /. 

Мы используем обозначение lim г = (/,0), чтобы выделить направление t 

иглы т, которое остается неизменным, когда длина т стремится к нулю 

Напомним, что (см. [2])

dgo = sin 0| sin 02 г՜! d/2, (1.9)

где 0, ֊ угол между дс и прямой, содержащей г,, г - расстояние между 
а

бесконечно малыми иглами. dft - длина т։.

Следующее утверждение дает некоторые условия, при которых функ- 
• • •

ционал Ф определяет знакопеременную меру на G. имеющую плотность
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Предложение 2. Пусть Ф - аддитивный функционал, определенный на класс«

Uc. Предположим, что предел \’.֊Я

lim Ф([л] П [72])(<fy0)՜1
ч

(110)

существует для всякой пары бесконечно малых неколлинеарных игл т1։т2 и

lim т, = (4,0,), 6 #

Если функция V непрерывна и равномерно ограничена в любой компактной 

области из 1Л2 х 1Г?2, то V зависит только от прямой до, соединяющей с 9
1'2, и Ф есть знакопеременная мера с плотностью V.

доказательство. Выберем две иглы У],и2 и разобьем их на бесконечно

(”) малые иглы г- :

Л

Построим римановы суммы для интеграла (1.11). Ввиду (1.9), (1.10) и ад­

дитивности Ф для этих римановых сумм имеем асимптотическое равенство

£ф([г<1>]п = Ф(И] n(u,l).
к,1

Иначе говоря,

Ф([р1] П (i/2J) _ / I У(/] ,-0!;/2։ 02)r՜ ‘ sm 0։ sin 02 d/] d/2. 
J Pl J Pn

(1.11)

Вначале предположим, что V > 0. Отсюда следует непрерывность Ф и 

Ф()^1] П |1/2]) > 0. Повторяя вышеописанные шаги 7, 8, получаем, что Ф 

мера на С. В случае знакопеременной функции V, наше допущение об 

раниченности позволяет воспользоваться приемом, использованным нами 

при доказательстве Предложения 1, и этим завершить доказательство.

§2 ССИПОЯТЕЛЫПЛЕ ФУНКЦИОНАЛЫ В Г 

Используем обозначения 
9

1 ֊ пространство прямых в Ш3, у £ Г,
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цо - единственная (с точностью до постоянного множителя) мера на Г, 
* 

инвариантная относительно группы евклидовых движений Ж.3,

с1у - элемент меры д0, 
• /

т - пластина (ограниченная выпуклая ч^сть плоскости, лежащая в Ж3)

[тг] = {7 € Г : 7 пересекает пластину тг},

г{тг,} - минимальное кольцо подмножеств Г, содержащее все множества [тг,] 

для некоторого конечного набора {тг,} пластин в Ж3,

д - общая знакопеременная мера в Г,

1/г = и{Л : А Е г{тг,}}, где объединение берется по всем конечным наборам 

пластин

1Е - пространство плоскостей в Ж3, е Е Е.

€е - пространство прямых, лежащих на плоскости е, д €бе,

(1е - единственная (с точностью до постоянного множителя) мера на 1Е, 

инвариантная относительно группы евклидовых движений Ж3,

и - отрезок прямой в Ж3.

Пусть имеем семейство функций Геу зависящих от параметра е Е Е.

Предположим, что на каждой плоскости е функция

= Ге(Р1,Р2), Л. Р? Е е

является непрерывной линейно-аддитивной псевдометрикой. Через Ф, обоз- 

• начим функционал Ф, построенный на Се с помощью Ге процедурой.

описанной в предыдущем параграфе. Для заданной системы пластин {тг,}

и всякой А Е г{тг,} множество

А П е = {д Е : д Е -4)

принадлежит кольну г {>/,•} подмножестве,, порожденному иглами р, = ~ Гн

Пусть т - мера в 1Е Выражение

Ф(Д) = / Фе(Л П е) тп(с/е)

является для каждого т примером функционала, состоятельного на класс« 

Ьг и допускающего продолжение до меры д на Г.



Функционал Ф состоятелен на (7г» если для каждой пары множеств

А А' € О’г. совпадающих с точностью до конечного числа множеств типа

[с?тг] = {? € Г : 7 пересевает границу дк пластины тг},

имеем Ф(А) = Ф(Л')- ' • 1

Верхнее утверждение приводит к следующему замечанию. Пусть р( 

- мера в Се, соответствующая Ее согласно Теореме 2. В расслоенном 

пространстве

{(<М) : е € 1Е, 9 €

рассмотрим меру т{4с)ре(с1д). Искомая мера д есть образ т(с1е)/1е((1д) при 

отображении

(е,д)1—»7,

где 7 € Г и р совпадают, как множества в 1Я3. Доказательство следует 

прямым интегрированием т(с!е)це(Нд) и применением Теоремы 1.

Теперь перейдем к рассмотрению общих аддитивных функционалов 

состоятельно определенных на 1/р. Для заданного на 1/р функционала Ф 

его сужение на класс {[тг] : тг С е} назовем проекцией Ф на плоскость е, а 

значения Ф на классе % *’՛
"• * 4' ям 7

{[тг]] П [тг2] : »1 € »2 € ез)

назовем проекцией Ф на произведение е1 X е2. ‘ , Г/. 'еЧЕЙ
9

Автору не известны в классе 1/р простые множества, роль которых 

сравнима с ролью множеств △ в С (см §1, пункт 8). В частности, для 

множеств [тГ1] Г> [тг2] доказательство пункта 5 из §1 не проходит. Это может 

быть обойдено требованием, что проекция Ф на каждое произведение вх х е2 

До лжна определять знакопеременную меру на в) х е2. При этом условии мы 

пол , чаем следующий неполный аналог Предложения 1 с [тг։] (1 [тг2] вместо 
«В △ ՝

Лемма Пу/пн Ф конечно аддитивный функционал, определенный на Ур, чьи 

Ч >к. киж<)ос произведение ех х е2 суть знакопеременные меры Если
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отношение

Ф([7Г) ) П [*2])/р<,([»1] п Ы) /

остается ограниченным снизу для каждой пары, прямоугольных пластин в 

ограниченной части Ш3, то существует единственная знакопеременная мера 

р в Г, которая совпадает с Ф на Ур.

71рказательетво. Отображением

С1 х е2 ।—► Г,

которое каждой паре точек Л € е։, Р2 Е е2 ставит в соответствие прямую, 

проходящую через Р}, Р2, проекция Ф на о х е2 индуцирует знакоперемен­

ную меру на [б1 ] А[е2] Остается показать, что все такие меры на самом деле

явля тся соответствующими сужениями некото рой знакопеременной меры

р на Г. Это следует из предположенной конечной аддитивности Ф и приме­

нением приема, использованного в пункте 8 §1, с заменой многоугольников 

и их сторон на многогранники и их грани.

Говоря о бесконечно малых пластинах, мы имеем в виду последова- 

тельность пластин, которые лежат в одной плоскости е и монотонно 

стягиваются к точке Р Бесконечно малую пластину мы обозначаем через 

6 и пишем limd - (eu, Р) где u> - пространственное направление нормали к 

е. Ниже в Предложении 3 di,é2 - две произвольные выпуклые бесконечно 

малые пластины, для которых limé, = (o>։-, Р,),. ։ — 1.2, a dy0 обозначает 

инвариантную меру множества [dj А [02]. Через %, обозначим прямую, 

соединяющую с 62. Напомним, что (см [2])

б/уо = г 2 cos ai coso2 dP\ dP2,

где dPi - плоская мера Лебега пластины 6,, а, - угол между «,՛, и прямой

7о, которая соединяет дР[ с дР2. г - расстояние между и д2.

Имеем следующий аналог Предложения 2.

Предложение 3. Пусть Ф - конечно аддитивный функционал, определенный 

на Up. Предположим, что существует предел

hin Ф([д։] Cl (à?)) (dvj = Wl
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для прямоугольных некомпланарных бесконечно малых пластин 61,62 с цец. 

трам и в Р} £ Р2. Если функция IV непрерывна и равномерно ограничена 6 

любой компактной области из 1Л3 х П<3, то функция № зависит только ощ ч
прямой у0, проходящей через Ру,р2, и существует знакопеременная мера р 9 

Г,՜ Злу которой IV служит плотностью, а Ф совпадает с р на и?.

Доказательство. По существу тем же способом, что и при доказательстве 

Предложения 2, можно показать, что для любых двух пластин 7Г1,7г2,

Ф((л-1] П [тг2]) = У У \^(ооууРу \^2,Р2)г՜'2 COSO^XCOSOlշdPldPշ (2.3)

т е. Ф - знакопеременная мера на 61 х е2. Остается применить Лемму.

§3. НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Настоящий параграф содержит некоторые замечания, касающиеся вза­

имосвязей между метриками в Ш3 и мерами в Г. Каждая мера р в Г, /■
имеющая плотность />(7) относительно d^, может быть представлена в виде

(2.1) с т(3е) — de. Это можно показать с помощью известного соотношения 

(см. [2])

dy dф — de dg,

Iде dg инвариантная мера вС։, dф — равномерная угловая мера в прос- 

транстве поворотов ф вокруг оси 7; или же с помощью его следующего 

варианта

Р(?) ^7 dф = р(^) de dg.

Вычислить р(Л) при А € 1/р можно следующим образом :

= г 1 / йе I р(д^д = 1г՜1 [ фе(Л Пе. {тг, Пе))(/е, 
ЗАГ\е д

здесь использована Теорема 1, Фе порождена посредством

^е(^) = / р(д^д.

выбор меры 7п не единственен. Более того, мы можем получить

I . н.н > ю м< р> на! в виде (2.1) с помощью знакопеременной меры 
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т на 1Е. Класс примеров приведен в Теории Зоноидов, см. ниже §4. В 

рамках следующих двух параграфов мы рассмотрим порождение мер в Г

при помощи (2.1), причем Г и т, удовлетворяют следующим условиям :

Предположение АЛ. В не зависит от е, т.е.

Р = Р(Р1,Р2),

и достаточно гладкая линейно аддитивная псевдометрика в 1И3.

Предположение А.2. т есть знакопеременная мера на 1Е, чей образ при 

отображении

е ।—* е П П, П ֊ фиксированная плоскость

есть неотрицательная мера шп в пространстве (7п Для любого П 6 Е.

Следовательно, функционал Ф задаваемый посредством (2.1) определяет 

знакопеременную меру р в Г. Найдем проекции на плоскости функционала 

(2.1). Для отдельной пластины т С П имеем

Ф(М) = / ^(тг П е) т(^е) = / Г(Х)тп(</р) = 5п(^), 
Уе Увп

■

(3.2)

где X = 7г С е - функция, зависящая лишь от прямой

д = ППе £Сп

Ясно, что при А.1, А.2 5ц есть мера на плоскости П.

Попробуем применить Предложение 3 к нашему Ф. Рассмотрим отношение

(с/7о)"|Ф([61)П[62]) = (б/10) 1 / Фе([г1]П[т2])т(Ле), 
У в

предел которого должен дать (если Ф - знакопеременная мера) значение 

плотности /0(7) Здесь т, = 6, П е ֊ бесконечно малые иглы,

В = {е Е Е ՛ е пересекает 61 и 62).

Так как Г, - гладкая плоская псевдометрика, согласно Предложению 1 

имеем

ФДЫ П [т2]) = Ус(д)(1д.
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где V, - гладкая функция, зависящая от прямых вСе (плотность) а дд рапна 

инвариантной мере в Бе множества [т1 ] Г1 [тз]. На множестве

С = {(е, д) : д - у 6 (61] П [62]}

каждая непрерывная функция о(е,д) имеет асимптотическое представление 

г(е д] - и(ф, уД где ф обозначает угол поворота е вокруг уо. Слегка изменив 

обозначение Ге(<?) = М7*)» мы приходим к соотношению

р(уо) = ( Уф{^0)(1дт(де).
Зс

Далее мы предполагаем существование непрерывной плотности и : ш(</е) = 

и(е)с1е. На множестве В имеет место асимптотическое равенство и(е) = 

и(у0,ф). Следовательно, ՝ И

4%) = (^о)՜1 [ Уф(10)и(у0,ф)<1е(1д = (1/70)՜' / Уф(70)и(уо,ф) (Вг с!ф. (3.3) 
2с 2с

Здесь мы снова использовали равенство (3.1) В (3 3) можно выполнить 

интегрирование по ду и получить значение ду0. Следовательно,

Р(7о) = У ¥ф(уо)иЬ<>,Ф)(1Ф- (3.4)

Таким образом мы получили следующий

Критерий. Неравенство

Уф(7о)и(7о,Ф)с1.ф >0 (3.5

гарантирует, -что Ф порождает по (2.1) меру в Г (для которой р(у) служив 

плотностью). У - 'Л 

§4 ГЛАДКИЕ МЕТРИКИ МИНКОВСКОГО В Я13 ПОРОЖДАВ?!

№ ЭЫ В Г И НАОБОРОТ

Критерий (3.5) приводит к неожиданному результату в случае, когда Г ' 

гладкая метрика Минковского в И?1, а знакопеременная мера т связана с 

I > равнением зоноида’. Метрику Н мы называем метрикой Минковского. 

• ели она имеет вид (который влечет линейную аддитивность)

Г(*/) = МДЯ),



гладкости удовлетворяющая условию выпуклости

где (F/doi7 - вторая производная по направлению

транственных направлений а определяется большой
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где И - евклидова длина иглы u, Q - пространственное направление 

f функция, определенная в пространстве направлений <в IRJ и в случае 

е

(4.2) 

♦ 
а (на сфере прос- 9 9 
окружностью, про­

ходящей через Q, или же точкой на большой окружности, ортогональной 

к Q). Функция f, удовлетворяющая (4 2), обязательно является опорной 

функцией некоторого гладкого центрально-симметричного выпуклого тела 

В С Ш-3 
*

Напомним, (см. [2]) что функция

V.(0) = f(ft) + А/(0) (4.3)
aot£

совпадает с плотностью меры bG4i которая по Теореме 2 соответствует 

сужению Fe метрики F на е.

Здесь плоскость е предполагается параллельной большой окружности, 

проходящей через Q и о Слегка изменив обозначения, мы можем записать 

1/^(0) = Уе(У?), понимая, что направление /3 лежит в плоскости е и совпадает 

с Q, a = Ve(j3)dgt где в - направление прямой д С е. Подчеркнем,

что (4.3) может быть получено предельным переходом, описанным в Пред­

ложении I, как показано в [2]. Величина V имеет и другое выражение (см. 

[7], стр. 40) :

sin2 V’ Zd^). (4.4)

Здесь интегрирование ведется по окружности направлений, ортогональных 

к Q, причем за начало отсчета у» = О берется точка а. Функцию - *

Z = £(£)> £ — направление в IR3,

определяем как решение уравнен«# зоноида

f(Q)= /|cos(fU)|2(0<«. • (45)

к>(П)= /
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где - обычная инвариантная мера вращений в пространстве направлений 

в Л<3 (т.е. телесный угол), (П,<) ֊ угол между двумя пространственныМи

направлениями. ? ?. ■' , 'чЗ

Доказательство равенства (4.4) может быть обосновано стандартной 

формулой из интегральной геометрии (см. [7], стр. 61) • | I

de = sin2 d\l> dg, (4-6)

где д - образ е при отображении е »—♦ еПП = ду 'ф - двугранный угол между 

е и плоскостью П. ч / ЯН а/-«

Следующие утверждения I - III или хорошо известны, или могут быть 

проверены с помощью результатов из [7], стр. 41.

I. Для всякой достаточно гладкой опорной функции f уравнение (4.5) 
• I 1 И

имеет единственное решение Z, которое не обязательно неотрицательно. 

Функция Z обеспечивает полное описание центрально-симметричного тела 

В Требование неотрицательности Z существенно сужает В до подкласса 

выпуклых тел, называемых зоноидами, см. [3|. V

II. Функция Z(£) определяет посредством (4.5), (4.1) метрику Минков­

ского Г в IR3 (т.е. выпуклое тело В) тогда и только тогда, когда интегралы 

(4.4) остаются неотрицательными для любых О и любом выборе а на 
*

окружности, ортогональной к Q. . V

III (следует из II). Если Z(£) определяет метрику F посредством (4 5), 

(4.1), то знакопеременная мера Z(£)de (£ - направление нормали к е) 

удовлетворяет условию А.2. Л -Ж

Мы теперь в состоянии сформулировать и доказать наш результат относи- 

тельно метрик Минковского. Пусть задана метрика Минковского F в IR3i 

на каждой плоскости е определим меру

- Г(ж Cig)fi'(dg)y ж С е, 
'б.

(4.7)

которая (при трансляционной инвариантности) пропорциональна плоской 

(Г,кга £2 . ае — Х^Ь2, где коэффициент пропорциональности А*»

чмч и; от направления ш нормали к е
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Согласно II, ill плоские меры (4.7) совпадают с проекциями функционала

— у Фи2(ш)с1ы (4.8)

на плоскости е. В (4.8) - функционал в Св, построенный как в §1 с

использованием (этот функционал зависит только от ориентации е т.е. 

от направления ш нормали к е) ; 7(и>) - решение урав^ния (4.5), где / 

связана с нашей метрикой Р посредством (4.1).

Предложение 4. Дли каждой гладкой метрики Минковского Г в И13 сущест- 

вует единственная трансляционно-инвариантная мера р в Г, чей образ на 

каждой плоскости е при отображении

Г ।—*• е : 7 »—♦ 7 П е (4.9)

/ р \
совпадает с мерой 07 . Значения меры, р на С'г даются функционалом (4.8).

Доказательство. Покажем, что (4.8) имеет продолжение до неотрица- 

тельной меры р Для этого мы покажем, что неравенство (3.4) выполнено, 

когда V задано по (4.4) и и совпадает с Z. Другими словами мы должны 

доказать, что
I — If sin՜ (о - ф) Z(a)Z(il>) da di{> > 0, (4-10)

если Z такова, что

Vft(Q) = J sin2(a - ф) Z(il>) dtp > 0

для всех значений а из окружности направлений, ортогональных неко­

торому фиксированному направлению Q. Эта окружность является облас­

тью интегрирования для последнего интеграла, а её квадрат - областью 

интегрирования для предшествующего двойного интеграла.

Очевидно, имеем I = а2 — (6՜’ + с2), где

а J Z(a)da, b= f Z(a) sin 2а da, с = f ^(а) cos 2а da 

и \

V(a) = а — [6 sin 2а 4- с cos 2а] = а — (6 + с*) sin(t? 4֊ 2а*),

1
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где

со$0 = Ь (62 + с2) ' , $тв = с(б’ + с։)‘։/2Л

Из последнего выражения для кг(а) заключаем, что требование

У(а) > 0 для всех значений а € (0, тг)

влечет
о > (62 + с2)1/2 > О

(И(а) достигает своего минимума, когда зт(0 4֊ 2а) » 1). Последнее 

неравенство эквивалентно I > 0. Так как это верно для любого направления 

П, то наше требование Ф - р выполнено. Выше уже объяснено, что проекции 

Ф на плоскости е совладают с о¥ \ Единственность следует из того, что для :
• и

любой трансляционно-инвариантной меры р в Г, которая порождает меру =
(Г) 'Iна плоскостях, имеем I

|сов(а^)| . (4.11)

где т есть ‘роза направлений меры р (см. (2|). Мера т определяется этим 

уравнением единственным.образом (см. [3]) Но совпадение роз направлений 

влечет совпадение трансляционно-инвариантных мер в Г. Предложение 4 

полностью доказано ’ 1

Замечательно, что утверждение, обратное Предложению 4, также верно. I 
• ♦

I Ьн'д^тлкение 5. каждой трансляционно-инвариантной мере р на Г, имею- 1 

111,1 и достаточно гладкую плотность соответствует единственная метрика 1 

Минковского Р в № * такая, что на каждой плоскости е образ р при ото- 1 
* * о

сражении (4 9) совпадает < мерой <т{еГ\ I
Доказательство. Образ р при отображении (4.9) пропорционален плоской!

| Г *' *1а ՛ коэффициентом тг = ти, зависящим лишь от направления и I 

нормали к е Очевидно, х

|соз(а<)|7п(^), 
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где т - роза направлений меры д, т.е. ги есть опорная функция зоноидалъ- 

ного тела. В силу предположения о существовании плотности, это тело не 

является плоским. Согласно известной теореме (см. [3]) этот зоноид являет- 
• •

ся проекционным телом. Другими словами, существует единственное цент-
I

рально-симметричное выпуклое тело К такое, что 
• • 

• • 
тш = площади проекции К на плоскость е с нормалью ы.

Искомую метрику Г мы определяем, как метрику порождаемую телом К 

обычным (Минковского) способом. Остается показать, что

(4-12)

Это следу'ет из формул (которые можно найти в [6]), выражающих площадь 

тш плоской выпуклой области £) в терминах опорной функции /

г« = | А/։ -

и варианта формулы (4 7) (см [2], стр. 142),

[ f(0W^W<^0l

где Уе(/?) задано по (4.3). Интегрирование по частям и приводит к (4.11).
• •

Предложение 5 доказано.

Следствие На самом деле мы установили два способа вычисления А^ : 

первый, с помощью (4.11), причем мера т имеет плотность, задаваемую
Г

по (4.10) ; и второй, как площадь проекции выпуклого тела В, чья функция

участвует в (4.10). Второй путь приводит к тому, что

Аи, = у |со5(и£)|(Я1Я2)€

где (/^Яг)^ означает произведение двух главных радиусов кривизны в точке
*

дВ, где внешняя нормаль имеет направление С Сравнивая это равенство 

с (4.11), из уже упомянутого результата о единственности для уравнения 

зоноида заключаем, что

= а — 4') 2 (а) Я (4') Аа ^0,

де интегрирование ведется по квадрату большой окружности, ортого- 

сальной к С Эта формула имеется в [6] в ином контексте.
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§5. ОТКАЗ ОТ ТРЕБОВАНИЯ ТРАНСЛЯЦИОННОЙ 

ИНВАРИАНТНОСТИ В ОДНОМ НАПРАВЛЕНИИ

Мы в этом параграфе покажем, что утверждения Предложения 4 могут быть 

распространены на случаи, не (требующие трансляционной инвариантности.

Начнем с важного замечания :

Всякая гладкая метрика Р в 1И3 - асимптотически Минковская, если ее

рассматривать в бесконечно малом обвеме.

Точнее говоря, это означает следующее. Рассмотрим шар с центром в
_ о

фиксированной точке С) пространства ПТ и бесконечно малым радиусом е.

Перенесем С? в О и изменим масштаб так, чтобы наш бесконечно малый шар 

преобразовался в шар единичного радиуса с центром в О. На последнем 

шаре рассмотрим новую метрику Ге :

Л(г1,х2) = е-1Г(Р1,Р2),

где £1,Х2 суть образы точек Р1,Р2. В пределе Ре (когда с стремится к 

нулю) будет сужением на единичный шар некоторой метрики Минковского 

Г1. Мы докажем это, явно найдя /ь связанную с Рх посредством (4.1). 

Возьмем точки РХ,Р2 внутри бесконечно малого шара. Используя векторные 

обозначения, имеем

Л - Л = е(*1 - хг)

где 2?1,Х2 уже из единичного шара. Так как Г предполагается гладкой, то

= /(<5.П)|х1,12|£ 4֊ о(б-),

где 0 направление, а |г1,х2| ֊ евклидова длина отрезка х։,х2 и

аг((?,р)
дпР (5.1)

есть модуль производной по направлению Я Следовательно % *

^«(։1— /(О, Я) к,,։։! + о(1),

т.е. /,(Я) = Д<Э,Я).
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Следствие. Если Г - гладкая метрика в Ш3, то в каждой точке функция 
*

(5.1) удовлетворяет условию выпуклости (4.2). Таким образом р опре­

деляет семейство центрально-симметричных выпуклых тел В((2) (а значит 

и семейство метрик Минковского), зависящее от ф € III3. ‘ 
*

Мы основываем наше обобщение Предложения 5 на результате Погоре- 

; лова [5], утверждающего, что всякая достаточно гладкая линейно аддитив­

ная метрика Р в ИХ3 допускает представление посредством знакопеременных 

мер г(е)</е в пространстве 1Е :

6 Р(Р1.Р2)=/ г(е)де, (5.2)
I JlPi.Pi]

I где [Р^Р?] обозначает множество плоскостей, разделяющих точки Р1,Рг € 

I Ш.3

Предложение 6. Пусть Р ~ достаточно гладкая линейно аддитивная мет- 
> *
6 рика в Ш.3. В пространстве Г существует единственная мера ц, у которой 

для каждой плоскости е мера <7, есть образ ц при отображении

I Г>—*е: 71—*7Г1£. (5.3)I •

^доказательство. Заметим, что из (5.2) следует, что х(е)с/е удовлетворяет 

I условию А.2 из §3, так как искомая мера шц совпадает с мерой в Сп. 

■ порожденной (согласно Теореме 2) сужением Рц нашей метрики Р на 

■ плоскость П. Чтобы показать это, рассмотрим плоскость П, проходящую 

■ через Р։, Р2 и, используя (4.6), преобразуем (5.2) (причем V' ~ плоский угол 

I между П и е) к виду 
■
I Г(Р։,/’») = / <^9 I
| Ла.р,). J

[где [РьР2]. С Сп - множество прямых, отделяющих от Р2. В силу 

■ Теоремы 2 и Предложения 1, Гп имеет подобное представление

1
/?(Л,Рг) = ^п(Л.^)= /

некоторой плотностью х(^) > 0, единственной в классе знакопеременных 

лотностей. Из этого следует, что
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/ г(е)8т3 > О- | I
Я •

Рассмотрим функционал I
, Ф = / Фег(е)<1е, I

где Фе построен с помощью Ге, е Е Е Функционал Ф удовлетворяет! 

условиям А.1, А.2, следовательно, проекции Ф на плоскости образуют меры И 

<т{еГ). Остается доказать, что Ф ֊ мера в Г. Поскольку г(е) = г։(е) - 22(е),I 

где 21,2г > 0 и имеют непересекающиеся носители, то из результатов! 

§3 заключаем, что функционал Ф порождает знакопеременную меру в Г 

с знакопеременной плотностью />(?)• Теперь достаточно показать, что р 

неотрицательна. I

♦Для всякой прямой 70 значение />(՛/<,) может быть вычислено предельным! 

переходом (2.2) с использованием только пластин из шара радиуса с с I 

центром лежащим на у0. Следовательно, то же можно сделать, используя । 
• • л

пластины из единичного шара и функционал Фс, основанный на Гг (см. 

замечание в начале настоящего параграфа). Хотя результат не зависит от с, I 

удобнее думать, что мы сперва вычисляем предел (2.2), а затем устремляем 

€ к нулю. ' Я

Если Е достаточно гладка, то можно поменять порядок двух пре- 

дельных переходов. Это означает, что р(7о) может быть вычислена про- , 

цедурой (2.2) с использованием.значений Р\. Однако мы знаем из Пред-) 

ложения 4, что для метрик Минковского результат может быть только ։ 

неотрицательным. Этим завершается доказательство.

ABSTRACT. The paper considers two different approaches to measure 
generation in the space of lines in IR3 : by means of functionals defined in 
terms of system of plates in IR3 and by means of metrics in IR3. Under the 
first approach, complete analogy with previously studied planar case could 
be reached only under additional assumption of existence of density. Under 
the second approach, it is shown that the planar theorem about generation 
of measures by linearly additive continuous pseudometrics generalizes to 
IR at least in one direction in general case, and in both directions in 
translation invariant case.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ РОЗЫ НАПРАВЛЕНИЙ 
ПО ФЛАГОВОЙ ПЛОТНОСТИ В Ш3

Р Г. Арамян

Известия Национальной Акаделтии Наук Армении. Математика, 
тъм 27, 5, 1992

Пусть 1Е пространство плоскостей в И13, р - трансляционно-инва­
риантная (Т.И.) мера на 1Е (с элементом с/р = гп(с/£) х с/р). Мера тп(.) 
называется розой направлений меры р. Мера р индуцирует меру на 
простртшстве флагов, которая имеет т.н. флаговую плотность р. В 
работе решена следующая задача. Восстановлена роза направлений 
меры р по флаговой плотности р. В частности, найдена интегральная 
формула, позволяющая вычислить значение меры т( ) на сферических 
областях, ограниченных кус очно-гладкими кривыми.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть 1Е пространство плоскостей в 1Л3, р - трансляционно-инвариантная 

(7. мера на 1Е (с элементом с/р = т(с/£) х Мера т называется розой 

н 1ений меры р. 41' > ՛■

пределению, флаг есть пара / = (<?,е), где д прямая, содержащая О, 

а е >сть содержащая д (см. [1]). Имеются два эквивалентных описания
флага :

/-/(О.Ф) и / =

1 л' пространственное направление д в П73, ф - определяет поворот с 

вокруг д, ш - направление нормали плоскости е, а <р - плоское направление 

две. Мера р индуцирует меру на пространстве флагов, которая имеет т.н. 
флаговую плотность (см. [1])

р(/(П,Ф))=у 51п2а((,О,Ф)т(<^). (0.1)
%

Здесь /(О.Ф) флаг, ог(^,О,ф) угол между д и следом Пе, где — 

плоскость с нормалью ( е £.2, £г ֊ элиптическал плоскость (см (5)).
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В статье решена следующая задача. Ла пространстве флагов имеется 
5мера с плотностью р, индуцированная некоторой мерой р „с помощью (0.1). 

Требуется найти меру т(-) в терминах р. В статье найдена интегральная 

формула, позволяющая вычислить значение меры т(-)* на сферических *
областях, ограниченных кусочно-гладкими кривыми 

§1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬН1ЛЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть 52((9,/») — сфера с центром О и радиусом А, для краткости вместо 

52(О,1) будем писать 52. Обозначим через [Л] = {е е Е : е П Л # 0), где 

А С 1Л3. Вам потребуется следующая теорема

Теорема 1. Пусть р — трансляционно-инвариантная мера Для любого глад­

кого выпуклого тела К имеет место следующее флаговое представление

р((А']) = (2*)“’ / [^1Р(/(5,<^2)) + Лг2р(/(з,^1))]^. 
Уэк

(1.1)

где 1 — 1,2 — главные нормальные кривизны поверхности д1\ в танке 

5 € ОК', /($,9?։) — флаг с плоскостью, касательной к д!\ в точке в и прямой, 

совпадающей с 1-тым главным направлением поверхности д!\ в точке в 

Заметим, что этот результат впервые получен в [2] путем пространст­

венной аппроксимации тела А՜. Имеются и другие доказательства путем 

стохастической аппроксимации тела А (см [3],[5)) Здесь для полноты 

приведем новое более краткое доказательство.

Доказательство теоремы 1. Сначала докажем (1.1) для опорной функции

Н(£) тела А', т.е. когда др = х с/р, где — 6-мер& Дирака. В этом случае

Р сконцентрировано на параллельных плоскостях с нормалью С Докажем.

что н этом случае

Я(£) = (2л-)-1 / [*! + Ьып2
УдК

(12)

Пусть Кф проекция А на плоскость которая проходит (или параллельна)

срез С а ф определяет поворот е вокруг £ Аппроксимируем А$ 

оугольниками (см Рис. 1).

мио-
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Рис. 1.

Имеем
• __

2Я(<) = 2Нкл(£) = lim V rf/J cos(C у>,)| = lim d/։ sin«, i/J =

г » Л»

= Jim^ A(p,)sin«,^)^։ = / R(v, ^)sin vdv + / Я(р, ф 4֊ r)sin i/dv, (1.3) 
i Jo Jo

где dl} — сторона многоугольника, <р> — направление <//,, i/ — нормаль к

dlt, a R(v) — радиус кривизны в точке дКф с нормалью v.

Проинтегрировав (1.3) по 0, получим

2тгЯ«) — / / Д(1/, ф) sin tz di/ 4֊ / R(v, ф 4- л-) sin и du
Jo Mo Jo

d$ =

tf«,w)du>, (1-4)

где Я«,и) — радиус кривизны в точке на с нормалью и Здесь Kç։U

проекция А на плоскость, которая параллельна £ и ы. Это завершает 

доказательство в частном случае когда ш( ) есть 6 — мера Дирака, так как 
имеем (см. [4])

Я(С^)= Ai sin2 а(^,о>, yjj ) 4֊ A2Sin2a(Cu>,ç>2), ds = RxR2du,

где - главные радиусы кривизны дК в точке с нормалью ш.

В общем случае, (1.1) получается после интегрирования (1.2) по т(-)- 

Теорема доказана.
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множество, ограниченное сферой

Пусть А С 5"2 геодезически выпуклое 

некоторой полусфере.

Обозначим через С Ш.3 - выпуклое

82(О, 14" А), касательными плоскостями к сфере 5*2 в точкапс дА (граница А) 

и конической поверхностью с основанием А (см. Рис. 2). 9
Определение. Флаг / называется опорным флагом к Л в точке I е дА, если 

плоскость флага / касается 82 в точке / С дА, а прямая / является опорной к 

дА в I. Если I точка гладкости дА, тогда опорный флаг в точке / называется 

касательным флагом.

Теорема 2. Пусть ц трансляционно инвариантная мера на IE(dp = rn(d£) х 

^р)> А С S2 - открытое выпуклое множество, принадлежащее некоторой 

полусфере. Тогда

т(А) = lim (J 5)

НИл]) = /х((Ло]) 4֊ р([ЛЛ] \ [Ло]) = /4[Л<»]) 4֊ / dpm{d^}~ 
■ч^пм.)

= д((Лв]) + МЛ*)+ / *«)"(«), 
J А\Ак

где ЛЛ - телесный угол, соответствующий дАь П 52(0,1 4֊ А) (см. Рис 2). 

Здесь Л(£) результат интегрирования по др, 0 < А(£) < Л. Ясно, что ЛЛ 

стремится к А, при Л —* О (монотонная сходимость). Следовательно,

д([л»)) - д([л.1) -д(Л) < мл)-р(л'1 А(()п>(</0|<

при h —► 0. Теорема доказана.

Определение. Мы используем также производную p^(f) :

z>(/(^4֊^,Q))-p(/(1lQ))
Ьф
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Рис. 2.

которая полностью определена, если для заданного направления Я указано 

положительное направление изменения ф. Мы рассматриваем р1 только для 

опорных флагов некоторых областей. Для заданной области А, при малых 

е > 0 мы определяем флаг /(Я,^ + г), учитывая условие, что плоскость 

флага /(С1,Ф + е) не пересекает внутренность А. Это определение остаётся 

верным и для не выпуклых областей.

М — тотальная мера т. ’ ՛<’.'• Я Щ 

§2. ЗНАЧЕНИЕ т( ) ДЛЯ СФЕРИЧЕСКИХ СЕГМЕНТОВ

Пусть А С $2 - сферический сегмент с центром С) € 52. Принимая С] как 

полюс, рассмотрим сферическую координатную систему на 52 В част­

ности, если радиус А равен а, то дА = {($Р,а) : 0 < <р < 2тг).

Хеорема 3. Пусть р — флаговая плотность, а тп(-) — роза направлений 

трансляционно инвариантной меры р в IE Тогда для любого сферического 

сегмента А С 52, имеем

/ cos а [ sin суп։(Л) = М ֊ — / p(/((P,o)W- ֊7֊ / . />',(№>. а W (2 D
У 0 /Q

<ь 
гд^ а - радиус A, f(ipya) - касательный флаг к А в точке

Доказательство. Согласно 1еореме 1 нам надо вычислить д([Л>։]) и

Но А^ л Ао не являются гладкими телами, так что нам надо рассмотреть



Вос стан о вление розы направле ний. 31

Аь 4- с) и Ао + №(0,£) (внешнее параллельное множество). Имеем

Я(И*])= 1нпд(И»+$г(О.с)]), я([Л,])= 1>тр([А<, + $’(О,с)]). (2.2)< V <— О

Чтобы вычислить 4- 5'2(О,г)]) с помощью формулы (1.1), разделим 

поверхность А^ 4֊ 52(О,г) на области 1- VI как это показано на Рис. 3, 

вычислим соответствующие интегралы по этим областям и просуммируем.

а) В любой точке области I, имеем ki = k2 = (1 4֊ h 4- г) х. Из (0.1) 

следует, что

p(f(s,^i)) + р(/(«.^2)) = m(S2) = М. (2.3)

Таким образом, имеем ♦

f , .. MS(h + e) MS(h) /л„։
+ М/(»>*’։))]<<։ = Jjjjj ц + = i +/, • ■ (24>

где S(h 4- с) - площадь области I

б) Область II из себя представляет кусок тора с радиусом осевой 

окружности г(Л) = (1 4- Л) sin аь и с радиусом меридиана — € (см. Рис. 

3) Элемент поверхности тора имеет следующее представление

ds = €(r(h) 4- € sin tf>) d$ dp, (25)

где р — определяет положение на осевой окружности (меридиан), а Ф - 
I

определяет положение точки на меридиане В точке на горе одно главное
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направление совпадает с направлением меридиана, и Iri — € 1, а другое

главное направление перпендикулярно ему, и fcj ограничена снизу. Таким

образом, имеем

Нги / [1г1Р(/'($,¥>2)) + =
‘-° Jn

,^а(Л)

Ф1(Л)
г Р9= Нт / г(А)р(/(5,^2))</0</^ = г(Л) / 

/о
где /(<р,ф) - флаг с плоскостью касательной поверхности тора в точке

(2.6)

а прямая флага /(^,Ф) перпендикулярна меридиану. Из Рис. 3 видно, что 

<^1(А) = Qi, a 02(h) = о. . ։ ? .0;

в) Область III из себя представляет кусок конической поверхности 

Точку на этой конической поверхности можно определить параметрами 

(y’Jj. гДе - определяет образующую, а / - положение точки на ней (см 

Рис. 4, / измеряем от ОЧ. > JATra

. Рис. 4.

В этих координатах

ds — I cos ad(p dl.

На точке с координатами одно главное направление - это направл
•■ие образующей и по атому направлению t, = 0. Для другого главн

направления 42 = tgo/֊1. Таким образом,

•--»+ *։Р(Л(«.¥>1))И« =sina\/2h + h2 [ (2.в
О
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а - *^^^М1^НВВ1^НВ^В1М|^В

где /('/’-О • флаг, с плоскостью касательной в точке (у?,/), а прямая сов­

падает с образующей. '; ■ ' ■ ' с
Интегралы по областям IV, V, VI, не будем рассматривать, так как подобные 

интегралы появляются и при вычислении р((А0]), и следовательно, они 

исчезнут при вычитании.

Аналогично получаем выражение для /*([ЛО 4՜ 5’2(0,с)]). Учитывая выше

сказанное, достаточно рассматривать только

1>т / [*1/>(/(«,^2)) + А-2р(/(«,^|))]</.ч=: MS(0), (2.9)I — и J ] t

где Г показано на Рис. 3.

Таким образом, имеем

Теперь рассмотрим предел (1 3) Подставляя выражение для 5(А), получаем

2тгт(Л) = lini h 1 [2тгЛ/(1 4-А)( 1 - cos«i) - 2тгЛГ( 1 — cosа)4- 'S —»0

/»(/(p.^))d^ dp+sina
70 l-'a>

По разложению Гейлора имеем

f />(№,0)М (2.11) 
о

Ф)) = P(/(SP» »)) + °)) (Ф - о) + о\Ф ֊ «)-

Из Рис. 3 видно, что

cos aj — cos(a - (о — orj)) = cosa( 1 4- A) 1 4֊ sin a( 1 + Л) 1 \/՝2.h 4- A2

и

(14-Л) sin a i = sin a —cos a \/՝2h + h-, (q —oj) ~ sin (o ֊ aj) — (14-A) 1 v 2Л 4- A2.

Подставляя в (2.11) и используя (2.3), получаем

27пп( А) = lim h 1[2тгЛ/(А-sino v/2A + ft2)+
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( — (втсг — совах/2Л + А2)х
о ?

( //а(/(у>. а))<А^ + х/2Л 4- А* Б1п а / />(№, 0)<М = 
о •'О

= 2тгЛ/ - 2 с об а I
7о

' /»(/(*>. о))^- 
о

Теорема 3 доказана.

§3. ЗНАЧЕНИЕ МЕРЫ т(•) ДЛЯ ЛУНОК

Лунка — часть №, ограниченная двумя большими окружностями. Вершины

лунки обозначим через Р\ и Рг, см. Рис. 5.

Пусть р - флаговая плотность, роза направлений

трансляционно-инвариантной меры р в 1Е Тогда для любой лунки А С 52

имеем

т(А) = М — я ' р(№,/■.)№֊ (г’)՜1 / р‘ф(/(1))<и. 
о‘ }вЛ

(3.1)

В первом интеграле а' внешний угол при вершине Р<, т.е. интегрирование 

ведется по всем опорным к А флагам в Р,, /([) - касательный флаг к А в 

топке I € дА.

Доказательство. Рассмотрим следующую сглаженность лунки А. Пусть 

Л(г) С сглаженная лунка, т е. ограничена дугами двух больших окруж- 

ностей А и двумя маленькими окружностями с радиусом г, расположенными 

близ вершин лунки А (см. Рис. 5).

Как и в предыдущем случае мы рассмотрим ЛА(г) и Лд(г) 4֊ 52(О,б) 

(сумму понимаем в смысле Минковского). Разделим поверхность ЛА(г) 4՜ 

52(О,е) на области I- VI как это показано на Рис. 5, и согласно (1.1)

рассмотрим интегралы по этим областям. 3

а) Интеграл по I. Этот случай аналогичен случаю а) предыдущего 
параграфа. Так что из (2.4) имеем

<*-?о ^)) + <Р1 ))]</« = М 5(А)
(1 + А) ՛ (3.2Х

где 5(А) ֊ площадь фигуры А' В1 С О' (см. Рис 6)
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VI

Рис. 5.

б) Область II - это объединение двух тороидальных частей. Осевая

окружность для первой части {А' В' \JC' D'}, соответствующей дугам А'В' и 

С1У, имеет радиус 1 Осевая окружность для второй части {В'С U D'A'}, 

соответствующей дугам В'С' и D'A' имеет радиус г На тороидальной 

части {В'С}, соответствующей дуге В'С, ситуация сходна со случаем б)

предыдущего параграфа. Так что из (2-6) имеем

lim 
с—*0 [*ip(/(s, ^2)) + k2p{f(s, y>i))]ds

Г03(Л)
/ d<p, (3.3)

где (см. Рис. 5)

(1 4- Л) sin ф| - r(h), c°s(02 — = (1 4- h) \ sin 02 = r.

Часть {А'В'} отличается от {В'С'} тем, что радиус осевой окружности 

равен 1. Имеем

lim 
е —0

[&1 р{ f(s, ç?2)) 4֊ k2p(f(s, ç>։ ))J(/s =

где = y, Sin0j = (1 4-Л)-»

p(/(^.0)W dp. (3.4)
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в) Область 111 есть объединение двух частей : коническая часть {ВСи

AI)} соответствует дугам ВС U AD, и цилиндрическая часть \АВ U CD)

Оба эти случая аналогичны случаю в) предыдующего параграфа. Только в 

случае (ADuCD) радиус осевой окружности равен 1, а в случае {BCUAD) 

радиус равен г. Из формулы (2.8) имеем

lim / [кip(f(s,</>;,)) 4- k2p(f(s,<pl))]ds = r\/2h + h2 f p(f(<pj))d<p (3.5)
c-QJ{BC) Jbc

И

lim / (*ip(/U,^2)) + ^(/(5,^1 )))</« = \/2Л + h2 [ p(f(<p,/))d<p (3.6)
c-qJ{ab} Jab

Интегралы по областям IV, V, VI, не будем рассматривать, так как подобные 

интегралы появляются и при вычислении ^([Ао(г)]), и следовательно, они 

исчезнут при вычитании.

Аналогично вычисляем д([Ао(г) + №(0, £■)]). Учитывая выше сказанное 

достаточно рассматривать только

bin / (*i/>(/(s,$P2)) 4֊ *2p(/(s,^i)))ds = Л/ S(0), (3.7)

где, область интегрирования Г показано на Рис. 5.

Нам необходимо также вычислить 5(Л) - площадь фигуры А'В'СГУ

(см. Рис.6). Для сферического образа фигуры АВСЭ на 5՝2(0,1 + Л) имее

*^(Л) — ■'>А'В'С‘П' — <$д։#։с։Р։ - •^В^ЯДЛ'В’С'Р'-

Заметим, что ширина полосы А\ В}С\ О\ \ А՛ В1 С С' постоянна и равн

4 1՝ ’ (см(3.4) и (3.5)). Из этих соображений получаем

5(А) — (1 4- h) 5(0) - (1 4- h)LAbucd \/2Л 4- h2 —

V2h 4- h2
OflCuxD, (3.82

где апсидD - угол соответствующий дугам AD и ВС. . ?

1аки.м образом, из теоремы 1 и из (0.1), (3.2) ~ (3.8) окончательно получае

2irm(A) - liin Л՜1 MS(h) ■
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Рис. 6.

всило
/>(/((₽.0)<Ар+

+ \/2Л + Л2 / р(Цр,1))<1<р-М 5(0) = Нт Л՜1 (МЛ5(0)-
УАВиСП 0

— М ЬлвисР\/^ 4- А2 — М (*вс\эаог\/‘2Ь 4- А2 4- М авсилолУГ^

х(^2-^])/ р(/(у,о))</у - г(Л)^г ф'\ [ р'ф(/(<р,а)))1<р+
УВ'С'иО'А1 *> УВ'С'иО’А'

4-(02-Ф։) / р(/(^- х)) ~ А~~ / Рф(/(¥>> т)) <Ьр+
Л'В'^С'О' & 2 ^А'В'иС'В1 1

+га/2А + А2 / р(/(^,/))^4֊ \/2Л 4֊ Л2 /
Звсилв )авчсо

(3.9)>

где

8ша = г, г(Л) = (1 + Л)51П , 51пф? = г,

4

со5(д? - Ф\) = (1 4֊ А) \

зт ф( = (1 + Л) 1, Ф? — Ф1 ~ х/2Й + Л2

г(А) = (14֊ А)б։п(^2 — (02 — 01)) — г ~ \/1 — \/^А 4- А2.

Из (3 9) получаем



-г I 9՜))^
ЗАВиСО 4

При г —0 получаем, что мера лунки равна :

2тгт(Л) = М 5. + 2М(«■ - а,) - 2 У՜ / />(/(?, Р.У) <1р- р’ф(/(1, |)) Л.
•_ « •/ ас У дА

Учитывал, что 30 = 2а0 получаем (3 1). Теорема доказана.

И. ЗНАЧЕНИЕ т(•) ДЛЯ СФЕРИЧЕСКИХ ЛШОГОУГОЛЬНИКОВ

Выпуклый сферический многоугольник - это часть сферы, ограниченная 

большими окружностями.

Теорема 5. Пусть р - флаговая плотность, ат- роза направлений транс՝ 

ляционно инвариантной меры р в 1Е. Тогда для сферического многоугольника 

А С 52 ‘

т(Л) = М - г՜1 £ [ - (2,)֊’ / 4(/(/))Л
1 = 1 ^дА

(4.1)

В первом интеграле а* внешний угол при вершине Рк, т.е интегрированы 

ведется по всем опорным к А флагам в Р{, /(I) - касательный флаг к А в 

точке I Е дА.

Доказательство. Теорему 5 можно вывести из теоремы 4 комбинаторным 

способом Покажем это. Сперва получим (4 1) для сферических треугольни­

ков. Пусть г сферический треугольник и Л1։ Лз, А$ лунки, соответствующие 

внутренним углам т. -

Непосредственной проверкой можно установить следующее тождество

2.п(т) = гп(Л!) 4֊ т(Л2) 4֊ ги(Л3) - М (4.2)
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Рис. 7. Моделью эллиптического пространства £'> может служить сфера 

3^, на которой склеены пары диаметрально противоположных точек.

Запишем выражение (3.1) с помощью интегралов по внутренним углам. Из 

определения р(/) имеем

Л

Л)) + 4- Р,)) = /[эш2 а 4֊ сое2а] тп(Н£) = М. (4.3)
* /

С другой стороны

р(/)^4 р(/)^ = / р(/)</у? = ~М. 
ио *

(4-4)

Следовательно, после соответствующих подстановок в (3.1), получим :

т(А^ = г՜1 2^ I р‘ф(Д1))<П
»=1 ^дА)

Подставим эти выражения в (4.3). Получим интегралы от р(/) по углам 

лунок и интегралы от р'ф по границам лунок. По каждой дуге, которая 

разделяет лунки и не является стороной треугольника, получим по два ин- 

теграла от написанные для этих лунок. Из определения р^ и из Теоремы 

3 ясно, что эти подынтегральные выражения различаются только по знакам 
1

(так как производная вычисляется по противоположным направлениям). 

Следовательно, сумма этих интегралов равна нулю. Таким образом, учи­

тывая ещё трансляционную инвариантность р, получаем

՛ 3 г /■
2т(т) = 2г՜’ / р(/(<р> Л)) ^ “ ^ ’ / (4 5)

Здг

։де а, - внутренний угол г.
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Из формулы (4.5) легко перейти к более обшей формуле, верной для 

сферических многоугольников.

Пусть О — сферический многоугольник, с помощью обычной триангуляции 

2? разбивается на т։. Для каждого из треугольников т, запишем (4.5). 

Используя аддитивность соответствующих интегралов суммированием по 

», получаем \

п Г г2т(О) = 2т-'У / 4(/(/))Л-М(п-2), (4.6)

где а, - внутренние углы 2? при ։-той вершине Р։, п - число сторон мно­

гоугольника 2?. С помощью (4.4), переходя к интегрированию по внешним 

углам, получаем (4.1). Теорема доказана, '•

§5. ЗНАЧЕНИЕ т( ) ДЛЯ ОБЩИХ СФЕРИЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ

Теорема 6. Пусть (7 - сферическая область ограниченная достаточно гладкой 

кривой 7, р - флаговая плотность, а т(-) — роза направлений трансляционно­

инвариантной меры р в 1Е Тогда

т(С) = М - я р(/(/))к(/)(//-(27г)-1 / р;(/(/))</2, (5-1)

гЭе /(/) - касательный флаг к С в точке I £ у, к - знакопеременная геодез­

ическая кривизна у в точке I € у (к, > 0 там, где кривая у обращена вы- 

пухлостью наружу области С, и к < 0 та.м, где она обращена выпуклостью 
внутрь). ,.՛ • «Г Иг 4

Доказательство. Пусть Ип - последовательность выпуклых сферических 

многоугольников, которая аппроксимирует С. Напишем формулу (4 1) для 
£>п и используем ■ ■ '֊ Л'фИЯ

|а։?| — к(2) сП. м *
%

В пределе получим (5.1) что, доказывает теорему в выпуклом случае.

Теперь, пусть С -невыпуклая область. В (4 6), написанной для многоуголь- 

ников й„, перейдем к интегралам по внешним углам В тех вершинах О„,
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которые находятся на части дСг, обращенной выпуклостью внутрь, имеем 
(см. Рис. 8)

•а/ Г Г9 ' ( Г/ р(/)<Др= / р(/)(Др+ / р(/)Л<р=֊М֊ / -р(/)(/<р
7а, _ 70 7а‘ ]а^

Поэтому, при переходе к пределу там, где кривая обращена выпуклостью
• •

внутрь, геодезическую кривизну 7 будем считать отрицательной Теорема 

доказана.

В случае, когда 7 - кусочно-гладкая с внутренними углами в точках излома 

о,, получаем

m(G) = М-ж՜1 p(f(l)) dl - (2т)֊1 / p't(f(l))dl - %՜1
A Jy

Слелртвие В случае, когда р - инвариантная мера, 

£ J .АД*. Pi№

то из формулы (5.1)

получается формула Гаусса-Бонне для сферы

Автор выражает благодарность Р В.Амбарцумяну за постановку задачи и

ценные советы.

ABSTRACT. Let IE be the space of planes in 1R3, and p be a translation 
invariant measure in IE (with element dp = m(d£) x dp). The measure m() 
is called the rose of directions of p. The measure p induces a family of 
measure on the space of flags, which has a flag density p. The problem 
which we solve in this article is to express rn( ) in terms of p. We find 
certain integral formulas expressing the values of measure m( ) on circles 
and polygons on the sphere. The result is extended to spherical domains 
°unded by piecewise smooth curves.
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ТОЧНЫЕ АСИМ1ТГОТИКИ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ 
ГАУССОВСКИХ МЕР В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В. Р. Фаталов

Известия Национальной Академии Н^ук Армении. Математика, 
том 27, № 5, 1992

Пусть Ра гауссовская вероятностная мера со средним нуль и 
коваригщионтп^хм оператором А в вещественном гильбертовом прос­
транстве Н, Р борслсвское подмножесгво пространства //, удовлет­
воряющее некоторым ограничениям. В статье найдена точная асимп­
тотика Рд(аО), и —* оо. Также получена а с или логика

Г/4 Р 1
Р \ ( 52 1Х»1Р ) > в ?, и —* со, р > 1, где Xi,i = 1,2, независимые

\|=1 / I
гауссовские слу^ Гшьн? величины Метод исследования новый : асимп­м

тотическим метод Лапласа в гильбертовом пространстве, случай гра­
ничной точки максимума.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Н ~ сепарабельное вещественное гильбертово пространство со ска- 

лярным произведением < > и нормой || • ||. Пусть Рд — гауссовская

вероятностная мера в Н со средним нуль и ковариационным оператором А. 

В работе получена точная асимптотика для вероятности Рд при и — сю, для 

класса измеримых подмножеств И С Н. Аналогичный метод используется 

для асимптотического анализа гауссовских интегралов

f f(x) exp (—u2F(z)) (/Рд(ит), u — ос.
Jn

(1)

Из работ на данную тему укажем работы [1-3] где рассматривались ло­

гарифмические асимптотики вероятностей больших уклонений для некото­

рых множеств О (так—называемый принцип больших уклонений основанный 

на функционале действия). Также, точные асимптотики для эллипсоидов г՝ 

гильбертовом пространстве изучались в [4 6] при помощи преобразований 

Лапласа.
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Наш метод исследования может быть назван методом Лапласа в гильбер. 

товом пространстве, случай граничной точки максимума, и идейно основан 

на работе [7, глава 2], где изложен метод Лапласа в конечномерном евкли­

довом пространстве, и статье [8], где изучена асимптотика интегралов типа ч
(1)с9 = Я. ? II

Перейдём к формулировке основного результата.

Без ограничения общности предположим, чго ковариационный оператор у| 

невырожден, т. е. КегА = {0}. Отсюда следует, что оператор А будучи 

симметричным и ядерным (см. [9] - [11]) является также строго положи- 
ф 

тельным, т. е. < Ах,х > > 0 для всех х 6 Н, х 0. Из результатов статьи 

[12] следует, что R(A) = И, где Я(Л) — множество значений оператора Я. 

Здесь и ниже черта сверху означает замыкание в норме Н.

Пусть G — некоторая числовая функция определённая на Н. Опреде­

лим замкнутое борелевское множество 9 = {z б Я : G(x) > 0} и пред­

положим, что или Q, или его дополнение Я\П представимо в виде конечного 

объединения непересекающихся выпуклых множеств, Q не содержит нулям 
с

внутренность Q множества Q не пуста. /-у Я

Пусть квадратичная форма $ < > достигает своего мини­

мума на множестве Q в конечном числе точек j/1, j/2,..., ут, принадлежащих 

। ранице <?Q — {х : G(x) = 0). Предположим, что существуют производные 

Фреше первого и второго порядков G’(y'), G"(y') в точках у* *,  i = 1.....m,

'Если х i D(A՜'), то считаем < А֊‘х,х >= +оо. Здесь и ниже О(Д
• I

обозначает область определения оператора А.

(l/ ) ф 0 и операторы В, = I — А։С"(у‘)Д — невырождснны, где А,- =| 

I < 6(1/ )»У >| < A lyl,yl >, I — тождественный оператор в Я

< G'(y'),y*  0. Мы предположим, также, что РА(дП) = 0.

Теорема 1. При сделанных выше предположениях на РА, Q и £(.), мы имеем] 

следующее асимптотическое соотношение

{2 
~ < Л-'у'.у1 >) У=х 

) у2тг
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™ 1

х £ д-|ае1В. < АВ-'С^ЧС^у') > Г»/։ (1 + о (и՜2)) , и - оо 
1 = 1

Замечание 1. Условие выпуклости О можно заменить՛ на следующее 

1пГ{/(х) . х € П] = шГ{7(аг) : х € П), где /(г) — определённый в §1 

функционал действия (см. [3]).

Определение и свойства с!е1£? ядерных операторов I — В приведены в [13].

Мы разобьём доказательство Георемы 1 на несколько этапов. Для простоты 

изложения мы считаем, что тп — 1. Для т > 1 доказательство требует 

несколько очевидных изменений.

§ 1. РЕШЕНИЕ ЭКСТРЕМА ЛЬНОЙ ЗАДАЧИ В Н И 

ВЫДЕЛЕНИЕ МАЛОЙ ПОЛУ ОКРЕСТНОСТИ

Пусть А1^2 — положительный симметричный квадратный корень из опе­

ратора А и 4՜1/2 — обратный оператор для А^'1. Поскольку Д(Л՜1) С 

Д(А՜՜^2), то Д(А՜1/2) = Н. В £>(А-1/2) введём скалярное произведение 

< х,У >а=< А~^2х, А“1^у >, х,у 6 О(А՜^2). Как известно (см. (9, 10)), л
этим путём область ^(А՜1^2) превращается в гильбертово пространство

НА с нормой || • ||д. .

Для гауссовской меры РА определим функционал действия 1{х) (см 

[1]), называемый также энтропийным функционалом, по формуле

. Г |1И1л. если »еНл
У ( X ) — < ✓/О’| ( 4-ОО, если X £ НА.

Пусть у1 с О Л НА — точка в которой достигается минимум функционала 

1(х),х 6 0. В Лемме 1 мы покажем, что у1 6 Р(А՜'). Заметим, что 

функционал действия 1(х) не дифференцируем по Фреше на всём Н, но 

дифференцируем на НА с производной Г(х) такой, чго Г(л )[у] =< х,у >д для 

всех у е НА (см [14), стр. 48). Пусть 1"(х) — вторая производная по Фреше 

функционала /(т) х 6 Н,\- Очевидно, для х 6 Д(Л 1),-имеем / (я՛) = А- т,
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В гильбертовом пространстве (Н,< • >) рассмотрим экстремальную

задачу 1(х) —* inf с ограничением G(x) > 0. Используя правило множителей 

Лагранжа (см. [15], стр. 285, 289), получаем необходимые условия для 
*

минимума функционала 7(х). Рассмотрим функцию Лагранжа £(x,Ao>^i) =

A0Z(x)- AjG(r), х Е Н. Если у1 € НА есть точка минимума функционала

/(г), то найдутся Ао и А] (множители Лагранжа) такие, что выполнены еле-

дующие условия :

а) условие стационарности :

, Ао, А]) — 0 т. е. Ао /'(У1)-A, G“(y‘) = 0,

б) условие согласованности знаков :

в) условие дополняющей нежёсткости :

Ai O(t/1) = 0,

г) условие второго порядка : для любого h Е L, где

£«(У1,АО>А1)[Л,Л] > 0, т. е. (л0/''(у1) - А, С"(у՛)) [Л.Л] > 0.

Заметим, что при наших условиях Ао > 0, так как если Ао = 0, то 

условие а) влечет С'(у1) = 0, что противоречит предположениям Теоремы 1. 

Следовательно, мы можем положить Ао = 1. Ниже всегда мы будем писать 
А вместо А]. \

Лемма 1. Точка минимума у1 принадлежит и

Л-‘у1-АС'(у1) = 0.

Лоьазателы.тьо. Из условия а) имеем для всех х в ИЛ • л

0 = (/'(y1)-AG'(y1))M=<y1.x>i, ֊А < G'(y'),i >=< у1 ֊ АЛСЛу1),^ >„,
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поскольку
5 ■ .» '՜ ՝'' й ** 3

< ^(у1).*  >=< Л“1/2Л С'(у1),Л’1/։х >=< АС(у'),х >л .

Следовательно, у1 ֊ АЛС^у1) = 0. Так как С(у1) € И, то у1 € Д(Д՜1) и

выполнено (3). Лемма 1 доказана.

Используя выпуклость О и Следствие 4 из [2], получаем логарифми­

ческую асимптотику интересующей нас вероятности.

Лемма 2. (С. Шеве) Справедливо равенство

Нт и“2 РА(и О) = - тГ{Цх) : 
и—* ОО * € 0} = -֊ < А~'у}

Для любого 6 > 0, обозначим через £^(у։) = и = {г 6 О : II*-у 1!! <
открытую 6-”полуокрестность” точки у1.

Лемма 3. .Для любого 6 > 0 найдётся такое с — с(6) > 0. что

ехр (и2 /(у1)) Рд(и(П \ и)) = О(ехр (-и2с)). (4)

Доказательство. Как и при доказательстве Леммы 4.1 из [8], используя

полунепрерывность снизу функционала действия Цх) и замкнутость мно­

жества О\(7, мы получаем 1пГ{/(х) : х € П\(7} = б > Цу]). Следовательно, 

существует £о > 0 такое, что с = б — (/(у1) 4- бо) > 0.

К множеству О \ V применима Лемма 2, поэтому

Нт и”21ов РА (и(Ф \ С)) = - тГ{/(т) : х € П \ С] ֊ -б и-*  ОО

Но тогда для любого е > 0 найдётся такое ио» чт0 ПРИ всех и > ио

ехр (и2 Цу1)) РА(иЦ1 \ С)) < ехр (-и՜(с/ - Цу*)  4֊ €)),

откуда при £ = £о мы получаем соотношение (4). Лемма 3 доказана

Итак, основной вклад в искомую асимптотику даёт вероятность малой 

полуокрестности ^(у1) :

РА(иП) = РА(ии) (1 4֊О(ехр(֊и2с1))) , и —оо, >0. (5)
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§2. АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫЕ ГАУССОВСКИЕ МЕРЫ, 

ВОЗНИКАЮЩИЕ ПРИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ

СДВИГА И ПОВОРОТА
ч

В этом параграфе мы будем изучать интеграл /о = /и^Рл(и*)»  * € Н, 

и —♦ оо. Необходимые сведения о таких интегралах можно найти в [16], 

Рассмотрим следующие замены переменной в интеграле 7о-

2а) Преобразование сдвига. Положим у = г — у1, тогда будем иметь

' dPA(uy + иу՝) 
и՛

, где

Поскольку I/1 Е О(А՜1), то у1 — допустимый сдвиг меры РА (см. [16], стр 

139). Следовательно, по Теореме 2 из [16] следует, что мера РА(- 4֊ иу} 

абсолютно непрерывна относительно меры РА( ) и

dPA(uy 4֊ uyl) ( и2---- —----------  = exp - —-
dPA(uy} \ 2

Таким образом, из равенства (3) получаем

Jo = exp
и'

(б

где
Г

J= exp(-t? * < G'(y՝).,y >) dPA(uy).
Ju՛ « I

26) Преобразование вращения. Без ограничения общности може»
• . Г։ ‘ 1

считать, что в качестве ортонормированного базиса в Н выбрана систем։ 

собственных векторов {е,) оператора А. Пусть а? > ст? > ... > 0 — соответ 

с шуюшие собственные значения. I огда оператор .4 можно представить! 

вид» бесконечной диагональной матрицы по диагонали которой стоят числ։

I — diag (Ст|, ст^,...). Ниже все координатные записи элементов // относятся 

к этому базису. В силу теоремы Люстерника (см. [14], стр. 41), единична)
внутренняя нормаль п G(x) = 0} в точке у,...) к д^1 -

корректно определяется по равенству n = ±-G\y՝},l = ||G/(s/1)||, где зла։ 

выоран так, чтобы < n, j/1 >> 0. Мы всегда будем использовать знак 

Найдётся унитарный оператор 7’ па Н такой, что Тп — е՝ = (1 0,0,..) 
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Оператор Т представляет собой двумерное вращение бесконечномерного 

гильбертова пространства Я (см. [17], стр. 187) причём в матричной форме 

т записывается как (<•>), с первой строкой равной = п,, j = TTöö. 

Рассмотрим подробнее структуру оператора Т. Для этого обозначим через 

п двумерную плоскость, натянутую на векторы ej и п Пусть К = П1 — 
9

ортогональное дополнение к П в Я, т. е. Я = П © Я, где ф — знак прямой 
суммы.

Сужение Тц оператора Т на подпространство /\ является тождественным 

преобразованием в К, а сужение 7п оператора Т на П есть обычное 

двумерное вращение в П на угол cos<p =< 75՜, ej >= щ. Мы не рассмат­

риваем тривиальные случаи = 0» яг (см. Замечание 5). Итак, для любого 

z€H,r = z(1) + z(2)jZ(i)6nt?2)€/< мы имеем

Tz = ТП։(1) + «<’>. Г)

Пусть = е,, ft — ортонормированный базис в П а /э,— ортонор- 
9 ■ w •

мированный базис в К, так что — ортонормированный базис в

н. .

Тогда в силу (7) имеем Tfc = i > 3. Следовательно, /1։ ։ > 3 — соб­

ственные векторы оператора Т. соответствующие собственному значению 1 

Других собственных векторов ортогональных к {/։}։>з, и соответствующих 

ненулевому собственному значению у оператора Т нет, так как £ 0, тг.

Вернёмся к интегралу У, где произведём замену переменной х — Ту. 

Тогда множество V*  = ТУ' = {7>, х Е и՛} будет такой полуокрест­

ностью начала координат, что внутренняя нормаль к I •*  в О совпадает 
9

с е1. Следовательно, гиперплоскость касательная к ( ’ в О совпадает с 

координатной гиперплоскостью Н ~ {х : *1  = 0}, х — («ьхз,...) 

Следовательно, принимая Т*  — Т"։, имеем

J = / exp (—uJA iii) 4Ртлт-х(их)- 
Ju-

Здесь мы использовали соотношение TG'(yx) — ITn = lei и формулу

< Вх,у >= f < XiTv >< у.Tv > dPA(v) =< А'Гх^Т*у  >=< ТД7 -'т,у >.
Jt~ih
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которая выполняется для всех х, у € //, где В — ковариационный оператор 

преобразованной гауссовской меры Рд(Т 1(-))-

Дальнейшее исследование последнего интеграла в (8) основано на сле­

дующей лемме

Лемма 4. Гауссовская мера Ртлт-1 абсолютно непрерывна относительно 
֊ - ъ

исходной меры РА с производной Радона-Никодима

^1^ = ехр[-|< (ТЛ-։Т՜1 — Л-։) ։,։ >]. (9)

Доказательство основано на следующем утверждении, являющемся слегка 

измененным предложением из [11], стр. 582.

Теорема 2. Пусть РА и Рд — гауссовские меры в гильбертовом пространстве 

Н со средним нуль и невырожденными ковариационными операторами А и В. 

Из условий а) операторы А~}В и В~^А ограничены ; б) БрИ < оо,5рУ*У  < 

оо ; в) -1 не является точкой спектра оператора V — В ՜1 А — I следует, что

Рв < Рл и

<1Рв(х) 
^л(г)

Доказательство теоремы Можно провести подобно доказательству Теоремы 

4 из [31). Разница заключается в том, что у нас в тождестве умножение на 

оператор справа. Необходимые сведения о компактных и ядерных опера- 

торах и следе операторов можно найти в [18],[19].

доказательство Леммы 4. Покажем, что для операторов А и В = ТАТ՜1 

выполнены условия Теоремы 2. Операторы А՜1 В и В՜1 А ограничены, что 

доказывается аналогично для обоих операторов. Имеем А~1ТА =

Г)А + / Покажем, что оператор Д-1(Т- 1)А компактен. Для произвольного 

ограниченного множества С в Н, множество С, = Л(С) предкомпактно в 

// В силу формулы (7) оператор Т — / двумерен с областью значений 

= П. Поэтому множество С։ = (Т- /)(С։) ограничено в П Так как

Л՜ инъективен и линеен, то А֊՝(С,) ограничено. Следовательно, Л-։(С։) 

предкомпактнс в Н. < £ 1' Н
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Покажем теперь, что компактный оператор А'։(Т - 1)А имеет только 

нулевые собственные значения, т. е. является вольтеровым (см. [13], стр.

33). Легко видеть, что при условии /, € П(А~1) векторы А’1/, , ։ > 3 являют-

ся собственными векторами • _ _ _ л 9

оператора А“1(Т — 7) А соответствующими
собственному значению нуль :

Л-‘(Т- Г)АА-1/, = А-1(Т-1М = 0,

так как (Т — /)/, = 0, ։ > 3.

Других собственных векторов, отвечающих ненулевому собственному зна­

чению и линейно независимых с векторами {А՜1/,}. ։ > 3 у оператора *
А”1(Т — 1)А нет. Действительно, так как А инъективен и состав­

ляют ортонормированный базис в Н, то противное означало бы. что для 

некоторых чисел а и а2 4֊ З՛ > 0, р 0

А-\Т-I) (а/, + /?/г) = И՜1 (а/, +0Н), те. (Тп - /)(а/1 + 0П) = м(о/1 + 0П).

Последнее равенство невозможно при д/ 0 и 0, / я.

Итак оператор А“1(Т — 1)А Вольтеров. Точно также можно показать, что 

операторы А~1(Т՜1 - 1)А и Т - I вольтеровы. Следовательно, А՜ ‘ В и 

В՜1 А ограничены. Далее, оператор V = ТА~}(Т՜՜' — 7)А 4-7-7 компактен 

как сумма двух компактных операторов, и кроме того он четырёхмерен, 

как сумма двух двумерных. Следовательно, 5р1 < оо. Оператор \ I 

представим в виде суммь^ четырёх конечномерных операторов, поэтому мы 

имеем БрУИ*  < сю.

Таким образом, все условия Теоремы 2 выполнены и формула (У) б\де 

доказана, если мы покажем, что де(ТА~хТ ’А - 1. Имеем, А 7 А — 

/4-А~1(Т~Х — 1)А, где, как установлено выше, операторы Г- ! и А (Г - /Т-1 

вольтеровы. Поэтому используя известное свойство мультипликативно«, ги 

Детерминантов (см. [13], стр 206), получаем, что Де«.#՜1 Л определен и 

верно равенство

(1е1В -1А = ДеЦ/ 4֊ (Т - 7)) деЦ/4֊ А АТ 1 - 7)А) ֊ 1, 
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так как для вольтерова оператора И имеем + И7) — 1 (см. [13], стр, 

199) Лемма 4 доказана.

§3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ПЕРЕМЕННОЙ ц.

Лемма 4 позволяет записать последний интеграл в (8) в следующем виде

и
и-

При достаточно малом .6 > 0 применима теорема о неявных функциях к

границе ди*  множества и*  (см. [15], стр. 166) : существует окрестность 
Л

и = {х Е Н : ||х|| < 61) точки 0 = (0,0,...) 6 И и отображение

: и ।—» ось 0x1 такие, что поверхность ди*  запишется в виде Х1 =

<^(х), х = (х2,тз,...) 6 и, Здесь и далее мы отождествляем точки (0, *2,  хз,...) 

и (х2,гз,...); пространство Н само рассматривается как гильбертово 

пространство точек х, скалярное произведение в котором индуцировано 

скалярным произведением в Н. В Н мы сохраняем обозначения || • || и

< >. Для х € и мы имеем х € и, ^>(х) < X] < 6, у>(0) = 0, (0) = 0, и

существует вторая производная по Фреше <р"(0). Следовательно, интеграл 

можно записать в виде повторного интеграла

6 •

и2 (Ю)
х ехр >

здесь мы использовали факторизацию

где одномерная гауссовская мера со средним нуль и дисперсией

’ и есть гауссовская мера в Я со средним нуль и ковариационным 
оператором А = <Ьа&(02, а2,...).

Сейчас наша цель асимптотически точно оценить внутренний инте-

грал в (10), при и —♦ сю. Поскольку Т — унитарный оператор , то квадратич-
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пая форма в показателе экспоненты в (10) имеет вид

(11)

Таким образом, внутренний интеграл в (10) имеет вид

2% ГУ]

6
- ехр

и

где
ОО
С" _-2»2

Мы имеем

2Л2
= ехр

х/‘2тг^(У]
«>/?(>+«)

ехр ск. (12)20

К последнему интегралу можно применить метод Лапласа (см [7], стр 53) , 

но для последующего интегрирования по X], мы используем асимптотически

точные оценки. Пусть у(1) и Ф($) — плотность и функция распределения 

стандартного нормального закона Хорошо известны следующие оценки 

для ։ > 0

Г17(<)(1-Г2)< 1֊Ф(0<С17(/) (13)

Для любого е > 0 найдётся такое Ь\ > 0, что при всех х, ||хр < 61 имеем 

/Г1 А/ + с > + ^(х) > /Г1 А/ - е. Применяя (13) к интегралу (12),

получаем следующие оценки для J :

-1

(14)

Л(и, г) </Р~(их),

-3
Л(и.х)^(их),
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Л(и,?) = (и^)՜1 ехр

и

и2а2 
1г

ехр и

Ниже мы увидем, что

I

§4 НАХОЖДЕНИЕ АСИМПТОТИКИ ИНТЕГРАЛА 72

Нам понадобится следующий результат Р Эллиса и Дж. Розена из [8], 

который мы сформулируем в нужной нам локальной форме.

Теорема 3 ([8]). Пусть РА — гауссовская мера со средним нуль и невы­

рожденным ковариационным оператором А на вещественном сепарабельном 

гильбертовом пространстве Н. Пусть 0(г) и Г(х) — действительные функ- 

ции, заданные в некоторой окрестности и С И нуля и имеющие там 

производные по Фреше второго порядка (см. Замечание 2). Пусть

+ I < ^~1/2х,А~1/7х >, если хеНА■Н \ ^ ) Л
I -Ьоо если х € Н \ НА

(Здесь НА тоже что и в §1). ".՝%

Предположим, что функционал Н(х) имеет единственную точку минимума 

О € I’ (внутренней точке множества И) и КетН"(Ъ) = {0}. Пусть ^(0) / 

О и оператор Г (0)Л ядерный. Тогда верно следующее асимптотическое 
соотношение

I ^(։)ехр (-и2 Г(х)) <1Рл(их) =
]и (15)
ехр (֊и2 Е(0)) 14(0) (аеЦ/ + Е"(0)Л))“1/2 (1 + О(и՜2)) , и - оо.

Замечание 2. По определению [8], существование второй производной 

Фреше означает возможность тейлоровского разложения Н(х) в окрестности 

нуля (Я'(0) = 0) : ' 'М

Н(х) = Я(0) + 1 < Я"(0)1,1 > +0(11®II3), ։ — о,

где, как следует из экстремального характера точки О

я"(0) = Е"(0) + ж1,
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но оператор А , как обратный к компактному неограничен

Замечание 3. Основная Лемма 4.2 работы ;8] остаётся справедливой и в

том случае, когда в разложении Тейлора

Г(1) = Г(0)+ < Г'(0),1 > +| < Г"(0)1,г > +0(||х||3), г — О

оператор 77"(0)Л — ядерный

Наконец, заметим, что в нашей Геореме 1, у' — граничная точка множества 

П и этим обусловлена невозможность прямого использования результата из 

[8].

В гильбертовом пространстве И применим Теорему 3 к интегралу /?. Если 

х 6 И и а — число, то запись (а, х] означает вектор (а, х?, хз,...) в Н 

Интеграл /г можно записать в виде

Таким образом, в нашем случае функционал Н(х). для х € Л~ имеет

вид
Н(х) = |г(։) +1 < л-1/3г, л-1/22 > 

X • &

Так как Л՜1 = d^ag((71՜2, ...), то
I

• < А-^-Мх). х], Мх), х] >= <М*)+  < л-։/гх. .4-’ 'г >

Поэтому

Я(х) = ֊ < Л-Т՜1 > +АМ։). ? € н~.

Поскольку А > 0, / > О, > 0 и оператор Л՜1 положительный, то Я(х) > С) 

11 минимум достигается в единственной точке 0 :

шГ{Я(х): х ей} = /7(0) = О
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КегН"(б) = {0} следует из невырожденности В} = 1 - XG"(y')A в условии

Тео р см ы 1 в

Применение Теоремы 3 к интегралу (16) даёт

Л = uA toi) ^det(7+ F"(0)A)) (1 + O(u 2))։ (17)

поскольку F(0) = 0 и F'(°) = °- где J ~ тождественный оператор в H.

§5 ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕ. ЕЛИТЕЛЯ det(7+ F"(6)A)

5а) Вычисление F”(Q). Вначале избавимся от оператора Т и функции

Обозначим G(x) = G(T }х 4֊ у1). Тогда, очевидно, G(x) — 0 для х € aU*.

В силу выбора функции <р в начале параграфа 3, имеем :

G(b(z),z]) = 0, ZG (18)

Поскольку (/?(0) = 0, ^>'(0) = 0> то матричное представление оператора

Р"(б) - (/и)1;=— имеет следующий вид 4- А//г^-~, = 2,оо, где

определены в (И). В силу (18) и используя теорему о неявной функции <ч
(см [15]. стр 166) получаем формулу

где С(х) = <7(г],т)։ Е Ох\ и х £ Н. 1
*** *̂ f**C* p»jf

Пусть 7՛ = обозначает прямоугольную подматрицу матрицы

Т, Т*  — транспонированная матрица к Т.

Пользуясь формулой (19) и теоремой о дифференцируемости суперпозиции 

дифференцируемого и линейного отображения (см. [15], стр. 147), а также

тем, что TG'(y[) = /е։, имеем </'(0) = -Z՜1 ТG"(y})T* . Здесь и ниже произве­

дение надо понимать как конпозицию соответствующих отображений. Сле­

довательно, $р"(0): Н ।—> Н. Мы также имеем F"(0) = 7՛ (Л՜1 - AG"(j/1)) Т*  -

Так как 0 G ^(А՜1), мы имеем

^"(0) = |^"(0)+ ix՜1 = T(1 ֊ AG"(yl)A) Л“1?" (го)

и H (0) невырожден (см. конец доказательства Теоремы 1).
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56) Вычисление детерминанта det (7+Е"(0)л) 

из формулы (17) имеет вид Г"(Ь)Л = TRT'A֊ Т, где R
Оператор F"(Q)A

А՜1 - ХС'(у') =
BiA ։. Оператор R невырожден, поэтому определён вектор о = R՜

где п — нормаль, определённая в §2. Пусть Та = . К1ы имеем

ДЛ = О
TRT*  А (21)

здесь вид элементов обозначенных крестиком их” не важен.

Этот оператор отображает Н в Н. Его сужение ДЛ|~ на И совпадает с 

Т КТ*  А и тогда Д4|р = /?"(б)Л + I. Кроме того, из (21) следует, что

deUM = <r? det (г"(0) А + l\ . (22)

Далее имеем

ДЛ - I = Т,А՜՝ (Г՜1 - /) А + (Т. - /)TaXG"(y՝)T-՝A

Как следует из доказательства Леммы 4, все три оператора ядерные,

потому что Та — ограничен. Итак, оператор ДЛ — I ядерный с Я и его

сужение Е"(0)А ядерно в Н. Поскольку ДЛ = ТаВ{А~ 1Т՜1А, то detД.4 — 

(Л՜1?"՜1 Л), где ае1(Л’1Т“1Л) = 1 (см. доказательство Леммы

4). Так как Та Т~} =

Я֊1п, п > де1В1. * 
_ ш 
Принимая во внимание (17) и (22), получаем

, то detTa =< a,n >, и поэтому det АЛ =<

J2 = ^х/2тгАи) jdetBy < АВ{ 1Gf/(j/1).G/(y1) >| (l+<9(u՜2)). u —* oo.

Используя (14), убеждаемся, что получили главный член асимптотики 

интеграла J с оценкой остаточного члена, так как пользуясь аналогичными 

выкладками, можно показать, что /3 = О(и и </4 - О (ехр( —u c)Jj), 

с > 0. В самом деле, интеграл J3 отличается от J2 наличием множителя 
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и՜3. Интеграл 7« экспоненциально мал по сравнению с так как у него

функция аналогичная функции Г имеет вид • • .

F,(f) = i< (7'Л-17'-։-Л’1)[#,г],[«,1]>+А/г+(2<71’)՜1«2

и ^1(0) > А/Л > 0 Отсюда в силу (15) Л экспоненциально мало. Наконец, 

отметим, что в силу (20) имеем Я"(0) = Д|^ и невырожденность оператора
Л. _

Н"(0) следует из невырожденности Д. Теорема 1 полностью доказана.

§6 ДАЛЬНЕЙШИЕ ЗАМЕЧАНИЯ И ПРИМЕРЫ

Замечание 4. Рассуждения и выкладки использованные при доказательст- 

ве Теоремы 1 применимы и к гауссовскому интегралу (1). Асимптотики 

интегралов типа (1) используются в некоторых задачах статистической 

физики (см. [8], [20]).

Замечание 5. Пусть выполнены все условия Теоремы 1, кроме условия 

невырождения оператора В^. Пусть в некотором ортонормированием базисе 

<е’}.=~ гильбертова пространства Н мы имеем С'(у1) = / € Ш.1 А =

а2,. Тогда вклад точки у1 в асимптотику вероятности Рд(иО)
будет равен

и 2
ехр У ,У det(7-AjG'VM)2

(1 + О(и՜2)), «-.ос,

при условии необращения в нуль последнего детерминанта Здесь one- 

ратор G {у ) получается из матричного представления оператора G"{yx) 

вычеркиванием первой строки и первого столбца, так что, если G"^1) =
1-7о h то G (у1) = SH

Примеры множеств П и функции G(x) могут быть самые разнообразные.
Укажем некоторые из них. ■'

Пример 1.

' 1 ’ — •• > 52»=i ai < °° Тогда как известно (см.
[14], стр. 274), чго inf f — < А~гт т >> • tun п /о 2\-։Л Х'Х > • 11Т11 > 1) = (20j ) и этот инфимум



Точные асимптотики больших уклонений ... 59

достигается в двух точках, у1 - (1,0,0,...) и у2
вычисления дают

= (-1,0,0,...). Простые 

£

С (у1) - (2,0,0,...), ^'(у1) — <На^(2,2,.-..), / = 2, А =. (2а?)՜1 .
I

Вычисления для точки у2 аналогичны Здесь операторы Вь вырождены, 

но применимо Замечание 5, использование которого даёт известную фор- 

мулу Золотарёва (см. [4]) :

В [4] этот результат получен методом преобразования Лапласа с после­

дующим контурным интегрированием

Пример 2. Пусть С(х) = ||аг — аЦ — 1, а £ 0. Точные вычисления здесь за­

труднены из-за наличия более сложной экстремальной задачи Но подход

Теоремы 1 в принципе применим и позволяет найти асимптотику вероят­

ности Рд (||х — а|| > и), и —* оо (ср. с [5]).

Наконец, отметим, что результаты типа Теоремы 1, по-видимому.

справедливы и для гауссовских распределений в некоторых банаховых

пространствах. Как частный результат такого типа, приведём асимптотику 

больших уклонений для гауссовского вектора в конечномерном банаховом 
/ к \1/р

пространстве 1рк с нормой ||г||р = (521=1 .» 1 = (*ь  —

Теорема 4. Пусть (Х1,Х2,Хк) — гауссовский вектор в со средним 

нуль и невырожденной ковариационной матрицей .4 = (а,; )։ ; = Г7-

, г2,гт —- тонки из множества 2 = {т Е '• ||*11р  ~ И՛ 9 которых 

достигается минимум : лгпп{< А~1х,х > : х € 2} = ’ > 0» ?де < , >

обычное скалярное произведение в Ш и = (-«1,-։2>• ••»*•*)■

О Если р > 2, то имеет место асимптотическое соотношение

{/ к \ 1/р 1
(Ё1^г) >“? =
\.=։ / ) (23)

ехр(—У^Т2|Е՝|ае1В,|* 1/։(։ + О(“՜2))֊ и-00՛
\ 2<т2) \72тги ,
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где В։ = I - (р - 1)<г~2Д։а£ (|*п| я“2։ ..м |*»>1 Р՜2) |Я

м) Если 2 > р > 1 и все компоненты векторов ненулевые, то 

справедлива формула (23). < <

ш) Если 1 > р > 0, то х^ / О'и верно (23)

Для диагональной матрицы А асимптотика найдена в (21].

ABSTRACT. Let PA be a mean zero Gaussian measure with covariance 
operator A on a real Hilbert space Hy Q be a Borelian subset of /7, satisfying 
some restrictions. In the paper the exact asymptotic of Px(wO), u —* oo 

( / k \Vp j f J lit I •is found. Also the asymptotic of P < I 2J |A,|p I > u > , u —» oo, p > 1, is 
I ' J

given, where X,-,: = l,2,...,fc are the dependent Gaussian random variables. 
Research method is new : the asymptotic Laplace method in Hilbert space, 
the case of boundary maximum point.
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ОБЛАСТЬ ЛОСТ11ЖИМЫХ СКОРОСТЕЙ КАНАЛА 
МНОЖЕСТВЕННОГО ДОСТУПА И НАДЕЖНОСТЬ

Е А. Арутюнян, М. Е Арутюнян, А Э. Аветисян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, № 5, 1992

Рассмотрено несколько моделей канала множественного доступа с 
ттнум я кодерами и одним декодером и канал. множественного доступа 
с иерархией источников. Решена задача построения внешней и вну­
тренней границы для Е—пропускной способности.

§1. ВВЕЛЕНИЕ

Канал множественного доступа (КМЛ) с двумя кодерами и одним деко­

дером IV = {И7 : Д'] х А'з ।—* У) определяется матрицей переходных

вероятностей

6 Л'ь *2€А2, у Е У}.

где Л'1 и А'г - алфавиты первого и второго входов канала, а У - выходной 

алфавит. Пусть х, = (х,1, х?,.... х") Е Х-*, » = 1,2 и у = (у1, у\уп) Е Уп. Мы 

изучаем каналы без памяти, для которых . ՝ у
п

И7П(у|хьх2) = Р[И7(у||х‘1>х,2).
1=1

В настоящей статье будет рассмотрено несколько моделей КМ Л. Первая 

модель - ато НМЛ с коррелированными источниками, который был впервые 

исследован Слепяном и Вулфом [1]. - *?*Ь

В этой модели имеются три источника, один из которых связан с 

обеими кодерами,, а каждый из двух других связан с одним из кодеров. 

Множества сообщений источников обозначим соответственно ЛЬ.МьМг. 

Кодом длины г* для такой модели называется тройка отображений

/1 : -Л/о х М ] и-—» X™, м0 х м71—> х;,



Область /жмггижимьгх скоростей канала 63

Ио

и

КМД с коррелированными источниками

: Уп *—' Мо х х М2,

где /1 и /2 суть кодирования, а </? - декодирование Основными характе­

ристиками кода являются тройка скоростей передачи (все логарифмы и 

экспоненты в статье имеют основание 2)

- 1о£|Л/<|. 1 = 0,1,2 
п

и вероятность ошибки декодирования Обозначим для т1 6 Л/, 1 = 0 1.2

«т0,т։,т2(/1,/2.^>”) = ^”(1/ • ^(2/) # (™0, т1. ™з) I /1(т0, /2(^0. П>2)). (1)

Средняя е(/1։ /2,^, п) и максимальная е(/1,/2,^, п) вероятности ошибки

определяются как обычно :

|Л/о| ■ 1ЛЛ1 |ЛЫ то-т։
ТПо.ГП > лп?

ГПаХ ето,гп|,т։
ГПО|ГП) ,т

Тройка неотрицательных чисел Яо,Я],/?2 называется £ ^осгли *;ил<(.»и для 

КМД УУ, если для любого д > 0 и для каждого достаточно большого п

существует код длины п такой, что

- 1о£ |М,| > Л - 
п

а средняя вероятность ошибки удовлетворяет ^<ловию

, е(/1,/2»п) -•
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Областью пропускной способности КМД IV называется множество всех дос- 

тижимых троек скоростей для всех £ > 0. В отличие от дискретного канала 

без памяти (ДКБП), для КМД области пропускной способности для мак­

симальной и средней вероятностей ошибок могут быть различными. 
К

Наша цель - изучение области £֊достижимых скоростей для е = 2“п£, 

Е > 0. которую мы называем областью Е-пропускной способности. Показа­

тель Е будем называть надежностью. Функциональная зависимость ско­

рости от надежности (см. обзор [2]) была исследована для различных 

каналов и источников. А * -

Ранее [1,3] для КМД была рассмотрена задача исследования зависи­

мости надежности Е от скоростей из области пропускной способ­

ности. В частном случае, когда |Мо| = 1, получаем классический КМД, 

впервые введенный Шенноном [4] и изученный Алсведе [5, 6] и Ван дер Ме­

леном [7]. Шеннон описал область пропускной способности этого канала. 

Алсведе [5] получил простую характеризацию области пропускной способ­

ности, а также другую характеризацию в [6].

В [1] была найдена область достижимых скоростей КМД с корре­

лированными источниками и построена граница случайного кодирования 

(нижняя граница) в “форме Галлагера” для надежности как функции ско­

рости. Для этой же функции в [3] была получена верхняя граница (граница 

сферической упаковки).

В настоящей статье приведены внутренние и внешние границы области

Е-пропускной способности для различных моделей КМД аннексированные 

в [8]. Внеш* границу мы называем границей сферической упаковки, аю

внутренюю границу - границей случайного кодирования. В частном случае 

Щз! = 1, КМД называется асимметричным [9]. В этом случае внешняя и 

внутреняя границы (для надежности - как функции скорости и для области 

Е-пропускной способности) совпадают при малых Е.

работе [3] показано, что формы аналитической записи Арутюняна и

I аллагера для границы сферической упаковки эквивалентны. Там же было
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показано, что внешняя и внутреняя границы для скорости как функции 

надежности, при малых Е совладают также для КМД с коррелирован­

ными источниками, когда матрица переходных вероятностей, определяющая 

канал симметрична Аналогичный факт ложно доказать для границ, обсуж­

даемых в настоящей статье.

Рис 2 КМЛ с подглядывающим кодером

Следующая модель, рассматриваемая в настоящей статье - это КМД

с подглядывающим кодером, введенная Виллемсом и Ван дер Меленом [10.

11]. В этом случае (см. Рис. 2) первый кодер получает полную информацию 

о втором кодере, а общий источник отсутствует т.е. 1Л/0| = 1 Полученные 

для этой модели внутренние и внешние границы области Е-пропускной 

способности также совпадают при малых Е

Результат для асимметричного КМД естественно обобщается на слу­

чай модели КМД с 5 входами, связанными с 5 источниками согласие

следующей иерархии (см. Рис. 3)

Рис. 3 КМД с иерархией источников 
' ■. • • ՝ ; >
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г-ый источник (г = 1,5) связан с первыми г кодерами. Эта модель 

была рассмотрена Преловым [12], который определил область пропускной 

способности такого КМЛ. Мы приведем внешние и внутренние границы 

области Е-пропускной способности этого канала.

§2 ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Очевидно, что внешняя граница области достижимых скоростей, постро­

енная при экспоненциальном убывании средней вероятности ошибки с 

заданной надежностью Е, верна также в случае аналогичного убывания 
4 - ’ •максимальной вероятности ошибки. При исследовании же внутренней гра­

ницы области достижимых скоростей достаточно рассматривать только 

максимальную вероятность ошибки. Это отражено в нижеследующих тео­

ремах.

Введем вспомогательную случайную величину (7 со значениями в

конечном множестве Ц Пусть случайныё величины Х1,Х2,У образуют 

цепь Маркова и задаются совместными распределениями вероятностей 

(РВ)

Р = {Р(и,Т1,2:2) = Р0(и)Р(г1։ *2|и), и еЫ, *1 € , х2 € А2}

и

Ро V = {/э(и.х1,г2)И(у|х1, х2), ие/у, *16*1, х2 € *2,- у € У)

с некоторой матрицей V = {V(у|х 1,х2), 6 *ь *2 6 *2։ у £ >}.

Мы пользуемся следующими обозначениями :

для дивергенции 

о(уци'|р) = 0(ро уцро и7) = £ Р(и.т1,т2)У(у|х,.г2)1о8

для энтропии

1{р(^11Х2\и) = ֊ 52 Р(*х. *2|и),
и.*Ь*3

Нру(У\Х>,Х2,и) = НРу(У\Х1,Х։) -
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= ” 52 ^*(и»։ьа:։)^(։/|х1,Х2)1ой Р'(у|^ь«2)
*»*։ ,*з,9

«•ш

и для взаимных информаций

/р,и(Г ЛХ։,Х2) = Нр(Х1,Х2)- НрЛ,(Х1,Х2|У).
I

1рУ (^ Л *11*2» У) — Нр(Х}, |Х2, [/) — Нру(Х\|Х2, у, и), 

1ру(У Л Х1, Х2|С^) — Нр(Х\, Л2|^) — Нру(Х\, Х2|У, [/).

Для удобства введем специальные обозначения для внешней и вну­

тренней границы области Е-пропускной способности Пусть IV - ма­

трица переходных вероятностей КМД и Т>(№,Е) - облась Е-пропускной 

способности этого канала. Область Р,р(И; Е) в координатном пространстве 

Яо,Я1,Я2 назовем границей сферической упаковки для Р(1У, €), если для 

заданного Е > Ь > 0 и любого кода /ь/2,9? из

е(/1, /2, <р, п) < ехр(-п(Е- 6))

при достаточно больших п для скоростей этого кода следует

(Ло ֊6. Я1 - 6, Я2 - 6) € Т>лр(И< Е).

Внутреняя граница для Р(И7, Е), называемая границей случайного кодирова- 

ния и обозначаемая 7?Г(1У։Е), имеет следующее свойство : для Е > 6 > 0 и 

для достаточно больших п существует код /1,/2,¥? для КМД такой, что

е(/ь/2,^,п) < ехр(—п(Е — 6))

и

(Яо 4 6, Я, + 6, Я2 + 6) 6 О,(И', £).

Теорема 1. Для КМД с коррелированными источниками объединение ослас-

глей

О < Я1 < шт 1ру{) ЛА1|(7, Х2), 
“ ” V :^(^||И'|Р)<£

О < Я2 < пнп 1ру^У АЛ'2|Е,Х1),
“ V Р(У||И'|Р)<£

Я։ + Я2 < шш /рг(У Л Ах, А2|Г ),
“ У:Р(И|И'|Р)<£

О < Яо + Я1 + Я2 < т։п /р^(Т л А\, А2
֊° - V £>(У||И'|Р)<£

(2)

(3)

И)

(5)

п° различным РВ Р на х Т2 х // есть I )•
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Следствие 1. При |Л/о| = 1 объединение областей

Яо = О,

0< Я, < гтип 1р,у(У ЛХ1|Х2), 
И||И'|Р)<Е

О < Я2 < пгйа /р у(У Л А'з|Х1), 
~ У:Р(У||ИЧР)<£

Я1 + Я2 < пип 1ру(У ЛХ1,Х2)
V Д(1/||И/|Р)<Е ’

по различным РВ Р на Х\ х Х2 есть Р։р(И/, Е).

Следствие 2. Если |Л/2| = 1, то объединение областей

Я2 = О,

0<Я! < пип
V Д(И||И'|Р)<Е

1ру(У АХ^Хз),

О < Яо + Я1 < гп1п 1р у (У ЛХ1,Х2 
~ V О(к'||И,|Р)<Е

по различным РВ Я на х Х2 есть Т>ьР(М/, Е).

В следующей теореме мы предполагаем, что в КМЛ с подглядывающим

кодером второй кодер получает полную информацию о первом кодере, а

|Мо| = 1.

Теорема 2. Для КМД с подглядывающим кодером и |Мо| = 1 объединение 

областей

Яо = 0,

О < Я, < Н/>(Х։),

0<Я»< гпт 1ру(У АХЛХ^,

Я1 + Я2 < тт 1ру(У ЛХьХз) 
V П(^||И'|Р)<Е ’ ՝ *’

по различным РВ Р на х Х2 есть Р,р(1У, Е).

С ледующие результаты ֊ о построении внутренней границы Е’-пропус-

кной способности.
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Теорема 3. Ллл КМД с к0ррелчроламными рсточмЧ11Лми лыпуклая о6(М0„о 

области

V о^Р)<Е Цру{У л ХШХ*) + О(УЦИЧР) - Е1

Лг - V рЛйя)<1>.‘'(У Л + О(К||1У|Р) - Е|+,

Я։ + Яг ֊ У С(г1^|Р)<е|^‘'<У Л + Р(И|И'|Р) .. Е|* ,

Яо + Я, + Я? < у О(у^р^Е\1ру(У Л А-։, А'։) + О(1-||И’|Р) - £|+

при РВ Р на х х Л2 таких, что случайные величины А'։ А2 условно 

независимы от заданной и, то есть

Р = {Р(и,х1,г2) = Ро(и)Р1(х1|и)Р2(х2|и). и 6 X) € , х2 € Л2},

является Т>Г(\У, Е).

Следствие 3. При |Л/о} = 1, выпуклая оболочка области

Яо = О,

ггип
V Р(И|И'|Р)<£

Иру (У л А'։|Л։) + £>(У||И'|Р) - Е|+ ,

Ш1П
V Р(И|Н |Р)<Е

|/рЛ(УлА։|А-1) + Р(Ц|1У|Р)֊ £|+,

тт
V Р(^||Н |Р)<£

|/РТ(УлХ1,А-г) + О(^||1У|Р)-£|

при РВ Р на Л} х %2 таких, что случайные величины \1 Л независимы

Р = {Р(х1։х2) = Р1(Т1)Р2(Х2). ■ X] 6 ^1» *2 -Ц).

является РГ(И; Е).

Следствие для случая асимметричного КМД формулируется аналогич­

но. В отличие от общего случая в этой границе (как и в С ледствии 2|

входное РВ Р - произвольное совместное распределение на Л\ х А2.
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Георемп 4. Для КМД с подглядывающим кодером выпуклая оболочка области

Яо = О,

ггпп
V 0(И|И'|Р)<£

|/р, V (У Л а:2|Х1) + О(У||И/|Р) -

пйп |/ру(У Л Хь Х2) + П(У||^|Р) - Е|
V Р(И||И'|Р)<£

при различных РВ Р на Х\ к Лг есть 2?Г(ИЛ, Ек

Теперь сформулируем результаты для случая КМД, описанного в §1, с

5 > 2 входами и с иерархией источников. Канал определяется матрицей

№: х Х2 х .. х

Определения кода, вероятности ошибки, скоростей передачи Я1,...,Я$, ди­

вергенции и взаимной информации, областей Т>,р и Рг для этого случая 

обобщаются естественным образом. $

1еорема 5. Для КМД с иерархией источников объединение областей

0< Я, <т.п/Ру(Х1ЛУ|Х2>

О < Я, + Нг < тга /Ру(Х։, Х3 Л У |Х3.......Х5), ■

0< Я, +Н2 + --- + Н3 <т։п/Ру(Х։>...1Л5ЛУ),

п<> произвольным РВ Р на Х\ х Х2 х ••• х где минимум во всех случаях

осрстся по матрицам У : X) х • •• х Х$ <—* удовлетворяющим условию

О(УЦ^1Р) < Е,

являетсв Т>1р(И', Е). ՛■՛ ■

Теорема 6. Для КМД с иерархией истопников выпуклая оболочка областей

<пип|/Ру(Х1ЛУ|Х։,...1Х5) + О(У|ЦУ|Р)-£|+,

Я1 + Я; < т։п|/Ру(Х1,Х2ду|х3..... Х$) + О(И|И’|Р) - ЕГ,



o< Ry + Я2+- + Hs <TivnIpy(Xit...1XsfiY) + D(V\\W\P)-£|+,

для произвольных PB P на Ад x X? x • • • x Х$, где минимум во всех случаях

берется по матрицам V Ху х ••• х Х$ ՛—♦ .У, удовлетворяющим условию

D(V\\W\P) < Е,

является Vf(W, Е).
9

Вывод границы сферической упаковки Р,р для различных случаев 

отличается лишь некоторыми деталями, то же имеет место и для границы 

случайного кодирования Vr Мы ограничимся изложением доказательств 

лишь Теорем 1, 3 и 6. 
♦ > /• "' " & ■ rfF f. *

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

В доказательствах теорем и лемм используем понятие типа, условного типа 

и некоторые хорошо известные комбинаторные неравенства из книги [13] 

(глава 1, §2). Неравенство (5) является следствием границы сферической 

упаковки для F-пропускной способности ДКБП, поскольку КМД И’ имеет 

не больше возможностей, чем ДКБП с входным алфавитом Х^ х X? и той же 

матрицей переходных вероятностей W.

Доказательства неравенств (2), (3) и (4) аналогичны, поэтому мы 

• докажем только неравенство (2). Из условия

ef/i./j.V’.՞) <exp(-n(E-Ä))

следует, что

1 
|ЛГ0| 1МФ1М21

_ ^-|(mo,mbm2)|xi(mo,m1),X2(mo,m2))
ГПо 1 1^3

< ехр(—п(Е - 6)). (б)

Рассмотрим конечное множество Ы такое, что |//Г > ։ Ио|. Кроме ото

Сражений /} и рассмотрим также отображение /о : Л/q ।—» Цп Обозначим

/(m0, ml, т?) — (и( *п0), Xi xj(ni0, т2)) 
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и через /(Л/о, Л/1, Л/2) - множество всех троек (и(тпо), хДто, пц), Х2(то, тг)),

т, € И֊ ,1 = 0,1,2.

Пусть*
иксировано РВ

Р = {Р(и. *1,Хз) = Ро(и)Р(х1} г2|и), и 6 и, 6 Х\, х2 £ ^з}-

Напомним некоторые комбинаторные понятия из [13]. Обозначим через

Лг(и|и) число появлений и Е в последова ельности и. Типом последова- 

тельности и € //п называется распределение Ро на И такое, что

для каждой и 6 и
п

Множество всех последовательностей типа Ро на Цп обозначается 7рс([7).

Будем говорить, что (Х1,х2) 6 X* х Х% имеет условный тип Р для заданной

и € , если

/У(и,л:1,л:2|и,Х1,Х2) = #(и|и)Р(гьх2|и)

для любых и ЕЕ и, гу ЕЕ Ль г2 € Х^. Для и € Тр0(Ц) и стохастической ма­

трицы Р И ।—* Хг х Хч множество всех пар (Х1,х2) € X? х Х%, имеющих 

условный тип Р, обозначается 7р(Х1,Х2|и). Мы будем пользоваться со­

вокупностью множеств различных типов 7р0(Г/), Тр(С/,,Х2), 7р(А՜! ,Х2|и), 

^р(А]|и,хг) и т.д., которые определяются аналогично. 
• ■'

Введем следующие множества

-4р0 = {/о(Мо)Л77>0(1/)),

Ар = {/(А/о.МьЛ/^ПТрСС/.ХьХ։)),

Лр(и(т0)) = (/1(то,Л/1) х /2(т0, Мг')) П ТР(Хг, Л։|и(т0)),

Лр(и(т0),х2(т0,т2)) — {/։(п»о. ЛЛ) Л 7р(Х, |и(то), х2(то, тз))}.

Пусть тип Р таков, что

(п+1)-1"1|Мо|<|Лро|
• г

и

(п + ])֊м 1Л-.1 |^||М1|. (М։| £ |Лр(и(тоо))|։ и(т0) € Лр0. (8)

(7)



Неравенство (6) можно переписать следующим образом

и(т0)€Ляь (ж։(то,т1),х3(то,та))€Лр(и(то))
СУ ~<Р 1(п։о,т։,т։)|х1(то,т1),

хг(то,т2)) < (п + 1)|"’Н*‘Н*»1|ЛРо|. |ЛР(и(то))|ехр(.-п(£ - $)).
(9)

Вместо Тру (У|и(то), Х1(шо, Ш]), х2(то, тп2)) в левой части (9) можно взять

Уп. Учитывая, что при этом вероятность №* будет зависеть лишь от Р и

У, получим

и/П(у1х1(гпо, ^п1),х2(т0,т2))-
и(т0)€Лр0 (х։(т0,т1),Хэ(т01т3))€Ар(и(т0))

•[|7,р,г(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))|-

֊|Тру(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))Пу>~1(то,т1,т2)|] <

< (п + I)1"’1 |Л1’ |Л’||АРо| • |Ар(и(т0))|ехр(—п(Е - 6)).

Отсюда следует, что для больших л

|Тру(У|и(то),х1(то,т1),х2(то,т2))П<1р’1(то1т1,т2)| >

|7р>։/(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))|- ехр(-п(Е — 6)) 
1Уп(у|х1(т01 пи), х2(т0,т2)) (Ю)

Зафиксируем т0 и т2 и заметим, что

|Ар(и(то),х2(то,т2))| < |7>.у(У|и(т0),х2(т0,т2))|х

тт
Х1(т01т։)ир(и(тв)1Х։(т0,т։))

х

С учетом (10) и комбинаторных неравенств [13] получим

|Ар(и(т0),х2(т0,т2))| <

ехр[пЯР.у(У|Хг,С/) - пЯЛу(У|и,Х1,Х2)] 
- (п + 1)֊1“11А’.11*>1 т ֊ ехр[п(£>(У||ГУ|Р) - Е - 26)]'

При условии положительности знаменателя правую часть (11) можно 

(И)

ми-

нимизировать по V. Достаточным условием для этого является

Р(У||1У|Р) < Е-6.

Поэтому для части кодовых слов Ар(и(т0),х2(то,т2)) фиксированного 
4

условного типа получаем оценку (2).
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54. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3 
••

Доказательство ^Теоремы 3 основано на методе случайного кодирования,

предложенном Шенноном [14, 15]. Сначала мы докажем следующую моди-

леммы об упаковке [13]. Пусть

Ро = {Л)(и), и Е и). Р = {Р.(х.|и), х. € Д'., и € и}. 1 = 1,2

суть некоторые РВ и

Р = {Р(и,х1։х2) = Р0(и)Р1(х1|и)Р2(х2|и), и € , х2 € А2 }.

Лемма 1. Пусть Е > 6 > 0 и тип Р на Ы * Х\ х X? задан. Пусть

— 1о£ |Мо х М1 х М21 < п
ПНП 

У:Р(У||И'|Р)<£
|/лН*'ЛХ1,Х։)+Р(И|И'|Р)-Е-6|+, (12)

110в|Л/։хМ։| < у о(г1™п|р)^|7Ру(УЛХ։,Х։|£/) + Р(И|^|Р)-Е-«|+, (13)

|М>| < 1МУ Л %։|Х2. и) + Д(У||1Г|Р) - Е - «|+, (14)
\ " I V /

£։°8|Л72| < у в{ ттр><£ |7Лу(У л Х2|Х,. (/) + Д(У||1У|Р) ֊ Е - «|+. (15) 

Тогда существуют векторы и(т0) € Тр0(Ц), х^т^тп!) € Тр(Х1|и(т0)), 

х2(тпо,т2) Е Зр(Х2|и(т0)), т, € Л/,, 1 = 0,1,2 такие, что для каждой 

тройки номеров т0,гп1,т2 и для каждой пары стохастических матриц V, V1 :

Ах х А'г ।—» У, при п > по(\Ы|, |А11, |АГ2|, |^|, 6) имеет место неравенство

|7р,г(У|и(т0),х1(т0,т1),х2(то,т2))р| 7>у.(У|и(то),
(т^,т',т^)^(т0,т։,т2)

Х1(то,т'1),х2(то,т',))| <

< |Тру(У|и(п։о),Х1(то,т1),х2(то,т2))| ехр[-п|Е - £>(к'||И'|Р)|+]. (16)

доказательство Для заданных Л/0,Л/1,Л/2, удовлетворяющих условиям

(12) (15), случайным образом выберем три набора векторов

и(т«) € Тр։(1/), хНто.т,) € Тр(Х։|и(то)),

х2(то,т։)€Тр(Ха|и(то)), т, = 1..... 2|Л7;|, « = 0,1,2.
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Обозначим через С(Л/0,Л/1,Л/2) множество всех упорядоченных наборов

С = {и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2), т» = 1,2|Л/Д, I» 0,1,2).

Если для С выполняется (16) для всех то,т],т2 и V, У', то тройки векторов 

(и,Х1,х2) обязательно будут разными для разных троек (то,т1։т2). Для 
*

каждого набора С из С(Мо, М\, Л/2) обозначим через Лто т,(С. У, Ух) 

левую часть (16). Если Р(У/||И/|Р) > Е, то ехр[-п|Е - £>(У*||\У\Р)|+) = 1 

и (16) верно для любого набора векторов.

Нам остается рассмотреть случай £)(У'||1У|Р) < Е. Пусть

лто,т„т։(С) = (П + 1)֊м 1*11*’11>1 £ £ Лто,т„т։(с, КИ')Х

х ехр[п(Е - £>(У'|| 1У|Р) - НРу(У |СЛ Х1,Х2))].

Если Лто>т։ 1ТП։(С) < 1 для всех то,гП1,т2, то (16) имеет место для всех

гпо.гпь та, У, У'. Отметим, что если для С € С(Мц, Л/1,А/2)

8|Л/0 х Мх х М։| л-п0.т>лп։(О < 2>
П1д ,1711,771 э

(П)

то Ато<тх,та(С) < 1 по крайней мере для |Л/о х М\ х Л/2| троек (то,т],т2).

Кроме того, если С' является частью набора С, то

для всех таких троек. Поэтому достаточно показать, что для всех троек 

(то.п^та) при случайном выборе С

ЕЛ (С) < 1/2. (18)

Чтобы это показать, оценим ЕЛт։,т>.т։(С, V, V")- Имеем

ЕЛт։т։1т։(С, У, V') = £ ^г1у 7>.у(У|и(т0),х։(т0, т,),х։(т0, т։)) И 

У€У-

7р у/(У|и(т0),Х1(т0, т1),х2(то, н12))].
!7> । ,ТТ> д ) ( т о > ,171 д )
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Здесь Рг обозначает вероятность события в скобках при случайном выборе 

С методом, указанным в начале доказательства леммы. Обозначим

Рг(У,т0,пц,п12) = Рг[у € 7р։у(У|и(т0),Х1(т0,пи),х2(т0,п»2))].

Пусть

Р^У'.тЦто.пн) = Рг[у € Тр>^(У|и(т0),х1(т0,т/1),х2(т0, т2))]

есть условная вероятность при условии, что только Х1(то,п1/1) выбирается

случайно для фиксированных и и х2. Аналогично определим

Рг(У,т^то, 1щ), Рг(У', т'1։т'2|т0). Имеем

ЕЛ (С, У, У

Рг(И/,т/1,т/2|т0)+

у€У

Рт{у\тп^ (19)

В первой сумме в квадратных скобках имеем

Рг(Г,т;|т0,т2) = |7>(Х1|и)|-1|{х1 : Х] е ТР{Хх |и), у е Тру.р|и,х1,х2)}| <

< (п + 1)^|*‘Н*’1ехр[-п(ЯИХ։|19 - Ялу<№|У.Л։.У))] = 

= (п + 1)1“1И.11*>1 ехр(-п/Лу,(У л Л'1|Я,Х2)].

В после, чем равенстве учтено что вследствие условной независимостиИ

случайных величин и Х2, для заданной и имеет место

У Л А՜! |[/) = !Ру.(у Л XI |17, Х2).

По аналогии, для второй суммы получим

Яг(У',т^|то,т։) < (п + !)•“> <*•• •*’1ехр(-п7Р,у.(У ЛХ։|С/,Х։)],

В третьей сумме

Рг(1//։т',т2|т0) =



|{(Х1,Хг) : Xi € 7p(Xi|u), x, € 7p(X,|u), у g 7ру(У|ц,х,,х;)}| 
|Tp(X,|u)|- |Tp(X։|u)lI --------

< (n + 1)|и| |**| |*’|ехР[-П(Я|»(Х1,Х։|^)-Ялг<(Х1.Х։|У.У))] = 

= (n + 1)>"I >**• >*’• exp(—nZp^<(y Л X։,X։|iq].

Наконец, для и, аналогично, для Pr(V, m0, m1։ m2) имеем

Рг(У,т0,т1,т9) =

|{u € Tp0(U), xi € Tp(Xi|u), x2 € 7>(X2|u), у € Тру(У|и,xi,x2)}| 
|TPo(C/)|.|Tp(X1|u)|.|Tp(X2|u)| “

< (n + l)l"l I'’՜*! I՜'՜’! exp[—п(Яр((/, X։,Xj) - Яр,у(Я,Х1.Х։|У))] = 

= (n + l)1""*11 |ДГ։| exp[-nZp,v(y A X։,X։)1.

Заметим, что если у £ Тру(У), то Рг(У, т0, пц, т2) = 0. Из (19) и получен­

ных оценок для вероятностей получим

EXm„mi,m։(C. V, V) < ехр[пЯр,„(У) ֊ п^у(У Л X,, Х։)] • (п + 1)’^1 >*֊• •*>! х 

x{(2|jW1|-l)exp(֊nZp,v֊(yAX1|C/,Xj)] + (2|AfJ|-l)exp(-nZp,v-(yAA-J|t/,X1)]+ 

+(2|Л/,| - 1)(2|Л/։| - 1)ехр(-п/р,у.(У ЛХ1,Х։|Я)]+

+(2|Л/о| - 1)(2|Л/1| - l)(2|Af2| - 1)ехр[-п-7р,у.(У Л Xi.Xj)]}. (20)

Согласно определению AmOim։<ma(C) имеем

EXmo.mi,m։(C) = (п + 1)1И1 И.НЛКИ+’) £ £
V V‘-.D(V'\\W]P)<E 

z exp(n(E - ^(rilWIP) - ЯрЛ(У|С/, Х1,Х2))]ЕЛтв,т|.тэ(С, V, У').

Из (20), неравенств (12) - (15), комбинаторных неравенств [13], а также 

D(V'||WjP) < £ следует, что

EXm„m„m։(C) < 8(n + 1)M 1*֊1ехр(-п5]. 
vy1

Учитывая верхнюю оценку числа всех условных типов, имеем 

ЕЛто,т1,т։(С) < 8(n + 1)|м| |Л>| |Л֊’|(3|У |+։)ехр[-п<), 

откуда при п > п0(|Я|, IXilJ^I, |У|,6) получим

Е Ат0,т»,тэ(С) 5. 2* 
♦ f

Лемма доказана.
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Доказательство Теоремы 3. Нам нужно построить код с указанными 

свойствами. Для кодирования ограничимся выбором кодовых слов из 

соответствующих фиксированных типов 
м

и(тп0) € 7р0(С7), х^тпо, т։) € 7>(Х1 |и(т0)), х2(т0, т2) € Тр(Х2|и(т0)).

Согласно Лемме 1 существует |А/о х М1 х Л/2| различных троек последова­

тельностей, удовлетворяющих (12) - (15) для заданных Р и Е.

Теперь определим метод декодирования. Пусть при декодировании каж- 

дому у ставится в соответствие такая тройка (то,т2), для которой

У € 7ру(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))

с таким V, что Р(У||1У|Р) минимальна. Иначе говоря, применим декоди­

рование по минимуму дивергенции. Оценим сверху вероятность ошибки.

Если произошла ошибка при передаче тройки сообщений (т0,т1,т2), то 

существует такая тройка (т^.т^т^) и матрица У', что

У 6 ТР,у(У|и(т0),Х1(т0,т1),х2(т0,т2))П

П7> ^<(У|и(т/0),Х1(т/0, т',), х2(т0, тп'2)) 

и

О(Г||'^|Р) < Р(У||И'|Р).

Поэтому вероятность ошибки можно оценить сверху следующим образом :

Wn и 7>у(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))р|
У':П(У'||И'|Р)<Р(У||И'|Р)

(гг*о-"‘|>т2)^(гпо>т>.тэ)

У':Я(У'||И'|Р)<Р(У||И'|Р)
7Ру(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))р|

01
(п»0 ,т । ,та )^( т0 ,т> ,тэ)
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Согласно (16) получим, что вероятность ошибки достаточно мала :

«(то.тьта)^ £ ехр[-п(Е - О(У'||И/|Р)]х
У':£>(У*||И'|/>)<Я(У||И'|Р)

х ехр[-пР(У||^|Р)] < (п + !)<>• ехр[֊п£) < ехр|-п(Е - 6)].

Теорема 3 доказана.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6
Нам будет нужна модификация Леммы 1.

Лемма 2. Пусть Е > 6 > 0 и тип Р на Х\ х Хч х • • х Х$ задан. Пусть

; 1°8 |М» | < Л У |Х„.... Ху) + О(У||кУ|Р) - Е - 4|+,

1108(1^x4/21) < 

п
ттп 

И:Р(У||И'|Р)<Е
]1ру(Х1Х2ЛУ\Хз..... Х5)+Р(У|ЦУ|Р)-Е-4|+,

(21)

-1о8(|Л/։ х ■ хЛ/$|) < 
п

пип
V £>(И||И'|Р)<£

|/р,г(Х1...%5ЛУ) + Р(У||И'|Р)-£-4|+.

Тогда существуют Му векторов ху(ту) из Тр(Ху), для каждого ту сущест- 

вуют Мз-1 векторов из 7>(Х$_1|х$(т$)), .... и для задан-

ных т2|...,т$ существует вектор Х1(пц»..., т$) из 7р(Х1|х2(т2,..., 

хз(тп$)), что для любых и для каждой пары стохастических ма-

триц V : Х\ х • • • х Х$ У при достаточно больших п имеет место

|7>1у(У|х1(т1,...,т5)։...։х5(т5))р и
(т'.....т'5)^(т1,...,т5)

Тру (У |х1(т/1,.... тп'$)...... х$(т$))| <

< |7>>у(У|х1(ть ...,т$)։...,х$(т$))|ехр[-п|Е1 - Р(УГ||1У|Р)|+). (22)

Доказательство этой леммы аналогично доказательству Леммы 1.

Для доказательства Теоремы 6 сначала нам нужно построить код.

Выберем кодовые слова Х1,...,х<$ из соответствующих типов :

Тр(Л։|х։...... х$), 7>(Х2|хз......Х4-)......Тр(Ху).
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Согласно Лемме 2 для заданных Р и Е существуют М1 х • • • х ра- 

зличных наборов по « последовательностей, удовлетворяющих (21). Снова 

воспользуемся декодированием по минимуму дивергенции (см. §4). Ис­

пользуя (22) и комбинаторные неравенства [13], вероятность ошибки можно 

оценить сверху следующим образом

IJ 7ру(У|х1(т1,.... ms), ...,х$(т$))р|
V'D(V'||W/|P)<D(V||kV|P)

• U Tp.v^yixHmÇ,

(т',..,т^.)#(ть. ,n»s)
™'s),х$(т$))|х։(т1,т5),х$(т$)

< ехр[—п(Е — 6)].

Теорема б доказана.

ABSTRACT. Several odeis of ultiple-access channels with two en-• e

coders and one decoder and a multiple—access channel with a hierarchy
of sources are considered. The proble of constructing the outer and the
inner bounds for E-capacity region is solved.
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О ПОСТРОЕНИИ W ? В ПРОСТРАНСТВЕ ПРЯМЫХ
ФИНСЛЕРОВЫМИ МЕТРИКАМИ

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, № Б, 1992

финслерова метрика р описывается своей плотностью (финслеровой
плотностью), которая является функцией /(т, у, </?) завися Itдейот(г,|/)е
П12, и € 51 (51 — окружность направлений на плоскости). В статье
доказано, что если неотрицательная локально—выпуклая функция /
определённая на HV х Si удовлетворяет дифферент тиялккому урав-

df - df d2f d2f . л ,
нению : — — sin + — cos <p- - cos sin <p = 0, to f — финслерова

Ox oy oxOtp oyO(p
плотность и соответствующая метрика р определяет меру т( ) в прос­
транстве С прямых на плоскости. Если условие локальной выпук­
лости и неотрицательности функции / опустить, то для того, чтобы 
существовала бы обобщённая мера т{ ■) в С необходимо и достаточно,
чтобы функция / удовлетворяла бы этому дифференциальному урав­
нению Если / достаточно гладкая, то т( ) необходимо имеет плот­
ность. для которой найдено точное выражение в терминах /.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Флаг на плоскости Ш.2 есть пара

(Л?) = (х, у, у>),

где Р — (х, т/) ֊ точка на плоскости, и <р Е 51 (51 - окружность направлений

на плоскости).

Пусть /(Р,у>) = /(х,у,<р) 

пространстве флагов Ш.2 х 51

- неотрицательная 1

•L ункция определённая в

Рассмотрим интегралы

p(Pi,P2)= / f(F,<p)dl, 
«'Pl'Pj

(1)

где интеграл берётся по всем точкам Г принадлежащим отрезку Р1Р2, 

элемент длины на этом сегменте. Значение параметра <р в аргументе /

совпадает с направлением отрезка Р1Р2.
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называется финслеровой метрикой, если р(Р1։Р2) определённая по (1) есть
метрика на плоскости (см. [4]).

Очевидно, что функция р определённая по (1) аддитивна и непрерывна

Следовательно, если р - метрика, то по хорошо известной теореме комби- 
*

наторной интегральной геометрии ([1], [2]) существует (единственная) мера

т в пространстве С прямых на плоскости такая, что

р(Л,Л) = т((Р1,Р2])| (2)

где [Р,С] = {<? 6С : прямая д разделяет точки Р и $}.

Этим путём инслеровы плотности /(х, у,<р) всегда определяют меры в

пространстве С.

В этой статье мы доказываем следующее утверждение : если локально­

выпуклая функция /(х,у,9?) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

а/ .
дх

а/ &4 ' 94 . п
а а- сову- Т-—-еицр = О, 
о хор оу др (3)

то / необходимо финслерова плотность.

Отсюда следует, что (3) есть достаточное условие для того, чтобы 

определяла бы по (1) - (2) меру в пространстве С

И обратно, если мы имеем меру т в С, которая имеет плотность

у(у), у € С, то функция р заданная по (2) есть финслерова метрика и её 

финслерова плотность / удовлетворяет уравнению (3).

При некоторых дополнительных условиях гладкости на функцию /, в §3 

мы находим точное выражение (23) для 7 в терминах /.

Пусть р - мера в С, инвариантная относительно евклидовых движений 

плоскости (р единственна с точностью до постоянного множителя). Ниже 
«г _ _

мы рассматриваем меры т(), которые абсолютно непрерывны относитель- 

но р :

, Лт = 7(у) . (4)

где (1д - элемент меры р.

Функцию 7(у) мы назовём плотностью меры т(•).
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Заметим, что если т = д, то /(т,х/,у?) = с - постоянная, и т([Р1,Р2]) =

с- |Л.Рз|> где |Р1։Р2| ֊ длина отрезка Если гп(-) - трансляционно-

инвариантная мера, то /(х,у,<р) = /(<р) и т([Р1։Р2]) = /(^>) |Рх,Р2|.

$2. ПЛОТНОСТЬ КАК ПРЕДЕЛ КРОФТОНА

Пусть т( ) - мера в О, которая имеет плотность т(р). Тогда метрика р

(соответствующая мере т(-) по формуле (2)) имеет финслерову плотность

Рассмотрим диаграмму на Рис. 1, представляющую два бесконечно 
ж •

малых отрезка а),а2 ; мы предполагаем, что точки А, В Е д также как и 

углы О1,а2 остаются фиксированными, тогда как длины отрезков стремят-

ся к нулю.

Плотность 7 на д можно вычислить как предел

т(г) =
т([а1] П [а2]) 

..НЛ) Я([а>] Л [а,)) ’ 
«։ИВ)

(5)

где [а] = {д € С : рПа / 0}.

и

По обобщённой формуле Крофтона (см. [2], стр. 26)

2т([а։) П [а։]) = т([ЛР]) + т([ВС]) ֊ т([ЛВ]) - т([СР]). (б)

Мы также имеем

р([в1] П [а2]) = БЩСЦ •81ПО’2 
И • О1 • а2 (а, - 0). (7)
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Используя (1), (5), (6) и (7) получим
I

у(д) =
2 *4р) 

«аН В)
ВС

где у?], у>2, р3ир- направления отрезков АР, ВС, СР и АВ соответст

венно.

Мы прихо. лм к следующему заключению :и

Если / - финслерова плотность, которая соответствует мере т( ) обла

дающей непрерывной плотностью, то предел Крофтона (8) необходимо сущее 

твует.

Пусть / - произвольная флаговая функция (априори не финслерова плот- 

ность). Возникают два естественных вопроса :

1. Какими условиями должна обладать /, чтобы существовал бы предел

Крофтона (8).

2. При каких дополнительных условиях на / предел Крофтона (8) будет 

зависеть только от прямой-

Заметим, что, априори, предел Крофтона может зависеть от таких пара­

метров как положение точек А и В на прямой д, а также от углов О), а?. 

Согласно результату Р. В. Амбарцумяна (опубликованному в этом номере, 

[3)), второй вопрос можно заменить следующим

2С При каких дополнительных условиях отношение в (8) ограниченно 

снизу;

Ниже мы получим условие, которое влечёт как 2 так и 2' одновременно.

$3 ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛА КРОФТОНА 
■ ■. I । * . ՛֊. ՛֊ •

Предполагая достаточную гладкость функции /, разложим интегралы в

(8) по степеням бесконечно малых величин а? с точностью до второго

Порядка. Мы убедимся, что числитель в (8) эквивалентен га] -аз и поэтому 

предел (8) существует для любой достаточно гладкой флаговой функции.
I
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Пусть направление оси X нашей координатной системы совпадает с направ- 

лением прямой р0 (см. Рис. 2). Мы начнём с разложения интеграла

со ՝
(9)

Координаты точки Г 6 СР суть Г = (ж,у(х,а1,а2)) (для обозначений см

Рис. 2), где 

у(х,О1,а2) =
(Ю)

и направление отрезка СР есть

. . а} 8Ш йц — а2 Вт а2
^з(ах, а?) = агс1б------------- ------------------ —■ (И)

Рис. 2 О Я = х,ОА = ОВ = = у(х, а1։ а2), АС = аь ЯР = а2.

Очевидно, что

= 1/1+ = /(а։, а2) (12)

Мы будем использовать следующее приближённое выражение для 7(а1,а2),

которое следует из (12) с помощью формулы Тейлора :

Ча\. аз) = 1 +
1

2(6 ֊ 6 )2
(а^ ею2 с*! + а* в։п2 а2 — 2а! ■ а2 • зт оц 5ша2) . (13)

Мы имеем

/ /(г,И*>‘П.а։).¥>з(<։1,<։2)) • Ца1,а2)<Ь- 

г1г+а1 сало1
“ / / ’ ^(в1,в2)<^х ֊ / / • у>(аьа2) <1х

«мэ-вэ сов а3

(И)
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Запишем разложение Тейлора для /(Г,<р3) как функции от а1։а2 в точке

а1 = а2 = 0. Заметим, что предельное положение флага (Г,<р3) есть флаг 

(Я, 0) = (х,0,0) :

/(хг(/), |/(х, 01, а2, »а2)) = /(х,0,0)4-
ду

ду 
дй\

д/_ д^ 
др да\

д] ду д/ дрз 
ду да2 др да?

э2/
ду2а? +

' ду\2 д/ д2у
>0(11) ду да2

дудр
д2/ ду др3

да} да\
д} д2 р3 
др да\

д21 
ду2

д/ д2у
4 ду да2

д2!
др2՛

дрз\2 д2/ ду др3 д/ д2р3 
да2) + дудр дач да? * др да2

(15)

ду/ ду д} д2! / ду дрз
ду2 да\ да? дудр \#а1 да? 4

ду 
да^

д± д21
ду да^да2

д2/ дрз дрз
др2 да^ да?

д! д2ч>з
др да^да^

а! • а2.

Значения производных функций у(х,01,02) и 9?з(а1,а2) в точке □! = а2 - О

можно найти из (10) и (11).

Мы должны подставить окончательное выражение, а также (13) в инте­

гралы в правой части (14). Заметим, что в случаях двух после,И {их инте­

гралов (где интеграл берётся по бесконечно малым интервалам) достаточно 

подставить только первые три слагаемых из (15). После некоторых прео­

бразований, которые очень громоздки для того, чтобы воспроизвести их 

здесь, мы получаем нужное, нам выражение для интеграла (9).

$т О1 • 51П а2х
со

д2/

Л» дудр

8Ш С*! • СО6 а2 5Ш ОГ2 • СО8 Оц
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БШО; *8Ш&2 вш а 1 • сое с>2 — сое а։ • ей) £>2

БШ £>2 СОБО)
I,
5/(4,0,0) 

др
81ПЛ1Со$а2 ^/(Ь.О.О)

д<р

Г 9/ Чх- 
I» (16)

Здесь А» — квадратный многочлен по а, (։ = 1,2) :

<9/(х,0,0) 
ду

• (/, - х)(1х~

(-1)'
Б) п а,

- /(4.0.0) собл.] • а,+

,5/(4,ОД}) «и2 а, _ 5/(4,0,0) .
дх '* 2 дц

,,, 3/(4,0,0) «та, сова, , ЛЧ япа,
4) Ч

ь<92/(х,0,0) 2 5Ш2 а։
■ уу--- ('1-2й7Т7у+

(П)

^/(х,0,0)

X

• (/, — х)(1х (-֊ 1)'
б։п аг, • сое сг։ 

(/։ - <1)2
д2/(х,0,0) ,, и_ япа, 
"М7՜

^2/(х,0,0) 
д*1

(1х х

вш2 а, 
2(4-м2 +

5/(х,0,0) аша, соза, 
1 (1г-Ь)2

4

{1 если : = 2
2 если . ։ = 1.

Интегралы /хр / ей и /вс / (Н зависят только от аз и О] соответственно.

Действуя как и выше, получим

/(11 = А2 + о(о2),

/(11= А1 + о(о2).

(18)

(19)

Подставляя (16), (18), (19) в правую часть (8), мы получим следующее
I
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выражение для предела Крофтона 7/(|Zo) :

Т/(Ро) =
i 0/(6, о, о) _ i
2 9р 2(h-h)

1 (h 8f „
8V

։ 0/(6, о. 0)
др

'i, &у

2('։-(։)Л, 8</х

(20)

dx

Г 92 f
i, 9у9<р

Заметим, что полученный результат имеет вид комбинации ctgo,

T/(ffo) = Bictgai + Bjctgaj + С

Если предел 7/(уо) определяет плотность меры в С, то правая часть (20) 

не должен зависеть от углов и о2. Следовательно, в этом случае 

коэффициенты В\ и В2 необходимо равны нулю :

*»/('1,0,0) 1 Г*’<?/(։, 0,0) 1 Л0/(։,О,О)
т------ -—— / -------- dz + •—— / ----- - ------ (/2 - r)dr = 0 (21)
dtp I? — ц др I2 — /j J|։ ду

и

0/(*.o.Q) 
ду

0/(6.О,О) f'։ 9f(z,0,0) 
~8^dl

(li֊x)dz = 0.
(22)

Гак как выбор прямой д0 и 1\ € до были произвольными, то (21) можно 

переписать как результат относящийся к значению / на семействе флагов

L = {(^.^) : меняется на направленном прямолинейном отрезке

исходящем из Pi, длина которого есть |£| и направление —
I

А именно, (21) можно записать как

5/(Л,р)
9<р

9Дг(1),у(1),д>) 9f(z(l),y(l),<p) - о, (23)
дп^
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где —— обозначает дифференцирование в направлении “положительной” 
дп+

нормали к £, направление которого соответствует координатной системе

на Рис. 1.

Очевидно, что (22) есть частный'случай (23). Если имеют место и (21), и

(22), то ?(д0) равен С.

Мы доказали следующую лемму :

Лемма 1. Если неотрицательная функция флага / порождает меру в прос- 

транствеС в смысле описанном в §/, то она необходимо удовлетворяет (23).

Используя (20), (23), мы получим окончательное выражение для 7/(<?о) :

^2

с1х—

г1’ а2/
1> дудр

(24)

И вновь, (24) можно записать для произвольной прямой д, направление

которой есть </>. Следовательно, плотность меры прямых соответствующая 

заданной функции / может быть найдена по формуле :

д2/(*(/),у(/),<р) 
д<рдп+

А А
(|£| ֊ 21) <И- [ (|£| - ОIМ

А 0(П+Г ]

(25)

Таким образом, (23) является ответом на вопрос 2 параграфа 2. Очевидно, 

из (23) также следует ограниченность крофтоновского отношения. Мы ис­

пользуем этот факт ниже в §5.

§4. ПРОВЕРКА

Пусть 7(9?,р) = у(д) — плотность меры т(-) в С, абсолютно непрерывная 

относительно дд. (^>,р) — полярные координаты основания перпендикуляра 

опущенного из начала координат О на прямую д.

В этом случае соответствующая флаговая функция / может быть пред- 

ставлена в виде : 9I 
I 

1/(*. у՝<р) = т / 7(^ + 1/\Р(*. У, ¥> + 1/»)) • 151п (26)
* Уо
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Проверим, что условие (23) удовлетворяется для функции / заданной по 

(26).
Так как р(х, у, + V») = * ֊ 8Ш (*> + V». агсвт ֊ ) , где ։ = \Д2 + у2, то заменой 

переменной в (26), получаем

f(x,y,p) = - Р(^>У»^)) • |sin(i/- <р)|diz.

df
Найдём производные —• и

df и——Имеем 
дп+

7(^.р(^.У.^)) -cos(i/-^>)di/+
д<р

Следовательно,

д£_
д<р

' 7(<р 4֊ ^,р(х, !/,<р 4֊ VO) * cos^ sign[sin V»)
о 4

(28)

где

Sign г = О
если
если
если

Отсюда следует, что

dl =

у2ж
I cos • sign [sin i[>] dxl> 
о 2|L|

7(<Р 4֊ ^,p(z(/),y(/),^ 4֊ ^)dl
(29)

и » • Перейдем к -г—.дп+

df 1 f1՝ dy dl 
5n+ “ 2 Л dl dn+ | sin V՜! (30)

Так как
dl

—֊ = -CtgV’ (см. Рис. оп^
3), мы получим

. . . ^7 । ,
ctg ■ |sm^| • Jj'dv- (31)

Заметим, что ctg 0 • | sin 0| = cos tp signjsin V']-
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Поэтому

|Ь|
СОЗ • 51^п[$] П 0] (1^ • 1Ы — •(1И ֊/)<//

(32)
о о

о

сое ■ sign[sin 1/>] • -—֊ у (П
о

здесь мы использовали

<*|/\

у сП.

Подставляя (27), (29) и (32) в (23) получим тождество. Таким образом.

для / типа (26) условие (23) удовлетворяется.

Проверим, также, что результатом применения (25) есть плотность у(^>,р).

Имеем

21֊ ^/(*('). У(0, ¥>)<« = 151п у ■ сП (1-ф. (33)

Дифференцируя (27) по <р получаем

Следовательно,

у • | З1п 1р\ (к/>.

1 [ Д7(х(/),у(0,у) _
2|ЫЛ

= 2М*’.Р(։.У,*’)) + + <р,р(г,у,к + ¥>))]- (34)

<1'1’,
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Используя (31), мы находим

d}f 1
0(п+)’ “ 2 ctg2V> • I sin • ~d$. 

он (35)

Поэтому

2|Д|

(36)

f ctg2</> • | sin V»| 
о

7 dl di/s.

Используя (28), получаем

37 
d<pdn+ ctg 0 • cos V» • sign [sin t^j dxl՝.

Отсюда следует, что

1 f g7(r(/).y(/),y) 
2|£| JL dydn+ (|£| - 2/) dl-

ctgi^ • cos sign[sin V’] {[?(¥>.p(x, У, ?))+ (37)

+7(*+ ¥>.?(*.?,* + ?)))-

(|1|-/)/Л =

о

о

Используя (33), (34), (36) и (37), получаем

v(g) = т(^.р)

(здесь мы использовали тождество ctg2^ • | sin V'l = ctg V’cos • sign [sin V’])- 

Мы проверили необходимость условия (23). Заметим, что (25) можно рас- 

сматривать как решение интегрального уравнения (26).

§5 ОБОБЩЕНИЕ НА ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ МЕРЫ

Все меры и плотности, рассмотренные нами в предыдущих параграфах 

были неотрицательны. Однако часть полученных выше результатов остают­

ся в силе если заменить меры и плотности в формулировках результатов 

на знакопеременные меры и плотности.

Заметим также что проверка в §4 остаётся в силе, еслии опустить условие 

неотрицательности функции /. Однако в контексте с знакопеременными 
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плотностями утверждения касающиеся финслеровых метрик не имеют мес­

то. Однако, эта потеря конпенсируется замечанием, что (23) в случае 

знакопеременных мер становится и достаточным условием. Для доказа­

тельства этого утверждения используется результат Р. В. Амбарцумяна 

опубликованный в этом же номере журнала (Предложение 2).

Теорема- Пусть / достаточно гладкая флаговая функция. Тогда условие (23) 

необходимо и достаточно для существования локально-конечной знакопере­

менной меры в пространстве прямых С, которая имеет плотность у(р), 

удовлетворяющую (26). *’ ВаЯ

-Доказательство. Рассмотрим предел Крофтона (8) для следующего инте­

грала
/

(предел (8) существует, так как неотрицательность /, которая предпола- 

галась в §3 несущественна). . ‘ ЗКм

Если уравнение (23) удовлетворено, то крофтоновское отношение остаёт- 

ся ограниченным (коэффициенты В} и В2 перед ^СГ] и ^а2 равны нулю) 

и следовательно, упомянутая теорема (см. [3]) имеет место. Мы доказали 

существование знакопеременной меры т() в С, для которой •

и (25) даёт значение её плотности. Отсюда следует представление (26).

Замечание 1. Неотрицательность правой части (25) эквивалентна усло-

вию выпуклости функции f т. е.

дф*
Замечание 2. Условие (23) эквивалентно следующему условию

df • . 'df d2f d2f , й
-a7sinv+^cos^-^cos՝₽-^sin^ = °- (Зв) 

гво. Умножая (23) на |L|, дифференцируя дважды по |£| и

используя
df _ df . df
——sln9>+—cos<₽

получаем (38).



Замечание 3. Хорошо известен следующий факт касающийся плоских 

финслеровых метрик (см. [5]) : для того чтобы геодезические определяе­

мые некоторой метрикой были бы прямыми, необходимо, чтобы соответ-

ствуюшая инслерова плотность удовлетворяла бы уравнениям Эйлера.

Наше условие (3) является линейной комбинацией уравнений Эйлера.

ABSTRACT. A Finsler etric p is described by its density (Finsler
density), which is a function /(z.y, <p) depending on (i',j/) E IR2, and
p € Si (S\ is the circle of planar directions). It is proved that if a 
nonnegative locally convex function / defined on IR2 x Si satisfies the 
u-zr 1 df ■ df d2f .differential equation : ֊ —sin^ + — cos^ - - ■ cos ir - sin = 0

ox ay oxa<p oydv
then f is a Finsler density and the corresponding metric p determines a 
measure m( ) in the space G of lines in the plane. If the condition of local 
convexity and nonnegativity of f is removed then this differential equation 
presents a necessary and sufficient condition for the existence of a signed 
measure m( ) in G. If f is sufficiently smooth, then m( ) necessarily has a 
density, for which an explicit expression in terms of f is found.
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