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С

частности, на абстрактные категории переносится основная теоряма

§0. ВВЕДЕНИЕ

Полное и окончательное решение вопроса разрешимости полиномиального

уравнения от одного неизвестного в радикалах, финально оформившееся

в классическую теорию Галуа» базируется на трёх фундаментальных дос- 

тижениях. Первым из них является введение понятия поля и переход от

рассмотрения неприводимого многочлена к ассоциированному расширению

поля коэффициентов этого многочлена. Во — вторых, это - введение по­

нятия группы, рассмотрение группы автоморфизмов расширения полей и 
9

построение соответствия Галуа между промежуточными полями и подгруп-

пами этой группы. Наконец, третий этап - перевод на язык полей и групп

проблемы разрешимости полиномиального уравнения в радикалах и реше­

ние возникающей теоретики - групповой задачи. Сердцевиной и главным

звеном этой программы является второй пункт, в рамках которого доказы-

вается

Шсноехая теорема классической теории Галуа.

рЧусть поле К является расширением Галуа конечной степени поля к, С - 

Группа Гал^а этого расширения.

I а) Соответствие Галуа устанавливает биекцию между промежуточными
I
полями Е рассматриваемого расширения и подгруппами Н группы С.



б) Поле К является расширением Галуа поля Е.

в) Поле Е является расширением Галуа поля к в том и только в том 

случае если подгруппа И нормальна в С; группа Галуа этого расширения 

изоморфна факторгруппе С/Н .

Главным первоисточником этих результатов является (1), современные и3. 

ложения ֊[2], [3]. Здесь нас будут интересовать, главным образом, те ре­

зультаты, которые связаны с обобщениями основной теоремы или доказа- 
Г • 

тельством её аналогов.

Прежде всего, основная теорема теории Галуа была перенесена, на слу- 

чай расширения полей бесконечной степени ([4]). Оказалось, что утверж- 

дения п.п. б) и в) справедливы и для бесконечных расширений Галуа. 

Однако в этом случае нарушается свойство п. а) : разным подгруппам 

группы С может соответствовать одно и то же промежуточное поле Е 

Для восстановления биективности надо рассматривать только ’’замкнутые” 

подгруппы группы (7, каковыми являются наибольшие подгруппы, соответ­

ствующие промежуточным расширениям ((5]). Здесь замкнутость можно 

понимать как в смысле соответствия Галуа, так и, эквивалентно, относи­

тельно топологии на группе Галуа, имеющей в качестве базы окрестностей 

единицы все подгруппы группы (7, являющиеся группами Галуа промежу- 

точных расширений Галуа конечной степени над к.

Последний результат допускает максимальное в теории полей обобщение :

при произвольном расширении А поля к с группой ^-автоморфизмов С 

<֊ оо1 нетствием Галуа устанавливается биекция между множеством всех про­

межуточных полей Е, над которыми К является расширением Галуа, и

множеством всех компактных по. групп группы С ([6]-(9]).Л

В (10] теория Галуа переносится на тела, точнее^доказывается утверж­

дение и а) основной теоремы в случае подтела к инвариантных элементов 

тела А относительно конечной группы внешних автоморфизмов (7, действу- 

к>щи» на тело А' Этот результат дополняется утверждением о равенстве 

степени верхнего лодрасширения, определенного промежуточным телом Е, 



Основная теорема в категорной теории Гклуа 3

порядку соответствующей подгруппы Я, а степени нижнего подрасширения 

- индексу И в С.

Основную теорему удается перенести и на некоммутативные кольца линей- 
*

них преобразований векторного пространства над телом ([И]). При этом 

она претерпевает изменения, уже встречавшиеся в случае произвольного 

расширения полей и вызванные тем феноменом, что как "замкнутые” под- 
9

кольца, так и "замкнутые” подгруппы не совпадают с множествами, соот­

ветственно, всех промежуточных подколец и всех подгрупп уже в случае 

конечной группы Галуа Основные технические трудности связаны именно 

с описанием ”замкнутых" подколец и "замкнутых” подгрупп ([11]-[14]). Как 

частный результат развитой теории получается полный аналог классичес­

кой основной теоремы для случая подтела к данного тела К, образованного 

элементами, инвариантными относительно конечной группы его произволь­

ных (а не только внешних) автоморфизмов. Однако "замкнутыми” оказыва- 

ются все подтела, но не все подгруппы. Этот результат удается распрос­

транить на случай бесконечной группы Галуа, только когда она состоит из 

внешних автоморфизмов ([И]).

Известны обобщения п а) основной теоремы на случай, когда К - ком- 

мутативное кольцо без нетривиальных идемпотентов, являющееся конечно 

порожденным проективным модулем над подкольцом £ элементов, инвари­

антных относительно группы Галуа С ([15]-[19]).

Весьма плодотворным оказалось приложение идей классической теории Га- 
ш

луа к обыкновенным дифференциальным уравнениям ([20]-[25]), обзорно 

[26]. Параллельная теория была развита для дифференциальных полей с 

аналогичной основной теоремой, подвергшейся двум модификациям.

Во-первых, место расширений Галуа обычных полей занимают расширения 

Пикара-Вессио (или, более общо, сильно нормальные расширения [15}) 

дифференциальных полей. В частности, это относится к исходному рас­

ширению К над к, причем предполагается , что к имеет алгебраически 

замкнутое поле констант характеристики нуль. Во-вторых, биекция множ­



ества промежуточных дифференциальных полей устанавливается , как и в 

случае расширения Галуа бесконечной степени для обычных полей, не со 

всеми подгруппами ’’дифференциальной’ группы Г алуа, а только с её "алг^. 

браическими” (замкнутыми в смысле соответствия Галуа) подгруппами.

Группа Галуа расширения Пикара-Вессио является алгебраической ма- 

тричной группой. Венцом теории является результат о том, что разреши­

мости компоненты единицы ди > •!< •{)ференциальной группы Галуа соответствует

разрешимость дифференциального уравнения в квадратурах ([26]).

В самое последнее время была развита теория Галуа для пучков мно- 
• • * •

жеств, доказан аналог основной теоремы (точнее п. а) этой теоремы) и 

полученные результаты были применены к предсхемам ([27]). Несколько 

особняком от обшей канвы развития стоит, так называемая, треугольная 

теория Галуа ([28]).1

Понятия и результаты, двойственные к тем, что составляют классичес- 

кую теорию Галуа, а также её вышеприведенные модификации, возникают

в тесно связанных друг с другом теориях римановых поверхностей, ал- 

гебраических функций и алгебраических кривых, и в общем виде в алге- 

браической геометрии (в частности, в связи с вопросами униформизаиии 

алгебраических многообразий (см.[8]). ՝ ' ТЯ

Гак в [29], определяется группа монодромии римановой поверхности (более 

точно, конечнолистного накрытия комплексной сферы, которое ассоцииро- 

вано с римановой поверхностью по построению), являющаяся не чем иным, 

как группой 1 алуа соответствующего конечного расширения полей рацио- 
нальных функций. I

В [.»О] вводится понятие группы накрывающих преобразований накры- 

тия р. } X топологических пространств и доказывается , что в случае, 
— _ •

Рецензент привлёк внимание автора к статьям ((41]-[45)), которые содержат при-

Ло*’"и* идей классической теории Галуа к банаховым алгебрам. Согласно ([46]) 

имеется также небольшое число работ, посвященных теории Галуа общих алге- 

браически.х систем ([47], [48]). к 
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когда Х-риманова поверхность, а накрытие р индуцировано расширением 

А, получающимся присоединением к полю К мероморфных функций на X 

алгебраической функции, являющейся корнем целого многочлена с коэффи- 

циентами из А , группа накрывающих преобразований изоморфна группе 

автоморфизмов поля Ь над К. При этом накрытие Галуа можно опре­

делить либо требованием, чтобы соответствующее расширение полей меро­

морфных функций было расширением Галуа, либо эквивалентным условием

транзитивности действия группы накрывающих преобразований на любом 

слое накрытия. Отметим, что, в частности, универсальное накрытие любого • Ж * • •
связного многообразия X есть накрытие Галуа и его группа Галуа изоморф- 

на фундаментальной группе 7Гх(X) ([30]). Именно такой подход, основанный 

на использовании групп Галуа, позволяет ввести понятие фундаментальной • • е
группы для произвольных схем ([31] и обзорно [32]).

Отображение

кривая ।--- поле рациональных функций на ней
4

устанавливает двойственность между категориями полных неособых алге- 
• * >

браических кривых нал фиксированным полем к и конечных расширений 

трансцендентного расширения к(1) поля к. К сожалению, для многообразий 

высших размерностей такой двойственности не существует : гладкая полная 

модель соответствует полю степени трансцендентности > 2 неоднозначно 

даже с точностью до бирегулярного изоморфизма ([33]). Тем не менее, нор- 

мальное накрытие алгебраического многообразия X имеет би рациональный 

характер, т.е зависит только от (конечного сепарабельного) расширения Ь 

поля А' рациональных функций многообразия X, верное для алгебраических 

многообразий произвольной размерности, позволяет перенести всю терми­

нологию для расширений полей на конечные накрытия нормальных алге- 
• • •

браических многообразий вместе с некоторыми двойственными результата-

ми ([34])_ ■֊ —
I

В [15] "в наиболее общем смысле” теория Галуа трактуется как ’’тео­

рия, изучающая тс или иные математические объекты на основе их группы 
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автоморфизмов'. Значит естественно было ожидать развитие теории Галуа 

в рамках теории категорий. Однако автору такие попытки не известны. 

Первым шагом в этом направлении представляется настоящая работа. Под 

разрабатываемой ”категорной теорией Галуа” подразумевается теория, ко­

торая ставит своей целью изучение зависимости между группой автомор- 

физмов (и более общо - полугруппой эндоморфизмов) объекта и его под­

объектами (двойственно, факторобъектами) в абстрактной и по возмож­

ности максимально обшей категории. При этом оказывается , что часто 

удобнее вместо подобъектов и факторобъектов данного объекта рассма- 

тривать морфизмы в него и из него или даже их семейства.

С одной стороны, категорная теория Галуа может быть рассмотрена

как одна из параллелей классической теории Галуа наряду с её вышеприве­

денными аналогами и обобщениями. Вместе с тем, она занимает в этой 

цепи особое место в силу объемлющего, объединяющего и унифицирующего 

характера теоретико-категорного метода. Его специфика проявляется также 

в том, что в то время, как результаты категорной теории Галуа навеяны, 

а иногда просто скалькированы с классической или параллельных теорий 

а.п^а, их доказательства полностью отличаются от известных, опираю- 

шихся на теоретико-множественный подход доказательств. Возможность ♦
категорного обобщения теории Галуа показывает её истинное место в ма­
тематике. ՝

Отметим, что частные теории Галуа служат не только эталоном для по­

дражания для категорной теории, но и возможной областью приложения. 

Так, интерес автора к разрабатываемой тематике был обусловлен рабо­

тами ([35], [36]) ( в которых факторизацией по подгруппам группы Галуа 

строятся башни накрытий кривых и исследуются многообразия Прима этих 
% •

накрытий), стремлением строго обосновать применение теории Галуа.

Статья состоит из трех параграфов.. В §1 изучаются группы и полугруппы, 

ттандартио ассоциируемые с произвольным морфизмом. В §2 вводятся 

понятия стабилизации и, двойственно, факторизации объекта по подмнож
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еству его эндоморфизмов и исследуются их свойства. Здесь доказывается 

теорема 2, являющаяся обобщением п. (в) основной теоремы классической 

теории Галуа. В §3 приводится конструкция соответствия Ралуа и ассоци­

ированного с ним оператора замыкания, доказываются результаты, обоб- 

тающие утверждение п. (а) основной теоремы классической теории Галуа 

(теорема 3).

Сводка некоторых обозначений и соглашений

Морфизм из объекта А в объект В обозначается АрВ, множество всех 

морфизмов из объекта А в объект В -Мог(А,В). Композиция морфизмов 

АрВ и ВфС записывается слева направо : рф. Полугруппа эндоморфизмов 

объекта А обозначается Епс1А, группа автоморфизмов - Аи1А, их единичный 

элемент - 1л-• • • • • • • •• « • • • • • • *
Класс всех подклассов класса А (в частности, множество всех подмножеств

множества А.) обозначается В(А) и называется булианом А.

Если АрВ ֊ отображение множеств или классов, образ А С А обозначается

Ар, а прообраз В С В - Вр f
Частично упорядоченные множества и классы называются ординалами.

Отображение АрА ординала А называется увеличивающим, если ар > а для 

любого а Е А. Двойственно определяется уменьшающее отображение.

Морфизмы АрВ и ВфА называются квазиобратными друг к другу, если

рфр = р и фрф — ф.

Класс всех морфизмов в объект А обозначается

физмов из объекта А - А. С каждым морфизмом АрВ 

А, класс всех мор- 

ассоциированы ото­

бражения Ар. В : кр. = к ■ <р и В<р* А : Хр* = р À. Класс всех подобъектов 

объектов А обозначается Р(А), факторобъектов - Q(A). Подобъект и фак- 

торобъект записываются с помощью любого представляющего их морфиз­

ма.

В статье используется теоретико-категорная терминология, принятая в [38].

В частности, это касаеттся терминов конус, коконус, разделяющий конус, 

коразделяющий (плотный) коконус.
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Формулировки двойственных понятий и свойств в тексте приводятся в 

исключительных случаях. Для названий двойственных понятий использует* 

ся приставка "ко", ссылка на дуальные к сформулированным утверждения 

осуществляется с помощью верхнего индекса "звездочка”.

Параграфы делятся на пункты, каждый из которых содержит не более 

одного утверждения, формулируемого как "предложение’’. При ссылке на 

него указывается номер соответствующего пункта. Значок О свидетельст- 

вует о конце доказательства (или его отсутствии в тривиальном случае). 

Отметим одно отличие в терминологии по сравнению с [38]. Расслоен- 

ные произведения называются киамальгамами, двойственно, корасслоенные 

произведения - амальгамами.

§1 ПОЛУГРУППЫ И ГРУППЫ, АССОНИИРОВАННЬЕ С МОР- 
ФИЗМАМИ

1»1. Для произвольных объектов А и В рассмотрим тернарное отноше- 

ние, определяемое равенством а<р = где о е EndA, 0 С End# и *
€ Мог(А,В). Будем называть а перестановочным слева эндоморфизмом, 0 

перестановочным справа эндоморфизмом, (а,/?) парой ассоциированных ле- 

рее га новочных эндоморфизмов относительно морфизма Множество всех 

пар ассоциированных перестановочных эндоморфизмов определяет соот- *
ветствие £(р) на EndA х EndB, а множество всех пар ассоциированных 

перестановочных эндоморфизмов - соответствие А(у>) на AutA х AutB.

1.2. Предложение. (а) Соответствие £(^) ~ полугрупповое, соответ- 

ствие А(«р) - групповое ' ■ J

, Соответствия и А(^) транзитивны в следующем смысле : ;

A(v>) - 'А(^) A(sp) С А(4Р>, 'A(v>) AM - ‘ А(^>) С 1 А(р).

тачок t показываст транспонированное Соответствие ф
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1.3. Стандартным образом определяются правые и левые образы под- 

множеств относительно соответствий и А(^). Правый образ Афе под­

множества А С Епс1А относительно соответствия Е(ф) срстоит- из всех 

(3 6 ЕпИЯ, для которых существуют а € Л такие, что (а,0) € £(?>). Таким 

образом получаем отображения

В(Еп<1А)р,В(Еп<1В), В(Еп<)В)?։В(Еп<М)-

В(АоМ)։р<,В(Аи1В), В(Аи1В)у>-В(Аи1Л).

1.Л.Предпожение. Отображения и М’а.У’0 удовлетворяют еле- 

дующим свойствам.

(а) Все они изотонны.

(6) Композиции фефе, фефе и фафа, фафа ~ увеличивающие отображения 
* • *

(в) Отображения фе, фе и фа՝ фа квазиобратны друг к другу.
И* • ■

(г) Отображения (ре и фе переводят подполугруппы с единицей в подполу- 

группы с единицей, а отображения фа и фа переводят подгруппы в подгруппы.

Доказательство. Утверждения (а) и (б) справедливы для отображений, ас­

социированных с произвольным соответствием, а (г) - для произвольных 

полугрупповых и групповых соответствий ((37), гл.1,§2). На булианах 

множеств подразумевается естественный порядок по включению Что ка­

сается утверждения (в), включение Афефефе Э Афе следует из (а), (б), 

а обратное включение вытекает из свойства транзитивности соответствия

£(у?) О * •

1.5. Применив свойство (г) к тривиальному и тотальному подпол> ։ руп-

пам полугру’плы Еп<1/1 и подгруппам группы АииЧ, получаем следующие 

образы :

5**’ = (Еп<1Л)^։ — полугруппа правых перестановочных с ч> эндоморфизмов 

или аллотропная полугруппа морфизма <р :

С<*> = (АиМ)¥>„ — группа правых перестановочных с у> автоморфизмов или 

аллотропная группа морфизма ;
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5* = {1д }<ре — полугруппа правых изотропных для эндоморфизмов 

изотропная полугруппа морфизма
* •«•>••• —I • ♦

С?9’ = {1л}г*а — группа правых изотропных для у? автоморфизмов или
ч

изотропная группа морфизма </> ;

Двойственные коаллотропные и коизотропные полугруппы и группы обоз­

начаются аналогично с помощью нижнего индекса.

1.6. Предложение. Если - мономорфизм, то

(а) £(<р) - график гомоморфизма полугрупп с образом ;

(6) А(\р) - график гомоморфизма групп (7^9?вАи1А с образом С^у и ядром
С*. _ ' ՛ -

Доказательство. Если сцу? = ач<р = то а1 = оз ввиду мономорфности

<р, поэтому <ре и <ра отображения. Гомоморфность этих отображений

следует из того, что соответствия £(<р) и А($р) замкнуты относительно 

покомпонентного умножения. Утверждения об образах очевидны, а кег<рв = 

С*1, потому что равенство <р(3 — по определению изотропной группы 

означает/что

Следствие. Если биморфизм, то соответствия £(<р) и А(^) определяют 

изоморфизмы полугрупп и групп С[^обратными к которым

будет и соответственно.

л< д< твие немедленно вытекает из доказанного предложения и двойствен- 

ного кинему утверждения 1.б*.0

В частности, при изоморфизме А<рВ имеем изоморфизмы полугрупп эндо- 

морфизмов ՝՜ ՝ я

(Еп<Ы)<ре(ЕгкШ)| аре = (ЕпдВ)у>в(Еп<1 Л)| 0у>* = <р0у>՜'

• • • * жи групп автоморфизмов АиМ, Аи1Д.

гт ՛ *' *
1.7. Предложение. Полугруппа изотропии 5* и группа изотропии С 

ичвариантнл отчоситол.но сопряжений элементами аллотропной групп» 
в^՝. 'Л
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Доказательство Для произвольных эндоморфизмов 0 € и 6 6 5*

Ф0Ъ = а<рЬ = а<р = <р0,

откуда следует, что 0Ь0~} 6 6*. Поэтому 08*0՜' С 5*. Поменяв 0 на 0~\

получим обратное включение. Если Ь € С* з , то точно так же получается
равенство 0 1С*0 =

Следе՜сние. Н ормализаторы полугруппы изотропии 8^ и группы изотропии 

С* в группе Аи(,В содержат аллотропную группу О

Как будет показано в следующем параграфе, для определенного класса 

морфизмов верно и обратное включение.

В следующих пунктах исследуем поведение полугрупп и групп, ассоци­

ированных с морфизмами А<рВ, В^С, АхС в том случае, когда х является

композицией

1.8. Предложение. Если х —и -ф изоморфизм, то

5(<) = 5* = С(х) = Сх - 4ГХС*4>.

Доказательство. Пусть 0 € Еп<1В и 7 = 0\[՝е = х 0"ф 6 ЕпдС. Тогда, как 

нетрудно проверить, 7 6 если и только если 0 Е (7^. Это означает, 

что С(х) = Аналогично доказываются остальные три равенства.
Ф

1.9. Предложение. Если * = то выполняются следующие свойства.

(а) Соответствия £(\) и А(,\) содержат соответственно произведения 

соответствий £(4>) в качестве подполугруппы и А($р) А(0) в качестве 

подгруппы. 
Ф

(6) Изотропная полугруппа 84' является подполугруппой изотропной по- 

лугруппы 8х, а изотропная группа С4՛ - подгруппой изотропной группы (7*.-

(в) Правые образы (5(^) А 8^>) “ (8^)Г\8^)^е являются подполу-

группами полугрупп 3^^ П ’ и А 5х соответственно. Аналогично 

(С^, П < £<*> П С‘Х>, (вм А С”) 0. < А С*.



12

(г) Правые образы (5(^,) А <$(х)) У’е и (•$(</>) ^ содержат подполу,

группы 5(<|₽) П5(^) и соответственно. Аналогично (С(^) П С(х)) у?в >

с^>пвм, (Смпвх)^. >0^00«,. ■ '4ти1• •
(д) Если ф - мономорфизм, то 3* = 3^, Сх = С^>;

5(и,)ЛЗ՝’ = (з"»ПЗ*)^, СипС’ = (в™ п 0х) Фа.

= 3<*>П5*. (СиПС^С^ГК?.

Прежде, чем перейти к доказательству, сделаем два замечания.՜ Только 
• /

утверждение п. (а) из вышеприведенных является самодвойственным. При 

переходе к двойственным утверждениям включения не меняются на про­

тивоположные.

Лжазательство. Проведем детальное доказательство только для п. (а). 

Прежде всего, произведение соответствий для и ф лежит в одноименном 

соответствии для х, потому что из равенств ар — р0 и 0ф = Ф7 следует 

равенство ах = Х7- Проверим замкнуттость относительно покомпонентной 
ч

композиции произведения одноименных соответствий для у? и ф. Пары 

(0,7) и (а1,7х) принадлежат произведению соответствий для у? и ф тогда и 

только тогда, когда для некоторых 0 и 0' выполняются равенства ар = р0, • •
ЗС’ = V’? и о> = р0', 0'ф = фу'. Но тогда = р(00'), (00')ф = Щ77'), 

т е. (оо ,77*) также принадлежит произведению рассматриваемых соответ- 

ствий. Наконец, если (0,7) € А(<р) • А(1/»), то ар — р0 и 0ф = фу при 

некотором 0 6 АисВ. Поэтому а~[ р — р0~}, и 0~1ф = 07“1, следовательно, 

(о՜1^՜1) € А(^) • А(0).

(П] Достаточно заметить, что “фу = влечет = у.

(в,г) Если ар = р0 и 0ф = ^7, то ах = Х7- Из этого факта следуют пер- 

ное и третье соотношения п.п. (в,г). Подставив в приведенной имплекации 

~ 1’ можно вывести доказательства второго и четвертого соотношений п. 

(в), а подстановкой 7 - 1 - доказательство второго и четвертого соотноше­
ний п (г). . • ՛ * 3
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(д) Если а<рх1> а\ х — то, сокращая на мономорфизм получаем 

Поэтому справедливы включения, обратные к включениям п. (б)*, 

что доказывает первые два равенства п. (д).
! л л ՝ * 4 • 1

Из равенств 0хр = и Х7 = X следует равенство р0х/> - <^7 = и после 

сокращения на мономорфизм х1> получаем <р0 — Поэтому справедливы 

включения, обратные ко второму и четвертому включениям п. (г) что 

доказывает вторую пару равенств п. (д). Третья пара равенств получается 

из второй, если учесть, что при мономорфном хр х^е является гомоморфным 

отображением, а х!>е задает его полный прообраз.О

1.10. Предложение. Если х = то С1 67х является подгруппой 

нормализатора в С*.

.Доказательство. Если 7 € П (7х, то 7 Е (7х и хру = 0х/> для некоторого 

автоморфизма 0. Используя свойства 1.9.(д)‘ и 1.8, получаем С4, — =

С*1 = Это означает, что 7 принадлежит нормализатору в (7х О

Замечание. Единственным препятствием для справедливости аналога дока­

занного предложения, получаемого заменой 5^ ' на С’’՝*՜ и 5й на (7^, являет- 

ся то обстоятельство, что появляющийся в доказательстве эндоморфизм 

0, вообще говоря, не эпиморфен, поэтому не дебетует свойство 1.9 (д)‘. 

Чтобы поправить дело, достаточно 5^ 1 заменить правым образом Е(В)\1>е 

полугруппы Ё(В) эпиморфных эндоморфизмов объекта В.

1.11. Если х = и у изоморфизм, то в силу 1.9(д)’ имеем равенство 

изотропных полугрупп 5х = 5* и групп (7х = (7< Поэтому корректно 

определяются понятия изотропной полугруппы и группы подобъекта с 

помощью его произвольного представителя.

Двойственно вводятся понятия коизотропной полугруппы и группы фак- 
I • *

торобъекта.

Определение. Суммой или композитом семейства подобъектов Л,а, 4 । € 1 

называется их объединение К кА (т е. точная верхняя грань), обладающая
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следующим дополнительным свойством : коконус К, а, К, однозначно опре. 

деляемый условием <т,к — к1 ։ € Т, плотный в смысле ([38]), то есть еслц 

для морфизмов и КуъВ все композиции к,у>1 и к։^2 совпадают, То

= ¥>2- |

1.12. Предложение. Пусть К\к^А, ։ € 2 ~ произвольное семейство 

подобьектов, КоКоА содержит все к,. Тогда Зк° < а СЛ° < П,€х(?\

Если ко - композит подобьектов ։ € I, то справедливы и обратные в*. 

лючения, те. . • •

5*° = П։€15*‘, С*° = П։е1С*։.

Доказательство. Поскольку к, < ко» то согласно 1.9 (б) G*' > GK°,

SK| > S*°, следовательно П,етСл' > GK°, > S*0 Чтобы

обратное включение, заметим, что для любого а из

равенства к,о — Kt1 при всех ։(Е 7, поэтому по определению

ко = к1, т е. а 6 3*.

Замечания. (а) Утверждения доказанного предложения справедливы

более обшей ситуации. Для любого семейства морфизмов ։ € Т, если

морфизм К кА делит это семейство морфизмов т.е. к, = а,к для подходящих 

К,а,1\ при всех : € I, верны включения П։е25*՛ > £*, П։€1С*։ > (7*. Обрат- 

ные включения справедливы, если коконус ։ € 1 коразделяюший

(плотный). ‘г* ’

((г) Для пересечения КкА семейства объектов 7\։к,А, ։ Е 1 можно

л<>казать только, что изотропная полугруппа 3* содержит композит все։ 
в

изотропных полугрупп У*՛, ։ 6 2, а изотропная группа С* - композит все։

изотропных групп Ск՝. ՝ '

Более общо, эти включения справедливы для произвольного морфизма

А к.4, кратного семейству морфизмов К,к.А, I е 1.

1.13. Обозначим через P(EndX) ֊ множество всех подполугрупп полу- 
• • •

I руппы End4, а через P(Aut4) множество всех подгрупп группы AutX. Они 

являются ординалами относительно операции включения. Класс А все։
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морфизмов в объект А является предординалом с отношением делимости 

морфизмов (которое, очевидно, рефлексивно, транзитивно, но не антисим­

метрично), однако класс Р(А) подобъектов объекта А уже ^является орди- 
• ■ налом.

Сопоставление морфизму или подобъекту его изотропных полугруппы 

и группы определяет отображения

Ае0Р( Епс! А), Аа0Р(Аи1А), Р( А)еР( Еп<1А), Р(А)аР( АисА),

которые согласно предложению 1.9 (б) антиизотонны.

Если морфизм КкА имеет кообраз КксКс, то дополнительный к нему мор­

физм Кск'А равенством = к определяется однозначно и согласно 

предложению 1.9 (д)* имеет те же изотропные полугруппу и группу, что 
« «в * • •

и морфизм к Сам кообраз морфизма КкА определяется однозначно как 

факторобъект объекта К. Если дополнительный к кообразу морфизм 

мономорфен, то он задает подобъект объекта А. 
_ •
Предположим, что все морфизмы к € А имеют кообраз и дополнительные к 

кообразам морфизмы мономорфны ( это условие, в частности, выполняет- 

ся , если все к € А разлагаются в композицию кообраза и образа). 

Тогда сопоставление морфизму к՜ дополнительного к его кообразу мор- 

физма к'с определяет отображение АсР(А), которое согласно вышесказан- 

ному удовлетворяет равенствам се = во, са = ао-

Распространим понятия изотропных полугруппы и группы на семейства 
9

морфизмов и семейства подобъектов кт = (А,к,-А, i 6 2), определив изотроп­

ную полугруппу З*1 как множество всех эндоморфизмов, а изотропную 

группу С*1 как множество всех автоморфизмов о объекта А, удовлет­

воряющих равенствам к,1а = к։ при всех ։ 6 2- Таким образом, по 

определению изотропные полугруппа и группа семейства морфизмов или

семейства подобъектов А,к։А, » 6 2 совпадает с пересечением, соответ­

ственно, изотропных полугрупп и 

этого семейства.

групп всех морфизмов или подобъектов
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Соответственно определяются отображения

П(.4)ё07’(Еп<1Л). В(А)а0Р(Аи1Л),

В(Р(А))ёР(Еп<М), В(Р(Л))йР(Аи1А).

Эти отображения антиизотонны и переводят объединения в пересечения. 

Кроме того композит образов элементов булианов содержится в образе 

пересечения этих элементов

Действительно, антиизотонность отображений сразу следует из опреде- 

лений Для любых элементов булианов (т е. семейств) 2и 7 из соотношений 

2 <2и7,7 < 2и7 и антиизотонности следует, что Те > (2 >

(2 и к7)ё и значит 2еАк7е>(2и У)ё. Обратно, если а € Те Г\ ,3ё, то ка = к 

для любого к, принадлежащего 2 или 3 у поэтому а € (2 и^7)ё. Наконец, 

если о принадлежит композиту образов 2 и 7, то о = а1о2...оп причем для 

каждого о, выполняются равенства ко, = к либо для всех к Е 2, либо для 
о

всех к € 3. Поэтому ка = к для любого кЕ2Г>7, т.е. а € (2 (У3)ё.

Далее, если предположить, что существуют композиты произвольных се­

мейств подобъектов, то, сопоставляя каждому семейству подобъектов ком­

позит этого семейства, получим отображение В (Р(А)) аР(А), которое, как 

легко проверяется , изотопно и удовлетворяет равенствам ае — е, ста = а. 

1 оо гветствующее отображение определяется и для бу лиана класса морфиз­

мов в объект А сопоставлением семейству морфизмов А\к։Л, ։ Е 2 дополни- 

тельного морфизма к кообразу этого семейства А'.а.А, ։ Е 2, естественно, 

в предположении, что кообраз всегда определен Напомним, что кообразом 

семейства (коконуса) морфизмов А'.к.Л, I Е 2 называется коразделяющий 

(плотный) коконус i Е 2, для которого существует дополнительный

морфизм 1\кА, удовлетворяющий следующим свойствам : л

(1) = к, при всех । Е 2 ;

(п) если для коразделяющего коконуса Л'.^А', ։ Е 2 существует допол- 

нитсльный морфизм К к'А, подчиняющийся равенствам <т'к' = 1 Е 2. то
» € 2 при некотором морфизме А''(г'7\. 3 Л
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Полученное отображение В(Л)о0Л также изотопно и удовлетворяет равен- 

ствам (7оео = ёо,аоао =. а0. Полученные результаты соберем в 
• • * • • • •

Предложение. (а) Сопоставление семейству морфизмов в' объект А и се- 

мейству его подобъектов полугруппы, и группы изотропии определяет анти- 

изотопные отображения

Ae0P(EndA), P(A)e(EndA), (A)e0P(EndA), В (P(AJ)eP(EndA);

Ло07>(Аи1Л), Р( Л)а( Аи(.Л), (Л)а0Р(Аи1Л), В (Р(Л)) oP(AutA);

(б) Отображения ёд,ё, ад, а переводят объединение элементов булианов 

в пересечение их образов, а образ пересечения этих элементов содержит 

композит их образов. Если существуют кообразы семейств морфизмов в 

объект А и композиты семейств подобъектов объекта А, то аналогичные 

утверждения справедливы для отображений ео,е,ао,а при соответствующей 

замене объединения элементов на их кообраз и композит.

(в) При условии существования кообразов морфизмов из А и мономорф- 

ности дополнительного к кообразу морфизма, сопоставляя морфизмам из 

А дополнительный к кообразу морфизм, получаем изотопное отображение 

АсР(А), удовлетворяющее равенствам се = ео,са = ад.

(г) В предположениях п.(б), отображения В(Л)<тдЛ, В (Р(Л)) аР(Л) изо- 
* „ - - _ -тонные и удовлетворяют равенствам сто ед = ед, адОд — ад, ае — е, ста — а.

52 МОРФИЗМЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ С МНОтЬЕСТВАМИ 

ЭНДОМОРФИЗМОВ ОБЪЕКТА
Если в прелыдушем параграфе исследовались полугруппы и гр\ппы, свя­

занные с морфизмом, в этом параграфе изучаются морфизмы, стандартно 

ассоциируемые с подмножествами полугруппы эндоморфизмов объекта.

2.1. Морфизм К к. А называется неподвижным или стабильным относи- 

тельно эндоморфизма о объекта Л, если он является неподвижной точкой 

отображения Ла.Л, т е ко. = « о = Морфизм КкЛ называется неподвиж­

ным или стабильным относительно множества эндоморфизмов М С Еп<1Л, 

если он стабилен относительно всех о 6 W-
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Перечислим простейшие свойства стабильности морфизмов :

(а) Если морфизм К кА стабилен относительно множества М С Еп<М и 

К'ст К - произвольный морфизм, то и композиция 1\'(ткА стабильна относи­

тельно множества М.

Из этого свойства следует, что корректно определяется стабильность под. 

объекта объекта А как стабильность произвольного представителя К кА 

этого подобъекта. И эд

(б) Если 1 6 I - коразделяюший (плотный) коконус морфизмов

и все морфизмы аук стабильны относительно множества эндоморфизмов Л/, 

то и морфизм к стабилен относительно Л/. В частности, если композиция 

эпиморфизма о и некоторого морфизма к стабильна относительно мно­

жества эндоморфизмов Л/, то и морфизм к стабилен относительно М. 

Применяя это свойство к подобъектам, получаем, что если семейство под­

объектов стабильно относительно некоторого множества эндоморфизмов, 

то и композит этого семейства стабилен относительно данного множества 

эндоморфизмов

(в) Если морфизм или подобъект Л кА стабилен относительно мно­

жества Л/ С ЕгнЗА, то он стабилен и относительно его любого подмножества 

£.

(г) Если морфизм или подобъект К кА стабилен относительно эндомор- 

физмов а, а £ ЕпдА, то стабилен и относительно их композиции Если К кА 

лабилен относительно автоморфизма а Е АисЛ, то стабилен и относительно 

обратного автоморфизма о՜1. 1

Как следе гвие, если 1\ кА стабилен относительно множества эндоморфизмов 

или автоморфизмов Л/ объекта А, то он стабилен относительно полугруппы 

и соответственно, группы, порожденной множеством М.

1д> Каждый морфизм и подобъект стабильны относительно своей полу- 

1 РУППЫ изотропии Более того, если морфизм или подобъект КкЛ ста­

билен относительно множества эндоморфизмов Л/, то Л/ лежит в полу­

группе изотропии 5". Если все эндоморфизмы из М обратимы (т.е. являют-
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ся автоморфизмами), то М лежит в группе изотропии (7*

Следовательно, для любого морфизма и подобъекта максимальным мно­

жеством эндоморфизмов, относительно которых он стабилех, является его 

изотропная полугруппа, а максимальным множеством автоморфизмов, от- 

носительно которых он стабилен — его изотропная группа.

(е) Обозначим через Ам и 'Рм(А), соответственно, классы всех морфиз- *
мов в объект А и всех подобъектов этого объекта, стабильных относительно 

множества эндоморфизмов М. Согласно свойствам (а) и (б) класс Ам

замкнут относительно левых композиций и сокращений на эпиморфизмы, 

а класс вместе с каждым подобъектом содержит все лежащие в нем

подобъекты и вместе с каждым семейством подобъектов - композит этого 

семейства.
_ ж

2.2. ՜ Принадлежащий классу Ам мономорфный правый наибольший

общий делитель этого класса называется стабилизацией объекта А по 9
множеству эндоморфизмов М. Таким образом, мономорфизм К кА называет-

ся стабилизацией объекта А по множеству эндоморфизмов М этого объекта, 

если

(1) ка = к для любого а Е Мг;

(11) для каждого морфизма К'к'А, удовлетворяющего равенствам к'а =* •
к' при всех а 6 А/, существует морфизм такой, что к' = <тк. 

• • • 

4

Заметим, что в силу мономорфности к морфизм <7 вышеприведенным равен­

ством определяется однозначно ; более того, условие мономорфности к эк- 

вивалентно условию единственности <т.

Нетрудно проверить, что любой левый эпиморфный делитель стабилизации 

К кА объекта А по М С ЕпЗЛ является изоморфизмом. Морфизмы, удовлет­

воряющие такому свойству мы называем копростыми.

Стабилизация любого объекта по произвольному подмножеству его 

полугруппы эндоморфизмов в случае существования определяется с точ­

ностью до умножения слева на изоморфизмы, т.е, по существу является 

подобъектом рассматриваемого объекта, определенным однозначно. Точ-
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нее, он является наибольшим подобъектом класса Рду(Л).

2.3. Предложение. М ономорфизм К кА является стабилизацией

Л по некоторому множеству эндоморфизмов М С ЕпсЗЛ тогда и только 

тогда, когда отображение Кк,А, ок, — и - к иньективно и имеет образом 

Лдг. т е. определяет биекцию между Л и Ам-

Показ гтельство. Прежде всего, инъективность отображения к, эквивалент- 

на мономорфности морфизма к. • •

Предположим, что к. отображает К на А^. Тогда = к £ Ам. 

Кроме того, для произвольного Л/-стабильного морфизма о £ А существует 

морфизм и £ К такой, что и = вк. = ик. Следовательно, к стабилизация А 

но Л/. ♦ . - '

Обратно, предположим, что к - стабилизация А но М. Для произволь- 

лого морфизма в £ К и любого эндоморфизма а £ М имеем (ик,)а = ика = 

вк,, так что ик, £ Ам О

2.4. В силу свойства 2.1 (г), если К кА является стабилизацией по 

множеству' эндоморфизмов М С End Л, то является также стабилизацией по 

полугруппе эндоморфизмов, порожденной множеством М, или .даже по под- 

группе автоморфизмов, порожденной множеством Л/, в том случае, когда 

нее эндоморфизмы из М обратимы. Поэтому резонно рассматривать стаби-- 

ли ^ации только по подполугруппам (в частности, подгруппам) полугруппы 

эндоморфизмов данного объекта.

Обозначим через Р,(Егк1Л) множество всех подполугрупп G полугруппы 

LndЛ, по которым стабилизация объекта А существует, через P^(EndЛ) и 

Pj0(Lnd.-1) множества всех подполугрупп G полугруппы End Л, для кото­

рых соответственно классы Рс(А) и Äc не пустые. Очевидно 'Pj(EndX) С 

Л֊(Еп4Л)СР/о(ЕпаЛ).

Нгм дпожение. С помощью сопоставления подходящим подполугруппам полу 

ЕпйЛ стаоилизаций но ним, а также множеств всех стабильных от- 

косиглел.но „иг „одобиктов обгекта А и морфизмов в обгект А определхютс»
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антиизотонные отображения

Р,(ЕпаЛ)«р(4), Р,-(ЕпаЛ)։В(Р(Л)), Р/։(Еп<1Л)։оВ(Л), • • е • •

связанные равенствами за = з, «ос = з при условии существования ото­

бражений а и с (см 1.13.(в),(г)).
с

к^ кззате льство. Приведем доказательство только для первого равенства. 

Если С € РДЕгкМ), то Св = Рв(А), а Рс(А)а композит всех подобъектов 

из Р<7(Л), являющийся согласно п. 2.1.(6) наибольшим подобъектом класса 

Рв(А), т.е. стабилизацией А но С.О

Следствие. Для существования стабилизации объекта А по подполугруппе 

(на самом деле то же верно для произвольного подмножества) С полугруппы 

Еп(М достаточно, чтобы Рс(А) было непусто и существовала сумма всех 

подобъектов объекта А, принадлежащих Рв(А).

2.5. Предложение. Пусть КкА стабилизация по множеству М С 

ЕпдЛ. Наибольшим множеством эндоморфизмов, стабилизация по которому 

представляется морфизмом к, будет изотропная полугруппа $к. Морфизм к. 

является стабилизацией по любому множеству эндоморфизмов Ь, удовлетво- 

ряющему соотношениям М С Ь С 5*. Если М С АсИА, аналогичные утверж- 

дения с заменой полугруппы изотропии $к на группу изотропии верны для 

множеств автоморфизмов, по которым к является стабилизацией. 
• * •

Доказательство. Если морфизм к является стабилизацией по некоторому 

множеству эндоморфизмов Ь, то Ь состоит из изотропных эндоморфиз­

мов морфизма к, а 5* по определению есть множество всех изотропных 

эндоморфизмов морфизма к. Поэтому £ С 3*.

Далее, из включения £ С 5* следует, что ^'-стабильный морфизм к 

тем более будет £-стабильным. С другой стороны, из включения А/ С £ 

вытекает, что всякий /.-стабильный морфизм к‘ будучи и М-стабильным, * •
будет делиться на М-стабилизацию к. Значит к является £-стабилиза- 

пией.ф
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по которомуТаким образом, вообще говоря, множество эндоморфизмов, 

данный морфизм является стабилизацией, определяется неоднозначно.
• • • • 4» * •

Морфизм /\ кА называется совершенной стабилизацией, если являет­

ся стабилизацией по единственной полугруппе эндоморфизмов S С EndA,
%

замкнутой относительно обращения элементов.

Следствие. Если КкА - совершенная стабилизация по полугруппе эндо­

морфизмов S, то S совпадает с полугруппой изотропии SK. Если к тому же 

S С AutA։ то S — G* = S*. Q • I

2.6. Предложение, (а) Если морфизм К кА стабилен по действию мно- 

жества М С EndA и о - произвольный автоморфизм объекта А, то морфизм 

КкаА стабилен относительно действия сопряженного множества эндомор­

физмов а~]Ма, . ..՛ *1
• •

(б) Если КкА - стабилизация по множеству М С EndA, то при произ­

вольном автоморфизме а объекта А композиция КкаА будет стабилизацией 

по сопряженному множеству а՜1 Мск. %
(в) Если морфизм КкА стабилен по подмножеству М С EndA и а - 

элемент нормализатора М e EndA, то и композиция ка стабильна по М.

(г) Если КкА - стабилизация по М С EndA, то для любого элемента 

а нормализатора М в EndA найдется эндоморфизм 0 такой, что ка = 

/Зк. Таким образом, нормализатор М в EndA содержится в аллотропной 
полугруппе ' й

(д) Ьсли КкА - стабилизация по подмножеству М группы автоморфиз­

мов очеекта А. то нормализатор М в Aul/ лежит в аллотропной группе
морфизма к. т-Я

Доказательство, (и) По определению, принадлежность а нормализатору 

множества Л/ в End/ означает, что а Е End/ и а!Ц = Ма. Поэтому для 

любого а 6 М найдется a' e М такой, что аа = а'а. Но тогда коа = ка'а = 

ко Заметим, что (в) следует из (а) только в случае обратимости о.

II I следует из (в) и определения стабилизации к.

(Д) Если о принадлежит нормализатору М в Aul/, то и о֊' принадлежит, 
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поэтому согласно (г) найдутся эндоморфизмы 0 и удовлетворяющие 

равенствам ка = Дл и ка֊1 = 0'к. Тогда 0ук = 010к = к и в СИЛу 

мономорфности К 0' =

Соберем воедино результаты следствия к предложению 1.7 и предложения 
2.6 (г,д). ' м

Теорема 1. Если морфизм К кА является стабилизацией, то Л
(\) нормализатор его изотропной полугруппы 3* в группе Аи14 содер- 

жит аллотропную группу Сг * и содер жится в аллотропной полугруппе 

морфизма к ;

(\\) нормализатор изотропной группы Ск морфизма к в Аи1А совпадает с 

аллотропной группой этого морфизма.

Вернемся к сюжету, затронутому в первом параграфе и касающемуся мор- 

физмов А<рВ, ВфС, А\С, связанных равенством х = В 
_ •

2.7. Предложение. Пусть ф - стабилизация по множеству эндоморфиэ- 

мое М, ^ф‘3^} и С^фавм - индуцированные гомоморфизмы перестано- 

вочныт относительно морфизма ф полугрупп и групп. Тогда

(а) (5* А 5(^)) (0е)՜1 = 3^ П 5х содержит нормализатор М в 3х ;

(б) (С* П (7(^)) (Фа)՜' = П Сх содержит нормализатор М в Сх и 

совпадает с нормализатором С'՝ в 6х, если М С АлКС.

Доказательство. Согласно 1.9 (д) (5^ А 5(^)) (0е)՜1 = (5* А •$(</,)) фе = 

5^>А5х и аналогичные равенства верны для соответствующих групп авто- 

морфизмов и их отображений. В силу 2.6 (г,д) 5х 1 содержит пересече­

ние 3х с нормализатором А/ в Епс1С, т е. нормализатор V в (отметим, 

что утверждение (а), в частности, верно при М — ^^)։ и аналогичные соо­

бражения верны для групп в случае, когда А/ С Аи€С. При этом согласно 

предложению 1.10 справедливо также обратное включение, что доказывает 
♦

последнее утверждение п. (б)-Ф

2.8. Предложение Если х = ‘ пе₽естанов0՝‘ньа с
Ф ассоциированных эндоморфизмов, то из стабильности <р относительно 0
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следует стабильность х относительно у. Обратная импликация верна 

условии мономорфности ф.

Показательетво. При условии = 9? имеем ху = рФу — фРФ — <рФ — Հ.

Обратно, если Х7 = Х> то Ч>РФ — РФУ = РФ и после сокращения на

2.9. Предложение, (а) Пусть х — рФ< X ՛ стабилизация по множеству 

эндоморфизмов М, а ф - произвольный мономорфизм. Рассмотрим гомомор. 

физмы полугрупп Տ^Փ'и групп С^фаС^р). Если М С или то 

9? - стабилизация по Мфе и, соответственно, Мфа. 
V

(б) Пусть х — տ№> Ф = տլ стабилизации по множествам эндоморфизмов 

Լ С А/ С Еп<1С. Тогда существует единственный мономорфизм р — 

такой, что х = <рФ- Если М лежит в нормализаторе Լ в Епс1С, в частности, 
*

если Լ инвариантно относительно сопряжений элементами М, то р = տհ •

стабилизация по множеству К = Мфе. И
(в) Если х = &м иф — տլ являются стабилизациями по подгруппам группы 

автоморфизмов объекта С : Լ < М < Аи1С, и Լ - нормальный делитель М, 

то р — — տ/հ - стабилизация по группе автоморфизмов К — Мфа, которая

изоморфна факторгруппе М /М Ո , сводящейся к М /Լ при Լ = .

-доказательство. (а) Стабильность р относительно К следует из пред- 
-

ложения 2.8 в силу мономорфности стабилизации ф.

Предположим, что р' - стабильный относительно множества К морфизм. 

Тогда согласно тому же предложению композиция х' — р'Ф будет стабильна 

относительно М . Следовательно, по определению стабилизации х по М для 

некоторого морфизма ծ х' = <?Х՝ Подставив в последнее равенство соответ- 

ствующие значения для х И X՛ И сократив на мономорфизм ф, получим 
р' = ор. ь •

(б) Существование морфизма р, удовлетворяющего нужному равен­

ству, следует из определения Լ- стабилизации ф и стабильности х относи- 

тельно Լ С М. Если М лежит в нормализаторе Լ в Епс1С (в частности, 

при Լ, инвариантном относительно сопряжений элементами множества М,
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когда М С Аи1С), поскольку согласно предложению 2.6 (г) М лежит в ал­

лотропной полугруппе 5^) морфизма выполняются предпосылки утверж­

дения п. (а), следовательно, верно его заключение.

(в) Если Ь - нормальный делитель Л/, то М содержится в нормализато- 

ре £ в Аи1(7 и применимо утверждение п. (б), согласно которому является 

стабилизацией по образу К гомоморфизма групп М"фаС^ с ядром МГУС^

2.10. Предложение. Пусть В^С стабилизация по множеству Ь С

Еп(1С, А<рВ стабилизация по множеству К С 5(^). Тогда их композиция 
9

у = ■ стабилизация по множеству

(а) М = К'иь при любом К' С ЕпИС таком, что К'фе — К, в частности,

при К' = К<1>։ = ;

(6) М = Кф, = Л'(^)՜1, если К Э 1в ; 
*

(в) М = К"фа = Л'(^а)՜1, если Ь С Аи(.С, К С Аи1В и содержит 1в Е К.

Доках яте лкство. Прежде всего, стабильность х относительно М немед­

ленно следует из предложения 2.8. Далее предположим, что х' стабильно 

относительно М. Так как в каждом из случаев {а-в) £ С М, морфизм х' 

стабилен по £ и по определению ^стабилизации 0 существует морфизм

<^/ такой, что х' — Опять на основании предложения 2.8. морфизм 

стабилен относительно К. Поскольку <р - К -стабилизация , — оф при 

некотором морфизме а. Итого х! ~

Следствие. Если • стабилизация по множеству автоморфизмов, а

стабилизация по группе К автоморфизмов, перестановочных с морфизмом 

V1, так что Л' С С(^), то их композиция х ~ является стабилизацией по 

нормализатору Лг группы изотропии в группе изотропии Сх.

-Доказательство. Используя предложения 2.5, 1.4 (а), 1-9 (в), 2.7 (б),

получаем цепь включений

^.СС’ЛСС’П^’^СС«.

в силу п. (в) вышедоказанного предложения Х является стабилизацией по 

множеству Кфа, а следовательно, по любому множеству, содержащему это 
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множество и лежащему в (7х, в том числе, по №. Если стабилизация^! 

- совершенная, то № — (7х, а это в точности означает, что (7^ является! 

нормальным делителем (7х.ф

Основываясь на предложении 2.9 (в) и выше полученном следствии, сфор. 

мулируем теорему, являющуюся категорным аналогом утверждения (в) ос» 

новной теоремы классической теории Галуа.

Теорема 2. Пусть х = совершенная стабилизация с группой изотропии 

С, а стабилизация с группой изотропии Н. Тогда Н является подгруппой 

группы С, причем является стабилизацией по С^а = С/Н в том случае, 

когда Н нормальный делитель группы С. Обратно, если - стабилизация по ■
множеству автоморфизмов, перестановочных с то Н - нормальный дели­

тель С. - И

2.11 Предложение. Пусть К^А - стабилизации по подмножествам 

эндоморфизмов М, С Егк1Л, ։ 6 2, соответственно, М,М' подмножества 

полугруппы Епс1А, образованные соответственно из всевозможных произве­

дений элементов подмножеств М, и всевозможных произведений элементов 

А/, и обратных им элементов. Тогда если существует коамальгама 1\ег<К*, г £ 

1 семейства морфизмов ։ Е 2, то сквозной морфизм к — ст,/с, являет­

ся стабилизацией как по М, так и по М'. Обратно, если КкА - стаби- 
• 9

лизация по множеству М или М', то из включений С Л/,ЛГ следует, что 

ущ* ствует семейство морфизмов ։ Е 1 каждое из которых одноз-

а то определяется рае енством <т,к։ = к, причем это семейство задает коа-

мальгаму семейства морфизмов К,к։А, г Е 2.

кжазательство. Если - коамальгама семейства К,к^А. i Е 2, то

сквозной морфизм к = а,к, не зависит от выбора ։ Е 2, и для любого эн­

доморфизма а = а™՝ а™*...а™', где каждый эндоморфизм а} принадлежит 

некоторому М։, а тп, = ±1, без труда проверяется , что ка = к. Поэтому 

к стабилен относительно М и М'. Кроме того, произвольный стабильный 

относительно М или М' морфизм К1 к'А стабилен относительно всех М.

му к _ <т։к, для подходящих морфизмов По определению
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коамальгамы существует морфизм К'е'К такой, что а'а, = при всех : € I- *
Умножив обе части последнего равенства на к,, получаем а'к = к'.

Обратно, проверим, что семейство Кс.К,, , е 2 задает коамальгаму 

семейства А,к,Л, ։ € I. Равенства а = <т,к, выполняются по опреде- 

лению. Предположим, что аналогичные равенства к' ~ выполняют- ։ *
ся для семейства морфизмов : Е Т. Тогда сквозной морфизм к'

неподвижен относительно М и М1, поэтому существует морфизм К'&'К, 

удовлетворяющий равенству а1 к - к.'. Тогда а'а.к, = а'к, и, разделив на 

мономорфизм к։ , получаем а'а, = а'х при всех х € 2 О

Следе гвие 1. Пусть - наименьший нормальный делитель группы Аи1А, 

содержащий её подгруппу С. В категории с коамальгами, если существует 

стабилизация по С, то существует и стабилизация по /V.

Достаточно применить доказанное предложение к семейству морфизмов 

А'коА, а Е АиМ, каждый из которых является согласно предложению 2.6 

(б) стабилизацией по группе С° = а“՝Са, имея в виду, что IV порождается 

всеми указанными группами. Отметим, что здесь нам достаточно, чтобы 

существовала коамальгама семейства морфизмов А'каА.о € АиЬА.О

Следствие 2. В категории, каждый морфизм которой разлагается в ком- 

позицию кообраза и образа, в предпосылках предложения 2.11 пересечение 

семейства подобъектов А։«։А, ? Е 2 и стабилизации по множествам Л/ и/или 

М1 существуют одновременно и совпадают.

Па самом деле здесь достаточно, чтобы в композицию кообраза и образа 

разлагался любой морфизм, стабильный относительно Л/ или А/ .0

2.12 . Предложение. Пусть » Е 2 произвольное семейство мор­

физмов, Л'։к։А, ։ Е 2 - амальгама этого семейства, = <т։к։ - сквозной мор­

физм, 5*՛ - изотропные полугруппы морфизмов к,, ։ € 2 □ {о}- Пересечение 

изотропных полугрупп С 5“° тривиально при условии существо- 

вания стабилизации объекта А по любому элементу а Е *
Доказательство. Пусть ТгА стабилизация по элементу о € П,е15"-. Тогда 

все морфизмы к, стабильны относительно о и при подходящем выборе
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морфизма Л^Т к, = рхт. Подставляя эти значения /с», ко в равенство

\0 = а,к։ и сокращая на мономорфизм т, получаем равенство ро = сг.р, при 

произвольном ։ Е 1 По определению амальгамы существует морфизм Ат'Т

такой, что к։т' = р( при всех ։Е 1. Подставляя значение р։ в равенство 

к, = р։т получаем к, = к։т'т, для всех i € Т. Опять по определению 

амальгамы т'т = 1. Поэтому из равенства та = т следует, что а = 1.ф

§3. СООТВЕТСТВИЯ ГАЛУА.

3.1. Напомним одну достаточно известную конструкцию (см. [39), [37] [40]). 

Пусть И7 С А х У произвольное соответствие из класса X в класс У. Для 

любых х Е X и у € У можно определить подклассы :

гИ. С У, состоящий из всех элементов у € У, так что (х,у) 6 IV ;

уИ’* С А', образованный всеми элементами х Е X, удовлетворяющими 

соотношению (х,у) Е И7.

Обозначив через В(А') и В(У) классы всех подклассов (булианы) классов X• * I I В V * [_
и У соответственно, определим отображения В(А')1Т.В(У) и В(У)1У*В(Х) 

%
равенствами Г И7. = Птеих№. и УЮ* = Пуеу!/Илв.

Ни отображения обладают следующими свойствами : они антиизотонны и 

их композиции - увеличивающие отображения.

3.2. Пара отображений ординалов Хи,У,- Ухп*Х, где 
*

(а) и), и XV* - антиизотонные отображения;

(б) гг и щ - увеличивающие отображения.

называется соответствием Галуа и далее кратко обозначается ил

Из оиределяюих свойств (а) и (б) соответствия Галуа легко выводятся 

следующие важные свойства

(в) Отображения ю* и квазиобратны друг к другу.

11 ) -Для любых классов элементов 1 С Л и С У (Д’ и > - ординалы) 

справедливы включения : * ֊•- «Й

= Пи€1иш., (НиС1и)щ. > иис1ицд.,

(^едч)и՛- =П,€^в»’, >и„£^иш*.
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(естественно, при условии существования соответствующих объединений и
пересечений). 3

3.3. Элементы й — ии).и/ и V = риЛад., называются замыканиями *
элементов и € X и V 6 У соответственно относительно соответствия Г
I алуаРш. Используя свойства (а)-(г) соответствия Галуа нетрудно доказать 

следующие свойства замыкания.

Ц, V = V.

Эти три свойства в совокупности означают, что преобразования X и У, 

сопоставляющее каждому элементу его замыкание, являются операторами 

замыкания.

(IV) и = и <=> и = ъ\1) , . V = и <=> V = шг. ;

(у) Для любого класса элементов 1 ординала X справедливы вк-

лючения

Аналогичные включения верны для произвольного класса элементов 3^ 

ординала У. Эти включения немедленно следуют из свойства изотонности 

(п).

В общем случае классы замкнутых элементов 

не замкнуты относительно объединений. Однако они замкну ты относи­

тельно пересечений, т.е. образуют систему замыканий ([37]), ассоциирован­

ную с оператором замыкания, Получаемому из соответствия Галуа.

Ограничения w. и на Л(ш) и У(ы) определяют взаимно обратные биекции 

между этими классами (это следует из 3.2 (в) и (>у))*

3.4. Результаты предыдущих пунктов этого параграфа применим в 

следующей ситуации. Пусть А объект произвольной категории.



30 с. г.

Определим соответствия А из А в А х Л и А из А в А х А как классы 

всех троек морфизмов ($?, Е Л х (Л х А) и (^,^1.^2) € Я х (А х Д)( 

удовлетворяющих равенствам = <рф2 и = 9^2^ соответственно. При 

этом морфизм называется ур'авнителем пары морфизмов а ф .

коуравнителем

Согласно общей конструкции пара отображений

В(Л) А .В(А хА)и В(Л х А) А *В(Л)

и двойственная её пара отображений

В(Л) Л .В(Л хА)иВ(Ах А) А ’В(Л)

являются соответствиями Галуа. Поэтому к ним применимы полученные 

выше результаты. В частности, соответствие Галуа (Л., Л’) индуцирует 

системы замыканий В0(Л) на классе А и В0(Л X Л) на классе А х Л, причем 

о։ раничения отображений А • и Л ' определяют взаимно обратные биекции 

между классами замкнутых подклассов В0(Л) и В0(Л х Л). Двойственный 

результат верен для соответствия Галуа (Я.,А‘).

Приведем некоторые внутренние характеристики классов из В0(Л) и В0(Л х 

Л}.

З.и. Предложение. ) Элементы из Во(Л) устойчивы относительно 

композиций слева, т.е. для любого морфизма из замкнутого подкласса р ком­

позиция также принадлежит этому подклассу ( если определена).

('2*) Если (^1։ I С 2) - коразделяющий (плотный) коконус морфизмов, а р - 

такой морфизм, что все композиции принадлежат некоторому замкну- 

՛՛" му подкл ассу класса А, то и р принадлежит ему. В частности, элементы 

из В0(Л) устойчивы относительно сокращения слева ца эпиморфизмы.

ГЗ ) Если морфизм принадлежит некоторому элементу из В0(Л) и 

ирфизм а ЕпЗЛ перестановочен с <р, то и композиция (ра при­
надлежит тому же классу.
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(и.) Элементы, класса ВП(Л х Л^’ ' х л; являются отношениями эквивалентнос­
ти на классе А морфизмов из обьекта А.

^лемснты класса Во(Л х Л) устойчивы относительно умножений 

справа, точнее, если (^.^') - произвольная пара морфизмов, принадлежащая 

этому элементу, то и пара (фг^ф'т)) принадлежит ему при любом морфизме 

т), для которого композиции определены.

(%*) Если (ф. ։ € 2) - разделяющий конус морфизмов и все пары (0^1, )

принадлежат некоторому элементу класса В0(Л х Л), то и пара (ф,ф') 

принадлежит этому элементу. В частности, элементы класса Во(Л х Л) 

устойчивы относительно покоординатного сокращения справа на один и тот 

же мономорфизм.

Если для пары морфизмов (ф,ф‘) из некоторого элемента класса 
А А

Во(Л х Л) и эндоморфизма а € ЕпЗЛ существует эндоморфизм (3 такой, что 

&Ф = ф/3 и аф1 = ф'/З, то пара (аф,аф') принадлежит тому же элементу *
класса Во(Л х А), что и (ф,ф').

ЛокэВательство очевидно.^
*• •

Замечание. Если элементы из Во(Л) являются подклассами класса .4, то 
_ А А ■ •

элементы из Во(Л х А) можно интерпретировать как факторклассы класса 

А, исходя из того, что они являются отношениями эквивалентности на А.
Ж. ■ •

3.6. Обрисованная общая картина соответствий Галуа, ассоциирован- 

ных с объектом категории, упрощается и сводится к рассмотренной в пер­

вых двух параграфах ситуации, если ввести некоторые ограничения на ис- 
՛ • ж

ходную категорию или, точнее, на объект Л.

^Ограничение 1. Морфизмы в объект Л разлагаются в композицию коо-

браза и образа.

Тогда ввиду свойств (Г") и (2-) классы морфизмов, представлю ших эле­KS

менты из В0(Л). однозначно определяются подклассами мономорфизмов 

этих классов а в силу устойчивости элементов из Во(Л) относительно

Умножения слева на изоморфизмы они редуцируются к классу подобъектов 
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объекта А, представленных в рассматриваемом элементе.

Ограничение 2. Для произвольных семейств подобъектов объекта А су­

ществуют суммы (композиты).

При ограничениях

Во(Л), состоит из всех левых кратных мономорфизма, представляющего 

сумму всех подобъектов, лежащих в рассматриваемом замкнутом классе.

Универсальным уравнителем класса А С А х А или стабилизацией по этому 

классу называется мономорфизм КкА

1) принадлежащий А А ‘, т.е. удовлетворяющий равенствам /сф =

при всех (^, гр') £ А ;

2) делящий любой морфизм из А А*, что означает существование для

любого морфизма у>, удовлетворяющего равенствам при всех

(Ф՜, V’՜) € А, такого морфизма £, что = £к. И 1

Универсальный уравнитель любого класса А С А х А в случае сущест- 

вования определяется однозначно как подобъект объекта А. Ограничения 

1 и 2 задают достаточные условия его существования ( при А~А* / 0). 

Чтобы сформулировать последнее ограничение, рассмотрим для произволь- 

ного подкласса а класса А его группу изотропии Са, т.е. совокупность всех 

автоморфизмов а- объекта А, удовлетворяющих равенствам <ра — при 

в< ех морфизмах класса а. С любой подгруппой С группы автоморфизмов 

АикА ассоциируется отношение эквивалентности Ас С А х А, состоящее из 
*

всевозможных пар (^,^) С А х А таких, что = аф при некотором а € С. 

Легко проверить, что отношение эквивалентности а~А. содержит Ао при 
С-Са. мЯ '

Подкласс а класса .4 назовём супернормальиым, если а~А . = _ДГ;. т.е. если 

из справедливости равенств при всех € а следует, что 0' = аф
При некотором а € Са. ՝ , Я

Скчхшичение 3. Все образы Л Л* классов А 6 В0(Л х .4) супернормальны

При ограничении 3 существует биекция между классами, представляющими
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элементы Во(Л х А), и группами изотропии их универсальных уравнителей.
3

Теорема 3. При ограничениях 1-3 следующие классы, биективны.

(\) Класс Во(Л) элементов а Е В(А) замкнутых относительно соответ­

ствия Галуа ( А А*).

(\’) Класс Ро(А) всех подобьектов обьекта А, являющихся универсальными 

уравнителями подклассов А класса А х А.

6М Класс Во(А х А) элементов А Е В(А х А), замкнутых относительно 

соответствия Галуа (А •»

(»9 Класс Ро(Аи1А) всех подгрупп группы Аи1А, являющихся группами 

изотропии подклассов а класса А.

Оле/^ствие. Все вышеприведенные классы являются множествами (потому, 

что множеством является Рд(Аи1А) ).ф

ЯГ * • Л
Доказательство. Биективность Во(А) и Во(А х А) • получается на осно­

вании результатов п. 3.3. Биекция между Во(А) и Ро(А) устанавливается со- 

поставлением элементу а Е Во(А) стабилизации по отношению эквивалент­

ности а А . € В0(А х А). Надо только проверить инъективность построенного 

отображения. Действительно, если а, а' Е Во(А) и стабилизации по а А. и

о! А. совладают, то а А. А’ = а' А . А’, а а, ,а' ввиду замкнутости совпа- • * •
дают со своими замыканиями а А . А* и а/А, А*,

Наконец, сопоставляя элементу А Е Во(А х А) группу изотропии образа 

А А *, получаем в силу ограничения 3 инъективное отображение из Во(А х А) 

в Ро(Аи1Л), являющееся биективным по определению Ро(Аи1Л).ф

Замечание 1. При существовании универсальных уравнителей ограничение 

3 эквивалентно требованию, чтобы универсальные уравнители классов А С 

А х А были супернормальными.

Замечание 2. Нами получена следующая цепочка биекций :

р0(Л).—> В0(А) •—• Во(Л х Л) •—• Ро(АтЛ).
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На самом деле биекцию между Ро(Л) и Ро(Аи1А) можно установить не- 

посредственно с помощью соответствия Галуа, индуцированного соответ- 

ствием из А в Аи1А, образованным всеми парами (у>,ог) € Ах Аи1А, удов- 

летворяющими равенству <ра = При этом Ро(А) и Ро(Аи1А) возникают 

как классы замкнутых элементов относительно указанного соответствия 

Галуа. Это означает, что Ро(А) совпадает с классом подобъектов объекта 

А которые являются стабилизацией по подгруппам группы Аи1А, а каждая 

подгруппа из Ро(Аи1А) представляет из себя изотропную группу некоторого 
• I 

подобъекта объекта А. Таким образом, биективность Ро(А) и Ро(Аи1А) есть 

непосредственное следствие результатов п 3.3.

Замечание 3. Часто рассматриваются не все подобъекты объекта А, а 

только те подобъекты, которые содержат некоторый его фиксированный 

подобъект А'оКоА. Совокупность всех таких подобъектов обозначим че­

рез Р(А,ко). Введенное выше соответствие Галуа определяет биекцию 

между множеством Ро(А,ко) замкнутых относительно этого соответствия 

элементов Р(А,к0) и замкнутыми подгруппами группы изотропии подобъек­

та ։

Операция замыкания на множестве подгрупп Р(С*°) группы изотропии С*0, 

возникающая из соответствия Галуа, удовлетворяет следующему свойству.

3.7. Предложение. Если Н - нормальная подгруппа группы (7*°, то и 

ее замыкание Н нормально цСКо. §

ABSTRACT. Connections between semigroups and groups associated 
with a morphism and its intermediate subobjects are investigated in case 
O an abstract category. Results similar to the statements of the main 
theorem of Galois theory are proved.
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о ТОЧНЫХ ПОПЕРЕЧНИКАХ КЛАССА ФУНКЦИЙ

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, № 4, 1992

В работе вычислены колмогоровский, бе риште йновский и линейный
точные п—поперечники функционального класса = {*(•) |.•и х(<) —
(А ♦ и)(0» I € 1՝ и() € Доо(1К), ||и(•)||1<ж։(т.) < 1} в пространстве £<»(/),
1 з=. [0,1], А(-) — непрерывная и интегрируемая на вещественной оси Ш. 
функция такая, что К (Г) (И = 1 и функция А(ДО = /<(*-£) строго 
вполне положительна на ША Лжазано, что значения поперечников
равны норме сверточного совершенного К сплайна, наименее укло­
няющегося от нуля в метрике £«>(1).

50 ВВЕДЕНИЕ
Цель настоящей статьи вычислить точные п-поперечники класса

1ЦК(Л= {х()| ։(() = (К * и)((), ( ё I. и( ) 6 /.„(Ж), ||и( )||2,«,(П) < 1}.

в пространстве Ьоо(1), I = [0,1], А'() - непрерывная и интегрируемая на

вещественной оси функция такая что

и Е(Ц) := /<(<֊«) строго вполне положительна. (1)

а (А' ♦ «)(.) обозначает свёртку функций А(-) и и( ).

Напомним (см. (!]), что функция А() называется строго вполне положи­

тельной на если

ЗА'1’ ... ■‘"՝):=ае։(Е(АЛ>))^=1>0.
\€։ > ••• >*« /

Для любых действительных Ц < ... < . £։ < — *֊ и 11

Статья основана на работе В. М. Тихомирова (2]. которая получила 

Дальнейшее развитие в работах С. А. Мичелли и А. Пинкуса (см. (Ц). Мы
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докажем, что точные п֊поперечники класса (7) в Loo(I) равны значению 

следующей экстремальной задачи 
♦ 

п • ------
(Р) ||1 + 2^(Ы)'Ф(< - 0,)||с(/)-♦ inf; -ОО < 01 < 02 < ... < 0n <+оо,

t=l 4 • л

где Ф(<) = K'(£)d£, а минимум ищется по всевозможным точкам 0i։

1 < 1: < п.

Эта задача чебышевского типа и была решена в [2] с использованием 

топологических методов. Здесь мы приводим экстремальное решение этой 

задачи. В нашем случае удаётся реализовать метод предложенный В. М. 

Тихомировым для полиномиальных совершенных сплайнов (см. [2], [4]).

При решении задачи (Р), мы используем необходимые и достаточные 

условия минимума в выпуклых задачах, теорему об очистке и основную 

теорему алгебры для свёрточных совершенных 7<-сплайнов. Последняя тео- 

рема доказана в статье [5], с использованием свойств чебышевских совер- 

шенных А-сплайнов. Здесь приведено другое, более короткое доказательст- 

во этого результата. 
%

Отметим, что топологический подход в подобных задачах достаточно эф- 

фективен (см. [1], [6], [7]), но экстремальный подход имеет преимущество, 

так как он универсален для широкого класса экстремальных задач теории 

приближений. - . ‘5,

§ 1 ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Прежде всего приведём определения колмогоровского, линейного и берн- 

штейновского n-лоперечников. ,Т:

П\ сть А линейное нормированное пространство и W — некоторое выпук­

лое центрально-симметричное подмножество X. Величина

^(И7,X) = inf sup inf ||х — j/||, L.€L։nw(X)

I л< нижняя грань берётся по всем подпространствам Ln размерности п 

пространства X, называется колмогоровским п-поперечником. Подпрос­

транство Ln при котором достигается нижняя грань называется оптималь­

ным для </n(1V,X). 
• •
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Бернштейновским п-поперечником называется величина

= вир Бир{А ; А5(Х„+1) С И'},
I

где верхняя грань берётся по всем (п + 1)-мерным подпространствам X 

из 5( ) ֊ единичный шар в Хп+].

Линейным п-поперечником называется величина

А)— зир
Ь‘Пя(Х’),Л€£(Х1£в) Х£И,'

где нижняя грань берётся по всем подпространствам X конечной размер­

ности < п и всем линейным операторам из А в Ьп.

Пусть /<(•) удовлетворяет условию (1), Ф(Х) = и пусть < 

0? < ... < 0П произвольные точки заданные на Ш.

Определение 1. Функция х() называется свёрточным совершенным К- 

сплайном с .узлами в точках 0», если х(1) = (К ♦ где = (—1)* 

для 0,_1 < I < 0), 1 < ։ < п + 1(0О := -оо, 0п+1 := 4֊со).

Нетрудно убедится, что свёрточный совершенный К- сплайн можно пред­

ставить в следующей форме

п
Х(О= 1+2£(-1ГФ(<-0,). (2)

* 1=1

Определение 2. Непрерывная функция х() имеет п-альтернанс на отрез- 

ке I = [0,1] (и пишем АЩх( ),/) = п), если существуют точки 0 < тг < т2 < 

••• < гп+1 < 1, в которых |х(т,)| = ||х(-)||с(/) и г(г»)х(г«+1) < 0, 1 < » < п и нет 4
систем из большего чем п-Ь1 элементов, обладающих описанным свойством. 

Обозначим через £(х(-),7) число простых нулей непрерывной функции х(-) 

на I а через £(«(-), Д1) число перемен знаков кусочно непрерывной функции 

«(•) на Ш.. Пусть {М?=1 и И.}£1 две системы точек на (R Определим 

следующие՝ две кусочно постоянные функции : — (”0 для *

(М.+1)։0 < । < п и и9(0 = (-1)' лля ։ е [^,^+1). О < ; < т(0о = к =

0П + 1 = ти+1 = 4-ое).

Доказательство следующих лемм можно найти в [1].
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Лемма 1.

5(и₽( )± и9( ),т.) < г™п(п,т),

если т — п, то 5(и^( ) - иД), ПС) < п — 1.

Лемма 2. Пусть Ал() удовлетворяет условию (]). Тогда имеет место неро.

венство

2 ((К ♦ и)(.),Ж)<5(«(.),1К). (3)

§2. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АЛГЕБРЫ ДЛЯ СВЁРТОЧНЫХ 

СОВЕРШЕННЫХ А - СПЛАЙНОВ

Теорема 1. Для любых О] < а? < ... < ап существует единственный 

сверточный совершенный К -сплайн х$(-) = (А' ♦ «$)(•) с п узлами в < ... < 0П 

такой, что хе(а}) = 0, 1 < ] < п.

.Доказательство. Для простоты предположим, что все оу принадлежат

1 — [0,1] для всех ) (в противном случае рассмотрим отрезок [О1,ап])-

Для п = 1 утверждение очевидно. При п > 1 рассмотрим единичную сферу
в Д1п+1 *

оп = {х е псп+1|

п + 1
относительно нормы ||г||։ = £ |г։|. Каждой точке г 6 Оп ставим в соответ- 

<=1
ствие следующий набор точек отрезка I : . * д

С(^) — С(2')» 2 < ։ < п — 1

Далее обозначим

/>(*)= ['С’’՛ _

^п(г) = ( -П^’/ ~

I М*) /(^п(^) — ,

Г ассмотрим следующую функцию на. Ш

22 < 0,
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и(«,г) =
~81£П*2.

5^пг։,
“В։?П2П,

Заметим, что эта функция ,и(<, г) меняет знак на Ж не более чем п раз,

причём имеет не более двух перемен знака вне отрезка I. 

Положим

х(4, г) = (К ♦ и(-,г))(0.

Определим отображение Г: Оп Жп следующим способом

Нетрудно проверить, что Р нечётное и непрерывное отображение. Следова­

тельно, по теореме Борсука (см., например, [4]) получим, что существует 

г Е Оп такое, что Р(г), т.е. г(ог; ,г) = 0, 1 < ) < п. Теорема доказана.

§3 . ЧЕБЫШЕВСКИЕ СВЕРТОЧНЫЕ СОВЕРШЕННЫЕ
К-СПЛАЙНЫ

В этом параграфе мы докажем существование и единственность решения 

экстремальной задачи
п

(Р) ||1 + 2у;(-1уф(։-9011с(/)-^;. ֊<» < «։ < < ... < <+оо,
£=1

и опишем свойства однозначно характеризующие решение, 
и •

Лемма 3. Решение задачи (Р) существует.

Доказательство. Рассмотрим функцию
п

/(*։.....9„) = |Ц + 2£(-։)'ф(<-*.)Нс(л
1=1

определённую на расширенном пространстве Ж — Ж и{±оо}.

Нетрудно убедится, что функция / непрерывна. Следовательно, Лемма 3 

является прямым следствием теоремы Вейерштрасса.

Пусть х(<) = 1 + 2 £(-!)’ $(* ~ ” Решение задачи (Р). •
• »=1

Обозначим через
ГП

£* = {у( >1 у(0 = Е у՛ л'(‘ - » 6 лг}
1 = 1 

ч
^-мерное подпространство А-полиномов.
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Лемма 4. Наилучилее приближение х(-) подпространством в метрик

С(1) равно ||х( )||с(/)> т-е- у
• • • * •• «

</(х(),£^;С(/)) := inf ||х( ) - j/( )||c(/) = ll*(-)llc(Z)-

Доказательство. Предположим, что существует Д’-Полином у(0 =
ГП ж (И"

= 2 “ &») такой, что для некоторого 60 > О
1 = 1 . * < Е 0

l|i( ) + у(-)11с(/) = ||*( )11с(/) - <о- (4)

Обозначим m
I։(t)= 1 + 2^(-1)'Ф((-^-еу,). 

i=l
По формуле Лагранжа существуют числа £, € (0,г], 1 < ։’ < т такие, что

тп
։<«).= 1 + 2^(-1/(ф(։֊ в,.)-еу(А-(<-^-?<։/,)) =х(0 + еу։(0, (5) 

1=1
где • Ъ I

т
у,(/) = 2£(-1)‘+1у, /<(։ -е,- г,у().

«=։

Далее, из непрерывности функции /<(•), для 60 > 0 найдётся € 6 (0, 1) такое,

ч т о

Цу(-) - 2/с( )Нс(/) < ^о-

Используя соотношения (4) и (5), получим
В

П^( )11с(/) = 11(1 ֊ г)х( ) + е(х(.) 4- ус( ))||С(/) <

< (1 ֊^)1|г(-)11с(/) + ^||-Е(-) + у(-)11с(/)4֊е||у(-)- 5Л-)11с(/) < И*( )Пс(Г)»

что противоречит минимальности х(-). Лемма доказана.

И< л^ммы 4 следует, что функция у( ) = 0 является решением следующей 

выпуклой экстремальной задачи

0(1/)-* inf; ^ = (1/!.....

где
m

ff(y) = rny|i(<) + £у, K(t - 0,)|.
1=1
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Необходимое и достаточное условие минимума для втой выпуклой задачи 

есть следующее условие 0 € дд(у), у = (о.....0). Следовательно, по теореме

об очистке (см. [4]) существуют точки {п)։'=1 в < тп 4֊ 1, 0 и <-т3 < <

т, < 1 и числа а։ > Ф, £ а» = 1 такие, что |х(т,)| = ||х( )||с(/)» 1 < » <

8 И 
С *

52ог։^пг(т,)у(17) = 0 для любой #(•)££*. (б)
1=1

Докажем, что 5 — т 4֊ 1. Допустим, что в < тп и рассмотрим следующий

Х-полином

у(։) = К»(^ - *•֊* М •=
\т։ г2 ... т,.։ ( /

А'(т1-е։) ... А'(т,А'((-9,)
._ К(т!-е2) ... А(г,.,-е2) А'(Г-02)

• • 9 ••• • Л 9 • • •

к(Т1-е,} ... А(т,_|-^) кц-ё,)
• • • • • • А

В силу условий (1) система функций {К(1 — 0;)}'=1 является чебышевской.

Следовательно, у(т,) > 0. Но если подставить функцию у(-) в (б) получим

а^п х(тг) у(т>) = 0

(по определению у(т,)( ) следу'ет, что у(т։) = 0, 1 < ։‘ < 5 — 1).

Следовательно у(т,) = 0. Это противоречие доказывает, что $ = т+1.

Покажем теперь, что х( ) имеет ”т-альтернанс", 

му мы х(-) чередуются в точках т^, 1 < ] < тп 4֊ 1.

т.е. максимумы и мини-

Положим

У>(0 = К ♦
02 0;-. 0i ^т-1

Лп

От

Если подставим эти функции в уравнение (б) с 5 — тп 4- 1, получим

а;81§П г(т; ) У](т]) + <>т+18։£п *(гт + 1) УА Гп»+1) 0- (7)

Так как система функций {/\(< - ^)}՞’41 
»

1 = (-1)га->+1.

чебышевская, то 5^п^(тт+1) =

Следовательно, из (7) получаем

81£пх(т) ) = (-1)т ;$й5ПХ(тт+1), 1 < ) < тп
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Это означает, что в точках т} знаки г( ) чередуются.

Докажем, что Г1 = 0, т, = 1. Предположим, что Т1 > 0. Тогда производная 
• • * ••

функции х( ) имеет по крайней мере тп нулей в точках л,..., тт. С другой 

стороны, производная функции х( ) - А'-полином "степени” тп — 1, который 

как известно, имеет не более гп — 1 нулей. Это противоречие доказывает 

утверждение. Аналогично доказывается, что т, = 1.

Покажем теперь, что число узлов решения максимальное, т.е. гп = и. 

Предположим, что т < п. Обозначим через а-] < а? < ... < от нули функции 

г( ) на (0,1) и выберем ат+։ так, чтобы ап։ < ат + 1 < 1. По Теореме 1 

существует сверточный совершенный А'-сплайн

т + 1
= (к . UJ-) (0 = 1 + 2 £(-1)'Ф(։ - ё,)

»=1

с т + 1 узлами 0] < 02 < ... < 0т+1 такой, что х(^) = 0.

Для того, чтобы доказать наше утверждение, достаточно показать, что 

И*( )11с(/) < П^( )||с(/)- Так как система функций { А(сг;-£)}7”֊ чебышевская,

то для каждого t € / следующая система уравнений

имеет единственное решение, причём

тsign(A (/-£)֊ ^2 с, /<(Q|. _ = sign (g)
• i = l

Пусть с,, 1 < 1 < П) решение этой системы. Тогда учитывая, что £(о>) =

0. 1 < j < т и условие (8) имеем

|i(0l (Л-(<-€)

т
A'(t - с, А'(ог, - £)

•=։

т
К(Qi - di

1=1 • 

% •

Следовательно,

|х(01 =
• »

т 
52?, А-(О, 

1=1
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Для того, чтобы доказать неравенство ||Т()||с(/) < ||£(.)||с(/),. заметим, 

что если существует г € I. для которого |Г(г)| = ||£( )||С(/), то найдётся 

* 6 такая՛ что ■=■ ։(?). Но тогда функция £(■) - Г( ) имеет не

менее (т + 1) нулей. Но по Лемме 1, этот факт противоречит неравенству

Z(i( ) - z(), IR) < S(ut-(.) - < m. .

Противоречие доказывает, что m = n.

Докажем единственность решения задачи (Р). Допустим существуют две 

функции Xj(-) — (А ♦ U])(•) и z2() = (К ♦ U2)( ) такие, что

Alt(z.(-,7) = S(ui(),IR) = п, |щ(0| =l,i= 1,2.
• » • • • • • •

Гак как Alt(z։(-),/) = п, то Z(z]() — хз(-),/) > п. По Лемме 1 имеем

S(ui( ) - u2( j,IR) < п - 1. Следовательно,

Z(z1(.)-Z2()J)>S(ul()֊U2().IR),

что противоречит утверждению Леммы 2

Как и в работе [3], обозначим единственное решение задачи (Р) через z*K() 

и назовём чебышевским свёрточным совершенным А’-сплайном. Таким об­

разом мы доказали следующую

Теорема 2. Если п > 0 - целое число, то существует единственный с 

точностью до знака свёрточный совершенный К -сплайн z’A(-) = (А ♦ un)( ) 
<

с п узлами, имеющий на отрезке I Пп-альтернансп.

Аналогично можно доказать существование золотаревских свёрточных со- 

вершенных А-сплайнов, которые были введены в работе [3].

54. ТОЧНЫЕ п-ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАССА (Z) В
Чиже || • И«, обозначает £„(/)-норму, которая совпадает с С(/)-нормой.

Теорема 3. Колмогоровский п-поперечник ИГ^А(/) в £<»(/) равен

(1), Lco^)) = \\Zn (‘Ж»’ • •
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Подпространство Ь„ — Ип{К(- — ),..., А*(- — Оп)} является оптимально
<аь

для с/п(И7^Л(/),£оо(7)), где {0,} узлы, чебышевского свёрточного совершенного

К-сплайна.

Доказательство. Мы разделим доказательство на две части :

А) Оценка снизу. Поскольку имеет место неравенство 6П(1У, X) <

< ^П(И< X) (см. [1]), то оценку снизу достаточно получить для бернштей- 

невского л֊поперечника И^А (7) в £то(/). Докажем, что Ьп(№^(7), £то(/)) >
1

(|<Я()||оо- Для этого достаточно показать, что ||х*ЛС(-)||оо 5(хп+1) С И^к(7),
* Л

где хп + 1 = 1ш{ 1,Ф(< - 01),...,Ф{< - 0П)}. Ясно, что А'-сплайн у(<) = у0 + 
՝~*йг՞ и

£2 у, Ф(<-0,) из подпространства хп+1 принадлежит классу (7) тогда и
1 = 1
только тогда, когда |1/։| < 1, 1 < » < п. Следовательно, осталось показать, 

что из условия
п

11уо + £>ф(/֊01)||ос<||1;к()||оо 
։ = 1

(9)

следует, что |у։-| < 1, 0 < ։ < п. Предположим обратное, т.е. существует К-
П - • • ■

сплайн у(Г) = Уо + 22 У. $(< “ М, который удовлетворяет условию (9) и тем 
։=1 *

не менее |у,о| = |1/։| > 1. Тогда для г(<) = у(<)/|у1о| имеем

п
1М)1к = 1ы/у., + £ (</.7у.о ) »(< - 0.)ц«, < 1кк()ц«,:

1=1

Так как Ак(х/(-), 7) _ л, то 8(х„к (•) — »(•), 7) > п. С другой стороны, узлы 

сплайнов <А() и з( ) совпадают и ип(0 - ц2(<) = 0, если I Е [0|ОЛо+1]- 

(следовательно, 5(ип( ) - и2(),ПТ) < л - 1. Это противоречит неравенству 

Хп ■') ~ 2(՜)՛ ип(-) — и2 (•), ПТ), и оценка снизу доказана.

Б) Оценка сверху. Заметим, что для любого х( ) Е ^^(7) существует

интерполяционный А-полином из подпространства Т,А = Нп{7\'(- ֊ 01),

А( 0п)} такой, что у(о։) — х(а։), 1 < 1 < л, где а, - нули функции х^(-). 

Докажем, что ||х( ) ֊ у( < ||т’А (-)||со■ Нетрудно убедится, что интер­

поляционный К-полином для функции х() = (7< ♦ и)(.) имеет следующий
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вид

у(<) =

*(<»1 ֊ 9„)

Следбвательно,

где

G(t.f)

Таким образом,

К (ап —

։(<)-։/(<)

“1

К(ол - 0П) «(()<<«.

еп

• • •

X

Л (°1 - О

МО - у(01 < /
J-ОО

(10)

1ак как signG(t,£) — (—1)*+; для < € и £ € (0)|0>+1)։ равенство

в (10) достигается для и(-) — иД). Но при таком и( ) верно следующее

соотношение

K(t-Oui(()<K
ОО -ОО

Следовательно, мы имеем

МО - J/(OI < /< ♦ и

Таким образом, оценка сверху доказана, и более того получено равенство

sup ||r(t) ֊ у( )||с» = lKX(-)lloo,
*( )еи^'(/)

которое завершает доказательство Тоеремы 3.

Из неравенства bn < dn а также из того, что оценка сверху для dn получена

линейным методом, мы приходим к следующему результату 
♦

Следствие. Имеют место следующие равенства 
» %

LU/)) = bn(w^K(i),Lx(D) - IMK(-)II~.

причём оптимальным линейным отображением для А„ будет отображение

Ранга п, которое каждому х( ) € И^к(/) ставит в соответствие его интер-
I 1 ' I i

г։°ляционныЙ Л'֊полином в точках {о,}, где о, - нули гп (J-• • •
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ABSTRACT. In this paper we calculate the exact n-widths due to 
Kolmogorov and Bernstein as well as linear p-width of a functional class 

» € loo(IR), IIOIIlur) < 
continuous, integrable fuifunctionthe space Loo(J)» / = [0,1]« Here K( ) is a

defined on the real axis IR, with properties K(t)dt = 1 and the function
F(t,f) = K(t -<) is strictly totally positive on IR2. We prove that all three 
n-widths considered are equal to ||x’K( )||0O1whcre r*K(•) is the convolution 
perfect K-spline least deviating fro fl I zero in Loo(I) nor
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поро>еденные
бесконечно ?

ним и свойство изоморфизма оператора типа лиувиллевского 
ф(?ренцировани_я. Причем анизотропия оператора не зависит от ани­

зотропии.

В работе вводятся и исследуются некоторые пространства В* типа

Никольского-Бесова , которые при конкретизации функции р(£) совпадают 

с классическими (изотропными или анизотропными) пространствами Ни- 

кольского-Бесова (см. [1]).

Изучаемые В-пространства естественным образом возникают при ис- 
* '

следовании краевых задач для гипоэллиптических дифференциальных опер­

аторов в соответствующих пространствах типа Соболева-Лиувилля. Расс­

матриваемые Я-пространства исследованы в [2] (особое внимание уделено 

случаю р = 2).

Пространства и В;л(р;Яп). порожденные вполне правильным

многогранником Ы введены и изучены в [3,4]. В этих работах основные 

исследования (теоремы вложения разных метрик и разных измерений, Тёо- 

ремы интерполяции и тая далее) проводились для фиксированной функции 

Я«), отвечающей фиксированндму многограннику К. В настоящей работе 

Рассматриваются пространства разной анизотропии. Устанавливается не-
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зависимость нулевых классов от порождающей функции и доказывается 

свойство изоморфизма для оператора / типа лиувиллевского дифферен- 
• ер»« »4 •

пирования, анизотропность которого отличается от анизотропии простран, 

ства, в котором он рассматривается .

Основной является Теорема՝ 7, в которой доказываются интерполя­

ционные утверждения для пространств типа Никольского-Бесова и Собо- 

лева-Лиувилля разной анизотропии.

1°. Будем пользоваться следующими обозначениями :

Яп - п-мерное евклидово пространство,

2„ - множество мультииндексов, т.е. векторов с целыми неотрица- 

тельными компонентами.

Л ЛЯ { € /1п, О € 2„ положим , ֊

Обозначим через (7+ множество положительных функций бесконечно 

дифференцируемых вне начала координат и таких, что

Ьтд(О = 0, И|Нтво ИО = +оо, |ГП“Н01 < «ИО. оО; (1) 

а = (аьап), а, =0,1, 1 5= 1,2,л.

Функции, удовлетворяющие оценке (1), рассматривались в работах X. Три­

беля (ем. [5]). Далее все пространства типа Н и В будут рассматриваться 

о Яп-

Определена 1. Пусть 1 < р < оо, -оо < ։ < оо, р € (?+. Положим

Я;(Д) = ЯДр;*,) = {/ 6 5': Н/П«. = ||Г-1((1 + /]||£ДЯ>) < ,

I в

где 5' - пространство, сопряженное к пространству Шварца 6, и Г ֊ прямое 

^образование Фурье. Если для р € 0+ функция (1 + р’(())'/։ не является 

бесконечно дифференцируемой в Я„, то пространство Яр*(р) определяется 

как пополнение пространства Шварца 5. Доказательства утверждений для



//-пространств этого типа получают™ »иилучаются предельным переходом из соответ
ствуюших соотношений для функций класса Шварца. Такая техника широко 

известна, поэтому при доказательстве утверждений мы не будем вдаваться 
в подробности.

Определение 2. Пусть ц £ (7+. Через Ф(д) — ф(д; Я„) обозначим множество 

систем функций (д,х))обладающих следующими свойствами

а) V>k€S, (/>4)(()>0, 4 = 0.1,...;

б) supp F<pt С {( 6 д({) < 2),

supp Fy>t С {« 6 Я„; 2*՜1 < д(() < 2‘+i) t х 2 .

в) l|J>t|lM'<e. > = 1,2,...; 
ОО

г) 1. 
4=0 -

(2)

(3)

где Л/’ — множество мультипликаторов Фурье типа (р, д). Пример системы 

€ Ф(я) приведен в [3].

Определение 3. Пусть -оо <$<оо, 1<р<оо, 1<д<оо,

^(z2)- Положим

Пространства В’ 0О(/^) определяются обычным образом.

Как и в случае классических пространств Бесова В? 7(Яп) нетрудно убе­

диться, что пространства не зависят от выбора системы {^4)^0 €

Ф(р).

Замечание 1. Обобщениями пространств Никольского-Бесова (а также 

Лизоркина-Трибеля) занимались многие авторы. Отметим работы Гри- 

беля, Штёкерта, Гольдмана, Калябина. В работах [б - 8] был развит метод 

Построения */9- и /^-пространств. с помощью покрытии прямоу) ольными 

параллелепипедами со сторонами, параллельными координатным осям.

Мастными реализациями такого метода являются классические изотропные 

и анизотропные пространства Никольского-Бесова и Лизоркина-Трибеля.
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Следуя рассуждениям теоремы 6.2.1 из [5], нетрудно убедиться, (во всяком 

случае при р = 2, <? / 2) что рассматриваемые здесь В-пространства не 

могут быть характеризованы посредством этого метода.

2°. Для банаховых пространств
ч

АО,А\ символы

означают интерполяционные пространства между Ао и А\, полученные со­

ответственно “комплексным” и “вещественным” методами.

В работе [3] доказана интерполяционная теорема (см. теорему 1) для

Н*(р), где функция р порождена полным многогранником (см. [9]). То же

4тся и для функции р Е (7+. То есть справедливасамое доказательство го>

£ = (1 — 0)ес 4֊ 0£1, р € С*. Тогда

(н;-м,нрм) =

Поскольку //-пространства банаховы (см. [2]), то из Теоремы 1 и из 

теоремы 3.4.2 из [10] следует полнота В-пространств. Далее, поскольку 

пространство 5 плотно в Н*(р)> -оо < $ < оо, 1 < р < оо (см. [2]), то из 

тех же Теорем 1 и 3.4.2 следует, что 5 плотно и в В’7(р), 1 < р < оо. 

1 — °°» —оо < $ < оо. Дальнейшая цель этого пункта доказательство

интерполяционных формул для В֊пространств.

Определение 4. (см. [10]) Пусть АО,А\ два банаховых пространства. Прос- 

транство А1 называется ретрактом пространства Ао если существуют опе- 

раторы 5 Е Т(А1, Ло), R Е Ь(А0, А[) такие, что Л .5 = В (тождественный оп- 

ератор из £(Л1,Л1)). При этом операторы R и В называются ретракцией и 

коретракцией соответственно.

Пусть € $(д)> И € О*. Положим
% 

2 „. .
= 12 *>*+>. 

д= —2

где = 0 при к < О. Тогда из (3), (5) имеем .

= * = 0’, 1,.... (4)
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•»Ь=о» 9) € 3' положим

(5)

Оператор Я определен только на тех последовательностях {д,), для которых
ряды г задающие Кд сходятся в 3'.

Теорема 2. Пуст. -оо < , < оо, 1 < р < оо, 1 < , < д £ Тогда 

пространство является ретрактом пространства /;(£,). Соответ­

ствующие операторы R и R определяются соотношениями (5).

Лрказательство Заметим, что

П/Пв;л - П^Пв;., < ФН/;(£,)-

Таким образом .

я € £ (в;.,(я),/;(£р)), я 6 £(/;(£,), в; ։(Я)).

Так как из соотношений (3), (4) следует, что

ОО ОО

= 22 = 52 ♦ / = /•
>=о ;=0

то В? 9(р) есть ретракт пространства ^(Ьр). Теорема доказана. 
<•

■ . -•;> * 11 — 00Теорема 3. Пусть 0 < 0 < 1, я* = (1 — 0)$<> + 0«1я р Е С*, — — ------+ —,
Р’ Ро Р\

1 1-0 0 „ .~ - --------- 1---- . Тогда
<1о <71

а) для —оо < 50 / 51 < оо, 1 < р < оо, 1 < г, до, д1 < оо

= в^)-.

6) для —ОО < 50 / 51 < ОО, 1 < Ро.Р1 < ОО, 1 < < 00’ Р — я’

(в;:.,^}.в;^),^ = вя--е^

в) для —оо < з < оо, 1<р<оо, 1 £ Яо / 91 < 00

(в;.„м.в;։„м),.г '=вп.еМ’
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г) для —оо < < оо, 1 < р0,р\ < оо, 1 < < 00

Доказательство Теорема 6.4.2 из [10] и наша Теорема 2 позволяют свести 

доказательство Теоремы 3 к доказательству соответствующих утверждений 

для пространств Утверждения а) и в) получаются из теоремы 5.6.1,

6) - из теоремы 5.6 2 а г) - из теоремы 5.6.3 книги [10].

3°. Докажем независимость нулевых классов от порождающей функции.

Для анизотропных В-классов этот результат приведен в [11].

Теорема 4. Пусть 1 < р < оо, 1 < д < оо, Po.Pi € 6°. Тогда

Доказательство На основании (2), (3) имеем

р 00 я “
= ■

— ՛II/♦ рк(Р1 )1к, = С11/Пвг,.(д։)’ (б)
к = 0

где {¥’Им.))”=0 £ *(«). г. > 0, ։ = 0, 1 и постоянная с не зависит от г։. 

Интерполируя на основании утверждения а) Теоремы 3, при 1 < д < оо, 

0 < 0 < 1, г = (1 - д}то 4֊ 0гг из оценки (6), получаем

- С11/Нв;.,(м1)- 
*

> стремляя г к нулю (с не зависит от г) получаем оценку для норм нулевых 

классов Теорема 4 доказана.

Для дальнейшего полезной оказывается следующая

Теорема 5 Пусть -оо < « < оо, 1<р<оо, 1 < д < оо, г > 0, р 6 (7+. Тогда

֊ (7)

Доказательство Соотношение (7) получается с помощью Теоремы 1 с 

использованием следующих очевидных соотношений



55

Отметим, что Теорема 5 могла бы быть получена и из теоремы вложе­

ния разных метрик для В-пространств разной анизотропии (Теорема 6 из 

[12]). Из этой же теоремы следует, что В>։<(Яв) = В'Л(Я1) если - Я։, то 
в есть

а (1 + м’)‘/2(1 + я?)-1/г€Л/;, (1 + р?)1/։(1 + ^)-։/’€м;.

Поэтому в дальнейшем, пространства порожденные эквивалентными функ­

циями, мы не будем различать.

Пусть {9?к}ь=о € $(А). Рассмотрим наряду с этой систему {^4)^-0, где

— {^ь)Г=1 - {2 — ОО < 5 < ОО.

Здесь через 7д обозначен оператор

7а9?=Г-1{(1 + А2)1/2Гу?}.

Ясно, что система {^}^о удовлетворяет условиям а), б) и неравенству 
ОО

. £>*»)«) > с > 0. 
4=0

Кроме того, теорема Лизоркина о мультипликаторах (см [13]) показывает, 

что для системы {1Д}^о выполняется оценка (2).

Докажем свойство изоморфизма для оператора I. Ниже знак ~ между 

нормами означает их эквивалентность, то есть наличие двусторонней оцен- 

ки. Для простоты мы будем писать В\ Вз, если ||/||в։ ** ||7<,/||вэ- 4
Теорема 6. Пусть функция р(£) бесконечно дифференцируема вне начала ко- 

ординат и имеет полиномиальный рост. Положим 1 < р < оо, 1 < д < 

оо, 6 <7*. Тогда оператор осуществляет непрерывное взаимно-

однозначное отображение В?л(у) на ՝ Ц *)•

Доказательство. Имеем для / € Ьр

Шр/|1в} ,(» о՜1)'՝' 1И»/11в;.,(» «-’)• (®) .

в (8) мы использовали приведенные выше соображения и свойства системы 

{у>4} (см. Определение 2). Тогда

в^Ы-’в;,^). (9)

Теперь Теорема 4 и соотношения (8). (9) доказывают Теорему 6.
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Теорема?. Пусть 0 < 0 < 1, 1 < р0,р1։р < оо, 1 < г,до>91 < <х>, — =------- к —
Р Ро Р1 ’

— =------ 4֊ —, и пусть €67 -Тогда
Я Яо Я1 ......... ...... •■ ч|

') (В^.(я«).В>Л1(я։)), г = В’,г(м‘֊* ■//?),

(^..«.(яДв^.М, = в;.Л.(Д‘-* -Р{),
г) (^(До)»^(Р1)),г = В'рА^։՜'

доказательство Положим ,■<- X
• • 

А - •■ • •

80 > «1 > 0, $ = (1 - 0)«о + 0$1։ А = (я!* -Я7*1 )••”'։ , р = (ро • .

Тогда '

д, = А • р ', 1 = 0,1; р Е С о -

Ясно, что функция А«) бесконечно дифференцируема вне начала координат 

и имеет полиномиальный рост. Из Теоремы 6 для ։ = 0,1 имеем

М ~Л ^.«(Я- А՜1),

то есть (см. Теорему 5)

(^.,.(я.),в;„;(м։)),,г ~л (%.(р). в;.՛,,(/>)),.г.

[3.;,.(я.).в;.,>>)], ~х [В‘р:.,мв;‘.„(р)],-

(Ю)

■ (11)

(12)

Используя Теоремы 3, 5, 6 из (10) - (12) получим

։вр.,.(я<.).Вр,,,(Р1))>г ~л в*г(р),

ВР,г(я^ * • Я?) - В՝Р Г(А ■ р‘) ~л В’ г(р); 

.(^..«.(яоКв;..,,^,))^. ^в;.л.(р),

(13)
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•яП = в). ’)-А *;•,<•(/>);

(яд

Соотношения а) - в) доказаны.

Нетрудно убедиться (см. теорему о мультипликаторах в [13]), что 
□ --1 . .

«Дж)~л , = о,1
Интерполируя, не. основании Теоремы 1 получим

(р). (14)

Соотношения (13) и (14) доказывают утверждение г). Теорема 7 доказана.

Замечание 2. В а) г) справа и слева верхний индекс можно заменить 

на (-1). Доказательство полученных формул аналогично доказательству 

утверждений а) - г).
• • • • «О в •

Замечание 3. Пусть функции порождены полными многогранниками

X»A/i, т.е.

Р1«) =

где о-7 = (а^, 0* = (/?},...,0*п) суть вершины многогранников и

4>о, j — 1, •••» 0։ 1—1» •••» N' | к =

Тогда условие 1 Е С* Теоремы 7 означает, в частности, что Х С X» и 

некоординатные грани многогранников не имеют общих точек.

Замечание 4. Аналогично можно доказать формулу "комплексной” интер­

поляции, (см. [5, 14, 15]) :

• K(P.)-B’1(Mi)], = Wp1.(pi-’-4).
.11 — 0 9

1<Ро,Р1<оо, 0 < е < 1, — =------+ ~. Po.Pi.PoPi ее;,
р Ро Р1

ABSTRACT. The paper considers spaces H’U^Rn) of Sobolev-Liouville 
and Ba (p of Nikolplskogo-Besova types, which generalize the classical
H anJ՝B spaces. Independence of zero class from the function /1 is proved 
and a property of isomorphism for Liouville differential type operator is 
demonstrated. The main result is an interpolation theorem for spaces H 
and B type with differing anisotropies.
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ВЫСОКОГО ПОРЯ ИКА

Р. л. Шах баг ян, Г. С Акопян

том 27, № 4, 1992

В статье дается не» торое применение результатов авторов (см. [1,2])
ок нелинейному пэрэболигческому уравнению ди

0։
+ (-1)тх

= 0 в цилиндре <2 = (0,оо) х 9, где 9 С Я1п ֊
ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = дС1 и р > 2
связаны с построением аттракторов полугрупп, порожденных смешан­ными задачами для нелинейных параболических уравнений высокого 

Эи

видаРассмотрим нелинейное параболическое уравнение порядка 2т (т > 1)
в цилиндре ф = (0,оо)х9, где 9 С 1ЯП - ограниченная область с достаточногладкой границей Г = 59 и р > 2 - четное число.Поставим следующую начально-краевую задачу :• , и(х, 0) = ио(х), х 9, (2)ТГи|Е = 0, |ы|<т-1, . - (3)

Агде £ = (0, оо) х Г.В настоящей статье для модельной задачи (1) - (3) приводится при- ложение результатов, полученных авторами в [1,2], по построению аттрак- торов полугрупп, порождаемы* смешанными задачами для нелинейных па- раболических уравнений высокого порядка и исследованию глобальной



60 ՝ Р. Л. Шахбагян, Г. С. Акогцщфункции Ляпунова. •“ *1°. В первую очередь нам надлежит установить однозначную разреши- мость задачи (1) - (3). С этой целью приведем соответствующий результат работы [1]. В ней исследована начально-краевая задача для следующего класса операторов : #-.'л -Ч
ди ^֊+Ци) = °,£(и)= V (-1)1»1р»(Ла((,г,1>-’и)), (4)|а|<тгде функции Аа(։,х,£у) определены для (/,г) £ ф и всех при этом выполнены следующие условия : *. *1) Функции непрерывны по < и и удовлетворяют неравен-

где К} > 0 - постоянная.2) Хсловие эллиптичности для любой функции и(х I), и £€ £^(0,оо,|/Грт(0)) ( те для любого Т > 0 и £ £р(0, Т;И?рт(^))Хсправедливо неравенство
52 (>։««. X. Р7и),р“и) > ао||и(։ ։)||Р,.„-*(<), (6)

где ао > 0 постоянная, £(/) - непрерывная на полуоси [0, сю) функция. Круглыми скобками (,) обозначено скалярное произведение в пространствеа II • ||т,р “ норма в И/рт(П).3) Условие сильной эллиптичности •иий и,« е ^(О.оо; И7*(П)) таких, что и неравенство52 [ / (Аа(։,х,тг<и)-Аа( |а|<т 0 п>О1 / Ци-«||^.,л, /о

: для любого Т > 0 и любых функ- - V € £^*(0, оо;1У™(9)), имеет месточ *7.x,75*^о)) Р°(и — V) <1х • (П••



61где <։ 1 > 0 ~ некоторая постоянная.Для дальнейшего нам необходимо следующее обозначение. Пусть Я (Г) - банахово пространство функций, получаемое замыканием .линейкого мно- гообразия гладких функций г(х,։) таких что
*(*> 0) = 0, ^г1£т =0, М < гл - 1по норме

где Ет = (0.Т) х Г, -+֊ = 1.Р 7Далее через Ят(и0) обозначим множество функций вида
и(хЛ) — ио(х) 4՜где г е. Н(Т). I. Функция и(г,0 Е Ц^О.оо; (4^(9)) называется обобщён­ным решением задачи (2)֊(4), если для любого Т > 0, и(ж,*) Е Ят(ио) и для любой функции и(х,1) Е ^рОС(0,оо;И/™(0)) имеет место интегральное тож­дество :

Ст г а ГТ Г/ ./ ~®(х,1)ЖгЖ + У* / / х, 2)1 в) Т>а V дт сП — 0.Уо |о|<гпУ°Теорема А ([1], Теорема II) Пусть оператор Ь удовлетворяет условиям 1)֊

тогда задача3), (2)-(4) имеет единственное обобщенное решение для 
начальных данных.Для доказательства аналогичной теоремы для оператора

Ци) = (-1)гаДостаточно проверить, что он удовлетворяет условиям Георемы А.Очевидно, условие 1) следует из оценки
1ла,«Лт)1 = 1М'-1<*> (8)



62где мультииндекс 7 = (0,т, О,О).Легко проверяется также условие 2) (условие эллиптичности) Теоремы ДоДействительно, для любого и € £р(0,имеем<9тиЭх՞* • ■ т,р> (9)
откуда следует оценка (6).Наконец, справедливость условия сильной эллиптичности легко следует изнетрудно проверяемого неравенства

(10)
верного для любых а и 6, а постоянную с > 0 можно выбрать не зависящей от а и Ь. ЖЙЯ•• • •Действительно, в силу (7) для любых и,и € £рОС(0,оо; И/>т(П)) таких, что и — * € £},ос(0, оо;Илргп(П)) рассмотрим выражение
Нетрудно заметить, что последнее выражение можно записать в следующемвиде : чУ ’Я
Используя неравенство (10), для интеграла J получаем следующую оценку : .

> ֊ , [т [ дт(и — V) р гТ
-С(Р ]п - <к<Н = с(р-1)^ ||и-в||р1рл. (11)

Следовательно, условие (7) сильной эллиптичности выполнено. Из оценок (8), (9), (11) и Теоремы А вытекает справедливость следующего утверж- ления •Георема 1. Задача (1) - (3) имеет единственное обобщенное решение для
любых начальных данных и0 € Игт(О).



63м пункте будет доказано существование компактного аттрак­тора полугруппы, порождённой задачей (1)-(3)Заметим, что Теорема 1 позволяет ввести полугруппу Г £ 0 операторов, определяемых следующим образом :
= и(<),

1 де и(1) траектория, выходящая из точки ио Справедливо следующее утверждение.Предложение. Пусть решение и(х,1) задачи (1)-(3) принадлежит прост- 
ранству Ьр (0,00,14^ + 1(П)) и р > 2 - чётное число. Тогда семейство опе­

раторов {£<}, порождённое задачей (1)~(3), отображает множества, огра­

ниченные в 1/г(0), в ограниченные множества пространствам^^!), и, стало • • •
быть, компактные в £2(П).Пусть Т > 0 произвольным образом выбрано и фик­сировано, а 1/о = {ио € Ь2(0) : ||г*о|| < М} - произвольное ограниченное множество в Ь2(0).Подставляя решение и(т,/) задачи в уравнение (1), умножая обе части последнего тождества на £2Ди (△ - оператор Лапласа по пространственным переменным х) и интегрируя его по области П, получим
Интегрируя последнее тождество по частям, придём к следующему соот­ношению :

(12)
Теперь, произведя в (12) интегрирование по < € [О,Т], получим

(13)



64Поскольку р > 2 - чётное, то последнее слагаемое в правой части (13)положительно, и следовательно, получаем оценку
Г (ди (1х сП.

Из последнего неравенства вытекает, что
(Н)

где с > 0 - постоянная, а
1/2? о ЛоИспользуя как и в [1] модифицированный метод Галёркина и совершая пре­дельный переход, получаем следующую оценку для обобщённого решения задачи (1)-(3) (ср. с неравенством (31) из [1])

ИМ*.01111,2 < С1 ||ио(*)||, %где с։ > 0 - некоторая постоянная.Оценка
(15)

11^тио||1,2 = 1М*,Т)||1.2 < с2||и0|| < с2 М. и0 € (/онепосредственно следует из (14) и (15).Таким образом, оператор Эт отображает ограниченные множества про­странства Ь2(9) в ограниченные множества пространства ^(9). Отсюда, в силу компактности оператора вложения из ^(9) в £2(9), следует наше утверждение. -Повторяя рассуждения, проведённые при доказательстве Леммы 2 в [1] н грудно убедится в справедливости следующего утверждения. *Лемма 1. Обобщенное решение задачи (1)-(3) удовлетворяет неравенству

(16)Легко устанавливается также следующая



65Лемма 2. Дуст» и10(х) и и20(х) - произвольные элементы пространства (^)> в ^1(®.0>**2(х,<) е £рос(0, оо; И/рт(П)) соответствующие им обобщён- мме решения задачи (1)-(3). Тогда имеет место оценка : <

Ц5< «ю(ж) ֊ 3, Ом(։)|| = ци|(։,0 - Г)|| < ||И։о(х) _ Ъи(։)ц (п)__ •Приведём теперь одну общую теорему о существовании аттрактора, доказанную в (3].
Теорема Б ([3], Теорема 1.1). Пусть полугруппа {£,} операторов, действую֊ 
щих в банаховом пространстве X, удовлетворяет следующим условиям :

а) полугруппа {S<) равномерно ограниченна, те. для любого R > 0 су­

ществует постоянная C(R) > 0 такая, что * -л • • - • —||S։u|| < С(Я), при ||u|| < R и для любого t > 0;
6) существует компактное в X поглощающее множество Во С X, те. 

для любого ограниченного множества В С X существует такое число Т > 0, 
что при t > T, StB С Во ;

ц) операторы. St ՝ X X непрерывны при t > 0.
Тогда у полугруппы St имеется компактный аттрактор.Таким образом доказана следующая
Теорема 2. Пусть р > 2 - чётное число Тогда полугруппа St, t > 0, порож- 
денная задачей (1)~(3), обладает аттрактором, компактным в пространст- 5 ее L2(Q).Доказательство следует из ЛеМм 1,2 и Предложения.

3°. Как известно ((2]-[4)), структура аттракторов полугрупп конструк­тивно описывается при условии.существования глобальной функции Ляпу- нова. Более точно она описывается явно с помощью неустойчивых инвари­антных многообразий, проходящих через неподвижные точки полугруппы 
$։.



66В настоящем пункте будет построена функция Ляпунова для задачи (1)֊(3) и, стало быть, описана структура аттрактора порождённой ею полугруппы
Прежде чем сформулировать основной результат приведём необходимые чопределения и одну общую теорему о структуре аттракторов (см. [2], [3]).Определение 2. Пусть {£<} ~ полугруппа операторов, действующих в банаховом пространстве X. Точка г 6 X называется неподвижной точкой полугруппы {£<; / > 0), если = г для любого / > 0.Определение 3. Пусть г Е X - неподвижная точка полугруппы {5,}. Мно- жество С X называется неустойчивым инвариантным многообразием, выходящим из точки г, если существует такая непрерывная кривая и(т), —оо < т < оо в X, что1) и(0) = и ;2) 5« и(т) = и(1 4- т), Уг € К1, VI > 0 ;3) и(т) —» г при т —♦ —оо.Определение 4. Пусть У С X - слабо инвариантное множество полу­группы {5,} : 5(У С У, V/ > 0. Непрерывный на У функционал Ф : У —♦ Ш.1называется функцией Ляпунова полугруппы {5,} на У, если выполнены еле дующие условия : . ' ■1) для любого и 6 У, функция Ф(5<и) убывает по < при I > 0 ;2)весли Ф(«$\и) Ф(5$и) при некотором / > то 5ди является неподвижной точкой полугруппы {5։}.Теорема С (см (3), Теоремы 10.1 и 10.2). Пусть полугруппа {5,} обладает 

компактным аттрактором М и на множестве М обладает функцией Ля­

пунова Ф Предположим, далее, что множество М неподвижных точек {5,} • конечно и, кроме того, для любого и 6 М, функция Ф($,и) непрерывно зависит 
от I (по норме X). Тогда А4 = и М(г), ■

где М(г) - неустойчивое инвариантное многообразие. выходящее из точки х.



67Имеет место следующаяТеорема 3. Функционал

(18)□
определённый на пространстве И^П), является функцией Ляпунова полу 
группы {£<}, порождённой задачей 
>С|г)казательство. Непрерывность функционала Ф наИ^п(П) очевидна, пос­кольку Ф(и) = ||и||^։/>Для того, чтобы показать, что Ф(5«и) убывает по t при I > 0, рассмотримвыражение

(19)
для и, V 6. И7"(9).Выделением линейной части в (19) убеждаемся, что Ф дифференцируем всмысле Фреше, а дифференциал Ф'(и) действует на V по формуле
Последний интеграл существует, поскольку

дти
дх™

дту.- ; е 1,(П) и —— е I
Следовательно, для решения и(т,<) задачи (1)֊(3) имеем

Таким образом, функция Ф(5։и) убывает при < > 0.

(20).



68 пянПроверим, наконец, условие 2) определения 4. С »той целью предположим, что при некотором <о > 0 имеем
Ф(и(х,*о)) = Ф(и(х,0)).*Тогда, в силу (20)

НоО = Ф(ц(гЛо))֊ Ф(^о) = / й (Ф(и(г,*))) dt = 
Jo

(L(u)}2 dx dt dx dt.

Следовательно, — = 0 при I Е [0,<о]> те. Ь(и) = 0. Так как £(ио) =Ь(и(х,0)) = 0 и —т—* — 0, то г = ио(*) является решением задачи (1)֊(3)<71и Stz = z, т е z — u(x,0) = uo(*) является неподвижной точкой полугруппы {5») Теорема доказана.Теоремы 2 и 3 с учётом Теоремы С, позволяют описать структуру ат трак тора полугруппы {5(}, порождённой задачей (1)֊(3).Теорема 4. Пусть р > 2 - четное число. Если множество АГ ~ (х), ?г(г),*...,гг(х)] неподвижных точек полугруппы. {$}, порождённой задачей (1)-(3), 
конечно, то аттрактор М полугруппы. {} совпадает с объединением неус­

тойчивых инвариантных многообразий 1,2,..., г, выходящих из 2,,I пге. •Л4=иМ(։>).
ABSTRACT. The paper gives some applications of earlier results by the authors (see [1,2]) on the nonlinear parabolic equation •+ L(u) = du . / sxm A d™ / = 0 in a cylinder Q = (0,оо) х Q, whereдх™■' < IR « a bounded domain with sufficiently smooth boundary T = dQ and p > 2 is even. We pose the following initial-boundary problem u(z,0) =1 ylc = °» H < h where E = (0,oo) x T. These resultsre la U to construction of attractors of .semigroups generated by initial- oundary problems for high order nonlinear parabolic equations, as well as co investigation of global Lyapunov function.
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КОНСТРУКТИВНОЕ ОПИСАНИЕ КОНЕМНОПОРОЖДЕННЬТХ 
ИДЕАЛОВ В АЛГЕБРАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ 
ФУНКЦИЙ, ГЛАДКИХ ВПЛОТЬ ЛО ЕГО ГРАНИЦЫ

Ф. А Шамаян

Известия Национальной Акадомци Наук Армении. Математика, 
том 27, ЛХ 4, 1992 "у ■

Пусть и» — функция типа модуля непрерывности, т.е. неотрицательная, 
монотонно воз растакзшдя функция удовлетворяющая условию Зигмун­
да '^(1и = о(и (6)), 6—0. В статье рассматриваются конечно по рож­
денные идеалы в алгебре голоморфных в единичном круге функций /, 
для которых |/(С1) - /(6)1 < С/О>(|6 - 61). 161.161 < 1.

J0-. ВВЕДЕНИЕ

Пусть £> зе {г : |г| < 1} - единичный круг на комплексной плоскости, Г ֊ его
• • е

граница, и - функция типа модуля непрерывности, т.е. неотрицательная, 

полу аддитивная, монотонно возрастающая функция на (0,-Ьоо). Обозначим 

через Л® класс голоморфных в D функций /, для которых

1/(6) - /(6)1 < С>(|6 - 61).- 6.6 € Ь.

Здесь и в дальнейшем Со ... означает положительное число, зависящее толь-

ко от а

В «настоящей статье мы ^удем 

ве тному условию Зигмунда, т.е.

предполагать, что и удовлетворяет из-

о «
Си(6), (1)

Введем в AJ норму

Н/Нл. = Н/Ноо + sup 1/(6) ֊/(6)1
W(I6 - 61) (2)

Легко видеть, что относительно поточечного умножения и сложения лв
является банаховой алгеброй. Из общей теории банаховых алгебр можно



Конструктивное описание ... 71

вывести следующее обобщение теоремы Карлесона о короне [1] Если функ­

ции 6 не имеют общих нулей в замыкании О единичного

круга, то найдутся такие функции /1ЬЛз, с Л®, что

/1 А] + /?Аз + • • • + Д/1п = 1.

Однако общая теория не позвляет явно построить множители Л. 1 < ? <у 1 ж»

п и оценить их. Мы выпишем формулы, выражающие И} через данные .

Эти формулы позволяют дать некоторый ответ на следующий, более общий 

вопрос : какие функции д принадлежат идеалу, порожденному в алгебре

Л® данными функциями /1,/з,...,/п ? Иначе говоря, какие функции д из Л

представимы в виде

А* € л;, 1 <к < п> (3)

Для этого, очевидно, необходимо, чтобы

Однако мы

Ш1<С(|/։«)| + •••+|/п(О1)> <6 О. (4)

приведем примеры, показывающие, что не только (4), но и

оценки 

|9«)|<с(|л(е)|’+ --+|/п(е)|2). <ео (5)

недостаточно для представимости функции д € в виде (3). Тем не менее, 

справедлива следующая

Теорема 1. Если функции ду /п € А.® удовлетворяют условию (5) и 

Н$11л* < 1, 11/>|1л- < 1, 1 < 3 < п то найдутся функции ЛЬ...,ЛП € Л®, такие 

что

При этом 

где

(6)<?’«) = ) + Л«)*։«) + ■ •• + /п(()М0. < 6 О

(7)

5«) = 1Л«)1։ + 1Л(01’ +'••• +1/"(01’. (8)
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Подчеркнем, что функции Лу, участвующие в (б), выражаются явно

через д и (см. Лемму 2). Это построение подсказайо “схемой

Хёрмандера”, сводя; II ей проблему короны к <9 проблеме [2]. Эта последняя

решается с помощью модификации известной формулы М. Лжрбашяна [3].

настоящей статьи посвя; II1ен доказательству вспомогательных утвер-

ждений, §2 - доказательству Теоремы 1 и ее точности. В §3 мы докажем 

некоторый аналог Теоремы 1 для случая высших производных Отметим 

также, что часть результатов этой работы ранее была анонсирована в 

заметке (4).

§ 1 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕК/ЕДЕНИЙ 

Перейдем к доказательству вспомогательных утверждений, применяемых 

при доказательстве Теоремы 1. Здесь мы получим некоторое обобщение 

интегральных представлений классов Лжрбашяна Аро Пусть A(D) означает 

класс всех аналитичных в D функций. Следуя Лжрбашяну [3], обозначим 

через Лр(о), — 1 < о < оо, 0 < р < оо следующий класс функций :

f def / f \1/p ]
Л'Чо) = ^ / € Л(£>): ||/||x,։o)=4 / |/(f )lp(։ ֊ |«|2)° dm2(() J < оо V,

I 7 J

где dm? - плоская мера Лебега. -

По теореме М. М. Лжрбашяна каждая f € Лр(а), р > 1 допускает 

интегральное представление :

/И = u-Ki2m)<frn2(o
(l-o?+2

ZED

Следующая лемма непосредственно следует из этой формулы (см. [4], [5]).

Лля полноты изложения приведем её доказательство
*

Лемма 1. Если h - функция класса C‘(D) и grad Л суммируем на D, то при 

° >-1 имеет место представление :

A(z) = ((1 ֊ iep)afe(o 
о - (i-£։)»+’.

dm2(^)+

՛ * L (l֊O)’+։(։-f) r G D. (9)
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Л(*) = <'”>»(«). ։€О. ■

Воспользовавшись равенством

(1 - К12)*
7—Г~7 НО = 1,

мы получим

/*(։)-Л(г) =
ь

- К12)а(А(0 - />(»)) ,
—71—------- (10)

Теперь заметим, что

д 1 -1«12

Поэтому из (10) получаем

( МО-Ь(т) д 
о г~(. д(.

1 -1(1’
<<”։։(() =

тт (МО֊М»))
I ֊ И12 </т2(О

1 - 1£12 дИ </тп2(()

Рассмотрим первый интеграл. Для € С1(£>) имеем по формуле Помпейю

[6]
^гп2(^) 1
г — £ 2^ri

Положим в этом равенстве

М() = (М€)-М«1)
1-К1

и учитывай, что ^(г) = получим

дН <йп2(()

Отсюда непосредственно следует (9). Лемма 1 доказана.
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Лемма 2 Пусть функции д,/ь, фа,принадлежат Л՞. Тогда функции 

$-։(«)[Я.(ОЛ(П ֊ Л(<)Лп(«)И<)х

Лг — 112| • • »1 г € О

аналитичны в О и удовлетворяют уравнению (6).

лЬказательство Сначала докажем, что Л* 6 Л(£>). Имеем по Лемме 1

т = 1

Из этого равенства следует, что = 0, 1 < к < п, т.е. Л* е 4(7)).

Первое утверждение леммы коказано. Перейдем к доказательству второго 

утверждения Имеем

5-’(О[^ЮА«)֊Л(О/п.(«)]92(Ох

Лемма 2 доказана.

1 ледующую лемму можно вывести из результатов работы [7].

Леммд 3. Пусть ] е Л®, где ш удовлетворяет условию (1). Тогда имеет 

место оценка

!/*(*)! < С/—)■_ ։6Д. (И)

И обратно, если / 6 АЮ) и /' удоолетоорлет оценке (11), то / €

Лемма4 ^“Н.Мл;<1, 1 < т < п и |Ы1л: <!, то

11М® < СОШ ||?25-3/’||оо. 
• • •

ХЬказательство Из (’) имеем



о
75

Kb

(Ок-(Г*

[|/m(f )l + 1ЛЮ0 3m2(£) .

Отсюда, используя Лемму 3, получаем

i/;u)/*«)-/i(Wm(oiis2(e)ix

I - J

IMOI < IIj2$-3/2||«,x

“U-lfl)(l -Kl2)°
|1 - fz|"+4* ֊ «I

dm2({)
t

Приступим к оценке интеграла

dm2(<)

'j(l -/?)(! - p')a p dp dp
(12)

Внутренний интеграл оценим следующим образом Разобьем область инте­

грирования на две части : |^| < |р — г| и |у?| > \р — г|. Имеем

и

' [(1 — рг)2 4- 4rpsin2 <р/2]՜ ’
М<|/>-г|

"[(р - г)2 4֊ 4rpsin2 у>/2] ’ d<p <

const

|1 — pre1*!՜*՜՜1 |г — ре‘*| 1 dp <
const

(1 - Pr)

(13)

(14)

Таким образом, учитывая (13) и (14), получаем

-Р)(1-/>’)-(!-гр)-"-1
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Первый интеграл сходится ввиду условия (1). Оценим второй интеграл :

Л “гко видеть, что

А

(15)

Учитывая (15), получаем

u»{] — г) log

И։ польз.я оценку (1), легко доказать, что

5Нр 
0<г<1 (16)

sup
0< г < 1

/ < const, и тем самымУчитывая (15), получаем

1М-’)| < const ||172S"3/2||00.

Лемма 4 доказана

ледующее утверждение непосредственно следует из верхних лемм 
*

Лемма 4* Если и» удовлетворяет условию (1). то

sup / < 4-00

Леммв 5 11 условия։ Теоремы 1 имеет место оценка

Igraxl l!72(r)S;2(z)A(3)/ro(z)]| < const ||^/5||то ML±12 
1 — Ы (17)
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Доказательство. Для краткости положим 8^7^т Поскольку

|вга<1 0({)| < 2 дх^
«ео, 

4

«) +2 1^(0 ,

ТО следующим образом можно оценить обе производные функции хЬ Имеем

дхЬ о __
^■(0 = 2?« )/".(«) + Л«)5-։(()7Г(4)/;(4)-

-29։«)5-3«)Л(0/-п(0Е/И«)^(€)

и следовательно,

1(1) (11-О-1Ц , II 2 О—3/2|| \ ^ /-» || С-1|| ^(1 “ 1(1) /1О^
д£ -С~_|(| М|р5 Поо 4֊ ||<7 5 Поо^ 1||оо— (18)

Оценим теперь дх{>
д( :

дх1> (С) = г2(«)5-2({ )/т(0Л«) - 92«)5‘3«)/п.(4)Л(О £՝ /<(«)/> (4)
>=։

Отсюда находим

5(4) < С2=у-Д1’||?5-3/2||ОО < Сз||35-1||„-1֊| ~ (19)
1 ֊ К1 • 1 ֊ |(|

'
И лемма 5 следует из неравенств (17) - (19).

Пусть 1<тп<п, 1 < к < п, /т,/к и <7 - функции из Теоремы 1 Положим

1т(г) =
1 г (Мг) ֊ МО) (момо - шмо) яЧО х
»Л> ~№(0

X </т2(().

Лемма 6 Имеет место оценка

Э1пМ 
дг

< сопв1 ||^5"3/2||ооЦ"ГТ7|

г<1г, как обычно, 9 Ч 9 ■9 А^ = 21^-тУЛ։ = х+|у-
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Локазгггельство Очевидно, что

вцг) 1 /■/'(»)(/и«)Л(О-Л«)/-»«)) /1-|{р\в+։

= -------------- (/ - £)$2(£)-------------- 1~ ) <'п։2(°-

(/«(*) - МО) (МОМП - л«)/-«)) 92(() /1 - |€[2\ »+> 

(X - £)252(£) к 1 - О/ <1пгц({)+

а + 1 Г (МО-МО)(Лп(ОЛ(0֊Л(ОМО՝) ?’(«)«

+ ~ Л (:-№(0 Х

х </т։(() = + /2 + /® .
(1 — ՝ч/

Оценим 1‘ :• ■& '«/г™ ВЯ

\МОШ ֊ Д(<)/т(011<РЮ1 
к֊£|£2(£)

1 ֊ КР
1 -о

<<тг(£) <

1ЫМО- Я(Шт(01И«)1
1*֊£|52(£)

< сопя! ||у2.9 3/2||0О

1 ֊ КР
Лп2({) <

г е О' . (20)

В последнем неравенстве мы воспользовались Леммой 4‘ и оценкой (11) для

Тепер! оценим /2

Г՞'1՛՜'' ~ Г [г ~ [ {■) ЛгпЛО=^ 1'т + 1т- ■
■>[>. * Усо, '

Здесь О.^{{ : И< |(|< 1}, СО, = О\О, Имеем

^т2(^) <

< <-н?25 3/21к [ |.- -«|-Ч/'(«г)|[|Д({)| + |Л(«)|]
и л

</г742(^),

еде {, - некоторая точка из отрезка, соединяющего г и (. Но поскольку 

1 ~ 'ч ՛ Г< * — 1^- ։ — кI■ Следовательно, из (11) вытекает, что

|£(г)1<С,||у2$-3'2 <Л1 - К1)(1 - |ера-1 
К ֊ «I |1 - £г|»+’
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Но, как было установлено при доказательстве Леммы 4, последний

интеграл равномерно ограничен на (0,1). Поэтому в итоге получаем

г е О (21)

Перейдем теперь к оценке I? :

Лп(*) ֊ /„(() 
(»֊()’

1/т(0Л(0 - Л(О/-п«)||?(О$'’(«)|Х

Лт2(£).

Заметим что

|Лп(() ֊ /т(^)| < Ж« - г|, 
1 — |г| (2Г)

В самом деле, снова используем неравенство

|/т(0-/ти)|<|/'(0)1И֊х|, Ъег(.,,

где , - отрезок, соединяющий точки £ и г, но поскольку |£| < |г|, то

1С| < |*| Следовательно,

Итак, получаем оценку

Используя Лемму 4*. приходим к неравенству

(22)^(1՜ И)
ОО < II
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Применяя оценки (20) - (22), окончательно получаем

Ит(։)1 < со"“* Пр’5 3/2II» г,^ X 6 о.

Для доказательства Леммы 6 осталось оценить Интеграл, фигурирую­
щий в !„(:), представим в виде суммы двух интегралов /Д и ~1т, с областями 

интегрирования О2 и СОг. Сначала оценим :

и>(1 — р)(1 — р)°
/'(ре1*)

X 1/Л,(ре‘*’)11/Н^)! + 1/;(р^)11Лп(ре*)1 
|1 — гре։(в“*)|°+2

р(1р <1<р. (23)

Здесь мы использовали неравенство (21’). Из (23) получаем

1&(*)1 < С2||925-3/2||ОО У՜1 и,а(1 - р)(1 -/,)“֊> [’
./И Т-, |1 ֊ гре'^\о+1

и следовательно,

(1 - р)
о

Приступим к оценке 7^. Используя неравенство (2Г) для |<| < |х|, получим

С1||р25-3/2

1^(1 - /?)(1 - р2)арНр(1<р 
|1-ре”*х|®+2

г е о

Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть

'Ае 9 » 5 - из Теоремы 1. Положим

У(») = 1 / ^«)700(1 - К12)0՜1՜1 ат2(0 
. ’ Л> (1 -р)о+1 г

4
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Тогда имеет место оценка

ду
-^(г) < сопм ||,$֊Ч|

Лрьалательстъо. Имеем

= !- [ (НО - Г'
* \ 1 - о ) г~£

(24)

Из Леммы 1 следует, что

Поэтому

Иг) = ; [ [Ф(0 ֊ 0(г)]/4.(О (’-ЦЬ2) 
* У О к 1 - & /

^з(€)

Отсюда следует, что

+^)[Лп(г)-Лп(0)], гео.

</т2(£)+

+~ / М0-^(г)]Д>(С)(1-|е|։)о(։-ёг)-о-։«-~֊
* У о г

֊֊ / /4.(0 (1֊ЖГ+‘ +<Иг)[Лп(г) - /„(0)],

где 1^' = Используя равенство (24), получаем

дУ __ 
дг

где
И7։(2)'= - [ 

т Ур
- У-(г) 

(г - {)’ /4.(0

г е о,֊^(г)^^^),

И'г(։) = [ [V«)- 0(О1/4(«)(1 - 1€1’)°(1 т2
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Сначала оценим IV). Для этого запишем его в виде суммы двух интегралов

и IV/ по отрезкам (|г|; 1) и (0, |г|) Из Леммы 5 следует

40 ֊ 4г) const ||jS ‘И«,
ч

- lei) i 
i-lfl К-»Г

Но |£| > |с|, а |£гас! ^>| удовлетворяет оценке (17), следовательно,

• »

< const ||^S '(loo Mi-IWU-IW0՜1

Теперь используя Лемму 4*, получим оценку

|IV,։(2)| < const HjS-'IU (25)

Рассмотрим теперь интеграл И'։2 :

< const ||(7S"l||oo
_ж |z - ре‘*| |1 - zpe՜**!**1 Р -

и а-1н ^(1 ~ 1*1)< const ||PS ||л —---- —
1 — |z|

41 - И1)(1 т ИР)° 
|{-г||1 -4с|о+1

</т2(<).

Для оценки последнего интеграла используем Лемму 4' и приходим к

неравенству

|И7(г)| < const Ц^Жоо^՜—z Е D
1 “ Pl •

Объединяя оценки (25) и (26), получим

(26)

IHzi(2)| < const ||pS Жоо ——
1 — |2| z G D. (27)

Итак, для получения подходящей оценки' осталось оценить №2. Как 

и прежде, интеграл, определяющий И'2, представим в виде суммы двух 

интегралов И 2‘ и с областями интегрирования (|х|;1) и (0, |г|). Из Лемм 
*

3 и 5 следует

l^(z)|< const ||SS-«||TO [' Г

< const —4)
* * U I ' 1

7|ж|У-ж |1 — zpe~։*|*+2 " к ’г _

p dp d<p
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Отсюда нетрудно получить оценку

|Wj(s)| < const ||jS՜*

< const ||р$~>||0,-*1 7։6о.
1 — |z| 

a
Теперь оценим IV,2. Снова используя Леммы 3, 5 и проводя аналогичные

рассуждения, приведенные при оценке W2, получим

|W22(z)| < const ||^S~l||

Лемма 7 доказана 

§2 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Обозначим

Jd

dm2(£)

Функции

М*) = fk(z)g2(z)S~l(z) + -Jm(z) 
m=l

no Леммам 2 и 4 голоморфны, ограничены вЛи удовлетворяют уравнению

(6). Нужно доказать, что эти функции принадлежат А* и справедливы

оценки типа (7) для h'k(z), 1 L ՝ д
« < п. Исдользуя оператор —

1 f А
2 , получаем

m

Нетрудно видеть справедливость оценки

£ (h(z)9\z)S֊l(z)) < 2 € D

Для доказательства теоремы достаточно получить необходимую оценку для 
* д >571 < т < п. Положим Ут = /т + V, где

Г __________ __________ _ , /1 - |Х|2 \/т(Ш4>(ШНО-/ИС/т(€)ИО5-2(О(т^) -ттт՜-
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Используя Леммы 6 и 7, получаем

|Л'*(2)| < соп§1 ||^5Г‘*1|| ОО

Отсюда, используя Леммы 3 и 4, получаем

Теорема доказана.

Докажем, что условие (5) в известном смысле необходимо для пред­

ставимости функции д2 в виде (6). В следующей теореме мы используем 

обозначение А£==Л*в, т.е. рассматриваем случай и/(<) = 1а. В частности, 

Л® означает Гёльдеровский класс функций, голоморфных в /?.

Теорема 2 Для произвольного у € [2,3) существуют функции /а,до € Л®, 

и < о < 1, удовлетворяющие условию

|лД»)| < |Г«Д*)Г. (28)

и такие, что . Я| ,
< •

9«(г)/Л(г)?Л“.

21ока.зательство Положим для 0 < о < 1 и 2 < 7 < 3

Ясно, что функции /о.5о удовлетворяют условию (28). Легко видеть, что 

для производной имеет место ‘ ,

К(։)1 < С(«*,т)(1 - |։|)¥-», г € О

Ок юда используя теорему Харди-Литтлвуда, получим д 6 А£ при 2 < у < 

ею Но на окружности |х - || = 1 имеем

1$о(г)1 > Со(о,7)(] - |г|)^”1, Со(а,7) > 0. (29)

I) >этому при 0 < 7 < 2 имеет место да А£. Теперь предположим,֊ что . 

существует 0 £ А“ , такая что д(г) = ^(г)/(г), г € Ь Тогда получаем

что невозможно при 0 < 7 < 3 ввиду (29). Теорема доказана
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§3 (т > 1)

В этом параграфе мы обобщим часть результатов предыдущего параграфа

на алгебре Лат\ 0 < а < 1, т > 1. Напомним определение ;

Здесь С{") = С^(О)Г}А(О).

Теорема 3. /7уст> /ь/2..... /п е Л(от), ПЛНдР*) < 1, 1 < ] < п и

5(г)=|/1(г)|2 + ... + |/п(2)|2>6,

Тогда в Да"> можно построить функции /»2, ...,ЛП, такие что

Л(г)М*)+’' + /п(*)Мг) = 1, г е £)
• • * л

и • 4» 
||Л)Пл(п.) < СОП81 б՜1՜^.

(30)

(31)

Доказательству Теоремы 3 предпошлем несколько лемм

Лемма 8. (см [8], стр. 63) Для 0 < а < 1 имеет место

С(а)

Лемма 9. (см. [5], стр. 78) Пусть д принадлежит классу Соболева И7™. 7՝огда

д™ ( дтд </т2(()
о д(т г 4

дт
2тп

с/т2(£)

“^(0.

Лемма 10.
д'
де' д(

5 2(£) < соп51 5

Э *’Ч т;

ЛЬказательство Меняя порядок дифференцирования и используя формулу 
■

Фаа-ди-Бруно (см [9]), получим

д^-^де'8՜ ({)՜
д (5е,))И5'р‘?, (32)



где 5и ' = С^,.. - абсолютные постоянные, зависящие только

от 1/ь...,ря.

Теперь оценим выражение

где для удобства положено

^(«) = (5р)(о) ” ■ • • (^ю) -

Очевидно, что в условиях леммы производные от равномерно ограниче 

ны Используя формулу Лейбница, получаем

(33)

где х ■ ** ?■

фИ0 = ^֊[(5(1)(0)*'15(«)-’-։].

( нова применяя формулу Лейбница, получаем

д9~г____ /сОЬн
<9е-г '

Используя формулу Фаа-ди-Бруно, легко установить оценку

< со1Ш [5(0]-’’-’- *,

И следовательно,

1*2«)1<с£ 
г=0

д^~г

■
Если теперь > д - г, то получаем

д,~г

Е#сли же < д — р »уф

5 р < СОП81 5-Р-2-
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Конструктивное описание

Таким образом, в обоих случаях имеем

|Ф։«)|< СОПВ1

Подставляя эту оценку в (33), находим

144(01 < соп51 [5(0]-”-’-=^.

Но учитывая равенство (32), легко видеть, что р - 1/,/2 < 1/2. Следова­

тельно,

|Ф1(0|< соп։1 (5(£)]՜2՜^“

Лемма 10 доказана

Доказательство Теоремы 3. Мы явно построим требуемую функцию.

Положим, как и при доказательстве Теоремы 1
•• • • • * • I

Ы4 = А(*)£’’(*) + £ [ [Д(«)Л(4) ֊ /;«)/т({)]5-2«)±^.

т = 1 ’ •'О

Точно таким же образом легко установить, что 6 Л(Т)) и Л* удовлетво­

ряет уравнению (30), 1 < к < п. Докажем, что Е Ла՞*' и оценим норму 

этих функций в пространстве Положим д^ = /։-Д5՜2. Сначала оценим 

норму функции Н(г) :

в пространстве СсДГ). Используя Лемму 9, получаем Н = /Л + Н2, где

Я1(г) =

Я2(г)
2яТ

1 / дт9Л0 ^2(<) 
* д£т г

Сначала оценим норму функции Я2 С этой целью положим

Л*՜1 1 [
с1:к~} /г

Для оценки нормы Сц в СО(Г) по теореме Привалова достаточно оценить

9*.) (£)«
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Имеем

Используя формулу Лейбница, получаем

а*-1/;/, д1
дек-՛ до'д(т-к

______ дт~к S~2(^
S-2«)+ /'«)/>«)—

Из Леммы 10 непосредственно следует

|Ft| < const [S(f)]՜1՜’, !<>.}<’։. 0<t<m-l.

Следовательно,

||<Л||ло < const Г1՜^, l<k<m-\.

Теперь оценим норму функции Gm. Заметим, что

dem-՝

принадлежит классу СО(Г). Используя вновь формулу Лейбница, получаем

где

m-՝d»kli de"՝-1-*1’ '

Повторяя вышеизложенные рассуждения, мы получаем оценку

Следовательно,

l*W)l< const

Пфз||сл(Г) < const б՜3^1՜1

(34)

(35)

Поскольку m > 1, то имеем

WS-’llc^DSGr’e + Cji-’sCs«-^-։. (36)

Используя опенки (34) - (36), получаем ||Gm||A. < Осталось

оценить нормы fiS՜1 и Я,. Имеем •
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< const |е'*‘-е‘»’| / (1-(€|)о-։|«֊г‘'Г1|(-е*’Г։< const |е“' 
J D ”՜ 1 *

С

В последнем неравенстве мы воспользовались Леммами 8 и 10. Из Леммы

10 вытекает

const 6՜
с.(Г) (37)

Из (34) - (37) окончательно получаем

Гео рема 3 доказана

Замечание. В связи с равенством (30) и оценкой (31) отметим также 

работы [10] ֊ [12], где получены решения проблемы короны в пространстве 

ограниченных аналитических функций, однако без явного построения мно- 

жителей. 
■

Теперь докажем, что оценка, полученная в Теореме 3, близка к точной 

Пусть

C(f\>/а> —»/п) = ։nf{||piНдО») 4------ Ь Н$Ь»11ло->}»

где инфимум берется по всем функциям из удовлетворяющим урав- 

нению (30), и пусть

С(6) = sup {с(Л,..|Л(г)|2 + |/j(z)|J + ..• + |/„(г)|3 > 6. < 1} ■

Из Теоремы 2 следует, что С(6) < C(m)6“z=^J՜”1. Докажем, что имеет место

также оценка

С(6) > Ci > 0. (38)

Положим /1(г) = ----- V.—, 0 < 6 < 1/2. Легко установить, что ||/1||А£->) < Г

т = 0,1,.... 'Положим далее /2 = /3 = • • • = /п = 0. Тогда если /\9\ = 1, т.е.
6

1 -(1 - y/8)z£1(*) = , то используя неравенство

||л||А<-> >Cmax{|/"l+1W-kl)I-e}
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получаем

||s||a(-> >С(т,о)Г“^-«, ОО.
**o

Оценка (38) установлена.

ABSTRACT. Let w be a function of modulus continity type, i.e. a 
nonnegative, increasing function satisfying Zygmund condition J* du = 
0(^(6)), 6 — 0. The paper considers finitely generated ideals in the
algebra of holomorphic in unit disc functions /, for which |/(G) ~ /(G)| < 
CMI6-6I). 161.Ы<1-
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ОБ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ШТУРМА- ЛИУВИЛЛЯ

В. А Яврян

Известия Национальной А* 
том 27, №. 4, 1992

1. Пусть <р(х, А)-решение дифференциальной системы

-֊¥>" 4֊ и(х)у> ֊ Х(р — 0, у>(0, А) = 1, ^(0,А) = А(0<х</), (1)

где г-вещественная функция, V Е Г1 (0, г) для любого 0 < г < /. К- 

вещественное число.

Неубывающая функция т(А) = т(А - 0) (-оо < А < оо, т(-оо) = 0) называет­

ся спектральной функцией системы (1), если для всякой /֊финитной (равной 

нулю в некоторой левой окрестности точки /) функции ( 6 Г2(0, /) выполняет­

ся

А)</т </т(А).

Как уточнение известной теоремы Гельфанда-Левитана ([!]), в работе

М. Г. Крейна [2] установлена

Теорема 1. Для того, чтобы данная неубывающая функция т(А) была спек- 

тральной функцией системы (1), для заданной I, необходимо и достаточно, 

чтобы :

1) функция 

п(о = 1 - С06 (0 < < < 2/)
— ОО
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была конечной и имела две абсолютно непрерывные производные на любом

сегменте [0, г], (г < 2/) ; ■

3) linisup 7V(p)/У? >//”՜» р-* + оо ♦
N(p)—число точек спектра функции г в интервале (0,р).

Эта теорема впервые была указана М. Г. Крейном в [3] ; однако там при

её формулировке, как отмечает автор в [2], ”по недосмотру было опущено 
J <

условие 3)”. Это условие можно заменить (см., например, [4]) следующим :

3') Если

£(А) = / £(/) cos \/Xt dt, 
Jo

где < € L2(0,/)- /-финитная функция и

|f(A)|2 dr(A) = О,

то f(t) = 0.

Нель этой заметки показать, что условие 3х) (значит и условие 3)) 

лишнее, т е оно есть следствие условий 1) и 2).

2. Пусть Ф(х)֊ вещественная непрерывная функция в интервале (0,2/), 

(0 < / < оо)

/(М)= |(Ф(/ + «) + Ф(|/-։|))

1 акая, что для всякой / финитной функции £ 6 £2(0,/) выполняется условие

f |«0|2Л+ [ [ f(t,s)dtds > 0. 
o Jo Jo

Отсюда следует, что

dt + f [ f(t,s)£(t)v(s)dtds 
Jo Jq Jo

есть квазискалярное произведение в L ={( •• « € L2(0, /), f -/-финитна)
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Легко проверить, что оператор

= -Г, Г(0) = о •

симметричен, т.е. Для любых < и т) из £, имеющих первую 

абсолютно непрерывную производную и £'(0) = */'(0) = 0.

Легко проверить, что

л
Ф((,^) = / 00 сое £еЬ 

Уо

есть направляющий функционал для оператора А, т.е уравнение

(Л - А7)е = т?

имеет решение в том и только в том случае, когда Ф(ту, А) = 0. Поэтому 

из теоремы М Г. Крейна ([5], [6]) следует, что существует неубывающая

функция т(А), (—оо < А < оо) такая, что для любой функции £ € Ь

ОО соз сП ^(А)= [ Ю012^ + А/ /(м)О0ОО<^ 
Уо Уо Уо

(3)

Лемма. Однородное интегральное уравнение 
а V

((0+ / /(«,*){(«)</$ = о ■ (0<е<г<0 
7о

при любом г (0 < г < /) имеет только тривиальное решение.

(4)

Доказательство Пусть £о(О (0 < < < г0 < /) - решение уравнения (4) при

г — г0. Пусть Го < г < / и

00 = 6(0.
0,

ДЛЯ 0 < * < Го

ДЛЯ ГО < < < Г.

Тогда из (3) следует, что

ОО со® \Ха < сП £о(О со5\/А< сП
2

</т(А) = 0.
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Отсюда вытекает, что при любом 0 < & < г — П)

cos V Аб ) cos \/Xt dt I £6(t) cos Vxt dt 
о

2
dr(A) = Ot

где

6(0 = • •
|(6* + *) + 6i<-*i).
0,

для
для

0 < t < r0 4- 6 
г0 4֊ 6 < t < г.

Следовательно, из (3) получаем, что

Г|6(0|2^+ / [ f(t.s)^(t)Ms)dtds = Q. 
о Jo Jo

Отсюда, учитывая (2) следует, что функции удовлетворяют уравнению 

(4) Если предположить что <0 6 £2(0,г) ненулевая, то получаем, что

{(А) = / £(t) cosjxt dt £ 0. 
Jo

В этом случае для любых 0 < 6] < бг < ... < 6П < г — г0 система функций

будет линейно независимой Действительно, из 1

0 < / < г

следует, что
п

6 А) Orjfc cos = 0
Jt=l

для любого А Е (—00,00).

Отсюда
п

У2 ак cos Уа = 0
*=1

для любого А, и следовательно, <>։ = а? = ... — ап = 0.

1аким образом, из (о 0 в £_(0,го) следует, что однородное уравнение (4) 

имеет бег конечное число линейно независимых решений, что невозможно.

Теорема Для того, чтобы данная неубывающая функция т(А)( —оо < А < оо) 
г

оыла спектральной функцией некоторой системы (1), где / (0 < / < оо) задано, 

достаточно выполнение условий 1) и 2) теоремы 1.
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Доказательство. Как известно ([4]), условие 3’) (или 3)) равносильно тому 

что уравнение (4), где

/(М) =4 (П"(< + л) + П"(|< ֊ «I)), 
£ (5)

при любом 0 < г < / не имеет нетривиального решения. Поэтому согласно 

лемме, достаточно проверить условие (2). Последнее следует из легко 

проверяемого соотношения

о
■

Отметим, что эта теорема при / = оо приведена в монографии В 

А. Марченко ([7], стр. 117). Её доказательство основано на известной 

асимптотической формуле для спектральной функции, установленной Б М

Левитаном и В А Марченко.

Заметим также, что функции т(А), фигурирующие в теореме 1 и соотноше-

нии (3) при (5), совпадают.
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