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խմբագրությունդ խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հւսյվածներ հրապարակեյ Հայաստանի գիտությունների ացգափն ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամսաց րամ, հաշվի առնեյ հետ եւ յայ կանոններդ.Լ Հողվածների ծավ այղ, որպես կանոն, յրղետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամ այղ (այսինքն ոչ ավեյի. քան տեքստի 24 մեքենագրված էշ), իսկ համաոոտ հաղորդումների ծավ այր ո; ավեյի, քան 5-6 մեքենագրված է?: Մեկ տպագրական մամույր գերացան ցող ծա վայ ով հոդվածներն դնդունվում են հրապարակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոյեգիայի հատուկ որոշմամբ ՚ Հ Հ1Տ1
2. Հոդվածներդ պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված. երկու օրինակով: Ռուսերեն (հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցեյ ամփոփումներ հայերեն, անցյերեն եւ ռուսերեն յեգուներով: Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածներբ իրենց ցանկությամբ կարոդ են հրապարակ վեյ համապատասխան յեցվոփ _ •
3. Մեծատառ յատինական տառերդ, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, պետք է դնդգծվեն սեւ մատիտով երկու գծերով ներքեւում. իսկ փոքրատառերդ երկու գծիկով վերելում: Հու- հական տառերդ պետք է դնդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսներդ շրջանցվեն սեւ մատիտով, իսկ կուրսիվ տառերդ դնդգծվեն այիքաձեւ գծով:
4. Գծագրերդ ներկայացվում են առանձին էջերի վրա. երկու օրինակով, նշեյով նրանց համա րդ եւ տեղդ տեքստում էջի ձախ մասում: 1
5. Գրականությունդ տեղավորվում է հոդվածի վերջում, դնդ որում, գրքերի համար նշվում է հեղինակդ. գրքի անունդ, հրատարակման տեղդ, հրատարակչությունդ, հրատարակման տարեթիվդ, հոդվածների համար նշվում է հեղինակդ, հողվածի անունդ, ամսագիրդ, համարդ, տարեթիվդ եւ էջե- ■ րդ Օգտագործված գրականությունդ նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապատաս խան տեղամ: ՛• ր
6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ գգայի փոփոխություններդ (բնագրի համեմատությամբ) չեն թույյատրվում:
7. Հոդվածդ վերամշակման նպատակով հեղինակին վերաղարձնեյու դեպքում, որպես հոդվա ծի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրդ:
8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակդ, եւ խմ բագրությրսնբ իրավունք է վերապահում չցբադվեյ մերժման պատճառների պարզաբանումով:
9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշեյ այն հիմնարկի յրիվ անունդ, որտեղ կատարված է տվյալ աշխատանքդ:յՕ. Հեդինակդ պետք է ստորագրի հոդվածդ, նշի իր յրիվ հասցեն, անունդ եւ հայրանունդ:Խմբացրդլթյս/Ճ հասցեն Երեւան, Մարշալ Բաղրամյանի րդող., 24բ:

Գիտությունների ազգային ակադեմիայի Տեղեկագիր, 
սերիա »Մաթեմատիկա»:



ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В ТРУБЧАТЫХ
ОБДАСТ ЯХ НАЛ АФФШШО-ОДНОРОДПЫМИ КОНУСАМИ

А. О. Карапетян

Известия Академии Нахк Армении. Математика, 
том 27, 3, 1992

В настоящей статье рассматривается класс функций /(г) = /(г 4֊ ։у) 
голоморфных в трубчатых областях Ту — {г = х 4֊ ։у Е Сп : х Е ИГ, у € V} 
и удовлетворяющих условию /у |/(т 4- й/)|р 4х}‘у(у) Ду < +оо, (0 < 
р. 5 < -Нос). Здесь I’ — аффинно-однородный острый открытый выпуклый 
конус в Шп с рангом ' > 1, т.е. Г' = {у Е ПГ : \т(у) >0, (1 < т < /)}, где
Хт(1 < ™ < 0 ~ рациональные функции, ассоциированные с конусом V'

?(!/) = И I/ € V» где
т = 1

(1 < т < /) поло/кительны и непрерывны и г Е (0,+оо). Для 1 < р < 2 
найдены некоторые условия на параметр « и функцию <рт (1 < т < 
/), которые гарантирлтот существование интегральных представлений
типа Пэли—Винера и воспроизводящих яд?р для классов голоморфных

§0. ВВЕДЕНИЕ

0.1. Хорошо известное пространство Харди Н՜ в правой полуплоскости

{г ЕС: Ке г > 0} определяется как класс тех голоморфных функций /(х) =

/(т + гу), Ие ; > 0, для которых

яир
0<г < + ос

(/(* + ч/)12 (0.1)

Классическая теорема Винера-Пэли (см. [1.2]) утверждает, что класс

Я-{Е1е : > 0) совпадает с множеством функций, допускающих представле

ние

Не 2 > 0, (0.2)

где Г(О € 2-5(0 сю).

^Настоящая работа была деионнров&на в АрмНИИНТИ 16 ноября 1990г., Дел. 48
А.р90, Ереьаг.. 42 стр. (1990)
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Этот важный результат имеет обобщения в различных направлениях. С 

Бихнер [3] установил аналог интегрального представления (0.2) для мно- 

гомерных пространств Харди в радиальных трубчатых областях (т.е. в 
_ •

трубчатых областях над конусами). > |

М. М. Джрбашян и А. Е. Аветисян [4] установили новые интегральные 

представления типа (0.2) для весовых пространств Харди в угловых об

ластях Эти представления записывались посредством ядер типа Миттаг-

Леффлера

г(д +*//>)’
(0.3)

В дальнейшем эти результаты были развиты в монографии М. М.-Джрба- 

шяна (5] по гармоническому анализу и интегральным преобразованиям в 

комплексной области.

Особый интерес представляет работа С. Г. Гиндикина [6), где рассма

тривались довольно общие многомерные области (так называемые области 

Зигеля). Эти области являются обобщениями радиальных трубчатых об- 

л астей. . *՛■'

С. Г. Гиндикин [6] обобщил результат С. Бохнера на случай произ

вольной области Зигеля. Кроме того, в [б] были получены интегральные 

представления типа Винера-Пэли для квадратично интегрируемых голо- 

морфных функций. С помощью этих представлений для соответствующих 

классов голоморфных функций были построены воспроизводящие ядра по- 

сред< гвом интеграла Лапласа. Эти результаты С. Г. Гиндикина были 

развиты М. М. Джрбашяном и В. М. Мартиросяном [7, 8], Т. Г. Генчсвым 

[9 11 ], С. Сайто [12] (см. также работы автора [13 - 16), причем последние 

две содержат подробные обзоры). ՝>- .

В [6] была поставлена следующая задача: в какой степени формулы, 

полученные в [6] для воспро- изводящих ядер Д2-классов функций, голо

морфных в произвольных областях Зигеля, упрощаются в случае аффинно

однородных областей0 В [6] было найдено, что в этом случае воспроиз- 

нд| а .кч \ быть записаны посредством специальных степенных



функций.

Р. Р. Койфман и Р. Рохберг [17] утверждают, что использованием ана- 

логичных методов можно получить воспроизводящие ядра для специальных 

весовых £2-классов функций, голоморфных в симметрических аффинно-од- 

но родных областях Зигеля.

0.2. В настоящей работе мы рассматриваем интегральные представле-

ния типа Винера-Пэли и строим воспроизводящие ядра для весовых клас

сов функций, голоморфных в трубчатых областях над аффинно-однородны

ми острыми ОВК (открытыми выпуклыми конусами) в IRn (n > 1). Острота

V означает, что V не содержит целиком какой-либо прямой из IR/*.

В §1 мы приводим сводку некоторых необходимых сведений из работы С.

Г. Гиндикина [6] относительно аффинно-одноро. <ЫХ КОНУСОВ. В §2 мы вы-И

• • •
числяем несколько интегралов, в частности

e'1։ i,17(y)<iy, t € JR-՞, (0.4)

где V - аффийно-однородный острый ОВК в Кп, - скалярное произве

дение (в IRn), ассоциированное с V, и

Г
7(у) = П V)). 

т=1
у ev. (0.5)

Здесь <рт(т), т € (0,+оо), 1 < т < / - непрерывные положительные функции, 

Хт (1 < т — 0 ~ рациональные функции, естественным образом связанные

с V ( их определение см. в [6]) и такие, что

V = {yGffi.n: Xm(l/)>0, (0.6)1 < m < /}.

Соответствие, определяемое (0 5), мы будем обозначать 7 Ч (у?1..... У|)-

В §3 содержатся основные результаты. Мы рассматриваем функции * 

/(х) = /(г + ։՛!/), голоморфные в трубчатой области Ту ССП, для которых

= У |/(* + ’У)Г<М*)| 7(у)<Му) < (°-7)

Здесь 1 < р < 2. 0 < s < 4-ос, dv кратна n-мерной мере Лебега и 7 Ч 

(у?1,<pi). ■ При определенных условиях на функции <рт (1 < т < О и 

3



параметр мы получаем интегральные представления типа Винера-Пали

(теорема 31) и строим воспроизводящие ядра теорема 3 2 и формула (3.9))

для втих классов голоморфных функций. ••V

Автор признателен академику М. М. Джрбашяну и профессору С. Г. 

Гиндикину за постановку задачи и полезные обсуждения.

§1 ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ ГИНДИКИНА ОТНОСИТЕЛЬНО

АФФИПНО-ОЛНОРОДИЫХ КОНУСОВ

1.1. Пусть V - острый ОВК в пространстве (* > 1), и 1(1) 

обозначает группу всех невырожденных линейных преобразований прос- 
*• •

транства 1Я*сохраняющих V. Конус I называется аффинно-однородным.
если группа £(И) действует на нем транзитивно. I

Отображение Г : Ш.՞1 х Ш."1 ►— 1Л* назовем К-билинейной симметрич

еской формой на пространстве 1ЛГП (т > 0), если выполняются следующие

условия: уЧ**.՜ I* л

2) /*(*»,<) = А Л«Л). А€И; . I

3) F(t.,) = F(s, О, I

— I4) F(t,t) € V' (замыкание V)J € ПТ”, причём F(t,t) = 0 E IR? лишь 
при t = 0 E ' v Яш j I

Через Рур будем обозначать вещественную область Зигеля, ассоци-i 

ированную с острым ОВК V С и l'-билинейной симметрической формой" 

F на IRm. По определению

Отметим, что при т _ 0, Ру։г совпадает с исходным конусом V С

Вещественная область Зигеля Ру г Q 1RV 

ной, если

а) конус V аффинно-однородный;

называется аффинно-однород

б) сушеств\ет подгруппа G(l') С L(V), продолжающая действовать! 

ранзитивно на I и такал, что для каждого д Е G(V) найдется невыро*!

I

4



денное линейное преобразование д пространства П1гп1 при котором

= Е(д(,д1), I € ПТ". (11)

Пусть Е - произвольное непустое множество в 1ПЛ (Л' > 1) Положим

г€ 1ИЛ'У(Е) = {(г,г)еЯ1Л>1: 
/

, г € Ш, г > 0, 1՝/т € Е}. (1-2)

Предложение 1.1. (см. [6]) Пусть V - острый ОВК в ПС (1 > 1), а Е

есть \ -билинейная симметрическая форма на (т > 0). Если веществен

ная область Зигеля Р = Рур С аффинно-однородна, то С(Р) С 

является аффинно-однородным острым ОВК.

Теперь опишем индуктивный алгоритм для построения бесконечной по- 

'следовательности аффинно-однородных острых ОВК V*. На первом шаге 

положим V1 = (0.4֊ос) Очевидно. V'1 есть аффинно-однородный острый

ОВК в Допустим, что после 1-го шага построен некоторый аффинно

однородный острый ОВК V*. Тогда на (| 4֊ 1)-ом шаге выбирается I՛*- 

билинейная симметрическая форма /Г1+։ таким образом, чтобы ассоцииро- 

ванная с V1 и Г1*1 вещественная область Зи։ еля Р’+։ = Ру, , была бы

аффинно-однородной, и после этого полагается Г”1՜1 = Согласно 

предложению 1.1. 1,,+1 является аффинно-однородным острым ОВК.

Аффинно-однородный острый ОВК V С Л1П (п > 1) называется приве

денным, если он может быть построен при помощи описанной выше проце

дуры за конечное число шагов При этом количество этих шагов называется 

ргангом V՞.

Теорема 1.1. (см [6]) Каждый аффинно-однородный острый ОВК Г С

Щ" (п > 1) некоторым линейным изоморфизмом Ь : 1ЛП •— !ЛП может быть 

преобразован в приведенный аффинно-однородный острый ОВК.

1.2. Всюду дальше V будет обозначать лежащий в пространстве ИТ' 

(п > 1) приведенный аффинно-однородный острый ОВК ранга I = /(!'). 

Пусть С‘(1 < । < /) ерь конусы, участвующие в индуктивном построении 

V. Вещественное координатное пространство, содержащее конус Г‘, обоз- 

начим через Ш(։), 1 < 1 < I, причем заметим, что I 1 — Г, ПТ(/) = П1п.
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Обозначим через Я»+г ве IIшественное координатное пространство. на ко

тором задается форма + Очевидно, 'Р + С П1(т) х Поэтому

У**1 С ПОД х Я,+1 х ^+п+1, где Я,+н+1 суть одномерное вещественное

координатное пространство. Таким образом, имеем 

и следующее каноническое разбиение всего пространства П<п, порожденное

конусом V С Жп: Г1
ь

Ж" = Я։1 х Я2 х Я22 X ... х Я|_1 X Я|_ц_։ х Я| х Яц.. (1.4)
• л • - •—*

Здесь Я,։(1 < : < /) являются одномерными вещественными координатными 

пространствами, а Я; (2 < ] < I) суть вещественные координатные прос- 

транства размерности п; > 0. Очевидно,

I
п = / 4- V Пу. (1.5)

Заметим также, что при всех ։ (1 < : < /) имеем разбиения.
• ц

9

Ж(։) = Яп х Я2 х Я22 х ... х Я, х Я*. (1.6)

Далее, для произвольного вектора х £ Жп через Хц (1 < « < /) и (2 < } < /) 

соответственно обозначаются проекции х на подпространства Я,, (1 < । < I) 

* Я, (2 < ; < /). Зафиксируем теперь Аекогорое j} 2 < j < I. Тогда, как это 

следует из способа построения конуса У, на Я; задана -билинейная 
_ • 

симметрическая форма Р3. Кроме того,

. у/֊* С Ж() - 1) = Ян хЯ? х Я22 X

Обозначим через проекции формы Е} на одномерные пространства Яй

(1 < 1 < »• Очевидно, Я/. (1 < ։ < являются уже скалярными неотри-

иательными билинейными симметрическими формами, заданными на прос

транстве Яу. Оказывается разбивается на прямую сумму определенных1 

подпространств Я,; (1 < । < у):

Я<
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где при X < i < j форма Я/, сосредоточена на Я<;. Таким образом Г/, 

является скалярной положительной билинейной симметрической формой на

Я,,. Для размерностей п,; (!<։<;) подпространств Яу имеем

(1.9)

Рассмотрим следующие /-компонентные векторы:

Х = ^У) = (Х1,...Л|), М = м(V) = (М, М|); (1.10)

т—1

ЛГ| = 0, Л»т = (2 < 7П < 0»
! ‘ < - • (1-н)

Мт - У' пт. (1 < т < I- 1), М1 = 0, 
; = т + 1

4 = <1(У) = (<11...... <Ь), (1.12)
I / \ ’

I ( 1 . А?! | Ха 1\ /1 1 о\<1т = - I 1 +------5------I (1<т<1). (1.13)

-Наконец, если х Е Пи*, то через г։; обозначается проекция вектора х на Я,;-. 
• 4 .՝ ՝ * 1 3^ - -

1.3. Пусть V - приведенный аффинно-однородный острый ОВК. В [6] хм •
построена группа С?(У) С Ь(У), действующая просто транзитивно на V, 

т.е. • для произвольных уьуз Е V существует ровно одно преобразование 

д Е С(1/) такое, что у? = дУ1- Затем условиями

е,, = 1 (1<«</), е,=0бЯ, (2<,<П (114)

в конусе V выделяется точка е, с помощью которой между V и группой • * •
С(У) устанавливается биекция х ^ д(х). А именно, если х 6 V, то д(х) есть 

то единственное отображение из (7(К),-для которого

х = д(х)е. (1.15)

Таким образом, V становится группой относительно бинарной операции

Уг.уб V. (1.16)

Точка е € V - единица ©той группы. Заметим, что (1.16) позволяет придать

смысл выражению х • у и при х Е V, у Е 1ГГ1-

7



Функции Х1, 1 < ։ < I (см. (О-6)) является непрерывными мультиплика֊ 

гивными характерами группы V, т.е.

Х;(։-») = Х>(։))с.(у). ?.У€У;֊

Кроме того, .£ 'Вя ЯИ

Х,(а j/) = a-Xi(!/), а > °« J/€V (1 < ։ < /)• (Ы8). 4 а

Наличие функций х< позволяет определить э конусе V следующие степенные

функции: для произволь- ного р = (piL»»J pi) 6С’ положим

■ (Ы9)

При Л € V

|det j(A)| = a = rf(V),

и поэтому

d(\ ■ у) = A~d dy, у € V.

(1.20)

(1-21)

1.4. Теперь мы введем ассоциированное скалярное произведение в 1КП

следующим образом:

(1.22)
2<j<î

Для произвольного х Е Ш-п положим

I

(1.23)

Отметим, что подпространства Я,, (1 < ։ < I) и Я, (2 < у < /) в канонич

еском разбиении (1.4) пространства Ж’1 взаимно ортогональны в смысле • • е
скалярного произведения (1.22). Более того, при фиксированном 2 < у < • 4
/, подпространства (1 < ।: < j) в разложении (1.8) также взаимно ортог- 

Г
опальны.

Зафиксируем далее некоторое 2 < j < /. Обозначим через меру

Лебега в Я,, * ’
• •

<*">(«) = ч • (1.24)

'8 - ’ Ой | |



Нормированную условием

(1.25)

Затем с учетом (1.4) определим в 1ЯП меру

I I
(к/(х) = 11 <1хц х х Е 1ЯП,

։=1

(1.26)

' п гкратную мере Лебега, т.е.

СОП31 • (1.27)

причем константа определяется лишь конусом V С и

(1.28)

1.5. Специальной заменой переменных интегрирование по произвольно

му приведенному аффинно-однородному острому ОВК V С 1П.П может быть 

сведено к интегрированию по более простой области. Положим .

Г4 = {« е ПТ* : (1 <»•</).։> ей,(2<></)}. (1.29)> О

Тогда существует диффеоморфизм т = г(ф >- V:

I 

£=|4-1
1 <-. < /,

-I -•

Г) = ^7 •<;■ + 
*=> + 1

(1.30)

Здесь Ек обозначает проекцию формы Гк на подпространство Для

этого диффеоморфизма справед- ливы следующие соотношения:

зр (х(0) = [М]> (1.31)I

Х»п(^(0) ^гпт ’ I еТ4՜
I

</։«) = 2'[](<..)Л',+1‘й. ‘СТ*. 

»=1

(1.32)

■ (1.33)



1.6. Обозначим

V* = {v€lRn: [v, у] > 0, Vy G V}. (134)

Оказывается, что Int V* C Iftn также является приведенным аффинно-од. 

нородным острым ОВК того же ранга I. Далее, для произвольного р ֊ 

(pi,...,/>]) GC' условимся полагать р* = (Рь—,/>1) €С'. Тогда имеем (см. [6] 
• * 

• ♦ • 4 • < • ? • . • Г * • •

■ y(Int V’) - М', M(Int V) = N", </(Int V’) = «Г. (1.35)
• •

■

Условия (1.15), применненые к V или Int V’, в обоих случаях выделяю] • в
одну и ту же точку е. Положим далее I

• • • • ’ • 
• • *■-*■* - * « -, . *&. yv & » ՛•՛-■ ֊ * ив։ 1

G*(V) = {ÿ‘: J€<7(V)), . (1.36)

где для данного g € G(V)r g* означает отображение, сопряженное относи- * \
тельно скалярного произведения [՛.,.]. Тогда группа G’(V) сохраняет конус 

, ■ •֊ - 1
Int V* и к тому же действует просто транзитивно на нем. Следовательно 

по аналогии с тем как строилась биекция между V и G(V), между Int V՛ 

и G’(V) также устанавливается биективное отображение. В частности, на

Int V* индуцируется групповая структура. В результате мы приходим » 

биекции z • х“ между V и Int V*:

r€ V^z’ = (p(z))’e € Int V*. (1.37)

Для произвольных z 6 V и у € имеем

Как и с V, с конусом Int И* можно ассоциировать некоторые функции ур

— 1 — задающие его и являющиеся непрерывными мультипликатив- 

ними характерами группы 1п1 V*, Наличие этих функций позволяет опр^ 

делить в 1щ V* Следующие степенные функции:

- П1х7(А)Г՛. 
«=1

А € 1Щ V. ( 1.31
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Функции X» и XÎ (1 < ։ < /) взаимосвязаны:

Xi (У) = Х/-.+1(у), У € V.

Комбинируя (1.19), (1.39) и (1.40), получаем

(У И = УР » У € V.

(1.40)

(1.41)

Наконец, через [.,.]• и du* соответственно будут обозначаться скалярное 

п-рои.зведение и мера, каноническим образом ассоциированные с приведен- 

ным аффинно-однородным острым ОВК Int V’ С fftn. В частности, пола-

гаем • •

§р.(х) = [х,е)е, г € ПТ*. - (1.42)

Очевидно,

зр.(х) = £р(х), х € ИГ, (1ЛЗ)

и кратна п-мерной мере Лебега.

§2 ВЫЧИСЛЕНИЕ ОСНОВНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

2.1. Пусть С+ - класс непоерыэных положительных функций, определенных

на (0,4-оо). Для 9?(т) € положил։

Мы изучим подклассы С+ при условии, что: 

1П <£'(т) . *. (А) Пт ----- = 0; '
т —4-е>э 7

г 1п^т)<-л ՛•(Б) пгпзир--------- < 0;
т—+сю т ± -

•(В) ||т > о: ■' .
г —4֊оо •

(Г) • у £ I1 (0,4-ос);

(Д) С /-’(О.Т?) при любом 7? £ (0,4-<ю);

(Е) ^(Зт՜) < С<р(т}> т€(0,-гоо), где константа С > 0.

Из Предложений 1.2 [15] и 2.4 [13] имеем информацию о свойствах функции 

^*(0 в зависимости от свойств Всюду ниже предполагается, что 7 ч 

(см. (0.5)). .

. . 11 .



Предгюя<ение 2-1, Пусть " произвольные функции изС^. По-

Лчжим ^(т) = ^т(т) • г^п՝'2 (1 < СП < I). Тогда .

I
[ е"р^ У)у(у) <Му) = ***" ‘ ^~М17'՝ [} ^(Хт(А))»

УУ 4 тп=:1

де V'. (2-2)

=5 А՜1 г, согласно (1.21) мы имеем

с1у = X1 <’г. (2-3)

Принимая во внимание (1.27), по л<м

(2.4)

Поскольку функции Хт являются мультипликативными характерами груп

пы V, то

Хт(у) = ХтСД'1 ’Х) = ХтпМ
Хт(А)‘ (2.5)

</у(у) = .*< (з).

%

Из (2.4) и (2.5) следует, что

’(Л

^х)- (2֊б)
т = 1

Произведя замену переменной х = дх(Х), ։ £ Т+ и воспользовавшись, соот

ношениями (1.31)-(1.33), получим

(2.7)

Используя описание (1.29) множества Т+ и (1.26), (2.7) можно записать

следующим образом:

где

(2.8)

е“1ь.Ь)

(2-9)

(2.10)
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Из условий (1.25) следует, что Bj = 7rnJ/2. Поэтому

(2.11)

Произведя естественную замену переменной 1тт = (т хт(А))1/?, г € (0,+оо), 

получим
I Ат = ֊ ■ (ы(*)]։+*’,։ • ^(Хт(А)). (2.12)

Заметим теперь, что 1 -+■ Лгт/2 = —— ^/2. Следовательно, ’

I| ' П л- = 2-А՜'՜* • п (213)
В' г/>з1

Наконец, комбинируя (2.8), (2.11) и (2.13), мы получим (2.2). Предложение

2.1 доказано.

■ Поскольку lût V*, как и V, является приведенным аффинно-однородным 

острым ОВК ранга / в пространстве НГ, то можем заменить в Предложении 

•2.1 V на Int V՜*. Принимая во внимание (1.35), получаем

■ Следствие 2.1. Пусть {Фт(г)}1 - произвольные функции из С+. Поло- 

жим Фт(т) = Фт(т) • (1 < т < /). Тогда

I
JJ »n(^(t))^.(t) =
т = 1 • • л •

= »^ ■ ( А)/‘/} ■ П t (1» VA eint У. (2.14)

• f

tv(t)=^Z е՜1’.») -7(у)>Mv) = («)ГМ !2- fj Pm(xi-m+։(0).
Jv x AI

■ Джазагельство. Из (1.38),(1.40) и (1.41) следует, что а
Такого, что t =z А*, справедливы соотношения

8Р (Д • У) = [t,p], Xrn(A) = V-".4.1(0 и A‘Af/2 = (t)~M fi.

Предложение 2.2. В условиях Предложения 2.1

t € Int V".

(2.15)

для à е V

(2.16)

©поставляя Предложение 2.1 с (2.16), непосредственно получаем (2.15). 
• •

13



Следствие 2.2. Б условиях следствия 2.1 имеет место

I , ' . ■ ■ ֊ 5
Г е՜1»՛։Ц Фт(Хт(։))<М‘) = »^ (У)'Л/։ П Фт(Х1-п.+1(у)). *У€1'

V т = 1 т=1
(2.17)

Доказательство. Из (1.38), (1 40), (1.41) и (1.43) следует, что

(у*)ГЛ"/3 = Ч>.(у‘-<) = [уЛ] И Хт(у’) = Х1-т+1(у). (2.18)

Используя (218), перепишем (2.14) в виде (2.17).

2.2. Сформулируем следующую простую лемму. •••
Лемма 2.1. Пусть Е - открытое непустое множество а Ш.л . Дм 

любой измеримой неотрицательной функции /, определенной на У(Е) (см 

(1.2)), имеем - . ‘ ? з

/ / /(г • г,г)(/г^г. (2.19)
Уу(Е) Уо Уе

Доказательство оставляется читателю. "՛՝ *» ।

На основании этой леммы получается • •*»

Лемма 2.2. Пусть {^(т)}^ - произвольные функции из С±, удовлетво

ряющие условию (В). Тогда

7^(0 = +оо, (2.20)

Локазательство. Поскольку V С 1НП - приведенный аффинно-однород 

ный острый ОВК ранга /, то V = У(Р'), где Р' ֊ вещественная аффинно-од 

нороднал область Зигеля в Л.”՜1. Зафиксируем произвольное 1 € Ж." \ V’ 
Тогда при некотором у0 6 И = И(Р') имеет место ’-Ж- 1

Ь.Уо] < 0. (2.21

Поскольку

Уо = (г0 • «о,Го) = Го • (и0,1), Го > о, € р1,

то (2.21) влечет ՛

[Мг'о,!)] < 0.

(2.22

(2.2з;
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Следовательно, существует компактная окрестность W С Р1 точки üq такая,

что

[С (V. 1)] < V € W, (2 24)

для некоторого с > 0. При этом нетрудно заметить, что существуют также 

числа 0 < а < А < +оо, для которых справедливы неравенства:

о < Xm((v, 1)) < Л. V € W, (1<т</). (2 25)

1«

Далее, так как все функции (1 < т < 1) обладают свойством (В), то

можно подобрать такое Re (0,+ос), что

(2.26)

С учетом формулы (2.19) и соотношений (2.24) ֊ (2.26) приходим к сле

дующей цепочке неравенств.

/ е ^’уЧ(р) du(y) > 
Jv(W)

I

> const
R/a И' m= 1

I

> const
R/ а 2/Л

е
ir “Г, mz 1

const • ' dv • 
w R/a

Поскольку / Е 1НЛ \ V* произвольно, доказательство завершено. 
* ч» •

Комбинируя Предложение 2.2 и Лемму 2.2 с [15, предложение 1.2]

[13, предложение 2.4], приходим к следующему утверждению:

ИЛИ

Предложение 2.3. Пусть выполнены условия Предложения 2.1 и кроме 

того, функции удовлетворяют условию (Б), а функции <рт - условию (Д). 

Тогда 7y(f) непрерывна в конусе Int V’ и

О < 7и(О < t е Int V.

Справедливо также следующее утверждение.
• ./С
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Лемма 2.3. Пусть ' произвольные функции из С±> удовлет.

воряющие условию /В). Допустим также, что 1 < р < 2. ç — р/(р 1) t

О < s < +оо. Если измеримая функция F(t), t G удовлетворяет условию

|F(t)|’ • е-’1”։] d*'(/)},tP-1)-y(y) rfi'(y) < +оо, (2-27)

то F(t) = 0 для почти всех IR” \ V".

Доказательство. Рассуждения будут приблизительно такими же, как

и при доказательстве Леммы 2.2. Зафиксируем произвольное € 1ИП \ V*.

Существуют окрестность и С В1п \ V’* точки и компактная окрестность
* •

Иг С Р1 точки и0, такие что для * Е и и и Е И7 выполнены (2.24) и (2.25). 
»

Поскольку функции рт обладают свойством (Б), то существует R Е (0, +оо)?

для которого

»21А (2.28)

Тогда на основании Леммы 2.1, соотношений (2.24), (2.25) и (2.28) прихо

дим к следующей цепочке неравенств:

+ оо> / {/ |/՝{i)r e_’Il,'1^(<)}'(’”1)7(ÿ)di'(y)> 
Jv Jrc*

|F(t)|’ • e-’M do(y).>

л + оо f г
> const / г"-1/ {/ |F(t)|’ e»r‘rf։)'<p-D

JR/a JW JV

I -
K П <r’na(r ՜ Xm((v, l)))(ÏV‘ir > 

m=l
> const {f |F(f)|* . /- dv ■ rn~l ■ eptt/2r dr.

Ju Jw Jr/ü

Следовательно, ■ . , *

|E(ï)|ç di = 0, (2.29)

т.е. F(t) = 0 почти всюду на U. Таким образом, мы получили, что для 

произвольной точки (0 е И.՞ \ V существует её окрестность Ü С Ш» \ Г, D 

которой F = 0 п.в. Следовательно F = 0 п в «а шп \ !/• пюпм, j - и п.в. на ut \ V . Лемма доказана.

2.3. Наконец, докажем следующее важное у твердение.

Лемма 2.4. Лусш» {(рт(т))։ _ произвольные функции из С±. Допусти.«, 

что функции удоелетво- ряют условию /7?1 - л ֊ /тн условию (Ь), а функции ֊ условию (Д).
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7j{/)------- , t € lntV\ (2.30)

ринадлежит пространства.* L*(Int V'*) при всех 0 < p < 4-ос.

Доказательство. При фиксированном р€ (0,+оо) положим

Ant V Jlnt v* nV Wr

у = p/6 • A € И. Согласно предложению 2.2 имеем:

(231)

const •
(О))”’

(2.32)

атем в ведел функции

(2.33)

ак что (см. следствие 2.1)

(2.34)

чевидно, функции обладают свойствами (Б) и (Д). Поэтому, в силу

2 33) и предложения 1.2(6) работы [15], функции Ф • • т непрерывны и положи-

ельны. Кроме того, согласно предложению 1.2(b) работы [15], для любого

0 справедливы нераьенстэа

— < const • е (235)

омбинируя (2.33) - (2.35), получаем что функции {йт(г)}(

опадают свойствами (Б) и (Д). Следовательно, 0 < ^(х) < +сю, г е

;------ ;----  = Const
[7v(').l'a

*m(Xm(0). t 6 Int Г’. (2.36)

mx ] Ут \v / 

m = 1 V

меняя следствие 2.2 и (2.36), получим

I
J = const -у*Л/2- JJ ^m(x*֊m+l(y)). 

гп = 1

А. это влечет, что J < +оо и доказательство завершено.

(237)



§3 ОСНОВНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВ ЛЕНИН

3.1. Через Нр (Ту) обозначим пространство голоморфных в трубчатой 

области Ту ССП функций /, для которых Л/,Р7(Л < +<*>•

Преобразование Фурье некоторой функции д(х), т € ПС определим ед

г е не. (З.г
I

Комбинируя леммы 2.2 и 2.3 с теоремой 2 работы [14] или с теоремами 2.3,

2.5 диссертации [13] (см. также [15], §0, теорема И), получаем следующий 

результат типа Винера-Пэли.

Теорема 3.1. Пусть {<рт(7'))1 ~ произвольные функции изС±, удовлство. 

ряющие условию (В). Если / € Нру(Ту), 1<р<2, 0<5< 4֊оо, тпо

/(:)=-!— [ по-е՛։'՛՛։^«), х€Гу, (3.2)

где !

1. При р = 1 функция Г(/), / € ПС непрерывна и удовлетворяет уело-

Вк|ЯМ ♦
Г(0 = о, <елгп\1л-, ՛ (з.з)

м1 (Г)
Бир (|Г(ОГ ■7Й(*-0) < 7Т ^/2 . < +°о- (3.41<€»'• • (2тг)п/2 *

2. При 1 < р < 2 функция Г(<), I € V" измерима и удовлетворяет 

условию

. М'--^ , ■ (3'51
- (2т)՞/2 •<։-/) < +о°՝ (9-₽/(₽-։))• ' М

Кроме того, для почти всех у е V справедливо следующее равенство:

/ (п= Г(/) е՜11'''1՛ <6И'՛ 
'' 1о> «€лгп\у, ^3՜6

где /,(г) = /(Г + 1У), х е 1ГГ1. '

При р = 2 интегральное представление (3.2) класса Я?,(Ту) является 

параметрическим, т е. Я^(Ту) совпадает с множеством функций /(х), за

даваемых формулой (3.2), где Г(0, , е V _ произвольная измеримая фу№ 

иия, удовлетворяющая условию (3.5) (для р = ? = 2). Кроме того, в этом
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случае выполняется равенство Парсевалл

ч2.,(/) = к {/.|Г(։)|’ ■у{у> (3.7)

3.2. Всюду далее предполагается, что функции <рт обладают свойством 

(А), а функции обладают свойством (Л). 
• ______

Лля произвольных г € Ту и V € V положим:

(3.8)

Рассмотрим функцию

2, ш € Ту. (3.9)

На основании Леммы 2.4 непосредственно получается

Лемма 3.1. (а) Интеграл (3.9) абсолютно сходится при любых 2,гЬ €

Ту; функция Ф(2,и>) голоморфна по х и антиголоморфна по' ш.

(б) Для любых фиксированных г Е Ту и V 6 V функция Ягл(<),< 6 Ш.п 

принадлежит £₽(1НП) при всех 0 < р < 4-ос. При этом Ф(г, и4-։г), как функция 

от и Е 1Н֊‘ является преобразованием Фурье функции Д,л(<).

Замечание. Пусть константы с и с, определяются из соотношений

<М<) = с(И и сй/,(г) = с. Л соответственно. Кроме того, введем следующие

функции:

гм։.т41/2 _ ’
фт(т) = —------—, Фт(г) = Фт(т) • гм‘--+»/2։ т € (0,4-ос),(1 < тп < I).

^1 — т+1Д^/ *

Комбинируя формулы (3.9), (215) и (2.17), получаем

XI—гп +1 хеТу. (З.ю)

Из (3.10) вытекает (по крайней мере, формально)

я

х.и>€ Ту. (3.11)

Заметим далее, что функции Фп։ (1 < т < /) обладают свойствами (Б) и (Л), 

в чем можно убедиться, рассуждая так же, как и при доказательстве леммы
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2 4. Следовательно, функции допускают аналитическое продолжение с 

полуоси (О.+ос) в правую полуплоскость. Поэтому формула (3.11) в пред, 

положении, что Ке > 0 при Ее -֊ € V, действительно верна. Однако 

автору не ясно, насколько пранчэмерно такое предположение. Из работы 6; 

нам известно лишь, что Хт(^) # 0 при Ие г 6 I'. ■ I

Наш основной результат следующий:

Теорема 3.2. Пусть {^т(^))1 " функции изС*. Допустим, что функции 

удовлетворяют условию (А), а функции удовлетворяют условию (Д).

Пусть ядро Ф(;,щ) определено по формуле (3.9). Допустим, наконец, что 

1 < р < 2 и либо • . ՛ ?

1/р < £ < 2/р. "ШЙЯ 1

либо 1 >1

(о) 1/Р < £ < 1/(р — 1). но пРи этом функции обладают дополнительна 
*' Т> 

свойством (Е). у1- 11

Тогда каждая функция ф £ Н^у(Ту) допускает представление

•/(֊)= -7- ~ / /(и() • Ф(^,и՛) • 1(р)с/1/(и) 2 е Ту (и = и + IV), (3.12)1

причем интеграл абсолютно сгодится при каждом г € Ту.

доказательство. Зафиксируем произвольную функцию / 6 у(Ту) и

: - т + ։р € Ту. Предполагая, что интеграл в правой части (3.12) абсолютно

сходится, мы в силу теоремы 3.1 и леммы 3.1 имеем:
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Остаётся убедиться в конечности интеграла

/(*) = / |/(™)| • |Ф(г,и')| •-у(г»)а^(м)= 
, (3.14)

= / -тМ I !/Ли)| • |ф(г,и + ։г)|сМи)(й/(и)- 
Уу Уп*

Используем для оценки внутреннего интеграла в (3.14) интегральное нер

авенство Гёльдера, лемму 3.1 (б) и теорему Хаусдорфа-Юнга. Тогда

Дс) < соле! 7, 7= / /(и) • Я(и) • 7(и) с/1/(г),
Уу

где

О Г X 1</р
|Д(и)|р <й/(и) ) , V € V,

ПТ" /
/ г е-р[у+».։1 х1/р

։>=и.,,.Б?тК^ ' ’£1'

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Итак, достаточно установить конечность интеграла У. Заметим.'что усло

вие У 6 Яр7(Ту) влечет

(3.18)

Далее, введем меру

^м(0 = 7---- л—т~^(0,’ [7у(20)р ' I е 1ш \'\ (3.19)

В силу леммы 2.4,

Ро = / </р(0 < -1-оо.
У1пс V

(3.20)

Из (3.17) имеем:

[Я(г)]'֊ = / V е г.
Лш V

(3-21)

В частности,

5ир[Я(г)] < 4-ос. 
V

(3.22)

Далее, если 5 = 1/р, то из соотношений (3.18) и (3 22) следует У < 4-ос.

Допустим теперь, что 5 > 1/р и что 1/р5 4- 1/г = 1- Ввидз՛ интегрального

неравенства Гёльдера достаточно показать, что

У} = / [Я(г)]г ••)(։՛) г) < ос. (3.23)
V



на, получим

[Я(»)Г < (ро)
Int V*

(3.24)^■']dy(t).

Следовательно,

Ji < const
Int V (3.25)

const ! е
Int V

Л -J-^(t). 
hv(2« )?

Как следует из предложения 2.2, при всех t € Int V

7j(M)'= const /։ • JJ
m = l

(3.26)

Заметим, что в случае (а) мы имеем г > 2. Что же касается случая (б), 

то здесь уже неравенство г > 2, вообще говоря, неверно. Но в этом случае 

функции <рт и $гп удовлетворяют дополнительному условию (Е). В любом 

случае из (3.26) и предложения 1.2 (г.д) работы [15] или предложения 2.4 

(д,е) диссертации [13] следует неравенство

7и(г'О^ const -7v(2'0« t.E Int У*. (3.27)
ч 

9

Наконец, комбинируя (3.25) и (3.27) с леммой 2.4, получаем: 1

г е-р[у.<] I
71 - / гГ-~70 Л1г-1 < +°°’ ■ 1

J1M Vе I7v(2'*)r КИ

что и завершает доказательство.

Замечание. Частный случай теоремы 3.2 (когда конус V самосопря- 

женный, р = 2, s = 1, а функции {$5m(r))i, г € (0,+оо) суть специальны« 

степенные функции) следует из одного результата P. Р. Койфмана и Р 

Рохберга [17]. 3

ABSTRACT. The present paper considers classes of functions /(;) S 
/(y-i-ij/) holomorphic in tube domains Ty — {; = z-H’y £Cn : x E IRn y E V) 
and satisfying the condition J,, {|/(t + ,y)|₽ <te)'7(y) dy < +oo, (0 '< p,s< 

՛ Cle ls an a^ine*l։omogeneous sharp open convex cone of rank
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/ > 1 in IRn ։-e- v = {1/ 6 IRn : Xm(y) >0, (1 < m < /)}, where ym(l < m < I) 
7_ rational functions canonically associated with cone V, while y(y) > 0 is

a weight function of the form y(y) = ^m(Xm(y)). У € V, where ^m(r)
m= 1

(] < m < I) are positive and continuous and r G (0,+oo). For 1 < p < 2, we 
find certain conditions on parameter s and functions <pm (1 < m < /) which 
guarantee the existence of Paley-Wiener type integral representations and 
of reproducing kernels for our classes of holomorphic functions.
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Р А СИРЕ ДЕЛЕНИЯ ГИББСА В МОДЕЛИ ИЗИНГА 
ВБЛИЗИ ТОЧЕК ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА ПЕРВОГО РОДА

том 27, № 3, 1992

В этой статье мы изучаем состояния Гиббса в классической модащ 
изинговского ферромагнетика на целочисленной решетке 2* (р > 2 
при низких температурах #(/?>&>) и внешних полях к. Доказано, чт

распределения Гиббса на И’п (где lVn с центром в

И „ и внешними полями к = с'/п и к = с"/п, соответственно, 0 < с' <

Настоящая работа посвящена асимптотическому исследованию 

распределений Гиббса в модели классического изинговского 

тика для объемов, стремящихся к бесконечности, при низких температ) 

рах и внешних полях, стремящихся к нулю с ростом объема. При нулево

внешнем поле в рассматриваемой модели имеем по крайней мере два ра 
• £ *

зличных состояния Гиббса (так называемых чистых фаз). В этом случа 

чистые фазы зависят в основном от граничных условий. А именно, распре
Ч 1

деления I иббса в конечном объеме с разными граничными условиями пр 

стремлении объема к бесконечности сходятся, вообще говоря, к различны 

гиббсовским состояниям. Напротив, при наличии ненулевого постоянног 

внешнего поля имеет место единственность гиббсовского поля, т.е. пре 

дельное распределение Гиббса не зависит от последовательности гранич 

ных условий. В настоящей работе мы получаем оценки для переменны։ 

внешних полей, при которых роль граничных условий несущественна. Эт։ 

оценки являются в некотором смысле неулучшаемыми.
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Перейдём к определениям. Пусть З*- — 1/-мерная целочисленная ре

шетка. Расстояние между точками х.у € г”, х = (Х։..... у - (ю>„.>у>,)

положим равным

= тах |х< - у,|.

Иногда мы также будем пользоваться метрикой

^1(х,1/) = 52 |х, - и|. 
1=1

Для множества А через |Л| будет обозначаться число элементов в А, а 

через Ае дополнение к А.

Для АС 2й, |А| < оо обозначим через дА множество всех тех х € А, для 

которых существует у € 2", такое что = 1 и у £ А.

Для целого :> О обозначим через Щ множество

И; = {х€^:(/(0,х)<0-

Мы будем использовать следующее определение распределения Гиббса

(см. [2], [3]). Пусть 5 = {+1, -1}. Отображение : 7*՜ •— 5 будем называть 

конфигурацией. Ограничение конфигурации у? на множество V С 2" обоз

начается через ^(У) и называется конфигурацией на V. На М(V), V С 2й 

рассмотрим обычную ^-алгебру, порождённую цилиндрическими множест

вами вида

{^(У) С Л4(У) : ^(<1) = «1, = 5*. Ь,...,Ь€У, , ек € 5).

Для конфигураций 9?1(У1) и ^2 (Уз) с Ц А У? = 0 обозначим через 

(^(У1),У>2(У2)) конфигурацию ^?(У1иУ2) такую, что её ограничения на множ

ества У1 и Уо совпадают с $?(У]) и ^(Уг), соответственно. 
* «

Приводимое*ниже определение гамильтониана несколько отличается от 

обычного. Пусть У С |У| < оо — конечное множество, и пусть ) и 

У>(УС) — конфигурации на У и Vе С 21՜, соответственно, и пусть дг(х) 

Действительная функция, зависящая отУ иг € У. Определим гамильтониан 

М*(У)ИУС)) следующим образом: ■
Яу(р(У)|^(У')) = _ V Ду(1Мх)-| £ Н (>)

Ли ,.„<=1' г€У.»«И* 
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где суммирование проводится по всем парам z,j/, являющимся ближайшими 

соседями на решётке, ру(*) будем называть тимическим потенциалом 

Пусть V С Z\ |V| < ос и пусть ^(Vc) € M(Ve) — конфигурация на Vе

Вероятностное распределение на M(V), заданное по формуле

exp[-/Wy(p(V)MV«))]
(2)

называется распределением Гиббса на V, соответствующим гамильтониану 

(1) с граничными условиями y>(Vc), параметру 0 > 0 , обратной темпера

туре, и химическому потенциалу цу{х). Здесь Н — нормирующий множи

тель. hy(x) = 0цу(х) мы будем называть внешним полем.

В дальнейшем мы будем использовать следующие специальные обозначения 

для распределений Гиббса на V, отвечающих гамильтониану (1):

(соответственно, q^ 0 hv(x){)), если граничные условия — 

<p(Vc) = 4-1 (соответственно, v?(Ve) = —1).

9v^c( ) (соответственно, Qy0e()), если внешнее поле постоянно, т.е. 

Л^(т) = с для всех х € V, и с граничными условиями y(Vc) = 4-1 (соот- 
<е

ветственно, g?(Vc) = —1).

Мы будем также писать q+ $ с() = gj,* с( ). 
_____ •
При условии hy (z) = 0 распределение вероятностей (2) является распреде

лением Гиббса для модели классического изинговского ферромагнетика в 

конечном объёме V, отвечающим нулевому внешнему полю, обратной тем

пературе 0 > 0 и граничным условиям ^(Vzc). Известно (см. [4]), что 

существует 0^ > 0, такое что При всех 0 > 0$ для любой последовательности 

убывающих объёмов 1п, таких что Uln = гиббсовские распределения 

flv.Aof) И 9гш,р,о(՜)» ПРИ и —* оо слабо сходятся к взаимно сингулярным 

распределениям вероятностей на Л4(/г). Эти два распределения вероят

ностей всюду в дальнейшем будут обозначаться Р& и Р£, соответственно.

Пусть 0Q > 0 и пусть С\(0, у) и С2(0,и) — функции, определённые для 

всех 0 > 0, такие что 0 < с։ (0yv) < 0^(0, у). Рассмотрим плоские области

(Л. Cj(/?,!/)) = {(0,с*) € IR2 : 0>0,г о<г<С1(^,р)}։ (3)
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Р2(4. с2(Й,1/)) = {(5,с")6П12: 0>0,. С>с։(0.„)}.

СфорыУлиРУем основной результат настоящей работы.

Теорема 1. Существуют > 0 и с2(0,р) (0 < сД/З.р) < с2(0.у)

дли всех 0 > 0с) та-къх, что

а) если (0,с') € £М&>» с1(3, *՜)), то Чп.р.е'/гА') слабо сходится к Р՜, при 

п —* ос» .и * •

б) если (гЗ,с") € ^2(/30, с2(^, I/)), то <]„ # е„/п( ) слабо сходится к Р*, при 

п —оо.

Определение 1. Пусть Ц С 14 С ..., ОЦ = 2*՜ — последовательность

взрастающих объёмов, и Ау։(х), ։ = 1,2,... — последовательность внешних

олей. Мы скажем, что {Ау,(х)}։ = 1,2,... удовлетворяет:

условию а), если |Ау։(х)| < с'Ь0(х) для всех Ц, г Е И, где Р — постоянная

но,г)]-1,
1,

если х ± О, 
если х = 0;

условию б), если Лу,(г) — 0 для любого г €7", при ։ —► оо;

условию в), если |Лу։(х)| < с" для всех Ц, х Е Ц, где с" — постоянная.

Первая часть теоремы может быть усилена.

Теорема 2. Существует 0О > 0 такое, что для всех в > 0О найдётся

(/3,1/) > 0 такое, что для любой возрастающей последовательности обьёмов

1 С У2 С .... иЦ = и любой последовательности внешних полей Лу,(х), 

удовлетворяющих условиям а) и б) с постоянной с(0,и), распределения Гиббса

слабо сходятся к Р_ при ։ — оо.

ние. Нетрудно видеть, что условия Теоремы 2 выполнены для

- И7П и Ли\(х) = с'/п, х Е Ип, где 0 < ? < с(0, ։/) с с(0,у) как в Теореме

Следовательно, из Теоремы 2 следует справедливость соответствующего

^верждения Теоремы 1.

В дальнейшем нам потребуется ряд дополнительных определений.

будем обозначать единичный замкнутый куб с центром в

очке х Е 2", и рёбрами, параллельными координатным осям. Для точек
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таких, что = 1. пересечение Л(։) П А(у) будем

гранью (в разделяющей точки х и у.

Пусть у — такая конфигурация, что {х £ Z 

множество. Объединение граней, разделяющих точки х и у такие,

у) = 1 и = -1, называется границей конфигурации

С= {<71 Ргп) _ множество всех граней, содержащихся в границе конфиг

урации /*. Множество Ш՝ \ и ... и у™ } разбивается на связные (в 1П 

компоненты, которые обозначим через 0^1 »•••»0^. В точности одна из эти 

компонент неограничена. «Для простоты предположим, что через О] обоз 
л

начена неограниченнал компонента. Граница (в множества 01 назы 

вается внешней границей конфигурации 9?. (Внешняя граница содержите 

в границе р).

Мы нумеруем грани в С, так что Сег։| = {ур 

множеством всех граней, содержащихся во внешней границе

Далее, пусть — связные (в 1И*') компоненты

НГ \ {Р1 О... О Ут}- Граница (в ИГ) множества 0-, г > 2 называется внеш 

нил< контуром конфигурации <р (ср. с определением, данным в [5]). Ана 

логичным образом выделяются контуры из множества оставшихся граней 

Продолжая этот процесс до исчерпания, мы получим разбиение граниш 

конфигурации на контуры. Контуры будут обозначаться в дальнейшей 

через Г, а через |Г, мы будем обозначать число граней, входящих в контур

Пусть Г контур конфигурации <р. Дополнение к этому контуру в ПТ

разбивается на две связные компоненты О' и О"., где О' — ограниченная. 

О" — неограниченная компонента Множество пН(Г) = О' П И*' называет» 

внутренностью контура Г

Пусть теперь V С 2". |Г| < ос. Рассмотрим гамильтониан 

где последняя сумма в (4) берётся по всем контурам конфигурации такой

что ее ограничения на множества V и V совпадают с <^(У) и <£>(Vе) = -1
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соответственно. Используя определение контура, нетрудно видеть, что 

распределения Гиббса (2) на V, отвечающие гамильтонианам (1) и (4), 

соответственно, и общим граничным условиям = —1 при совпадении

параметров в и внешних полей = вцу(х), также совпадают. Пусть

У С |У| < ос. и пусть Ну — гамильтониан, заданный посредством (4), и

пусть граничные условия Vе) = -1 

обозначим через

ля контура Г такого, что ш1(Г) С V,

Л4(Г) = {<р : Г является единственным контуром для

(в частности, из условия Е Л4(Г) вытекает, что ^>(х) = — 1 для всех х Е 

У\т1(Г)).

Выражение

В(Г|Яу,Д,р(П = -1)= £ ехр{— /ЗЯуМЮИИ = ֊1)} (5)
*€Л4(Г)

назовем кристаллической статистической суммой.

Далее, пусть V С V. Разреженной статистической суммой назовем

4
=[У'|Я„,/?,?(У։)з-1) = £ Пх(Г(|Яи,Д^И։) = -1). (6)

{П,.. ,Г.)1 = 1_

%
где суммирование проводится по всем наборам внешних контуров таких, 

что 1п1(Г;), ) = целиком содержится в V'\ 01".

Через /МГ1։...,Г,|Ну»3,^(Ус) = -1) обозначим корреляционную функ- 
%

цию, равную вероятности того, что являются внешними контурами

конфигурации <^>. Пусть (21')* — решётка, получаемая из решётки С 

сдвигом на вектор (1/2,...,1/2). Для произвольного х* Е и для 13 > О

рассмотрим ряд

а(0,у) = ехр{-0|Г|). (“)

Заметим, что сг(/?, у) не зависит от х* и существует 0О > 0 такое, что у) <

ос для всех 13 >
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Деммв 1. Существует 0О > 0 такае, что для всех 0 > р0 найдёт

> О, т«»։ что если М*) удовлетворяет условию а) с одной и той

же постоянной С1(в,и) для всех V. те.

|Лу(։)|<с։(/?.«')Л1°,(։). ։€ V.
0

то корреляционные функции удовлетворяют неравенству

р,(Г։,...,Г,|Яу,^,¥>(^е) = -1) < ехр{- |Г>|}. О)

Доказательство. Пусть Г — контур конфигурации <р. Учитывая• • что

<р(х) = ±1, из условия (8) получаем

<2 |ЛV(х)| < 2с1 /?о)(х).
г€*п1(Г) хбтЦГ)

(10)

Перейдём к оценке правой части неравенства (10) Зафиксируем целое

положительное число и и выберем к так, чтобы |И^| < и < |И’4+1|. Для

заданного V С 2*, |С7| < ос, положим

Мы докажем, что при фиксированном значении |{/| = и функция /(£7) прин

имает наибольшее значение на тех подмножествах 17 решётки 7*՜, для ко- 

торых И* С С с И*+,. Для доказательства этого утверждения доста

точно показать, что если |У| = и и условие IV* С V С И*+1 нарушено, 

то существует С" такое, что [1/'| = |Я| = и и /((/') > /(Г).

՝ Предположим сначала, что IV* £ 17. Тогда найдётся у ё такое, что 

у * Г. Отсюда и из того, что |ИЪ| < в = |У|, следует, что существует г ё Г 

такое, что г Ч IV*. Рассмотрим множество Г' = {£/ \ {т)} и (у). Очевидно

У(С ) = £ Л|с,(х) = V А(’։(») - Л(|>)(х) + Л(*>(у) = /(17) _ Л<’1(г) + Л<’>(у).

Используя условие у 6 IV* заключаем, что М»)(у) > 1/4, а из условия т « И'։ 

следует, что А<»)(т) < 1/4 Следовательно, /([/') > /(У). В случае V 

локазатеьство проводится аналогичным способом. I
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Пусть И4 С Я С И'к+1. Замечая, что |ИГ*| = (2* + !)•', получаем

Г Л('>(*) = 1^.1 + 1^, \ И',| + ||1¥, \ И'1| + •.'•+ ДуЩ \ И^| =

= Г>֊1+ Га™ + " + «ГП) |И'*1 - Г77 ֊

= (2*+ I)1"’

(И)

< (2* + 1 )"-2(4* + 1) + -Ду < 2(2* +1)-> + -!£!_ 
■ 1՜ ж

*<
Мы также имеем (2к + 1)" = |И^| < |С/| и £ + 1 > ±(2к + 3) = ||И^к+1 р/' > 

||(/р^. Следовательно

2(2* + 1)'-« + -Д- < 2|У|^ + 3|Я|^ = 51(71^. (12)

। Из (11) и (12) следует, что для любого и С 2*, |17| < оо

(13)
г€С/

Полагая в (13) и — >п1(Г), мы получаем из (9) и (13), что

£ М*)[1 + (₽(*)] 
гет։(Г)

< 1Ос։(0,«/)|ш1(Г)| (14)

Обозначим через Ну^ гамильтониан вила (4), подчинённый условию 
♦ •

Ли(х) = /?д^(х) = 0. Используя определения кристаллической и разрежён-

ной статистических сумм и оценку (14), получаем

՛֊՝ 05)
< ехр(10с։(0. ։/)|т1(Г)|£^]֊(Г| Н^,0,^Уе) = -1),

Н(>т(Г)|Яи,4^(Ис)г-1)>

> ехр[֊10с1(/?,1/)|1п1(Г)|^]3(т1(Г)|Я<;>1(9,^(^) =-1). 
Далее, в силу определения корреляционной функции имеем 

/МГ1,...,Г։|Яу,Д,^(уе) = -1) ='
£(У \ и;,, тЦГЛ Яи,Д,у(У«) = -1) п;=,л<гз1 в -1) 

3(ИЯк,3,^) = ֊1)

(16)

(17)
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и поскольку

о(У)Яу,0.¥>(У‘)н -1)> . $-֊'■

> 3(У\ Н т1(Г()|Яу,0,?>(И։) = ֊1) П=(։п։(Г>)|Яи,/?,$»(Vе) г -1),
>=։ . >=։

то из (14) - (17) вытекает оценка

р,(Г1,...,Г,|Яу,0,р(У')з-П<

£|ехр[20с։(/?,)/)|п։С(Г,)| » ] 
>=։

В(Г4|Я^,)9.у(У,!)в-1) 
=(тЦГ<)!Я^),/?1<о(Г') = -1)

(19)

Наконец, заметим, что распределение Гиббса (2) на V, отвечающее гамиль- 

тониану Н[?\ является распределением Гиббса на V для модели классич

еского изинговского ферромагнетика с нулевым вне III ним полем. Известно

(см. [4]), что для этой модели справедливо неравенство Пайерлса:

Е(Г>|Я{,,,),^,у(Ус) = -1) < 
֊(т։(Г>)|Я<Г>,1?,(р(К') = -1) -

ехр[—/?|Г,|].՛ (20)

Из (19) и (20) получаем

* - г < *• *-• - *՛

Р.(Г։,....Г4]Яу,4.у>(И') = -1) < ехр[—/?|Г7|-+֊ 20с1(х?,хх)Цп1(Г>)|с5-1]. (21) 
,=1 ֊

• •
Перейдём к выбору постоянных &(։/), а(13,и) и сг(0,и). Вначале мы вы-

берем 0О(1/) таким образом, чтобы гарантировать сходимость ряда (7). 

лее воспользуемся изопериметрическим неравенством

(22)

справедливым для любого контура Г>. Здесь ^(р) — изопериметрическая
постоянная, завися III только от размерности решётки. Полагая теперь

'։((’■")= 40^’АИс^Ди),

«Ы получаем из (21) и (22) оценку (9) с е։(Д,) > ^ + ЛМ)/2. Лемма Г 
доказана. Им 1
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Определение 2. Пусть У^ С У? С ...» иЦ — — возрастающая после-

объёмов и Ау, (х), — последовательность внешних

Мы будем говорить, что {ЛуДх)}<Ж1д.„ удовлетворяет условию г),
Л

...»Т 9\Нуц0, ^(^с) = —1) < ехр[—с,#/ |Гу[],
)х1

ст — постоянная, а Яу4(х) являются гамильтонианами ви. 

и полями АуДг).

(23)

к (4) с внеш- I

бозначим через Ну? гамильтониан вида (4) с V = Ц и внешними полями

• * <
Лемма 2. Пусть У} С V? С ...» иЦ = 2*, пусть 0О таково, что (т(0о,у) <

— последовательность внешних полей, удовлетво-

лющих условиям 6) и в) с некоторой постоянной с0 > 0. Тогда, если внешние

оля {^у/(г). 0 < 1 < 1» • = 1»2,...} удовлетворяют при всех < условию г) с 

'которой постоянной > (30, то йуг0Ку^() слабо сходятся ж Р_ при

Лрказательство. Мы будем опираться на некоторые результаты рабо- 

ы Р. А. Минлоса и Я. Г. Синая [4]. Введём обозначения

г(Г|И,0 = =(Г|Я<,')^.¥’(П г-1), 
• • • . • •

<• ՝:

г(ц,») = г(И|4‘).Л*КИз-1). • •

1з формулы (17) вытекает, что для всех 4, 0 < < < 1

'“МП.....Г,|И1О։Ь>2(Ц\и։п»(Г,)|И,1)-Ь=(И,0+^։п=(Г^|Ц,О. (24)

>=։. ?• • ՛-

кЛедовательно

1пМГ1.....Г,|Ц,1)»||։Л(Г,...... Г,|Ц,0)+
г* д * *

+ у ^рп֊(и\ит1(г>)|и,<)-1пЗ(й,1) + ^1пг(гяц,0)л:
0 1=1 i=^

(25)



Заметим, что для любого контура
т

д7Н(Г|^,0=т- £
Л Л ,ел«г)

х€>п:(Г)
(26)

*€Л4(Г) |_*€։п։(Г)

т

г€։п1(Г)

где через 1\($р), к = обозначены контуры конфигурации .

Ы(Гк(^)) С 1Ш(Г).

Обозначая для данного Л О < < < 1. через Ег,։ условное математич

еское ожидание, при условии, что Г является контуром конфигурации

Из (26) мы получим, что

(27)
х€«ш(Г)

Поскольку Ъу(х) удовлетворяет условиям б) ив), величина 

не превосходит 2с0|1п1(Г)| (ср. с (10)) и для фиксированного Г стремится 

к нулю при i — оо. Следовательно, правая часть (27) (и Е(Г|И,<), 

соответственно) стремится к нулю равномерно до *, 0 < « < 1. .

Далее, в силу определения разреженной статистической суммы для 

любого V С И получаем

^1п=(ИИл) = [х(У'|И,<)]֊’£
т

(28)

где суммирование в правой части (28) проводится по всевозможным набо- 

рам внешних контуров

1 т. Из (28) следует, что ([5])

^1п֊(У<|ц,О = [=(и-|и,о]
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= 1, р1(Г|У(,От-1п=(Г|УьО.
Г:1П1(Г)£ У'\ВУ' °

Г

Используя формулу (29), заметим, что

(29)

Д 1п=(К \ утЦГЛИ.О-^1п=(Ц,<) = ^71(Г|Ц,О^1п֊(Г|И,«),
(30)

где суммирование в 23 проводится по {Г : шЦГ) П |_ЕЯ1 тЦГ,) # в}. Из

формул (25) и (30) получаем

Г.|Ц,1) = 1пЛ(Г, Г,|К.0)+

1пН(Г,|Ц,«) Л (31)

Зафиксируем в (31) набор внешних контуров Г,) и оценим подынтег- 

ральное выражение. В силу сделанных выше замечаний величина
* . *. ,

|у1пЕ(Г)ЩЛ) при ։ —♦ оо равномерно по 2 стремится к нулю. Поскольку
; = 1

^1пЕ(Г|Ц,0 < 2|>Ш(Г)|

и Р1(Г|У,,<), в силу условия г), удовлетворяет неравенству

Р1(Г|ИЛ)<ехр[-с(Х«')|Г0, 
ч

мы имеем

(32)

Правая часть (32) сходится для любого фиксированного набора контуров 

(см. [4]). Следовательно, ряд

А
Е7>(Г|Ц,0т֊1пН(Г|У.,0

* <71
(33)

сходится абсолютно и равномерно по С 0 < I < 1. Поскольку для каждого 

фиксированного Г, -£• 1п Е(ГЩ, *) стремится к нулю при ։ —* оо, ряд (33) 

стремится к нулю равномерно по I.
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Наконец. р*(Г1,Г,Щ. 0), при ։ — ос .сходятся к предельным коррелы- 

аиионным функциям (см. [4]), которые мы обозначим через р*(Г1,...»Г,). 

Отсюда и из (31) следует, что рэ(Г],.... Г,IV,. 1) стремится к р*( П,Гл), 

при ։ — ос, что и доказывает лемму. !

Перейдём к доказательству Теоремы 2. . Выберем, в соответствии с 

Леммой 1, и С1(/?,р) так, чтобы выполнялась оценка (8). Тогда для 

внешнего поля И\'(х) выполнены условия б), в) и г). Применяя Лемму 2, 

мы получим доказательство Теоремы 2. В силу замечания к Теореме 2 мы 

получим отсюда в качестве следствия также доказательство соответствую- к ••
щего утверждения Теоремы 1. '

. *
Доказательство оставшейся части Теоремы 1 опирается на так назы

ваемую “теорему о полоске" (см. [6]). Для полноты изложения приведём 

формулировку этой теоремы из работы [6] в удобной для дальнейшего из

ложения форме.

Теорема о полоске. Найдутся > 0 и > 0, определённая для 

всех 0 > 0О такие, что для любой последовательности внешних полей Ару (х), 

п= 1,2,..., удовлетворяющих неравенству Ь[уя(х) > с(0,мы имеем

где Еп — следующее событие՛.

Еп — {^(Ил) • существует внешний контур Г конфигурации

(ПИ’П),^(П7ПС) = -1) такой, что 1п1(Г) Д ^[п/б]}

Доказательство Теоремы 1. Предположим, что с(0,и) как в Теореме

о полоске. Обозначим через Л(Г) событие

Л(Г) = {Г наибольший контур, содержащий И'[п/6]),

а через Ао событие

Ло -{ куб 1Т[п/6] не содержится во внутренности

ни одного из внешних контуров

36



Если Г) 4֊ Г2| то события >4( ) и Л(Г2) несовместимы. Поэтому для любого 

события С

Чп(С) = 9„(С|Л(Г))?П(Л(Г)) + 9„(С|Д.)9„(Л4), (34)
Л(Г) 

h •
где через qn() обозначены распределения Гиббса на Wn с граничными 

условиями = -1, параметром ß и внешними полями hwJx) = с/п. 

Рассмотрим теперь условные вероятности qn( |Л(Г)). Используя специаль

ный вид гамильтониана (1) (или (4)), можно заключить, что условное рас- 

пределение вероятностей на множестве int( Г) \ dint(F), при условии, что Г 

Является внешним контуром конфигурации зависит только от <p(öint(Г)) и 

Le зависит от <p((int(F))c). Далее, если Е Л(Г), то ^р(<Э։п1(Г)) = +1. Отсюда 
9

вытекает, что указанное условное распределение вероятностей является 

распределением вероятностей для модели классического изинговского фер- 

гоомагнетика, отвечающим обратной температуре /?, граничным условиям 

L>(dint(F)) = 4-1 и постоянному внешнему полю h — с/п. Рассмотрим еле- 

руюшие корреляционные функции на множестве int(F) \ dint(F).

Контур 7 будем называть внешним контуром конфигурации р Е Л(Г) на 

[мнолсестпве int(T) \ ^int(F), если

1) int (7) С int(T);

I 2) не существует контура у' такого, что int (7) С int (у1) С int(T).

Еля h > 0, через pnn’J(7i. •••» Ут |Л( Г), Л) обозначим условную вероятность 

того, что 71,...,7П1 являются внешними контурами конфигурации р на множ- 

1стве int(T) \ dint(F), Из результатов работы [5] ( ср. с [7]) следует, что 

Am)(7i,..., 7m |Л(Г), Л) являются монотонно убывающими функциями от h при 
и •
Фиксированных 71,...,7та,Г и h > 0. Следовательно, поскольку оценка (23) с

I/) = ß выполнена для h = 0, она остаётся справедливой для всех h > 0.

Каким образом

I m
I 4т,(71..... 7.п|Л(Г),Л)<ехрН»£>||)- (35)

%

Салее, для V Q Zv, |V'| < ос численное значение гамильтониана (1) не из- 
*

■енится при одновременной замене ^(л*) на —<^>(г), и hy(x) на -Лу(г) во всех
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точках т Е V, и <р( Vе) на -^(Vc) в точках w Е Vе. Следовательно, мы

использовать Лемму 2 для доказательства теоремы. Условия б) и в), очев 

идно, выполнены, а условие г) следует из формулы (35). Следовательно

для фиксированных 71, 

Д(т)(?Ь-,7т), при П —

...7m. Д"“(71.....7т|Л(Г),с/п) стремится к предел;

оо равномерно по всем Г таким, что int(T) D ^[п/б]

По Теореме о полоске стремится к нулю. Таким образом, в сил;

формулы (34) распределения вероятностей цп(՝) слабо сходятся к Р& . Тео 

рема 1 доказана.

В заключение автор благодарит Я. Г. Синая и Е. И. Динабурга з։ 
• • • •• 

полезные обсуждения, и Р. В. Амбарцумяна за замечания, которые сушест 

венно улучшили текст работы.

ABSTRACT. We study in this article Gibbs states in classical Isin; 
ferromagnet on the integer lattice Zv (t/ > 2) for large inverse temperature 
0(0 > 0O) and variable external fields h. We prove that there exist Cj an։ 
cj, 0 < ci < C2 < 00, depending only on 0 and i-՜, such that the Gibb 
distributions on Wn (where Wn is a cube on centered at the origii 
with the side lenght 2n + 1) with (-1) boundary conditions outside Wn anc 
external fields h = c'/n and h = c"/n respectively, 0 < c' < Q, cj < c" 
converge weakly to the pure phases P$ and P£ respectively, as n —* 00.
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ПРИНЦИП ВАРИАЦИИ КАСАТЕЛЬНОЙ
В КОМПЛЕКСНОМ АНАЛИЗЕ

Г. А. Варсегян

Известия Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, № 3, 1992

Много задач в комплексном анализе и физике можно свести к изучению 
прообразов w ЦГ), где w есть комплексное отображение в области D, 
а Г — кривая в комплексной плоскости. В наста яттуи статье пред
лагается некоторый подход к изучению таких множеств. Получены 
оценки для длин прямых w՜1 (Г) в терминах различных функционалов, 
таких как вариация касательной и распределение массы

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть w(z) — заданное в области D комплексное отображение, и пусть Г 

— кривая в комплексной плоскости. Прообразы м-1(Г) будем называть 

Г-линиями.

В физике Г-линии интерпретируются как линии постоянной температуры, 

напряжения и так далее. Исследование Г-линий приводит к новому типу 

задач в теории целых и мероморфных функций, где представляет интерес не 

только число а-точек ( как в классической теории), но и их месторасположе- 

ние.

Вероятно, понятие Г֊линиЙ окажется одним из важных понятий в комплек

сном анализе. Ниже мы приводим некоторые проблемы, связанные с Г- 

линиями. 1

А) Г-линии и а-тонки Г-линии являются объединением а-точек w '(а), 

а € Г.

Возникает следующий вопрос: можно ли построить теорию Г-линий напо- ■
добие известной теории а-точек [1]?

<•

Заметим, что для мероморфных в С функций установлены некоторые ана
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логи соотношениям дефектов в теорях R. Неванлинны и Л. Альфорса (см.

[2]), где число а֊точек были заменены длинами Д(£),Г) Г-линий.

Б) Г-линии ъ распределение значений функций Rew(z), Imw(z), iw(z)|.

Классические проблемы распределения a-точек {г : w(z) = а = const) меро

морфных функций w(r) можно распространить на вещественные функции

Rew(z), |w(z)|. В етом случае задача сводится к изучению Г-линий.

Например, решение уравнения Imw(z) = А = const представляет собой Г- 

линии при Г = {w: Imw = А).

В) Применения к а-точкам. Г-лвкив и близость а-точек

Оценки ЦП,Г) приводят к информации о взаимных расположениях а֊точек 

(если апо? € Г, то из малости 1(Р,Г) следует близость 01 и а2-точек).

Для мероморфных функций в С етот подход был использован в [2], где было 

сформулировано “свойство близости а-точек”.

Этим путём были усилены основные заключения теорий Р. Неванлинны и

Л. Альфорса [2)-[4].

Г) Связь с суммами Бляшке.

Для аналитических в единичном круге £>(1) функций w(r) хорошо известныи

суммы Бляшке

характеризующие плотность их нулей ак,

В случае произвольной области £) представляется естественным обобщение

в тих сумм в виде * _ .
% В(Ь,и>) = р(ак,дП),

а. с о ■ - .
где р(ак,дП) есть расстояние от точки ак до границы дП, а каждый нуль ■
засчитывается с учётом его кратности.

Легко показать, что если Г — вещественная полуось, то для функции и»

выполняется следующая оценка В(П,ш) < ЦП, Г,ы).

Таким образом, ЦП,Т\ш) явля тся оценками для плотности нулей ак функ
ции w.

Д) Связь с теорией Альфорса покрытия поверхностей.
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Теория Альфорса покрытия поверхностей связана с множествами 

w(w Х(Г)). С этой точки зрения задача исследования Г-линий (множества 

иТ^Г)) приводит к изучению поведения иГ։-образов покрытия Альфорса. 

На этом пути, наряду с соотношением дефекта Альфорса, требуется соот- 

ветствую шее соотношение дефекта для Г-линий.
*

Е) Сэжз*  с принципом длины и площади.

Следующий принцип является классическим принципом длины и пло ади

Альфорса: для регулярной функции и в области D

Rp(R)
dR < S(P), (1)

где Г(Я) есть окружность |w| = Я, £(Р,Г(Я)) — суммарная длина кривых

РПы-ЧПЯ)),

n(D,Rt'‘)d9,

где п(Р,Яе։|) число корней уравнения и»(т) = а в Р,-5(Р) — плоша. 

области Р.

Много интересных исследований в комплексном анализе основываются на 

неравенстве (1) (см. [5]-[7]).

Указанные постановки требуют создания методов исследования Г-линий.

В настоящей статье устанавливаются различные оценки для £(Р,Г) для ра

зличных классов функций: в §1 приводятся различные модификации прин-

ципа длины и площади; в §2 вводится принцип, который мы называем прин- 

ципом вариации касательной, и который позволяет получить оценки для 

£(Р, Г); в 53 мы оцениваем суммы длин для конечных наборов Г-кривых; 

в §4 мы обобщаем основные результаты §$2 и 3 на класс обобщённых квази- 

конформных отображений.

51. МОДИФИКАЦИИ ПРИНЦИПА ДЛИНЫ И ПЛОЩАДИ

1.1. Пусть
S;(P) = УУ |w(r е‘*)Н  г drd<pt j = 1.2,

D • • (1)



Величина 5з(2?) представляет собой площадь ш-образа области 2?, Ло(£)) 

есть сферическая площадь и-образа области О. Обе площади учитывают

кратность покрытия.

Приведём два новых неравенства, которые могут рассматриваться как

модификации принципа длины и площади.
ч

Для регулярной в области D функции и>
ОО

ДР. Г(Я)) dR - St(D) < (S2(£>) • S(P))1/2. (2)

Для мероморфной в D функции w

KD.HR))
1 + R-

dR = A1(D)<(A2(D) S(D))1'2 (3)

Неравенства (2) и (3) несколько проще, чем (1) в §0.

Приведём соотношения связывающие интегралы от L с другими известными 

величинами.

Пусть теперь и»

Обозначим

регулярна в единичном круге -D(l), D(r) = {2;

Из неравенства (2) и неравенства Гёльдера для р > ] мы имеем

Г00 гг/ L(r.T(R))dR = S։(r) < 2» / tdt,
•/0 Jo •

/ \ 1/p
f00 Iff 1/ L(r,r(R})<fR<\ hw'^do] (S(t))1-՝1’1 , 

Jo I J J I
\p(r) /

где da есть элемент площади.

(2')

Из неравенства (3) получаем

Цг.ця))
1 + Я2

[Т
AR < Л1(г) = / L(t, w} dt < г1/2 

Jo
(A3(r) SMfr . (4)

Последние соотношения интересны тем, что функция w принадлежит классу 

(если sup Jp(r,w) < оо) и классу Цудзи (если supL(r.w) < оо). Неравен

ство (4) интересно еще тем, что величина Л2(г)/я совпадает с классической
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альфорсовской характеристикой Л(г).

Следующее соотношение связывает двойной интеграл от £ с величинами

Для любого р > О

57? Л. (л лН ) Т ~ ’{т' “,) ~ (5)

Для вывода неравенств (2) - (5) нам понадобится следующее утверждение.

1.2. Основное тождество. Пусть и/(х) мероморфна в области Р и пусть

Ф(Я) — непрерывная положительная функция на 0 < R < со. Тогда

цф)
♦(Мх)|) .(6)

II

где Г(Я) и £(Р,Г(Я)) как и в $0.

Начнём с некоторых замечаний, касающихся общих гладких жордановых 

кривых Г. -

Мы будем использовать следующие обозначения (см. Рис. 1): /Ж(Г) и /Ж(Г) 

— две совокупности площадей из и»"1(Г)ПР| определяемых из условия, 

что в каждой точке и € /»(Г), I = х или у , наименьший угол а( между 

касательной кии 1-осью не больше чем (если 1 = х) и мень *
(если 1 = у); £|(Р, Г) есть суммарная длина площадок /Г(Г); Р։ есть множ- 

ество точек х 6 О таких, что дуга 1(Г(|ш(х)|), содержащая х, принадлежит 
• « •

/,(Г(|ш(։)|); Л = РП{։; Яег = »}. если I = г и Д = ОГф; 1т։=«),если 

1 = у; Ф(Р,1,Г) — число точек х։>։(Г), в которых пересекаются Л и /։(Г); 

ом(Г) есть наименьший из углов между 1-осью и касательной к дуге из 6(г) 

в точке хм(Г).

Множество кривых и/“1(Г)ПР можно представить как /Г(Г) и />(Г) и, 

следовательно

ЛЖ(/7.Г) +Ь,(£>.Г>= Г(£>,Г) Г)

и

• £»г + О, = О. (8)
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Рис. 1. жирными линиями представлены кривые /Х(Г)

Так как а։-,х(Г) < , то для элемента длины Д/ дуги из /Х(Г) в с։.х(Г) мы
Дхимеем Д/ ---------------- Следовательно, выполняется тождество

С05 0։Х(Г) - ЗИ ИЯ

Ф(Г».г,Г)

СО5О։>Х(Г)
(Ут = (9)1х(£>,Г),

где Х1 = тит Яег;х2 = гпах Лет. /€ЭГ> г£дП

Доказательство (6). Пусть Г = Г(Я); и»(;։х(Г)) — /?е։в,х; кУ։х(Г(Я)) на

именьший угол между лучём {/е1*’-'; У > 0} и касательной к дуге и֊՝(}г) б 

точке Яе|,,д. Я

Для элемента длины Д/(и»(7х)) в точке Яс’61-' имеем (см. Рис. 1)

Д/(и(Л))~
дя

с 05 0։>х( Г( R))

Поэтому

Ф(Р,х.Г(Я))

Ф(Я) соб0։,х(Г(Я))
м(т ) 

Ф(|и/(т)|)
(10Лу

(так как обе части этого неравенства представляют полную массу на кр 

вьгх И £)х), Ф"1 (R) = Ф-1(|и»(т)|) есть плотность).

В силу конформности, в каждой точке 2։>Х(Г), за исключением конечного 1 

числа, где производная и»' равна нулю, имеем о,’.х(Г(/?)) = 0։х(Г(Я)).
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Следовательно, левая часть (10) равна интегралу

1
Ф(Я) сово,.х(Г(Л))

• _ •
Отсюда и из соотношений (9), (10), используя теорему Фубини, получаем

о
1г(Г>,Г(Я))

Ф(Р,г.Г(Я))

Ф(Я)
ай = ♦ (Я) сояо.ДЦЯ)) ** с/г

о

Ф(Мг)|) Ф(Мг)|)
О

Заменяя х на у, получаем

Г° £„(£».Г(Я)) 
о *(Я)  .

с1а.

Следовательно, (6) следует из (7), (8) и последних двух тождеств.

1.3. Следствия. Тождество (б) имеет следующую геометрическую

интерпретацию. Имеем

г

и/(г)
Ф(М-)|) /*з  гУз

т^их)с1х= / гп^(}у)с1у.
1 •'У!

где т*(Л),  / = х.у есть суммарная масса, распределённая на кривой

с плотностью Ф(|и>(2)|). Для Ф = 1 величина гпф(Л) — Ци,(Л)) длина 

кривой

Следовательно, тождество (б) можно переписать в виде

/°°£(Р.Г(Я_)) ГГО#(Л)Л = Гт^у.
Л *(Л) Л, Л. (11)

В случае Ф = 1

лосI / /(М/у))^.
о *' У։

(11')

Тождество (11) мы называем ’’принципом распределения масс”, а тождество 

(11') выражает ’’принцип длины՝ .

Выведем теперь неравенства (2)»(3) и (5).
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Взяв Ф(Я) = 1 и применив неравенство Коши-Буняковского к правой части 

(6), получим (2). Аналогично, взяв Ф(Я) =14- Я2, мы получаем (3). За- 

метим, что по неравенству Гёльдера мы имеем следующее обобщение (2 ): 

для р > О 

V, . • •
($(Я))‘՜*-  (12) 

[ля того, чтобы доказать неравенство (5) нам понадобится следующее тож

дество Харди-Штейна-Спенсера (см. В. Хейман [1], п 42): для любого

р>0

Полагая Ф(Я) = Я1՜^ и Р = Р(г), из (12) и последнего тождества получаем

Г 1(г,Г(Я)) 
о Я1՜*

я о < / Г Г ।
Мо Л М(й*'*1 ։՜*  

։/։

1/2

<1гр

откуда следует (5).

и}, и пусть Ф(и), и € (—оо.оо) — непрерывная положительная функция. 

Справедлив следующий аналог тождества (6):

ЦО,У(и))
• ., .— аи

Ф(Яеи/(г)) (1а. (13)

Взяв Ф(и) — 1 и применив неравенство Коши-Буняковского к правой части 

(13), получим следующую модификацию принципа длины и площади:

£(£>,7(и)) <1и < $‘л(£>) - £(В)'/։. (В)

Применив неравенство Гельдера к правой части (13), мы получим сле

дующий аналог неравенства (12): для любого р > О
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— ос *(Яеи>(гУ)
<1а ($(£))* ’■ (15)

§2 ПРИНЦИП ВАРИАЦИИ КАСАТЕЛЬНОЙ

2.1. Исследование прообразов и;”1(Г), (в частности их длин) было 

начато в [8], [9], [2], [10]. . ,

В этом параграфе мы даём общий метод, который мы называем "принципом
Т • . - • • -г

вариации касательной”. Для достаточно широких классов функций и и 
л •, -> ■ • * •» *

кривых Г, этот принцип позволяет оценить длины ЦП,Г)-

2.2. Описание метода. Характеристика У(Р).

В этом параграфе И — ограниченная область с кусочно гладкой границей;

ш(х) обозначает мероморфную функцию в замыкании Р.

Мы используем обозначения параграфа 1.2. Так как агш->ж(Г) < ау։Г(Г) < 5-, 

то из неравенств (7), (9), (9') параграфа 1.2, мы получаем

ЦП,Г)<у/2 I ’ Ф(Р,։,Г)</։ + Л Г Ф(Р,у.Г)аУ. (1)

Для заданного ։, через {т^*}  обозначим совокупность интервалов, состав

ляющих множество }г; С т^р) — интервал с концами г,>(Г) и г<+1,.(Г);• •
Фр — число точек х»,х(Г) на тп^.

Предположим теперь, что Г — вещественная ось и для заданного х всё

особые точки и>(г) не лежат на Мы также предположим, что Фр > 2. 
В каждой из концевых точек м(г, г(Г)). и ш(гц.)1Х(Г)) кривой м(т^) (они

лежат на действительной оси) меньший из углов между касательной к-зтой 

кривой и вещественной осью больше, чем (следует из определения точек 

х»,х(Г) и конформности и>(г) в этих точках).

Существует точка г*  между х»>(Г) и 2»+1,г(Г) такая, что касательная к 

м(т^) в и>(2*)  параллельна вещественной оси. Следовательно, полное

изменение угла касательной к кривой и'(т^|-), вычисляемое между точками

М^.г(Г)) и ц>(х’) (или между точками м«) и ^(г։+1,г(Г))), не менъ II е чем

$■ (см. Рис. 2). • •
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Обозначив через ag(y) = arg ^w(t) угол между действительной осью и каса

тельной к w(Jr) в w(t), х = х + iy, получаем

Varm<’>°*(։') > 7՛ (2)
* . V’- 1 • • * х 1 4 < Z а

где Var*/ — вариация функции / на X. 
. - • f а

>• Ь • • •

Суммируя по всем i , получим . 
• w" ■ i> * ’• L ,

4 < • .**•£• i у • ’ * f • ъ •

Ф • •*  ֊՛ • . • ՛ • •• •

• V°rm<’>“»Ü/) > (♦, - 1)

или : - ~' ’ / ’
2Фр < ֊Varm(F>ar(y) + l. , (3)

И <о, неравенство (3) верно также в случае Фр < 2.

ИЗ (3), суммируя получаем

Предположим, что часть области Dt заключённая между сечениями

{х; Кет — х/} и {х: Кет - х"), можно разложить на некоторое число п 

связных компонент, граница каждой из которых имеет общие точки с 7,. и
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9». Тогда для любого х € (х',х") имеем

9!

И
//

где величина п(х" — х*)  есть сумма проекций выше упомянутых компонент

на оси X.

Легко видеть, что 2п(аг"~лг') меньше, чем длина части дБ между нашими

сечениями.

Следовательно, разбив интервал (хьт2) на участки описанного выше типа,

получим

/(0)
. (5)

1е /(£) — длина дЭ.

з (4) и (5) получаем

/(В)
(6)

Число точек г, для которых множество содержит сингулярности и>, ко- 

нрчно. Нам не надо оценивать Ф(Р,а?, Г) в таких точках, потому что они не

яг т вклада в интеграл.

Аналогичным образом, заменяя х на у и обозначая через ау(х) = лг&£ии(х)
9

угол между касательной к в 1и(х) и вещественной осью, получаем

/(Р)
(7)

Суммируя неравенства (6), (7) и учитывая (1), получим

2>/2 (։)М + ЛЦР). (8)

Это неравенство и есть принцип вариации касательной в случае, когда Г

вег генная ось.

Выражение в фигурных скобках мы будем обозначать через V (Р). Обоз- 

вВЯп.в У(х,П): — Уаг^ах(у) ; У(у,Р): = ^Гаг/гау(аг)։ получим

У(£>): = (9)
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Легко видеть, что

2.3. Общий случай. Пусть теперь Г — гладкая жорданова кривая.

Рассмотрим следующую величину:

(11)

где с»г(г) — угол между касательной к Г в г € Г и вещественной осью. Мы 

будем называть и(Г) касательной вариацией кривой Г.

Установим сначала неравенство типа (8) для кривых, для которых 

г(Г) < 7- Пусть а"(+) <| — угол между касательной к и>(Зх) в и^ДГ)),

и прямой соединяющей и?(^>х(Г)) и и»(2.+1|Х(Г)); 5։*(-Ь)  < §• — угол между
• к. • " * Ш _ —

касательной к Г в м(х1гг.(Г)), и прямой соединяющей и?(х.|Х(Г)) и и^(г.+1>х(Г));

5|(+) < у — угол между кривыми 1р(7#) и Г в ш(х,,г(Г)). Определим углы

а.:+1(~)> «£ц(-)> поменяв местами г,>(Г) и х* +1,г(Г).' Допустим, 

что на множестве нет особых точек функции ц>(х). Тогда, очевидно,

существует точка 2*  € т(я)I такая, что касательная к ^(т^) в ш(г’) пар- « 1
аллельна к прямой, соединяющей ы(х։>г(Г)) и Х(Г)). Следовательно,
для касательной вариации кривой и>(т* мы нахо> 1М

Уаг^оДу) > <(+) + а* +։(—). (12)

Из определения в*(+),  а, (+)> “•(+) следует, что или а’(+) = а,(+) - а, (+), 
• С .*•  • • * г *1  Т г • • • ‘ * •

или а,-(4-) = 5.(4֊) 4- 5“(4֊) (см. Рис. 3).

Так что в любом случае мы имеем о*(4-)4 ’О* +1 (-) > 5Ц4֊)4-о.+1(-)-[5։’(4֊) +
°й.1(-)]- Поскольку о?(+)+»,•+։(-) < ֊(Г), из (12) следует неравенство

> о,(+) + 5,+1(_) _ „(Г). (13)

И
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Заметим, что а»(+) совпадает с углом между кривь 1 Г и ю({х:

1тх<л(Г)}) в точке и>(х,|Х(Г)).

По определению точки х|>х(Г) и по конформности с 

у ~<Чх(Г), при этом а<։Г(Г) < Поэтому 5,(+) > .

Сражения ю(х), 5Д+) =

Аналогично, а<+1(-) >

Таким образом, выполняется следующий аъ ^ог неравенства (2):

2’* (14)
4

ж

Следовательно, неравенства (4), (6) и (7) остаюа эерными с заменой ж 

на ж — 2г(Г). ‘ .

Рассуждая как и при доказательстве (8), получаем

ЦО.Г)< ։/(£►) + Л /(£>)- (15)

Это есть принцип вариации касательной в случае ь(Г) <
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Пусть теперь ео = const < ~, и пусть Г произвольная гл алкал жорданова

кривая £о S V(E) оо (если Г ограничена, то У(Г) < оо). Начиная движение

с одного из концов кривой Г, разобьём её на части Г^', и = 1 к, так,

что для каждого »/, Со- Если U Г*")  # Г, то У(Г(*+ 1>) Со, где

Следовательно, общее число к (или к 4- 1) таких участков не более чем
» <

4. где [х] — целая часть т, и для каждого мы имеем У(Г^^) <

Применяя неравенство (15) ко всем получим

Со
ЧГ)’ 
. е0 .

Следовательно, выбирая Со достаточно близким к получаем

L(D,D<K(r).(V(D) + /(D)),
где Я(Г) = 3(и(Г) + 1).

Мы приходим к принципу вариации касательной в его полной форме.

Теорема 1. Следующее неравенство выполняется для любой мероморф

ной функции м(г) в О и для любой гладкой жордановой кривой Г:

(16)L(D. Г) <К(Г) (Т(Р)+ /(£>)).

՝ 3.1. В этом параграфе мы будем обозначать конечное множество по

парно не имеющих общих точек гладких жордановых кривых через Г1,...,Г?. 

Принимая во внимание неравенство Т(/)г) < К • А(г), г = гп —♦ оо (верное 

для любой мероморфной функции в С, см. [2]), мы немедленно из Теоремы 

1 получаем
• < •

X,Цг.г.) < к £Л-(Г,) гЛ(г) + 2„г £К(Г,)
•'=։ \*=1  / у—։

(здесь и ниже через К будем обозначать абсолютные константы).
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Однако коэффициент при г ■ Л(г) зависит от Г.. Нашей целью являеця ус- 
тановление соотношений вида

52 Ь(Г, г„) < КУ(ОГ) + $(и>, Д, ,Г։,.... Г,), 
Р = 1

где 5 = о(У(Пг}), при г = гп оо.

Другими словами, нам нужно установить некоторый "аналог” второй фун

даментальной теоремы Неванлинны для Г-кривых.

Теорема 2. Пусть мероморфна в замыкании Е, и пуст*  Г։, ...,Г, — 

ограниченные гладкие жордановые кривые, не имеющие попарно общих точек. 

Тогда

еренцируемая кривая,

'Г-л *<  *,л
]Г£(Р,Г,,) < КУ(Р) + Л(Г1,...,Г,)Л1(Р) + 72/(Г). (1)
»=1

Если Г — неограниченная гладкая жорданова кривая с /С(Г) < оо, то 
Л к

Л(Р,Г)< К^(Д) + Л(Г)Л1(Р) + 3^/(Р). (!')

Здесь и ниже через К = А(с) ..ы обозначаем константы, ящие только от

3.2. Будем использовать следующие обозна՝ ния: ш.Г и Гь.-.Г,

те же, что и в Теореме 2; д = ^(<), t 6 (0,1) — ал-.ды непрерывно дидь
1
и целиком лежащая в Р; — длина кривой ш(д(0),

/ € (0,1) в сферической метрике; п'(д) — 41 ело' особых точек функции

ФсДя.Г,) — число точек г, 6 Р таких -о 1) ш(ц) € Г и 2) меньший 

из углов между кривыми ш(р(0) и Г„ в го(г») чьше чем а > 0.

Для доказательства (1) нам понадобится след>-

Лемма 1. Используя приведенные выше обозначе. ±я, -мы имеем

Еф0(р.г.)<|/1|^аг8^(жо)

|/=1 •'О

<Й + А(Г։.....Г„а) + 2п‘(р) + 1, (2)

и если Г — неограниченная гладкая эсорданоаа крииия с Л(Г) < оо։ п։о

<Мм.Г)< ^■arg ^-ш(р(0) <11 + А(Г։ 
01 (Л
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Доказательство. Пусть {х։} — объединение множества точек х, в опре

делении Фв(я»Гж),а/ = Вначале докажем (2) при условии, что число 

этих точек {^3 больше 1. 
• «

Перенумеруем все точки х, на р(<) в порядке возрастания 1 от 0 до 1 и 

разобьём их на следующие подмножества:

а) Обозначим через х{ € {х»} точки х< такие, что хотя бы для одной из

точек х<-1, точки и/(х,.1) и ю(х<) (соответственно, и(ъ) и и>(х<+1)) лежат

на разных кривых п' — число таких точек; — точки, для
а е

которых = Хр • * •
б) Обозначим через х/ € {х<) точки, лежащие между х' и х}+1՜'после 

перенумерации точек х»; — их число; — точки, для которых д(^) = х/.
ш • — • • 1а

Легко видеть, что

= п'+(3)

• в

Покажем сначала, что 
• • • 

г Щ. г

■п'<Л(Г։.... Г,)!(/«). (4)

Пусть R — такое число, что кривые Г,,у = 1.....д лежат в круге |ц’| <

со — минимальное расстояние между кривыми Г,,։/ = Тогда для 

любого j такого, что и/(х^) и‘и>(х'+1) лежат на различных кривых 1\, образ

О отрезка при отображении и>(/х(<)) имеет концы на различных 1\.

дина |/^ П {и?: |и>| < Я}| боль е или равна со.

Следовательно

II

(5)

Так как |/։| < (1 + Я2)£| , где I, — сферическая длина кривой то из (5) 

получаем

2(Д"+ 0 1(Я) = . ...........Г,)Цд).

Покажем, что для любого } 

л“6 г«'(я(0) л + лх.,+2п (б)
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где Л - />|Г1։..., I ,) < оо, и число особых точек функции и(х) на 13. 

Ясно, что все эти точки лежат на одной из кривых Г,. Разобьём Г, 

на конечное число частей Г£ так, чтобы для каждой тройки Г‘ Г‘+։,Г{+’ 

касательная вариация была бы меньше, чем

Пусть Л*  — минимальное расстояние между Г*  и Г* ’ для к' к - 1,4 + 1, и 

пусть с*,  = пип Л*.  Построим соответствующие разбиения для всех Г,։р = 

и положим с*  = пипс,.

Возможны следующие три случая: *
А) Пары точек г', (соответственно, , г|+1 или 2^, 2<+1) лежат или 

на одной кривой Г,  или на двух соседних Г£ и для I € [(',(]] (соответственно 

I € К»^+11 и 1 € [<.^+11) на «Ривой ьи[/2(<)] не лежит не одна особая точка

*

функции ш(г); п1- обозначает число таких пар. 
■

Выберем Г € [^, так, чтобы касательная к ш[/1(/)] в 2 = р(^“) была бы

параллельна прямой, соединяющей точки м(2у) и ш(г{).'Углы между этой 

прямой и касательной к и>[р($)] в ш(г') и гг(2/1) не меньше чем ог/2. Те֊ 

перь ясно, что абсолютное значение разности углов между касательными

к в ш(г') и м(г*)  (соответственно, в ш(г*)  и го(г-})) не меньше, чем

у. Так как угол между касательной

получаем

ш[р(/)] и вещественной осью равенк

д д
-аге-ш(р(0)

~аг§^и/(я(0)

Следовательно
д д 
Т։агб эГ(р(0)

Аналогично , удовлетворяющих условию А),

имеем

Суммируя, получим



— —1Х’(лх(^)) (И. (7)

Б) Пары точек х', г[ (соответственно, или 2^, 2^) лежат

на разных кривых Г*  и Г; с к' / к — 1,4+1, и для 1 € [1у,1,] (соответственно, 

»€ К,^+1] и« € [Ч»р^+1]) кривая и/[/Дг)] не содержит особых точек функции 

• •
доказывает (2) при условии, что число 2. не меньше 2. Если же это

число равно 1, то получим (2), прибавляя 1 к правой части последнего

неравенства.

4/(2); п'- обозначает число таких точек.
• • •

Пусть |/(х},21)(, |/(^,2^+1)| и |/(2> ,2<+1)| длины участков кривой

«’КО] А {м: |г£>| < Я}, которые соответствуют сегментам [<'!։^], ,^+1]

и [<Зп Каждая из этих длин не меньше </. С другой стороны, сумма

всех этих длин мень II е или равна |/;|. Следовательно, п" •</ < |/;| и

(8)

Е »" Е Л(Г,...... Г,) 1(р). (8')
О) О)
• • •

В) Пары х], з\ (соответственно, или 2^, ^ + 1), для которых

хотя бы одна особая точка функции 11/(2) лежит на части кривой ю[/1(1)], Г • • • # 
соответствующей отрезку [/' ,^] (соответственно, К,^+1] или л'"

— число таких точек.

Легко убедиться, что

<<*;.  ' (9) 

(9х)
и)

Неравенство (6) вытекает из (7), (8), (9) и очевидного соотношения < 

2(п'+п; + п7).

Наконец, из соотношений (3),(4),(б),(8') и (9') следует

т-агв т-Нд(О) Л 4֊ Л 4֊ 2п^,.

Это



Неравенство (2) доказано. 
Г

Докажем (2*).  Заметим, что существует такое число Яо, что множество 

ГЛ (ш : |ш| > Я») состоит из одной или двух неограниченных кривых типа

Г$ (скажем Г, и Га). хотя множество Г3 = ГП{щ : |ш| < Яо) состоит из 

одной связной компоненты. Следовательно, рассуждая как и выше, получим

<Ы/ЛГ,)< <*  + 2п; + 1, = 1,2,3.

Просуммировав ети неравенства, получим (2/).

33. Докажем теперь Теорему 1. Предположим, что для заданного х

множество 7, не содержит особых точек функции Используем Лемму

1 с а = |, р = По определению ^>Х(Г) и по конформности 

функции ш, получим

(я)

(р)

(р)

(Ю)

(11)

. (12)

(13)

Следовательно, из неравенства (2) Леммы 1 получим

Ё »<о...г.)<|и.,О) + »Дт^Ь4+ £1.

Число особых точек функции м конечно. Используя (5) параграфа 2, инте-
Г 

грируя получим

* № • а № /V |ш'(г)| > . К^)■£/ / И«-Р)^ + луут7ет^ + —
г=1 Г| Р

Аналогично, имеем

* гг5 я / |«Ф)1 । . К^_)
£ [ V^^0'|dv + hJJ 1 + *
^=1 •'>1 * О



(1) следует из последних двух неравенств и (1) из §2. Аналогично можно 

доказать неравенство ()'), используя (2Z) вместо (2) в Лемме 2.

3.4. Приведем одно уточнение Теоремы 2.

Пусть с = const > 0, Г|л(с), и = 1,2, ...,д — окрестность кривых Г*,  и пусть

J<') = (uLiW-l(r„(e)))nJr, J<*)  = (U’=Iw֊։(r,(e)))nJ„;

D,(r) = £>(r) n Uj_,

Теорема 3. В условиях Теоремы. 2 имеем

ГУз ■ . -
Var .(.)Qr(y)dx 4- / Var.(,)Oty(x)dy + J Ж I J V

J/2
dxdy 1(D) < (14)

v>

Это означает, что £(£), Г„) могут быть получены, исходя лишь из информа-
/______

ции о поведении функции на прообразах малых окрестностей кривых

Доказательство Теоремы 3. Очевидно

Ф(О,х,Г„) = ^Фл(т^»,Г.) = У ^Ф։(т1”>,Гк), (15)
(р) • (Р) (п)

*
где т^,п) — компоненты множества ТП:Р} П {и^=1 и>“1(Ги(€))}, содержащие 

хотя бы одну точку из точек 2|тХ(Гг) при о =

Возможны два случая:

1) Отрезок совпадает с miP\ т.е. кривая w(miP)) целиком лежит

ви^г.и). _

2) т^п) #

Во втором случае найдется дуга тп¥'п\ соединяющая некоторую точку 

^(^,»(Г.)) € ю(т/'п))П{и£=։1\) с границей множества Мы имеем

5В



- е гле сферическое расстояние между и£։1Г, и границей 
и',=1Ш

Для каждого р можно найти не более одной дуги типа 1). поэтому

(16)

Учитывая неравенства (15) и (16) и применив Лемму 1, суммированием 
получим

£ф(Р.։,г,)<
.*=1

7 5212 ’/<|гт1,..>о։(у) + Л(Г։,Г,)1т1„., + 1212 1 + 12 52 £
<") ‘ (Р) (•) (р) (п)

֊ ”5252 ^агт?->о’(у)+ (л(Гь.‘..,г<)-|- 52521т<’-,+’(ЯС) К
+121+52 52 "»<’•■> <•><>,(»)+

(р) (р) (")

+ Л(г*...1 + |1(г)|։ + 1- 1 + 5252Пт<’->-
1 " (Я (Я (">

Рассуждая как и в параграфе 3.3, получим

А(Г։
КГ)

и аналогично

я

*ж1

[ К(-)1
,<•> 1 + |ш( ։)Р

х '<Р> а ха у + —+ Л(Г։.....Г,,с)

Теорема 3 вытекает из последних двух неравенств и оценки 11 । парат рафа 
♦

2.

И ОБОБИЕННЫЕ КВАЗИ-КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

И ИХ Г-ЛИНИИ
4.1. Известны два характерных свойства аналитичности ( (А) и (Б)).
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(А), однозначная аналитическая функция /(2) в окрестности точки г0 

(/'(го) — 0) переводит "малый" круг с центром в точке го в "малый" диск с 

центром в /(:о). ■ ’*.  / . я

(Б): (конформность): угол о(го) (образованный двумя произвольными 

прямыми, пересекающимися в точке го) равен углу а(/(го)) (образованному 

/֊образами этих прямых в точке /(го)).

Классическое понятие квази-конформности основано на обобщении свойст

ва (А): квази-конформное отображение переводит ’’малый” круг в ’’малый” 

эллипс.

Мы предлагаем определение, основанное на обобщении свойства (Б): функ

ция /(г) ’’квази-конформна”, если существуют константы 0 < С1 < 1 < с?

такие, что

для ’ почти каждой” г. Случай С1 = Сг = 1 означает конформность.

Пусть функция /(г) удовлетворяет условию:

если то (2)

Это означает, что /-образы достаточно больших углов не должны быть
_ ш

очень маленькими. Следовательно, (2) можно рассматривать как ’’обоб

щенную квази-конформность” функции /(г).

Дадим необходимые определения.

1) Внутреннее отображение (согласно С.Стоилову [И]), такое отобра

жение, которое переносит любое открытое множество в открытое множество

и не переводит континуум в е. лиственную точку.л

2) Внутреннее отображение ш(г), определенное в Р, будет принадле

жать классу Л/О(Р), 0 < о < если в любой точке г 6 Р, за исключением 

конечного числа особых точек из Р, выполнены следующие условия:

а) ш(г), г = т 4- имеет непрерывные вторые производные по г и у;

б) если < о(г) < то о < о(хх?(г)) < •  - а.*

Функции из Л/О(Р) мы называем обобщёнными квази-конформными функ- 

циями. *-  \ -.•2./',
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Класс М’(Р) мы определим аналогично, только вместо условия б) мы будем 
требовать

в) если а(х) < ֊,  то о(и?(х)) <*

4.2. Принцип вариации касательной для и £ Ма(О}.

Теорема 4. Пусть щ(г) 6 Ма(О); У(х,О) < со на ц < г < ։։, К(у,Р)< 

00 на И < у < Уз; и Г — гладкая жорданова кривая с о(Г) < ос. Тогда 

существует константа К (Г, а) < ос, зависящая от о(Г) и а такая, что

ЦР,Г)<К(Г,а)(У(Р) + ((Р)). . (3)

Доказательство. Заметим, что расуждения и соотношения §2 вплоть 

до неравенства (13) остаются в силе для и/ 6 Л/а(£>). По определению,

а։(-Ь) есть ш-образ угла а(г) = у-о։ Г(Г) (образованного Л и касательной к 

ш-ЧГ) в 2։,Х(Г)). Так как о։ х(Г) < то мы имеем а(г) > Следовательно, 

из условия ш € Мо(.0) имеем а < а։( + ): = а(м(г)) < тг - а Аналогично 

получаем о < а,+1( —) < тг — а.

Неравенство (15) параграфа 2.3 можно теперь переписать в виде

Уаггп(Г)ох(у) > аД+) + а»+1(֊) - и(П > 2а - р(Г). 
х •’

Предположим сначала, что г(Г) < а. Тогда последнее неравенство дает

У аг (Г)Огх(у) > <*• (4)

Следовательно, неравенства (4),(6) и (7) параграфа 2 остаются в силе, если 

заменить £ на
Рассуждая как и при доказательстве (8) параграфа 2, из (4) получаем

. ; ' др Г)< ^у(р) + >/2/(Р)- (5)
՝ а

Это и есть требуемое неравенство при условии с(Г) < о.

Как и для случая о < г(Г) < оо, аргументы, аналогичные использованным

В §2, дают *

ДР, Г) = £ £(Р. Гм) < + •
(*)
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Обозначал А’(Г,а) = и учитывал'неравенство а < 7, получаем (1).

4Л. Оценки для Г,- . >՝ '?
4

В этом параграфе мы делаем следующие предположения:

1) К(х,Р) < оо на Х1 < х < х2; 2) У(у,И) < оо на Л < 7 < 72;

3) Величина Lյя : = Лу существует и ограничена на Х1 < х <

4) Величина II ествует и ограничена при р] <

У< У2‘

Теорема 5. Пусть и € МО(П); Г^Гз,...,Г, — ограниченные жордановы • .ч • . . -ч
кривые, не имеющие общих точек. Тогда существует постоянная

Ь = Л(Г1,Г2,’...такая, что ..

? 9 /9 / Г*3 лУа \ /—Тцо,т,)<—У(О) + ь [ Ь,.<и+ + (6)
►=1 ° ՝"'**.  • А1 /

Докачательстао. Мы можем использовать Лемму 1 из 53 к р: = 

дй>); = т?>. 
• • _

Пусть о(г) — угол между 7Х и касательной-к и»՜1^) в х»,х(Г*,).  Так как 

а(г) = у - о1Л-(Г»,) и счИГ,) < 5֊, мы имеем а(г) > ֊. Следовательно, по 

определению Л/О(Р) мы имеем 0 < а < а(\о(г)) < т — а.

Поэтому Ф₽: = ФДГ*,)  < ФоСго^.Г,), и

Ф(П.Х,Ь) = £ф,(Г„) = £фл(т^,Ь). (7)
(р) (р) ' ’ *

Если предположить, что на Jt нет особых точек функции и>, то получим *

Л = > Уагт,,(О։(») = И*.  Я).
(р)

(8)

О)

(Ю)

Из соотношений (7) - (10) и Леммы 1 получаем

£ф(Р,х,-Г,)<-Пх,О) + Л(Г։,Гз.....Г„О)£Л+ £ 1. ■ (11)
•'=*  "»«1Р>

62



Так как все слагаемые в правой части (11) ограничены, а также число

особых точек функции конечно, мы имеем

ЦП)

Аналогично

ЦП)

Теперь из неравенства (1) параграфа 2 и последних двух неравенств мы

получаем (6).

4.4. В этом параграфе мы используем обозначения параграфов 1.3. и

Теорема б. Пусть и> € Тогда

(°° ЦР,Г(Д)) 
о «(Я) (12)

для Ф = 1

1(ш( Л)) <1г + / /(«>(./,)) </у. (12')
о

неравенства (7), (9) и (9') параграфа 1.3. »
\ * ■ (■

Следовательно

Г~1,(Л,Г(Я)) — ад — 
о Ф(Я)

Ф(Я) со8а։,х(Г(Я))
(13)

и

Г Ф(Р.хЛ-(Я)) 
о *(Я)  .

Гу(Р,Г(Я)) Ф(Р,». Г(Я))

. ' Л ♦(*)
Как и в параграфе 1.3 мы имеем

дя



если ДгХ(Г(R)) < у. . •

Тах как ^,.Х(Г(Л)) есть и»-образ угла а։>х(Г(Я)) < у, по определению ЛГ(£)) 

мы имеем Д։Ж(Г(Л)) < у. 
• •

Следовательно, Д/(и;(/х)) > ДД и

△Я

Поэтому

Ф(Р,у,Г(Я)) 
Ф(Л) dRdy< ™t(J9)dy.

Неравенство (12) следует из неравенств (13), (13') и (7) параграфа 1.3.

ABSTRACT. A number of problems in complex analysis and physics can
be reduced to the study of preimages w՜1^՝), where w is a complex ap-
ping in a domain D and T is a curve in complex plane. In the present 
paper some approaches toward investigation of such sets are proposed.
The principles we propose supply bounds for lengths of lines w~
terms of different functionals, such as tangent variation and

‘(Г) in
ass distri-

bution.
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КВАЗИМАКСИМАЛЬНЫЕ ПОЛУГРУППЫ

JL М Акопян

Известия Академии Наук Армении. Математика, 
том 27, К* 3, 1992

В работе продолжается исследование квазимавдимальных групп, нача
тое в [2] (частные случаи таких полугрупп рассматривались в [3-5]).

групп Го, характеризующих геометрическую структуру пространства 
Л/Л(г0) максимальных идеалов алгебры А(Г0), обобщенных алгебраич-

порожденной полугруппой Го. Формулируется тео
рема, характеризующая квазимакс имальные полугруппы на оси с точ
ки зрения террии групп [2], геометрии (структура пространства МЛ(Го))
и аппроксимационных свойств равг мерной алгебры Л (Го).

1. Пусть Г — абелева группа (в аддитивной записи), порожденная соб- 
ч 404 /
ственной полугруппой Го с единицей, а Г — её компактная группа харак- <
теров. Мы также предполагаем, что в Г нет элементов конечного порядка, 

что равносильно связности Г.
■ V ’•/•Я՜ • I

Согласно теореме двойственности Понтрягина, Г отождествляется с
А

группой характеров группы Г соотношением а —* Ха, где Ха(<*) = а(а),

Мы будем пользоваться сле'дующими обозначениями: А(Го) - равномер- 
л

нал алгебра на Г, порожденная полугруппой Го (т.е. характерами ха, а €
. • • »г * • • «■ ф

Го> заметим что Л(Го) есть алгебра обобщенных аналитических функций в

смысле Аренса-Зингера []]); Л/д(г0) — пространство максимальных иде-

алов А(Г0); Нот Го — полугруппа характеров Го, т.е. гомоморфизмов

Го в единичный круг; Phom Го — полугруппа положительных характеров

Го, т.е. Phom Го — {р € Нот Гс; р(а) > 0 для всех а 6 Го); Ihom Го 

— полугруппа идемпотентных характеров, т.е. Пют Го = {р € Нот Го, р2 =
р). . ■ '՜
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Мы пользуемся также следующими утверждениями (см. [1]):

1) ^л(Г.) = Нот Го ( с точностью до гомеоморфизма);

2) в Нот Г© имеет место полярное разложение: для кажгого f € Нош Го

( = »°> (1)

где а € Г, р € Phom Го; 
X * I

3) для любого р € Phom Гв и « > О, р' € Phom Го. где /(а) = 

ехр(«1пр(а)), если р(а)> 0 и р*(а) = О, если р(а) = 0;

4) в полугруппе Ihom Го всегда- имеются тривиальные идемпотенты 

р=1и ро, где ро = 1 на ГоП(-Го) и ро = 0 на Гв\(ГоП(֊Г0)).

2. Полярное разложение (1) и гомеоморфизм А/Х(гв) = Нот Го сводит 

задачу к описанию полугрупп Phom Го-

В случае, когда Го — максимальная полугруппа в Г (т.е. Го не содержится 

ни в одной собственной полугруппе группы Г), пространство Ма(Г^ оаио-

мерно в том смысле, что для любых p,q € Phom Го \lhom Го существует 

такое t > 0, что q = р* (и Ihom Го = {1,Po}) (см- [2],[6])-

Последнее обстоятельство мы записываем как

Phom Го \ Ihom Го = {р։ : t > 0}

и говорим, что группа Нот Го одномерна.

с единицей называется квазимаксимальной, если любая полугруппа в 1, 

содержащая Го, либо совпадает с Г, либо содержится в одной и только

одной максимальной полугруппе группы 1.

Класс квазимаксимальны։ полугрупп содержит максимальные полугруппы.

Легко видеть, что в группе Г имеется ровно одна максимальная полу-

группа, содержащая Гв. В частности, все собственные полугруппы груп

пы Г, содержащие Го, лежат в одной и той же максимальной полугруппе 

группы Г, которую будем обозначать через Г*.
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Следующий пример показывает, что, вообще говоря, полугруппа Го, содер

жащаяся только в одной максимальной полугруппе группы Г, порожденной 

Го, не обязана быть квазимаксимальной.

Пример 1. Пусть Z°° — счетная прямая сумма групп 2Z целых чисел 

ибо — множество тех финитных (ni,n2,...) € для которых послед- 
% ' 

няя ненулевая компонента положительна или все компоненты равны нулю. 

Пусть G = Go U (-Go) и Г = 7L х G. Полугруппа Го = 2Z+ х Go содержится 

только в максимальной полугруппе Г+ = 2Z+ х G, но не квазимаксимальна 

в группе Г = 7L х G. •
. - • • » ' < •

Пояснение: полугруппа Г1 = TL х Go,՛ содержащая Го, не содержится в 

максимальной полугруппе Г+ группы Г, и поэтому не квазимаксимальна. 

Полугруппа Го не содержится ни в одной максимальной полугруппе за 

исключением Г+: это следует из того, что П не содержится ни в одной 

максимальной полугруппе группы Г (так как Е°° не имеет максимальных 

полугрупп).

Теорема!. Полугруппа Го квазимаксималъна тогда и только тогда, когда 

существует такой характер q € Phom Го \ Ihom Го, что для каждого р € 

Phom Го,р 1 либо pq = р, либо р = q' при некотором t > 0. 

Доказательство основывается на следующей лемме, которая представляет 
* 

и независимый интерес (показывающий, в частности, существование ней- 

демпотентных положительных характеров произвольной полугруппы Го). 
' ь ■» / • • V

ч Лемма. Пусть Го — собственная полугруппа Г с единицей, порож

дающая Г. Для любого необратимого элемента а € Го существует характер 

р € Phom Го такой, хто 0 < р(а) < 1.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть о 6 Го такой, что 

—а Го и К(а)| = 0 или 1 для всех { € Нот Го. Так как Нот Го совпадает 

с пространством максимальных идеалов алгебры Л(Го), сделанное пред

положение означает, что спектр <т(ха) = {С(а): ( € Нот Го) элемента ха €
9

А(Го) состоит из 0 и подмножества единичной окружности. (0 € ^(Хо)» таь
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как а не обратим в Го и поэтому ро(п) = 0. где ,0 е Нот Го - тривиальный 

идемпотент, который равен 1 только на обратимы, элементах полугруппы 

Го.) Применяя функциональное исчисление к банаховой алгебре Л(Г0), 

можно указать такую функцию / 6 Л(Г0), что /(р0) = 1 и |/| < 1 на.Г. где / 

есть преобразование Гельфанда функции /, чего не может быть, поскольку 

|/| принимает максимальное значение модуля на Г. Лемма доказана.

Заме^ мие. Для любого а € Го существует характер р 6 Phom Г0\1Ьот Го
такой, что р(а) > 0.

В силу Леммы достаточно рассмотреть случай когда а обратим в Го. Так 

как Го собственная полугруппа группы Г, то существует ао G Го- По 

Лемме ему соответствует характер р € Phom Го, соответствующий ао та

кой, что 0 < р(а0) < 1, т.е. р £ Ihom Го. Тогда р(а)р{-а) = р(0) = 1 и 

следовательно р(а) = 1 > 0.

Пусть Го — квазимаксимальная полу

группа в порожденной ею группе Г и р 0 Phom Го, р £ 1.

Предположим сначала, что р — строго положительный. Тогда можно про-

должить гомоморфизм р на всю группу Г, полагая р(а) — р(—а)՜1 для a G

Положим Г* = {а G Г : р(а) < 1}. Покажем, что Г* = Г+, где Г+ —

максимальная полугруппа в Г, содержащая Го-

Пусть a, b G Г \ Г^.. Тогда р(а) > 1, р(6) > 1, поэтому р(Ь)р(а) п -» Опри 

п —♦ оо. Откуда следует, что, начиная с некоторого номера л 

<■1
. | р(Ь - ла) = р(Ь)р(а)~п < 1,

т.е. b - па G Г^. Это означает, что полугруппа [а;Г^)> порожденная про- 

изрольным элементом а £ Г^. и полугруппой Г^., совпадает с 1 , что рав- 

носильно максимальности Г^.. Так как Г4. единственная максимальная 

полугруппа р Г, содержащая Го, мы заключаем, что Г^. = Г^..

Таким образом, строго положительный характер р пол\группы Го про

должается до положительного характера максимальней пол\! pj ппы Г+.
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• •Поскольку Pbom \ Ibo t > 0) мы получаем, что р = 7’ для

некоторого t > 0.

Теперь рассмотрим случай, когда р может принимать и нулевые значения.

Пусть J = {а € Го * р(а) > 0). По предположению J является собственной

подполугруппой Го. Пусть Го — полугруппа, порожденная множеством Гви 
ч

(-7). Покажем, что Г^ # Г (более того, (֊(Го\7))ПГо = •).

Пусть —о = flj i flj € —(Гс \ 7), где 01,03 € Го U (~7) (т.е. а € Г^). Тогда

oi 6 Го,оз € (—7). Заметим, что если 01,03 € Го или 01,03 € (—7), то

-а = а։ + аз 6 Г© и (-7) (Го и 7 полугруппы). А это означает, что либо а 

обратим в Го (т.е. р(а) = 1), либо а € 7 (т.е. р(а) > 0).
- * ;Ч Л Л : • ’ ' Е

Таким образом, имеется разложение —аз = (ц + а, —03 € 7,01 € Гс.о € Го \7.

* Откуда 0 < р(—= р(в1)р(а) = Полученное противоречие показывает,

что Г© # Г.

Так как Го квазимаксимальна, то Го С Г+. Следовательно, Г+ содержит

группу , порожденную полугруппой 7 и поэтому q(a) = для всех а € 7.

Тогда (рд)(а) = р(а) для а € 7 и (рд)(а) = 0 = р(а) для а € Го \ 7, т.е. pq = р.

.Доказательство обратного утверждения. Покажем, во-первых, что 
а • е } d J I » Я •

f(a) > 0 для всех a € Го. -По Лемме, для любого a € Го существует характер 
• я4 а * « • • 1 Л

w-

р Е Pbom Го\Пют Го такой, что р(а) > 0. По условию pq = р* при некотором
* *‘У . S • w . _ 4 . ՛ * ՛ г

/ • в в. * I* * * — • - _

Продолжим гомоморфизм д на всю группу Г, полагая q(a) = f(—а)՜՜1 для

а е (֊Го) и определим Г+ = Ja € Г : q(a) < 1). Полугруппа Г+ максимальна

и Г+ О Го- Покажем, что любая собственная полугруппа Г։ группы Г, 
♦ •

содержащая Го, содержится в Г^.. ! г ? ' и
♦ * * •

Пусть a = а" Е Г+,<1*,<1" € Го. По Лемме найдется характер р Е Phom Г1\ 

Ihom Г1 такой, что p{af) > 0. По условию, для любого т > 0 найдется такое 

t > 0, что pTq = р* на Го ( ясно, что р 1 на Го). Тогда pT(a,)q(a') = 

pT(a)PT(<։")9(ak(aW) = F1 (<։') = Твк *** ria)p(a՞) = P(a') > 0 и

Pt(<i")9(g") = р։(а"), получаем pT(a)q(a) = р'(а).

Теперь, так как т произвольно и p(a) < 1, мы заключаем, что q(a) < 1, т.е.
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Теорема 1 доказана.

Следующее следствие лает удобное геометрическое условие квазимакси

мальности.

Следттвие I. Пусть Phom Г0\Пют Го = {р‘ : 

имаксимальна ( и Ihom Го = {1.Po})-
t > 0). Тогда Го кваэ-

Джазагелъство. В силу Теоремы 1 достаточно показать, что рр = р 

для всех р € Ihom Го, р 1.

На обратимых элементах о € Го^(—Го) все положительные характеры равны 

1, поэтому для идемпотентного характера р0| равного 1 только на обра

тимых элементах Го, мы имеем (р0р)о = Ро(а)р(а) = ро(а) = 1. В случае же, 

когда а не обратим, р0(а) = 0 и тогда (рор)а = р0(а)р(а) = 0 = р0(о).

Следовательно, осталось показать, что Ihom Го = (1,р0)-

По Лемме, для любого необратимого элемента а € Го мы имеем 0 < р(а) < 1. 

Тогда для любого идемпотента р,р £ 1 произведение рр также есть идемпо- 

тент ( в противном случае рр = р‘ при некотором t > 0 и так как характер

р всюду положителен,- то р = 1). Если теперь р(а) = 1 при некотором нео- 

братимом а, то 0 < (рор)(а) = р(а) < 1, что противоречит идемпотентности 
р,. ■ ■֊ ■

Таким образом, р = ро, что и требовалось доказать. • •
Следующий пример показывает необратимость последнего утверждения

Пример 2. Пусть Го = [{0} х 22+] 1)[(22+ \ (0)) х 22) ,(т,п).6 Го- Квази-

максимальность Го (в Гс TL х 2Z) 04t ВИ,II <а (в данном случае собственной
• i

полугруппой группы Г, содержащей Го, :i: ляется максимальная полугру

Г+ = 7L+ х 2Z). Легко убедиться, что Phom Г+ \Ihorn Г+ = {у1: t >0}, где

g(m,n) = e”m есть положительный характер группы Го-

Пу сть р € Phom Го, р # 1,Ро и р # / для всех t > 0. Из Теоремы 1, 

pq — р. Поэтому из равенства p(m,n)e-,n = pf^.n) следует, что р(т,п) — 0
Г

для m > 0. Для m = 0 мы имеем р(0,п) =■ |р(0,1)} » тогда если р(0,1) — 1, 

то р идемпотент; в случае р(0,1) < 1 получаем р(0,п) - е
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тако, для полугруппы на полуоси Следствие 1 обратимо.ÜJ

иеотрица-

тельных пе. зхх чисел. Тогда

• н

. I

a) Ihom Г© = {1,ро},

б) Phom Г©\Пю II Г© = {р*: <>0). .

а. порожденная

Г©, и пусть ç € Phom Го \ Ihorn Го- По Теореме 1 мы имеем pq « р для всех 

р 6 Ihom Г©. Так как 0 < f(a) < 1 для всех а € Г4 ( полугруппа Г* не

содержит нетривиальных подгрупп), то либо р = 1, либо р = р©. •

Для доказательства б) достаточно показать, что каждый неидемпотентный

характера максимальной полугруппы Г^. Для этого достаточно показать,

что гомеоморфизм р строго положительный.

Пусть р € Phom Г© \ Ihom Г© м J = {о € Г© : р(а) = 0). Определим характер 

р, полагая р = 0 на J и р = 1 на Г© \ J (р — характер, так как J идеал в
* L •

Гб и Г©\ J полугруппа). Тогда, в силу утверждения а), р = 1, т.е. J пусто

Следствие доказано.

Отметим, что в [2] дается геометрическое доказательство этого результата.

Приведем пример квазимаксимальной полугруппы Г©, для которой прос

транство Л/д(ге) одномерно, однако Г© не принадлежит Ж^.

Пример 3. Пусть Г© » {(я,у) € Ж к Ж *у > Ы(|х|+ 1)}. Полугру

Г© порождает Г = Ж х Ж. Единственной максимальной полугруппой, ко

торая содержит все собственные полугруппы группы Г, содержащие Г©, 

есть Г4. = Ж х Ж+- Следовательно, Г© квазимаксимальна. Покажем, что

Мя(Г») одномерна. Заметим, что одним из положительных (неидемпотент

ных) характеров группы Г© является {(я, у) = е~г, который является поло

жительным характером Г^. Любой другой характер р€ Phom Г© \ Ihom Г©

удовлетворяет условию р(0.У) = е“\у > 0(Г > 0). {OJxBU
либо имеет указах 13 э1й вид, либо всюду, кроме точки (0,0), равен нулю. В

после. 1ем случае, очевидно, р(г) = 0 для всех z è Г0|х / 0, т.е. р = р©. Сле-
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дователыю, р > 0 всюду на Г., и по.тому продолжу на ылхсим^иую 

полугруппу Г, с сохранением положигельносхи. Сдедов.тельио. пооча.

4. Обжлимля Тео-рему J е Предложением 1.3 [2] и Теорему 2 (3), мы 

можем сформулировать результат, «рюстериэуюший каазиыахскмальнме

полугруппы на полуоси R*.

Теорема 2. ■олрруапа. Cse^ytngae рсдааал srssss-

«7 Го глаэюмдееажадмзе;

•) равномерны алгебра Л(Г0) - ароввгажпцы, ла։, бы любого собтае»- 

ыого замкнутого подмножества F С Г осе непрерыоние функции «о F ровно- 

мерно аппроксимируются функциями из А(Г0).

ABSTRACT. The present paper continues investigation of the quasi* 
maximal semigroups started in [2] (special cases of such semigroups were 
considered in [3 - 5]). We obtain a criterion of quasimaximality in terms 
of characters of a semigroup To that characterizes the geometrical struc
ture of space Ma(T0) °f maximal ideals of the algebra A(Fq) of generalised 

result which characterizes the quasi maximal semigroups on semiaxis from 
the points of view of group theory (2), geometry (the structure of space
Af^cr.)) and in terms of the approximation properties of uniform algebra
Л(Го).
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ЗАДАЧА ТИПА КОШИ-РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ 
НЕРЕГУЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Известия Академии Наук Армшии. 
том. 27, 3, 1992

Пусть u(x,t) G C°°(IR х По) аналитическая t £ По = {t|0 < arg Г < а < ж} с 
полиномиалным ростом. Рассмотрим дифференциальное уравнение в 
частных производных

дпи(хЛ) , /. д \ дп-’и(хЛ\
— + XА> (’аГ) — = (х,<) е ж х п<*

> = 1 4 '
% .' ь ’ ՛ ' . * - • •

Предполагаем, что число корней характеристического уравнения Ап + 
+ •• + Лп(£) = 0, принадлежащих П£ = {<|х/2 < а^Г< - о) 

постоянный для ( >0 и( < 0. Изучаются задача типа Коши-Римана- 
Гильберта и общая граничная задача. Основной результат этой статьи - * • • _ _ _
состоит в том, что задача типа Коши-Римана-Гильберта всегда имеет 
решение. Для общей граничной задачи приводят ся необходимые и 
достаточные условия ее разрешимости. Получен класс корректности в 
случае/(г, 4) = 0. 

• • *

J0. БЕГ ПЕНИЕ

Введем углы Пв = {t|0 < erg« < а < »}, Й; = 01*72 < < |» ~ <»}

в комплексной плоскости П. Через Мр обозначим класс функций u(x,i) €

C°°(IR х По), аналитических по t € По и удовлетвори II лих опенкам

|DiD'u(։,01 < с,|(1 + МУ’*«։ + 1<1Г". (։,0 € №. х По, (1)

где /?-целое, а ßji < 0- Пусть М — и^>о^д֊
Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение с постоянными

коеффицентами вида

(2)
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(։,<) е л х.По,

где А, (£)~полиномы от (, / и и-функции из М. Через >1«),...»Ап(() мы 

обозначим, с учетом их кратностей, корни характеристического уравнения

Р„((, А) = А" + Л1(()А"-1 + ■ •• + Л.(() = 0. (3)

а через-р(£)-число корней, принадлежащих П’ в точке

Мы предполагаем, что

/>«) = *. при { > о. Р(О = П>,
• •

при £ < 0, И)

где к и т-константы и тп > к (случай, когда тп = к изучен в [1]).

В работе изучаются следующие задачи. Требуется найти решение

и € М уравнения (2), удовлетворяющее граничным условиям: а

5ача А1. (задача Коши-Римана-Гильберта)

Задача А2. (общая граничная задача)

04*. 0) 
Л'

(5) 
■

(6)

(7)

(8)

где /)(т)-заданные функции из М, а а;|(£)-полиномы с постоянными коэф

фициентами.

Основной результат состоит в том, что задача А1 всегда имеет реш

ение, что касаеця задачи А2, то приводяця необходимые и достаточные

условия ее разре мм о ст и. Наконец, если в (2) / = 0 и все € Мв, тон

имеем теорему су ествования и единственности решения задачи А1 в Мо.н
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Ц. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ (2)

Корни Ап({) уравнения (3) на основании (4) будем 
нумеровать так,

чтобы

>։(().-,*»(<)еп;: л։+։(о.....л.({)€сп; = п\п;. При(<о. (п>

А1(^..... Ат({)6П«: А„+1(()......А.(О€СП;, при 4 > 0 (1.21

Разложение в ряд Пюизье корня АД() имеет вид

?€((..€. + г), ։ > 0, г/ € У. (1.3)

Аналогичное разложение имеет место и при { £ с > О

В окрестности же точек «| = оо имеем

М<) = £ м[с1/ъ1*, (1.4)

вообще говоря разные, при ( — -оо и ( = -оо.

Введем следующие полин .,4ы по А:

ег(М) = П[А-А,«)1 = £«7։а -л 
;=։ 4»о

ч •

я —к я—՝к
ЯГ«>А)= П (А ֊ А»+, (€))=£'Л (0 («<«), (1.5)

• •

. • <?ае.д)=П։А-Ая^<

#(€. А) =№* ֊*■»+> Ю1= Ь <1в>
>=°

(€ > О, (О = г01(£) = О’

Заметим, что коэффициенты введенных полиномов бесконечно дифферен- 

цируемы, непрерывны, соответственно, слева и справа в тсчге — 0 и

удовлетворяют оценке

|Р^(€)1<е,КГФ + К1)т’- (1.7)



откуда следует их локальная интегрируемость, а также их первых произвол.

мыв.

1. Пусть /(х,<) = а(Г)х*, а(!) € М, у > 0-целое. Решение уравнения (2)

ишем в виде

(1-8)

где сД1) € М подлежат определению. Подставляя ш(х,1) из (1.8) в уравне֊

ние (2 ) и приравнивав коэффициенты при одинаковых степенях дН, получим

а.тг е.(0 = «О), (Ю)

0.с)М<)в^(«>+։(0 с.(0). (МО)

где £)(•)•'линейные выражения относительно своих аргументов.

В работе [2] доказана разрешимость уравнения (1.9) в классе М,

системы (1.9), (1.10) последовательно определим функции ск(<)

повтому

,Со(I),

то есть уравнение (2) с правой частью вида а(<)г*'| о € М, разрешимо. От

сюда вытекает, что если вместо /(х,<) в правой части (2) взять (>^*)*/(х|<)

и доказать разрешимость такого уравнения, то мы получим разрешимость

уравнения (2) и с правой действительно, пустьIчастью /(х,С).

а € М такал, что (։^)*и1 = и*. Отсюда имеем

• —
или

4-) “|(*.О =/(«.<)+ £ (1П)

' * \ «•-։
* ж —

где О)(0 € М-вполне определенные функции. Теперь, если и(х,!)- решение Л
уравнения (2), то подставляя и։ = и 4- и) ■ (1.11), для определения ш(х,1)

мы получим расмотрепную выше задачу.

2. Пусть /(*,<) = (|^Гр(х)1\ р(х) € М. Заметим, что М С 5*(Я)У/ € 

ТГе. Перейдя в (2) к образам Фурье по х, получим

•«».. о»)
у«1 ■
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где «((,!) = Гг[и(«.«)], = Г[р(։)]-обобщеииые преобразования Фурье.

Пусть при каждом { # 0 „֊«) обозначает замкнутый контур, содержащий

внутри себя только те корни уравнения (3), которые принадлежат области
п; и точку А = 0. Введем функционал

- 2* Л-(О А)<еп- . (1.13)

Покажем, что его прообраз Фурье есть искомое решение.

Так как полиномы <5Г((,А). ЯГ«, А) и <?+({,А), я+((,А) азаимяо просты 

при ( < 0 и ( > 0, соотвецтвенно, то имеем

։ = г?((.*)<??(«,А) + ^(е.А)Я*«,А), (1.14)

где Г| (£,А), (£»А) полиномы по А, коэффиценты которых удовлетворяют

оценкам 1-ого типа (1.7). Рас

смотрим функцию

У(€,<) ’ 2« А'+'Р„«,А)" =
• • *

_ в'а} [ г* /•
2т.- Л֊«) А'+։<?Г«.А)ЯГ«.А) 2’< ’

Учитывая (1.14), представим У({,1) = Й,-((.<) 4- Ц+(£.0> где

1 € По. (1.18)

Лемма 1.1. Функции ¥*({,!) удовлетворяют оценкам

|^((.01<е|41'-(։ + К1)т-(։ + К1)’-. (116)

• |л>р,‘ц*(е.<)1<«1*К1',(։ + К1)"<(։ + 1‘1Г'.> = ։.։.... <117>

Доказательство. Прежде всего заметим, что Ц (£.0) удовлетво

ряют приведенным оценкам, в чем можно убедиться, вычисляя интегралы 

в (1.15) по теореме о вычетах в точке А = оо, используя при втом оценки 

(1.7). С другой стороны, вти функции удовлетворяют дифференциальным 

уравнениям . '
‘еП- (118)

• •. I
”79



все корни характеристических уравнений которых принадлежат П’ и в 

окрестности точки ( = 0 и ( = оо удовлетворяют оценкам (1.17). Пред

ставляя левую часть (1.18) в виде произведения операторов первого по- 
*

рядка и используя указанные свойства характеристических корней, мы без 

труда выведем оценки (1.16), (1,17). Лемма 1.1 доказана. *
Пусть такое, что д(х) € Мр.

Лемма 1.2. Существуют натуральные р(/?) и 1о(/?) такие, что прообраз

Фурье

удовлетворяет оценке

1 = 0,...»п — 1. (119)

Доказательство. Выбирая мы можем, в силу Леммы 1.1, добиться

любой наперед заданной
А

гладкости функции -С ИС О в точке { = 0. Выбирая > 1 мы легко 

получим оценку (1.19). Лемма 1.2 доказана. .

Теперь ясно, что

П(*,0*
д2 
дх2 дх р(х) € Мр (1-20)

и имеет место

где аД1) € М-вполне определ’енные функции.

Согласно пункту 1 существует и»0(х,$) такая, что 

и тогда и(х,<) — ио(х,։) — ыо(х,1) есть решение уравнения (2) с правой час- 

тью /(х,1) = (|£Г
<•

3. Общий случай. Используя представление
*
/(։.«) =’(/(։. 0) 0) + ••• + ^/,('։(։,0)] + »(»,<), (1.21) 
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а также случаи, изученные в пунктах 1 9 ад«.«У , 2, мы сведем вопрос о разрешимости 
уравнения (2) к разрешимости уравнения

^“(*.0 А ( д \ д^-Ы^У) ( ду
Л® “ ‘}\дг) д1п-> (»,<) 6 Ш.Х По, (1.22)

где £>?р(г,0) - 0, А V, (-наперед заданные целые числа, ; < I. Границу 

угла П; обозначим через Г„ а Г. = Г. + «-«/։, £ > 0. Пусть ,(1) € М 

удовлетворяет условиям

1^9(01 <сД1 + |։|Г, 7 > 0 целое, «сП,,,

#у(0) = 0 У)<1.

(123)

(1.24)

Через С(р) или Д[р](р) обозначим образ Лапласа функции $(<), когда 1 € Л1+. 

В работе [3] доказана

Лемма 1.3. Функция Со(р) = £[у(/)( 1 + <)“*г~2] аналитична в области 

СПд и удовлетворяет оценкам

'|б?.(р)|<с(1 + |р|)-'-։. респ-;. (1.25)

|ф։)(р)1 < С,(ПО)(1 + |р|)-'-։-։, 3 = 0,1.....р€Поссп;. (1.26)

Образ Фурье решения уравнения (1.22) представится в виде

сё(е.А) з, 
Р»(4,А)

лх =

2тг։
( ММ А, 

"А Т—ГТ՜е где Л»(М) Г.(4)

(1.27)

где контур Ге(О для { # 0 выбирается так, чтобы корни, принадлежащие

П* и СП* лежали по разные стороны от него.

Покажем, что прообраз Фурье функционала й'(С 0 принадлежит классу

Л/. Аналогичным образом мы поступим и с й (СО-

Используя представление (1,14), перепишем и՜«,։) в форме

«'(«.<) = 2^* -/где
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9-(() С(€, А)е (1-28)

Следуя лемме 1.3 представим С«,А)(1- ^-)'г+аСв(С А), где функционал

Со(СА), зависящий от параметра А, удовлетворяет оценкам (1.25), (1.26),

затем интегрированием по частям преобразуем (СО к виду

гГ(М)е А)<и =

__
2эг։

Введем функцию

д 
дХ

Г«Т(е.А)еА,1 С.(СА)</А. ՛ (1.29)

д 
дх’/՛(€. А, 0 = ֊•(1.30)

Имеет место

А.1)| < с^|€Г’“(1 + К1)"'*՛(1 4- |А|Г»*'( 1 + (1.31)

загельство. Лемма 1.4 следует из оценки (1.7) и того, что

|А-Аде)|>С/кг»(1+к1г, А€ Г., (<0, (1.32)

Докажем оценку (1.32). При —М < £ < —6 < О (1.32) вытекает из непре

рывности корня АД£). Поэтому достаточно установить (1.32), при —6 < Г<
- • %

О и ( < —1. Ограничимся случаем —6 < < < 0 (в случае £ < —1 доказа

тельство аналогично). Согласно (1.3) имеем

А>Ю = 2>лИ1‘/г'. -£<{<0. (1.33)
4=0 •ь • . “ * •

От сюда н из того, что АД£) € СП;, ) > £ + 1, -6 < £ < 0 вытекает

существование € [0, а] такого, что

к* X"' АД4)] > 0.

Из (1.33), (1.34) имеем

Ме^'МО] > сЖГ,
а

А теперь заметим, что

€€(-«,0).

(1.34)

(1.35)*

|А - А,(С)| = |е‘*'А — еи>А,«)| > Ле [е’*<А,(О] > с,ИГ», (1.36)

и оценка (1.32) получена. Лемма 1.4 доказана.

*€€(-«,0).
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Замеч ние 1.1. Оценка (1.32) легко выводится и из принципа Зайден-
берга-Тарского (см. Теорему А.2.5 в Н]).
Из оценки (1.31), при подходящем выбор

& (€Х ^(^тА,<) по £ до наперед заданного

Лемму 1.2 и (1.20))

е р, вытекает гладкость функции 

порядка. От сюда получаем (см.

“1 (։.«)- Р( *[и։ ((,<)](։. 1) = ^ Н* А 0 * &(г, А)<1А € М,
(1-37)

где

погасло
(։+«’)*• Ч>1;*¥>(։. А, 0 = Г՜1

6(х, А) — Г1 — (7Дг,А).
\ дх2) 2

Займемся теперь функционалом й? (£Д). Пусть целое > 0 таково, что

<?Г(СА) с(О
А'-Сд-а.А) - |А| ’ |А| > 1. (1.38)« <0.

Введем функцию

?Г(4.А)
2х» А^*^, (£, А)

«аЧА, 1 € Пв, 4<0, (139)

где определена в (1.13). В силу Леммы 1.1 функция удовлет

воряет оценкам (1.16), (1.17). Теперь, если положим

Г*‘(ОГФ1(СО]

то будем иметь

у.»
«2 («»<)= / И ♦?(*.*-г)<*г е 

7о

где ?(։,<) = (1 - ^т)**(^7),'9(։.О- Следовательно, прообраз Фурье и.(։,0

функционала «({,<) из (1.27) принадлежит классу М и, вообще говоря, от 

ения и(х\1) уравнения (1.22) отличается на функцию вида

которая легко находится согласно пункту 1.

Таким образом, получена
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Теорема 1.1. Неоднородное уравнение Р„ у֊) и = /(«, О имеет реш

ение в классе М для всех /ЕМ.

Теорема 1.1 позволяет при исследовании граничных задач А1 и А2 в урав

нении (2) считать /(г,() = 0, что мы и будем предполагать. Заметим, что 

ерли в (2) / € Мр, то решение и € Мр։ с Д > 0, что подтверждают сле

дующие примеры. В Их По,՝с я/2 < а < % рассмотрим уравнение

ди ,ди 
— 4- 1 — 
дх д1 = /(*.*)•

1) Пусть/(х,*) = 1 Е АЛ, тогда и(х,/) = -»*€ ЛЛ. ••
____ - '

2) Если же /(г,<) = Vх + > € то и(х,1) = 2/3(х 4- ։)3^2 4- <р(х 4- ։<),

где <^()-целая аналитическая функция, а значит в классе ^>( ) € Мр есть _ • %
многочлен и ясно, что невозможно подобрать ^( ) Е Мр так, чтобы и Е Мг.

§2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А1

В этом параграфе в отличие от §1 корни А1(£),

уравнения (3) перенумеруем так, чтобы • - •4

Г СП'А»+1«).:..,Ат(€)е|п. ”

.... Ап({) характеристического

(2.1)

Ат+1ю,....Ап(е)есп;, е#о.

Отметим, что в силу (1.3) введенные множества корней могут пересекаться 

лишь в конечном числе точек и так как характер этих точек ничем не 

отличает ся от точки « = 0, то мы будем предполагать, что « = 0 - един

ственная такая точка. Введем полиномы по А:

к к
Ре«. А) = П(А - АД«)) = А* + £>Д«)А‘->, 

т — к т—к -г-
Оп,-*«.А)= П(А-А*+,(С)) = А’"֊*+£^(«)А«֊*֊Л - (2.2)

)=1' ;=1 
п—т п—т • < •-’

Яп-т«,А).= П(л -Ат+ДО) = А"-’"+. £г,(«)Ап-т->. 
)=1

84



Заметим, что коэффициенты введенных полиномов удовлетворяют оценкам 

(1.7). Рассмотрим функции

■ко гАЧА, 

(23)

где замкнутый контур содержит все корни полинома рт_к(СА). На 

основании Леммы 1.1 функция в (£)^((,<) удовлетворяет оценкам (1.16), 

(1.17) с £0 =0, = с-0< € < 1. Положим

(2.4)

Лемма 2.1. Прообраз Фурье функции й<,(£,<) продолжается ана

литически в верхнюю полуплоскость 1т: > 0, : = х-Ну и удовлетворяет 

там оценке

|*,(М)1 < е/’и' • <25>
Доказательство. Прежде всего заметим, что 1^(£,<) непрерывна слева

и справа в точке ( = 0 и имеет местоI

I |Ц(0±.‘)1<е,(1 + |«1)'л- (2-6)

Очевидно также, что
•» к

|ш,(х.։)|<с>(1 + |։|)1'։, 1тх > 0, <€П.. (27)
• •

Далее, имеем

Vе! ■ (2.8)

где д(£)-дельта-функция Дирака. Применяя к (2.8) обратное преобразо

вание Фурье и используя оценки (1.16), (1.1 <)» получим

|^(хЛ)|<с,(1 + |<|)''- (2.9)

Из (2.7) и (2.9) вытекает утверждение леммы 2.1.
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Лемма 2.2. Пусть У(х,*) € Мр, а её образ Фурье У(£,*) удовлетворяет

«г1фференциальному уравнению

о™֊*кнс.о = о. 'с/о, «€по.
\ (Л /

(2.10)

Тогда У(г,<) аналитически продолжается в верхнюю полуплоскость 1тг >

0 и удовлетворяет опенкам

< *>*(! + М)**(1 + 1ИР‘. (2П)

ЛЬказательство. Так как характеристические корни полинома <^т.>

при < > 0 принадлежат области СП’, то из (2.10) легко вывести, что

БиррУ((Л) С 1Й-”. Функцию К(х,<) = (։ + х)”^У(х,0 € Мо представим в 

виде [5]

КСм) = п+ц, + П-У, = у+ + V՜, (2.12)

где

т<*?>

удовлетворяют оценкам

|О»Д*У+(*,1)|<ел(1 + |х ։ е пв. (2.13)

Л ля 1^"(х,1) такая же оценка имеет место в 1т г < 0, I 6 П<

Таким образом, о(х,<) 6 Мр может быть представлена в виде

И(«,0=У+(։,0+И֊(։.<), (2.14)

где У±(гу1) аналитически продолжаются, соотвецтвенно, в верхнюю и ниж- Г 
*

тою полуплоскости, удовлетворяя оценкам (2.11). Заметим, что М0 С Яь

|6| < 1/2, где . ■ . - 7 .

я. = {«(0:11(1 + К1)4и(С)1к. <+»}

-пространство Соболева и как показано в [5]

п*1? = V* = Л0±(ОК-’(Ч±(*. «же. ОК*. <); П* V.’ = 0.
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Отсюда легко вывести, что виррУ’«,։) с ЙР' и так как ։иррЙ((, |) С Йё, то 

носитель Г.[У(М)-У+(։, <)]({,։) сосредоточен в точке { = 0, следовательно

- У+(։,1) = . (2.15)
3<»

Из (2.15) вытекает утверждение Леммы 2.2.

Нам понадобится также

Лемма 2.3. Если и(х,<) £ Мр является решением однородной 0)
задачи А1, то

а;(Г)€М.. (216)

будем иметь

дх'д1
(2.17)

Так как левая часть аналитически продолжается в верхнюю полуплоскость,

а правая-в нижнюю, имея степенной рост, то по Теореме Лиувилля

дх' д1 МО € м (218)и

Граничное условие (5) также перепишет ся в виде /, =. 0

(219)

где ч,)-постоянные. Переходя в (2.18), (219) к образам Фурье, получим

« € п„;€# 0. (2.20)

^«121 = 0. (/о, > = о.....4-1. (2-21)
ди

Уравнение (2.20) легко редуцируется к уравнению

(2т-* («•£)а(с’йй ({’,,=0, </0, <еп” (222) 

откуда (см. Лемму 2.2) виррЛ ((. £) й֊ С ЙГ и так как «.₽₽*֊ С Йё, то

.■֊' ■₽»((.£)•’((■«) «о. «140- (2'23)

/
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Решая задачу Коши (2.23), (2.21), получим и“(С0 = 0, < # Используя

это, образ Фурье однородных = 0 условий (б) перепишем в виде

откуда

] = к..... тп - 1, <#0,<Уй+(е,о). Уй+(-(,о). 0
ди ди

С# о. (2.24)

Ясно, что и+((Д) также удовлетворяет уравнению (2.22) и граничным уело- 

виям (2.21), которые вместе с условиями (2.24) представляют однородную 
* •

задачу Коши для уравнения (2.22), поэтому й+(£,/) = 0, £ / 0.

Таким образом, й(СО = й+ + й~ = 0, при £ # 0, откуда и следует пред- 

ставление (2.16). Лемма 2.3 доказана.

I. ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ А1 Отметим

сразу, что в классе Л/о, и = 0, (вытекает из Леммы 2.3). Согласно этой же

лемме решение однородной залами А1 в классе (3 > 0 есть многочлен

по х степени 0 — 1 и поэтому условие (6) = 0 может быть переписано в 

форме

ди (2.25)

где с< € ^.-произвольные числа.

Таким образом, однородная задача А1 принимает вид:

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Очевидно р(0) > т, где р(0)-число корней характеристического уравнения

(3), принадлежащих области П^.

(2.28), мы без труда установим:

Подставляя и(х,<) из (2.16) в (2.26)֊

Теорема 2.1. Однородная задача А1 в классе ДУ/?, 0 > 0 целое, имеет 

г > (3(т — 1) линейно независимых решений.
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Следг™.«. Однородная задам» А1 . классе М имеет бесконечно много

линейно независимых решений

11. И^ииюВАНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ А1 Налом- 

ним. что в (2) /(,,0 . о, в силу Теоремы 1.1. Используя представление 

(2.14) как для решения «(г.,), так и для функций /,(,). задачу А1 расчленим 

на следующие задачи:

»и-(т,0)
д1>

(229)

(2.30)

д'и+(։,0) .
-----= /, (*). 3 = 0.......4-1. • (2 32)

_ д>и+(1,0) „ Уи"(։.О)
-----= М*> - **----- -------- = »(*), 3 = 4.......т-1. (2.33)

Освободимся от символа Ле в (2.33). Если уДе) € Мо, то имеем

а*и*(г,0) . 1 + +
” ^9] (^)> ) — ~ П (2.34)

Если же д}(х) € М0, 0 > 1, то представляя д,(х) - $Д0)+ ...4- 4-
• •

0°(х), заметим, что др(г) = д^х)/*? € Мо, и поэтому из (2.33) легко выво

дим
^и + (1,0) /л. X**1 (Д-|)/АЧ 5 + / ч ♦/ ч

- 0/0) + -+ (0) + х 0;о(*) ֊ 0; (х),

; = - 1; = П+^о- (2 35)

Вначале докажем разрешимость задачи 1, а затем, подставляя и (х,0 в 

(2.33), и разрешимость задачи 2. Переходя к образам Фурье в (2.29),

(2.30), мы как и выше (см. доказательство леммы 2.3), получим

»в-(С-О) 
8г>

р» = 0՛
\

(2.36)

(2-37)

Нам понадобится
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Лемма 2.4. Пусть /(т) € Мо, а |У(*)| <(14֊ Н)”1- Тогда их свёртка

/• V емо.

застельство. Имеем

|Р>(И»/)| = IV . £>>Л < О < 0, < 1.

Из |т| < |т|/2 следует, что 1 + |։ — т| > 1 + |։| — |т| > 1 + |т|/2, поэтому

</т 2 Г|г|/։ </т 1
<1,|/։ (։ + к - их։ + |т|)^ ֊ I + н/2 /0 (1 + Ф - с>‘(1 +1։|)* ՛

Пусть € > 0-достаточно малое заданное число, а д € Ш. такое, что де > 1.
___ *

Используя неравенство Гёльдера, получим

Объединяя полученные оценки, установим утверждение леммы 2.4.

Следствие 2.4. Если / € а |и(х)| <(14֊ |х|) /?“1, то / • V Е Мр.

Доказательство. В силу неравенства Питре

(։Л*-НГ'<(1 + |։|)л(։ + НГ' ֊ ■

будем иметь

(1 + |г-т|)(1 + - С^։ + т><^-

Пусть обозначают функции из (2.3), построенные для полинома

которые также удовлетворяют оценкам (1.16), (1-17).

Рассмотрим функционал

- «;({,«)= £ <»+(€)4’։(е,։)/-({).
՝ )<*-։

(2.38)
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Пусть вначале € М., ] = 0.....к- 1. Тогда в силу Лемм 2.1 и 2.4

<(։.«) - Г{~1[“‘(еЛ)]= */’(։)€ М, (2.39)
;<ь֊1

являет ся решением задачи 1 (здесь мы используем тот факт, что элементы 

пространства Мо стремятся к нулю при х — оо). Если же € Мд, 0 > 1,

то поступаем следующим образом. Пусть к0 > 1 такое, что

(2.40)
(1+е)‘-

В условии (5), а значит и в (2.30) вместо /Дг) € Мд возьмем £^/Дг) 6 Мд.

Тогда формула (2.38) примет вид

(241)

и в силу следствия 2.4 и из Леммы 2.4 и“(х,Г) = Г € ^д.

Построенная функция и~(х,1) удовлетворяет задаче

ио (Х։0 = " ^(О^Ч
КД-1

(2 42)
дх'д1

) = 0.....1- 1. (243)

Заменяя и;(х,0 = Г?иГ(х,£), где € М2д в (2.42), (2.43) получим

Рп

»<20-1

Очевидно задача

] <20-1

д;и'(.г,0) ) = 0,.... к - 1

(2.44)

(245)

(246)

(247)

имеет решение и- € вида £ с>(Ф< Тогда функция

и-(г,О = иГ(։.<)-и’(։.<)€^
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являет ся решением задачи 1. Исследование задачи 2 проводит ся ана

логичным образом, при ©том в образах Фурье вместо задачи (2.36), (2.37)

мы будем иметь (см. доказательство Леммы 2.3)

^♦((,0) А к ,= //(*). 7 = 0.....4-1,

~ Ч) (ч)> ] — »»•••» п։ 1,

( #0,

«#0,

(#0.

(248)

(249)

(2.50)

Таким образом, доказана

Теорема 2.2. Неоднородная задача А1 в классе М разрешима. При

этом, если € Мо, 1 = 0,...,тп — 1, то решение и € Мо, если же /у € А/^, 

> 1, то и € ^2р.

Объединяя теоремы 2.1 и 2.2, получим:

Теорема 2.3. Задача Коши-Римана-Гильберта (К-Р-Г) в классе Мв

имеет единственное решение. Если же € А/^, то неоднородная задача

К-Р-Г в классе М20 имеет решение, а однородная задача в этом же классе

имеет конечное число линейно независимых решений. В классе М = Од>оА/^

неодноро,и чая задача К-Р-Г имеет решение, а однородная-бесконечно много

линейно независимых решений.

104 Л ГРАНИЧНОЙ задачи

Введём полиномы по А:

4>((,А) = а,({,А)(то<1Л(СА))= £ ^։({)А', (3.2)

(3-3)

3.1=0
(3.5)

-матрицы порядков к и ги.

(34)
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Теорема 3.1. У словил

* О,

<։»‘В։(() £ о

(Зв)

(3.7)

необходимы и достаточны для разрешимости не о. дородной задачи А2 вИ

классе М.

»

Теорема 3.2. Условия

необходимы и дастаточны

анв։(о / о >о

ае1В2(О # О < о

(3.8)

(3.9)

для существования и единственности решения

задачи А 2 в классе Л/о-

Доказательство теоремы 3.1. Покажем достаточность условий (3.6),

(3.7). Из разложения в ряд Пюизьё элементов матриц В։(£). следует, 

что функции ЗеСВ!«), Не1В2(<) могут иметь лишь конечное число нулей или 

быть тождественным нулем. Мы ограничимся лишь единственной точкой 

(•=.0, в которой Зе1В1(0+) = (ксВДО-) = 0.

Заметим, что »(}>(() € С“(Л+). 4'?’(€) € С~(Я՜), при ( / 0.

Представлял и(г,() в виде и(х,() — и+(*>1) + •”(*»О (см- (214)), мы вместо

задачи (2), (7), (8), получим задачи:

= /,-(«).
а'и-(х.о) 

Л'

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(314)
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Условие (3 14) мы получаем так же, как и (2.35) из (2.33).

Рассмотрим вспомогательную задачу

дх' д1
(3.15)

/<п —1
дх

д1 и(х, 0) 
сП1

] = 0,..., к — 1,

где а;(1) € М,Ь}1 € С. Покажем, что задача 5 в классе Л/ имеет

(3.16)

решение,

если выполнено условие (3.6). I' га

Рассмотрим . - ’ -
/>(0) р(°) •

Рхо)(еА)=П(А-ЧЮ) = А'<о)+Ер>(«)А'1О>‘)՛ К|<£՛ ' <317> )=1 .. >=1
где АгД^)֊те из корней, которые принадлежат области Щ при £ = 0. Очев

идно, что коэффициенты рД£) полинома Рр(о)(С^) бесконечно дифференци

руемы. Мы имеем

Р,(о)(М) = 0,(о)-ЛМ)^(М), 1<1 < е, (318)
а 

где фр(о)-ь(С А)-полином по А степени р(0) — к. 

Положим 
р(0)-1

с,(4,А) = а>«.А)(тоаР^0)(«,А))= £с>(«)А', ; = 0.....к - 1, |{| < е
1—0

(3.19)

и введем прямоугольную матрицу ' ’ ’ ш

С({) = (с,<(0) г 7 = 0.....* - 1; I = 0......р(0) - 1. (3.20)
ч

Имеет место

Лемма 3.1. Справедлива формула

гапкС({) = * У{6(0,£). (3.21)

Лрказательство. Напомним, что по предположению гапк6р*(£) = к при 

0 < < < £, где Ь'}\<) определены в (3.2). Согласно (3.18) имеем

А) = Рк(6, А)г;(СА) + 6Д(,А), у = 0,...’4 ֊ 1, <€(0,£), (3.22) 
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где г;(£,А)-полиномы от /\, а ЬД(,А) определены в (3.2). Если в некоторой 

точке (о € (0,г) ранг матрицы С«о) меньше k, то rankfàjp^o)) < k, что 

противоречит условию rank(6j})(()) = k при { > 0.

Согласно работе [6] Матрица С(£) может быть представлена в форме: 
« •

С(() = я։ («)£>({) Я2(<), |€|<в, (323)
• *

где D(£) = {{"'% }“Диагональная матрица порядка k, элементы матриц 

Л1(<), Яз(О аналитичны при |£| < е, det^iU) # 0, тапкЯ3(0) = k.

Теперь мы готовы к доказательству разрешимости задачи 5. ж
Заметим, что правая часть в (3.15) может быть взята равной нулю (см.
_ _ •
Теорему 1.1). Таким образом имеем

^w(CO)
- dtl

Л(0)(€» = 0.

НО)-։
Е МО 

1=0

где Oj(f) = сосредоточен в точке £ = 0.

Положим

*
V = (vOt .... vt_i) = Â2(O â*°)-lw(C0)

0tHo)֊։

Условия (3.25) перепишутся в виде

("’•»(«) = «?>(«).. i = o

(3.24)

(325)

(3.26)

(3.27)

= OjU).

ôtDU.O) (3.28)

где функционалы также сосредоточены в точке ( — 0. Ясно, что
<

система (3.27) допускает решение, сосредоточенное в точке { = 0. Сле

довательно, иэ (3.26) получим

НО)—।

/=о
I

где rank(r<?’(f)) = *, при |<| < с, а $({) сосредоточены в точке f = 0.

Добавляя к условиям (3.28) р(0) - * условий такого же вида так, чтобы

= А(€).dt‘
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определитель полученной системы был .отличен от нуля, при |<| < е, мы 

найдём • ч'л • ГЯ

3 = 0,...,р(0) - 1, (3.29)

где функционалы ?;(£) сосредоточены в точке £ = 0. Таким образом, для 

определения й?(£,1) мы получили Задачу Коши (3.24), (3.29), решение ко- 

торой запишется в виде

е(о)-։
«2(СЛ)= У ъ(€.‘)тЛ€). (3.30)

>=« . • 
_ . д — •

где и;(£Л) € С°° аналитичны по < € По, определяют ся формулой (2.3), 

выписанной для полинома 1£1 <• £• Так как все корни полинома

Рр(о)(С^) в точке £ = 0 принадлежат области П* , то 
в

|£>'Д?»,(0,01 < си(1 + |(|)т1‘, ։ € Па. (3.31)

Остает ся заметить, что формула (3.30) зависит от функции 2?|уу(0,/), по

скольку функционал 7>({) сосредоточен в точке £ = 0. Таким образом,

гг(х,<) = Г Ч^(СО] € Л/ и разрешимость задачи 5 доказана.

Исследуем теперь задачи 3, 4. Переходя к образам Фурье в (3.10), (3.11)

и используя обозначение (3.-2), будем иметь (см. (2.36))

Л(€,^-)и-(«,։) = 0, { > 0, 

■

/ „ (ч) ^1 — /] (€)• € > 0, ] — 0» -ч 4 ~ 1-

Условие (3.33) перепишем в форме

(3.32)

(3.33)

»йИ.О) 1-1

= Евя)(ОЛ‘(«).; = о,...л-1,
( = 0

(3.34)

где \^)-елементы матрицы (В1(£)) Так как коэффициенты полинома

удовлетвори

оценкам (1.7), то имеем

1^в‘1п(()1<с.к1т-{1 + 1€1)՞՛. (3.35)

т

и
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Предположим, что /Дт) 6 = О, ..,т — 1, а ко, 1/о 1 такие, что (см.
(2.38),(2.40))

(3.36)О

Тогда, взяв в условиях (7), (3.11), вместо € Л/ьеи функцию € Мд,

получим

Функция и0(х,1) удовлетворяет равенствам (см. также (2.46), (2 47))

(3.38)

] =0,...,Ы. (3.39)

Далее, поступая как и при исследовании задачи (2.42),'(2.43), мы сведём 

вопрос о разрешимости задачи 3 к разрешимости задачи 5. Таким образом, 

задача 3 имеет решение. Задача 4 исследует ся аналогично и доказывает

ся её разрешимость. *
Итак, достаточность условий (3.6), (3.7) доказана. Теперь докажем их

необходимость. Для определенности пусть 8е1В1 (£) = 0 при £ > 0. Покажем, 
Л

что задача А2 в классе М имеет решение не для всех /}(т). Заметим, что 

если задача А2 имеет решение и, то образ Фурье 2՜ функции и՜ (см. 2.14) 

удовлетворяет задаче:

Л(€.^)2-«.0 = 0.е>«>0, (3.40)
■ ' Л (71

= ^Ю.; = ° *-1.(><>о (3-41)
2—^ р 4 аг 7 •
1=о

Заметим также, что элементы Ь^(0 матрицы В, («-аналитические фуикт- 

сии от « > 0 и имеют конечное число нулей при { > 6 > 0 или равны 

тождественнр нулю. Отсюда следует, что существует интервал (□.») С 

{<>£}, на котором
. В։(« ® М, («А («№«). (342)
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где деСЛГ1«) # 0, <1е1Лг1 (£) # О, а £М€)” ^агональная матрица, элементы

этих матриц также аналитичны. Так как Ие1В)(£) = 0, то по крайней мере 

один из диагональных элементов матрицы Р)(£) равен тождественно нулю. 

Используя (3.42) и (3.41), убедимся, что задача (3.40), (3.41) имеет реш

ение не для всех правых частей- Необходимость условий (3.6), (3.7), а 

заодно и Теорема 3.1 доказана.

оказательство теоремы 3.2 очевидно.

§4 ПРИМЕРЫ

Модельным уравнением вида (2) является уравнение Ко: IIи-Римана

«€ М, ։€И,1€ По. (4.1)

Имеем, А(() = ( и поэтому />(() = 0, при { > 0 и р(€) = при £ < 0, если

0 < а < у. Если же у < а < я, то р({) = 0, при ( / 0. В наших обозначениях 
• * ** • * ’ • « * • * • а Л

• Ь V а

т = 1, к = 0, при 0<а<уитт» = Ь = 0, при ֊ < а < я. Очевидно, 
* **

при % < а < ж граничная задача для уравнения (4.1) отсутствует, а при

0< а < у имеем задачу Римана-Гильберта

Кеи(։,0) =/(։), /€М. ДО)
• ь- 

•4 * 
4 •

Исследуем задачу (4.1),(4.2). Представим решение уравнения (4.1) в виде

«(*Л) = + ><)• Так как и(х,1) аналитична для I € Пв при всех г € 1В, 

^(•) — аналитическая функция в верхней полуплоскости. Заметим, что для

о > у функция ут(.) целая и поскольку и € М имеет рост, не вы II е степенного,

то по теореме Лиувилля есть многочлен по х и по I. В этом случае не 

может быть речи о граничной задаче. Итак, мы имеем задачу нахождения

функции у>, аналитической в верхней полуплоскости, имеющей степенной

рост и удовлетворяют следующему условию:

КМ*) = /(*) (4.3)

Решение этой задачи известно и в классе Мо задаётся формулой

|у) = —
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От сюда имеем

Лт £ Мо.
-00

Для случая / € Мд, 0 > 1, решение (4.3) может быть получено следующим 

образом. Пусть £РГ/(О) = 0 для всех } < 0 ֊ 1, тогда д(Х) = € Ма и

поэтому

Используя разложение /(։) = /(0) + ... +г^г/«’-։)(о)+9(։), мы решим (4.3) 

и, следовательно, (4.1) и (4.2) для любой / € Мр.

II. Пусть Д1дп—попарно различные действительные числа такие, что

> 0 и Дт+1,...,дп < 0. Рассмотрим уравнение вида:

+ ” (э։ + ‘Дпл)“(։’<) = 0' (*.<)€ЛхПв,0<а<у. (4.4)

Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид:

А) ••’(-£ + ։ДпА) = 0.

Откуда А; = £/Др 3 = и р(£) = тп при < < 0 и р(<) = п — т = £, при 

4 > 0. Предположим, что тп > к, с граничными условиями

• ՝■ <45>

_ ^0(1,0) 1- / ч . I 1 (Л Ь\ -Ее——— = Л(х), ; = (4.6)
ои 

ял 9

мы получаем задачу А1, для которой укажем схему доказательства сущее- 

твования решения.

Решение уравнения (4.4) представим в виде

И ^т+1( ). •• ^п(-) —функции, имеющие степенной рост игде ¥>1(.),-.<|С’т( )

аналитические в верхней и нижней полуплоскости, соответственно. Под

ставляя (4.7,) в (4.5) и (4.6), мы получим

/ = 0,...Д-1, • (4.8)
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Не т - 1. (4.9)

Решая уравнения в (4.8), находим

м/
1 ••• (4.Ю)

1 = 0, ...,к - 1. (4.11)

Дифференцируя к->-1 разное уравнение в (4.10), получим линейную алге

браическую систему уравнений , п (*֊!)/ хотносительно функций у?т+1 (х),

с определителем Вандермонда, отличным от нуля. Таким образом, мы 
' I ■ - •

найдём функции $рт+1(х), ...,^>п(х), подставляя которые в (4.9), получим

т

(4-12)

Решая систему (4.11), (4.12), мы найдём функции $р](х), ...,у>т(х), это завер

шает решение задачи (4.4) - (4.6).

П1. Рассмотрим уравнение вида (4.1) с младшим членом:

в Е Л/о» х Е ВТ, I Е По, 0 < а < —. (4-13)

Имеем А = ( + г и рассматриваем задачу

Яег4(х,0) = /(х) Е А/о.

Общее решение уравнения (4.13) можно записать в виде

и(։,0 = «'*¥>(։+ «0.

(4.14)

(4-15)

• •
где у>{ ) — функция, аналитическая в верхней полуплоскости. Из (4.15), при

I Е имеем ^>(х 4- И) = е~։<и Е Л/о. Следовательно, задача Яе^(х) = /(х)
• •

• ^4

решается как и в примере 1. Так как |е։<| < 1, < Е По, то по формуле (4.15)

найдём искомое решение рассматриваемой задачи. • ' ’

В заключении отметим, что если вместо (4.13) рассмотреть уравнение

ди ■ .ди
(4.16)
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то А(£) = £ — ։ и ясно, что условие (4) не имеет места. Поэтому уравнение 

(4.16) не входит в изученный класс. Но если рассмотреть (4.16) только для 

* £ * то полученные результаты остаются в силе.

ABSTRACT. Let u(z, t) € C°°(IR x Ila) be analytic in t € =
{t|0 <argf < a < x) having polynomial growth. We consider partial differ- 
ential equation + £"=1 A, (»£) («,<)€ JR. X Ho.
The main assumption is that the number of roots of characteristic equation

|тг — a) remains constant for ( > 0 and ( The Cauchy-Riemenn-
Hilbert type problem and the general boundary value problem are posed. 
The main result of the paper is that the Cauchy-Riemann-Hilbert type 
problem always has a solution. For general boundary value problem the 
necessary and sufficient condition of solvability is obtained. A class of 
correctness is given for /(z,t) = 0.
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