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խնգրում I այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կի Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակաղեմիայի Տեղեկագիր սերիա 'Մաթեմատիկա» աՀ. 
օագրսւմ, հաշվի աոնևյ հետևյալ կանոնները'

I. Հողվածների »ավայը, որպես կանոն, շպետք է հերաղանքի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն », ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրվում էյ), իսկ համառոտ հաղսրգումևևրի ծավա- 
,ր' ոչ ւռվևյի քան S—C մեքենագրված (/>

Մեկ տպագրական մամուլը գերաղանքող ծավաչով հողվածներն ընգսւնվում են հրապա
րակման րարասիկ գևպքերում' խմբագրական կոյեգիայի հատուկ սրոյմամր,

I. Հոգվտծնևրր պետք < ներկայացվեն գրամևքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հ ո գվա էին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
է ռուսերեն յեգոմեերով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենք ցանկությամբ, կտրող են հրտպտրակվևլ 
Համապատասխան լեւլվռվւ

1. Ubiujumt (ատ/ւնական եսաոհրր, օրսնք միանման են համանսձ փոքրատառերին, 
պետք է րնգգեվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում,

Հռմետկան աաոերբ պետք է րնգգեվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կսլրսիվ տասերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էյերի վրա, երկու օրինակով, նյելով նրանք 
Համար ե աԼօլը տեքստում էջի ձախ մասումւ

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոգվաեի վերյսւմ, ընդ սրում, գրքերի համաը 
նյվռւմ է' ՛հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարտկ- 
մտն տարեթիվը, հոգվաեների համար նշվում է' հեղինակը, հոգվաէի անունը, ամսագիրը, 
համարը, ՛տարեթիվը և էյերը,

Օգտտգորմվամ գրտկտնությոձը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեգում,

*• Օ/քՕքԿԿ1”* մամտնակ հեղինակի կողմ իք կատարված քիշ թև շատ ղգայի փսփ— 
խոէթյսչննևրը (օրիգինալի նկատմամք) շեն թույլատրվօւմ ւ

7. Հ»1քվսւ'ձը վերումջօւկման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հ"գ“ 
վ"ւձի ստաըման մամ կետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման սրըւ

է. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրագրսւ^ջսւ^ը իրավունք է վերապահում լզթ^զվնլ մերժման պատճառների պարզարանումսվւ

*• անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի յրիվ անսմւը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատտնրը,

յծ. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասքևն, անսէձը և հայքանոէնք,
II. Հեղինակներին ուղարկվում է անվհար նրանը հողվածի 2Տ առանձնատիպեր,
ե,յ րտգրօւթ/տե հասը են' երևան, Մարշալ թտղրտմյանի պող., 04 ր։ Գիտությունների տկտ- 

Գ*յՒ“/ի քևհեկագիր, սերիա Մաթեմատիկաս։
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§ 0. Введение

0.1. Класс Харди № в правой Полуплоскости состоит из всех 
тех голоморфных функций Еез^>0, которые удов
летворяют условию 

-г«*
։ир I | 1/(х + Ц/)|։ < + <». (0.1)

о<х< + - I и .

Известный результат Винера и Пэли [1] (см. также [2]) гласит, 
что указанный класс совпадает с множеством функций /(х), допускаю
щих представлеиие вида 

+ -
/(х)= | Г«).«—'Л, Яек>0, (0.2)

с произвольной функцией /•’(#)£ £’(0, 4֊ °»). Иными словами, форму
ла (0.2) задает параметрическое интегральное ^представление всего 
класса Харди № в правой полуплоскости. Этот классический резуль
тат (как, впрочем, и многие другие результаты монографии [1]) ини
циировал в свое время многочисленные исследования, продолжающиеся 
и по настоящее время. В работе [3] мы постарались достаточно под
робно осветить исследования, обобщающие теорему Винера—Пели в 
том или ином направлении. Ввиду »того ниже приводится лишь бег
лый обзор некоторых принципиальных работ.

Так, в работе М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяиа [4], а так" 
же в ионографии М. М. Джрбашяна [5, гл. VII] для весовых классов 
Харди в угловых областях былч установлены существенно новые (и 
более общие, чем (0.2)) интегральные представления посредством ядер 
Миттаг—Леффлера Е? (*;  р) — ^Г-о«6/!՝ (Р + Л/р). Это удалось осуще
ствить на основе исследований М. М. Джрбашяна по гармоническому 
анализу и теории интегральных преобразований в комплексной обла
сти, подытоженных в его монографии [5].

В области многомерного комплексного анализа также проводи
лись исследования с целью получить различные обобщения теоремы 
Винера—Пели. Так, Бохнер [6] для многомерных классов Харди Н*  
в радиальных трубчатых областях получил аналог интегрального пред
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ставления (0.2). Принципиальное значение имела работа С. Г. Гинди- 
кина [7], где в качестве многомерного аналога полуплоскости рас
сматривались области Зигеля, являющиеся более общими по сравне
нию с радиальными трубчатыми областями. В этой работе наряду с 
дальнейшим обобщением результата Бохнера впервые была поставле
на и решена задача иного рода: получить параметрические интеграль
ные представления типа Винера—Пэли для классов голоморфных в 
областях Зигеля функций, квадратично интегрируемых по всей области 
определения. В дальнейшем исследования в этом напра»*.ении  были 
продолжены различными авторами, и мы вкратце остановимся на их 
работах.

0.2. Пусть п>-1, В—область в R’ и ~(у},У^.В—произвольная 
непрерывная положительная (т. е. у £ В) функция. При
0<^р, + 00 обозначим через Н,, ^(Тв) пространство всех голо
морфных в трубчатой области 7/»= |х=»х 4-ф£С': х£Я , У^В} 
функций /(г) = /(*  -|- /у), подчиненных условию:

М?, т(/)= Г | У 1/(*  + 1У)\Р4*  | -I (у> 4у< + (°-3)

в кп

При т(р)а»1, у^_В, эти пространства удобнее обозначать просто че
рез Нз(Тв). Отметим также, что при з«=1 пространство //£т(7д) — 
= НГ,-, (Тв) состоит кз голоморфных в Тв^Сп функций, принадлежа
щих Ьр (Т£; 7 (у) с1х </у).

В работах Генчева [8—10] были установлены интегральные пред
ставления типа Винера —Пэли для классов Нр ( 7ь), где 1< р <2, »—1 
или же 1 <р <2, з= \/(р — 1). Следует отметить однако, что в наи
более важном случае р = 2, когда эти представления являются пара
метрическими, результаты Генчева следуют из более общих теорем 
работы С. Г. Гиндикина [7].

В работах М. М. Джрбашяна и В. М. Мартиросяна [11, 12] ины
ми по сравнению с [7], [8—10] [методами были получены интеграль
ные представления типа Винера —Пэли для более общих, чем Нр(Тв), 
классов голоморфных функций одного комплексного переменного.

Случай, когда весовая функция 7 (#)^£1, был рассмотрен в дис
сертации [13, гл. II] и в работе [14]. Там, в частности, было уста
новлено, что если 1 р 2, 0 5 *\-|-  <», то каждая функция
/ € т (Гв) допускает интегральное представление вида

/(«)Г & *‘<г'։> Л» * € Тв, (0.4)

R"

•Ме функции Л (<), I £ R", подчинена определенным условиям, и О, ■= 
— если г—(*„•••,  яж), / — /я).

Как видим, функция В ({) в интегральном представлении (0.4) 
определена, вообще говоря, на всем пространстве R՞. В этой связи 
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возникает следующая задача: выяснить, при каких естественных ус
ловиях, наложенных на область BcR" и весовую функцию I (р), 
у £ В, представляющие функции F(t) (независимо от выбора / £/7'7 ( 7д)) 
окажутся сосредоточенными на некотором собственном подмножестве 
пространства R". В тех же работах [13, 14] эта задача была решена 
в случае, когда

В = \у = (ÿi,- • •> ÿ.)€R’ :ÿi> (0.5)

1 (p)Œ ?(«/i — У —(ffi, - -, Ул)^В, (0.6)
и функция o(t), "Ç(0, 4֊ =ю), подчинена определенным условиям. При 
этом были построены воспроизводящие ядра для рассматриваемых 
весовых классов голоморфных функций.

В работе Сайто [15] аналогичная задача описания носителя пред
ставляющих функций /Г(<) (см. (0.4)) решена уже в случае произволь
ной области jf?czR։, но при существенных предположениях 7(у)^1г 
у^В, и s=l. Здесь также построены соответствующие воспроизво
дящие ядра.

Наконец, в работе [3] рассмотрены пространства //£т(7», где 
1 Р ֊*>2 ։ 0 < s < т и И—острый (т. е. не содержащий целиком 
ни одной прямой) открытый выпуклый колус в R՞. Установлено, что 
если

И« —(у^И), (0.7)
ы- + - IpI

то в интегральном представлении (0.4) класса /7£T(7V) представляю
щие функции Л (/) с необходимостью обращаются в нуль вне сопря
женного конуса И*.  Для соотлатствующих лесовых классов построе
ны воспроизводящие ядра, но в том случае, когда функция 7 (у)г 
у^У, подчинена, помимо (0.7), некоторым дополнительным условиям.

0.3. Перейдем теперь к сжатому описанию результатов, установ
ленных в настоящей работе. По ходу нам придется ввести некоторые 
новые обозначения, которые, впрочем, понадобятся и в дальнейшем.

Как обычно, R" рассматривается как вполне вещественное под
пространство в С". Если 2 = (z։,---, х^С’, ш = (ш1։---, иля) £ С*г  
то полагаем

<z, w > = Sî_izA-wt, |х| = < х, х>Ш. (0.8)

В частности, х и ш в (0.8) могут принадлежать пространству R՞.
Далее, через V обычно будем обозначать некоторый открытый, 

выпуклый конус (ОВК) в пространстве R*(n^>l).  При этом длж 
произвольной непрерывной положительной функции 7 («/), у £ V, пола
гаем

J е- * > -т (р) ây, t е R՞. (0.9)

v
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Если п-=>1 и И=(0, -Ьоо)«=В'. то предпочтем более простое обоз
начение

7*(<)  = е^ ' тЫ^У» *£(՜՜  °°’+ °°)' (°՜10)

О
Пусть И-ОВК вК“и1(г)>0, И-непрерывная функция. 

Сформулируем ряд свойств, которыми может обладать или не обла
дать функция 7 (см. [13], пункт 1.З.).

(А) Нт —= 0 (у €
1Л- + - |у|

(Б) й^՜ 1п?^<0 (у 6 V). 
м -+ - |у|

(В) Нт -Н1М>0  (у£ И), 
1»1-+- 1у1

*

(Г) т€£‘(И.
(Д) При у££(0, + «։): 7 ( И»), где Ил={у £ И: |у| < R},

(Е) т(2 у)<С-т(у), у€ И. С£(0, -+•»).

Зависимость свойств функции 7 и(0> от наличмя у функ-
цни 7 (у), у £ И, перечисленных выше свойств устаяовлева в работе 
[3, предложен не 1.2].

Далее, множества и £а из R*  назовем линейно эквивалентны
ми, если существует линейный изоморфизм I- пространства R՝ такой, 
что £(2?։) = 2?։.

Наконец, для произвольного у=(у։,---, у„)£ R՞ положим 
9 = (У1> - > Уя-։)<г R"՜1» так что у = (у', уя).

В § 1 работы изучаются так называемые специальные ОВК в 
Ия(">1). которые отличаются от обычных ОВК лишь специальным 
расположением в пространстве R".

В § 2 класс специальных ОВК из R" сужается, и теперь уже 
рассматриваются нормальные специальные ОВК. Фактически, они то
же отличаются лишь особым расположением в пространстве R", ибо 
согласно предложению 2.1 любой острый ОВК в R" линейно эквива
лентен некоторому нормальному специальному ОВК. Далее, устанав
ливается важная теорема 2.1, которая позволяет на основании имею
щегося эффективного описания нормального специального ОВК Ис R" 
получить столь же эффективное описание сопряженного конуса И*.  
Кроме того, с произвольным нормальным специальным ОВК 1/с^я 
ассоциируется (см. (2.36)) интеграл /у(а), зависящий от параметра 
а 6 R • Предложение 2.6 уставливает важную связь между К*  и 
множеством (а^И“՜1: 7у(аХ 4֊ ео}.
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Основным в работе является § 3. Здесь рассматриваются нор
мальные специальные ОВК Ис И/1 и особого рода весовые функции 
7 (у)> У € Необходимо отметить, что в отличие от работы [3], где 
Функции 7 (у), у (; V, характеризовались в основном на бесконечности 
(т- е. при |р| -*  + со), здесь весовые функции 7 характеризуются так
же около гргницы конуса И. В указанном случае удается полу
чить достаточно явное выражение для 7^(0 через интеграл 1у 
(см. предложение 3.1), что существенно используется в дальнейшем. 
Затем устанавливаются интегральные представления типа Винера— 

Пали (теорема 3.1) и конструируются воспроизводящие ядра (см. (3.32)} 
и теорему 3.2) для пространств Н;։1(Ту).

Считаю своим приятным долгом выразить благодарности акаде
мику АН Армении М. М. Джрбашяну за постановку задач и постоян
ное внимание к настоящей работе.

§ 1. Изучение специальных открытых выпуклых конусов

1.1. Как и в работе [16], открытый выпуклый конус (ОВК) 
Ис R" договоримся называть специальным, если выполняются условия:

1) Ис|у»(/, ув)еКЛ: ^>0}1
2) еЛ = (0,- -, 0, 1)£ И.
Напомним также (см. [16, предложение 5]), что каждый ОВК 

УсИ" (V R՞) линейно эквивалентен некоторому специальному ОВК 
причем если конус V острый, то и И, является таковым.

Всюду дальше предполагается, что п 1.
Справедливо следующее
Предложение 1.1. Пусть V—специальный ОВК в про

странстве R՞. Тогда для каждого у' £ R“՜1 множество

Iе £ R։ (*/',  °)€ И (1.1)
не пусто; более того, Е(у') имеет вид (Ь, + со), где 0 •< Ь + со.

За доказательством мы отсылаем к работе [16] (предложение 6) 
Этот факт позволяет ассоциировать с каждым специальным ОВК

R" функцию, заданную на пространстве R՞՜1 и сопоставляющую 
каждому у' £ R՞՜ число Ь = Ь(у'), фигурирующее в предложении 1.1. 
Более точно, пусть И—произвольный специальный ОВК в R՞, введем в 
рассмотрение функцию

ои(^') = 1п*  {°€К: (у՛, »)€И. (1.2)
и выясним ее свойства.

Предложение 1.2. 1°. Пусть К — специальный ОВК в R՞ г 
тогда:

а) ои(^')>0, у՛ R՞՜1; М0)“=0;

2) аУ{у\ + у*)<оу(Уг)  + оу (у։), уг,
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в) ау(ау')-։-«|г(Л У՜ € и ’< “>°։

г) функция ау(д') непрерывна в каждой точке пространства 

R՞՜1;
д) И-{у=(у'. У>° г(у’)}-*
2'\ Пусть <з (у՛), у' 1 — некоторая функция, обладающая 

свойствами (а)—(г) и положим

к = {у = (у՛, Ул) € R՞; Ул > ° (»')}• (1-3)

Тогда V является специальным ОВК в R՝ и при этом
^(у')=о(у'). у'Ы՜՝- (1-4)

Доказательство. Пусть у' £ R"՜’, тогда в силу предложе
ния 1.1 Е{у') = (Ь, +°°), где 0<6< + «>, поэтому ои(#/)=-6>0. 
Кроме того, поскольку г„ =« (0,1) £ И, то и а еп - (0, а) £ К при любом 
о>0. А значит, £(0) —(О, 4- со), и поэтому ву(0) = 0. Итак, свой
ство (а) установлено. Далее, пусть ух, и числа а,, а, тако
вы, что

«и(₽;Х=\а=1. 2)- 0-5)
Тогда {у\, £ V, (’ = 1, 2)> и поскольку V суть выпуклый конус,
то и

+^> °։ + ’։)€ V- (1.6)

Следовательно, а, + с, £ Е(р։ + у2), поэтому

ау (у[ + Уг) “ 1п* Е (Ух + у'։) <я։4- о», (1.7)

и это для произвольных а։, а։, удовлетворяющих (1.5). Тем . самым 
свойство (б) также установлено.

Пусть у' £ R'՛՜1 , тогда (у, <։) £ И при любом о >■ ар (у')- И если 
« > 0, то

(«•/. а-я)£ V. (1.8)
поэтому ср (а-у') < а-з. Поскольку это верно при произвольном 
°>°у(р/)> то приходим к неравенству

яр(ар')<аои(р'). (1.9)

Так как (1.9) справедливо при любых и «^>0, то имеем также

°у(у') = <зу(~ а у'У <— ау{1у՛). (Ы0)
\ а / а

Наконец, комбинируя (1.9) и (1.10), получаем (в).
Далее, убедимся в иепрерывности функции ау(у') в точке у'=$£

. Так как V открыто и ея£ И, то существует чв^>0 такое, что 
> V € И при х' £ R՞՜1 . /х'| 71в. Затем для произвольного фиксиро

ванного а>0 положим 8 = 8(в) •= а-?)в и покажем, что

°и(у') —°и(0)|<а при |^/|<8. (1.П)
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Действительно, если [д'[<то 1лл7е! <Z T?oi поэтому (у'!*,  1)£ V, или, 
что то же самое, {у‘, e)£ V. Следовательно, су(у') < в, что, с учетом 
свойства (а), совпадает с (1.11). Итак, функция ау(у') непрерывна в 
точке O^R՞՜1. Если же зафиксировать произвольную сочку ye^R՞՜*'  
то в силу свойства (6) Справедливы неревенства:

av(y') — av(gt) < ov(y' — yt), у' £ R՞՜’,
(1.12)

°v(yn) — °v(y') < (yo — у'), у' £ R" ՛, 
из которых следует непрерывность функции =v(yr) и в точке

. Таким образом, свойство (г) проверено. Наконец, (д) непо
средственно вытекает из самого определения функции аи (^'), у' 
и тем самым утверждение 1° полностью доказано. Что же касается 
утверждения 2°, то оно легко проверяется, и на этом мы останавли
ваться не будем.

1.2. Наряду с функцией у' £Rn՜’, с каждым’спецпальным 
ОВК KcR' можно ассоциировать также функцию

xv(y)^yn — ^v(y), у = (у', (1.13֊

Очевидно, функция ^v{y)> ff^R", всюду непрерывна, причем

V ={ytW-'v(y) >0}. (1.14)

Далее, если V (пе обязательно специальный) ОВК в R՞, то дого
воримся обозначать через pvfy), у(: И, евклидово расстояние от точ
ки у до границы д V, а точнее

pv(y) — inf{|v — у|:v£dV}, y£V. (1.15>
Нетрудно проверить, что pv (у), И, ;-является непрерывной поло
жительной функцией в конусе И.

В работе [16] доказано следующее важное
Предложение 1.3. Пусть V — специальный ОВК в R՞, тог

да существует число а £ (0, 1], зависящее только [от V и такое, 
что

■ (1Л6)|
М.у)

Доказательство этого факта опускается (см. [16], предложение 7). 
Наконец, полезно отметить следующее
Предложение 1.4. Для произвольного Специального ОВК 

1/cR" справедливо равенство

дИ={(х, av (ж)): х £ R՞՜՜1}. (1.17>

Доказательство. Пусть у — (у', уя)^дУ, тогда существует 
последовательность с V, сходящаяся к у. В силу непрерывно
сти функции tv имеем

11ш*у(у ։*,) = х>'(^Ь (1.18),
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Далее, поскольку у'*>  € И (Л = 1, 2. • • •). то ту(*̂ ‘) >0; следова
тельно. -у(у)>0. Но так как /€ К то неравенство 'и(у)>0 исклю
чается, и мы окончательно получаем равенство:

= =0* О-19)

Таким образом, точка у = (у',уп) имеет вид (х, ои(х)), где х-=у’(;
Наоборот, пусть у = (х, ^(х)), х^Я“՜1. Тогда очевидно, что 

у £ V. Но в то же время
у = Гпп у^, (1 -20)

где р«*)«=(х,  аи(х) + !/£)£ 2՛* '- Следовательно, у£дУ и.
тем самым, предложение полностью доказано.

§ 2, Изучехне нормальны! специальных открытых 
выпуклых конусов

2.1. Договоримся для произвольного непустого множества Ес R’ 1 
использовать обозначение

И(£)={у = (/, у„ККл^,>0, у'1уя^Е}. . (2.1)

При этом отметим, что если множество Е ограничено, то справедли
во соотношение

ЙГ) = И(£) и {0} <=> У(Ё)\{0) = И£). (2.2)

где черта над множеством обозначает его замыкание в соответствую
щем пространстве.

Заметим также, что если ЕсЦ.п՜1—открытое выпуклое множе
ство, содержащее начало координат 0£ЯЛ՜', то И(£) Суть специаль
ный ОВК в пространстве КЛ.

Далее, пусть И—специальный ОВК в R" и положим

Пр ”{у/еКЛ֊1:(р/, 1)6 И}. (2.3)

Тогда нетрудно проверить, что Щ с R՞՜1 — открытое выпуклое мно
жество, содержащее начало координат 0£Я"՜’, причем И= И(Пк).

Определение. Специальный ОВК ИсЯ" назовем нормаль
ным, если область ПисЯ" 1 ограничена. Легко видеть, что каждый 
нормальный специальный ОВК является острым ОВК; обратное, ко
нечно же, неверно. Более того, не всякий острый специальный ОВК 
является нормальным. Тем не менее справедливо

Предложение 2.1. Каждый острый ОВК УсК" линейно 
эквивалентен некоторому нормальному специальному ОВК р^сгЯ'1

Доказательство этого факта не представляет особого труда и 
потому опускается.
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Предложение 2.2. Специальный ОВК l^cR՞ является нор
мальным лишь при выполнении условия

Mÿ')>0, y^R^MO}. (2.4)

Доказательство. Пусть конус V нормальный; выберем про
извольное ÿ'C КЛ-1\[0| И покажем, что ау(у') >0. Действительно, в 
противном случае мы бы имели

(д', °)€К 0<o<4-œ (2.5}
или же

g'h € nv» 0 <о < 4֊ то. (2.6)
И поскольку |ÿ'| 0, то |ÿ//3l_* + °° при з | 0, что противоречит ог
раниченности области Пр. Наоборот, пусть выполнено условяо (2.4), но 
в то же время допустим, что область неограничена, то есть
существует последовательность (j/j) f czllj, такая, что

и® IpJ = + °°. (2.7)֊

Полагая С'4= gk/՝gkl (Л = 1, 2,• • •), заметим, что последовательность 
К*1"  принадлежит единичной сфере 5Л_։ пространства R"՜1. Причем 
в силу компактности этой сферы мы без ^ограпикепия общности мо
жем предположить, что

hmc; = ç га-1. (2.8>

Далее, из условия у'к£ Пи (к =• 1, 2,-*-)>  означающего, что

(д',, 1)еИ(4=1,2,...), :(2.9>
МЫ иыгр.Рк

(с;. 1/|₽МИ*»1.  2,- •). (2.10)

Следовательно, при к = 1, 2,••• справедивы неравенства

И тогда из (2.11) с учетом (2.7), (2.8) и непрерывности функци и 
получаем равенство <’։>(^q)=0» что противоречит условию (2.4). Итак, 
предложение полностью доказано.

2.2. Всюду дальше V будет обозначать нормальный специальный 
ОВК в пространстве R”. При этом, как обычно, сопряженным кону
сом называется множество

V*  = {ÿ £ R՞ î <ÿ. v > 0 ПРИ всех «€ И- (2.12)
Предложение 2.3. Справедливо следующее равенство- 

Int И*  = {у ÇR՞ : <С.д, v > 0 при всех v Ç3K\[0)}< (2.13}
Доказательство. Хорошо известно (см., например, [3], 

предложение 1.1 (в)), что

Int V*=  (у £R՛ : <^y, о>>0при всех И\{0} |. (2.14)
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Поскольку дУс V, то нам достаточно установить следующее: если 
yt R” и <у, v> > 0 при всех то при
всех И\(0|. Для этого прежде всего вспомним, что К= Р'(Пу), 
причем, поскольку область П rz ограничена, в силу (2.2) имеем

V\|0) ~ И(Пи), d|/\(0|-l/(dIIv). (2.15)
Следовательно, наша задача сводится к следующей: показать, что 
если ÿÇR" и <]/, «> >0 при всех v=*(v',  1), v' то
<ÿ» «> >0 ПРИ всех °=(w''1)> «'б11։'. Итак, пусть v'= (t/, 1), 
v' тогда есть такие vi, что v' принадлежит отрезку
[üp oj], то есть

v' = e-oj + (1 — a}-v'v «6[0, 1]. (2.16)

Полагая затем и։ — (vt, 1), t'j (uj> 1)> мы будем иметь

v-a.W1 + (l֊-a) v։, «е|0, 1], (2.17)
причем

<ÿ, <У> «1>>0. (2.18)
Сопоставляя (2.17) с (2.18), мы получаем, что и этим
доказательство завершается.

На основании соотношения (2.13) устанавливается

Предложение 2.4. Пусть а С R՞ > тогда а — (а, 1) £ Int V*  
лишь при выполнении условия

min (oy(Q -г <СС н^>)^>0. (2.19
'es-.֊։ )

Доказательство. Если а—»(а, 1)£ Int V*,  то в силу пред

ложения 2.3 <а, при всех v£t?kr՝\[OJ. А с учетом предло
жения 1.4 мы имеем

< а, о > > 0, V - (х, яи(х)), х£ R"՜՛ \ {0), (2.20)
или же

<а, х > + ау(х) >0, xÉR"՜1 \|0). (2.21)

Поскольку S„_j cR"՜1 \|0;, то

Оу (С) + < а, С> > 0, (2.22)
Наконец, в силу непрерывности функции av и компактности единич
ной сферы 5Я_1 из (2.22) получаем

min (ov (С) 4- <С, а > } > 0. (2.23)
С _ 1

Пусть теперь для некоторого а £ R"՜1 выполнено условие (2.19), по

кажем, что а = (в, l)£Intk'*.  Для этого необходимо показать, что 

< о, о > >0 при всех t/Ç Действительно, пусть ау(х)) 6
С<?И\{0), где x^R’-1\{0|.
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Тогда имеем

< а, V >==<«, х> 4- av(x) = |х|-<а, х/|х| > 4֊ ]х| ау(д/|х|) =
= |х|-|<а, х,'[х|> 4-ои (х/|х|)] — [х|-{<а, C>4-’v(Q}>0, (2.24)

где С = х/|х| £ 5л-1- Таким обрчзои, предложение 2.4 доказано.
Заметим (и это нетрудно проверить), что если V (пусть даже 

острый)—специальный ОВК, то Int И*  иожет уже не быть специаль
ным ОВК. В то же время справедлива

Теорема 2.1. Пусть V—нормальный специальный. ОВК в 
R՞ и U=— Int V*.  Тогда՛.

(a) U—нормальный специальный ОВК в R’;

(б) Пу = (а е R՞՜’ :°у(С)4֊<С. а>>0, уС6$л_։);

(в) При любом 1 справедливо равенство

,л I <С, f>| . (<С. <>су (։) max {------------— ) = — пип < —------—
(б5л-1 I °и(С) I сё5л-1 I °n(Q

(2.25)

Доказательство. Очевидно, что U является, по крайней ме
ре, оатрым ОВК в R՞. Кроме того, если у = (.у'> уп)^О, то <у, v> 

>0 при U\(0|, поэтому, в частности, <^у, е-^>=#л>0. Сле
довательно

Uc\y=(y', уя}^՝-уя>Щ. (2.26)

Затем проверим, что сд££7, то есть

< е„, v > > 0, yv = (х, зу (г)), х £ R—։\ (0). (2.27)

Действительно, < в > = оу <) > О (в силу нормальности И, 
Итак, U является специальным ОВК, и при этом ложения 2-4)
следует, что

П£/={аСЯ'"1:«’к(С)+<С, а>>0, уС

Для установления нормальности конуса U мы должны показать огра
ниченность области Пу с R"՜1. Допустив противное, приходим к суще
ствованию последовательности (я(*։)Гс:П,у такой, что lira |а<։>| = 4-

Не ограничивая общности, можно предположить также, что 
а<»)

ИаГ7^Т=с^5я-1- (2>38)

Зафиксируем затем произвольное Поскольку н{*} £Пу(4 = 1,
2, • • •), то

М9 + <Л «(*’»0 (*  = 1, 2, -.) (2.29)
или же

ои(9/|а(л)| + < > > о (к «= 1, 2, • ■ ■). (2.30)
Устремляя к -+ оо, получим

(2.31)
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■ вто для произвольного С^Зл-j» что конечно же, протизречит усло
вию C։£S„_i. Таким образом, £/=Int V*  является нормальным спе
циальным ОВК. Переходя к установлению формулы (2.25), с самого 
начала предположим, что f£R' ։%ч[0|, ибо случай t = 0 тривиален. 
Нам предстоит доказать следующее: если a£R, то (t, с) 4/ лишь 
при условии

0>_<Ц^. VC £$«_,. (2.32)

Если (t, а)£(/, то <s>0 и поэтому
MQ + <C> */°>> 0> V^-Sk-b (2.33)

что равносильно (2.32). Если же вещественное число а удовлетворяет 
условию (2.32), то оно положительно и поэтому удовлетворяет и 
условию (2.33), которое влечет

f/a £ Пу, (2.34)»
так что (I, □ )££/. Таким образом, теорема 2.1 полностью доказана.

2.3. Как и выше, V будет обозначать нормальный специальный 
ОВК в пространстве Rn. С каждым таким конусом можно свазать две 
величины, положив

mv= min аи(9, Л/и= max ои(С), (2.35)

причем очевидно, что 0 < mv -С Mv < -J- °о. По ходу заметим, что 
равенство mv^ Mv будет иметь место лишь в том случае, когда ко
нус V круговой, то есть функция зи’(.г), x^R"՜1 на самом деле за
висит только от |х|.

Далее, введем в рассмотрение интеграл

/и(а) = Je՜ 'v™~<ir'a>dx=*

Rn-i

+ -
= J r"՜2 J e r {°z( )+ <C'° >^3._j(C)Jr, (2.36)

о &։-!
где </зл_1 обозначает поверхностную меру Лебега на сфере 5л-1. Не
которые свойства этого интеграла устанавливает

Предложение 2.5. Пусть а$ (; R1 \ тог да
1°. Если

+ <С’ а» >) > °> (2 37)

то интеграл 1у(а) сходится равномерно в некоторой окрестности 
точки а0.

2°. Если
min {аи(9 + <С, а0 > }< 0, (2.38)

то Iv (а) з։ -fco в некоторой окрестости точки а0.

------------------------ -------------------- ----
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Доказательство. Если выполнено условие (2.37), то суще
ствуют окрестность IFtcR՞՜1 точки а0 и положительное число • та
кие, что

а у (С) 4- С, а > в > 0, уч Ç Sn-i, у а £ ЙГ. (2.39)
Тогда при любом W7՜ справедлива оценка

- • ()-<  X, а> -|Х1- { еи։х/|хЬ+<х||х|, в >} 
е —е

*

Че՜* ’' vxi^L^R'՜1). (2.40)

из которой и следует утверждение 1°.
Если же точка а0 £ R"՜1 удовлетворяет условию (2.38) то суще

ствует С« Ç 5n_j, при котором

°v (Со) + < Со, “о> < °-
Тогда можно найти окрестность IFcR"՜1 точки •<,, окрестность 2с 
cSe. 1 точки ч0 и положительное число в, для который выполняется 
неравенство

’и(г-) + <С. а><-в. yCÇS, уа£1Р. (2.41)
Следовательно при любом а £ W имеем

т , \ Г л-1 f — г- ( ’ v К) + <а >) . tr\ J/и(а)= г Je ' rfs.-i (С) rfr >
о Sa—1

> [г"՜’ + <'՛■>) d^-^)dr>

D У
+ •*

> pa.-l(C)- j' r«-» e-f t/r = +oo, (J.42)

я ô
и утверждение 2° также доказано.

Для дальнейшего полезно ввести в рассмотрение множество

Ли = {a ÇR՞՜1 :/и(а) < + «>}. (2.43)

Можно показать, что множество ЛисИ"՜1 выпукло, причем имеют 
место включения

(а £ R"՜’ : 1а] < ту] с A vc {а £ R"՜1 : |а| < Му\. (2.44)

Поскольку эти факты в дальнейшем не найдут особого применения, 
на доказательствах мы останавливаться не будем.

Предложение 2.6. Пусть U = Int V*,  тогда'
1°. Пу = Int А у;
2°. Интеграл /у(а) сходится равномерно на компактах из 

Пу ц определяет в области Пу непрерывную положительную функ
цию.
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Доказательство. С учетом теоремы 2.1(6) утверждение 1 
равносильно выполнению равенства

Int Ли- :^(С) + <С’ а>>°- V'65.,-1}. (2.45)

Если для некоторого a£R 
min {ей(0+ <С. а>}>0' (246>

то согласно предложению 2.5 (1°) интеграл Iv сходится в некоторой 
окрестности точки <поэтому а £ Int Л/. “Наоборот, пусть теперь 
а£ Int Л у и убедимся в том, что условие (2.46) выполняется. С этой 
целью допустим противное:

min {яи(£)4-<*̂»  а>) -СО. (2Л7)
C6S„_J

Но тогда в (2.47) не может иметь места строгое неравенство, 
ибо в силу предложения 2.5 (2°) мы получаем /и(я) ” + °°, что не
совместимо с исходным предположением а £ Int Л у. Следовательно, па
ше допущение (2.47) принимает вид

min {ои(С) + <С, а^>}'=,0, (2.48)
«6®я_1

а значит, существует Со £ Xr-i> при котором
«и(9 + <Со. а> = °- (2Л9^

Полагая далее в*=а  — 8-С®, 8£(0, + °°), будем иметь
’и (Со + <ZCe, а» > = — 8 <0. (2.50)

Следовательно
min [sy (С) + < С, as > ) < 0, 8 £ (0, + со), (2.51)

и потому, в силу предложения 2.5. (2е)

at £ А V, 8 £ (0, + со). (2.52)

Остается заметить, что at—а, 8-*0,  и это противоречит предположе
нию a£Int Av. Итак, утверждение 1° доказано. Далее, согласно пред
ложению 2.5 (1е) интеграл Iv сходится равномерно в окрестности каж
дой точки области Пу. Используя лемму Гейне—Бореля, заключаем, 
что интеграл Iv равномерно сходится на компактах из Пу, и тем са
мым, определяет в области Пу непрерывную положительную функцию.

§ 3. Основные ЕЕтегральные представления

3.1. Пусть V— ОВК в R՞ и р (р), V—суть произвольная (во
обще говоря, комплекснозначная) функция. Назовем р однородной, 
если

Р (а-^)“« р (р), И, а£ (0, + эо). (3.1}
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(3.2)

Приведем примеры таких функций. Если V— произвольный ОВК 
в R'։(Z=/=R'։), то ри(1/), y^.V (см. (1-5)), является однородной не
прерывной положительной функцией. Если же V'—специальный ОВК в 
R’, то и ?y(y),y£. И (см. (1.13)), является однородной непрерывной 
положительной функцией.

Справедлива следующая
Лемма 3.1. Пусть V — острый. ОВК в R", р (у), у — од

нородная непрерывная положительная функция, ?("), -£(0, 4՜ со)— 
непрерывная положительная функция, обладающая свойством (В) 
и 7 -*  фор. Допустим также, что 1<р<2, q => рЦр — 1) и 
£(0, 4֊ °°)- Если измеримая функция E(t), f£R", удовлетворяет 

условию вида

СЦИ(ОГе’’<,։<>Л

И RM

то F(t) =■ 0 для почти всех f^Rn\V*.
Доказательство. Зафиксируем произвольное /0£R’X И*,  то

гда в силу (2.12) %><0 для некоторого Ce£V$, где (см. [3],.
пункт 1.1) Vs обозначает образ конуса V срн радиальном проекти
ровании y—*yl\y]  на единичную сферу S֊lcR’. При этом множество 
И5с5я открыто (относительно индуцированной топологии). Затем 
подберем окрестность Wс. Rn/И*  точки /в, компактную окрестность 
2с1/$ точки Со и положительное число s такими, что

<t, с><—в, w, (3.3)
Причем легко видеть, что существуют положительные числа а, А, 
для которых

0<а<р(С)< А < 4- «о, С£2. (3.4)՛
Далее, поскольку функция <р обладает свойством (В), то существует 

4՜00). такое, что
<рМ^- ехр (—-рзе/ЗД-т), (3.5)-

На основании всего этого приходим к следующей цепочке неравенств։

V 1?л
> [’jjV(/)r-e-’<>'''><//p’-I,.?(p(iZ))^ = 

V W

■ е
о Ks HZ

’(p-J'-T(p(r-O) da„(C)rfr>
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։>- J г"՜1

V [Ша 'J

>J f [ г’՜1 .е^г| е-гл/’Л-,₽(С’^-(С)</г>

\г i/e u

>( |>(01’Jг"՜՛ ^rdr- рмо. (3.6)

W R)a “
՝Ho поскольку

+ -
1՜ г*-1 .ept,n r dr = + оо, о < f<MQ < + °о. (3.7)

Я/а а
то из (3.6) получаем, что

( Г \Л(Р 1)j ||F(f)IW =0, (3.8)

тг

поэтому F(t) = O в В7. Таким образом, для любой точки 
Л. в.

•существует такая ее окрестность tFcR։\k*,  в которой F (t) = 0. 
а. в.

Следовательно, £(/) = 0 для п. в. #£ИЯ\И*,  и лемма полностью до
казана.

Точно такими же рассуждениями может быть доказана
Лемма 3.2. Пусть V—острый. ОВК о R”, р(р), у (^ — одно

родная непрерывная положительная функция, f(t), ’б(0, + °°) — 
.непрерывная положительная функция, обладающая свойством (В) 
и 7 «=Т°р. Тогда

1и(0 = + оо, <£1Г/И*.  (3.9)
На доказательвтве мы останавливаться не будем.

Комбинируя леммы 3.1 и 3.2 с теоремой 2 работы [14] или тео
ремами 2 3. 2.5 диссертации [13] (см. также [3], § 0, теорема II), по
лучаем следующий важный результат.

Теорема 3.1. Пусть V — острый ОВК в R՞, ?(у), у( V — од- 
.нородная непрерывная положительная функция, у (т), т^(0, +») — 
нерперывная положительная функция, обладающая свойством (В), 

.и 7 = <рор. Допустим также, что 1 < 2 и ։£(0, со). Тогда
каждая функция /(Н,։1{Ту) допускает интегральное представ
ление вида



Интегральные представления 467

^Tv, (3.10)
I* “) J

V

где

1°. При р = 1 функция F\t)> f£R՞ непрерывна и удовлетво
ряет условиям'

F(t)==0, (3.11)-

sup {|F (/)| • 7 Hs ■ 0} < < + 00 • (3-12)

2°. При 1 < p < 2 функция F(f), t £ И*,  измерима и удовлет
воряет условию {q = рЦр — 1))

[(J I/<01'-«-’<y’'(3.13).

При этом для почти всех у £ V справедливо равенство (f, (х) =֊ 
s/(*  + iy), y£V, х £ R’)

/до» 0, /6R,։\r*,
(3.14).

Кроме того, при р՝=2 интегральное представление (3.10) класса 
Н!,^(Ти) является параметрическим. Более точно, класс Нз,т(Ту) 
совпадает с множеством функций /(г) вида (3.10), где Б{(), V* — 
произвольная измеримая функция, у довлетеоряющая условию

Г I {V(ON 2<У* ' > dt | -T(y)dy < + op, 

V V*

причем выполняется равенство Парсввяля

Ml т (/) = j { Jm։-e-2 < У։ 1 > ^-7 (ff) dy. 

v v՝

(3.15).

(3.16).

3.2. Всюду дальше предполагается, что V— нормальный специаль
ный ОВК в R՞ (п>1),? (■։), ' £ (0, + со) — некоторая непрерывная поло
жительная функция и 7=^о'и. При этом очевидно, что и функция 7 (у) = 
— ? (хр (у))» непрерывна и положительна. Для дальнейшего- 
было бы желательно иметь более явное выражение для функции

Т’и(0 = j e-<l'v>-Uy)dy, t^Rn. 

и
(3.17).

И оказывается, что независимо от каких бы то ни было свойств; 
исходной непрерывной положительной функции <р имеет место

Предложение 3 1. Справедлива формула
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7* к(0

+ со, ^Я’хИ*.

< = (г. у*.

Доказательство. Зхфиксируем произвольное /”■(/,
-тогда справедлива цепочка равенств

(3.18)

/Я)€КЛ>

е • <? (хи Ы)

I с
V

<г(уа — аЛи')')<*У'*У я =

е
йя-1

уЬ’> е к

X <р (у„ — Оу (у)) Уу^у՛^

е л И е <р(т) сМу՛ =
о

’ Если #„ < 0, то

ГR4՜’
’ у Уу-

- *я-ау(я') > о> VI/'€ R'

поэтому из (3.19) получаем

Уу' •"-*-<».

из (3.19) имеем

Г -<>\Г >- ’у^,у՛^ , , е И а ^д' =

1*«п)

(<-)' М<7<.)-

Таким образом, мы пришли к следующему равенству:

ТИО = Т*(М

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Полагая затем U —= Int V*,  в силу теоремы 2.1 (а) получим, что 
U — нормальный специальный ОВК в R". Тогда область IlycR"՜1 
ограничена, причем U = И(Пу). Кроме того, поскольку И*=  U, то 
согласно (2.2) имеем

И*\[0|-=И(П„).  (3.24)

Следовательно, если I — (?', t»)£R*  и t„ > 0, то лишь при
условии, ЧТО t'ftn £ Пу, и t £ Int И*  ЛИШЬ при условии, ЧТО
После этого остается заметить, что формула '(3.18) будет следовать 
из (3.23), как только мы установим следующий факт: если t — (?', tn)£ 
ÇRn\H*  и то iv(f) = -г со. A это действительно так, ибо то
гда 1'Цп £ Пу, причем в силу предложения 2.6 (1°) и выпуклости мно
жества А у

(3.25) 

так что ('11п £ Ли. Следовательно, /и (?'/7л) = + со, а значит 7^ (?) = 
= -|-ос1, что и завершает доказательство.

Далее, нас будет интересовать следующий вопрос: в какой мере 
свойства функции 7 = зависят от свойств функции <р?

Предложение 3.2. Если функция ?(•։), т( (0, + оо), обладает 
свойством (Д), то и функция 1(у), обладает этим свой
ством.

Доказательство. Нам наде проверить, что при любом 
*е(0, + со), (Ид), где

(3.26) 
Для этого рассмотрим множество

Е (Я) - У € R’՜’ = ’и (у') < R) (3.27)

и заметим, что оно ограничено, а точнее

\у' е R’՜1: У1 < л/т„). (3.28)

Следовательно, имеем

и предложение 3.2 доказано.



470 А. О. Карапетян

Справедливо также
Предложение 3.3. Пусть функция <р (”), ^(О, 4֊ обла

дает свойствами (Б) и (Д), тогда
1°. Функция Tfÿ (/) непрерывна в конусе Int V и при этом

4՜ со> ^€1°^ *̂ ։ (3.30)

2°. Если а£ И и 3Ç(0, 4- «), «£[0. 4֊ «). то

’lW“OTF6i"(l"tK') (3-31’

при всех 0 < р < оо.
Доказательство. Комбинируя предложения 3.1, 2.6 (2 ) и 

[3, предложение 1.2 (6) при а»1]. сразу же получаем утверждение 
1°. Что же кмсается утверждения 2°, то оно является следствием пред
ложения 3.2 и [3, лемма 3.2].

3.3. Пусть, как и выше, И обозначает нормальный специальный 
ОВК в пространстве R՞ (л^>1). Допустим также, что 7 (т), ~ С (0, 4-ос)— 
непрерывная положительная функция, обладающая свойствами (А) и 
-Д), и Т = ?оту. В этих предположениях рассмотрим функцию

<# = 2՞՜'Ф(г, ш)™

(3.32)

Кроме того, для любых Х^ Ту, «€ V положим

0, ^Нп\и*.

/?х.р(0 = < < X + Iv. t > (3.33)

На основании предложения 3.3 (2Э) и [3, лемма 3.1] без особого тру
да устанавливается

Лемма 3.3. а) Функция Ф(г, «>), задаваемая формулой (3.32), 
определена при всех х, ш^Ту и является голоморфной Относи
тельно переменной х и антиголоморфной относительно переменной 
и», (б) Если 3 Ту, V £ V то R։, о (/) £ Лр (R") при всех 0 < р < оо 
и при этом ядро Ф (г, и 4֊ Си), как функция от и £ К", является 
преобразованием Фурье функции

Далее, справедлив следующий основной результат.
Теорема 3.2. Пусть И—нормальный специальный ОВК в 

R • Ф (Ч> х€(0, 4՜ °°) — непрерывная положительная функция, об
ладающая свойствами (А.) и (Д), 7=?°т1(, и ядро Ф (х, ад) опреде
лено по формуле (3.32). Допустим также, что 1 < р < 2 и поло- 
хительнос число $ удовлетлоряст одкол у из следующих условий'
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а) 1/р -< з < 2/р;
я) 1/р < з < 1/(,э — I), чэ при этом функция ? обладает до

полнительным свойством (Е).
Тогда каждая функция /^Нг.-^Ту) допускает интегральное 

представление вида

|/(ш) Ф(х, ш)֊7 (и)</а</и, г^Ту, (и> = и 4֊ го)

Гу

(3.34)

причем интеграл справа абсолютно сходится при каждом г^Ту.
Доказательство. Ход рассужденив будет приблизительно 

таким же, что и при доказательстве теоремы 3.1 работы [3]. Поэто
му мы остановимся лишь на узловых моментах, опуская при этом 
некоторые подробности.

Итак, пусть /£//£т(Ги), тогда по теореме 3.1 справедливо ин
тегральное представление вида

(3.35)
V*

где при р = 1 функция Г(1), непрерывна и удовлетворяет ус
ловиям (3.11), (3.12), а при 1<р<2 функция Г(1), И*,  измерима
и удовлетворяет условию (3.13). Кроме того, для почти всех V 
имеет место равенство

Г(0 <-<։> />. /€ и*,  
о,

(3.36)

Зафиксируем затем произвольно» х=»х 4՜ Ф € Ту и положим

/(а) 1
(2 *) ’

]7(
Ту

ш) • Ф (х, и») • 7 (о) 4и4и (и — и 4֊ го). (3.37)

Если интеграл I (г) абсолютно сходится, то

/(х)-= —Ц-- 11(о) С/о(и)Ф(х, и 4֊ го) Л/Л» =
(2 «)" 3

У R.

“ 777՜ I ’(«)[/։> (“) • ° (и) ^ибю =
(2 *)* ֊’ ЛV R/.

= —• ('1М(’7ио-^.ь(О^-=(2’)’ 3 и
И R«

1 С Г я*  <>+*>
" ՛ ) 1 <’> Г (,> ՛е՜ ‘ ’ • ^(2 0 “

V У՝
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• —1— fe-2< ’■ '* dvdi"
(2«)"/։ J 7и(2О J

И*  y

-=-----1------[ dt=f(z). (3.38)
(2x)"'։ J 

v*
Остается убедиться в абсолютной сходимости интеграла / (z), то есть 
показать, что

7(г) — 1՜ I (V) | |/e (и)| • | Ф (2. U + ««I < + °°- (3.39)

* R»

Для этого введем обозначения
7(v)==^ J'A («)1₽^ > (3.40)

п"

R"

а
_ р < у+ ®>1 > \'Wor") ",ек <м1) и*

Тогда на основании интегрального неравенства Гсльдера, леммы 
3.3 (б) и теоремы Хаусдорфа—Юнга получаем

/(z)< const J, J = J/ (и)- R (v)-f (u) dv. (3.42)

v
Нам достаточно показать, что /<4՜ °°i при этом в силу условия 

T(7V) в нашем распоряжении имеется неравенство

|[7(о)Г '7 (v)Jv<+ 00. (3.43)

v
Введем далее положительную меру

rf:‘(',=F7^rf'''el/*'  (344>
полная масса |»о которой конечна в силу предложения 3 3 (2°). После 
этого (3.41) может быть записано следующим образом:

[Я (v)f — const J е՜ р < °' ‘ * dy. (f), О е и. (3.45).

и*
откуда, в частности, получим

sup [Л (w)] <+оо. (3.46)՛

Если s = 1/р, то из (3.43) и (3.46) легко следует, что J < -J- оо. Если 
то подберем число r£ (1, 4- °о) таким, чтобы 1/г4֊ 1//>s=l,
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И тогда в силу интегрального неравенства Гелъдера и соотношения 
(3.43) задача сводится к установлению конечности интеграла

7,“ [[£(«)]'•? (о)Л'. (3.47)

V
Поскольку rip'll, то применив к (3.45) интегральное неравенство 
Йенсена, получим

[Я (о)Г < const • (Ро)^ -1 • j е- г < ’’ '> rfp (f), V 6 И. (3.48) 

Г
Следовательно

/։<С const- (ü)J e~r< v‘1 >d^ (t) dv =*  const X 

V V‘

xj fv(r-0^(0=՞const- J ----- |Y7(!2^)p----- <3։49)

-Jet V Int V*
Затем учтем, что согласно предложению 3.1 при # — t„)£

£ Int И*  справедливы равенства

ï'z (' • 0 = ~֊֊Й ■ А- (3.50)
(Нл)

IV (2 • 0 - £-~éï • A (t'lQ. (3.51)
И՜'«)

Кроме того, имеем неравенство
У* <const -у*  (2-ta) /«>0, (3.52)

которое (см. [3, предложение 1.2 (г, д)]) в случае (а) выполняется в 
силу того, что тогда г ^>2, а в случае (б) — ввиду того, что у обла
дает свойством (Е). Комбинируя (3.50)— (3.52), получим

Тр (ft) < const-7^. (2-f), fÇInt V*.  (3.53

Принимая во внимание (3.49), приходим к неравенству:
Г в- р < у. t >/i< const- I [7^(2.f)]p-։ (3.54)

ut v*

Наконец, из (3.54) на основании предложения 3.3 (2°) получаем, что 
/1<С + 00 и, тем еамым, теорема 3.2 полностью доказана.

3.4. Теперь обсудим один важный частный случай теоремы 3.2. 
Пусть опять V — нормальный специальный ОВК в R", положим

у (т) = е, т(;(0, 4֊ оо), а > — 1. (3.55)

Легко проверяется, что функция у обладает как свойствами (А), (Д), 
так и свойством (Е). Кроме того, справедлива формула

у*  (#„) = Г (а 4֊ !)/(/.)"+*,  I. > 0. (3.56)
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Поэтому, полагая
7 (у) = Т ('/ (У)) = [’и (лОГ*  У И> (3'57>

согласно предложению 3.1 имеем

<(0=° Г(а1# /и(^я), (3.58)
(6) +

При этом формула (3.32) принимает вид

2«+։ Г е1 < г - Ш, I > 
ф (/> = Г (а + 1) ՛ ] /и (*'/#-)

1«։ V
«„)’*•  Л =

2»+« Г (2 л + а) С ба _ 1_____________
Г (I 4-а) .) /и(в) '<Ца-։),(а, 1)>’"+՛

«и

(3.59).

С учетом сказанного из теоремы 3.2 вытекает
Теорема 3.3. Пусть У — нормальный специальный ОВК в 

R՞, а > — 1 и ядро Ф (ж, ал) определено по формуле (3.59). Допу
стим также, что 1<. р<2 и 1/р -С 5 -^/(р—!)• Тогда каждая голо
морфная в трубчатой области Ту функция / (я)=/ (х+ гу), удов
летворяющая условию

1/(*  + [МлО]' бу < + °°՛ 
й R«

(3.60)

допускает интегральное представление вида

! “ 7ЙГТП' ™)[хи («)]
Ия) J 

Ту

ъ^Ту (ал»и + ։н), (3.61)

причем интеграл справа абсолютно сходится при всех Ту.
Замечание. Комбинируя предложения 1.3, 2.1 и теорему 3.4, 

можно получить аналогичные интегральные представления для голо
морфных в трубчатых областях ТусСп функций /, удовлетворяющих 
условию

У {У 1/(*  4-<у)1р^жГ 

и R«

• [ри С?)]“ 4у + ОО, (3.62)

где V - острый ОВК в R՞, а > - 1, 1 < р < 2 и 1/рС з < 1/(р ֊1). 
На этом мы останавливаться не будем; отметим лишь, что простран
ства голоморфных функций, удовлетворяющих условиям типа (3.62), 
рассматривались и ранее (см. [16]), но в другой связи.
Институт математики

АН Армении Поступила 4.1У.1991
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Ա. Լ. ։։Ա1’Ա4ԱՏՅԱՆ. Ռաղիալ խողովակաձև т|1гпорГ.Ъгп։4 Սոլոմորֆ .ֆո։1'.կցիաք,ևրի իստեդրայ 
ներկայացումները (ամփոփում)։

Սույն աշյսաաանրում դիտարկվում են 7՝у={ж=х4“/у С Сл 1 X £ Rn,ÿ Լ И) խողովակաձև 
էոիրսպթամ հոյոմորֆ այն / (z) = / (x-f-Tg) ?ունկցիաների դասերը, որոնք բավարարում են

I I I l/(x+ /ք)Հժ.ր| -\(y)dy
V Rn

(0 < p, s < 4- oo)

պայմանինւ Այստեղ 1^֊^ ՀԼՈ-ում հատուկ ձևով դասավորված (ուստի և նորմալ կոչվող) 
սուր րաը ուռուցիկ կոն է։ Բացի աչդ, Հ (1?) կշռային ֆունկցիան ունի հետևյալ տեսքը' 
1(յ/) =?(’է/(^))> ձ^£ V, որտեղ ~€(0, փ ՕՕ)# դրական է և անընդհատ, իսկ X V (^)է
# £ ՌՊ ֆունկցիան կապնված է V կոնի հետ, որոշում է այն' V = £ Ռ71 > ՀլՀ (#) > 0) Ե»
բացի այդ X (դ) Ժ1տէ (ց, Ժ V), V։ Ենթադրելով, որ 1<յ><2, իսկ Տ պարամետրը և

ֆունկցիան բավարարում են որոշակի պայմանների, աշխատանքում դիտարկվող դասերի 
համար հաստատվում են Պեյի- Վիների տիպի ինտեդրալ ներկայացումներ և կառուցվում են 

վերար-տտղրող կորիվներ։

A. H. KARAPETYAN. Integral representations of holomorphic functions tn tube 
domains over cones (turamarj)

In present papar wo consider the classes of functions f (։) = f (x -}- lg) holo- 
morpic in tubo domains T И= [։ = x+ /y£C": xf R*,  д £ И) and satisfying the con
dition

J 7(*4-»y)l ₽d*  j Т(у)*У  < + ° (0<P> «<+«>).

7 Rn

Hora И is a sharp open convex cone situated in R“ in a special way (and therefore 
called normal). Moreover, 7 (v)O 0 is a weight function of the form 7 (y) = <p Ы/У). 
д £ V. Here ÿ(t), rg (0, -f-oe), is positive end continuous aod the function W՛ 

y£Rn. is associated with con« V, determines it, i. e. И = (g^R": xp<-(y>>-0} and 
■Гр'(у) >;dist (д, дИ), у€ V. For 1 <р <2 and under certain conditions on perametor 
s and function у wo establish Paley—Wiener type integral representations and const
ruct reproducing kernels for the classes of holomorphic functions under consideration.
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К. Г. КАЗАРЯН, В. М. МАРТИРОСЯН

ВОПРОСЫ БАЗИСНОСТИ СИСТЕМ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ ФАБЕРА-ДЖРБАШЯНА В ПРОСТРАНСТВАХ 

В. И. СМИРНОВА И ИХ ПОДПРОСТРАНСТВАХ

Введение

0.1. М. М. Джрбашян [1] для произвольного ограниченного кон- 
тинума Г, содержащего более одной точки, достроил системы рацио
нальных функций. Они являются обобщениями полиномов Фабера в 
том смысле, что полюсы этих функций вместо бесконечности распо
ложены на заданной последовательности точек (z„,lo°czG~ (G—та из- 
смежных с Г связных компонент, которая содержит точку z — со-), 
причем, если, в частности, г, — оо (п > 0), то указанная система обра
щается в систему полиномов Фабера. В последующем эти рациональ
ные функции и их модификации изучались в других работах М. М. 
Джрбашяна [2, 3J, а также в работах Г. Ц. Тумаркина [4, 5], Г. С. 
Кочаряна [6, 7] и А. М. Лукацкого [8, 9]. В монографии П. К. Суе- 
тина [10] кратко изложен ряд важных свойств рациональных функций 
Фабера—Джрбашяна.

Для произвольного значения параметра s(0 < s 1) рациональ
ные функции Фабера—Джрбашяна (г) (п 0) строятся следующим
образом. Пусть w — Ф (z) — функция, конфор։.~го отображающая G~ 
на область |w| > 1 и удовлетворяющая условиям нормировки Ф (оо)= 
•= со, ф' (со) _> 0. Эта функция определяет внутри единичного круга 
последовательность точек ®л*=1/Ф(гл) (л 0). Рассмотрим систему 
рациональных функций Такенака — Мальмквиста fil —13, 3]

, т.(ш) . И(„>0).
1 — «0 w 1 — ал W * _о 1 — «À W а*

. (0-1)'
Для этих функций выполняется условие ортонормированности

~~ С ?» («») = 8ni (0.2),
2 д J

|»| = 1

(8*4 — символ Кронкекера) и ряды по ним являются некоторым обоб
щением рядов Тейлора [11 — 13, 3]. При всех л > 0 функции (г)՛ 
определяются как сумма главных частей (и постоянных слагаемых при. 
г4=оо) в лораяовском разложении функции

<#’(«)-?ДФ (ж)] [Ф'(х)У (0.3),

в окрестностях исех отличных друг от друга точек (£=0, !,•••, и)..
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0.2. В работах [1-3] (и в [4, 5] при а =-1/2) исследованы воп
росы разложения аналитических функций в ряд по системе I(г)]о՜ 
(0 < 5 < Г) в том случае, когда Г есть спрямляемая^граница конеч
ной односвязной жордановой области С и [Ф (».)] ( (Г). Уста
новлено интегральное представление

х€С‘
М- (г) 2«,'] I—։

и введена система функций {^'7(г)}о:
X?’ (г) = [ф' (г)]1՜' [Ф(г)]-'<рЯ[1/ф (*)!• *€6+>

(фп ( ад) (ад)), которая биортогональна в {Ма (г))о в следующем
смысле:

(0^(ОЛ - &-*•

г

Введем классы (С+) голоморфных в С+ функций, иредстанимых в 
<?+ в виде интеграла типа Коши

/ (ж> л, 8 (О [Ф' «)]1/։“Ч (Г)
2 к1 յ { — х 

г
и установлено, что если

(1-;Ф(хя)Г։)= «>, (0.4)
п=0

то функция / (г) (; (С*) допускает абсолютно к равномерно сходя
щееся внутри области С* разложение

/(*) - 2 с„МУ (г) ( 2 |Е,|’ < со, Сп = [ 8 (0 (0 л) . (0.5 )
Д~0 \ п=е0 /

Г
Подробно исследован также случай, когда

2(1-|ф(»я)Г’)<со. _ (о.б)
к=0

При условии (0.6) в работе [3] было установлено следующее пред
ставление ядра Кош«:

_. = у лй"(Г) 4. 1ф' «И՝՜՜' 1՜ Д[ф(т01 1Ф< /П 7ч 
1-г Ло՜ ('} '* '-) + 2кгВ|Ф| (О] ] (7)-2)[Ф(0-Ф(7})]^

для х^С , (^С и почти для всех /^Г(5(ад)—произведение Бляш
ке для круга |ад|<^1 с последовательностью нулей (ая}о). Зто приве
ло к эффективному определению разности между функцией /(х)£ 
^Л2*’(С+)и ее разложением в ряд по системе (х)}Г. Отсюда, в 
качество непосредственного следствия, была выявлена полная внут

ренняя характеристика и структурное представление класса (С*՜)
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функций, допускающих при условии (0.6) разложение в абсолютно и 

равномерно сходящийся ряд вида (0.5). Установлено, что К?' (С+) 
совпадает с классом функцай, аналитических в отдельности в каждой 
из областей С*՜, и являющихся в определенном смысле „ана
литическими продолжениями "друг друга через общую границу Г этих 
областей; установлено совпадение этих классов функций, представимых 
внутри этих областей абсолютно и равномерно сходящимся рядом 
вида (0.5).

0.3. Из результатов, анонсированных Г. Ц. Тумаркиным в рабо
тах |4] (с. 15) и [5] (с. 257) можно вывести, что если конечная одно
связная область (7*՜ ограничена спрямляемой жордановой кривой Г, 
которая является карлесоновской кривой (т. е. для любого круга Д 
радиуса г длина ГПД не превосходит Аг, где А (^> 0) — постоянная, 
не зависящая от т [14]), то система |ЛГ,1/') (։) ]» является базисом в. 
замыкании своей ливейной оболочки в метрике Д, (Г) (/ (О £ Д, (Г) *=►

1/(01’!<//!< оо). В частности, при условии (0.4) эта система являет-- 
г

ся базисом в Д։ ((7+).
Для конечных односвязиых жордановых областей 6՝+, ограничен

ных ляпуновскими кривыми, в работе Г. М. Айрапетяна [15] было 
установлено, что для неполных в Ео (С*՜) систем рацциональных функ
ций 1(г — и։4)-*|" с отличными друг от друга полюсами [®41" ^6՜՜/!°°], 
при специальных условиях на |шА(г)||" эти системы образуют базисы в 
замыканаях своих линейных оболочек в метрике Др (Г), 1 р оо. 
Особо отметим, что указанные замыкания являются строгими под
пространствами из Ер (С+) (т. е. не совпадают с ЕР(С*)).

0.4. Естественно возникает вопрос изучения базисных свойств 
систем Фабера—Джрбашяиа при аппроксимации в топологии про
странства Др (Г) в общем случае 1 р <(. оо. В данной работе этот 
вопрос исследован для конечных односвязанных жордановых областей 
(7^, ограниченных карлесоновсками кривыми Г. Установлено, что при 
условии (0.4) система (*))е является базисом (при р = 2 — ба
зисом Рнсса) пространства В. И. Смирнова ЕР(СТ'։, и разложение 
функции /(г)^£’р(С+) в ряд по системе [Ма,р> (г) ]о’ сходится к / (г) • 
(при р = 2 — безусловно) как по метрике пространства Др (Г), так и 
равномерно на компактах Если же выполнено условие (0.6), то
система \МпРУ (г)|0՜ является базисом (при р = 2 — базисои Рисса) 
пространства

Др(С+; {г„)о“) с: £,(£+)

(определение и свойства этого пространства см. в § 4), и разложение 
функции / (г) £ ЕР(С* {г„}о°) в ряд по системе [Л/„1р) (г))о՛ сходится к / (я) ՛ 
(при р = 2 — безусловно) как по метрике пространства Др(Г), так и 
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равномерно на компактах КсС1\ где Л - замыкание множнства то
чек последовательности |гя]о”. Таким образом, система |ЛГ„ ('))# 
всегда является базисом замыкания н метрике ДХ(Г) своей линейной 
оболочки, если только Г — карлесоновская крииая и

Из результатов данной работы и известных свойств смирновских 
кривых* (см. [16—18]), в частности, вытекает, что карлесоновская 
кривая является смирновской кривой.

§ 1. Предварительные скедевяя о классах F.p

1.1. Сначала введем некоторые обозначения. На протяжении всей 
данной работы через G* будем обозначать одиосвязпую ограничен
ную областа конечной комплексной плоскости С, граница Г которой 
есть спрямляемая жорданова кривая (пробегаемая в направлении по
ложительного обхода области (°° f G ) это дополнение
замкнутой области С+=»С+иГ до расширенной комплексной плос
кости С, Через w = У- (г) будем обозначать функцию, конформно 
отобрающую область G+ на круг |to| 1, а через z = “ (tu) — об
ратную функцию. Наконец, пусть во֊^>Ф(а)— функция, конформно 
отобрающую область G՜ па область |ш] 1, нормированная усло
виями Ф(оо)«=<х>, Ф'(со)>0, а г = ф(ш) —обратная функция.

1.2. Напомним теперь определение и приведем нужные нам свой
ства классов Ер В. И. Смирнова (см., напр., [19, 20])- Для любого 
значения параметра (0, со) классы EP(G+) и EP(G ) определяют
ся следующим образом:

/(«) е Ер (G* ~/(ш(ш))(а.' (ео))’" 6 Нр. (1.1)

f(z) £ЕР((Г ~/(ф (w)) ($'(«))’" € И~р, (1.2)

где Нр — класс Харди функций голоморфных в круге |to[ < 1 
и удовлетворяющих условию

SUP I f |g(re‘e);p </»)<«>, 
0<г<1 ( J J

о
a Нр —соответственно класс функций y(w), голоморфных в области 
|w| > 1 и таких, что

։•
sup IГ i?('te,#) I <с°°.

1<г< “ (j )о
В следующей теореме содержится эквивалентное определение 

классов EP(G+) и EP(G~) (см. [21], с. 47).
Теорема А. Для всех классов Ер (G±) (О <р< <*>) в области 

6 существует универсальная (т. е. общая для всех f(z)^Ep(G±)

* Замкнута« спрямляемая жорданова кривая Г, ограничивающая область 
G , называется смирновской кривой, если для ж - « (ю)-.оИформного отображения 
области |w| < 1 на G+, функция In |<о' (го)[ представляется в [w| < 1 интегралом 

.Пуассона—Лебега.
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последовательность областей {О/'|1'с:б~ с аналитическими грани
цами дС}, сходящаяся к С, удовлетворяющая условию

зир { длина О*) < оо, (1.3)

и такая, что для любой голоморфной в функции / (я) имеет 
место

/(я)^£р(С±)-^зир [ 1/(*)1р1^г|| < со. (1.4)

дО^~-

Применив неравенство Гельдера, отсюда получаем 

£р((7+)а£։((7+), £р((7-)с£։(а-), ,1<р<оо. (1.5)

Известно, что если функция /(я) £ Ер (6<+) (соответственно /(я)£ 
^.Ер(0՜)), то она почти всюду на Г имеет граничные значеная / (£) 

при стремлении г к I изнутри И* (соответственно изнутри С7~) и что 
/(ОК суммируем на Г (см., напр., [21], е. 73). Приведем также сле
дующие важные результаты (см.; напр., [21], с. 61—62, и [20], с, 423).

Т е о р е м а Б. Если /+ (я) £ Ех (<7+) (или /“ (я) £ £։ (0՜) и /~(оо)—= 
— 0), то справедлива формула Коши

Теорема В. Если / (я) £ £։ (С+), то имеет место теорема 
Коши:

У/(0 4/^=0. (1.7)

г
Следствие 1.1. Если/(я)££р(6+) и (я) £ (С*՜), ме 1 <

< р < °° и 1/р + 1/у = 1, то

рЮг(*)л=о. (1.8)

г
Доказательство. Достаточно заметить, что в силу теоремы 

А и неравенства Гельдера /(я) а (я)£, £ (7+) и воспользоваться теоре
мой В.

Убедимся также в справедливости следующего утверждения, ко
торым воспользуемся в дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть функция / (я) ££(6՜) /(оо) = 0 и

= Н>«пах(к]:^Г], (1.9)
/=1 X

— ее тейлоровское разложение в окрестности точки х = оо. Тогда 
для любого целого л^-0 будем иметь՛- 
3-55
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J f(t)tk dt = 0 (к - О, --. Л —1-)■**€.- о (i-1,—, п). (1Л0)

Доказательство. Убедимся, что если tnax [|/|, f (- Г), 
то справедливы равенства

J f(t)t*dt~ J/(?)?^(Jt = o,i,2,-.-)- (1.11)

г |г|-я.
С этой целью обозначим через Сц, образ окружности |л| = Ro при 
отображении w = Ф (z) и предположим, что числа R > 1 таковы, что 
окружность |w| = R лежит в области, ограниченной кривой Cif, и еди
ничной окружностью |ш| = 1. Тогда, поскольку функция z = ф (w) го
ломорфна при |н>|>1 и непрерывна при |w|i>l, а ввиду (1,2)

F (w) = /(ф (ш)) ф' (w) $ ЯГ, (1.12)

то ко теореме Коши будем иметь

j>(w)[f(w)]‘dw= J F(w)^(®)]‘rfwU = 0, 1.2,- -). (1.13)

с*. |»|-л

С другой стороны, F (ш)£ЯГ> так что в силу теоремы Ф. Рисса 
(см., напр., [20], с. 390)<

X
lim f |Г(Яе'е) - F(e")| d* 0.
/?—i J 

— <

Отсюда с учетом непрерывности функции г = ф (ш) получаем

Пт jF(/?e'») [ф (Яс'«)]* Re1» Г(е'°) [ ^(е1»)] * е,а

или, что то же самое

л” J f F(a>) [Ф (ш))*Ло (к — 0, 1, 2,-• • ).

|w|—|w|el

Следовательно, в силу (1.13) справедливы равенства

(*Г(ш)[ф(ю)]‘</ш= J /г(«»)[ф (w)] * dw (к = 0, 1,2,..-).

4R, !•!-

Переходя в этих равенствах к переменной # = ф(։Ь)и учитывая (1.12) 
получим (1.11).

Теперь заметим, что ряд (1.9) равномерно сходится на окруж
ности |z| = Ro, и поэтому
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| /(0**^= £ cj f = 

VI-/?. Ifl-ff,
«

iC/Ro~J+1 Je'<*"/+1)<>dÖ = 2i4-cJH.1(i-0, 1, 2, - ). 

—Я
Учитывая также (1.11)» отсюда получаем требуемое утверждение 
(1.10).

Следствие 1.2. Если f(z)^Ep{G ), /(оо) = 0 и g (z)£ 
£Е9 (G՜), g(“>) - 0, где 1 < р < оо, 1/р 4- 1/g = 1, то

[7(0 g(0 dt=O. 

r
Доказательство. Из теоремы А и неравенства Гельдера 

следует, что / (z) g (z) £ Et (GT), а в силу равенств f (») = 0, g(<x>) =0 
в окрестности точки z=oo будем иметь разложение

/(«)#(*) = X -у՜ ' 
у—2 zz

Отсюда на основании леммы 1.1 получаем (1.14).
1.3. (а). Пусть {xJ}]aG4’(x = со, либо х =■ 1,2, •••) — проиаволь- 

иаа последовательность, причем если хж=оо, то

ÊO-|x №)!)<«. (1.15)

Пусть

В.)-П
*-J 1 —х^)х(з) Х^

(пелагаем |Х (х+)[/Х (Х> )= — 1 при X (Л* ) = 0). ] Поскольку функция 
X (г) непрерывна в замкнутой области G+ и отображает ее взаимно
однозначно на круг |w|<l, причем |X(f)| = l при fÇT (см., напр., 
[20], с. 46), то в силу известных свойств произведения Бляшке

B(w)= п (w=X(z), a»=X(tf))
а=1 1 ֊ a*w ak

(см., напр., [22], с. 81) можем утверждать следующее. Если — 
совокупность предельных точек последовательности {X*Jj, то функ
ция В+ (z; х) голоморфна в G+, непрерывна в G*/d[k4 JÏ, последова
тельность ее нулей в G+/d(À4|î совпадает с последовательностью 
[X*}ï и

1В+ (>, Х)| < 1 (z 6 G+), |В+ (z, х)| = 1 (z Ç Г п. в.). (1.17)

Функцию В+ (z, *) будем называть произведением Бляшке для об
ласти G+ с нулями {tf}ï.
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Теперь для любой функции / (z) (: ЕР (G+), f(z) Ф 0, обозначим 
через В/ (г) произведение Бляшке для области G , нули которого 
совпадают с нулями / (z) в G+ (если f (z) 0 в G , то полагаем
В/ (z) S5 1). Тогда из известных свойств единственности и фактори
зации пространств Харди НР (см., напр., [22]» гл. II) и из (1.1) вы
текает следующая

Теорема Г,. Для всех р € (О, °°) справедливы следующие 
утверждения',

1°. Если (X* )iс G+ (х = либо х= 1, 2,-),то для сущест
вования нетривиальной, функции /(z) — Ер (G ), обращающейся в нуль 
на последовательности необходимо и достаточно, чтобы бы՜ 
ло х со, либо х = оо ц выполнено условие (1.15).

2°. Если f(z)£Ep(G+), f(z) ± 0, то функция g (z) = f (г)/В}(г) 
принадлежит EP(G+) и

J 1/(01рИ = J I? (ОГ И- (1.18)

(б) Пусть теперь {Х*}]с(7 (х — ос, либо х = 1, 2,•••) —произ
вольная последовательность, для которой при х <=■ оо

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Ё (1 -|Ф(М"1ХПО-

Пусть

.х1 =п ф(х*)-ф^) 1фХ)1 
*.» ։-Ф(1Г)ф(з) ф(лг)

(при КГ = оо, тогда Ф (Х7) = со, полагаем

ф (Ха՜) - ф (г) |ф (ХГ)| _ 1 \
(1 —Ф(л*)Ф(г) Ф().Г) Ф(г)/'

Рассуждая как в предыдущем пункте, можем утверждать следующее. 
Если д (Х*՜)] — совокупность предельных точек последовательности 
{ХГ)ь то функция В՜ (г; х) голоморфна в С՜, вевдрерывна в 6Г/д[ХГ)?, 
последовательность ее нулей в С /д|Х* )| совпадает с последователь
ностью [ХГ)1 и

I#՜(*> *)1 -С1 (֊ С 6 )> 1^ (-; *)1 = 1 («6 Г п. в.). (1.22)
Функцию В՜ (г; х) будем называть произведением Бляшке для обла
сти (Г՜ с нулями |ХГ)1.

Если / (г) (; Ер (G~)։ / (г) Ф 0, то через В/ (г) будем обозначать 
произведение Бляшке для области G , нули которого совпадают с 
нулями /(г) в С (если /(г) =/=0 в С , то будем полагать 5/(с)=1). 
Тогда вновь из свойств пространств Харди и (1.2) сразу вытекает 
следующий аналог теоремы Г։.
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Теорема Г։. Для всех р£{0, <х) справедливы следующие 
утверждения’.

1’. Если {Л*)1С<7 (х=оо, либо х=1, 2,--), то для существо-' 
вания нетривиальной функции / (Т) Ер {(л~), обращающейся в нуль 
на последовательности р* )ь необходимо и достаточно, чтобы бы
ло х<^ оо, либо х = оо и выполнено условие (1.19).

2°. Если /(з) £ Ер((л՜), / (г) ■-# 0, то функция «(х)=/(з)/ 
/В/ (г) принадлежит Ер(С~)и

| |/(0Л<й| = ||я(01'1< (1.23>

Г Г

§ 2. Дальнейшие свойства классов Ер

2.1. (а) Известно, что функции классов Ер {С] однозначно опре
деляются по своим граничным функциям (см., напр., [20]. с. 413), 
Учитывая этот факт, в пространствах Ер ((7+) и Ер (С՜) (1֊<р<^со)- 
введем норму по формуле

I/; г1 = (] 1/(01'И)’*. (2.1>

г
Тогда из известного результата о полноте пространств Харди (см.,, 
напр., [22], гл. II) и из определений (1.1) и (1.2) пространств ^(С1)- 
непосредственно вытекает следующее утверждение.

Лемма 2.1. При всех р(1^.р<^°о) классы Ер(С+) и Ер (С՜} 
с нормой (2.1) являются банаховыми пространствами.

Отсюда ясно, что классы 2Г։(С+) и Еу (0՜) являются гильбер
тов ыми пространствами со скалярным произведением

(Ля)= |'/(07(0К (2.2>

г

(б) . Теперь обозначим через р (г; Г) расстояние от точки 
до Г:

Р (г; Г) = ппп (|г — (|: /£ Г}. (2.3>

Лемма 2.2. Пусть 1-<р<^оо. Тогда:
1’. Если / (г) £ Ер (С*՜), то

|/(г)| < И; а {2кр (,; Г)}՜”', г £ в+. {2.4)

2°. Если / (г) £ Ер (С՜), то

//(г)|<|/; ГЬ{2*р(г; Г)/|Ф (х)|]-’Л (2.5)

Доказательство. 1П. Если /(г) £ Ер ((?+) и / (г) зё 0 (случай 
/(?) = 0 тривиален), то в силу теоремы Г, функция Я (г) = /(2)/В/"(х) 
принадлежит классу £^,((7՜*՜), не имеет нулей в области С+ и Г|р=
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— [/; Г|р. Поэтому в силу теоремы А ’функция F(z) = [g(«)]* при
надлежит классу £։(G+), причем JF; Г|. = Пр- Значит в силу тео
ремы Б

F (г) = — Г —— dt, z£ G+,
2 кг J t — z 

г
и переходя ■ модулям будем иметь

|F(z)||F; п. (2«Р (-₽; Г)Г։. z€g+-

Возвращаясь к функции / (г), отсюда получим (2-4).
2°. Предположим теперь, что /(z(€Fp(G ) и f(z) ^0. Тогда в 

силу теоремы Г։ функция g (z) = / (z)/-ß/ (г) принадлежит классу 
Fp(G-). не имеет нулей в области G и Jg; Пр — [/; Пр- Значит в си
лу теоремы А [# (z)]₽6 F։ (G՜). С другой стороны, функция Ф (z) 
имеет в точке z = <х> простой полюс и удовлетворяет следующим 
условиям:

|Ф (z)||> 1 (ж € G-), |Ф (01 - 1 (t € Г). (2.6)
Поэтому вновь в силу теоремы А [#(г)]₽/® (г) С Fi (G~), причем в 
точке z = оо эта функция обращается в нуль. Следовательно, в сялу 
теоремы Б

(ä__l f kiomto д, ,e<r>
Ф (։) 2 J f -» ’ ' ’

Г 
к поэтому

WWWWKkJ n;{2«p(z; Г)}՜1. z6G՜.

Отсюда, переходя к функции /fz), после простых вычислений полу* 
ним (2.5).

Следствие 2.1. Пусть 1 < р < оо и {fk(z)}T<^Ep(G¥) соот
ветственно {/л(ж))ГcEp(G՜). Если эта последовательность схо
дится по норме J-; Г|р к функции f(t), то f(t) является гранич
ной функцией представитиля f (z) £ Ер (G*) (соответственно / (z)£ 
££p(G՜)), и эта последовательность сходится к f (z) равномерно 
внутри G՜1՜ (соответственно внутри G՜).

Это утверждение вытекает непосредствнвво из леммы 2.1 и 
оценок (2.4) и (2.5), примененных к разности fk(z) —f (z).

2.2. (а). Пусть/(/)£/.! (Г). Рассмотрим интегралы типа Коши

А'± (։; /) = ± ± Щ Л, G+. (2։7)
2xj ,1 f —X

г

Известно, что почти всюду на Г существуют некасательные гранич
ные значения К (t; Г) и К (I; f) соответственно ■ изнутри G± и G~ 
(см. [23]). Отсюда в силу известных результатов И- И. Привалова 
(см., напр., [19], с. 183—194) вытекает существование сингулярного 
интеграла Коши
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(5г/)(Г)ж.11п1 — Г J-®- <Г., fern, в, (2.8)
Н> я/ J С — t

1€Г, |/—:| >.

и справедливость формул Сохоцкого—Племеля п. в. на Г:

К* (t; f) - (Prf) (0, где Р? = ֊ (/ ± •$•), (2.9)

а / — единичный оператор. Имеет место также следующий важный 
результат (см. [14]).

Теорема Д. Если 1 р °о, то оценка

J I(5r/) « |Л| < С j I/ (ОГ |Л| (2.10)

г г
с константой. С(^>0), не зависящей от f (/), имеет место тогда 
и только тогда, когда Г — карлесоновская кривая.

(б) Докажем две леммы, которыми воспользуемся в дальнейшей..
Лемма 2.3. Пусть 1 < р < со, Г — карлесоновская кривая и 

f (f) е L, (Г). Тогда К* (а; /) (; £,(£*) и

f(t) = K+(t; f) 4֊ К՜, (t; Д/еГ п. в. (2.11)

Доказательство. Сначала заметны, что если g(t)£Lq[V),. 
где 1/р 4- 1/< — 1, то из тождества

äSLI dt = о (с е G+ U G՜, С * «>)

в силу (2.9) вытекает g(f)™0, п. в. Следовательно, в силу 
теоремы Хана —Банаха система функций

(^(<) = (/-Q-’:C6G+uG-, С у- оо) (2.12)

полна н пространстве £Р(Г). С другой стороны, опираясь на теоре
му А, можем утверждать, что

{Qc(x):C6G7{*}}c^(G+) {Q<(z):CeG+}aEp(G՜), (2.13)

и поскольку Qc (оо) =0, то в силу (1.5) и теоремы Б будем иметь

C^G^/(cc)=> & (*-, Qc) = Qc (ж). 2eG+, 

К՜ (г, Qc) = 0, z£G՜;
(2.14)

K+(z-, Qc) = 0, z^G+,

Е (z; Qc) = Q; (z), z(-G .
(2.15).

Теперь заметим, что поскольку система (2.12) полна в Ьр (Г), то> 
для некоторой последовательности . {/■*(/)!” линейных комбинаций 
функций системы (2.12) выполняется равенство

lim |/ (0 — Fn (t)\P dt\ = 0.
Г



488 К. Г. Казарян. В. М. Мартиросян 

Отсюда с учетом ограниченности операторов Рг и Рг в Ьр (Г) (это 
вытекает из теоремы Д и определения (2.9) указанных операторов) 
получаем

Ит [ ((; /)- & (Ц №1 = 0. (2.16)

Г

Но поскольку из (2.13), (2.14) и (2.15) следует, что К (<, /•*) суть 
граничные функции представителей из Ер (О ), то из (2.16) и след
ствия 2.1 вытекают включения А՜՜ (։; /) £ Ер (С*). Равенство (2.11) не
посредственно следует из формул Сохоцкого Племеля (2.9).

Лемма 2.4. Пусть I < р < ^>. Г — карлесоновская кривая и 
/(<)€£р(Г). Тогда У (С является граничной функцией представи
теля из Ер (0+) (соответственно представителя из Ер (С՜), обра
щающегося в нуль при х = оо) тогда и только тогда, когда

С /-Ш- сП = 0, х£О~ (соответственно х^С+). (2.17)
и <— г Г

Доказательство. Если/(£)—граничная функция представителя 
класса Ер (6+) (соответственно представителя класса Ер (С ), обращаю
щегося в нуль при е=со), то из (1.5) и теоремы Б следует (2.17). 
Обратно, предположим, что выполнены условия (2.17). Тогда К* (г; /)=0, 
*€СТ. а в силу леммы 2.3 К1 (с; /)6£р(С+), причем ясно, что 
Л՜ (°°> /) “ 0- Поэтому ЛГ* (^ /) =/(0 почти всюду на Г (см. 2.11).

(в) В заключение этого параграфа установим вид линейного 
функционала из пространства (ЕР(О+))*, сопряженного к ЕР(С+).

Лемма 2.5. Пусть 1<Ср<С°°> Г— карлесоновская кривая. 
Тогда для любого функционала Г* £.(ЕР (СТ1՜))* существует един
ственная функция ^“ («) < ^~ (°°) = 0 (1/р4֊1/д=1) та
кая, что

= ]7(0 8՜ (!) М, /(г)^Ер (в+). (2.18)

Г

При втогг справедливы оценки

М + <8?՜; а , (2.19)
<£р(О+))» (Ер(О+))> '

с константой В О 0), не зависящей от Р*. Обратно, если у՜ £ 
^Еч (О ), % (<х>) = 0, то формулой (2.18) задается функционал 
Г^(ЕР(С+)У.

Доказательство. Пусть £* £ (Ер (С*))*. Продолжим этот 
функционал с сохранением нормы на все пространство £Р(Г). Тогда 
из общего вида ограниченного линейного функционала над ТР(Г) сле
дует существование функции у (/):
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8 (0 6 (Г), И*1 . = Г|?, (2.20>

для которой

/~ (/)=У / Ю : (/) <н, / (*) € Ер (б+) (2,21)

г
(см., напр., [24], с. 310). Положив

/*(*) = ** (х; 8), ^б±),

в силу леммы 2.3 будем иметь:#* (г)(^Ер (б~),
8 (I) = 5+ (0 + 8՜ (4, *£Г п. в., (2.22)

причем 8՜ (т) — 0- Кроме того, в силу формул Сохоцкого—Пиемеля 
(2.9) и теоремы Д верпа оценка

к՜ П, -е в*. Г|„ _ в|гч ■ ■ • (2.23).
(° ))

с константой В(2>0), не зависящей от #(/), а значит, и от Г*. Та
ким образом, из (2.22) и (2.21) в силу следствия 1.1 Гвитекает пред
ставление (2.18), а из (2.23) — цравая из оценок (2.19). Левая из этих 
оценок — следствие неравенства Гельдера. .Заметим также, что опять 
же в силу неравенства Гельдера справедлива обратная часть леммы.

Нам осталось доказать, что.'по заданному финкциопалу 
6(^(С+))* соответствующая функция § (г)^Ед(С ), удовлетво
ряющая условию 8~ (со)=0, определяется однозначно.

Предположим, что #7 (2) ^.Еч (С՜), 8и՜ (оо) = 0 и

У /(О 8о (0 Л = 0, V/ (х) е ЁР (б+). (2.24)

Г

Тогда, поскольку при фиксированном функция (2; (г) =
•= (С — я)՜' принадлежит классу ЕР(С+) (см. (2.13)), то из (2.24), в- 
частности, следует тождество

[ Л = о
Л 
г

Отсюда на основании (1.5) и теоремы Б заключаем, что #7 (С) = ® 
4 £ б՜, а это доказывает единственность представления (2.18).

§ 3. Некоторые свойства функции Фабера—Джрбашяиа

3.1. (а) Пусть вновь б+ — конечная область, ограниченная замк
нутой спрямляемой жордановой кривой Г. Пусть (хя)~аС —произ
вольная последовательность, (МУ (г)]о" (1 ■< р 00) — система функ
ций Фабера—Джрбашяна, порожденная континуумом Г и последова
тельностью (гя|о- Заметим, что функции Л/1Н/” (2) непрерывны в жамк
нутой области О*, и поэтому в силу теоремы А
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{М™ (z))^EP (СГ), 1 < Р < (3.1)

Докажем следующее предложение.
Лемма 3.1. Для функции системы {Мпр (2)Jo (l^P*^00) 

имеют тесто следующие формулы представления
а) при z£ G*

j^ip) = _L_ J У" 1ФМ dt (и — 0, 1, 2, • • •); (3.2)

6) при Z^G

М?”(z) - <р„[г (z)][Ф'(z)]1" = 2^. j ^[ф.ОЩ.фТО!։р м 
г

(п«= 0, 1, 2,• • •). (3.3)
Доказательство. Сначала заметим, что поскольку 

w == ф (ф (w)), |w| > 1, то

Ф' (| (ю)) ф' («») = 1> 1®| > 1» 
и поэтому

ф' (ф (»)) ф

Значит согласно (1.2) Ф' (z)^Et (G~), так что согласно теореме А 

sup | J |Ф' (2)1 И 

во՜

Теперь обозначим через jt первый из номеров j, для которых в об
ласти (j~]GY не содержится точек z — X* (0 < к < л). Тогда функция 
Тя [Ф (z)] будет непрерывна в замкнутой области СГ'/Сд, и в Хейлу 
(3.4) будет выполнена оценка

1՜ [ф (2)] [ф' (2)]IZT \dz\} < со. (3.5)

вау

Что касается функции ЛГ11'Д) (z), то она голоморфна в области G /GJ,, 
так что

/> л I f |M"nw (г)։Р |л|} <00• м 

BGJ

С другой стороны, функция

(z) = Тп [Ф (х)] [Ф' (г)]’* _ M(.w (Z) (3.7)

голоморфна в области G՜, и поэтому ввиду (1.3)

ао7

Sup 
/>л
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Сопоставив эту оценку с (3.5) и (3.6), будем иметь

։ир | (2)\р \дг\ | < оо.

30՜

Следовательно, в силу теоремы А
№'Р' (г) = ?Л [Ф (г)] [Ф' (г)]’"- М™ (г)}»' <= Ер (СТ), (3.8)

причем нетрудно убедиться, что
Я™ (00) = О (л = О, 1, 2,- • •). (3.9)

Отсюда на основании (1.5) и теоремы Б получаем при г£С՜
И'“' (г) - т,.[ф (,)] [Ф' (2)1’"’ _

> Ст.[ф«)1|ф-(0)№-М'"”(0х,(„ = о, 1,2...(3.10> 
2 тсд и ( — г

г

а при г £ С+

Д = Д Г ?»[*(>)][*'«)]■* л („ = о. ։, 2....). (ЗЛ1)
2 кг.) / —г 2 к/ 3 / — г

г г

Кроме того, ввиду (3.1) из теоремы Б вытекает, что

— ( (п = 0> 1,2,...). (3.12)
1 — г ] о, г^С՜, 

Г

Наконец, сопоставив (3.11) и (3.12). приходим к представлению (3.2), 
а из (3.10) и (3.12) следует представление (3.3). Лемма доказана.

Отметим, чтов работе М. М. Джрбашяна [3] другим способом 
были установлены представления вида (3.2) н (3.3) для .функций си
стемы (Л/У' (г)]о" (0 < а < 1) при следующем условии:

]՜ |ф' («)|'|<Ы < «. (3.13>

г

(б) Перейдем к вопросу разложения функций системы (Л/?’(~)]о’ 
(0-^ а < 1) в сумму простых дробей. С этой целью введем необходи
мые обозначения.

Пусть Со, Сл(Л)—отличные друг от друга числа из кото
рых составлена последовательность {х^. При этом, если последова
тельность содержит со, то условимся полагать С0=со. Обозна
чим через к](п) (1 < к) (п) < п + 1)—кратность появления числа С/ в. 
последовательности .

Теперь заметим, что при Су^со функция

С1'’(г) = 'Рп|Ф(^] [Ф'(г)Г (3.14)
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имеет в точке г = С/ полюс кратности к) (п), а при Со 00 эта функ
ция имеет в бесконечно удаленной точке полюс кратности ^о(п) 
Поэтому можем утверждать следующее:

1) если С; эо, то в некоторой окрестности \г С/| (0
оо) точка г=С/ справедливо представление

<й"(г> - *'£' л .«■ <з-15)
Г-1 (« — <•/)

тде функция յ г (г) голоморфна при |г С^| < ?)у, а С^Цп, у) комп
лексные числа, определяемые из равенств

С?’ (Л. п-------!----  -4^7 <г - <*’ « ■ <ЗЛ6>
(^у(л)-г)! У-Ч

причем
Ci” (л; j) ¥= 0 при г = к, (л); (3.17)

2) если Со= «>, то в некоторой окрестности \z\ > т; (0«^т)<^оо) 
бесконечно удаленной точки справедливо представление

GZ И = *’ £՜ ՝<№ (п) + g„։ г (z), (3.18)

тде функция ga г (z) голоморфна при |z|>■»), gn ж(оо) = 0, а (п) — 
комплексные числа, определяемые из равенств

4Л,)(п\ =________________ _________  • я*՛ Ю—* Gi”( М ig\
‘ 1 1 (к0(п) — г — 1)! \w/U-o’

причем
(л) 0 при г=%о(п) — 1. (3.20)

Из сказанного иа основании определения функции Afi” (z) полу
чаем следующее предложение.

Лемма 3.2. При всех значениях параметра s(0 s 1) спра
ведливы следующие утверждения՛.

1°. Если все z»(0<i^n) конечны, то
Ь(п) *,(я) pW, п

(3-24J = о г = 1 (Z — Су)
2°. Если среди членов последовательности |zj՞ есть бесконеч

но удаленная точка, то
Г., *(»)*,(«) хМЛ, .

М{а\2)^ ^(П)гг (3.22)
/■-о Л11 г^х (г — Су/

При этом участвующие в представлениях (3.21) и (3.22) коэффи
циенты определяются из равенств (3.16) и (3.19) и. справедливы соот
ношения (3.17) и (3.20).

Опираясь па представления (3.21), (3.22) и рассуждения по ин
дукции, приходим к следующему утверждению, которое нам понадо
бится в дальнейшем.
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Следствие 3.1. Пусть 0 < 5 < 1 и (Г), а тп — крат
ность появления числа *я в последовательности (Хл)“. Тогда для 
выполнения равенств

( я (/) (О Л = 0 (п = 0, 1,2,.) (3.23)

.необходимо и достаточно, чтобы одновременно имели место ра
венства

( сН = О (при хп =# г=1,—, т.), (3.24)
3 (*-*») 
г

| ^</)/Л=б(г = 0,-.-,тл.-1), (3.25)
;г

если <х> входит в (хя)о и кратностью т„, >• 1.
3.2. Теперь рассмотрим вопрос о минимальности системы 

,{Л1д(х)]“ в ЕР(С+). Но сначала напомним, гчто если X — банахово 
лространство, а X* — его сопряженное пространство, то системы 
(хД֊ ^Х и называются биортонормированными, если

(«. т = 0, 1,2,...).

При этом система [х*|, называется биортогональным дополнением си
стемы |х„]՜. Система (хя}^ называется минимальной в X, если нм 
один элемент х» нельзя, аппроксимировать в топологии X линейными 
комбинациями остальных элементов системы. Как ^известно, система 
{ха)о имеет хотя бы одно биортогональное дополнение тогда и толь
ко тогда, когда она минимальна (см., напр., [25]).

Теперь рассмотрим систему функции (х)[Г, 1<\Р*Сво» где 

*<п” (х)- МФ (X)]-1) [Ф (х)]-’ [Ф' (х)]1", х 6 (Г (3.26) 

(полагаем 1/р + 1/<? — 1, фл(те) = <р„(те)) и докажем следующую 
лемму.

Лемма 3.3. При всех р(1<^р<^ос)

{X?"' (г)).’ 6 Ер(О~). = 0 (л = 0,1,2, -.), (3.27)

и системы функций {Л/Г/Р) (х))о* и (х))0՜ биортогональны на Г 
в следующем смысле:

1՝ ^’(ОХ^’юл-^ят (и, ТП ---0, 1, 2,.. ). (3.28)
2 кг л

Г

Доказательство. В процессе доказательства леммы 3.1 мы 
убедились в принадлежности Ф' (х) классу (С՜), откуда следует
включение [Ф'(с)]1/’££?((7՜՜). Отсюда и из того, что функция

* ([Ф(г)]՜1) [ФСЗ]՜1
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голоморфна и ограничена в О ив точке 2 = со обращается в нуль 
вытекает (3.27).

Далее, из (3.8), (3.9) и (3.27) с учетом теоремы А получаем, 
что функция (г) (г) принадлежит классу £։ ((7՜) и имеет в
точке 2 = со нуль, по крайней мере, второго поряДка. Поэтому в си
лу леммы 1.1 справедливы равенства

| М1р) (0 (О Й = 0 (в, тМ, 1, 2,- • •) 

Г

или, что то же самсе

П{М,/Р,(О -Чп [Ф][Ф'(')]’*) х!1"”(0Л=0(п, т=0, 1, 2,...).

Г (3.29)

С другой стороны, имеем: Ф(1) — е и [Ф О)] =Ф(0 на ՛ > и поэто 
му в силу (0.2)

[ <рл[ф(О][ф'(оГ/1/р,(ол =
г

= рря[Ф (/)] 9/п [ф (*)] [ф' (С/Ф (()] Л = 

г
“ У ®Л (ш) <?т (о>) =2 14 0лт (п, 7П = 0, 1 2, • • •).

|в>| =1

Отсюда и из (3.29) вытекает (3.28). Лемма доказана.
Учитывая (3.1), на основании леммы 3.3 и леммы 2.5 можем ут

верждать следующее:
При всех значениях р(։<\Р<^<х>) система функций [Л/л/р)(2)]о 

минимальна в пространстве Ер (С+).

§ 4. О замыкании системы функций Фабера—Дж рбатпяия

1.1. (а) Пусть, как и раньше, (2я’0“с:С՜ — произвольная после
довательность. При условии

£ (1֊|Ф(2„)Г։)<<х (4.1)
п—и

обозначим через В՜(г) — произведение Бляшке для области С~ с 
нулями {2„)0” (см. п. 1.3 (б)):

В՜ (з) = п ф(2п) ~Ф(г) |ФМ 
Д.0 1 — ф (2Л) ф (г) Ф (2л) 

(при 2л=оо), тогда ф(гп)=со, полагаем

ф (г-) — Ф (г) |Ф (г„) _ 1 \ 
1— Ф(2„)Ф(2) Ф (г„) ~ ф (г)/

(4.2)

(43)
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Рассмотрим один подкласс класса Ер (С+).
Если выполнено условие (4.1) и 1 < р < оо, то через ЕР(П¥; 

{хя!о°) обозначим класс функций /(г), удовлетворяющих следующим 
условиям:

1) / (г) € ((Г*՜); 2) [ Л = 0, х 6 б'+. (4.4)

Г
Нетрудно убедиться, что в силу леммы 2.1 и равенства 

В~(()1 = 1, п. в., ЕР(СЛ)՝, {£л]о՜ )является замкнутым подпростран
ством пространства Ер Следовательно, справедливо следующее 
утверждение.

Лемма 4.1. Пусть 1<Ср’Ссо и выполнено условие (4Л). Тогда 
класс Ер(6+); (хя)о‘)с нормой]-; является банаховым пространст
вом, а при р — 1 класс ^(б^՜; |^«)о՛) со скалярным произведением 
(2.2) является гильбертовым пространством.

б) С последовательностью (хя)" ассоциируем систему функций 
Фабера—Джрбашяна (х) }о՜ и убедимся в справедливости сле
дующего утверждения.

Лемма 4.2. Пусть 1 < р оо и выполнено условие (4.1). Тогда

[М^ЮХсЕрЦ?; (хя|0"). (4.5)

Доказательство. Если число х = хя (гя ^ °°) входит в по
следовательность [хя)о « кратностью т„, то в этой точке функция 
В~ (г) имеет нуЛь кратности т.„ а функция М^1р} (г) — полюс крат
ности < та. С другой стороны, если оо входит в последовательность 
|х«)о с кратностью тпя,>1 (в силу (4.1) тя,4Соо), то функция В~(г) 
имеет в .точке г— оо нуль кратности т^ (см. 4.4)), а функция- 
Л^1/р) (х) — полюс кратности (к0 (п) — 1 т.и (см. лемму 3.2). Следо
вательно, функция Мп'р\2) В՜ (х) голоморфна в области 0՜ и обра 
щается в нуль в точке X — оо. Кроме того, в силу леммы 3.2 и оцен
ки |£՜ (х)/ -< 1, х£ О~, функция (х) В՜՜ (г) ограничена в области 
О՜. Значит в силу теоремы А будем иметь

\М!,ир} (XI В-(х)):с£р((Г), Л4<?/р;(св)В-(оо) = 0 (п > 0).

Отсюда на основании (1.5) и теоремы Б заключаем, что при любом 
п (и = 0, 1, 2,- • •) спраредливо тождестве

Г ^"я«)В-(0 м = о г(.0>.
J ։ — г 
Т

Учитывая также включение (3.1), получаем требуемое утверждение 
(4.5).

4.2. Напомним, что

(х))о с£р(С+), 1<р<оо (4.6)
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(см. (3.1)), и перейдем к вопросу описания замыкания лилейной обо
лочки (кратко: замыкания) системы \М?'Р> (з)1е при аппроксимации в 

топологии пространства Ер (С ).
Теорема 4.1. Пусть 1 <Р< м- V — карлесоновская кривая и 

|г,1)о сС~—произвольная последовательность. 1 огда
1°. Для полноты системы {М"1ру (г)|" в пространстве Ер (С+) 

необходимо и достаточно выполнения условия

£ (1 — |ф (д.) Г1) = 00 • (4.7)
Л—О

2°. Если система [Мп'Р) (г)}о неполное простран стае ЕР(С+)Г 
т. е.

£ (1 -|Ф(г.։)Г )< со, (4.1)
л—О ,

то ее замыкание в £р(С^) совпадает, с пространством Ер{& > 
(гя)о).

Доказательство. Сначала предположим, что выполнено 
условие (4.1). Вспомним включение (4.5) и докажем, что тогда систе
ма \Мп'р) (г)}՞ полна в пространстве Д, (6 Г; (£.,]о). В силу теоремы 
Хана—Банаха для этого достаточно доказать, что если Л*—ограни
ченный линейный функционал, заданный на пространстве ЕР(С+) и 
обращающийся в нуль на системе [Ми‘р} (г)}”> то /■* обращается в 
нуль на всех функциях пространства Ер (С ; [г„]”).

Пусть 1/р + 1/д = 1 и (г) £ Ед (С ), 8՜ (со) =0 — функция, по 
рождающая функционал Р9 (см. лемму 2.5). Тогда равенства

Г’(М1/’)(2)) = 0 (п-= 0,1,2,•••) . (4.8)

можно переписать следующим образом:

| М™р\1) 8- (0 л = 0 (п = 0,1, 2, • • •). (4.9}

Г

С учетом (1.5) отсюда на основании следствия 3.1 теоремы Би лем
мы 1.1 заключаем, что функциия (г) обращаются в нуль на после
довательности {2л|”. При этом, если со входит и последовательпость 
|?л)и с кратностью тпс) то функция 8 (г) имеет в точке г— со нуль 
кратности Ши, 1. Поэтому в силу теоремы Г\ функция 
/В (г) принадлежит классу Ед (С ) и обращается в нуль в точке 
г= со. С другой стороны, если / (г)^Ер(С\ (г,.)?), то в силу лем
мы 2.4 /■(/) В (() является граничной функцией представителя класса 
ЕР(С ), обращающегося в нуль в точке 2= со. Следовательно, про
изведение

/(0^"(0 = (/(0^“(Ои֊(Н/ГГ (0), п. в 
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является граничной функцией представителя класса Ei(G~), имеюще
го в точке z — co нуль, по крайней мере, второго порядка. Поэтому՜ 
в силу леммы 2.4 будем иметь

F* (/) = J/ (О Г (О dt = О, V/ (г) е Ер (G4՜; (2л)о’)։ 

г

так что при условии (4.1) система (z)}o полна в пространстве 
EP(G\ {z„}0").

Далее, заметим, что при условии (4.1) функция /։(я) = (я— Со)—\ 
Со£ G~/{zn}o, принадлежит пространству EP(G՝') но не принадлежит 
EP(G ; {z.,}J). Следовательно, условие (4.7) необходимо для полноты 
системы {Mn!p} (z)}? в пространстве Е-, (G+).

Наконец, предположим, что выполнено условие (4.7). Пусть функцио
нал Л* £ (Ер (Gr ))* обращается в пуль на функциях системы (z))o , 
а g~(z) С Е, (со) — 0—функция, порождающая функционал Е*
согласно лемме 2.5. Тогда в силу следствия 3.1, теоремы Б и леммы 
1.1 функция g~(z) обращается в нуль па последовательности {гл}" 
Отсюда на основании теоремы Га заключаем, что g~(z) = 0, z£G~, и 
поэтому /** —тривиальный функционал. Следовательно, в силу теоре
мы Хана—Банаха при условии (4.7) система {Zu« р) (я)}? полна в про
странстве Ep(G'r).

4.3. Предположим теперь, что 1 < р < со и последовательность 
(z„}“ удовлетворяет условию (4.1). Пусть f (z՝)^Ep(G+՝, {Хд}?). Тогда 
функция /(г) принадлежит пространству EP(G^), поэтому она голо
морфна в области G՜1՜. Кроме того, / (։) имеет некасательные гранич
ные значения (изнутри Gh) f (t) почти всюду на Г; это будем запи
сывать так:

. Ilm
G+^z^tf(z)=f(t), п. в. 

<
С другой стороны, в силу второго из условий (4.4) и леммы 2.4 
g(t) =■/(*) E~(t), п. в.—это граничная функция представителя. 
g (х) класса EP(G~), причем g(=o)=Q. Поэтому

lim
Gr^z- ts(^=f(t)E-(t), п. в.,

и поскольку |B-(Z)| = 1, п. в., то 
lim

б'՜ Э z ֊> t(g (г)1ВГ (։)} = f (/), f £ Г п. в.,

причем очевидно, что функция g(z)/B“(z) голоморфна в G՜. Таким 
образом, каждая функция f(z)^Ep(G+; Un}”) прииадлджит классу 
Ер (G ), допускает мероморфное псевдопродолжение f (z) в область G~ ՛ 
в том смысле, что
4-55
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ft_ Hm
-* t f(z)=f(t)= G~^z t f (*)• П. в., (4.10)

причем функция f(z)B~(z), x£G՜, принадлежит классу Ер((Г)и об
ращается в нуль при z = oo. Легко видеть, что, обратно, если функ
ция f (z) удовлетворяет указанным условиям, то она принадлежит 

, классу EP(G'; {z„}oe) (см. (1.5) и теорему Б). Следовательно, можно 
дать следующее эквивалентное определение класса EP(G ; {z„})o.

Определение 4.1. Пусть 1 < р < °° и Г - карлесоновская 
кривая, последовательность |x«)o ^G удовлетворяет условию 
(4.1). Тогда Ер(G+; {z„}?) — это класс функций f(z), определенных 
на множестве С/А (f), где А (f)^V — зависящее от f(z) множество 
нулевой лебеговой меры, и удовлетворяющих следующим условиям:

а) /(z)6£p(G+); б) /(z)B-(z)€£p(G^) “ /(°°) £"(“>) = 0,•
в) выполняются соотношения (4.10).

Отметим, что такие классы функций рассматривались впервые в 
работах [1—4].

Лемма 4.3. Пусть Х^Р^02՛ Г — карлесоновская кривая и 
.последовательность [z,)“cG' удовлетворяет условию (4.1). Пусть 
Ас G~—замыкание множества точек последовательности {zn}". 
Тогда

1°. Каждая функция f (z)£EP(G+; {z»}o) допускает аналити- 
■ чес ное продолжение в область С/&.

2°. Если последовательность {ft (*)}Гс£р (Gr; {хя}о ) сходится 
по норме |-; Г|р, то она сходится равномерно на любом компакте 
КсС/А.

Доказательство этого предложения опускаем, так как оно анало- 
. гично доказательству теоремы 3.4 из работы [26].

§ 5. Базисные разложения в ряды по системам 
Фабера—Д ж рбашяна

Сформулируем основной результат данной работы.
Теорема 5.1. Пусть 1^р<ос, Г—карлесоновская кривая

• и {*»}о CG — произвольная последовательность. Тогда:
1°. При условии

£ (1-|ф(<я)|-') = оо (5։1)
»—о

• система функций (Л/1 'р>(г)1о является базисом (при р =■ 2 — бази
сом Расса) пространства EP(G+), и любая Функция / (z)£Ep(G^) 
.разлагается в ряд

JM- S c„ (f) mW» (z) 
л—0

(5.2)
( М/) = — (7(0х£։/₽) (<)Л 
\ л, J
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сходящийся (при р — 2 безусловно) к / (е) по норме; [•; Г!„ и рав
номерно на любом компакте Кс.С*\

2՞. При условии

Ё (1-|ф(-л)Г1) < °° (5.3)
л=о

система функций /Ил/₽>(г)" является базисом (при р=2— бази
сом Расса) пространства ЕР(СГ; (гл]о*)/ и любая Функция /(г)Ь; 
^Ер(в+; (гг.]”) разлагается е ряд (5.2), ^сходящийся (при р = 2 
безусловно) к /(г) по норме Д-; Г]Р и равномерно на любом компакте 
КсеС/Л., где А—замыкание множества точек последовательности 
{^.

Доказательство. С каждой функцией #(0££р(Г) ассоции
руем ряд

1?(0~ Ё ся(/) МВД(0 /Сп(Я) = -1- С 8(1) 7^(()с11\ (5.4)-
л-0 X 2 7^1 J /

г
и определим последовательности линейных операторов (5* (г; #))о, 
положив

^(г;8)=^сп(8)М^(г). (5.5)
л—О

Докажем следующее утверждение.
Лемма 5.1. Пусть 1<Ср<^°° и Г — карлесоновская кривая.

Тогда для любой функции 8(() £ ЕР(Г) справедливы. оценки
|5*(С 3)> Г\Р<В\8; Г|р (£ = 0, 1, 2,-..), (5.6)

где константа В£>0) не зависит от к и 8(().

До к азате льство. Положим
/7(«’) = ^[т’(»)][9/(»)]։/р» = (5.7)՝

и заметим, что

!^(«)1 |Л»| = к; Пр. (5.8) .
1®!=։

Далее имеем

сМ=~. Г я (О Ф-([ф(0)) (Ф'(ОГ։/Р [Ф (/)])"1 Ф' (ОЛ«

г
1 р _____ 1 г ______

= -—. ։ 5(<») <р„ (ш) то՜’Ло — — Р(ю) <ря (то)|«/то|, 
2 14 յ 2 к

|о>1=1 1®|— ।

то есть

сл (й)=-<(5), где с*(Г)=^- [ ^(то) <рл (то) |</то[. (5.9) >
2 у
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Таким образом, в силу леммы 3.1

&<.;«)= — С | у;«: (Л |ф «и ~ • ««с+- 
2 и I Л-о 1 Г — ։

Отсюда на основании леммы 2.3 и теоремы Д заключаем, 

[зд ,): Г|,<>ч£ с;(Г)«ря[Ф(/)][Ф'(0]1/Р; г], 
л-о !р

где константа А (0) не зависит от к и g (!)• Однако 
|> 1'р

у с;(^)<рЛ[Ф(/)]|Ф/(п]1'р; п = 
.=0 Р

= Г X <(/Э ?-(«»)

что

-поэтому (5.Л) можно переписать в виде

|5. («; ^); Пр < Л ш; Г)|'

где

(5.10)

(5.П)

(5.12)

(5.13)

Теперь воспользуемся следующей формулой М. М. Джрбашяна [3] 
для представления ядра Коши: для любых значений ш и г

—1_ = £ да <Р. (х) + Д>^(«»Да+1(х) {к > 0)> (5 14)
1 — то г ■֊• 1 — а> г

■ где

А+։(х)- (5.15)
л=01 — я«։ ®л

Положив ал = 1/Ф(гя), из (5.14) получим при |ж| 1
2֊ [ о + Г МЕЙЩ
2п и 1 = = X 2« 1 1— ид

|»|-1 |®|-1

Отсюда в силу известного результата М. Рисса о проектировании из
/-р(|ш|“=1) в Нр (см., напр., [22], с. 117) приходим к оценке

|5* (ш; ^)|Р |4«Кс J |Г(то)|р |</ш|, (5.16)

|®|-1 |»|-1

где константа с(>0) не зависит от к и /■ (ш). Наконец, из (5.8), 
՛ (5.12) и (5.16) вытекает (5.6).

Нам понадобится еще одна лемма.
Лемма 5.2. Пусть Г — карлесоновсхая кривая. Если ц0, •••, р*

• (Л>0)—произвольные комплексные числа и
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&(*)==£ (5.17)
л=0

.то имеют место оценки

2 « X 1»Ч’ < |0*; ГН < В £ |Ив|\ (5.18)
л—и м—0

где константа 2?(>0) не зависит от |*Ц|•••, и*. 
Доказательство. Положим

Р, (») = (?*(<Ь(ш)] [•/(ш)[1/2, |то|=1, (5.19)

и заметим, что в силу (5.7)—(5.9) будем иметь

I |Р*(<в)|։|л»1—К»»; И’, (5.20)
։•!-։

= С*(РА) =\ Р*(ш)<ь,(ш).<йо| (п =~ 0,-•., к). (5.21)
2« и

Однако из ортонормированности системы {<pn(w)ô* (см. (0.2)) и нера
венства Бесселя следует, что

i Г ip*(w)?irfœi,

*• к J 
|«1=1

откуда на основании (5.20) и (5.21) получаем первую из оценок (5.18).
Далее заметим, что ввиду (5.5), (5.13), (5.21) и леммы 3.3

5.(*; Q*)-Q. (г), 5* (w; P*) = f ^f„(w), (5.22)
л—0

4L поскольку в силу равенства Парсеваля

— 1՜ |Р* («,),’ Ы’,
л к J я-։0

|»1-1

то в рассматриваемом случае из (5.12) и (5.16) получаем

|&(<; Q.); 
п =0

Отсюда и из (5.22) вытекает вторая из оценок (5.18). Лемма доказана. 
Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 5.1. Имеем: 
а) в силу теоремы 4-1 и леммы 3.3 при условии (5,1) система 

{Л#'1"” (*)}о~ полна и минимальна в пространстве EP(G+), а при усло
вии (5.3) эта система полна и минимальна в пространстве EP(G^- 
{»я՝“); б) в силу леммы 5.1 как при условии (5.1), так и при условии 
(5.3) выполняются оценки (5.6). Отсюда на основании известного ре
зультата о базисах и банаховых пространствах (см., напр., [25], с. 19) 
заключаем, что при условии (5.1) система (Л/л(ж) ]о* является бази- 
зисом пространства EP(G'՜), а при условии (5.3) эта система являет
ся базисом пространства EP(G+; {zn}Ô).
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С другой стороны, при р = 2 имеем следующее: а) при условии 
(5.1) система \М^т (*))? полна в гильбертовом пространстве £՜։((7*), 
а при условии (5.3) эта система полна в гильбертовом пространстве 
Et(G+; {гЛ}"); б) в силу леммы 5.2 как при условии (5.1), так и при 
условии (5.3) имеют место оценки (5.18). Отсюда на основании другого 
известного результата — о базисах Рисса в гильбертовых простран
ствах (см., яапр., [27]. с. 374) — получаем соответствующие утверж
дения о базисных свойствах системы {^,։> («)}”•

Из вышедоказанного и леммы 3.3 следует, что при условии (5.1) 
любая функция f{=) < £р (G+). в при условии (5.3) — любая функция 
/(х)££р(бч; {z„{o’)разлагается в ряд (5.2), сходящийся (при р = 2 
безусловно) к /(z) по норме 5'1 Г}р. Наконец, отсюда и нз следствия 
(2.1) и леммы 4.3 вытекают утверждения о природе сходимости ряда 
(5.2) соответственно па компактах Æc:G+(npH условии (5.1)) и на ком
пактах Кс. С’/Л (при условии (5.3)).
Институт иатсматмиж

АН Ариения Поступила I2.XU.1991

Կ, Հ. ՂազարյաէՀ Վ. Մ. Ս"արտ|ւրոսյան. ՖաբԼր—Ջրբաշյանի ոացիոնալ ֆունկցիաների 
նամակարրլերի բազիաոբյան նարցերց Վ. Ի. Ամիրնովի տարածություններում և ղրանց 
ենբատարաձուբյուննԼրում (ամփոփում)

Հիմնական արդյունքը կայանում է նրանում, որ եթհ Г-ն մորյյանյան կարլէւսոնյան կոր { 
1<Р<ОО. ապա Ֆարևր—Զրրաջյան/է ։սս111։։&ա1 ֆունկցիաների համակտրդք
հանդիսանում է րազիս (p = 2 դեպքում Ռիսի բաղիս) իր ւիակույթում LpfFJ մետրիկայում։

К. H. KAZARIAN, V, M. MARTIROSIAN. The problems of be.։ telly of tho 
Faber—Djrbashian's ral tonal functions systems tn the V. I, Srr.tr nev spaces 
and their subspaces (summary)

The main result is that if Г is the jordan's and rarleson's curve and if 
1-Հ/><օօ, the Faber—Djrbashian.o system of rational fanctions {(я)) J is thé 
basis (when p — 2 the Riosz basis) in his closure in £р(Г).
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УДК 515.168
А. В. КАРАБЕГОВ

ОБ ОДНОМ ОПЕРАТОРЕ НА ОДНОПОЛО С 1 I С Ь 
ГИПЕРБОЛОИДЕ НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ

Под однополостяым гиперболоидом над полем к мы понимаем 
подмножество А трехмерного пространства к3, заданное уравнением 

(в случае, когда к"** R, X—обычный однополостпый 
гиперболоид). Гиперболоид X является орбитой линейного действия в 
пространстве 1сл группы РСЦ2, к) проективных преобразований 
проективной прямой над полем к.

В настоящей работе мы описываем структуру некоторого опера
тора в пространстве комплекснозначных функций на гиперболоиде над 
конечным полем 1?ч нечеткой характеристики, инвариантного относи
тельно сдвигов на элементы группы РСЬ{2, Г9). Этот оператор по
строек по аналогии с оператором, возникающим в задаче квантования 
на одпополостном гиперболоиде над вещественным полем (см. [1]), 
структура которого описала в [2]. Спектр данного оператора описы
вается на языке Г-функций локальных полей (см. [3]).

1. Действие группы РС£(2, к) са гиперболоиде X

Пусть Ма1 (2, к) — пространство матриц второго порядка с 
элементами из поля к, О. (2, к) — группа обратимых матриц из М, А— 
ее центр, состоящий из скалярных матриц. Определим группу 

(2, к) = (72,(2, к)/Х. Элемент РСЦ2, к), представителем которо֊ 
го в группе 6/, (2, к) является матрица

/ а__ 6\
\ с (1 )

(выбираемая неоднозначно), мы будем обозначать
Г а 6 1
[с <7 I

Зададим правое (коятравариантное) действие СЬ (2, к) на М сопря
жением: для 8^ 02.(2, к), т^М g’• т — g~^ >ng. Поскольку центр X 
действует на М тривиально, то фактически на М действует группа 
б=/’б£(2, к). Поскольку сопряжение сохраняет след, группа С 
действует в подпространстве Мос.М матриц с нулевым следом. Это— 
трехмерное пространство над к, Зададим в нем.систему координат: 
тройке (х, д, ։)£7с3 поставим в соответствие матрицу

(*' (1>
\у — * — х /
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Поскольку сопряжение сохраняет определитель, а определитель мат
рицы (1) равен — (к3-г у1— Р), действие группы б в Л/о сохраняет 
квадратичную форму х։4- у3—я3.

Точки однополостного гиперболоида^—решения уравнения 
х’4-#։—г’=1—суть матрицы с нулевым следом и определителем, рав
ным— 1. Любая такая чэгрИца приводится сопряжением к виду

Г 0\ 
.0-1/ (2)

Таким образом, X является орбитой точки (2) под действием группы 
С. Стабилизатором этой точки является подгруппа А с С, состоящая 
из элементов б, представителями которых в б£(2, к) являются диа
гональные матрицы. Как правое однородное “пространство группы б, 
X изоморфен пространству левых смежных классов б по А : Л~Д\б. 
Далее мы отождествляем X и Д\б.

2. Проективные координаты на гиперболоиде X

Проективная прямая Р' вад полем к — это совокупность одно
мерных подпространств плоскости к3. Точка Р1, отвечающая подпро
странству, натянутому .на вектор (а, р) £ к3, задается проективной 
координатой (а : 0). Проективные координаты (а : £) и (у: 8) задают 
одну и ту же точку Р1, если а5 — р^-=0.

Пусть группа б/- (2, к) действует справа на к3:

СЦ2, к) 3 (а Ь ):(«,?)-*(«,₽) (в М -*(=□ + Рс, аб + М- 
\ е 4 / \ с а /

Это действие определяет проективное действие б на Р1:

6Э I ® Ь ]: (а : Ь) - (аа + рс : 4-ЭД.
[ с г! ]

Таким образом, С — РОЦ2, к)— это группа проективных преобразо
ваний проективной прямой над полем к.

Зададим эквивариантное вложение X «= Л\б в декартов квад
рат проективной прямой Р1:

7 8 .
Поскольку представители элементов б — невырожденные матрицы, 
имеем а8 — 8у =/= 0, откуда следует, что (а :₽)=/= (у : 8), то есть образом 
X является дополнение до диагонали декартова квадрата Р’ХР1. Со
ответствие (3) задает проективные координаты на X.

Как известно, на Р1 имеется проективный инвариант — двойное 
отношение четвертки точек. Пользуясь проективными координатами 
на X. определим с помощью двойного отношения функцию от двух 
перемннных на X, инвариантую относительно сгвигов на элементы G- 

.для х{ — ((«,:₽,), (у,: г — 1, 2, положим

-,х х V = (g-iV—Pilt)(»»8i - Pali) .
(«Л - ₽1Т1) («Л - РаТ»)
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3. Определение оператора /«

Пусть к =■ Fo — конечное поле нечетного порядка q, г. — мультип
ликативный характер поля F7 (т. е. гомоморфизм мультипликативной 
группы F, поля F^ в группу по умножению комплексных чисел, по 
модулю равных единице), такой, что i։* 1. Раз и навсегда условим
ся продолжать нетривиальный мультипликативный характер р нулем в. 
нуль поля F,, т. е. полагаем р(0)-0. Определим оператор /« в про
странстве комплекснозначных функций на гиперболоиде X над полем 
Fq следующей формулой:

У «(«(Л. 
9 it*

Поскольку ;(х, у) — инвариантная функция на X X X. оператор /«так
же инвариантен, т. е. перестановочен со сдвигами на элементы груп
пы G—PGL (2. FJ.

Нашей задачей является описание структуры и спектра операто
ра /«. Поскольку 1г. инвариантен, он сплетает с самим собой квазире- 
гулярное представление R группы G на X (представление в функциях 
на X сдвигами), поэтому изотропные компоненты представления R 
являются инвариантными подпространствами оператора /«(см. [4]).

В следующем пункте мы приведем список и конструкции непри
водимых унитарных представлений группы G. Эти ’результаты полу
чаются незначительной модификацией результатов из- [5] о представ
лениях группы 5£(2, Ff).

4. Неприводимые унитарные представления группы
G=PGL(2.Fq)

Порядок группы G равен <7 (д’— 1), а число ее классов сопряжен
ности — q 4֊ 2.

По каждому характеру ? мультипликативной группы FJ строит
ся представлени» основной серии Г, в комплекснозначных функциях 
/(«I ß) ОТ двух переменных на F?\|0|, однородных степени р*: для 
f£F?/Ua, fß)—7(/)/(“, ß). Действие группы G задается следующей 
формулой:

Т’р ( I ?) “/С®0 “Ь ßc< + ßrf) р (ad—Ьс).
\ I с d\J

Инвариантное эрмитово скалярное произведение таково:

</<./.>- Е /,(«» ß)ÄÖTßj՜
<«:₽)€ Р'

(суммирование производится по системе представителей точек /”).- 
Если характер р1 нетривиален, представление 7^ неприводимо. При 
этом два представления Тр и Tt- эквивалентны, если р' = р, либо если 
Р = Р- Таким образом, получаются (q — 3)/2 попарно неэквивалентных 
неприводимых представлений основной серии, размерность которых 
равна g + 1.
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Если же на Е^ ?*= 1, то либо р = 1, либо р = *0 — нетривиаль
ный характер второго порядка. В обоих случаях Т, разлагается в 
сумму одномерного представления Гр в константах и неприводимого 

у-мерного представления Гр в функциях с нулевым средним по Е’ \ 

[0] : 7, ~ Т1 3) Г|, Г„, = Т^фЛ,. Представление 71— единичное; 

представления Г, и Т*, неэквивалентны.
Помимо представлений основной серин, у группы С есть так на

зываемая «аналитическая,, серия неприводимых представлений, кото
рая строится с использованием квадратичного расширения поля Е^.

Пусть е — элемент поля Р9, не являющийся квадратом. Квадра
тичное растирание поля Е?, обозначаемое Е, (р^ё), — это совокуп
ность формальных сумм г “ х + V *у, где ж, у £ Е?, с очевидными 
оиерациями. Элемент х ֊ х— У~£у называется сопряженным к у °= х+ 
+ У~*у- Группа по умножению'I/, обракованная элементами 
такими, что хя=*1, имеет порядок у-р1.

Зафиксируем нетривиальны! аддитивный характер X поля Ее. По 
каждому характеру т группы и, такому, что т’^=1, и некоторым об
разом продолженному до мультипликативного характера поля Ев (р^в), 

-строится предтавлеяне 5, аналитической серии, реализуемое в функ
циях на Е’, : для />У=0и — Ьс

---------֊£ £
VI» ■*!/ Лл V ь }

* иО

Здесь I принимает значения из ЕпСР՜ *). При 6 — 0

&/Г с 0 I) /(«) —т(<//а)Х (са/а)/<с/и/о).

Инвариантное скалярное произведение задается формулой

</1. /а > — 2 Л (и) Л (а) ■ 
аер*

Представления 5- и 5-՛ эквивалентны, если ■։' = ■:, либо если V = т. 
Таким образом, получаются (<у— 1)/2 попарно неэквивалентных непри
водимых представлений аналитической серии размерности у—1.

Полный список неприводимых представлений группы С состоит 
из представлений

Г1', г;, Г„ 7\, ТИр’^1), 5,.

5. Разложение кваанрегулярного представления С на X

Поскольку квазнрегулярное представление R индуцировано с 
единичного представления подгруппы А, по теореме Фробениуса (см. 
[4]) кратность вхождения неприводимого представления Т группы С 
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в представление R равна числу линейно-независимых А-ин вариантных 
векторов в представлении Т. Непосредственно проверяется, что пред՜ 
ставление Л, не содержит Л-инвариантных векторов, представления 

Т\ (единичное), Т^, Тг (р3^ 1) и 5, содержат по одному, а 7\ — два 
Л-инвариантных вектора.

Укажем сразу же подпредставлеиия R, изоморфные Т\ и Г,. Ед и՜

ничное представление реализуется в константах, а представление Г1 
можно реализовать двумя различными способами; в функциях на X, 
зависящих только от первой или второй проективной координаты и 
имеющих нулевое среднее по всему X.

6. Описание структуры оператора Л

Изотропные компоненты представления R являются инвариант
ными подпространствами оператора /«. Поскольку при втом представ
ление 7\(р3^1) и £■: входят в разложение R однократно, из леммы 
Шура следует։ что оператор /< на втих подпредставлениях скалярен. 
Спектр оператора Л на них будет в дальнейшем вычислен явно, а 

сейчас покажем, что на подпредотавлениях R, изоморфных Ту и Ти 
оператор А действует тождественно (т- е. как единичный оператор).

Лемма 1. Пусть ? —нетривиальный мультипликативный Ха
рактер поля причем р(0) = 0. Тогда

Ер(х)=о.

Доказательство леммы очевидно. Отметим также, что формула р (х#) 
Н-рХх)р(!7).остается справедливой, когда аргументы обращаются в ноль.

Предложение 1. Функция /(х) на X, зависящая только от 
одной проективной координаты (скажем от первой), является соб
ственным вектором оператора 1Т. с собственным значением, рав
ным 1.

Доказательство. Запишем действие оператора /х па функцию / 
в проективных координатах:

А/((а,: т, : 3,)) = — У1 я ЛаЛ р|7») (аЛ—РаЪ)\ ,,, , о . 
Я (••։։>•)*т«:М '֊1а։°1 Р17)) (а։°а— Р։1։)'

(4)-

Мы считаем, что конкретные пары (аь р։) и (р, 8,) являются пред
ставителями соответствующих точек (а/ :0г) и (*/: 8^) проективной пря
мой. Условимся также для одной точки 73’ выбирать ровно один пред
ставитель. Тогда мы можем представить сумму в (4) в следующем 
виде:

у ( у _ / а1°2 — Р:Т>
Я («>:Л) ■(!>:<<> г (а>:р>) ' а։°1 Р։Т։

\\ /аЛ-р,Ъ 
// \а։81 — ?-П։ /<(а, :₽,)).

При (“а . ₽а) =т^= (яг: Р,) дробь (а։8,—р։7։)/(а։8։— Ра“а) принимает по од
ному разу все значения из Е?, поэтому, по лемме 1, сумма в скобках 
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равна нулю. Вклад во внешнюю сумму дает лишь слагаемое с (я։: ?։) = 
= (а, : р,), равное /«а,: ?,)).

Поскольку подпредстзвления R, изоморфные единичному н 7\, 
реализуются в функциях, зависящие только от одной проективной ко
ординаты, оператор /с действует на них тождественно.

7. Метод вычисления спектра оператора Л

Подпредставлеиия R, изоморфные 7\, 7\ (р’ 1) и 5:, однократ
ны, так что оператор А на этих подпредставлениях скалярен, и дос
таточно вычислить действие А хотя бы на одном векторе в каждом 
из них.

Пусть Т—неприводимое унитарное представление С в простран
стве V с эрмитовым скалярным произведением <^-, -^>, и — 
Л-инвариантный вектор. Эквивариантное вложение V в пространство 
функций на X задается формулой

«-*/»(*) = < Т’(^)«, ш>. (5)
Здесь % — произвольный предстгватель смежного класса х £ X = А \ С-

В каждом из представлений 1\„, Тг (р’^1 и 5- ровно один Л-ин- 
вариантный вектор. Пусть Г—любое из этих представлений, № 
ш—соответствующий Л-инвариантный вектор. Рассмотрим действие 
оператора 1К на образе вектора ш относительно вложения (5),/ш (х)= 

ш >. Поскольку /»/» = 0/», для . собственного значения 
б оператора А на подпредставлении R, изоморфном Г, то для опреде
ления 0 достаточно вычислить обе части равенства в точке х0 = 1(1 :0), 
(0:1))£ЛС отвечающей смежному классу единицы в Л\С (в этой 
точке/«.(х0)=»<^ш, ш отлично от нуля).

Из (7-инвариантности Е(х, у) следует, что функция ф(х)=? (хв, х) 
Л-инвариантна, поскольку Л—стабилизатор точки х0^Х. В силу 
Л-инвариантности вектора ш, функция /(х) Л-инвариинтна и потому 
в формуле

АА(х0) = — £ к(ф(х))/ш(х) (6)
Ч Ж**

под знаком суммы также стоит Л-инвариантная функция. Поэтому 
суммирование в формуле (6) вводится к суммированию по простран
ству орбит действия группы А аа. X, с учетом соответствующих крат
ностей. Приведем без доказательств список Л-орбит на X.

Для каждого с^О, 1 из линия уровня ф(х)=с (т. е. полный 
прообраз <|»"։ (с)с^Г) является Л-орбитой из д— 1 элемента с предста
вителем хе = ((с:с — 1), (1:1)). Для с = 1 линия уровня ՛(> (х) = 1 
разбивается на три орбиты — орбиту точки х0 из одного элемента и 
две из д— 1 элемента каждая, с представителями х' = ((1:0), (1:1))» 
и х' =(1:1), (0:1)). Случай с»=0 аналогичен случаю с—1, поскольку 
я (0) = 0, суммирование в формуле (6) по линии уровня с — 0 отсут
ствует. Окончательно, мы приходим к следующей формуле:
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/,/.(«.) = //.(,') +/«(*") + Е ’(с՝А(ж<)) + — /-(хо). (7)
4 \ с * о,։ ' Ч

8. Г-функции конечных поле!

Явные формулы для собственных значений оператора /. содер
жат так называемые Г-фуикцян поля Р(1 и его квадратичного расшире
ния Ро (К е).

Пусть X — нетривиальны! аддитивный характер поля Рв. Г-функ- 
ция поля Ро — это функция на множестве мультипликативных характе
ров поля Ро> веданная формулой

Г(«)= Е^(х)к(х).

Продолжим единичный мультипликативный характер нулем в нуль по
ля Р? и обозначим »то продолжение через

/ V ( 1. х =»*= 0 п. (х) — (՝ I 0, х = 0.

Тогда для любого мультипликативного характера к, продолженного 
на все Р?, справедливо соотношение ««=«,. Поскольку

ЕЭД-в
и Х(0)»=1, имеем Г(я։)" — 1.

Длв мультипликативных характеров р и х поля Р« определим 
В-функцмю*:

в(*> Р)— Е — ж).
.»♦0.1

Очевидно, что В-функция симметрична, т. е. В (к, р)=«=В(р, к).
Лемма 2. Пусть «— мультипликативный характер поля Р?, 

.тогда
в(к,7)=Л -"(“П. "¥■<«

17 — 2, к = к։.
Доказательство. Пусть х^=к։.

В (к, к) = у -х (х) к (1 — х) =» У к ---- 1 ) .
<♦0.1 л-$»,1 \ х /

Поскольку 1/х — 1 принимает по одному разу все значения, кроме О 
и —1, из леммы 1 следует что В (я, к) — —к(—]). Случай к = к։ 
очевиден.

Предложение 2. Пусть к, р—мультипликативные харак
теры ноля Г9. Имеет место формула

Г (я) Г (р) = Г (кр) В (п, р1 +(7 —1)н(—1) -

^дс 8», ~ — символ Кронекера.
В теория чисел функции Г и В над конечным полем называются соответствен, 

но суммами Гаусса и Якоби.
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Доказательство.

Г(«)Г(р)= S Х(х)я(х)£ /(у)р(у) - X Х(ж + у)к(х)р(р)- 
Хч<<» у , <1 X, у*#

Сделав замену переменных у — ху, получаем

Е Х(х(1 + р))я(х) р(ху) = £ Х(х(1 + ÿ))*(x)p(xÿ) +
X, /У-0 хт-и

у *0,1

+хЕ((’:(*)р(—*)•

В первом слагаемом сделаем замену х —» х/(1 + у) и введем обозначе
ние Х = 1/(х + у), а второе слагаемое вычислим с помощью леммы 1,- 
Получим

Е Х(х)я(х)р(х)- 2 я(')р(1 — '•) + (д' — 1)«(— 1) х
ХЛО X*U, 1 *• Р

Предложение доказано.
Из выражения для Г-функции легко՛ усмотреть, что Г (я) — 

=■*(— 1)Г(я), Сформулируем несколько следствий из предложения 2֊
Следствие 1. Пусть г. =/= р, тогда

В(к р) = ШП£).
Г (яр)

Следствие 2. Пусть я=/=я։, тогда |Г (я)}2 = у.
Докажем следствие 2. Поскольку

|Г(я)|’ = Г(я) ГТ9 = «(֊1)Г(«)Г(к>,

из предложения 2 получим |Г(я)։։ — q—1 — я(—1)В(к, я). Остается 
применять лемму 2.

Поскольку квадратичное расширение поля Fv — конечное поле' 
изоморфное Fe», Г-функция поля F,(K е) определяется аналогичным 

•бразом. Однако аддитивный харатер X поля Ff (]/ е) удобно выбрать 

согласованным с характером X : х (а) — х(х 4֊ г). Обозначим Г-функцию 
поля F,(K8J через Г,. Таким образом, для мультипликативного ха
рактера а поля FjfVs)

Г.(«)= S X(x4-7)0(z).

Отметим, что если а нетривиален, то (Г. (о)| «— q.
Предложение 3. Пусть в — мультипликативный, характер- 

no ля F^ (V*՜е), Р—его ограничение на F„ причем р , тогда

Г.(«) = Г(р). Е 
у։гг \ 2 /

Доказательство. Для t £ Fe (К*)* либо г^у И 6, где g^Vq.֊ 
либо х - х (1 + у V «). где х £ F^ , у Ç Ff.
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Г, (а) - 2 Х(х-|-г)а(х) = £ а{Ке)р(р)= £ X (2 х) р (х) а (I 4֊р К «). 
«егД/т)« ЛР* ^ег*

Первое слагаемое обращается в воль, в силу леммы 1. Остается про
извести во второй сумме замечу переменных х — х/2.

9. Спектр оператора /։ як п^едгтаплсяеяя огжэпной серин

Пусть р — нетривиальный мультипликативный характер поля Р,. 
В реализации представления Гр в р’-однородных функциях [на Р^\(0) 
Д-инвариантный вектор равен р (в?), причем если р =■= к0> то этот век

тор лежит в пространстве представления Тщ. Его 'образ в функциях 
на X, обозначаемый /Р, таков:

/Р ((“ = Р). (т : 8)) ” X Р К*7 + Р1)(*Р + Л/5)> Р ((«8~₽т) *д). (8)
<а:у)с₽։

Суммирование в (8) производится по семейству представителей точек 
Р1. Пользуясь тем, что р(0)"0, выражение для /р можно преобразо
вать к виду

Л((«:?Мт:։»- 2 р((”ЛГГ>а(?+!'*))- <’)(х:у)£/« \ (»о —₽1)хр /
-О~»

Делая в (9) вамену переменных 1 — х/у, получим окончательно

Л «.: И. (т=»))- 2 У ■
՝ («8-Рт)< /

Вычислим значения функции /Р на представителях Д-орбит на X, вхо
дящих в формулу (7). В точке хг=»((с:с— 1), 1 : 1))

А(*о)=- 2 °((2-1-1/0с-(1-1/ф.

В точке хв = ((1: 0, (0 :1)) /р (х0) =“^ — 1. В точке х՛ = ((1: 0), (1:1)) 
имеем

/₽(*')- £ рА-АЛ — 1.

Точно так же для х" = ((1:1), (0:1)) получаем /р(х")=—1.
Пользуясь формулой (7), выпишем выражение для собственного 

значения 0р оператора Л в представлении R оператора Т( при р=/=^в, 
и Г», при р = к0;

°р = ֊(-1+ £"(*)£ Р((2-/֊1/0с-(1֊1Ю) У (10) 
Я X с +од / + о /

Поскольку при е ■“ 1 сумма по I в (10) обращается в —1, слагаемое 
—1 в (10) можно включить в общую сумму:
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=֊ £*(*) £ 7((2-<֊1/0с֊(1-1/0). 
9 с+0 ։-,ч

Учитывая, что при ( — 1 слагаемое в сумме по 7 обращается в нуль, 
отбросим его и сделаем замену переменной с — с (1 — 3/£)/(2—*—1/0։

ве = — Е«(с)р(1֊с) V «7(1-<)р(0.
Ч е+о #о

Пользуясь предложением 2, получим, что при я =/= р, р

Э, — — г (*) г ( р ) Г (* р) г (р)
<7 Г (к?) Г (к)

Применяя формулы преобразования для Г֊функции поля получаем 
окончательно

е,--------- .
Г(кр)Г(пр)

Отметим, что в этом случае |Ч,| = 1. Для к = р или я==р 

6,_е- = -1г±Р.
Ч Г (к’)

При этом |8,|’=«=1/д. Поскольку представления Т? и изоморфны, 
мм отвечает одно и то же подпредетавление R, так что для всех р 
имеет место 9р = ?~.

10. Спектр оператора /к на представлениях аналитической серин

Пусть т — характер группы и такой, что т’^1, и продолженный 
некоторым образом до мультипликативного характера поля Р„ ()/~в). 
В реализации представлеиия 5Х на Е£ А-инвариантный вектор (равен 
т(п). Его образ в функциях за X, обозначаемый /т, имеет в точке 
х — ((<:0), (т :8))£Х следующий вид: 

откуда при 7 #= 0 Д ((а : 0), (7 :1)) - — 1 и /х ((« : 0), (0:8))-=д —1. 
При ? =# 0 положим О —Л — Р7. Тогда

А ((«:₽), (Т :»))=-- £ £ ц\д

* иО

= -— 2 У Х(«Р(а/7-/-7 + 8/2)))т«/7) =
9 «ег; '6РД/Т)-

-֊ _2 Ч</7).
I +«/о-о, /+•

5-55
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Вычислим значения функции /, на представителях Л-орбит на X, схо
дящих а формулу (7). В точке хе -((с: с-1), (1:1)) при с =^0.1, по
лучим _

Л(хЛ = - £ *(//0- 
(/-1) I / - 1) - I— с, I *0

Наконец, Д (х0' = 7 ֊ 1, Л (*') “ А (»*) = ֊ 1-
Пользуясь формулой (7), выпишем выражение для собственного- 

значения 0т оператора /« в подпредставленни /?, изоморфном 5,:

0. =-----— ^14՜ £ «(с) £ ’(</о) =
д \ С тМ,1 (Г-1)(«-и—1-С.6Л0 /

= -—£«(с) £ •=0/0 =
д С40 («-!)(/-и-1-с, г 40

=—- £ «(* +/ -иу.ану

Представим ££?«(/ Е)* в виде г 2\(1 У С к я > У С Поль
зуясь формулой

14- { — а = л(1 — М
___ 2__ 
1 — у Vе

2
1 4-5'1/

получим
14-51/3

2

/(14-у/^/2 А. 
1(1 ֊5 У 0/2/ (И)

Определим мультипликативный характер з поляР^^/г) формулой 
о(/) = ^(Н)т(ф) и перепишем (И) в следующем виде:

О,= --֊В(=,С)2 
7 \ х /

Поскольку ограничение с на Р7 равно иа предложения 3 получаем.

1 г (к)» г, (о) _ _ Г(кр 
д Г(«։) г(^) Г.(О ’

Отметим, что |в-| = 1. Таким образом, оператор Л „почти“ унитарен — 
унитарность нарушается лишь на под.тредстдвлэялч А\ изоморфном 
Т՝,. Сформулируем окончательный результат.

Теорема. Оператор К на гиперболоиде над конечным полем 
Рд нечетной характеристики скаляргн на каждой изотропной ком
поненте квазирегул ярного представления R. На подпредставленни 
R, изоморфном единичному, и на изотропной компоненте, отве

чающей 7\, 1К действует тождественно. Собственные значения
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оператора 1Т.на подпредставлениях R. изоморфных Т. при Рт=։о и 

7Լ при Р ” ко> задаются формулами

9p==J?(^r
Г (*р) Г («р)

при р^*«, <и 9ր = &յ = — 1 п*)’
7 Г(«2)

Наконец, на подпргдставлекиях R, изоморфных ճ-յ, его собствен
ные значения 0-. выражаются формулой.

I - Г Ю 
Г. (о) ’

где а(/)-=к(//)•։ (ք/ք).
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Ա. Վ. ԿԱՐմՐԵԴհՎ. ՎԼրչաւխր դաշտի վրա սահմանված միսվսոոոշ նիպնրրոլսիդի վրա մի 
ադնրաաօրի մարին (ամփոփում)

Հոդվածում նկարագրված ե՛ն վերջավոր դաշտի վրա ււահմ ւսնված միաիյոոոլ հիպհրրոլոիղի 
վրա մի ինվարիանտ օպերատորի կառուցվածքը և սպեկտրը! Այդ օպերատորը նմանատիպ է 
բզ և զբ-սիմվոլները կապող սովորական միաիւոոոլ հիպերրոլոիդի վրա որոշված օպերատորին 

Օպերատորի սպեկտրը նկարագրված է վերջավոր դաշտերի V-ֆունկցիաների լեզվով։

A. V. KARABEGOV. On tomo operator On a hyperboloid of one sheet over finite 
field (summary)

Tho structuro and spectrum of an invariant operator on a hyperboloid of one 
sheet over finite fiold is described. This operator is analogous to the one connecting 
pq- and qp-symbols on an ordinary hyperboloid of one sheet.

Tho spectrum cf the operator is described in terms of T-tunctions of finite 
fields.
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1. В настоящей заметки изучаются ыероморфные функции вида

/(*)=■ Ё т------- уг՛ ж>л > (О
"։ (z» — z)

где ряд (1) предполагается абсолютно сходящимся, что как легко ви
деть эквивалентно условию

S — (2)

Впервые ряды вида (1) при и = 1 изучались в работе М. В. Келды
ша [1], который, исходя из свойств рациональных функций вида

л
*.(*) = £

*—1

Ак

Zk —я

получил их аналоги для для мероморфных функций вида (I). Приве
дем точные формулировки втнх результатов, используя известные 
определения неваклижиовскей теории распределения значений меро 
морфчых функций.

Теорема А [1]. Пусть {—мгроморфная функция вида (1)) 
Л“1. Тогда

т(г, - О (1), при г-֊ оо. (3

Теорема В [1]. Пусть / — мероморфная функция вида (1), 
л 1 конечного нижнего порядка. Тогда при всех а =/= 0 справедли
во 8 (а, /) — 0 и порядок П(г, а) равен порядку Т (г, а). Если до
полнительно

£ И*|<+«.,£ /к ^0, (4)
А— 1 4—1

то вти утверждения верны и при а=0.
И. В. Островский уточнил оценку (3) (см. монографию [2], стр. 

326), ноказав, что для мероморфвых функций вида (1) при л = 1 и 
0<р<1 имеют кесто оценки

S |Л,|)'+(' 2 Äs)’!
। cos Е- ՝ г !«>։ < г ’ ՝\**|> г Iх*։'

2 L J ■ (5)
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т (г> /} “ о(1), при г -*■ оо. (6)
Отметим, что эти оценки позволили упростить доказательство теоре
мы Б.

Основной целью настоящей заметки также является изучение ве
личины т(г, [) для мероморфиых функций вида (1). Рассмотрим сна
чала случай, когда л«1. Очевидно, что неравенство (6) является 
следствием неравенства (5). Ясно также, что (5) при р ="= 1 не имеет 
места. Однако, с помощью метода М. В. Келдыша [1] можно показать, 
что для функций / вида (1), л = 1 имеет место

Теорема 1. Пусть /—мероморфная функция вида (1), 
л = 1. Тогда

<с (— £ |Л*| 4֊ £ '—1 при г — оо, (7) 
' г |сд|<г 1։*1>г 1г*1 '

где с — абсолютная постоянная.
Переходя к случаю п.>2 отметим, что для выполнения условия 

(6) минимального условия (2) абсолютной сходимости ряда (1) оказы
вается недостаточно. Точнее имеет место

Теорема 2. Для любого п^-2 существует мероторфная функ

ция / вида (1) такая, что при всех р > — выполнены условия

Ё-р£< + “. (8)
“1 |ж*г

не ___
Нт т (г, /) > 0. (9}

С другой стороны, нетрудно доказать следующую теорему.
Теорема 3. Если /—мероморфная функция вида (1), в ^>2

такая, что для некоторого р<С.—~ сходится (8), то для / вы- 
п

полнено условие (6).
Теоремы 2 и 3 приводят к вопросу о выполнении оценки (б)

при условии сходимости ряда (8) при р= — ■ В общем случае ответ 
и

на этот вопрос не ясен. Однако при некоторых ограничениях на ар
гументы коэффициентов Л* и полюсов х* можно получить оценку (6) 
и в этом случае. Чтобы сформулировать наша утверждение введем 
некоторые обозначения, рассматривая для простоты случай п=2.

а) . Для монотонно возрастающей последовательности целых чи
сел п/, положим а= (л^)Г-1.

б) . Для мероморфной функции / вида (1). Л“2 при некотором 
выборе чисел А* положим

Ь„ (”) “ зир 
1с

, при л* т
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Теорема 4. Пусть / — мероморфная функция вида (1), л-2
Если для некоторых <> = |л4|£_։ и чисел сходится ряд

~ 1x5 *1
£ 1.2^.(1 + Мо))<+(Ю) 

я:=1 |*т|

то для j выполнено условие (6.)
2. В этом пунтке мы докажем теоремы 1—4.
Доказательство теоремы 1. Пуст* 9* = argx*, 4t = a* +

4- /р*. Следуя М. В. Келдышу представим функцию / в виде

/w_ 2. + г +/ 2- «"‘■И(л«֊».) +
|Zb|>r * 1«*|>Г l«â|>»‘ ж* 1

+ 2’ + £’ —_֊ + 2' +'■ 2’ ֊т5 + 2՛ -
|z*|>r |zÀ|<r *4 * |zÀ|<r |*4|<r *4 z |«A|<r

-А (*)+/*(*) + • ••+/.(*). (11)
где г = |е|, а суммы S' распространяются ка слагаемые с полояитвль՜ 
ными значениями “соответственно Re(/Ue ), Im (Ai e Як), а*, Pi> a 
суммы S' — на остальные. Далее для измеримой на окружности |z| =г 
функции g(z) при Х>0 положим

£х = 10 6(0, 2к]:|я(ге«)|>1},
Р G֊, g) — mEi.

Учитывая представление (11) получаем

рС. /)<£ р(*|8, Л).
4-1

Так как при |«л|>г, |,| < г функция Re/д (С), £=1,2, 3,4 непрерыв
ны я выполняются условия

Re/e(0>0, !ш/л(0) = 0,
то по известному неравенству для сопряженных функций получаем

ÎX
Н (\ /л) < £•' СRe А ( ге‘° ) je < V Ы, к = 1, 2, 3, 4.

х 0J А 1«у1 > г kl

Далее так как при “ г

то рассматривая функцию
/Ид)« £

1**1 < г ' - ziz
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вновь получаем

Учитывая, что те же неравенства имеют место и при /01 /7,/8, полу
чаем

И*, /) <

Из последнего неравенства следует оценка

т(г,/)
1 (

2к]
6

1п + |/(ге«)| 48 1п>.4р(Х, // =

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Для простоты ^рассмотрим 

случай п =-• 2. Будем исходить из форлулы
2т1к

гп~1 1 1 Т"
^֊^ = ֊ 2 —Х‘=Ле ,^1,2,- -. П.
X -- К П 1—1 1

Дифференцируя эту формулу получаем
пгаГя-||_(п-1)<"֊а(г"-^я) = _ 1

(гп -Яп)' = п *=։ (х-х։)։ '

Следовательно на окружности |х|=Л будем иметь

±у 1 > (п-1)|гГ,/?п-Н2(я-1 = п-2 п_.
п*“|(г—г4/։ |гя—Ля|։ R3

С другой стороны, при |г| =/= R имеем

1 у 1 . (п-1)ня-2/гл+|2|а(п“1’--- - ------------------------------------ -
п *=1(х-хА)։ ||хГ-Япр

Возьмем последовательности Кп~2п и шп =8-г2՞, п = 0, 1, 2. Поло
жим

1 т1 1
?/«)=— Ё 7-—77^’ 4= у> *--1. 2. --» т/. 

т) *-։ I* г1)։

Учитывая (12), имеем при [х|=>У?т
/<ря(г)|>(тЛ-2)14Л։>1,5. (14)
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А при Н=/?.,/< п ИЗ (13) следует оценка 

<ру(*)|<4[(т,֊1)2 ' -2 ' + 2 ' 12 ”<8֊2 • (15)

Также при |т| = /?Л, />п получаем из (13)

|Ту(,),•<4[(«, - 1)2՞2^ + 2”֊2“2>^< 8- (ту-1)•

—2я —т
•2 -2 (16)

Искомую функцию / определим по фоумуле 
/(*)-£ ?,(*)•

Покажем, что определенная таким образом функция / будет удовлет
ворять условиям (8), (9) теоремы 2. Определим коэффициенты Ая и 
полюсы хп функции / следующим образом: при 8 (4^ —1) <8 (4^+1 —
—1)13, /=0, 1, 2,--, положим

ЛЛ —т/1, л. ֊в «/-пи-

Проверим условие (8). Пусть />>1/2, тогда
- । л |Р - - т'~Р - ях~р

л/’1*՛*’ -

Проверим, что выполняется (9). Пусть |г| —Л., учитывая (14) — (16), 
имеем

1/(х)|>|?.(*)|-21<Р/и)|- £ |т,(х)|> 
7-а 1 =.+1

>1.5-У՛ 8-2-и V 8 ту 2-(։л+^’-1.5 4-0(1), при п-оо.
>=։ у_«+1

Теорема 2 доказана.
Замечание 1. Из доказательства теоремы 2 видно, что если 

зафиксировать число р >1/2 и взять в теореме 2 последовательность 
тп = [2 ], где а>1, а(1—р) — у><^0, то может быть построена 
функция / = /р вида (1), такая, что сходится ряд (8), но

Нт т (г, /р) =4֊оо. 
г--

Доказательство теоремы 3. Для доказательства теоре
мы 3 достаточно заметить, что при выполнении условия рп 1 тео
ремы 3 имеем

Теорема 3 докаяана.
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Доказательство теоремы 4. Положим

/?*(*)

Очевидно, что имеет место равенство

Возьмем число р<^1/2. Из равенства (5) имеем

(17)֊

Учитывая, что
1= £ / 1 1

(х|—«)(*/—я) (гl—zյ)\zt—x г/— 2 
получаем

Вновь из неравенства (5) получаем

(18)

Устремляя в (17) и (18) яолучаем

о (1), при г-» сс,
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Теорема 4 доказана.
Замечание 2. Нетрудно проверить, что для функции /, по

строенной в теореме 2, при л*—>8(4*—1)/3 имеют место неравенства 
6„(а) < М, ж —1, 2. 3,

где М—постоянная, не зависящая от т. Следовательно, учитывая 
(8), (9) мы получаем пример мароиорфяой функции / видя (1), л=~2 
такой, что при любом /> > 1/2 сходится ряд

S ֊i?1*ь-(’))< + «.

но для / условие (б) «е выполняется.
Рассмотрим теперь случай мероморфных функций / вида (1), за

данных в единичном круге. В этом случае для абсолютной сходимости 
ряда (1) при |х|<1, z=f=tk очевидно достаточно условия (5). Условие 
(6) в этом случае естественно заменяется на условия (3). Легко ви
деть, что теоремы 1, 3, 4 имеют место и .в этом случае с заменой 
оценки (6) на (3) и условий (2), (8), (10), соответственно, на условие

ОО со в

У |Лл| < + СО, У Ил|₽ <С + °°. рп ‘С 1>
1= -I

2 |Л||(1 + 6* («))<(+□».
Л—1

Теорема 2 также имеет место и приииммет следующий вид.
Теорема 5. Для любою фиксированного числа р^>1/2 суще

ствует мероморфная в единичном круге функции fp вида (1), 
л =“ 2 такая, что для проивволънсао s > 0

f И*|₽<+оо, 2 (1-|Х4|)։-Н< + во,
1 Лг—1

но
lim/n (л, fp) ~ + оо.
/■-•СО

В заключение автор благодарит Н. У. Арехеляна за полезные обсуж
дения настоящей работы.
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