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Լմբտգբոլթյոլեր խնդրում { տյե տնձաեց, որոեք ցանկանում *է հոդվածներ հրապարա
կն! Հայկական ՍՍՀ գիաությսւննևրի Տեղեկագիր "Լքի* ոՄաթեմատիկաո ամ
սագրում, հաշվի աոնեյ հետևյալ կանոնները'

է. Հագվածների ծավալր, որպես կանոն, ւպետր է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ տվև/ի քուն տեքստի 14 մեքենագրված էշ), իսկ համաւսւտ հաղորդումների ծավա- 
Ա «ք ավելի քան 1—6 մեքենագրված էշւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիալի հատուկ ռրսշմամր։

1. Հոդվածները պետք Լ ներկայացվեն գրամն քենագրված, երկու որինակով։ Ռսսէերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրամեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
* ոռոերեն ւեգուներովւ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապաաաոխան ,եղվավ,

1. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իոկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում.

Հունական աաոերբ պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինգեք օները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իոկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով.

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու որինակով, նշելով նրանց 
հէսմար և տեղը տեքստսւմ Էջի ձախ մասում։

ք. Գրականությանը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությոմէը, հրատա 
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և Էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քա էսս կուսի փակագծերում, տեքստի համապա-ո, 
տասխէսն տեգում է

8. Օրրտգրռլթյան մամ տնակ հեղինակի կողմից կատարված ,իյ թե շատ դգալի փռփս- 
(•1’ՒհՒ^"էՒ նկատմամբ) լեն թու յլատրվսւմ ւ

է- Հոգվածր վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հող- 
վք"ծի սաաըման մամ կետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրըւ

Օո Հոդվածի մերմման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեսագրի մեկ օրինակը և 
խմրսւգրությոձը իրա»Էունք է վերապահում շգրաղվեյ մերմման պատճառների պարզաբանումով»

Օո Հոդվածի վերջում անհրամեջտ է նջեջ այն հիմնարկի Ա»իվ անունը, որտեղ կատար- 
ված է ավյայ աջխատանքըէ

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր յրիվ հասցեն, անունը և հայրանունըւ
II. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի • 25 առանձնատիպերւ
եմրագրության հասցեն' Երևան, Մարջւպ Բաղրամյանի պոզ., 24 րւ Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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Ц*шрЬ1Гшт]1|{ш XXVI, №5, 1991 ’ Математика

УДК 517.956.22

В В. АСАТРЯН

ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

§ 1. Постановка задачи н осзонзые результаты

Рассмотрим эллиптическое уравнение высшего порядка с комп
лексными постоянными коэф рициентами в одяосвязной конечной об
ласти /?, содержащей начало координат, с гладкой границей Г в комп
лексной плоскости г *■- х 4- {у

V
ду“~<Ох’ — 0. (1)

Краевые задачи для уравнения (I) исследованы многими автора
ми. В работах [1]— [3] доказано, в частности, что задачи Дирихле и 
Неймана являются фредгольмовыми в конечных и бесконечных обла
стях, если уравнение (1) правильно эллиптическое. Однако там же 
показано, что в случае неправильной эллиптичности "уравнения (1) 
указанные задачи не являются даже нетеровыми. Цель данной рабо
ты — указать аналог ; задачи Дирихле для неправильно эллиптиче
ского уравнения (1).

Пусть корни характеристического уравнения

£ а*Х-‘= 0
*=о

(2)

простые, причем )։, •••,)., имеют положительные, а • • •, ).н—
отрицательные мнимые части. Не ограничивая общности можно счи
тать, что р>д, где д=«=п — р. Для определенности предположим, 
что д 1.

Наряду с уравнением (1) рассмотрим краевые условия (и = ы։4- 
+ «։):

дп

^ц(0 

дп'
= * = 0, 1,

+М()^ь<Ц
дп

■> Я — 1» (3)

=/.(0. (4)
Г

где /,(<) £ Н՝‘п 1 У) (Г), V = 0, 1,- • • , р — 1 (/о, /։, •••,/?-։ —комплек
снозначные, а /г, /?+1,• • •, /р-1—действительные функции), «,(<), ₽•»(<)• 
1 = Я> Я + 1»՜ • ՛. р—1 — действительные функции из класса

причем <։,({) + /[ЦО =/=0, п — внутренняя нормаль к Г.
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Решение краевой задачи (1), (3), (4) отыскивается в классе комп
лекснозначных функций и(х, ’(/Э+Г).

Основные результаты статьи можно оформить в виде следую
щей теоремы.

Теорема 1. Если корни характеристического уравнения (2) 
простые, то краевая задача (1), (3), (4) нетерова в классе функ
ций //{Я-1)(2Э -|- Г). Индекс краевой задачи вычисляется по фор
муле

*~(р-ЧУ-21.
где

/ = -^֊ У1 Дгаг2(аД/)-/?/(/)),
2 - <7

а Дгаг£(<։> (0 — ։’Р;(0) — прирагдение аргум՝нта «у (0 —'?/(#)« *о։Да 
переменная I один раз обходит контур Г по положите ль: юму нап
равлению.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Обозначим через О), Г/ соответственно образы £> и Г при отоб
ражении X! =л+ >)у, ]'=\, 2.---, п, (, и /у, Со являются соответ
ственно аффиксами точек на Г и Гр а ։, г0 — соответственно дуго
вые абсциссы точек /, на Г.

Известно [1], что общее решение уравнения (1) в случае про
стых корней характеристического уравнения (2) имеет вид

и(*. З) = 2 Ту^у) = £ ?/(* + КуУ). (5)
7-1 У-‘

где <Ру (х), у = 1, 2, • • •> п — произвольные аналитические в Ду функции. 
Легко показать, что производные <р^я"1,(х) выражаются линейно через 
производные и(х, у) (л — 1)-го порядка. Поэтому <ру (г) также при
надлежит классу Я։я-։) (Ду + Гу), у = 1, 2,• • •, п.

Представим у у (х) в виде

?/(*) = £ сул я* ■+■ Xя՜1 (х), ] = 1, 2, • • -, п, (6)
А—О

где Ф/ (г) — аналитическая в функция. Поскольку
,/х)е Н(я-”(Ру + Гу), то ф/(г) бЯ^-’^Ру + Г/ ).

Подставляя значения ®у(г) из (6) в (5), получим

“(*> </)= Д Д,"՜1 Фу (г;) + Рп_г (х, у). (7>

где Рп-г (х, у) — полином порядка не выше л — 2.
Очевидно, что и(х,у), определенная формулой (7), является ре

шением уравнения (1) при произвольном Рп-2 (г, у). Следовательно, 
общее решение уравнения (1) можно представить в виде (7). Имеет 
места следующая
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Лемма 1. В предстазлении (7) функции фу (ху), / — 1, 2, • • •, п 
и Рп-2 (х, у) единственным образом определяются через и (х, у).

Доказательство. Достаточно доказать, что из и (х, д) = 0 
следует, что фу (2у) = 0, у •= 1, 2, • • - , п и Рп-г (■*, у) —0.

Пусть и(х, у)^0. Беря всевозможны։ (л — 1)-ые производные 
функции л(х, у) и (7), получим

£ ХуФ։уя-1)(х4- ՝ЧУ) ~ 0, (х, у)^Я, к=', I,-”, п-1, (8>
/-։

где Фу (г) —гп '։ ф/ (х). Так как определитель системы (8) отличен от 
нуля, то будем иметь-’

ФГ’^^М, /=1,2,-, п, 
т. е.

хя-1Ф/(г)=/?/(х), /= 1, 2> ”, И, (9)։
где R /(г)—многочлен порядка не выше л — 2.

Из (9) видно, что многочлен Ру (х) имеет в точке г—0 ноль по
рядка л — 1, что возможно только при Р1(г) = 0. По тогда из (9)՛ 
следует, что ф/(з) гжО, / = 1, 2,-• л. Подставляя фу (х), у=1, 
2,•••, п в (7) и имея в виду, что и(х, у) = 0, получим Р„_2(х, у) = 0.

Лемма 1 доказана.
Доказательство теоремы 1. Поскольку ф, (г) £ Н1п' 1։ (О; 4՜ Г/),, 

то можно пользоваться представлением И. Н. Векуа [4] аналитиче
ской функции с граничными значениями из класса /7<п~1> (Гу):

С I / а \л-։ / z։ \Ы*/)= МО (1-----) М1՜՜՜?7)
J I \ tj / \ tj /

ds 4֊ ic., j*=A,2, • nf.

(10)

+ 1

где ру (О — действительная функция из класса Н (Г), с, — действи
тельная постоянная. Здесь берется та непрерывная ветвь лоагрифми- 
ческой функции, которая обращается в 0 при гу=О, ру(/) и Су од
нозначно определяются через ф/;(ху).

Подставляя фу (ху) из (10) в (7), получим следующее выражение- 
для общего решения уравнения (1)

и(х,^)= £ ’infi-^A+i
j-1 J L\ о/ \ G-/

где
Pn-J (х, у) = Рл-2(х, у} 4֊ i £ С, 2"՜1.

М
Пусть t0 = ?q 4՜ zt)o — некоторая точка на Г, а 6 

внутренней нормалью п в точке f0 и положительным

ds 4- Ри-1 (х, у),

(11>

есть угол между 

направлением оси
Ох. Для произвольной точки z^D на нормали л будем иметь z—f0= 
= ре(։, где р = \z — /01» т. е. х = ?04-рсо։9, у =^о4՜ Р sin 9. Из (7) по
лучим
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и (х, д) = и(?0+ poos 0, ч^-ЬР sin 9) = РЯ..։ (։04-pcos 9, т)в4֊ ? sin 6) 4֊

+ £ Go + Мо+ р (cos 0 + lJ sin 0)Г 1 ‘ W(՝։+ )-'71о+ р (cos 0 +■ ' J s5n 0))-

Для нормальной производной u(x, д) в точках нормали п будем 
.иметь:

d'u(x, д) _ <Tu(Eq+ р cos 0, т}(14- Р sin 9) 
дп' <*Р՝

= £ у «*(л—!)• • (л — fc)(cos 9-|->./ sin ®)’Ро + Ч'Чп + Р (соа 0 +

4֊ К/sin 9)]"՜1՜4 X |(/"*,Go • л/Ъ + Р (cos 0 + A/sin 6))4-

4- — [Л.-2 Go + Р cos 9, Ti0 + р sin 9)]. dp’
Потребовав, чтобы и (х, у) из (7) удовлетворяла краевым усло

виям (3), (4), получим следующую ‘систему интегральных уравнений 
относительно н(0> Н (О»'"« Н (0 =

V У с*(л—1)--(п—к) (?os9 4՜ л/sin 9)‘ f"o *• ’// (/д>) +
ft fto

+ P^sGo. -Go) = MQ, * = o, i,---, <7-1, (12)

Rejc, (O у У с*(п—1)• • -(и—к) (cos9 4՜ >-j sin 9)՝ 1 +
jft «-o

4֊ Pl-iGo.^o) I = v = q, q 4- 1,- • •, p — 1, (13)

где

tjo ” % + ֊лЛо. -Go) =«,Go) — $’Uo)’
<|«/,(e) = (֊l)/(n-2)’(n-l-Z)X

^(б^) = ։*т ’?/,(х)’ (~о, !»•••, л—2,

* € О)

Р^п-г (Ео, Т}О) = ~ [Рл-2 (Ео + Р СОЗ 9, 7)0 4- р 5։п 9)] |р_0. 
о?

Из вышеприведенных рассуждений следует, что система интег
ральных уравнений (12), (13) эквивалентна краевой задаче (1), (3), (4).

Пусть
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(*> у) 1 _ 3Е_+2 ^ 
О + Мо-

Известно [4], что если р^/7(Г), то

= |1т
(X. у) - (%. Чо)

дш (х, у) , . . <Эш (х, у)—соз (Не, х) + \ со
<?Х ду

(х, у)^о. (14)
Дифференцируя ч-ое уравнение системы (12), (13) п—1— ч раз 

по зв по формуле (14) (* = 0, !,•••, р — 1) и учитывая, что при 
у = р +!.•••, и ориентация кривой Гу меняется на обратную, получим 
систему сингуларных интегральных уравнений относительно р։ (£), 
И։ (*)>••'. Нл (/)։

։ £ ъАОоН/(*о) ֊ £ Ъ/МуоНДМ 4֊

- V С /А 7’' (з’П 0 ~ '7 СОБ 0)Л ' '•'» 
1 I /я֊аГ# / \'“’Л (0 — 7уо)

I М0Д/(#о, (15)<
г

= $,(*<>)> V =0, !,•••» д — 1,

Ке С, (/е) I £ т,у \ fյ0 (/0) — т._. 8,/,0

+ Иу(О Т,у (зш 9 — X соз 9)" 1 С, (/0). Ло
------------г-2(/ . .------------ ֊Л-+- 

1! \Ч — Оо)

(0 7,/ (5™ 9 — 7/ сое 9);֊1 (0 ։п 

(у — Оо
4 5 +

+ X ( ^(ОЛуОо. 0*1 Я, (^о)’ * = <7, Ч + 1.- • •» Р ֊ 1, (16>

где
. /созЭ + Хузш 9\’ . . о.„_2

I,. (7о) = ( ; ) : 8/ = (։։п 9 — ).у соз 9) . ч = 0, 1, • • •, р —1,.
\зш о — \jCOS о/

у = 1,2,-.., п,
8, (^о) =

[/’ «о) ֊Ке (С (70) • Р^2(7о)](л-*- ” (з0), ч=д, •.., Р - 1,

операторы с ядрами £։/ (у0, /) вполне непрерывны.
Замечание 1. Если функции /(У) и g Ц) определены на Г и 

(0» 8 (0€ С'1’) (Г), то равенство

/(0 = ^(0. <ег 
эквивалентно равенству

//(О ■/՛։(։) ,------5Г~’'€г
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с дополнительным условием / (10) =■ 8 ((и), где /0— фиксированная точ
ка на Г-

Из замечания 1 следует, что система интегральных уравнений 
(12), (13) н система сингулярных интегральных уравнений (15), (16) 
будут эквивалентными, если равенства (12), (13) выполняются в не

которой фиксированной точке /0 £ Г.
Выделяя во всех уравнениях (15) действительные и мнимые час

ти, получим действительную систему сингулярных интегральных урав
нений. После выделения характеристических частей, с учетом того,

О (*0. 0■что характеристическая часть интеграла с ядром ке ——-—— склады- 
/ /о

.вается только из слагаемого —-—Ее ^т°—• систему (15), (16) при- 
I - /0 Ь

(ведем к виду:

2 А/(О и, (/о) + £ ~[ 4^֊֊ +
"1 у-։ г.1 „1 / — /0

Г
(П)

+ и Г 0 Л =-Ие#, Оо). V = 0, 1,-■ •» «7 - 1,
7-1 и 

Г

Ё 7('^+
/-1 / - 1 г — ^0

(18)
+ 2 Г Н;(*)Л՛; (/о. /) Л =” 1т (/о), * = 0, 1,- • •, д — 1, 

/=։ и г
£ Дч (/о) РУ (/о) + £ ^4^ [ +

(19)

•где

4- В,у (/0) = П’/5/-^, V =0, 1,- • •, д — 1; у = 1, 2,- • •> р. 

Д-/ (/о) 4՜ В,] (/0) = I -(,оЗ/ //•>, * = 0, !,-••, д — 1; д — р + 1,- • п,

^’/Оо) (/о) = у, 8/ Оо> * = 0, 1,- • д — 1; у = 1, 2,.. р,

А՝! (^) +^»7 (^о)= ~ 6о. * = 0, !,•••, д — 1; у = р 4- 1, • ■ •, п,

А՝) Оо) + 5,;(70) = ОоС,(/0), * — ?,•••, р — 1; у = 1, 2,•••, р,

Ач (^о) +- 5,/(/0) = 00). * = д>-• р — 1; у = д + 1,- • п.
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Р я

Вычислим определитель матрицы A (t0) + ß(t0):

д = det (Л (Zo) + В (Zo)) = ։РП8/*/о П s/6ioXy_j y-p+i
1 1 1 1 I

Tn 713 ” 7>p Tip-ti 7i"

7?-։ 1 7?-։2 • •• 7?—ip Tq-lptl ••• 7»-i"
1 1 1 — 1 —1

X In In • • 7ip — 7ip-H “71Л

Т»-и 77-12 ’՛ 7?-ip 7?-ip+i ••• -7<z-i
7«։ С» 7Q։։"» ■՛ Iop^q 1 ?p+i C? • • •

7р—и ’p- 1 7p-i2’p—1՛ • '[p -Ip »P-1 7p-i p-h ^p—i ■ ■ ֊7p-i n “r чр-1

Вычитая из 1-го, 2-го,• • <у-го уравнения соответственно (q + 1)-ое,. 
(q 4- 2)-ое, • • •, 2</-ое уравнение и разлагая определитель по первым 
q строкам, получим

Д ==2’гр П О» П 8Л<> П (TM֊ 7и)։ П (И/՜7н)П Q (Zo).
J-1 J—P+l p+l<l<l<n \<l<j<p

Учитывая, что

, _ _ __________ ________________ ։
1‘z П (sin 6 — >./cos 9) (sin 6 — X/cos9), 

получим

р п _  TV
л-2" /' п’/'>»■ П ։/■'«■ П , ' ՛— -х

/-p+i p+։<z</<«_(sin 9—Xjcos9)(sin9—Xycos9)
i—i X/ — X,

X П -.--.֊֊я ■;--------r- \------z• П(«/Go) - i^(Q).
\-l<J<p (sin°— >7 COS o) (sin o—A-/COS o) J_2

Поскольку корни характеристического уравнения (2) простые, 
S/t^O, j—1, 2,- • •, п, /р=г= 0, C»(f0) 0, то det (Л (f0) -|- В (t0)) =/=0.

Нетрудно убедиться, что det (A (f0) — В (f0)) — det (A (f0) 4՜ В (МК 
Отсюда следует, что система сингулярных интегральных уравнений 
(17)—(19) нормального типа, т. е. нетерова.

Индекс *։ системы сингулярных интегральных уравнений (17) — 
(19) выччисляется по формуле

1 А Г det (Л (Z)-Ä(O) 1 а д։Гд/й1х =—Дг arg ---- ------ -------- 1— =------ Дг arg det [Л (Z) 4-2« ® [ det (Л (/) + В (0) J *
(19>

+ В(/)] = ֊2 [(и -1) р + (n-l) q-q( (q-1)- р (р-1 Ж] = ֊2 (2д<?+0>-
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/у = А Дг агя(։ДО ~ ։₽ДО]. у = 9, <7 + 1>" •» Р — 1.
2к

Для вычисления индекса х краевой задачи (1), (3), (4) заметим, что 
формула общего решения (11) содержит п։ произвольных действитель
ных постоянных. С другой стороны, равенства (12), (13) выполняются 

в фиксированной точке /и, откуда получим п дейстнительных условий. 
Кроме того, мы должны учитывать, что функции #,(/), V = 0, 1,- • •, р—1 
не произвольные, а автоматически удовлетворяют условиям

( (з) Л — О, V = 0, 1, - • р — 1.
г

Нетрудно убедиться, что эти условия необходимы и достаточны. Бу
дем иметь всего п таких действительных условий.

Имея в виду, что произвольные постоянные увеличивают, а ус
ловия уменьшают индекс краевой задачи соответствующим количе
ством (автоматически выполняемые условия увеличивают), получим 
следующую формулу для индекса краевой задачи (1), (3), (4):

х = х14֊п։ — п-|-п=(р — </)’— 2 I.
Теорема 1 доказана.

В случае кратных корней характеристического уравнения (2) 
указанный метод доказательства не проходит. Однако на примере 
можно убедиться, что полученные результаты останутся в силе в ча
стном случае (§ 3). Этот факт позволяет нам предположить, что и в 
общем случае результаты работы справедливы.

§ 3. Пример

Пусть задано уравнение

= 0, , _ ,«• (20)
дг

в круге |к| < 1. Характеристическое уравнение имеет корни >.,=).,= 
р = п = 2, <7=0. Краевые условия имеют вид:

Ке [а0 (/) - (/)] и (*) = Д (*), И = 1, (21)

Ие [а, (0 ֊ (/)] = /։ (7), |<| = 1, (22)
дп

где
/.(0€Л’(Г), А(0^Я։ (Г), а0(7), (Г), а, (0, М0€Н(Г),

“о (0 4՜ ?о (0 ¥= 0, а։ (?) + /₽1 (?) =/= 0 (Г — окружность |*| = 1).
Предположим, что
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Дгаг£[«0 (/) — ։?,(«)] = А> + 1:^֊ДГагг [а։ (/) — /₽, («)] = Ц+ 1֊ 
2-к 2к

Решение краевой задачи (20)—(22) отыскиваем в классе функций 
и (х, у)£Н* (О 4֊ Г) (О — круг |я| < 1).

Общее решение уравнения (20) имеет вид

« (•*. У) = Ч («) + = Ф (■₽), (23)
где ф (ж) и ф (г) произвольные аналитические в О функции, которые 
однозначно определяются через и (х, у). Подставляя и(х, у) из (23) 
в краевые условия (21), (22) и учитывая, что <( = ! на Г, будем иметь1

Не (/) + ф (01 = /։ (0>

Кеа< (0 /р,-Ф [<’?' (О + *Ф' (0 + Ф «)] = - А (()..

По задаче Римана Гильберта [4] отсюда получим:

*Ф (г) + ф(я) = Г0(я), (24

1г’?/(г) + ^-ф'(^) + Фи) = -Р1(г). (25)
где Го (ж), Гх (ж) вполне определенные аналитические в О функции 
(об условиях разрешимости говорим ниже).

Из (24) будем иметь:
Ф (г) = Го (г) — г? (г),

(26) 
Ф' (г) = Го (я) — ф (г) — гф' (г).

Подставляя значения ф (г) и ф' (г) в (25), получим

г’?' (2) + 2 (2) — 2? (2) — г*?' (г) 4֊ (7) — г<Р (г) = Л (г), 
откуда

? (я) = = /3(г). (27)
I

Чтобы <р (г) была аналитична, необходимо и достаточно выполне
ния условия Го (0) == Г, (0), которое равносильно двум действитель
ным условиям:

Ие Го (0) = Ре Г։ (0), (28)
1т Го (0) = 1т /=х (0). (29)

Подставляя найденное значение <р (г) из (27) в (26), получим 
ф (я):

ф « - Г,(.) + (М*)-*ХЫ =РМ
Л»

Решение краевой задачи (20)—(22) получим по формуле (23)

а (х, у) = (я) + я (я).
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Рассмотрим теперь возможные случаи:
а) /0> 1. А > 1- Однородная краевая задача (20) —(22) не имеет 

ненулевых решений, а для разрешимости неоднородной краевой зада
чи необходимо и достаточно выполнение 2/0—1 + 2/։—1+2=2 (/0+Л) 
условий (с учетом (28), (29)). Иидекс х будет равен:

х = 0 - 2 (/»+ Л) == ֊ 2 (А+ и-
б) /0>1, В этом случае однородная задача имеет

_ 2 / _|_ 1 линейно независимых решений, а количество условий раз
решимости неоднородной задачи 2/0 1-|-2 = 2/0+1,

Х =-2/։-|-1-2/о 1=-2(4+4).
в) /0< 0, 1. Аналогично случаю б) получим

х = -2/0+1-(2/։ + 1)=-.֊2(/0+ /,).

г) /о С 0. /х< 0- Однородная задача имеет — 2/0+1—2/։ + 1 = 
_ _ 2 (/0+/։)-{-2 линейно независимых решений, всего 2 условия, 
х = — 2 (/0+ Л)-
1՜'”՜ Вычислим теперь х по формуле х — (р — д)։ — 2 /;

х = 4-2(/0+1+л+1) = -2(4+ Л).

Налицо полное совпадение результатов.
Дифференцируя (24) по 9 будем иметь:

1x4 (г) + /г’?' (г) + /г/ (г) = ЙГо (г). (30)

Из (25) и (30) видно, что если ограничиваться только главными 
сингулярными частями (как при доказательстве теоремы 1), то одно
родная краевая задача (20)—(22) может оказаться не нетеровой. Сле
довательно, в случае кратких корчей следует рассматривать еще сла
гаемые с логарифмическими особенностями.

Пользуясь случаем, автор благодарит проф. Н. Е. Товмасяна за 
постановку задачи и постоянное внимание к работе.
Кяроваканский филиал ЕрПИ Поступила ЗЛУ 1991

Վ. Վ. ԱՍԱՏՐՅԱՆ. Բարձր կար<յի ոչ ճշգրիա էլիպտիկ ճավասարման ճամար մի Նզրայիձ 
խնդրի մասին (ամփոփում)

Ղիրիխլեի խնդիրը կոմպլեքս հաստատուն գործակիցներով

£ .Հ+ւ^-օ (1)
։_օ дyn-kдxk ' '

բարձր կարպի ոչ ճշգրիտ էլիպտիկ հավասարման համար Նետերի ՛խնդիր չէ, Հոդվաձում դըր֊ 
վում է նոր եզրային խնդիր (1) հավասարման համար (Դիրիխլեի խնդրի անալոդը)։ Բնոլ- 
թադրիչ հավասարման պարզ արմատների դեպքում ապացուցվում է աչդ խնդրի նետերոլ- 
թչոէնը։ Ստացվաե է նաև րանաձև ինդեքսը հաշվելու համար.
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V. V. ASATRIAN. About a boundary-value problem for high-order 
inaccuracy elliptic equation (summary)

The Dirichlet's problem for elliptic equation

d^dx"
with no Neterov's constant complex coefficients.
The paper considers the now boundary-value problem for equation (1) (analo

gue of Diricchlet's problem). In case of simple roots of characteristic equations the 
notcrovity of this problem is constructed, as well as the formula for index computa
tion is obtained.
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Г. Р. ОГАНЕСЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ВЕСОВОЙ ЗАДАЧИ 
КОШИ И НОВАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ЭНЕРГ ИИ

В работав [1], [2] было предложено для сиигулкрн.-:.՝: !.՛ грани
це уравнений с частных производных (УЧП) вместо данных Коши за
давать вронскианы от Фурье-образа решения и некоторых зесовых 
функций. Продолжая изучение этой постановки начальной задачи, в 
настоящей статье мы приводим обобщение известной теоремы 
И. Г. Петровского (см. [5], [б]) о необходимых и достаточных усло
виях корректности задачи Коши для системы УЧП первого порядка с 
коэффициентами, зависящими только от временной переменной, на 
случай сингулярных систем. 1ак как условия корректности, фигури
рующие и теореме И. Г. Петровского, даны в терминах фундамен
тальной системы решений (ФСР) и являются трудпопроверяемыми, то 
мы изучаем также достаточные условия единственности решения на
чальной задачи с заданными вронскианами, накладываемые непосред
ственно на коэффициенты уравнения второго порядка.

Эти условия получаются при доказательстве теоремы единствен
ности энергетическим методом, который отличается от обычного тем, 
что в качестве плотности энергии мы используем сумму квадратов 
модулей вронскианов. Применяя полученные условия единственности 
к вырождающимся сингулярным уравнениям получаем условия, суще
ственно отличающиеся от известных условий корректности вырож
дающихся гиперболических уравнений (см. [3], [4]). Это объясняется 
тем, что допускаемые нами сингулярности позволяют избавиться от 
точек поворота, которые возникают в регулярных слабо гиперболиче
ских уравнениях ([4]).

§ 1. Условии корректности вронскнаннон начальной задачи

Рассмотрим систему

ut — A (t, Dx) и (է, х), է £] О, Т[, х £ Rn> (1)

где и = colon (и։, • • -, um) — вектор-столбец, А — m матрица, эле
ментами которой являются дифференциальные операторы с бесконеч
но дифференцируемыми на ]0, Т’] коффициентами, зависящими только 
от t. Допускается неограниченность этих коэффициентов при t -»■ 0.

Обозначим через Vj (t, с) ФСР системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений (ОДУ) с параметром 5 (получаемые и3 (I) при
менением х-преобразования Фурье):
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=А {I, с) (/, Б), <£]0, 7*1, (2)

«/ (Т, «) = еЛ у = 1. т. (2')
Здесь е, = со1оп (0,• • •, 0, 1, 0,•• •, 0), где единица стоит на /-том 
месте. Пусть Ф (I, с) — матрицант уравнений (2), т. е. матрица, сос
тавленная из VI (I, ;) и являющаяся решением матричной задачи Коши 

Ф (*, ;) = А (/, ?) Ф (/. /£](). Т[, (3)

Ф(7', ?) = / — единичная матрица.

Полагая Ф обратимой матрицей на ] 0, Г] X /?՞ (если след мат
рицы А (/, с) равен нулю, то, в силу формулы Лиувилля, матрицу Ф 
можно выбрать так, чтобы ее определитель равнялся бы единице, 
откуда автоматически следует обратимость Ф) начальные условия для 
системы (1) ставим в виде

1пп |Ф՜’(6 ?) а (6 «)} =ф («), (4)

где

и (/, ?) = | е1х: и (I, х) с/х, х £ R". (5)

Отметим, что в (4) вместо Ф можно (при некоторых условиях) 
использовать приближенные или асимптотические решения уравнения 
(3) (см. [1], [2]). Обозначим через Н5 — Н1 (R՞)—пространство Собо
лева, Н°՞ — ПН’. Пусть (/У“)т—пространство вектор-функций ^(х), 
каждая компонента которой принадлежит пространству Соболева //".

Начальную задачу (1), (4) назовем корректной (хорошо постав
ленной), если для каждого вектора ф(х)£ существует единствен
ное решение ы £ Са (]0, Г], (Н“)т) этой задачи, которое непрерывно 
зависит от ф (.г). Последнее означает, что для каждых е > 0, I 
(П— множество натуральных чисел) существуют такие числа 8>0 
и р^.М, что если Ц-уЦр < 8, то

тах|Ф-1(*, ֊)“(6 
[ч. •]

Здесь ГЬ-норма пространства Соболева (Нр)п.

Теорема Петровского об условиях корректности задачи Коши 
для регулярной системы (1) непосредственно обобщается на случай 
вронскианной начальной задачи (4) для сингулярной системы (1).

Теорема 1. Пусть Ъ) — решение задачи. Коши (2), (2х). То
гда для корректности начальной задачи (1), (4) необходимо и 
достаточно, чтобы для любого фиксированного ]0, Г] сущест
вовали постоянные С и р (не зависяшие от ; £ R") такие, что

ММ)|<С(0(1-НМ)' ,/=1./п, ^]0, Т[,Е6Л՞. (6)
здесь
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Доказательство этой теоремы почти не отличается от доказа
тельства теоремы Петровското, поэтому оно опускается.

Если А (/, Е) — регулярная матрица (т. е. бесконечно дифферен
цируема на [О, Т] по /)• то единичная матрица является приближен
ным решением уравнения (3) (теорема Н. Левинсона) и, выбирая 
ф = /, из (4) мы получаем обычные дапные Коши. При этом теоре
ма 1 превращается в обычную теорему Петровского.

Отметим, что единственность решения задачи (1), (4) имеет мес
то очевидным образом и без предположений (6).

§ 2. Условия единственности вронскианной начальной задачи

Рассмотрим эволюционное уравнение

Ш/ + С2 (6 х)“0, х^՞, ^]0, Г[, (7)

где О — дифференциальный оператор порядка т с символом д (/, 5) 
не зависящим от х и неограниченным при / —»О.

Обозначим через (ф։, ф2) ФСР уравнения

ин + 9 (6 «) и (6 «)= 0. (8)
получаемого из (7) применением л-преобразования Фурье.

Начальные данные для уравнения (7) будем ставить в виде

“т У:-А С). У-1.2- (9)
‘-0 1Г(ф„ ф2)

Пусть д (/, 5) является комплекснозначной функцией, представи
мой в виде

Ч (*» «) = Ч (4 0 + Чо («. «) (8')

(в качестве д0 можно, например, взять г 1т 7) и удовлетворяющей ус
ловиям:

1) д!Л, ?)=/=0 при #£]0, Г],
2) существует ветвь корня рд(6 •) класса С2 (] 0, Г]) такая, что 

Ке/^(йГ>0, /С]0, Г]), ££/?я,
_ 1

3) ЧоЧ 4՜ -)€£|([0, Т՝]), разномерно по с£Л՞.

4) (1тд)/р |д| + Ре 7 ([0, Т՝]), равномерно по /?“,
5) для некоторого положительного числа е справедливо неравен

ство |1 — 53| > е для всех / & ] 0, 7], ; £ R", здесь 5 =------  (7՜ ’)/.

6) 707 \ 5, 1ш V 7(1-5') ([0, 71) равномерно по ; £ R".

Отметим, что выражение— 2 /дВ совпадает с швзрцга ом;,гГ|оТ
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Р .. 7֊(1) (-)’-!* <>.
т

Из формул Кейли

<р. О ='? (р. <1 + О, 1Р, 6 =• — р? и, р)

получаем формулу

так как р (0) = — <х>.
Если выполнены условия 1), 2), то приближенными решениями 

уравнения (8) являются функции Грина—Лиувилля:
I

?У(М)=*9՜* (/, С)ехр{±/У С(г,5)Л },/«!, 2, (Ю)

где С— У д ({, ;) , если выполнены условия 3), 4) и 6'

если выполнены условия 5), 6).
Начальные условия (9) неэффективны, так как ФСР [•?,(.', 2

уравнения (8) известна лишь в некоторых специальных .случаях. По
этому вместо (9) рассмотрим начальные условия

^(п, Т.) 
гкг;,гл(у՛ 2՛ (11)

где <р, (6 ;) задаются явными формулами (10).
Теорема 2. Если выполнены условия 1)—4) и существует 

решение задачи (1), (11) (6—класса С1 (]0, Т՝], Н2), то оно 
единственно.

Условия теоремы 2 упрощаются, если д — вещественный символ.
Следствие!. Если д(6 •) — положительная функция класса 

С’(]0, Г]) и

2 о+1р.,-< 1 <«, ееR՞, Р=
И ч I

1* 1/9(«, •) й„ (А) 
г

то утверждение теоремы 2 остается справедливым.
Теорема 3. Если выполнены условия 1), 2), 5), 6) и суще

ствует решение С2 (]0, Т՝], №) задачи (7), (11)( 1/ Ч~ ■
\ V 16 2J 

то оно единственно.
Замечание 1. В отличие от условий теоремы 1, в которой 

накладывается условие (‘) на ФСР уравнения (3), условия 1)֊ 6) тео
рем 2, 3 легко проге- и >. так как они накладываются на символ д. 
2-356
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Замечание 2- Если при / €]0, Т], R",
•) —монотонна, <7 — вещественная функция и |5(?, с)|< 1, (12)

то условия, 5), 6), 2) теоремы 3, очевидно, выполнены.
Замечание 3. Заменой

1н(т) = и ({, ■); 1' (')> (I) 4= 0, С ]0. 7՞]; / — 0 -»•։ = т0, 
задача (8), (11) преобразуется в задачу

и'~ + 1*(д 4- ՝2 ՛^ 1и('■) = °>

ВЧ®; 1,)> I /-ту) |. «, ®у)
11 ГП ՛■՛ ----------7=^.----------= пт —---------------------------------------

ХУ(т; ]А, <?։, V1-. ?։) (/, <Р1, ?։)

При этом условия следствия 1 принимают вид

Теорема 4. Если д (/, •) —вещественная функция класса 
С’(]0. П)> удовлетворяющая условиям (к) и

_ а
<7>г(/)>0,/^[0, Г]; Нт [?,<? ։)=>0, (Б)

то задача (7), (И) (С^Уд) корректна.
В качестве приложения рассмотрим некоторые уравнения, к ко

торым применимы теоремы 2—4.
Пример 1. Рассмотрим вырождающееся и сингулярное при < — 0 

гиперболическое уравнение

ии ~ Ч (0 ихх ~ Ч (О “уу ~ г՜’։ (0 их ~ “у + г (0 “ = °> (13)

при /£](), Г[, (х, у)е/?։, Ь, оу, г(О€С’([0, Г]),/= 1,2. 
Здесь а։=-=Р1(7) -р /т, (7), а,=ра(О + ^։(0| г (I), ^(1), р,- 10,'АО ~ 
— вещественные функции.

Применяя к уравнению (13) (х, ^-преобразование Фурье, по
лучим уравнение (8), где

Ч = я + Чо. Ч = «’Ч + ’Ч’Ч + «р։ 4֊ т?р։ 4-г, (14)

<7# = Лт։ + гт|т։-

Пусть выполнены следующие условия:

54. , Т Г ( д— } \ 18 —(\Д лрн
г \ ՛ /и
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г V Г f'j

9pl<P><~2(Pl Р,)»

*»1» г
^ KkK։t Р/1 (Р/А*)« 9?/trt ^(rPj)tt

~ 1 _} 
г (г )« €Л([о, Л). (16)

где к, j = 1, 2.
Следствие 2. Пусть выполнены условия (15), (16). Тогда если 

существует решение u(t. х)^С'(]Э, 7'], Нг) задачи (13), (И) (с ве
совыми функциями (10), G = К?), то оно единственно.

Следствие 3. Пусть выполнены условия (15), (16) и

lim -Г/,-j=iitn —4՜- =i։tn— 0, /=1,2. (17)՛
г V г f.j v г 1~о г<

Тогда задача (13), (11) (с весовыми функциями (10), G q кор 
ректна.

Замечание 4. Если л, (.'), a,(0i ''(О являются степенными 
функциями от I, т. е. имеют вид fTt у £ /?, то условия корректности 
(15), (16), (17) упрощаются и принимают вид

г (/) >max I Г’- , -Ц- + -Ц-1. е > 0,
՝ ' I ’ ГТ.' I ’

^(0€Л([0) Г])» 7-1.2. (16)՛
ч

Пример 2. Для уравнения

uti + ра (I) и.։* + Uxxxx 4՜ r(t) и=О, ]0, Г[, X £ R, (18) 
имеем

д--=д-54М(0֊?։р’(0+ НО- (19).
Вводя вспомогательные функции «/(/) по формуле

5 д’ — 4<7<7п= ау (0сУ, (20}-
յ^^

нетрудно убедиться, чго из условий

р. 1. г(О€С’(]о, Л). г(0> ֊^֊> (21)
О л (1)

/ 5
«у(01"у(0г4 2 (06Л(]0, Л)./-1.8, (22).

следуют все предположения следствия 1.
Пример 3. Для уравнения

и« + (-1)”^О+ -֊в=г°’ ^1°’ Л. т = 1, 2,--- (23). 
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при а > — справедлива теорема 3, так как выполнены все условия 

замечания 2.
Пример 4. Классическая задача Коши с начальными условиями 

при { = 0 для слабо гиперболического уравнения

и» ֊ X» (0 ихх = (О их, I £ ]0, Г[. х 6 R, (24)

по теореме Петровского (см. теорему 1) корректна для любой функ
ции Х(/)Гб(’«, Г]), например, для

X (f) = /։ sin In t, (25)

так как для (24) явно вычисляются решения двойственного уравнения: 

' ‘ dS
'('i (t, с) = exp i- J X (s) ds ) ’ ф։ -= ’h (0 J ’ 

о T
Однако условия следствия 1 для функции (25) не выполнены.

§ 3. Доказательство теорем

Доказательство теорем 2. 3 проведем энергетическим методом, 
причем в качестве плотности энергии будем использовать, вместо 
классической формулы, выражение

£(/, ;) = № + №, u^W(u, V), /-1. 2. (26)

Выбор этой формулы объясняется тем, что если (®;. (/, ;)} являет

ся ФСР уравнения (8), то вронскианы IF (и, <fj) не зависят от вре
мени и поэтому справедлив закон сохранения энергии:

<2/Е(/,') = 0, ,6]0, Т[, Е6/?Л\0. (27)

Отметим, что просто вронскианы в качестве энергии брать нельзя, 
так как тогда не будет выполнено условие положительности энергии.

Если же ч>1, з — приближенные решения уравнения (8), например, 
решение Грина —Лиувилля (10), то закон сохранения (27) уже не вы
полняется. Тем не менее, мы покажем, что приближенный закон сох
ранения, справедливый в этом случае, все же позволяет доказать, при 
некоторых условиях на q единственность решения задачи (7), (11).

Замечание 5. Для волнового уравнения и// = Ди, где Д—опе
ратор Лапласа по пространственным переменным х £ R*, имеем

= 77= exp (ft |?|), ®։= -4=. exp (- tt |Е|), К Я՞ \ 0, 
г 2 |Я \ * |С|

(?!» "?։) = ։> (?!■ 2> и) = <fi.-i(ui + z|?| «),
и наше определение (26) плотности энергии
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£ = 1^(ф.. «)1։ + 1^(ъ.и)1։ = ֊(Й + Й։)
совпадает с классическим.

Доказательство теоремы 2. Из обозначений (26) имеем

Ф<Ц; — Фа Ц1 
^(Ф1< Фа)

— У|< “» — Ф«ц>
^(Ф։. Фа)

поэтому функции И1. 2 удовлетворяют системе уравнений

(28)

(29)

ф։/< । “ \ Ф1 Фа----- . I-----------------
Фа Ф։)

Фа 
— «։
Ф։

Если в качестве 44. 2 выбрать функции (10), то

(’«.')__ 21. (зо)?1/2 ° Х26’\«7Л 4 \д3/2Л 16д2

Выбрав, далее, С= Уд, получим из (29) (1^(ф։, фа) =2/) систе
му

В ( ?( 
ии = — I “а-------“(

2г \ Фа
В и:1 = —

2 г (31)

Из условия 4) теоремы 2։

1т Уд------ , 1ш<7 еЛ[0, Г]
/2(!7|-ЬКедГ

следует, что

Р>
Фа

Фа
Ф1

< СОП5 л г£]0, Г], '£/?л, (32)

поэтому умножая уравнения (31) на гг1 и и։, соответственно, и при
бавляя к ним комплексно сопряженные выражения, получаем некото
рые соотношения, оценивая которые, получаем оценку

д,ЕЦ, 5) <с|В(*, ;)|-£(/, В). (33)

Применяя к этому неравенству лемму Гронуолла получаем ос
новную энергетическую оценку

Е({, г)<с£(О, ?), /£]0, Г], г6^՞, (34)
из которой и следует теорема 2.

Доказательство теоремы 3. Выбрав в формуле (10)

в = /д(1֊52). 5= —. (35)
4 <7 И <7

из (30) получаем

»'(Ф!. Ф,)=֊ = 2г/Г^. 
V <7
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(36).

(37')

получаем

(38)

-J ■ \ V / -1 « * \

Отсюда и из системы (29) получаем систему уравнений

ии = А։ (6 • ) ( Ui------  и1 ) • и-‘ = (/» ‘ ) ( ui ~ «։ ) •
\ f» / ՝ f։

Ку ,==------Д= I -?0- - S,( 1 ± ֊֊LL= .
2/pl — ô-‘lkç \ /1-5»/.

Отметим, что из условия 5) теоремы 3 следует, что 

|—2? I const, I £ 10, 74, $£/?՞.

Далее из условия б) теоремы 3 

/ а'1.
îm I/ е/-’[0՛ T]t 

следуют (ввиду (10)) неравенства (32).
Как и при доказательстве теоремы 2 из системы (36) 

оценку
à- F< KU, •) F. U, •), K U, •) = |Â7, (/)! + |КЭ (f)|.

Из условия теоремы 3 и (37) следует, что К (t) £ £։ [0, 7], по
этому применяя к (38; лемму Гронуолла, получаем оценку (34) и 
вместе с ней утверждение теоремы 3.

Доказательство теоремы 4. Для доказательства теоре
мы достаточно, в силу теоремы 1, проверить выполнение условийДб) 
для ФСР {ф/|/-|, ï уравнения (8) и эквивалентность начальных усло
вий (9) и (11).

Из условий (А), (Б) по теореме о ВКБ оценках (см. [7]) следует 
существование таких линейно независимых решений 2(t, ;) уравне
ния (8), что

à* Ф; (U)«(l + е»/(0) Я <fj U, 5), (39)

lim г,у (i) -=0, k = 0, 1, j = 1, 2, (39')

где fi, j U, 5) — функции (10) c G’==Vrç.
Отсюда следует, что условия Петровского (6) для <j»j, 2 выполне

ны, так как они выполнены для функций (10).
Из (39) и легко проверяемых неравенств

If* fô(OI < const, к, j = 1, 2, (40)

непосредственным вычислением доказывается соотношение

Jim W^U> = ÆÏHlJïL, 
^(fi, fs) ^('h, ф։) ’

нз которого следует эквивалентность начальных условий (6) и (9).
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Доказательство следствия 2. Пусть выполнено нера
венство (15 >, тогда выделением полных квадратов доказывается 
оценка

д шах Нн рх?ч-тгЧ
'2 ' 2 (41)

откуда следует выполнение условий положительности у следствия 1. 
Если

Так как у ((, Е, — многочлен второго порядка по с и т), то можно 
ввести вспомогательные функции «;/(/) по формуле:

т. е. условие (А) следствия 1 также выполнено. Действительно, усло
вие (46) следует из оценки

5у? —4ууп=2 0 <гЧ-/< 4. (44)
Если эти функции удовлетворяют условиям

«+/-6
1 1 2Х2 7 г <4/ (0, Г], 0 < 1, у < 4, (45)

то
(Р* = 4 ууп
/у 16 у5՛2

(46)

5у2-4уу„| а '՛
16 у8’ 5-1-] •

Из тождества (44) для функции а/; получаем следующие выра
жения

а40 = 4).? (5X?, - (А?)„) -= 16 А!9'2 (X ’)„,

== 4 [18 Х։ '/.ц )а Х2< — (X2Х2)и],
• 1 

9/2 2
о04 = 16 л։ 0-2 )М1 а31, = 4 [9Х։ Хпр։/ — (р։ X?)«], 

“вз — 4 [9 ■■, Х։։ р2/ — (р, к|)„],

а։1 ™ 4 (9 Х։ >։։ р2(— (р2 X2)«], а12 = 4 [9 Х2 Х2< р։/—р, >-!)//], 

“м = 4 [9 Х։ Хп г/ — (гХ2)«] + 16 р/ (р1 1)п, 

аи =2[9ри?2/-(2р1р։)/г],

о о — Iа02 ։=4 [9 Х2 Х2/ п — (гХ2)п] + 16 р? (Р1 )//, 
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аЮ =2 [9 РИГ/ — 2 (г ₽,)/,]. 
а01 = 2 [9 рг/ П — 2 (г р։)« ],

а0 = 5 г< — 4 г г/г = 16 г (г )//, (47)

а остальные а/, (/) равны нулю.
Из формул (47) следует, что из условий (15), (16) следствия 2 

вытекают предположения (41), (42), (45). Выше мы уже доказали, что 
из предположений (41), (42), (45) вытекают все условия следствия 1.

Таким образом,следствие 2 доказано.

Գ. Ռ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. >1ոչու կշոային խնւյրի լուծման միակության մասին և նոր քանածև 
էհերցիայի համար (ամփոփում)

Սինգուլյար մասնակի ածանցյալներով հավասարումների համար գտնված են նոր պայ
մաններ, որոնց ապահովում են Կոշու կշռային իմւղրի միակությունը Սորոլևի տարածություն
ներում» Բերվում է նաև Պետրովսկու թեորեմի (Կոշու խնդրի կոռեկտության անհրաժեշտ և 
բավարար պայմանների մասին) ընդհանրացումը սինգուլյար համակարգերի համարէ

G. R. OGANESIAN. Uniqueness for weighted Cauchy problem and now formula 
for energy (summary)

Id the paper is nnnonced generalization of Petrovsky theorem about necessary 
and sufficient conditions of Cauchy problem for the case of singular systems.

There are found the new conditions of uniqueness for the singular second order 
partial differential equations with given Wronskians. .The uniqueness is proved by 
energy method. By energy is used the sum of modules of Wronskians of Fourier trans
formation of solution and certain weighted functions.

ЛИТЕРАТУРА

1. Г. Р. Оганесян. О начальной н смешанной задачах с задаяными врсигкионаня для 
сингулярных ги герб одических уравнений 'второго порядка. Изо. АН Армгнан 
«Математика», 1967, 22, № 4, 337—357.

2. Г. Р. Оганесян. Начальная задача для некоторых сингулярных гиперболиче
ских уравнений и ВКБ֊сцса«и ее решений, Диф. уравнения, 1989, 25, № 6, 
1062—1064.

3. А. Б. Нерсесян, Г. Р. Оганесян. О задаче Коши для слабо гиперболических урав
нений, Изв. АН Армении, «Математика», 1974, 9, № 2, 149—165.

4. К. А. Ягджян. Необходимые и достаточные условия корректности задачи Коши 
с кратными характеристиками, Изв. АН Армении, «Математика», 1985 20. 
20, № 1. 3—25.

5. И. Г. Петровский. Избранные труды. Системы уравнений с частными производ
ными. Алгебраическая геометрия, М., Наука, 1986, 500 с.

6. С. Мизохата. Теория уравнений с частными производными, М., Мир, 1977, 504 с.
7. М. В. Федорюк. Асимптотические методы для линейных обыкновенных дифферен

циальных уравнений, М., Наука, 1983, 352 с.



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

XXVI № 5, 1991

УДК 517. 53

Р. А. АВЕТИСЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
РЯДАМИ ПРОСТЫХ ДРОБЕЙ В ОБЛАСТЯХ

С ЛИПШИЦЕВОЙ ГРАНИЦЕЙ

Введение

Вопрос о разложении аналитических функций в ряды вида

с определенными ограничениями на последовательность полюсов С* и 
коэффициентов Дй изучался в ряде работ. Д. Вольф [1] доказал сле
дующую теорему.

Теорема. Пусть С — ограниченная жордановая область, и 
пусть / аналитична в замкнутой области. Тогда { может быть 
разложена в С в ряд вида

/(*)“£,— ’^5.

где £ \А*| < + ос.
*=։
В дальнейшем в работах [2]—[14] получены различные обобщения 

и уточнения теоремы Д. Вольфа (подробный обзор этих работ см. [7], 
[14]). В настоящей статье рассматривается вопрос о представлении 
аналитических внутри и непрерывных в замыкании липшицевой области 
С функций / рядами вида (1) с оценкой скорости сходимости ряда (1) 
к функции / в равномерной норме в б. В качестве следствия полу
ченных оценок разности между / и некоторой последовательностью 
частичных сумм ряда (1) функции / мы покажем (следствие 2), что 
величина наилучшего разномерного приближения функции / рациональ

ными функциями степени не выше п имеет порядок О ш •

где а>(8, /) — модуль непрерывности / в б. Как известно в случае 
равномерного приближения полиномами эта оценка не имеет места 
([15], [16], стр. 478). Отметим также связанные с теоремами 1, 3 ре
зультаты работ [17], [18] о наилучших приближениях рациональными 
функциями в комплексной области.

Чтобы сформулировать результаты настоящей статьи введем не
которые обозначения. Как обычно под липшицевой областью мы бу
дем понимать ограниченную жордановую область б с липшицевой гра
ницей 7, то есть 7 удовлетворяет следующему условию: если я1։ я։^7,
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то длина s(z։, za) кратчайшей из дуг, соединяющих точки z։, z։ на у, 
удовлетворяет следующему условию

s|zl։ Z։) < Я kt—z»|, (2)
где А '$•- 1 — не зависит от z։ и za.

Если G— область в С, то через ./4(G) мы будем обозначать мно
жество функций, аналитических в G и непрерывных в G. Напомним, 
что для модуль непрерывности f в G это величина

ш (S,/) = max I/(z։)—/(zj)|> z։, z։£G, 3^>0.

Для ряда вида (I) положим

Теорема 1. Пусть G—липшицевая область и f^A(G). То
гда f можно сопоставить ряд вида (1), выбор полюсов которого не 
зависит от f такой, что

|/ (z) — S„ (z)| < C| log n w f— ■ / Y при z £ G, n = 1, 2, • • (3)
\ n /

HjklCcjW^—> Л Ilf, £ = 1, 2, ••• (4)
\ k /

|/Ю-ад<с3оф(Г‘, /), при z^G, A=l,2..., (5)

где —1), q = q(G)—зависит только от G, ci, /=1,2,3-
постоянные, не зависящие от п, к и z.

Непосредственно из теоремы 1 получаем
Следствие 1. Пусть G — липшиугвая область и f^A(G). 

Если

lino ш (3, /) log֊Y = 0, (6)
[8-*0 8

то f представляется в G в виде ряда (1) и имеют место неравен
ства (3)—(5).

Если наложить на w (3, /) более сильное чем (6) условие

[ “lLZ)tf3< + co (7)

о
и не требовать выполнения условий (3)—(5), то может быть доказана

Теорема 2. Пусть G—липшицевая область, f^A(G) и / 
удовлетворяет (7). Тогда f люжно представить в G в виде ряда 
(1), сходящегося абсолютно-равномерно в G.

Очевидно, что следствие 1 .и теорема 2 являются обобщением 
теоремы Д. Вольфа в случае липшицевых областей. В определенном 
смысле точность условий (6)—(7) показана в [7].
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Из теоремы 1 подучаем также оценку наилучшего равномерного 
приближения рациональными функциьми функций f£A(G) для липши- 
цевых областей G.

Следствие 2. Пусть G — липгиицевая область и f£A(G). 
Существуют рациональные функции r.(z) вида

г« (z) = Ё £ G
Л=1 \---- -

такие, что

|/(z) — rn (z)| < с*ш • /)> при z^G, п֊1, 2--,

1лг|<с4о>(—. Л ik, k = i,2 --n, 
\ к /

где Сд и съ не зависят от п, к и z.
Для некоторых классов функций из A (G) можно получить обра

щение теоремы 1. Для этого введем рациональные функции

ад-йД (Г>

где {Cijt-i — последовательность точек, построенная в теореме 1. Обо
значим через Lip.(G), множество функций из A (G), таких,
что

Теорема 3. Пусть G—литиицезая область. Функция 
/£ Lip։ (G) 0 < а < 1 тогда, и только тогда, когда существуют Rn 
вада (Т) такие, что

I/(ж) — Rn (z)| С св п՜’, n = 1, 2 •• • при Z € G> 
|42|<сД-(1+։), 4 = 1, 2-..п,

где с0 и с7 не зависят от п и z.
Результаты настоящей статьи доложены на Международной кон

ференции по теории приближений (Киев, 1983) и анонсированы и те
зисах этой конференции [21].

§ 1. Основные леммы
Доказательство теоремы 1 основывается на нескольких леммах. 

Для того чтобы сформулировать их нам понадобятся некоторые до
полнительные обозначения (определения).

1. Если z։, = dG, то через (zt, zt) будем обозначать крат
чайшую из дуг, соединяющих z։ и z։ на у, а ее длину будем обозна
чать через s (zt, z,').

2. Если £. ЕсС,то положим
р (Е, /') = inf inf |С — z\, г ЕЕ

Ег = {z £ С : p (z, E) 8}.



390 Р. А. Апетясян

3. Нам понадобятся специальные жордановые кривые 7, и ап
проксимирующие кривую 7=^(7. Для простоты изложения всюду в 
дальнейшем будем считать, что к =•= дл. 7^-1. Обозначим через «($) 
натуральное уравнение кривой 7, з£[0, к\. Возьмем г £ (0, 1] и числа 
5* £ (0, £] такие, что 0 = з, з։<^- • •<[ зп = к, в/2 •< 5*4-1— 5ч,֊<^е, 
к = 1, 2, • • •, п — 1, где п < 2к/е. Положим г* = з($*) и вокруг каждой 
точки г* возьмем круг /7 (г*, 2։) = {г £ С : — г*| < 2 е}. Ясно, что ?из 
множества д( и /)(г*, 2е)^ можно выделить жордановые кривые 7, и 

\*=1 /
т, такие, что С лежит внутри 7,, т.сО и верны неравенства

8/2<Р(Ь. 7) <2«, в/2-<р(т։, 7) <2е, (8)
5(7.), з(т.)<8к£. (9)

4. Для непрерывной в С функции ч> положим

5. Определим теперь рациональные функции, участвующие в фор
мулировке леммы 1. Для этого возьмем на кривой 7, точки С։,•••, Сш +։, 
расположенные на 7,; в порядке возрастания индекса при заданном 
направлении обхода такие, что з(9, Сам) <8к£//п, к = 1, 2,-• •, т* 
где т б4гс/„/=, = 'т ц. Положим для определенной по форму
ле (9)

*—1 С*— 2 д^г
(С*. С*+1)

Докажем теперь лемму 1, являющуюся обобщением леммы 1 из [3] 
(см. также [7]).

Лемма 1. Пусть С—липшицевая область, »£(0,1] и функ
ции и гт определены по формулам (10), (11). Тогда

I?. (г) ~ гт (§1, г)| < ——- ■ тах |<р (С)|, при г £ С, 4, (12)
тг

где а՝ зависит только от С.
Доказательство. Заметим, что при С£(С*, 9+0 имеет место 

неравенство

К*֊ г\ > |С - 2| - |£* - Г. > 2֊1 |Г _ г|>

Следовательно по определению а, и гт имеем при г С
1г.и)-г.(г.,2)|< Д £ 1՜ ЖД-а.|Л| 

^•‘*-1 ? р.* — 2\ — 2|
(:*, :*+1)

< — • шах |<р (9| I -^֊ .
Ст €• 3 К—2|։
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Оценим последний интеграл. Обозначим через гр 1—1 (г) одну из 
ближайших к точке г точек множества [я4)£_։, участвовавших в пост
роении кривой т։. Пусть ֊,, / = /(-) та из точек хк, что 5 (гр г,) < 
֊< А/2, з(г։, 2,4-1) < (2) (при/=п полагаем гп^ ~ г։). Представим 7, 
в виде 7, = С 7?« где

71=7,П( и <*£>(**. 2 з)). 7? = 7. П ( и дО(гк, 2е)).

Оценим сначала интеграл по 7]. Для этого перенумеруем в направ
лении от г, к точки з*, лежащие на дуге (гА, г,), полагая х'։ = 2,-• • 
■ • -г' = г։ г —г (2). Разобьем точки г'к на две группы: Г, = и

~ ։г*1*-|юл|+г где ~ Ч7СЛО из неравенства (2), а знак [а]—обо
значает целую часть положительного числа а. Кривую 7] также ра
зобьем на две части

Г, = 7։,П( и ^(2;,2в)),Г։ = 7}П ( и 2е)).
“ч(.Т3

Заметим, что имеют место неравенства
5 (Г։) < 40 кв А, |С — г| >■ в/4, при С £ Г։, г £ С,ц,

’— —8Д)/2Д, при С £ <Ю(г*, 2е), г* £ Т՝։« г £ С,ц..
Из этих неравенств получаем

Г 1^1 . Г 1^1 , |Г < 640 кД '
3 |С-га| 3 |С-х|’ 3 |С-2|’ " В *=(1ол|+1
т« Г, Г,

Г М < 640 I 1 у 16 кД2 < ,700 *Д
3, г з *-(10^+1 (£֊8 Л Г ՝" в

дй {*‘к 1«)

Легко видеть, что интеграл по 7’ оценивается аналогичным образом. 
Поэтому лемма 1 доказана.

Для доказательства леммы 2 нам понадобится частный случай 
леммы 1 работы [19].

Лемм’а А ([19)]. Пусть С — липшицевая область. Тогда для 
любых х^дС и 8>0 существует точка С = С(г) такая, что

|С —4<С8, р(Г„ 0 8,
где С> 1 зависит только от С.

С помощью леммы А определим теперь рациональную функцию, 
участвующую в формулировке леммы 2. Для этого положим

ф. = — I [ ֊֊ С = 5 + IV, (13)
■к и С — г

О.
где <р — непрерывная в С функция, А — кольцевая область, образо
ванная кривыми 7, и т։, аппроксимирующими кривую 7. Далее поло
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жим при *=»!, а։ = £>(-,, 2=) П £>«. при £=~2,-П положим 
4-1

аА= (О(г^ 2е) \ и П Ое где гк — точки, участвовавшие в построе- 
/•-1 R 

нии кривых 7,, Очевидно, что з1П"у=2' при г у֊՜/и О, — .
По лемме А для любой точки существует точка 1Г^С\О та
кая, что

|1Г*-^|<ЗСг, р(1Г*С)>Зе, 4=1, 2,--, п, п <2 [.'г. (14)

Определим теперь рациональную функцию /я(ф>, г) по формуле
6, (ф,, х) — У — •——> где В„= — Г I ® (С) (В </г>. (15)

«։

Лемма 2. Пусть С — липишцевая область, в£ (0, 1] и функ
ции и ф. определены по формулам (13), (15), тогда

|ф.(х) —#я(ф,,г)\<а։е плах |<р(С) , при г £ А, (16)

где аа зависит только от (г.
Доказате д;ь с т в о. Возьмем точку г б 5, и зафиксируем ее. 

Введем те хе обозначения, что и в лемме 1 ,т, е. пусть г,, I = / (г) точ
ка из {г|£_։, ближайшая к а, а точки и х>+1, таковы, что
։ (*р £у) < А/2, ■ 5 (г,, г?+1) < £/2) (при /—• п полагаем гя+։ =2^. Вновь 
перенумеруем в направлении от г( к г у точки лежащие на (гр г?) и 
обозначим их через |г*Ц’_։, г։ = г։ (г). Перенумеруем также в направ
лении от х, к г/+1 точки г4, лежащие на (г/։ гу+։) причем на этот раз 
не включая в их число точку хк, и обозначим их через г։ = г։ (г)
Соответствующие точкам г'к и полюсы и множества из {!£*)£* 1 и 

обозначим соответственно через а*, а' и W’lt. Заметим, что 
из определения кривой 7 м условий (14) при всех к имеют место 
неравенства

|^ —г| > е (/г--8 Д)/2Д при о*։ (17)

Ш1п(|^-х!, !^-г|)>е(Аг-ЮДС)/2Д. - (18)
Учитывая наши обозначения и (18), (17) получаем

. 1 (13 лс] р /«/ 1 1 кА 2 + Л|Т(Ч|Й<Л1 +
« л-1 ил\|<.—*1 I«7*— х|/
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где в интегралах по множествам а' стоят те же величины։ что и в- 
интегралах по а'. Оценил интегралы по *։', учитывая (17), (18), (14)

1 (и АС] г с / 1 1 \

V & .щ^+|Ж^)!’ет^’';48лс

Г 2 2 ктс л=(»лс] • и .) ь—•г|| И'*—г\ *^[плс)-ч
%

------- < 8 А ■ в- тах |<? (С)|. 
(к-8 А)(к -10 А С)

Легко заметить, что суммы, содержащие интегралы по а', оценивают
ся аналогичным образом, поэтому лемму 2 можно считать доказанной..

§ 2. Доказательство теорем 1—3

Доказательство теоремы 1 основывается на методах Д. Вольфа 
[1] и С.'Н. Мергеляяа [15]. В силу (2) функцию / можно считать про
долженной на всю плоскость С так, чтобы модуль непрерывности 

продолженной функции / удовлетворял бы условию ш (3, /) ю (3, /) 
(см. [20], стр. 206). Продолжим / таким образом [и сохраним за ее 
продолжением обозначение /. Положим для краткости ш (8, /)=ш (8) 
и заметим, что ш(8) будет удовлетворять условию:

<о(Л-8)<Ла>(8), Л-1, 2-... (19).
Усредним теперь функцию ./ по известной формуле

Напомним свойства /։(х) (см. [16], стр. 341)
1.

1/(0 — /։(ОКШ(8) при г 6 С, (20)
зир|/։(х)|<зир|/(х)!. (21)

2. Функция /«(х) является непрерывно-дифференцируемой в С и 
выполнены условия

Г [ /(С)Л прИ г6С*
О г 2я։8

<4^ прихбС. (22)
Ог о

3. Если /—аналитична в 6-окрестности £)(х, 8) = [г £ С : 
: |С — г| < 8] точки х, то

Л(0 =/(«)• (23).
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Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1. Положим 
Е| = 10'։, к = 0, 1, !••• и предположим сначала, что

, 1/(г)|<ш(е։) при г £ С. (24)
По формуле Коши

<Ь:-- [[ ֊«..»+ К.» »₽«
2 т.1 2 С—г □ О- ՛• -- г

7.« 2>..

Учитывая (24), по лемме 1, беря т~ л?։ = е՜1 Х[3а։ 4 64 а£], будем 
иметь, что существует рациональная функция г вида (11) такая, что

|£„ (*) ~ гт, <?.,» *)1 < тах 1т Ю1 < ш (е>) ПРИ * € С.։М •

По лемме 2 имеем, что существует рациональная функция /Л, (ф,,, г) 
Л| <2£/е։ такая, что

1%, (г) — (ф,„ г))֊<10а2ш(е2) при г ££>,,.
Из последних двух неравенств получаем

I/., (*) — ('•т, (&,> *) + *«»<♦.,» *)1 < П + 10 «а) « (еа) при г £ £)ч. (25)
Предположим, что построены рациональные функции и 1К) типа 
(11) и (15) /==1, 2,•••, к — 1, к > 2 такие, что

<(1 + 10а2)ш(в.+1)

при г££>,у+1, (26)
пу + /пу<з^1-15а2(3а1+ 66гД) (27)

У‘у+|(г) + ^П1 (Ф «р г))

и покажем как построить функции гт1։, /Лл, типа (11), (’5) такие, что 
неравенства (26), (27) верны и при ] — к. Положим

/*(х)=/е,,(д),

/ (г) =/./+! (г) - £ (Гж^.р х) + Ц(ф.р г)), / = 2, З, --, к. 
/-1

Учитывая (26) имеем

I/* (г)| <3 + 10 аг) Ш (։*) при г (28)
По формуле Коши

/(г) = Г АО. 2. г (0 
2^ис֊г К Л д(. С-Я

Т«л
= ё’к («) + ф.* (г) при 2 Р.д.

Применим лемму 1 к функции §,к, беря

т=тл = е7^1֊ [15аа]-[3 а, + 64 п£]. (29)
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Учитывая выбор т», (28) и (19) мы получаем, что существует рацио
нальная функция гтл (£,д, г) вида (11) такая, что

£.*(*) — '■«•*(<«*» *)! < шах |/*(С)|<ш(в։+։) при (30)
/п» • ь* Сбт,

По лемме 2 существует (Як вида (15) такая что

!'?'■*(։)—( ■’«*. *).'-*> Ю“։®(84-ц)» па<2£/’* при (31)
Учитывая (29) —(31) мы получаем, что утверждения (26), (27) верны 
и при / ֊=■ к. Следовательно, учитывая, что они верны и при / = 1 
(неравенство 25) мы получаем, что при всех к 1 существуют рацио
нальные функции гя> и /я . такие, что

|/<х)֊£ ('■т/(^./, х) ■+• б, *)) с(4 +10а։)ш(։1+|) при х С.

(32)
Проверим, что получен։ый таким образом для функции / ряд вида(1) 
удовлетворяет условиям (3)—(5). Условие (5) очевидно следует из 
(27) и (32). Проверим (3) и (4). {Пусть С* и — полюсы, и Л* и 
8*1 — коэффициенты соответственно функций г„к и б։. Пусть 10 — 0, 

* .
/* = £ (т1 4֊ п{), Л > 1. Положим С. = при 2»-1 < /֊< 2» — л»,

1 = 1

где к^1, а при 2» — л*<Су-С2» положим {С/Точно так
же перенумеруем и коэффициенты Л* и В*. Пусть /*-1 < / < 2* — пк 
тогда из (28)

ИЯ֊|л;-/4_։|<А [ |/(С)||Л|<С։ш/4-)/л

б_։
где Д? — (С*, С*+1), с։ не зависит от у. При 1к— пк 2* имеем

~ У У |5А*+1(С)1^-Сс։а)

Из последних двух неравенств получаем условие (4). Проверим усло
вие (1). Пусть 2*-1<^л<2», учитывая (31) и последние неравенства 
имеем

1/(к)-5я(г)|<(4+10а։)ш(в4+1)+ £
>-։*-։+ ։ |ч — «1

< е։ 1о£п-ш (— » при 
\ л / —

где последняя сумма оценивается так же как аналогичные суммы 
в леммах 1, 2, а с1 не зависит от п я *.

3-35»
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Итак,'мы доказали теорему 1 при условии (24). В общем случае 
достаточно рассмотреть функцию/։(х)=«(։։)/(х)/2Л<, где шах—/(*)|.

Теоерма 1 доказана.
Замечание 1. Очевидно, что теорема 1 верна и для конечно- 

связанных областей, ограниченных жордановыми липшицевыми кривы- 
выми и для множеств,’состоящих из конечного числа липшицевых кри
вых, имеющих конечное число точек пересечения с ненулевыми углами.

Доказательство теоремы 2 повторяет доказательство теоремы 1 
с той лишь разницей, что вместо последовательности е*=10~* нужно 
взять последовательность հ = 10՜’° .

Доказательство теоремы 3—из теорекы 1 и {рассуждениями, ана
логичным доказательству теоремы 2 работы [7].

В заключение автор благодарит Н. У. Аракеляна за ценные об
суждения настоящей работы.

Институт математики
АН Республики Армении Поступила 10.1.1991

Ռ. Ա. ԱՎԵՏԻՍՑԱՆ. Անալիտիկ ֆունկցիաները լիպշի՚յյան տիրույթներում պարզ կոտորակների 
շարքով ներկայացնելու մասին (ամփոփում )

Հոդվածում ապացուցվում է, որ լիպշիցյան տիրույթում անալիտիկ ֆունկցիաներին կա
րելի է համապատասխանեցնել որոշակի պարզ կոտորակների շարք և գնահատել այդ շարքի 
զուգամիտության արագությունը համապատասխան ֆունկցիային։

О

R. A. AVETISIAN. On representation of analytical find tons In Lipshits domain 
asa series of Simple fractions (summary)

The paper proves that a series of simple fractious can be corresponded to analy
tical function in Liphits domain and the speed of convergence of the series to corres
ponding function can be estimated.
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С. Г. ДАЛАЛЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ НЕСОКРАТИМОГО РАЗЛОЖЕНИЯ 
ОБЪЕКТА В ОБЪЕДИНЕНИЕ КОНЕЧНОГО ЧИСЛА 

НЕПРИВОДИМЫХ ПОДОБЪЕКТОВ

Главный результат — основная теорема § 6 о единственности не
сократимого разложения объекта в объединение конечного числа не
приводимых подобъектов в категории с нулевыми морфизмами при 
некоторых дополнительных условиях и следствие из нее, охватываю
щие не только случай прямой суммы подобъектов и изоморфизма со
ответствующих неприводимых компонент (§ 7), но и изогению объек
та произведению простых подобъектов как в случае абелевых много
образий ([5], теорема Пуанкаре о полной приводимости и следст вин 
из нее).

§ 1. Решетка подобъектов

Морфизм из объекта X в объект К будем обозначать Х<рУ, а 
композицию морфизмов ХрУ и УЬХ—рЬ. Если 1 = ^1», то / делится 
на <р слева и на справа.

Под подобъектом К*Х подразумевается класс эквивалентности 
мономорфизма К*Х, под факторобъектом х — класс эквивалентности 
эпиморфизма Х*К. Классы всех подобъектов Р(Х) и фактор объектов 
О (X) объекта X частично упорядочены с отношением порядка:

х < у-$=>х делится на у.
В частично упорядоченных классах Р (ЛЭ и <2 (Л) существует наиболь
ший элемент — тотальный подобъект и, соответственно, факторобъект, 
задаваемые тождественным морфизмом 1д.

Если X—объект с конечными объединениями и (или) пересече
ниями подобъектов, соответственно, факторобъектов, то Р (X), соответ
ственно, О.(Х) — решетка по объединениям и (или) пересечениям, 
Сквозной морфизм коамальгамы (т. е. расслоенного произведения) се
мейства подобъектов (КмХ, г£/) задает их пересечение. Поэтому в 
категории с конечными (соотв., произвольными) коамальгамами любой 
объект X является объектом с конечными (соотв., произвольными) пе
ресечениями. Более того, в категории с коамальгамами для всякого 
объекта ХР (X)—полная решетка (это — простое следе твие, напр. 
теоремы б на с. 20 [2]).

Образ подобъекта К*Х относительно морфизма Ху У, то есть 
наименьший делящий х«> подобъект Л'у У, будем обозначать х^р. Если 
он существует для произвольного подобъекта К*Х (в частно сти, в ка
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тегории с коамальгамами), определены изотонное отображение образа 
Р(А)фрР(У) и функтор образа Рш, сопоставляющий объекту X его 
класс подобъектов Р (Aj, а морфизму ? — отображение образа фр.

Образ тотального подобъекта 1х называется образом морфизма' 
ф. Морфизм с тотальным образом называется простым. Эквивалентно, 
простым называется морфизм, любой правый мономорфный делитель 
которого — изоморфизм. Очевидно, правый делитель простого мор
физма — простой морфизм.

Морфизм Р называется дополнительным к образу х подобъекта х- 
относительно мерфизма ф, если pv = x©. Дополнительный ^морфизм к 
образу определяется однозначно и всегда — простой. Более того, в- 
категории с конечными коамальгамами:

(а) дополнительный морфизм делится на любой простой морфизм,, 
делящий х<? слева;

(б) если хер =■= pv, где Р—простой морфизм, а "х— мономорфизм^ 
то подобъект х является образом подобъекта х относительно морфиз
ма ф.

Прообраз подобъекта Nt У относительно морфизма X? У, то есть 
наибольший из подобъектов К*Х, удовлетворяющих равенству 
хф = 0х при некотором морфизме K^N, обозначается х®р. Если (х, р)— 
коамальгама пары (ф, х), то, как нетрудно проверить, х будет прооб
разом подобъекта х относительно морфизма ф. Если прообразы под
объектов относительно 'морфизма Аф У существуют (в частности, в 
категории с конечными коамальгамами), определено изотонное отоб
ражение прообраза Р ( У) фр Р (X). При этом сопоставления X -► Р (А) 
Ф —► фр определяют функтор прообраза Р*.

Простой морфизм N't У называется универсально простым, если 
при лмбом морфизме X<fY морфизм Кч-Х из пары (х, р), задающей 
коамальгаму пары (ф, х), является простым. При этом и х—универ
сально простой морфизм.

Предложение 1. (а). Для произвольных морфизма Аф У и 
подобъектов х £ Р (А) и х £ Р ( У) справедливы соотношения

х?р'Р₽> *> v >■ *фр ?р-

(б). В категории с конечными коамальгамами:

хфРф₽ = х, если ф — мономорфизм;

хфрфр = х, если ф — универсально простой морфизм..

Предложение 2. Пусть (Ajx/A, г £/) —произвольное семей
ство подобъектов, Аф У— морфизм, для которого определено отобра
жение прообраза sp, N^iY—образ подобъекта х4 относительно ф, 
АхА — объединение семейства подобъектов (*/,/£/]). Тогда образ под
объекта х относительно морфизма ф существует, если и только если 
существует объединение семейства подобъектов (хг, i £ 1); при этом 
они совпадают. (Ср. [7], с. 72).

Доказате л ьс т в о. Пусть N'tY — образ подобъекта х относи
тельно ф. Из соотношений х։ х следует, что Х| к. Рассмотрим под,-
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объект Я'УУ, содержащий все / £ /. Возьмем его прообраз х' от
носительно <р. Тогда в силу предложения 1 и изотонности отображе
ния прообраза х/։<х' при всех /£/. Поэтому х<х' и, следовательно, 
■согласно предложению 1 и изотонности отображения образа 
Таким образом, * = II *ь «€'

Обратно, предположим, что * — объединение семейства подобъе- 
•тов *1, ։"С / и х'= Тогда, как и выше х^х', поэтому х® делится 
на V. Пусть V/ У— произвольный мономорфизм, делящий х<р. Тогда все 

■х;®, ։£/делятся на ՝>', значит при всех /£/, следовательно, и
то есть V =» Х(рр.

Следствие. В категории с конечными коамальгамами образ 
объединения семейства подобъектов и объединение образов этих под- 
■объектов существуют одновременно и совпадают.

Упорядоченная пара морфизмов (а, ?) называется диагонализуе- 
,мой (см. [6] или [7|), если

хф = он =► Т[р | ар = х, р® — ■».

Предложение 3. В категории с конечными коамальгамами лю
бая пара (о, <р), состоящая из простого морфизма а и мономорфизма 
с, диагонализуема.

Доказательство. Пусть и (у, <р) — коамальгама пары

(ф, V). Отметим, что ф — мономорфизм. Существует морфизм р такой, 

ЧТо ру==х, рр = а. Так как о — простой морфизм, из моноиорфности 
® следует его изоморфность. Взяв р = 'р V, будем иметь ар = рх « 

= Х, р<р=<|>

§ 2. Несократимое разложение объекта в объединение 
конечного числа неприводимых подобъектов

Подобъект ? называется неприводимым, если
5=Сит)=*-5=С или ; =

Объект X называется неприводимым, если его тотальный подобъект 
неприводим.

Объект X называется объектом конечной (ко) глубины или (ко) 
артиновым, если в решетке Р (ЛГ) (соотв., (5 (Л)) не существует беско
нечной убывающей цепи подобъектов (соотв., факторобъектов) 
>?։•■•. Объект X называется объектом конечной (ко) высоты или’(ко) 
нетеровым, если в Р (А) (соотв., О (А)) нет бесконечной возрастающей 
цепи подобъектов (соотв., факторобъектов) ч < £.ч<С ՛ • •

Разложение 5= II ч подобъекта ; в объединение подобъектов Ь 
<€/

назызается несократимым, если для любого /£/ Е =/= и

Предложение 4. Всякий артинов объект X обладает несокра
тимым разложением в объединение конечного числа неприводимых 
подобъектов.
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п
Доказательство. Если бы в каждом разложении Х= U В/ 

1-1
объекта X в объединение конечного числа своих подобъектов В/ суще
ствовал приводимый подобъект, то как нетрудно убедиться, объект X 
обладал бы бесконечной убывающей цепью подобъектов.

Всякое разложение в объединение подобъектов можно превратить 
в несократимое, если отбросить все .лишние“ ,подобъекты, манкиро
вание которых не меняет результата объединения-

Предложение 5. Если X — объект с дистрибутивной решет
кой подобъектов и X = U В/ = U "Ц/ — несократимые разложения объек-

та X в обединение неприводимых подобъектов, то существует биек
ция laJ такая, что подобъекты В/ и т)0 (/, совпадают при всех г £ /.

Доказательство. В силу дистрибутивности решетки Р (X) 
В/ — В< Л (U )— U (В/ П qj) для произвольного ։'£/. Из неприводимости 

I& &
подобъекта следует, что Bz = ?z Л *1/ для некоторого / = ° (։) из J, 
поэтому Bz-<7)O(Z)- Аналогично найдется такое, что < Вг. По- 
транзитивности В։ < В,, откуда вследствие несократимости разложения 
U В* должно быть / = i՛ и В/ — 7)о (/,. Полученное сопоставление i ->о (f 

определяет нужную биекцию.

§ 3. Равномерные морфизмы

В категории с нулевыми морфизмами ХОхуУ для любого объек
та X классы подобъектов Р (А) и факторобъектов Q(AJ имеют наи
меньшие элементы: нулевой подобъект Оох, и нулевой факторобъект, 
Охо, где О в индексе означает нулевой объект.

Под ядром кет морфизма X<f Y понимается как мономорфизм 
К*Х, обнуливающнй о слева и деляющий всякий морфизм, обнуливающий. 
<р слева, так и класс эквивалентности этого мономорфизма, т. е. под
объект объекта X. Ядро морфизма X<f Y —ч наибольший подобъект 
объекта X, имеющий нулевой образ относительно <р. Ядро произволь
ного мономорфизма XyY существует и тривиально (то есть равно ну
левому подобъекту Оох)- В категории с конечными коамальгамами 
существует ядро любого морфизма X<f>Y; им является прообраз нуле
вого подобъекта Оог относительно морфизма <р. Двойственно, под 
коядром соке г® морфизма X<pY понимается и факторобъект объекта У и 
любой представляющий его эпиморфизм. Корректно определяется также 
коядро произвольного подобъекта, любой представитель которого на
зывается факторизацией по этому подобъекту. В категории с конеч
ными амальгамами существуют факторизации по всем подобъектам.

П р е д л о ж е’и и е 6. Любой представитель Уф2 коядра произ
вольного морфизма А® У является простым эпиморфизмом.

Доказательство. Эпиморфность ф требуется по определе
нию коядра. Если ф = ф'т], где т)— мономорфизм, то <рф' = О, поэтому 
существует морфизм V такой, что ф' = фт/. После подстановки и сок
ращения на эпиморфизм ф справа получаем vj'tj = 1, откуда в силу 
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мопоморфкости 7J и ipj' = 1. Таким образом, Ч - изоморфизм и, следо
вательно, ф —простой морфизм.

Отображения ядра и коядра антиизотонны в следующем смысле:
X =» ср-p => кет <р •< кег X, coker ф < ceker X.

Предложение 7. Для произвольного морфизма X? У.

(а), кег coker ф делит ? справа, coker кег ф делит ф слеза;
(б), coker кег coker ф = coker <р, кег coker кег ® ™ кег ф.
Мономорфизм и подобъект К*Х ;называются нормальными, если 

коядро * существует и х = кег coker х. Двойственно определяются 
хонориальные эпиморфизм и факторобъект. Согласно предложению 7 
(ко) ядро любого морфизма является (ко) нормальным подобъектом 
(соотв., факторобъектом) при условии существования его коядра 
(соотв., ядра).

Отображения ядра и коядра задают взаимно обратные биекции 
между классами Ро (Л) нормальных подобъектов и Q0(-<Y) ненормаль
ных факторобъектов объекта X. На биекции между Р0(Л՜, и Q0(Ar) 
основан, тах называемый, второй принцип двойственности (см. [3]’для 
случая абелевых категорий). При действии второго принципа двой
ственности совпадают понятия коартиновости с нетерозостью и коне- 
теровости с артиновостью.

Прообраз нормального fподобъекта относительно произвольно
го морфизма является нормальным подобьектом. Аналогичное утверж
дение для образа нормального иодобъекта относительно произвольно
го морфизма неверно, однако,-как мы увидим в следующем параграфе, 
справедливо для являющихся равномерными морфизмами факториза
ций при некоторых дополнительных условиях.

Морфизм Ху Y называется (решеточно) равномерным по данному 
семейству подобъектов объекта X, если для любого подобъекта К*Х 
из этого семейства прообраз образа относительно морфизма ф суще
ствует и равен объединению этого подобъекта с ядром морфизма ф.

Морфизм X<f Y называется равномерным, если он равномерен по 
семейству всех подобъектов объекта X.

Любой мономорфизм X<f Y равномерен относительно произволь
ного семейства подобъектов объекта X в силу предложения 1 (б) и 
тривиальности ядра мономорфизма.

Предложение 8. (а). Если композиция X морфизма X<fY и 
мономорфизма | равномерна -по некоторому семейству подобъектов 
объекта X, то и ф равномерен по этому семейству подобъектов.

(б). Композиция X мономорфизма Лф Y и равномерного по семей
ству подобъектов М объека Y морфизма ф равномерна по семейству 
подобъектов N объекта X, образы которых относительно ф принадле
жат семейству М, если решетка Р(У) модулярна (см. [4]).

Доказательство, (а). Согласно предложению 1 (б), приме
ненному к мономорфизму ф, и функториальности Р„ и Р* для произ
вольного подобъекта х из заданного семейства подобъекта объекта X 
получаем
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*?Р ?р— *?Р tP4,Р’Рр — «ZPХР = и U кег х — хU кег ф.

(6). Опять в силу фуикториальности отображений образа и про֊ 
образа, а также условия равномерности морфизма | по М для пронзт 
вольного подобъекта » из N имеем

хХр Х₽ = х?р фр фр ?р = (хор и кег |) f₽.

Поскольку — мономорфизм, последнее выражение равно ((«fpU 
U ker |) П ?) ф₽, которое с использованием свойства модулярности ре
шетки Р ( Y) преобразуется к гиду (ут,-U (her ь П Опять кз-за 
мономорфности ? в силу предложений 1 и 2, получаем

(*<₽р U (кег х) ч>?) ?р = (х (J кет х) ?р фр= х U кег Z,

Прежде, чем перейти к следующему [предложению, сделаем два 
замечания. Во-первых, для мономорфизма <р отображение прообраза 
определено в силу того, что Р (У) — решетка (в частности, по пере
сечениям). Во-зторых, если М = Р ( Y), то, о чевидно, N = Р (Л՜).

Предложение 9. В категории с конечными коамальгамами 
образ NvY неприводимого подобъекта К*Х относительно равномер
ного морфизма Х<? Y неприводим, если решетка Р (X) модулярна, а 
дополнительный морфизм ", подчиняющийся равенству tv = хф, универ
сально прост.

Доказательство. Предположим, что т = а11₽для некоторых 
подобъектов аир объекта Y. Тогда а' и £3' — 1,у, где а'<= avp, р^= [3vp. 

Взяв а = а'х1 и P=P'tP, согласно предложениям 1 и 2 и условию 
универсальной простоты ? будем иметь

(a (J Р) “։₽ = л'хр хР U ₽Чр tP — a' (J р' = 1л.

Так как X<f Y— равномерный морфизм, а X—объект с модуляр
ной решеткой подобъектов, согласно предложению 8 морфизмы, 
ху =э tv и, следовательно, т равномерны. Последний морфизм к тому 
же простой, поэтому

1х ет 1лч 't₽ = (® U Р) тр 'с₽ — « U Р U кег т.

Подобъекты а и Р, являясь прообразами подобъектов относи
тельно т, содержат ядро этого морфизма. Следовательно, получаем 

a U Р = 1*. Ввиду неприводимости подобъекта К*Х либо а = 1, либо

Р = 1, откуда вытекает, что по крайней мере один из морфизмов к' и 
В' делит простой морфизм т, поэтому является изоморфизмом.

Предложение 10. Пусть Х= U Еч—несократимое разложение
I

объекта X в объединение подобъектов Еч, X<fY—равномерный отно
сительно семейства всевозможных объединений подобъектов Еч мор
физм с ядром ker <р = U Еч, для которого определено отображение

обратного образа fp, a —образы подобъектов Еч относительна
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•®. Тогда образ Ч морфизма <р представляется в виде несократимого 
объединения подобъектов тц, [£1\Х.

Доказательство. так как определено <р₽, согласно предло
жению 2 т( = 1х<рр = (и «ЗТр“ 0 V Здесь все ^ = 0 при ։£К, пото

ке/ 4'
му что являются образами относительно <р таких подобъектов, кото
рые лежат в ядре этого морфизма.

Предположим, что т)= О ’Пр .где Тогда ■/, = (□ £() ։рр
/ел

и в силу равномерности морфизма <р I - Ъ’ГР = (и '/) II кег <р= и Е(.

Так как исходное разложение — несократимое, ]{]К=1. Таким обра
зом, несократимо и разложение т) = I) 'ЧГ

1(=Г\К

§ 4. Наследуемость свойств

Пусть X — произвольный объект, М — семейство подобъектов 
объекта X, X1? У — некоторый морфизм, — семейство образов всех 
подобъектов из М относительно морфизма <р. Будем говорить, что 
свойство, которому удовлетворяет семейство подобъектов Ы, насле
дуется при:морфизме ®, если семейство подобъектов Ы* также обла
дает этим свойством.

Предложение 11. В категории с конечными коамальгамами 
следующая совокупность свойства семейства подобъектов {Ы объекта 
X наследуется при всех’ факторизациях объект* X по подобъектам 
из семейства К.

(1) . М — замкнутое относительно объединений семейство нормаль
ных подобъектов объекта X.

(2) . Факторизация объекта X по каждому подобъекту из семей
ства Ы существует и является универсально простым морфизмом, рав
номерным по семейству подобъектов Ы.

(3) . Морфизм, дополнительный к образу любого подобъекта из 
И относительно факторизации по произвольному подобъекту из се
мейства Ы, является эпиморфизмом.

Доказательство. Пусть /?рХ—произвольный подобъект семей
ства Ы, Хч>,>Х(—факторизация по нему, No—семейство образов под- 
объктов из Ы относительно «рр. Их существование гарантируется усло
вием (2). Проверим, что семейство подобъектов Ир объекта Хе удов
летворяет условиям (1)—(3).

В силу условия (2) и определения равномерного морфизма обра
зы подобъектов из И относительно ур существуют. Так как Ы замк
нуто относительно объединений, согласно следствиию из предложе
ния 2 Мр также будет замкнутым относительно объединений. Чтобы 
доказать нормальность образа ЛГрхр^р подобъекта К*Х из семейства N 
относительно ?р. надо убедиться в существовании факторизации но 
подобъекту хр.

Для факторизаций ор, ®։, ©։ир по подобъектам, соответствующим 
индексам, существуют морфизмы <р£и|։ и ф^ир, однозначно определяе-
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мые равенствами ?хир в"?,?»иг։ При этом 4%,՜ факторизация
по подобъекту

Действительно, дополнительный морфизм 8* к образу хр 
подобъекта х относительно факторизации <рр, подчиняющийся равен
ству ОрХр = х<рр, эпиморфеи согласно условию (3). Поэтому из равенств- 
8р хр ф£и,=х?» ?1ир — 0 следует, что хр <р!иР = 0.

В силу равномерности морфизма <рр по Ы *(Рр)р(тр)р = хр (?р)₽ = 
= хОр, поэтому существует морфизм 7, который в паре с «Ор дает 
коамальгаму пары (<рр, хр).

Предположим, что <₽рт) =• 0, Тогда (*ир) Т = 0. Следова
тельно ?Р = фхКр С для подходящего морфизма С. Подставляя ф։иР = 
= ®р??Ор и сокращая’на эпиморфизм ®р, получаем 1 = ®£и?ч. Таким обра
зом, ®хО, — факторизация по подобъекту хр.

Заметим, что ?£ир, являясь правым делителем универсально про
стого морфизма <РхИр։ сам универсально прост. Так что для полного 
доказательства наследовательности свойства (2) осталось проверить 
равномерность факторизации ։р£ир по семейству подобъектов Ыр.

Чтобы закончить доказательство наследуемости свойства (1), ос
талось проверить нормальность подобъекта хр, то есть равенство 
хр = кег<рръ-р.

Предположим, что ՝։'/'р£ир = $ и рассмотрим коамальгаму (х', <р') 
пары морфизмов (<рр, /). Поскольку х'<ьхир = ։р'у' ®₽ир — 0 и ф։ир—фак
торизация по нормальному подобъекту х и р (который, следовательно» 
является его ядром), существует морфизм у' такой, что, х'= ('(хЦ р).

Так как (х и р) ^=/7 хр, где — простой морфизм (в си
лу универсальной простоты ֊факторизации £фр), а 7р—мономорфизм, 
ввиду свойства диагонализуемости пары ('-р', хр) существует морфизм 
а такой, что охр=/. Тем самым хр= кег ч>?ир и наследственность свой
ства (1) доказана.

Проверим наследственность условия (3). Пусть —произ
вольный подобъект семейства Ы, ур| и ?ри։ — его образы относительно 
факторизаций фр и <ррих, соответственно, а 8^ и 8^их — соответствую
щие дополнительные простые эпиморфизмы. Так как 8Ри» Урих=^ ։ррих= 
==; 8Р ур <ррих, в силу свойства минимальности дополнительного простого 
морфизма орих к образу в категории с конечными коамальгамами имеем 
8Рих=8^8' для некоторого морфизма 8', который, будучи правым дилите- 
лем простого эпиморфизм* $ри«, сам прост и эпиморфен. Подставляя 
последнее равенство в предыдущее и сокращая на эпиморфизм 8р спра
ва, получаем равенство 8'урих = урэРих, где 8'—простой морфизм, а Урих— 
мономорфизм. Значит ури։ — образ >р относительно морфизма 7>ррих с до՜ 
полнительным простым эпиморфизмом 8'.

Осталось завершить доказательство равномерности морфизма 
ф’ир относительно семейства подобъектов Ыр. Для произвольного под
объекта *р из Мр имеем
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шотому что (®р)₽ (<Рр)р = 1 в СИЛУ универсальной простоты морфизма 
<р Используя функториальиость отображений образа и прообраза и 
равномерность морфизма <р,и₽- последнее выражение преобразуем к 
виду ('г □ х и р)(Ч’р)р’ которое согласно предложению 2 равно тр.11х։. 
Предложение 11 доказано,

§ 5. Комбинаторное утверждение

Предложение 12. Пусть А — квадратная матрица порядка п. 
7՛_ подмножество множества значений элементов а/,, матрицы А, 
удовлетворяющие следующим условиям:

(а) для любых попарно различных строк г։, 72, 6,-1 найдутся
попарно различные столбцы /։, /а,---, /л-1 так, что £ Т при всех

(б) в каждом столбце матрицы А есть элемент со значением из 
Т. Тогда

(в) существует подстановка з степени п такая, что а*.(*)£ Т 
при всех 1с £ 1; л;

Доказательство. Прежде всего отметим, что условия (а)—(в) 
инвариантны относительно любых перестановок строк и столбцов, по
этому справедливость предложения 12 достаточно проверить для не
которой матрицы С. получаемой из А такой перестановкой.

Так как матрица А удовлетворяет условию (а), найдутся эле
менты Т при всех г£1; п — 1 с /г¥=;\ при г =# з. Согласно (б 
существует элемент ацп(^ Т, где /л ¥=/г при всех г £ 1; п—1. Если 
г = п, подстановка а (,) — ]Г1 г £ 1; п будет удовлетворять условию (в). 
Далее будем предполагать, что г<^п.

Из условия (а) следует, что найдется элемент а„/ 6 Т, причем 
согласно предыдущему можно считать, что / =/=/„. В этом предполо
жении у-тый столбец содержит два элемента из Т: кроме ап/ еще аГ] 
при г<п —1 /<■“/• Если /=/ , пед.-та! с։ 1.а а, определяемая равенст
вами о (г) =/г при г 6 1; п —-1, г =/= ։, о (/) = /п и о (п) = /։, будет удов
летворять условию (в). В дальнейшей предполагается, что /¥•/*•

Переставим у-тый столбец на первое место, а ;\-тый и /„-тый 
столбцы, содержащие Г-значные элементы в г-той строке, на 
(п — 1)-ое и п-ое места, а затем перестановкой строк полученную 
матрицу приведем к виду С = (сл։) с Т’-значными элементами с։։, 

сл» и сг+1 г при 1; « —1-
Обозначим через Вт подматрицу матрицы (7, составленную из 

элементов, стоящих на пересечениях первых тп + 1 строк и пер
вых т столбцов. Матрица В = 51 удовлетворяет следующему усло
вию:
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(г) присоединением произвольного столбца, содержащего хотя бы 
один Т'-значный элемент, к В получается квадратная матрица, удов
летворяющая условию (в).

Предположим, что и матрица В «= Вт удовлетворяет условию (г). 
Матрица С, полученная из матрицы А перестановкой строк и столб
цов, удовлетворяет условию (а). Поэтому для строк 1, 2,п—1. 
можно найти соответствующие попарно различные столбцы/։,/։»• • •,/я-1 
так, что Г-значны при всех п—1. В частности, найдется 
Т'-значный нлемент сп с г < т 4- 1 и т 4֊ 1.

Случай 1: —2. Переставив з-тый столбец с (т 4֊1)-ым столб
цом, затем (т+2)-ую строку, с $ 4-1-ой строкой,получим матрицу в ида 
С, у которойуже под матрица В„+1 будет удовлетворять условию (г) 
Проверим

Присоединим к матрице Дп-н (т-|-2)-й столбец с Т'-значный 
элементом 6/ ш֊|֊2. Если / = т 4֊ 2, так как матрица Вт удовлетворяет 
условию (г), найдется подстановка я порядка т 4՜ 1 с 7'-звачными 
элементами с г, цу при всех 1; т 4՜ 1. Определим подстановку т по
рядка т 4^5, положив ПРИ »»4-1 и т (т 4֊ 2) = т-\-2.

Если <£1; т-|-1, опять воспользовавшись тем, что матрица Вп 
удовлетворяет условию (г), найдем подстановку а порядка т 4՜ 1 та
кую, что с/в (/) Т-значны при г£1; тп4-1, / и ։(/) =т42. В этом
случае подстановку т порядка т+2 определим условиями; т (/)=□(/) 
при 1; ш4 1 и •'.(т 4՜ 2) = т 4- 1. В обоих случаях по построению 
Сьсо Т-эначны при всех г£1; т-\-2. Таким образом, матрица Вп։ +։ 
удовлетворяет условию (г).

Указанным способом увеличивая размеры матрицы В пока имеем 
дело со случаем 1, придем к случаю 2.

Случай 2: 5^>п— 1. Так как матрица Вп удовлетворяет усло
вию (г), найдется подстановка т порядка т 4-1 такая, что сн (ц Т’-зиач- 
ны при всех ։£1; т4~1, ։=/=г и Определим подстановку а
порядка п условиями: о(г) = ֊с(0 при *€ Ъ т-|-1 и о(/) — 1 при
։^т + 2; п— 1. Подстановка о будет удовлетворять условию (в).

§ 6. Основная теорема

Теорема. Пусть объект X категории с нулевыми морфизма
ми и конечными коамальгамами допускает несократимые разло- 

т п
тения и и и в объединения непреводимых подобъектов Ь и 

I- !-\
т\). Предположим, что всевозможные объединения подобъектов ч/ и 

существуют и семейство ЭД этих объединений удовлетворяет 
условиям (1)—(3) предложения 11 и, кроме того, ненулевые стразы 
неприводимых подобъектов и 'и относительно факторизаций по 
подобъектам семейства Рч неприводимы. Тогда гп = п и при неко
торой биекции индексов о образы подобъгктов Е/ и относи
тельно факторизаций по подобъекту II совпадают.
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Доказательство проводится индукцией по числу подобъек 
ТОВ в несократимом равложении.

Еслн ш = 1> то из равенства Е։= и в силу неприводимост֊ 
/-։

Е следует, что = Ч/ Аля некоторого /, поэтому ввиду яесократии- 
л

мости разложения II щ имеем п = 1.

Пусть ։։, ։'։»• • •» г’я — произвольная перестановка чисел 1, 2,■ • т. 
Рассмотрим факторизацию 2«?, и по подобъекту 5,^, образы и։, 
подобъектов Ер относительно морфизма (они существуют сог
ласно условию (2)). Так как факторизация — простой морфизм, в

т п
силу предложения 2 £/ = «= II у,- Из последнего разложения м ՝։ -

но выделить несократимое разложение 11= и ■оу, отбросив все лип- 

ние подобъекты, не влияющие на результат объединения. Разложе . е 
т—1

гг = и и, будет несократимым согласно предложению 10. Из пред- 
4-1 4

положений теоремы следует, что подобъекты и1 и последних разло
жений неприводимы.

Всевозможные объединения подобъектов и, и существуют на 
основании условия (1) и предложения 2. Семейство 14' всех таких 
объединений удовлетворяет условиям (1) —(3) согласно свойству насле 
дуемости этих условий (предложение 11). Из доказательства этого же 
предложения известно, что факторизация ф по любому подобъекту се
мейства 14' в композиции с является факторизацией по некоторому 
подобъекту семейства Ы. В силу функториальности отображения обра
за ненулевые образы неприводимых подобъектов и1 и относительно 
факторизаций по подобъктам класса 14' неприводимы, потому что сов-
падают с образами неприводимых подобъектов и 
факторизации по подобъекту из семейства 14.

По предположению индукции ] состоит из т — 1

относительно

элемента и
образы подобъектов ц. при Л I, относи֊

тельно факторизации по нормальному подобъекту К н/ совпадают 
_______ ***4

при всех к£ 1; т—1. Воспользовавшись равенством ф = <? ф, и 
функториальностью отображения образа, получим, что

(а) для произвольных попарно различных ։։, ։։,•••, -| £ 1> т
существуют такие попарно различные /1։ что образы

и Ч/4 относитеАЬН° факторизаций совпадают при всех к£1; т—1.
Взяв прообраз равенства £/ •= и и = (и тп.) (<р, ) относительно՛

>е/ 7 & 7 " ₽
равномерного морфизма с ядром Е, , получим

т(։) и в,. ;е/ ‘ (*>
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Поэтому образ объекта Л относительно факторизации по нормально
му подобъекту = и с одной стороны равен образу 6^ подобъек

та ;/։ а с другой стороны, объединению и т), образов подобъектов 
" /77

У'-
Предположим, что = 0. Тогда '^ = 0 и, следовательно,

при всех I У, потому что т1у в силу нормальности является ядром 
своей факторизации. Но тогда вследствие [несократимости разложе- 

п
ния Х= и ''I. имеем 

/-г ՛
жению на У получаем п~т— 1.

Если подобъект — ненулевой, то он согласно [предположениям 

У= 1; п, откуда согласно индуктивному предполо-

теоремы неприводим, поэтому = т)'г при некотором г У и, -следо
вательно, г,' < при всех I £ У- Перейдя к прообразам относительно 
факторизации по подобъекту т]у, в силу равномерности этого морфиз
ма и изотонности отображения прообраза получим, что и Чу и 7)г
при всех I £ у. Из этих соотношений следует, что X ”= уи т]г и в силу 

п
несократимости разложения Х^и получаем У и [г|=1, и-Вместе с

индуктивным предположением это дает т =»п. Таким'образом, в любом 
случае л <т. По соображениям симметрии аналогично т ■£ п. Итого

Заметим, что теперь равенство (*) можно переписать в виде 
= и т;^) и ?(п. Опять воспользовавшись соображениями симметрии

п п
между разложениями Х= II II Чр получаем:

1-1 /=։

(б) для произвольного з£1; п найдется г^1; п, удовлетворяю
щее условию Л— (и II ?).; при этом образы подобъектов и тк отно- 

1^г _
сительно факторизации по подобъекту и £< совпадают. 

1+г
Построим квадратную матрицу А=^(а1/) инциденции разложения
п я

Х= и относительно разложения Л= и 1, положив а,. — 1, если
/-I /-1 1 у

образы подобъектов с( и относительно факторизации совпадают, 
и а{у = 0, в противном случае. Доказанные выше свойства (а) и (б) 
влекут выполнение условий (а) и (б) предложения 12. Поэтому сог
ласно свойству (в) этого предложения Мтрр = 7,0 <0 (?Рр ПРИ всех 
I £ 1; п для некоророй подстановки а.

Следствие. Если в категории с нулевыми морфизмами, ко
нечными коамальгамами все подобъекты объекта X нормальны, обра
зуют модулярную решетку и существуют факторизации по ним, 
являющиеся универсально простыми равномерными морфизмами с 
универсально простыми дополнительными эпиморфизмами к образам
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подобъектов относительно этих факторизаций, то при любом несокра- 
» я .

тимом разложении^-“ и «/=^0^ в объединения конечного числа не

приводимых подобъектов тп = л и ч (три ^»(о(Т/)р Д*я некоторой 
подстановки а.

Достаточно к теореме применить предложение 9.

§ 7. Прямая сумма подобъектов

Объединение ХгИХ семейства подооъектов (Л)Е/2Г, /■.-/) будем 
называть суммой этого семейства, если

х^а = р у/ £ 1=> а = р,

где (Х,*, X,) — семейство морфизмов, однозначно определяемых 
равенствами х/ Е, = Ег Прямая сумма Е, — © Е4 определяется дополни

тельным условием
V (X, У, ։ £ /) Я У> \-г\ = у / 6 /■

Таким образом, если 6,= © Е։, то (Х^ X,) г £7) — копроизведе- 

ине (сумма) семейства объектов (Х(, Обратно, если в категории 
с пулевыми морфизмами (Х^Х, I £ /) — копроизведение семейства 
объектов (Л). г £ /), то все в — мономорфизмы и X является объеди
нением семейства подобъектов (ч, г £7).

Объект X называется кохопфовым, если любой простой эпимор
физм Х\Х является изоморфизмом. Очевидно,^любой коартинов объект 
кохопфов. В категории со вторым принципом двойственности всякий 
иетеров объект кохопфов.

Предложение 13. Если в условиях теоремы § 6 X — кохопфов 
т п

объект ы ч = ф^, причем всевозможные объединения подобъ- 

ектов являются суммами,;то т—п и для подходящей подстановки о 
подобъекты Х1\1Х и Уа щ и]а X изоморфны, т. е. существуют изо
морфизмы при всех г£1л.

Доказательство. Согласно теореме § б т —п и найдется под
становка о такая, что образы Е4 и т)яр) относительно факторизации <р4 
по подобъекту Ел совпадают. Поменяв индексы подобъектов гу 

можно считать, что а — тождественная подстановка. В качестве фак
торизации <р4 можно взять морфизм Х^Х» однозначно определяемый 
условиями и ։д(=0 при /=/=г. Действительно, если Е4 = и

есть сумма объединяемых подобъектов и «у — удовлетворяющие ра- 
венствам ху$г = морфизмы, то ?,?4=0, потому, что х/О = Еу^4 = 

для всех /=/=/. Более того, если 5(ф = 0, то Ф =г= х 7, Ф = 0 
при всех/=/=։. Поэтому для композиции фн "ц Ф имеем ь -=9^ £.
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при исех ) փ է и = Поскольку X — сумма подобъектов Е/,
I л, получаем Ф — Т/ЧФ-

Так как 1, образ подобъекта Е, относительно рассмот
ренной факторизации у, тотален. Поскольку образы подобъектов Е( к 
՜ղէ относительно у։ совпадают, существует дополнительный простой 
апииорфязы ¥{ Хг удовлетворяющий равенству т( = <рг

По определению прямой суммы X = ф и, для семейства морфиз

мов (¥ւ՜լհւճ, /£1п) существует единственный морфизм Х\Х такой, 
что Ет4 Ег

Проверим, что Е — простой морфизм. Предположим, что Е=«ар с 
мономорфным Р н (р։, у,) — коамальгама пары (Е/։ £)• Так как Е։ = 
■= րկ ։8 для лтобого ։ £ 1 п, существует единственный морфизм удов
летворяющий равенствам •—Ղ®' Из первого равенства в
силу простоты морфизма т4 и ыоиокорфкости следует, что —изо
морфизм. Тогда Е, = ₽7 ։ т֊ е֊ Լ <?• 'Поскольку эти соотношении 

__  я 
выполняются для всех п и Х=* Ս Ер получаем, что ? —изокор - 

фиэм.
Теперь покажем, что Е—эпиморфизм. Если Ей = Ео, то для лю

бого г £ 1 л քկ Ем —= г)1 Еи, следовательно, ՜։ Լէս = Е(о. Из эпиморфностп 
морфизмов вытекает, что հէ и = Е, V. Точно так же, как и выше, полу« 
чаем и = и=;/о. Так как эти разгясга։ выполняются дла всех <՝£1п и 

Л
X = ф Е/, получаем, что и о.

В силу кохопфовости объекта X простой эпиморфизм ХЪХ 
будет изоморфизмом. Поэтому из равенства следует, что
Т| — монорфизм. Поскольку к тому же х/ — простой морфизм, он бу
дет изоморфизмом, что и требовалось доказать.

Предложение 13 является аналогом теоремы Крулля—Ремака— 
Шмидта ([3]) о единственности разложения в прямую сумму неразло
жимых подобъектов инъективных объектов в абелевых категориях, 
распространенную Атьей ([1] или [3]) на произвольные объекты абе
левой категории с некоторым условием конечности.
Ереванский государственный университет Поступила 5.¥1.1991

Ս. Հ, ԴԱԼԱԼՅԱՆ, Օբյեկտի վերջավոր թվով չքերվող ենթա օբյեկտ ների միավորման . 
անկրնատելի վերլուծության միակության մասին (ամփոփում)

Գլխավոր արդյունքը' որոշակի լբս,9ոլբիլ պայմանների բավարարող զրոյական մորֆիզմ- 
ներով կատեգորիայում օբյեկտիՀ վերջավոր թվով չբերվող ենթաօբյեկտների անկրճատելի ■ 
վերլուծության միակության մասին թեորեմն է, որը ընդգրկում է ինչպես ենթաօբյեկտների ՚ 
ПкЧ^Ч. գումարին իզոմորֆ ութ յան է այնպես նաև ի զոդեն ութ յան դեպքերը։ 
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S. Н. DALALYAN. On unequeneee of minimal decumpotlon of object to the anlcn of 
finite number of irreducible eabobjecte (summary)

Main result is theorem about uniqueness of minimal decomposition of ^object to 
the union of finite number of irreducible subobjects in the category with zero morp
hisms with some complementary conditions which {embrace both cases՛ the case of 
isomorphism of direct sum of subobjects and the case of isogenie.
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Г. А. БАРСЕГЯН, В. И. БЕЛЫЙ

О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ФУНКЦИЙ, 
ОБРАТНЫХ К МЕРОМОРФНЫМ, НА РИМАНОВОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ

При рассмотрении приближений возможно простыми агрегатами ■ 
функций г = ^(ш), аналитических на римановой поверхности R, интуи
тивно напрашивается следующий подход.

Риманова поверхность R разбивается на листы, и на каждом из 
листов функция приближается, например, обычными полиномами._ 
Мы не знаем результатов, относящихся к такой постановке (хотя она 
близка к классической) и, видимо, дело здесь в том, что вообще го
воря, разбиение наперед заданной римановой поверхности ка листы 
задача необозримая, требующая детального знания этой поверхности. 
Заметим, что если на R имеется особенность т0, алгебраическая или 
трансцендентная, то Нт !/•'(ш)! = оо, так что приближение полиномом 

невозможно на всей листе, имеющем в качестве граничного элемента 
эту особенность ш0. Поэтому, если хотим приблизить /^(ш) полинома
ми, придется из R выбросить некоторые окрестности ее особенностей.

Учитывая эти особенности, поставим задачу следующим образом: 
выделить из R по возможности малое число однолистных областей 
(листов) так, чтобы суммарная площадь этих листов была бы близка 
к площади всей поверхности R, и на каждом из листов приблизить 
/■ (ш) полиномом руу(ш) степени М, где М по’возможности мало. При 
этом малость М указывает на то, что функция ^(ш) относительно 
просто устроена на листе, на котором осуществляется приближение 
полиномом р^(ш).

Рассмотрим эту задачу для функций /г(ш), обратных к меро
морфным в С функциям ш (г), для которых имеем достаточно инфор
мации о проведении указанных выше листов (см. [1]). Напомним, что 
характеристика Л. Альфорса

Л (г) = — 1՜ [ ֊ 1<"'1'

|*!<г
указывает среднее число листов римановой поверхности Гг = [ш(х): 
:|г|-Сг), являющейся ш-образом круга |я|-< г, и что кД (/■)— сфери
ческая площадь поверхности

Следующие два результата, описывающие наиболее интересные 
крайние случаи, являются непосредственными следствиями общей тео-- 
ремы 3.



-41 Г. А. Барсегян, В. И. Белый

Теорема 1. Пусть т (г) — мероморфная в С функция, *>0.  
Тогда из римановой поверхности Гп для каждого г можно выде
лить А (г) таких однолистных областей Иг (г), 7—1, 2,•••, [Л (г)], 
что

{ ’ £Г)' 5(£>, (г)/*Л  (г) [ - 1, г -> оо. г^Е, (1)

где Б (X) — сферическая площадь X, Е — некоторое множество ко
нечной логарифмической меры; и

(»)!<«, »€А(г), 7=1, 2,•••, [Л (г)], (2)

где р$ (ад) — полиномы степени И, где № — /V(г) = о (г։).
Теорема 2. Если нижний порядок функции ад (а) в теореме 

1 больше двух, то теорема 1 справедлива, если в ней неравенство 
(2) заменить следующим-.

^(ад) — р<'’| <։, ад £ Д (г), 7=1, 2, ■ • •, [Л (г)], (3)

где — постоянные, 7—1, 2,•••> Л (г).
Теоремы 1 и 2 показывают, что иа Ег можно выделить [Л (г)] 

„листов“, сумма сферических площадей которых .почти“ совпадают со 
сферической площадью всей поверхности Ег и яа каждом листе /■(«>) 
приближается полиномом степени А^= о(г’) (прибликается постоянной) 
Отметим, что число выделяемых листов (= [А (г))) — оптимальное, в 
силу определения Л (г)—.среднего числа листов“. В общем случае 
имеет место следующая

Теорема 3. Пусть * (г) — произвольная монотонная функция, 
стремящаяся к ֊+֊ оо при г-*<п.  Тогда в теореме 1 в качестве 
М=։М(г) можно взять: 1) либо целое число не меньшее 

либо 0—в зависимости от г; 2) либо целое число, определяемое из 
условия

Л7 +1 . <|>3(Н Г*  
10(/7+2)> «Л(г)

либо 0—в зависимости от I.
Отметим, что первая часть теоремы 3 дает лучшую оценку А/ 

при А (г), имеющих .медленный“ рост; яз нее с учетом того, что ф (г) 
может иметь произвольно медленный рост, следует теорема 1. Вто
рая часть теоремы 3 дает лучшую оценку, когда Л (г) имеет „быст
рый рост"; из нее следует теорема 2.

Перейдем к доказательству теоремы 3. Мы существенно опи
раемся на результаты и конструкцию доказательства следующего 
утверждения ([1], теоремы 1, 2); мы приводим менее точный вариант, 
являющийся непосредственным следствием этого утверждения.

1 еорема А. Пусть ад (г)-1 мероморфная в С функция, <р (г) — 
монотонная функция, стремящаяся к -(֊ оо при г -» со. Тогда для
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любого г а круге |z| г можно выделить Ф(г) областей. Ei(r), 
4 — 1, 2, Ф(г) таких, что ____

I. w (։) — однолистна в Ei(r), ։ = 1, 2, • • •, Ф (г); C\|w(E/(r))| 
состоит из некоторого числа kr^k։(r) односвязных областей 
Лу, у — 1, 2, ki(r), сферический диаметр каждого из которых 
стремится к нулю при г —» оо;

II. Ф(г) = Л(г) + о[ад г - =, Г^Е,
где Е —некоторое множество конечной логарифмической меры՝,

Ф(г) __
III. £ к, (г) <4 Л (г) +о|Л(г)|, г->со, г^Е; 

/ =։
IV. dlam(£<(r)) О (r)rlA  (г), ։«1, 2, - Ф(г).*

Кстати, теорема 2 может быть легко выведена непосредственно из 
теоремы А. Нам понадобятся конструкции областей w(El(r)), которые 
уже приведены в [1], и некоторые их метрические соотношения. Сохра
няя за описываемыми конструкциями те же обозначения, что и в [1], 
будем указывать лишь те свойства, которые нам понадобятся. Обла
сти у вас конструируются на римановой сфере S, и мы пользуемся 
полярными координатами в трехмерном пространстве — (у, 9, р), где 
у — угол в горизонтальной плоскости, 9 — угол в вертикальной плос
кости, р — модуль точки.

В дальнейшем у нас п — четное число (л > 100). Определим 
Г (к) = Г (к, /)■■{? (О» ®(0» Р<01 как кривые (на сфере) со следующи) 
ми параметрическими представлениями:

«р(С-?(*.  0 = + 9(о-9(л, 0-^-;
л4— 1 2 л

р(0-֊֊; Щ-(л-5), л -|-5], /г-о, 1,..., л‘—1; 
ЛЬ

О (г, а) — множество точек сферы, отстоящих от точки а (на сфере 
на сферическом расстоянии г.

( / 9 \ /9 \1
Пусть Г*  (Л)-Г(Л)\Ш—> ~ 0) , Л-0, I,--,

I ■ \ л / \ Л /)
ль—1. Среди этих кривых в [1] выделяются две кривые Г*  (2 т.— 2) 
и Г*(2т. —1), удовлетворяющие определенным соотношениям. Через 
Г' и Г" обозначаются соответственно кривые. Г*̂2/и 0—2 4֊и 

Г*(2то-2+.-|-)-  Кривые Г*  (2 т.-2), Г*(2т 0—1), <?£>(— 

/ 9<?£)( — . О 
\ л

Во(п, 1) ту из них, которая содержит кривые Г' и Г". Область 
■во(п, 1), разбивается кривыми Г' и Г" на три „подобные“ области, 
среднюю из которых, т. е. ту из них, граничными дугами которой 
являются кривые Г' и Г", обозначим через В(,(п, 1).

разбивают сферу S на четыре области. Обозначим
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Очевидно, выполняется следующее свойство: 1) сферическое рас

стояние между кривыми Г' и Г' не меньше величины — •

Обозначим С=-А1_1В множество внутренних точек замыкавня
множества A U В; В»(п) = 3\ | Во (л, 1) LJD 125^— «0^. Из

области Во(п) выделяются области Вт(п), ограничиваемые дугами 
больших окружностей сферы (проходящих через точку со на. 
сфере) и дугами кривых Г' и Г" Число т меняется от — •։♦*  
до т*,  о величинах которых будет сказано дальше. Нам пона
добятся следующие свойства. Свойство 2): длины каждой дуги

* Мы не определяли значений чисел — т** я т» (ся. жх определенно в [1]), 
однако нам важно в их определения лишь выполнение своЗсгва 4) и того, что опи
санное ниже продолжение АГс* достигает линия Г'.

дДт(л)ПГ" равна -Ц- 
О л

Свойство 3): часть dm кривой Г", заключенная

между дВт (л) Л Г" и d2?m-ri П Г", имеет длину не больше 3/л и не 
меньше 1/л. Свойство 4): сферическое расстояние от точии оо (0) на сфе

ре до В+(п) (В-^(п)) не больше — Обозначим через Вт (п), т = 
л

= — ■։**,•••,  т*  — 1 среднею из трех областей, составляющих множе

ство Д»(л)\|Вт(л) и Вт +։ (л)), т. е. область, соседнюю как с 2?(п)так и 

Вт +1 (л). Пусть М-,'—та из двух дуг большой окружности сферы, являю 

щихся граничными для области 5->(п), которая не является граничной для 
области (п). Проведя сечение области В0(п, 1) линией, являющейся 
продолжением М-*  (в сторону точки оо на сфзре) от точки на дВ-!*П  Г" до 
кривой Г", рассечем область В0(п, 1) на две области.Обозначим В(п, 2 
ту из этих двух областей, граница которой не имеет общих точек с

(9 \
— > со 1. Проделаем ту же процедуру £с заме- 
п /

ной х*  на —х**  и заменой со на 0. В качестве аналога области 
Во (п, 2) получим некоторую область В0(п, 3). Обозначим 2?0(п) = 
= /?о(л,2) Л 2?о( л, 3); £) (ос), £(0) — ту из двух „улиткообразных“ обла

стей, составляющих множество 5\(В0(п)1_1В--(л) и и-- - и
1_|2Л«-1), которая содержит точку оо (точку 0).

Заметим, что (свойство 5)) площадь каждого из множеств

25-, 25(0), 25т, т =— т**, •••, х* —1 не больше чем к • (здесь 
\ л /

не учли свойство 3)).
Пусть <р (г) та же, что в теореме А. Выберем в качестве п— л (г) 

ближайшее к <р (г) четное число п>у(г). При г > г0 очевидно вынол- 
вяется наше предположение л^>100.
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Из доказательств» теоремы А ([1], теорема 1) следует, что 
w (Ei(г)) содержит в себе множество Di (г) = [5\Й50(л(г))ПГ/))\ >̂ 
где К — совокупность ki(r) областей Д*  типа D(oo), D(0), Dm, т = 
“■—■։**>•••>  '* —1. где все линии и области зависят от л(г), a ki (г) 
то же, что в теореме А.

Пусть Di (г) = Di (r)\D' (оо), где D' (со) — соединение D(a>) с 
■непосредственно примыкающей к D(oo) частью области В0(л) (это 
часть, отсекаемая от В0(л) продолжением М-» в сторону, противопо
ложную к со на сфере). Отобразим эту область Di’ (г) стереографи
чески на плоскость. Сохраняя для плоскости те же обозначения, что 
и на сфере, заметим, чти наименьшая „толщина“ области В0(п) (на 
плоскости) достигается у точки 0. Ив свойства 1), пользуясь форму
лой сферического расстояния между двумя точками, находим, что 
расстояние (на плоскости) между двумя линиями Г' и Г" больше, чем 
c։/<pe(r), с։= const >0. Из тех же соображений получаем, что мини

мальная длина д/?т(л)ПГ" достигается при т = —т**  и оценивается 
снизу через с,/?0 (г) (см. свойство 2)). Заметим, что в силу свойства 
2) область Di (г) лежит в [w: |w| ֊С с։ <р (r)|, с։ = const оо.

Очертим внутри области Di (г), около ее границы, полоски ши
рины c4/y’(r), c4 = min(c։, с։). Если отнять от Di (г) эту полоску, по
лучим область Di (г). Проделав ту же процедуру с Di (г), то есть, 
отняв от нее полоску ширины с4/?’(г), примыкающую к границе 
Di (г), получим искомую область D((r)cD| (г).

Нам понадобятся следующие очевидные из построений свойства 
этих областей. Для каждого i։ I. Di (г), Di (г) — односвязны. II. Рас
стояние 8 от Di.(r) до Di(r) не меньше с4/<р’(г). III. D (г) лежит в 
круге радиуса </ = C|f’(r). Функция F(w) аналитична в области -.У).

Заметим- что сферическая площадь S(Di (г)) есть {к (т. е. пло
щадь всей сферы) отнять [сферические площади описанных выше 
двух полосок, плюс сферическая площадь D(<x>), плюс суммарная сфе
рическая площадь к (г) штук областей типа D(*>),  £>(0), 
-m ——“։**»•••>  ■։♦ — !)}. „Ширина“ полосок не больше 2с4/ф’(г); „дли
на“, складывающаяся из длин частей граничных кривых областей Bt (я), 

Вл(п), D(ob), D(0), легко видеть, не превосходит с։у։(г), cs — con։t<^ 
<^со. Таким образом, площадь полосок не больше 4c4cs/?s (г). Учи
тывая еще свойство 5), получим

♦ (г)
0<Ф(г)х - £ 5(Di(r))< 

1—1

Ф(О
£ (Мг)4-1)«(П)։

<4с«сь.ф(r) 4-1—------------:------------- . (5)S4(r)
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Перейдем к оценкам степеней полиномов, приближающих м 
£>/(г) фу акцию /(«>).

Пусть С — односаязиая область; Ф (։) —конформное отображе- 
аие 2 = СЛ =■ С\б на 2' = |«։|о>1 > 1| с иор^ирозкой Ф(оо)=оо, 

11т Ф (я)/д ”> 0, где с=с«р С—конформная емкость б; £ про- 
ж— - С »-я

образ окружности |ю|=1-|֊и, и > 0, з д-плоскостк; б _ — область, 
I + и 

ограничиваемая кривой £ Мы будем пользоваться следующими 
« + “

теоремами В и С (см. [2], стр. 139, теорема 2, соотношение 2), стр, 
142, теорема 3, соотношение 1)).

Теорема В. Пусть С — замкнутая односвязная область со 
езязным дополнением, }(г) — функция, регулярная в С причем 

1-1֊ и
|/(։)| < М при г (: £ _. 

1+ а

Тогда существует полином р^(^) такой, что

, /(/7+1) (!+;>> , (1+ н)։
՛ I---------~~
\ (14-и)՛—-1 (1+«)’-! )’ / 1 \ /*+•։

֊ . (6)
и+а/

при хе с, ^+1>(/1+;֊1г։.

Теорема С. В условиях теоремы В выполняется неравенство-

\/(г)֊рМ<М /ЛЖ(1п (Л/+ 2) 4֊

(1+ и?

(Ц-и)։-1
(7)

Теоремы В и С изложены после пересчета порядка линий уров
ня в соответствии с замечанием 1 на стр. 128 книги [2].

В вашей ситуации мы знаем лишь область б, и чтобы восполь

зоваться этими теоремами, нам нужно найти некоторое ц^>0, при ко
тором /(д) окажется регулярной в области б

14֊ ££ •
Пусть / (х) регулярна в области б (8) с жордановой границей,, 

которая содержит б и такая, что расстояние р(<?б(8), <?б)>8>0. 

Кривая £ = ОС (8) перейдет в £' во внешности единичного круга֊-



О полиномиальных приближениях функции 419

Пусть кратчайшее расстояние между |ю| ™ 1 и L' реализуется на ра
диальном отрезке ш, w>, (wj «= 1, |шм| = 1 4՜ и. Тогда прообраз окруж
ности |wj = l 4֊ и в плоскости г есть линия уровня Li +и порядка 14-и 
для G, полностью принадлежащая G(8)\G, причем максимальная 
(по и).

Если мы оценим снизу величину и по метрическим данным 8 и

d >•=• diam G, то в области G 0 < и = и (5, d) и, функция / (ж) ока 
1 ♦ и

жется регулярно!.
Пусть zt = Ф“։ (®։); zt “ Ф՜’ (ш։); Dr — круг с центром в точке- 

X, £ L, содержащий G; т (х։> хг, ÖDr) — модуль 'семейства кривых, от
деляющих в Dr\G точки zt и xt от ÖDr-,

d«f Г J
!*-  (*։,  *։>  “ Hm I т (х։, г։, ÖDr)------- In R

Я—[ 2я (8)

— приведенный относительно оо модуль семейства кривых, отделяю
щих в 2 точки я, и г, от со (см. [3]).

Как установлено в [4], см. также ;[5], справедливо точное соот
ношение

и -?1/ — е~ ։*|.  в| (9)
1 + а гс

Для того, чтобы выбрать а, оценим сверху величину Р-(^1, ։։, 2), 
основываясь на том, что всякая/отделяющая точки г, и от оо кри
вая, замыкающаяся на границу £ = дС, должна иметь длину 2 8.

Воспользуемся тем, что (см. [3])

т(я։, ։„ дОк) = 1п1 А (/) < А (р*)  — ^[Р*  

С

согласно £-определению модуля, где р*  - любая допустимая в 
/.-определении модуля функции. Возьмем в качестве р*  функцию

хеНх:|х-֊г։|Ч</ + 28</?)\С);

Р*(Х)= о . 1 , > х61(х:</4-28<|ж-_-։|</г|\ё’|;
—х։|

О вне Од и в области С.
Эта функция допустима в /.-определении модуля, так как для 

кеждой отделяющей кривой 7 легко проверить, что выполняется

|>(к)|Л|>1.

т
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<Л(Р’)< £[ ֊*«  + 

1»-ж,|«*+2»

1 , , it(J+28)’ ,
—ï.^----------+

rf+։t < |»-*.| < я

4 8’ 4' rf-l-2։

Отсюда, учитывая (8), имеем

(10)-

Для конформной емкости с известна оценка — -С с -С d, так 
4

что из

(9) и (10) получим

(U)

d 12
Итак, и можно взять равным величине 2 У d е Применим
теперь теорему Б к нашей функции F(w) в Di (г) (которая выполняет 

роль области С в теореме В). Роль области С\^~и выполняет некото

рая область А, |+а(г), которая определяется через £>/(г) и Р1 (г) точ

но так же, как определяется 61+й через О и 6(8).
Учитывая свойства II и III областей О{ (г). И/ (г) для величины 

и, имеем в нашем случае

— св?(г)е՜ с’т(г), с0, с7 = const >0. (12).

Пусть wt — произвольная точка из £>Дг), /=1, 2,--, Ф(г). За
пишем теорему В для функции F(w) — регулярной в области 
D

I, Ц֊я (г), взяв при этом

л+1>4>—!—г (13)-
а V 1 + ; -1.
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(И)

(15) 

так,

После некоторых упрощений, учитывая, что а пало и (1 4- и)М *։ >

^>1 4֊ (Л/ 1) и, имеем при ш £ 22/ (г)

|Г(ш)-^(в/)Л/։[2Кё( 1 4֊ -М + 

Г /

1 \л+։1+и)

< ^֊( (У^ + УЛА 4-1 4-1п (ЛА 4՜ 2)) (+*<  
и \ ) \1 4՜ м/

„ ЬеМ^РГ+Х < 4еМ, 
՝ и (1.4- (ЛА4-1) а) ?У#+1

Из теоремы А, учитывая что (г) с ш(£/(г)), имеем оценку

М»- зир |/»-Г
«с£>/ (Г) 1 А ' (г)

так что из (12) и (14) получаем

ИЧ®) — Р (»,) — р^(ш) | <

^4 е е . ______ г_______
" ?(г) /л^) Ул'ТГ

Для функции ’р(г) из теоремы 1, выберем <р (г) (в теореме /

чтобы последнее соотношение равнялось бы ——; условие (13) 
1- А (г) V ЛА

в этом случае будет заведомо выполняться при

ЛА=ЛА(г)>|(г), г>г..

Отсюда и из (15) для заданного в^>0 получим, что для любого це
лого ЛА> шах | <|>(г), | можно указать такой полином Р/у (те),

I в’Л(г)]
чтобы выполнялись неравенства

|Г(ш) — Р (®,) — р#(®)| = |Л (те) —Р^>(ш)|<«,
(16) 

ш^А(г), ։ = 1, 2,•••, Ф(г),

где Р^у =р)ц) 4՜ ^(ш,) — полином степени Р/.
В случае, если ожидается, что степень полинома может быть 

меньше указанного числа, вместо теоремы В воспользуемся теоремой 
С, в которой /V уже не ограничивается снизу.

Используя схему вывода неравенства (14) в теореме В, из тео
ремы С нолучим (очень грубо) следующую оценку:
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6.емХ° (2/(Й)
iFtwJ-Ffw,)-?№(«>) К

/in <#+ aj>
V'N+l

/КН У1п(/УЧ-2)
УА(г) /*  + 1

Здесь мы учли определение |>(г). Теперь ясно, что при 14, опреде
ляющемся ня условия

4-1 < Ф (г) г» ։
1п(Л/ + 2) >М(г)

имеем оценку (16). В этом варианте при быстром роете А (г) вели
чина И может быть уже мало» или даже равной нулю.

Таким образом, мы выделяли ия Ег Ф(г) штук областей А (г), 
/ = !,•••, Ф(г), в каждой из которых /’(ти) равномерно приближается 
полиномом с указанной в теореме 3 степенью. Теперь, если Ф(г)>- 
>[Л(г)|, выбросим из областей £>/(/■), /—1, 2,•••, Ф(г) области с
номерами i > [А (г)] + 1. Для оставши։»ся облаете» О/(г), ։—Հ 

♦ <П
[Л (г)], учитывая оценки велинин Ф (г), £ к/(г), приведенные 

1, 2.

в тео-

реме А, ия неравенстяа (5) легко выведем соотношение (1) теоремы 1. 
Тем самым теорема 3 доказана при Ф (г) > (Л (г)]. Если же Ф(г)<^ 
<(Л(г)], то добавим к областям £>/(г), 1 — 1, 2, •••, Ф(г)), [Л (г)|—

Ф(П
— Ф(г) штук областей из/> \ У О/(г) (=£ 0), сумма площадей кото

рых меньше 1 и таких, что в каждой из этих областей функция Р(в) 
равномерно приближается постоянной. Ясно, что (1) выполняется ■ 
для этой новой совокупности областей О/(г), где г уже изменяется от 
1 до [Л (г)] и что для ш £ 0/ (г) степень 14 определяется согласно- 
теореме 3.
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Գ. Ա. 8ԱՐՍԵՂ8ԱՆ, Վ. Ի. 8ԵԼԻՅ. Մերոմորֆ ֆունկցիաներին նակաղարձ ֆունկցիաների 
թազմաէպամային մոտարկումների մասին Ռիմանի մակերևույթի վրա: (ամփոփում )

ներկա հոդվածում հետազոտվում են մերոմորֆ ֆունկցիաներին հակադարձ R Ռիման- 
յան մակերևույթի վրա դիտարկվող ֆունկցիաների բազման դամային մոտավորօլթյուն-
ներըւ Հ-ից անջատվում է փոքր թվով միաթերթ տիրույթներ, որոնց գումարային մակե- 
րեսը լինի մոտիկ R-/, ամբողջ մակերեսին։ Ամեն մի ՏՀ-ի թերթի վրա իրագործվում կ 
?(Հք) ֆունկցիայի մոտարկումը բրյկռ) М աստիճանի բազմանդամով ընդ որում Ы-Д փոք
րությունը վկայում կ ֆունկցիայի համեմատական կաոուցվածքի մասին։

G- A. BARSEGIAN, V. I. BELIY. On polynomial approximation of function։ which 
arc Inver»» to the meromorphlc function» on the Rlmann »urface (summary)

In thia paper the problem of approximation of funetions F (w) on the Riemann, 
surfaces R which are inverse to the meromorphie functions is solved. We extract 
from R the possible small aamber of univalent domains such that their total area.
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is "close" to the area of the whole surface R. On each sheet of Riemann surfaces we 
appoxiinate F (w) by poliaomlals pN (a>) of V degree with the smallest N. The smal
lness of N shows that F(w) has rather simple eoastruetion on each sheet where the 
approxeimation is carried ont.
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ЛИНЕЙНЫЕ ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА С ОСОБЕННОСТЬЮ 

В КЛАССЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

р
Пусть D — единичный круг |z| 1 на комплексной плоскости

z = x+iy, Г — единичная окружность. Обозначим через B(D) класс 
функций, аналитических в области D и непрерывных в замкнутом 
круге D+Г. Введем в классе B(D) норму: если <₽(։)££>, то 
«|== шах |f (z)|. Этим класс B(D) становится банаховым пространством.

*ег
Обозначим через В1 (D) подпространство пространства В (т), эле

менты которого удовлетворяют условию <р (0) =*= 0.
В пространстве В (D) рассмотрим линейное обыкновенное диф

ференциальное уравнение высшего порядка вида:
z"f։‘)(z) + a(z)?(a(z))=/(z), z^D, (1)

где <p(z) — искомое решение, a(z) и /(z)—заданные функции из B{D) 
a a(z) — из Предполагается также, что |«(z)|<l, п и к — про
извольные целые, положительные числа, а (0) =f= 0.

Уравнение (1) при / = 0 будем называть однородным. Уравнение 
(1) при и = £=1 и a (г) =» const рассмотрено в работе [1]. Уравнение 
(1) используется для эффективного решения задач для эллиптических 
уравнений в классических областях (окружность, эллипс, полуплос
кость). В конце приведем один пример применения уравнения (1).

§ 1. Исследование уравнения (1)

1. Рассмотрим случай, когда в уравнении (1) пк и функция 
a(z) в точке z = 0 имеет нуль порядка I, 1^֊1, т. е. функцию a(z) 
можно представить в виде

«Ф-ЛМ, />1. (2)
где aj (z) — некоторая аналитическая функция в D, причем at (z) =/= 0.

В этом параграфе линейная зависимость или независимость ре
шений однородного уравнения (1) понимается в поле комплексных 
чисел,

Теорема 1. Если п<^к или п=к и 1> 2, то однородное 
уравнение (1) имеет х, линейно-независимых решений, а для раз
решимости соответствующего неоднородного уравнения необходи
мо и достаточно выполнения х] линейно-независимых условий орто
гональности вида
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-0, у—1,2, -(3>
?=•

где Cij— вполне определенные'комплексные постоянные, не зависящие 
от f(z), и X, и », выражаются формулами

\lk-n | , fn(Z-1) /4Ч’/■=1—7— и *1= ֊H---- - ’ <4>՝
L 1 J I ‘

/ к—п означает целую часть ——— •

Доказательство. Пусть п к, 1^-1. Представим решение у (ж)

I к — п
I

где выражение

следу ищем виде
<Р(ж)^Ф(ж) + РА_1(ж), (5)

где (г) — некоторая аналитическая функция в |ж|<^1, удовлетво
ряющая условиям

>Г‘'>(0) = 0, у=0, I,--, к-1, (6)

а Рк-х (ж) — полином вида
Р*_։(») = с։ + с1х-|------- 1-С4-1Х*՜1, (7>-

Со» с։ • • •, с*-։ — комплнксные постоянные.
Учитывая представление <р (*) в (5), уравнение (1) примет сле

дующий вид

ж" ’Р(‘) (ж) ■+ а (ж) 'Г (« (ж)) - /(>) - а (ж) Р*_։ (а (ж». (8>-

Рассмотрим сначала однородное уравнение, т. е. /(ж) = О,

ж- ф,4> (ж) + а (ж) чг (И (ж)) - - а (ж) Л֊։ (а (ж)). (9)

Так как левая часть уравнения (9) в точке ж = 0 имеет нуль порядка 
п, то его правая часть в втой точке также должна иметь ноль по
рядка не менее я, т. е.

֊ а (ж) P*֊i (а (ж)) = ж" 2 (ж), (Ю)‘
где 2 (ж)— некоторая функция из В {О). С учетом (2), выражение (10) 
запишем в виде

— coa(z) ~с։о (zjx'a, (z) — с2а (ж) z2' а’ (ж)---------- (11)
— сА-1 а(г)ж,(*-1’а*-1 (ж) = ж" 2 (ж). (11)-

Так как а(0)=/=0, то левая часть равенсод». (11) имеет ноль порядка 
не меньше я, тогда и только тогда, когда С] = 0 для всех индексов 
/, удовлетворяющих условиям у? < я. Последний будет тот номер, ко
торый удовлетворяет условию

y0Z<n и (у’о + 1) 1 > п. (12)

Остальные х։=»"Л:—ув— 1 значения С/,+ь Сд+а,•••, с*-։ выбираются, 
произвольным образом. В силу неравенств (12) число опреде
ляется формулой
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[ 1к—п 1 
’’I / Г

Пусть полином выбирается таким образом. Тогда функция
а(х) Р»_։(а(г)) представляется в виде (10). Подставляя (10) в (9) и 
разделив обе части ва х", получим

Фг*> и) +-а(ж)х-"Т(а(д)) = 2(г). (13)
Обозначим 

=«(«). (И)
где и>(х)—некоторая аналитическая функция в £), тогда

К
ФО)»[(«֊О*՜1 •(*)<*. (15)

1/1 •/

Подставляя значения функций ЧГ(*’ (я) и ЧТ (я) (14) и (15) в (13), пос
ле некоторой перегруппировки членов, уравнение (13) приведем к 
виду

« (х)—2 (х) + Л?(ш(х)), (16)
где

«(*)
*(<-» (*)) - а (я) х- I (а (*) - ?)*”’ • (0 Л. 

о

Покажем, что уравнение (16) можно решить методом последова
тельных приближений, т. е. ряд Неймана

«(д)-2(я) + ЛГ(2(*)) + Л’(2и))+••• + Х'(2(х))+-- (17)

сходится равномерно в области £)(/к (2(х)))— применение оператора- 
К на 2(х) в /-раз). Оценим значения К՛ (2(г)). Если для некоторой 
аналитяческой функции и» (х) имеет место неравенство |ш (х)| < с |я|'՜՛ 
то легко показать, что

|ДГ(.(х))|<ф|^!^- (18)

В силу того, что |2(х)| < |2(, из неравенства (18) имеем
|Л’(а(х))|<|0|И.|х|, 6(х)-а(х)х-. (19)

Для № (2 (х)) имеем

(«))1-1 (х)))| < |2||бг .

Продолжая аналогично, получим

|К'(2(х))К|2||Ы'^-- (20)

Согласно теореме Вейерштраса ряд (17) равномерно сходится в ,О-|-Г. 
Следовательно функция <о(х), определяемая формулой (17), является 

’решением уравнения (16)- Причем это решение единственное, т. е. 
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однородное уравнение имеет (2(г) = 0) только нулевое решение. 
Следовательно общее решение однородного уравнения (1) опреде
ляется формулой (5), где в полиноме (7) входит х։ произвольных 
постоянных, а Ф (г) определяется формулами (15) и (17). (Ясно, что 
'К (г) удовлетворяет условиям (б)). Из вида общего решения однород
ного уравнения (1) непосредственно следует, что однородное ’уравне
ние (1) имеет ровно «։ линейно-независимых решений.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (8). Аналогично (9) 
можно сказать, что для разрешимости уравнения (8) необходимо вы
полнения следующих условий:

(/(х) — а(х)Р*-1 (։(х)))0,|,=о = 0, у =0, 1,-• п—1. (21)

Подставляя значение 1(®(х)) из (б) в (21), получим систему 
алгебраических уравнений относительно коэффициентов с;(у =0, !»•••, 
к— 1), для разрешимости которой необходимо и достаточно выпол
нения х' линейно-независимых условий ортогональности вида (3). 
Пусть выполнены эти условия. Тогда из системы алгебраических урав
нений определим полином Рц-1 (с), а функцию / (г) — а(х) Р*_։ (а (х) 
представим в виде

/(:) — а (г) Рк-\ (а (г)) -=х" 2 (х).
Аналогично однородному уравнению можно 'показать, что уравнение 
(8) относительно Чг (г) всегда разрешимо. Часть теоремы доказана, 
при п к. Случай, когда п <. к и I 2 доказывается аналогично.

2. Пусть в уравнении (1) п<=к. Тогда справедлива следующая

Теорема 2. Если в уравнении (1) п = к и ао(О)=£О, то для 
его однозначной, разрешимости, при произвольной аналитической, 
функции /(х), необходимо и достаточно выполнения следующих 
условий:

Ту#=0. У“5*. £ + 1. к + 2,---, (22)
։де

а(0) (а' (0)/, при у — 0, !,-••, к-— 1,

. 1 4- а (0) ֊^—, у = к, к + 1, • --, 01 = 1.

Доказательство. Обозначим

Т՝*>(х) = ЧГ(х), (24)
тогда

Ж
? & = /Т-Чп I ф л + р*֊։ (г)> 

(к — 1)1 
о

Р»_1(х) — некоторый полином, имеющий вид (7). С учетом этих обо
значений уравнение (1) примет следующий вид 
5-356
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• (*)
+ а(х— Г (<*(*) —Е)‘"‘ ЧГ(5)</։ + а(*)Р._1(։(*))-/(Д (25) 

(к —1)1 J
О

Представим аналитическую функцию Ф (>) в виде
(я) “</„(-) 4-^’оф). (26)

Чт (z)--некоторый полином вида

Чт (*) “ с* + с*+1 « + "•+ с*+«. *т՛ <27>

ct — неизвестные комплексные постоянные (у = к, к 4՜ 1, • • •, к ! т), 
ш (z) _ некоторая аналитическая функция, z£D, т — достато »но боль
шое целое неотрицательное число.

Подставляя значение (26) в (25), после небольшой перегруппи
ровки уравнение приведем к виду

z"+*+J ш (z) 4֊
(£-1)1

где

J (a(z) - Q*՜1 Г ° ш (5) * = Q (£), (28),

fi(z) = /(։) ֊ a(z)P*-i (a(z)) —z* <7m(z) — 

(«W ֊։)*"՛ ?.(։> Л. 
(к — 1)1 J

В силу того, что а(0) = 0, точка н = 0 является нулем крат
ности не ниже к 4՜ т 4֊ 1 для левой части (28), следовательно она 
также является нулем той же кратности и для правой части уравне
ния (28), т. е.

2(/)(0) 
■ । =0, / = 0, 1,- • • , к 4֊ т. (29)

После элементарных выкладок, из этих условий получим следующую 
систему алгебраических уравнений относительно коэффициентов с> 
полиномов и дт (г) (/==0, к + т).

/л(0)
+ Ф^со՛ с»’"« 0, !,•••, Л 4-/п), (30)

где коэффициенты определяются формулами (23), а Фу (с0, с։, • • •, су_։) 
известные линейные комбинации из с*(&=0,1,-• •, у— 1). Фо= 0. 
При выполнении условий Ту=/=0, у = 0, £4~т . система (30) имеет 
единственное решение. В силу произвольности числа т, условия (22) 
являются необходимыми для однозначной разрешимости уравнения 
(1) при произвольной функции /(г). Покажем, что эти условия также 
достаточны. Пусть выполнены (22'. Тогда из системы (30) единствен
ным образом определим полиномы РА_։ (а) и дт (х). Учитывая усло
вия (29), функцию 2 (а) представим в виде



Линейные обыкновенные уравнения 429

2(я)-г"**+։ □„(,).

где (ж)—вполне определенная функция из В (О). Подставляя вто 
значение 2 (г) в (28) и разделив обе части (28) на вж,+*+։, уравнение 
(28) приведем к следующему виду:

«(*)-= С, (г) 4- Л (ш(х)), (31>

• (։)

W*))-- г2“?*՜*՜"՜’ f (=(')- ■Ч‘-1;я+։<»(

где

;)
(32). 

Покажем, что при достаточно больших значения т имеет место сле
дующее неравенство:

|^('°(^))| < q max |ш(5)|, 0<9<1. (33),
СлЛаг ' '

Действительно

К(» (•))! =
(л—1)1 .1

(<)Г+4+1
max |ш ($)| 

tfO + Г_______
(1-1)1 (m+2)

Л(։) = а(г)/х.

Ясно, что при достаточно больших значениях т имеет место нера
венство (33). Согласно принципу сжатых отображений уравнение (31) 
имеет единственное решение. Следовательно, условия (22) -являются 
также достаточными для однозначной разрешимости уравнения (1) 
при произвольной /(ж) и п>»1. Теорема доказана.

Пусть для некоторого целого неотрицательного значения / = / 
условие (22) нарушается, т. е. имеет место

Ъ. = °- (34)

В этом случае имеет место следующая
Теорема 3. Если <*' (0) =/= О, а(0)^=0и условие (22) нару

шается для некоторого ]՛ = /0. то однородное уравнение (1) при 
п=*к имеет одно линейно-независимое решение, а для 1 разреши
мости соответствующего неоднородного уравнения необходимо и 
достаточно выполнения одного условия вида

co/(O)+c։ f (0) + - - - + с,._ j/'՛՜1’(0) +/л> (0) = 0, (35}

где cj(i=0, /о~1) вполне определенные постоянные, не зивися- 
щие от /(я).

Доазательство. Пусть то есть

у»1
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Согласно лемме Шварца |։' (О); < 1, поэтому для остальных зна
чений имеет место увловие (22). В этом случае уравнение (1) 
приводится к виду (25) и решается аналогичным образом. В системе 
уравнений (ЗЭ) первые /0 уравнений решаются однозначно относитель
но с0, с։,---. с/,— 1. Подставляя эти значения в (/0+-1)-ое уравнение, 
получим условие разрешимости для неоднородного уравнения (1)вида 
(35). Значение с/, выбирается произвольным образом. Остальные зна
чения с/. 4-1, с/„>+2, --, с» + т определяются однозначным образом из 
системы (30). Следовательно полином дп (г) содержит одну произволь
ную постоянную с/, (причем коэффициент при хл-* равен с,.). Далее 
уравнение (1) приводится к виду (31) и аналогично доказывается его 
однозначная разрешимость относительно ш(г).

3. Рассмотрим случай, когда в уравнении (1) п~>к и а(0)У=0. 
в'(0)^»0. Тогда для уравнения (1) справедлива следующая

Теорема 4. Если п';к, а (0) ф 0, с'(0) =/= 0, то однородное 
уравнение (1) ие имеет нетривиальных решений, а для разреши
мости неоднородного уравнения (1) необходимы и достаточны вы
полнения п— к условий разрешимости вида

/0) ՝р/(0^ = °> У = 1. 2,п— к, (36)
1»1-1

где 'Р/ С=) — некоторые линейно-независимые аналитические функции 
вне единичного круга и 'ГДсо) = 0.

Доказательство. Допустим однородное уравнение (1) имеет 
нетривиальное решение <р (л) и точка с = 0 является ш-кратным нулем 
этого решения.

Из уравнения (1) имеем 

а (л) ? (а (л)) = — г"^к,(з). (37)

Так как а({0) 0, ։(0) = 0, ։'(0)=У=0, то точка г == 0 является
т-кратным нулем левой части (37) и Л^-кратным нулем левой части 
(37), где М^п + т — к. Из равенства (37) следует, что т = !У. По
этому т п 4- т — к или к п, которое противоречит условию тео
ремы. Следовательно однородное уравнение (1) имеет только три
виальное решение, т. е. х։ = 0. В работе (2] доказано, что —к=4—п. 
Так как >4=0, то отсюда получим = п — к. В той же работе дока
зано, что эти условия разрешимости имеют вид (36).

§ 2. Краевые задача со сдвигом для уравнения 
Лапласа в единичном круге

Пусть О— единичный круг |а| < 1, Г — его граница. Рассмотрим 
•следующую задачу:

Задача А. Наити в области О вещественное решение уравнения 
Лапласа

<1’и Фи
дх՛1 ду2 (38)
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удовлетворяющее граничному условию

^“•4 аа (а (-))=!* (^), Я 6 Г, (39).
Очп

где г—х-\-<у, а- действительная постоянная ат=0, |х(с) —задан
ная вещзстз энная функция на Г, а (г) — аналитична в области 

£), а (а) =5 0, я (0)= 0 и |а (г)| < 1 при = £ Г) {-Г, — — производная по 
дч

внешней нормали к Г в точке г^Г. Если и =0. то задача А будет 
называться однородной.

Известно, что решение и (г) уравнения (38) представляется в 
ниде

м(г)==Ке р (г), (40)
где <? (г)— аналитична в О и

!шр(0)=0. (41)՛
Причем представление (40) осуществляется единственным образом.. 
Подставляя и (а) из (40) в (39), получим

Ие [г" ?"(г) + а? (« (я))] — Н (-)» «£Г. (42)>
Следовательно задача А эквивалентна нахождению ’аналитической 
функции с краевым условием (41) —(42). Пусаь к0 число липейзо-неза- 
висимых решений однородной задачи А, а ко — число условий разре
шимости неоднородной задачи А. Обозначим т0 и т'и соответственно՛ 
эти числа для задачи (41), (4'2).

Отметим, что здесь мы линейную независимость понимаем в по
ле действительных чисел, а условие разрешимости берется в виде

К0«'։(<)л»о (1=1, 2,--, ко), 
г

где Ч'։ (/),•• -, 4' , (/) — линейно-независимые вещественные функции՛ 
*о

на Г.
В работе [3] доказано, что индекс задачи (41), (42) равен нулю,. 

т0 — т0. Следовательно из эквивалентности задач А и (41 );. 
(42) следует, что

ко — ко = то- (43)
Так как г" р" (я) + ар (г (а)) аналитична в области £>, то из гранич
ного условия ;42) эта функция определяется по формуле Шварца

л" р" (г) 4֊ ар (а (г)) = Ф (г) 4֊ ։с, (44);
где

. ։»
Ф (ь) “ — 1* (* (0 ——- <16 , / = е/։,.

2 тс 3 I — г 
о

с — произвольная действительная постоянная.
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Подставляя в (43) г 0 и приравнивая мнимые части, получим 
(С։=0 Здесь мы использовали условия (41). |Поэтому равенство (44) 
примет вид

хя<р"(г) + а?(а(2)) в ф (г)> (45)
Подставляя в (45) 2 = 0, получим,

<р(0) = — Ф(0). (46)
а

Так как Ф (0) —- взщеттвенное число, то из (46) следует, что любое 
рзшение уравнения (45) удовлегворают условию (41). Следовательно 
задача (38)—(39) эквивалентна уравнению (45) и в клессе аналитиче
ских функций, которая исследована в § 1.

Пусть ч>1 (г), ?1(я),-*։, ?։, (г) —полная система лииейяо-независи- 
мых решений однородного уравнения (45) в поле комплексных чисел 
Тогда (*)»''•« "РхЛ2)՛ ։'?1 (*)•■■ "• (2) будет полная система ли
нейно-независимых решений в поле действительных чисел. То есть 
упо = 2х1. Из (42) иымем

т0 = 2 *։• (47)

Обозначим через I кратность нуля и функции я (г), т. е. я(/>(0) — 
= 0 при у — 0, / —1, я(/|(0) у»0. По предположению />■!, при

меняя теоремы 1 и 2 к уравпенню (45) и имея в виду равенство(47). 
зполучим

Следствие I. Если I > 2, то

к0= 2|..?г~я

Следствие 2. Если I — 1 и

1 +- «(и)------------ ----------- и, у = п, пт I,” ’,
/«

то к0 = Ко = О. Если же /=1 и для некоторого натурального у0 > п 
имеет место равенство

1+а(О)(?.(О))Н/о֊п)! д0 
/о’

то к0 = ко = 1.
Пусть теперь в (39) а 0 и а (г) = 0. Рассмотрим Однородное 

уравнение (45)

։"?’(--) + а? (0) = 0. (48)

Подставляя в (47) г = 0, получим

?(0) = 0. ■ ’ (49)

Следовательно, уравнение {48) примет вид
(։) = 0.
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Отсюда, имея в виду (49), получим
<р(я) = с։г +------- |-ся_1Хв-։, (50)

где с։,--, ся_1 — произвольные постоянные,
*։ = п - 1, тп — т'о = 2(п — 1). (51)

Теперь рассмотрим неоднородное уравнение (45) при а(г)гв. Под-
Ф (0)ставляя 0. получим ?(0) = —'—. Следовательно, уравнение (45) 

а
примет вид

г” <?' (г) Ф •-» (г) — Ф (0).

Отсюда имеем

Ф{,,(0) = 0 (/= 1, 2,-• п — 1). (52)

Если ати условия выполнены, то

(53>
г"

Ф(0)Интегрируя (51) п раз и имея ввиду, что <р(0) =—— > получим 
а

+ с,г (И)
(п —1)1 7 с а I = I

где с։, с։,•••, с„ -1 — произвольные постоянные.
Пусть теперь а = 0, тогда уравнение (43) примет вид 

я" ф(я) (г) = ф (я) [с.

Отсюда, имея в виду условия 1гаФ(0)=0, получим с«=0,
тп0 —2п + 1, ^0=>^о = 2п + 1. (55)

Получили

Следствие 3. Если а = 0, то к9~ к'9 = 2п 4֊ 1, если же а =/=0, 
а (а) == 0, то

*0= к'0 = 2п — 2.

Таким образом, мы установили, что число линейно-независимых 
решений существенно зависит от сдвига «(х), входящего в граничное 
условие (39).

Մ. Ա. ՏԷԻՐՈՑԱՆ. Եզակիություններով բարձր կարգի գծային ղիֆերենցիալ նավասարումները 
անալիտիկ ֆունկցիաների ղասերում և նրանց կիրառությունը (ամփոփում)։

ներկայացվող հոդվածում ուսումնասիրվում է գծային սովորական դիֆերենցիալ հա
վասարումները անալիտիկ ֆունկցիաների դասերում եզակիություններով և շեղումներով։ Հոդ
վածում տրվում է այդպիսի հավասարումների լուծման արդյունավետ մեթոդներ։ Ստացված 
արդյունքները կիրառվում են Էապլասի հավասարման համար շեղումներով եզրային խըն- 
գիրների լուծման համար։
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М. A. ZIROIAN. High order linear ordinary differential equation» with 
eingularlty in a claee of analytic functt ne and their application։ (summary)

In the present paper there are studied ordinary differential equations with a 
shift and a singularity in a class of analytic functions. The effective method of so
lution such equations is given. The obtained results are used for solving a boundary 
problem with a shift for the Laplace equation.
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А. М. ДЖРБАШЯН. Г. В. УИКАЕЛЯН

О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
ТИПА БЛЯШКЕ

В статье для произведений типа Бляшке в полуплоскости, вве- 
деянь.* авторами [1], а также для произведений типа Бляшке М. М- 
Джрбашяна [2, 3] в единичном круге, образца 1945 года, установлены 
полные аналоги известного результата Фростмана [4] о граничных 
свойствах произведения Бляшке с „редкими" нулями. Результаты 
статьи в основном аналогичны результатами работы [5] одного из ав
торов, где в частности исследуются иные, родственные произведения 
типа Бляшке для полуплоскости и для круга. Однако, структурные 
особенности исследуемых здесь прои.ведений приводят к более пол
ным результатам.

1. Пусть последовательность чисел (= (и*-р гиА] из нижней 
полуплоскости С՛՜ }—{ш‘ 1т ш <^0] подчинена условию

$1*д1։+-<+~ (1)

при заданном я(—1<^“<С+ ос)- £Тогда произведение типа Бляшке 
для полуплоскости

5. (т, [»*)) = п Ьа (ш, = П ~= ՛ (2)
к к » — и*

6Л-, «^ехр{֊| ?(-Г^Ю4)р+. } (3)

есть аналитическая в С(-) функция с нулями [ац}[1].
Если {х*} (х* =/= О, — последовательность чисел из единич

ного круга |х|<^1, подчиненная условию

£(1-Ы)1+’< + °° (4)к
при заданном а (—1 < а < -г оо), то произведение типа Бляшке для 
круга

{г. |х*|) « П а.(г, = П ~к՜-- (5).
* к 1 — гкг

а» (г, х*) в ехр (' __ (1 —_  Հլ 1
՚ (1—хт/х*)’+« т )

Ж.!*

(6)-

есть аналитическая в |х| < 1 функция с нулями (х*} [2, 3].
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Замечание. Примененная запись (5)—(6) произведения типа 
Бляшке для круга отличается от введенной М. М. Дзрбашяном [2, 3| 
тем, что а зязаенено здесь в целях удобства изложения на я —1. Кро
ме того, при — приведенное произведение для круга являет
ся специальны* случаем более общего произведения, введенного 
Р. С. Галояном [б] по аналогии с произведениями М. М. Джрбашяиа, 
введеиныган в [2, 3], а также в более поздних работа:;. Отметим так
же, что при выполнении условия (4) прочззздение "■ принадлежит 
классу У, М. М. Дхрбаш.тна [7, гл. IX] функций обобщенно-ограни
ченного вида в круге, каково бы ни было а (—1<а +пг>) [6J.

Что же касается произведения 0։( —Р со) для полупло
скости, то при выполнении условия его сходимости (1) оказывается, 
что оно принадлежит классу Л7. (G1 )|(—1<Са<СО) [5], а также дру
гим классам функций обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости, 
исследованным в работе [8].

2. Основными результатами статьи являются приводимые ниже 
две теоремы и лемма. Прежде чем их сформулировать, отметим, что 
как здесь, так и всюду ниже емкость множества на конечной оси 
(—со, -|- оо) будем понимать в смысле, рассмотренном в работе [8].

Теорема 1. 1°. Пусть 7 (0 < у < 1) и а (7— 1 < а < 4֊ со) — лю
бые числа, а последовательность (а>*}с:(7с_) подчинена условию

£|1ш < 4- оо. (7)
It

Тогда функция B,(w, (ш*|) обладает ненулевыми, конечными угло
выми граничными значениями во всех точках (— оо, 4-оо), кро
ме, быть может, множества гулевой f-емкости.

2°. Пусть а(0<а<^4-со) любое и последовательность (tüi| с 
cG(՜' подчинена условию

£|Im w*| < 4- со. (8)
Аг

Тогда функция B„(w, {wA|, обладает ненулевыми, конечными угло
выми граничными значениями почти во всех точках и £(—оо, 4֊ со).

Теорема 2. 1°. Пусть 7(0 <•(< 1) и а (7 —-1 ֊< а < 4- оо) — лю
бые числа, а последовательность из единичного круга |z*j (г* ֊1= 0, 
А^>1) подчинена условию

£(1- /г*')т < 4՜ (9)

Тогда функция я, (2, (z*}) (обладает ненулевыми, конечными угло
выми граничными значениями во всех точках единичной окруж
ности \z\ — 1, кроме, быть может, множества нулевой -{-емкости в 
смысле Фростмана [4].

2°. Пусть a (0 <; а 4- оо) любое и последовательность из еди
ничного круга |z*| (гл У= 0, подчинена условию Бляшке

X (1 —|г*|)< 4֊ (Ю)
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Тогда функция т.* (г, ]я*[) обладает ненулевыми, конечными угловыми 
граничными значениями почти во всех точках окру ясности |я| = 1.

Замечание. В случае а = 0 утверждения 1° теорем 1 и 2 по 
существу совпадают с отмеченным выше хорошо известным ре
зультатом Фростмана [4]. Утверждения же 2® этих теорем в случае 
а = 0 переходят в общеизвестное граничное свойство произведения 
Бляшке.

В статье установлена также нижеприводимая лемма, неравенства 
которой представляют самостоятельный интерес.

Лемма. Если а։, “а ( — 1 <Са1 <С 0) любые числа. Тогда՝.
Г. Если. пэ;лздэз։тэлътэзгэ |то*'|сС( ։ подчинена условию 

(7) с 7 = 1 4֊ я։, то
|5«,(ш, |«'*))| < |5«, (то, (то*))| то^Сг՜’. (11)

Если же эта последовательность подчинена условию (8), то при 
любом а£[0, 1]

|5«(то, (то*)),> |В0(чо, (то*))|, (12)

2°. Если последовательность {я*) ив |я| < I подчинена условию 
(9) с 7 = 1 4֊ а։, то

|к«,(я, (г*))|< К,(я, {я*)|, |ж| < 1. (13)

Если же эта последовательность подчинена условию (10), то при 
любом а £ [0, 1]

М«. (х*))| (2*1)1. -1<1. (14)
Замечание. Для частного случая, когда т։= 0, в работе [6] 

содержится оценка, более тонкая, чем (13).
3. Доказательство теоремы 1.1°. Пусть выполнено усло

вие (7) с каким-либо т(0<^7<^1) и пусть сначала 7 — 1<4<д. В 
втом случае вполне аналогично лемме 5 из [5] можно показать, что

5« (то, |то*|)е^-1((/՜’), (15)

где Л^_1|С(-)) — класс функций, исследованный в [5].
Покажем, что включенние (15) верне и в случае произвольного 

а^-7. С втой целью выберем натуральное т>1 так, чтобы 7—1
- т < 7 и воспользуемся рекуррентной формулой из [1]:

5« (то, |то*|) = В«_т (то, (то*|) Кл (то), то £ С(~\ (16)

К* (то) = ехр
/п-1 2«—к

л—0 е — П
______

[г (то — то*)]“
(17)

Здесь, очевидно, Вл _т £ {С<-,|, а Кл — аналитическая в С<֊։ функ
ция без нулей. Поэтому, ввиду мультипликативности класса Щ-г 
достаточно показать, что А?« £ Для этого представим К.
в виде
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/G(w) =m£K։n(w), (18).
л ֊֊о

где
I Qi—n luil1՜" 1/С? (и») = exp / •—- V - - —'V _ 1(0 С n </и — 1) (19)
(л — п , p(w — w*)| J

— аналитическая в ('•' ’ функция без нулей.
Если я — 7 есть число не целое, то ясно, что т — 1 <^я — 7. По 

этому, ввиду используемого авторами [1, 8] определения оператора 
Вейля и в силу формулы (29) из (5], получим, что при любом 
п (0 < п < тп — 1)

JP-<T֊O log/C:'(w) = 2’՜՞ Г(1 -!֊ я - л -7) _____Ы12“____
Г (1 4֊ я - п) [/1 w - шд.)]1+* -т ’

Далее, воспользовавшись оценкой (21) из [5], получим, что при лю
бых л (0 л <՜ m — 1) и v 0

<т 11 log/^(w 4֊ /и)| du <

1(1 . Я— Л) "

Опираясь на лемму 1.5 работы (8) легко проверить наличие осталь
ных условий принадлежности К? (0 < п < т— 1) классу N™i типа 
В. И. Крылова, введенному в той же работе. Однако, как следует из 
определния класса 7VT֊i IG( ֊,j 15] и теоремы 4.3 работы [8], N^L| с 
с TV7_։ {G’~'|. Поэтому K^/V7֊։ |6<-,| (0 < л <тл— 1), и, ввиду ( 18Q,

Пусть теперь я —7—целое число. Тогда будем полагать, что в 
представлениях (16)—(19) т = л — 7 4-1. При этом легко проверить, 
так как это сделано выше, что для всех п < т — 2 имеем X’czN^-r 
Если же n = m — 1 = я — 7, то ясно, что

w-(i՜ ” log л: (w) = —֊ у —■|v*.iT-=-, 
Г(14-7) * ։(w-w*)

причем, это аналитическая в С функция со значениями в правой по
луплоскости. Поэтому с применением результатов работы [91] прихо
дим к представлению

Аа т (w) — exp Г
J [։(w—of 

— «■

где а (£) — функция, подчиненная условиям, поставленным в опреде
лении класса Л/т_1 (С։ ։} [5]. Тем самым, К» £ 7УТ_1 (С(՜’] при всех 
л (0 < п -< и։ — 1 = я — 7), и Л/т_։ |С(՜’) уже при всех я 7 — 1.
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Нужное утверждение вытекает из включения (15) и теоремы 1 
из [5].

2'. Докажем, что при выполнении условия (8) функция В, (ш, (ш*|) 
принадлежит классу Мт В. И. Крылова [10], каково бы не было 
а > 0. Тогда нужное утверждение будет следовать из общеизвестных 
граничных свойств функций ограниченного вида, поскольку таковы 
функции класса

Пользуясь представлением (2)—(3) функции Вл и оцнкой (21) из 
[5] легко получить, что при любых а^>0 и о<[0

+/Г п'З г«. П.2

1 |log- В,(и 4- iv, (w*|) du <.---------- V I ------- -—I--------<
J_ « <0J (M-4-|v*i+t)‘

<2(H*,/2[a(H-a)]-|S|o*|< + oo.
*

Замечание. Методами, аналогичными примененным, можно по 
казать, что при выполнении условия (7) с каких-либо 7 0 функция
В, (w, !«՛*))(’ < 7 —1) принадлежит классу N™ i типа В. И. Крылова 
из [8].

4. Доказательство теорема 2. 1°. Пусть выполнено усло
вие (9) с каким-либо 7 (0 < 7 < 1). Тогда, вполне аналогично лемме 8 
из [5], можно показать, что при 7 — 1 <Са 7 имеем

к.(г, {«]) (20)
где jVj-i — класс функций обобщенно-ограниченного вида в круге [7, 
гл. IXJ- С целью доказать, что включение (20) верно при любом а ^>7, 
выберем натуральное т >• 1 так, чтобы 7 — 1 < я — m < 7 и восполь
зуемся рекуррентной формулой из [3]:

Здесь, очевидно, к«_ т£ ^7-1, а £«—аналитическая в |х|<^1 функция 
без нулей. Ввиду мультипликативности класса /Ут-ь для доказатель
ства включения (20) с любым в'>7 достаточно показать, что 

£Лт_1(а;> 7). Для этого представим £։ в виде

П‘Ш (23)
Л ии»Э

£:(х) = ехр/—1 У 'ЪоСпСт-!), (24) 
I а — п к \ 1 — / I

где — аналитические в |г| 1 функции без нулей. В силу формулы
(1.22) из гл. IX [7] при г = ге,<? (0 < г 1) и любом (0<д<т-1)

_-АГе/г)-й-Л>==_1_ +г1-Т/Г7_* (1 _֊4ге£Т(«-л։ = 
Г (7)
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_1_ 
Г(т)

(25)

Поэтому, ввиду оценки, установленной в лемме 7 в [5], получим, что 
при любых ге'» (0 < г < 1) и п (0 < п < т — 1)

֊«ге'Т”4՛՜’՜”. (26)
где А/^>0— постоянная, зависящая лишь от а, 7 и п.

Предположив теперь, что а — 7 число не целое, будем иметь, 
что а — л — 7 >0 при 0 С л < т — 1. Поэтому, ввиду (25), обозначив 
т1п|гй| = Ро(Ро>0), ПРИ любых г С (1/2, 1) и п (0 < п < т -1)получим 

ь

а — п Т J П — |z*|re I '— г
«д

< — 2°' ■ - а ֊ W) Г7-------- :------ 4\- V*-.-, <

лЗ(։-л)/2 -Н-т/2 г
<М-±—----------  2(1._|2։|)т<+т.

(а-л) (а—п-7) V рв к

Тем самым, функции L’(0<nCn։_ 1),ав виду (23) —(24) и функции 
£., принадлежат классу 2VT-j.

Пусть теперь а—7—целое число. Тогда включения £a£/VT-i 
(0-Сп-Сп։ — 2) доказываются так, как выше. Для доказательства же 
включения L?1՜1 = £“-т 6 WT-i заметим, что в силу (24) и (25)

г1-’ D-^ log £ГТ (re'’) = —j— 2 (1 -|з*|’) [2 - ֊֊֊$ 1, 
Г (1+7) Т L 1— zt re ’J

?-^֊п-П1ог|Л:-т(ге/?)|< у, (1 _|Xi|)T.

Последнее неравенство обеспечивает нужное включение. Поэтому 
£։ £ Л/т_1 при всех а ^֊7, и включение (20) справедливо при любом 
а ^>7 — 1. Теперь требуемое утверждение теоремы непосредственно 
следует из результата М. М. Джрбашяна и В. С. Захаряна [11, 12] 
о том, что любая ненулевая функция класса А^—i (0 < 7 <5.1) обладает 
ненулевыми, конечными угловыми граничными значениями во всех 
точках единичной окружности, кроме, быть может, множества нулевой 
7-емкости.

2°. Пусть выполнено условие Бляшке (10). Покажем, что фун1С. 
цня к« (z, (z*J) (а^>0) в этом случае ограниченного вида в |з|<^1.
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Тогда нужное утверждение будет очевидно. Намеченной цели можно 
добиться путем применения рекуррентной формулы (20)—(21) и соот
ветствующих оценок. Однако, проще воспользоваться имеющим место 
при любых г ([։]<[ 1) и ։> — 1 представлением

«. («. Ы)-

= П «р{Ё ■ г!Г?>',Гг(п1՜—<г7>* ( п Г (I Ч- п) Г (1 4֊ а — п) I
являющимся очевидным следствие?/ фор?яалы (1) работы [13]. Запи
шем правую часть этого представления в виде дроби с числителем, 
состоящим из тс0 (ж. '**’•) и произведения экспоненциальных факторов, 
включающим в себя только слагаемые суммы с положительными коэф
фициентами. К знаменателю дроби отнЛем произведение экспоиен- 
цитльных факторов со слагаемыми суммы с отрицательными коэффи
циентами. Тогда числитель и знаменатель дроби—аналитические и 
ограниченные в |д] 1 функции.

Замечание. Метод мн, аналогичными примененным, можно яо- 
казать, что при выполнении условия (9) с каким-либо 7 ^>0 функция 
кв (г, |г*]) принадлежит классу /Ут-г М. М. Джрбашяна. Отметим 
еще, что способ доказательства утверждения 2е последней теоремы 
без с\щественных изменений мог быть применен также для утверж
дения 2° теоремы 1.

5. Перейдем наконец к доказательству леммы. С этой целью мы 
опять воспользуемся результатами работы [13], применение которых, 
в отличие от пути доказательства неравенства (15) работы [5], приво
дит адесь к более полным результатам.

Отметин сначала же, . что из формулы (3) работы [13] вытекает 
точно таксе же, как (27), представленье для произнедевня Б, в֊, 
п олуплоскостм. Приэтом, если — 1 < сг < а, < 0, то очевидно, что

(_ 1)" I Г(1 + <х,) _ Г (1 +«,) | = 
|Г(1+«.-п) Г (! + «,- п) |

- (— 1)" [=։ (“1 -1)- • • (°։— П + 1) — Я։ (аа— 1)- • • (а,— п + 1)] > 0

для любого п^-1. Однако, при любых п^-1, «?, С £ и к, з £ \г : 
|г|<^1) имеем также Ле [60(ш, С)]՞— 1 < 0, &е[а0 (г, з)]"— 1 < 0. Отсю
да следуют неравенства (И) и (13) леммы. Неравенства (12) и (14) 
доказываются аналогично.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 519.218.5
Г. С. СУКИАСЯН

О СГУЩАЕМЫХ ПРОЦЕССАХ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Операция сгущения точечных процессов является обращением 
известной операции их независимого прореживания с постоянной ве- 
роятностьчо р выбрасывания каждой точки (см. [1], [2]). Операция сгу
щения зависит от параметра с > 1 (коэффициента сгущения). В отли
чие от операции прореживания, которая определена для всех 
и для всех точечных процессов, операция сгущения возможна не всег
да. Представляет интерес задача о нахождении наибольшего коэффи
циента сгущения для данного точечного процесса. На эту тему имеет
ся мало публикаций. В [2], [3] рассматривался вопрос бесконечной 
сгущаемости процессов восстановления. В [4] дан общий критерий 
2-сгущаемости в терминах распределения Пальма, получены условия 
2-сгущаемости гиббсовских процессов с парным потенциалом.

В [4], в качестве примера, рассматривалось одно семейство Р, 
гиббсовских процессов восстановления на прямой. В замечании Г. С. 
Сукиасяна к [4] приведено независимое доказательство 2-сгущаемости 
процессов из Ра, основанное на свойствах знакочередующихся рядов. 
Настоящая заметка является развитием этого замечания. Здесь най
дено наибольшее значение с (а) коэффициента сгущения для процес
сов из Р,.

Определение (см. [4]). Случайный точечный процесс Р* в /?„ 
называется с-сгущаемым, с^>1, если Р* можно получить из какого- 
нибудь точечного процесса Р операцией независимого 1/с-прорежи- 
вания.

Под независимым 9-прореживанием, в д 1 понимаем такое 
случайное преобразование

Ей-Ей*
реализаций точечного процесса, для которого Ей* 5 Ей и для разных 
точек х, у из Ей события х £ Ей* и у £ Ей* независимы и их вероят
ности равны д.

Пусть Р—стационарный точечный процесс восстановления на 
прямой, и пусть у Р существует плотность распределения г (и) рас
стояния между соседними точками, называемая в дальнейшем опреде
ляющей плотностью. При независимом д-прореживании процееса Р 
получается (см. [4]) вновь стационарный процесс восстановления Р* 
со следующей определяющей плотностью:

6-356
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Г*(м)=<? £ р* ’И4> (и),
4-1

Где р — 1 -- Я, г'к) ~ &-тая свертка плотности г (и).
Перейдя к преобразованиям Лапласа

получим

е ~ти г (и) ди, £♦ е ю" г*(и) ди,

1 — рЬ

/- (ЗД) =----- - —--------
(ад)

Отсюда 
.г

то соответствует следующему соотношению между плотностями: 
£ (--£-? 7'%). (2)

<7 4-1 \ Ч /
Итак, если процесс восстановлении Р* является 1/<7֊сгущаемым, 

то. знакочередующийся ряд (2) обязательно имеет свойства плотности 
распределения:

а) г (и) О,
г (и) ди =~ 1. 
г ’ С.

Теперь пусть дан процесс восстановления Р* с определяющей 
плотностью г* (и) и пусть ряд (2) имеет свойства а) и б). В силу 
единственности преобразования Лапласа нетрудно убедиться, что 
после ^-прореживания процесса восстановления с определяющей плот
ностью г (и) получается процесс Р*. Отсюда следует

Утверждение 1. Для того, чтобы процесс восстановления Р* 
с определяющей плотностью г* (и) был 1/у-сгущаемым, необходимо и 
достаточно, чтобы ряд (2) имел свойства а) и б).

Рассмотрим теперь на прямой т. н. процесс непересекающихся 
невзаимодействующих интервалов единичной длины (см. [5]). Его мож
но эквивалентно определить, как процесс восстановления Р* с опре
деляющей плотностью, равной 

(3)

где а — положительный параметр.
Соответствующая свертка имеет вид

/ (и) == (и - Ь)к+1 —е- <“֊*), к =2, 3, • • •,
(Л—1)1

здесь

{х, если х^>0, 
О, если х < 0.
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Наша цель — выяснить для кахих а и у процесс Р* является 
1/д-сгущаеиым, Из (2) и (3) имеем

,-(։֊*)

- _1 ве- с-« £ /_ р_ ве-у 1 )*. (*!)֊’, ц > 1. (4)
Ч »֊.о \ 9 /

Оказывается, что ряды, фигурирующие в (4), возникают при ре
шении дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 
(см. [4]). Непосредственной подстановкой легко убедиться, что реше
нием уравнения

֊֊(-) -֊^(/֊1), #>1

(5) 
£(/) = !,

является знакочередующийся ряд

В силу (4) отсюда следует

г(и) = - е-“/Ги» ֊(6) 
Р \ Ч /

где
/(О)=֊^)=Г1:(/-1)’ #>1 

Л I О, # < 1.
Лемма 1. (см. [6]); Уравнение (5) имеет неотрицательное 

решение тогда и только тогда, когда Ь в՜1.
Из леммы 1 и равенства (б) заключаем
Утверждение 2. Ряд (2), состав ленный для плотности (3), 

неотрицателен тогда и только тогда, когда выполнено неравен
ство

рае’<^де~\ (7)
Отметим, что если 6<^е՜’, то /(<, Ь) как функция от I являет

ся плотностью распределения. Точечный процесс восстановления с 
определяющей плотностью равной [ рассматривался в [4] и [7].

Рассмотрим теперь условие б). Так как г* (и) является плотностью 
распределения, то £*(0) = 1. В силу (1), для выпллнения условия б) 
достаточно, чтобы область аналитичности функции А (та) включала бы 
мнимую ось (т. е. чтобы можно было в (1) подставить та = 0)- Для 
этого достаточно, чтобы знаменатель д-}-р£*(та) имел нули только в 
левой полуплоскости.

В нашем случае, когда г* (и) задается по (3), имеем

£*(«,) = «е_
»4֊ я>
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С помощью (1) находим
г z ч “в՜”£(«>) = ;—гз—~з՜ ՛q (w-f- я) -f- ре *я

Приравнивая знаменатель нулю и обозначая w=x + iy, получаем 
q (х + я) 4- лре~х со» у = О, 
qy — vpe~x sin у — 0.

Найдем при каких я все решения этой системы удовлетворяют усло
вию х<0. Если у —0, то из первого уравнения для всех я^>0 имеем.

х — — я — я — е~х <Z 0.
4

„ 1 /ря sin u\Пусть у У=0. Из второго уравнения системы получаем х = Ini ------- -  )•
\ 4 У / 

Условие х<10 выполнено, если
/»* si£!f с । 

4 У
Но для всех у 0 имеет место у՜1 sin у < 1. Следовательно, для 

выполнения условия б) достаточно, чтобы Н» если спра
ведливо f7), то

a.pq < е՜*՜’ < 1,
т. е. (7) является достаточным условием как для неотрицательности 
г(и), так и для равенства единице интегралаJ г (u) du. Итак, мы получили 

Утверждение 3. Пусть Р -процесс восстановления с опре
деляющей плотностью, задаваемой по формуле (3). Точечный про
цесс Р* является Х/ц-сгущаемым тогда и только тогда, когда 
выполнено неравенство (7).
Институт математики АН Армении Поступило 7 11.1991
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