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Ի ԴԻՏՈէ՚ԹՅՕԻՆ >ԵՂԻՆԱ'ւՆեՐԻ

ե.1րտդրությո.նր խնդրո, մ ( այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապտրա- 
էքեէ Համական ԱԱձ դիռռթյուններ!, ակադեմիա^. Տեղեկադիր սերիա 'Մաթեմատիկա, ամ- 
տագրում, հաշվի առնեք հետևյայ կանոնները

1. Հողվածների ծավտքը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քւսն տեքստի 24 մեքենագրված Լջ) , իսկ համառոտ հաղորդումների ծա վա
յը' ոչ ավե/ի քան 5 — 6 մեքենագրված Լջւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբաղրական կոլեգիայի հատուկ որոշմւսմբ։

3. Հողվածները պետք ք, ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան (եղվովւ

3, Ս եծատաս լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք Լ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում  , իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում Լ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրս իվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4» Գծւսգրերը ներկայացվում են առանձին Էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում Էջի ձախ մասում։

5. Դրականութ յունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում 4 հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հողվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և կջերըէ

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում ւ

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (•րիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

?• Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Ա*իվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10» Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բա դրա մ յան ի պոզ,, 24 բւ Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕ МИИ НАУК АРМЕНИИ

Մաթեմատիկա XXVI, № 4, 1991 Математика

УДК 517.956

Р. Г. АЙРАПЕТЯН

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОЙ МОДЕЛЬНОЙ 
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ С НЕСТРОГО ВОГНУТОЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНО БИХАРАКТЕРИСТИК ГРАНИЦЕЙ

В работе [1] Ф. Фридлендером описано фундаментальное реше
ние смешанной задачи в четверти пространства 0, х^> О, ^Л՞՜1) 

д3 для модельного строго гиперболического оператора (1 + х) —-----
о/’

д3 ’'-1 д3 „------- — У —. Важность этой работы обусловлена тем, что найде- 
дх3 Т±\ ду1

но фундаментальное решение смешанной задачи в ситуации, когда 
часть бихарактеристик уравнения касается границы (х = 0). Это фун
даментальное решение выражено через функцию Эйри, что дало воз
можность исследовать распространение особенностей 'решения этой 
смешанной задачи, используя асимптотические свойства функции Эйри. 
Работа [1] породила цикл работ (см., например, [2—8]), в которых 
на языке операторов Фурье—Эйри построены параметриксы для широ
кого класса смешанных задач, допускающих касание границы области 
бихарактеристиками. В основе соответствующих построений лежит ана
лиз аси1.;тотических свойств функции Эйри. Во всех этих работах нак
ладывается очень существенное требование либо строгой вогнутости, 
либо строгой выпуклости границы области, что, в конечном счете, 
дает возможность в диффрактивной зоне свести каноническими преоб
разованиями исходную задачу к уравнению Эйри.

В предлагаемой работе рассмотрена модельная смешанная задача 
с нестрого вогнутой границей. Для этой задачи найдено фундамен
тальное решение, выраженное с помощью вырожденной гипергеомет
рической функции Уиттекера 1/4 (а). Ситуация здесь представляется 
значительно более сложной. Дело в том, что՜ известные асимптотиче
ские свойства функции Уиттекера (см., например, [9]) получены либо 
при фиксированном к при г—» ао, либо при фиксированном х при к-»-ао. 
В то же время, для целей данной работы требуются асимпотические 
свойства функции 1^7.1/4(2) при независимом стремлении переменных 
к и г к бесконечности, т. е., другими словами, требуются „равномер
ные асимптотические оценки. Оценки такого типа получены в §§ 2, 3 
настоящей работы. В § 4 с их помощью доказана теорема, описываю
щая фундаментальное решение задачи.
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§ 1. Постановка задачи я основные результаты 
Рассматривается следующая задача.

(1 + Xя) и„ — ихх— £ = 0
/“•։

при 4^>0, х^>0, у^ •
и = g, при х = 0, ( > 0. у С. А , (։ -2)

и = 0, при / < 0, л- > 0, у £ R . (1*3)
Пусть 5, ’,в> У - переменные, двойственные к х, (, у и ^(т[0, т() 

Главный символ уравнения (1.1) записывается следующим образом:
ч(х. 5, *})= — $’+ |‘(х, т|), (1.4)

где .
* Р(х, 7))-=(1+х’)^-ЬТ-

Для задачи (1.1)—(1.3) нарушено условие строгой вогнутости 
границы*. Напомним, что граница (х = 0) для уравнения, главный 
символ которого есть — $’+ И (х, 6 у, ъ), называется строго вогнутой, 
если

--(0, 6 У,Т1)>О на/Ч,-{(Ау,ч)€/?։ X АЛ՜’X (АЛ-։ \0);
дх

Р (0, I, у, 7)) = 0).
Соответственно, назовем границу нестрого вогнутой, если для 

некоторого натурального числа т > 2 имеют место следующие ’соот
ношения:

(0, 4, у, т() — 0 на /Уо при у = 0, 1,- - •, т — 1, 
дх1

^Н-(°, 6 ₽> Ч) > 0 на Л'о. 
Ох

Заметим, что в рассматриваемой нами ситуации т = 2.
Напомним определения некоторых классов распределениезнач- 

ных функций, данные в работе [2]. Будем говорить, что распределе
ние 14 ££)'( А՞+։) принадлежит классу ^К(А X А՞), если существует 
функция их£С“(А, й' (А")) такая, что для у<р (х) £ Со"(А) и уф (у) € 
£ Со (А") имеет место равенство

+«о

<и, ? (х)®Ф (у)>“= J <Вх. ф><р(х)Лс. (1.5)
— ев

При этом, как показано в [2], отображение ~'и-*-их есть биекция 
х : К (R X А՞) - С՝ (R, [У (Ал)).

Согласно используемое Л. Хёрмаидером терминологии (см. [13]), точки (0, 4. у, 0, 
± 111/|. У) принадлежат множеству С°.
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Аналогично определяются класс К (R+ X R՞) и биекция

~-.K(R / R") С" (R+, D'(Rn)),

с той лишь разницей, что (х) берется из Сц“ (/?’).
Класс К (R X X R") определяется как т՜1 С” (/?+,.

£>'(А,Я)), где С”(А+, О'(R՛՝)) состоит из распределениезначиых функ
ций из С’(А1, О' (R՞)), являющихся ограничениями на R ՜ функций 
из С՝ (R, £'(АЯ)). И, наконец, классы К+ (R, й' (R")), К+ (А+ г 
О'(R")) и К՜1՜ (А+,АХ (/?")) определяются как подклассы классов К(Е, 
£>'(АЯ)), А՜ (А4՜, 1У (R՞)) и К (R ', И'(R՞)), состоящие из элементов, 
обращающихся в нуль при у0<0, лая у = (у0- Уп-т).

Фундаментальным решением задачи (1.1)—(1-3) назовем распре
деление Е£К^(Е+, О՛ (R՞)), удовлетворяющее условиям

д2Е _ n՜1 &Е_ (ЛЕ 
дуо j-1 dyj ох2

=*(₽)•

= 0. (1.6)

(1.7)
Пусть Ех — С (R^, S'(R՞)). Применим к (1.6) и (1.7)преоб 

разование Фурье по у и обозначим через Ex(fi) образ Ех при этом пре

образовании. Так как Fr обращается в ноль при 0, функция Ех(т\)՝ 
может быть продолжена до функции, определенной на ((х, т));х£А+ 
т)0еС, Im т)0 < 0, т)'£Ая՜ ) и аналитичной по т)0. Получим следующую՛ 
задачу для обыкновенного дифференциального уравнения, зависящего 
от параметра т),

—+ р(х, •»!) Ex{t\) = 0, при х>0, (1.8)՛

Ео (ч) = 1. (1.9).
Как известно (см. [10]), подстановкой Ех(г[) = х՜ 12и(£т]ох’, т) и. 

заменой переменной г—1^ох2 это уравнение сводится к уравнению 
Уиттекера:

± . ±4- Л- + ( 4 т 7 + 1/4֊ т’ч ----------- и = 0
г2 / 

(1.10)..

с т = 1/4 и к = -1^—
4 -По

Уравнение Уиттекера (см. [9]) имеет две пары линейно независи
мых решений, являющихся вырожденными гипергеометрическими функ
циями Уиттекера:

[Л/*<я1(г); Мк, - т (х)) И [ГР7*, т(х); 1^-4, т(—«)].

3*В случае, когда 2 т не есть целое число и |аг22|<-^ч эти функ

ции связаны следующими соотношениями (см. [9]):
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. . Г (-2 т) .. . ч, Г (2 т)”<։)+гМ+т՜^«— <։л։>

\ 2 /
Общее решение уравнения (1.8) может быть записано двояко, с 

использованием обеих пар линейно независимых решений:

Ех (7)) = х՜’՞[Л, (vj) Wk, ։м (/% х’) +• Л, (-п) 1Г- *, 1М(гт(0 х»)] (1.12)
Я

Ех (7)) = X՜1П [Л, (1) Мк. 1/4 (irlox") + в, (rt) Мк _i_ (nj0 Х’)|. (1.13)

Значения коэффициентов Л։(^) и Ла(т/) устанавливает сформу» 
лированная ниже теорема. Воспользовавшись соотношением (1.11) по
лучаем также и значения коэффициентов (>)) и 52(т)).

Теорема. Единственное решение граничной задачи (1.6) (1.7) 
есть обратное преобразование Фурье—Лапласа от функции

Г (— -*)

6W = X՜1՞ Л °7*.'»<"!"'■)> <114>
И « (^о)

определенно՝“ на множестве
{(х, ч)); х^>0. vj0 £ С, tm^O, г՛ £ R՞ ։|, 

։дв

4 По

§ 2. Разномерные оценка фуиг.циа Уиттекера

Целью этого параграфа является вывод оценок функции Уитте
кера V7k, т (z), использованных в доказательстве теоремы (§4). Вооб
ще говоря, оценки для функций Уиттекера известны (см., например, 
[9]), однако они получены либо при фиксированных значениях пара
метров k и т, либо при фиксированных значениях параметра т и аргу
мента г. Другими словами, постоянные, фигурирующие в этих оценках, 
зависят либо от к и т, либо от т и z. Однако для целей настоящей 
работы таких оценок недостаточно. При доказательстве теоремы (§4) 
требуется оценивать функции m (г) при независимом возрастании 
модулей параметра к и переменной z. Ясно, что требование „равно
мерности“ оценок существенно усложняет их вывод. Далее, несмотря 

на то, что функция Уиттекера используется при т=— > в этом па- 
4

раграфе мы не ограничиваемся только этим значением т, что, впро
чем, не приводит к сколько-нибудь серьезному _ усложнению вывода 
оценок. Естественно, что оценки получены при определенных ограни
чениях на т, к и z. Мы начнем с самой „грубой“ из оценок, но по՜ 
лученной при более слабых ограничениях.
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Лемма 1. Пусть Ее тп^>0, Ее I к 4՜ 1 т------
2.

< 0, г У=0 и Ее г >0'

Тогда имеет место оценка

\^,т «К П2 Ее т)
1 —---- Кеи

л|’

• ехр ।----Ее г — 1т к-аг£ г — 1т {к 4- т). (2-1)

• 5£п 1т г-О (— 1т (к 4՜ т) згп 1т д) •

Примечание. О (() — функция Хевисайда, т. е. 6 (/) = 1 при 
/>0 и 0 (/) = 0 при /<^0.

Доказательство леммы 1. Поскольку из условий леммы 
следует, что Ее^£---- - ----тп^<^0 и Еег^>0, можно воспользоваться

следующим интегральным представлением функции Уиттекера (см, 
[9]):

Ж ** 1

^м(‘)=֊^---- ~----- Г ' (1 + — ) е <Н.
Г(2-_А+т\1 ' */

\2 П
Отсюда

1^*. „(.-)!< (2.2)

где

R։ (* + т) - — 
Ж (2.3)

Так как Ее г 0, имеют место оценки

0 С Б£п 1т 2-аг£ (2.4>

Отсюда, используя условие Ее^&----— 4՜ т ) < 0, получаем

ж 1

1 |г| ехр< — 1ш(&4-/п)• агя (1 4-----Л&. (2.5}՛ 
о
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Из (2.4) следуют неравенства:
— Im(^ + m)-arg^H-—)<0 "Ри 1«п (4 + m)-sgn Im z > О,

И
- Im (к + т) • arg (1 4֊ у) < ֊ ֊ (* + ™) Im z ПРИ

Im (4 + т) sgn Im z < О.
Воспользовавшись последними неравенствами и оценкой (2.5) по

лучаем, что
/ |z|^ “Rc ' П) ехр |---- Im (к 4- т) ■ sgn Im z • 

• 0 (— Im (44՜ m)'Sgn Im z)- frR°'" ’e 1 dt. 
e

Отсюда и из (2.2) следует утверждение леммы.
Лемма 2. Пусть Re z = 0, Re к =• 0, Im 41m z < О, Im т — О,

-О < |m| < 1/2 и Н > 2.

Тогда имеет место оценка
1
2 — т

«1*1 
еИЧ 4- |4ГР”е \ (2.6)

Доказательство. В силу условий леммы £имеет место сле
дующее интегральное представление функции Уиттекера (см. [9]):

2

М (

------т
2

։ 4е z

т
е ՜' dt, (2.7)

где интегрирование ведется по контуру, который идет из бесконеч" 
ности по вещественной оси, обходит начало координат в положитель
ном направлении и затем уходит на бесконечность по вещественной
оси, причем точка

argz имеет свое
f = - z лежит вне контура. Предполагается, что 

главное значение arg (— f)i -С и arg (14՜ —) -> О 

при /-»0 по пути, лежащему внутри контура. Совершив в (2.7) заме
ну переменной I ֊+ |г| /, получаем

\ -Т * т+т֊4 
— т ) е г \г] , (2.8)
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где 
1J +■• *— 1 +«

/= I (— О (1 — //sign Im г) е-1»1‘ dt

Обозначим 
- I + Л1 — J 4-1»

/(0 = (~ 0 (1 — it sign Im z) , (2.9)

S(t) =” ~ In (- 0 + ֊ Ь (1 - it sign Im z) — щ-1, (2.10)

приходим к следующему представлению 
«о 4-)

/ = । f(t) exp(|Xr|5(0) dt. (2.11)
со

Особыми точками функций S(t) и / (/) являются точки 0, 
— i sign Im z, oo.

Ограничимся рассмотрением случая (Im z 0, поскольку оценка 
(2.6) для Imz<^0 получается переходом к сопряженному в (2.11).

где

где

Из

где

Интегрирование будем вести по контуру
I = 1Х и 13 и 13.

1Х = (/ £ С; Re t^■ 0, 1т I =г}, 
Ю= г, Ее? <0),

13 = |/ £ С; Ые £ 0, 1т I = — г),

-4(/Ж+7֊1)- (2Д2)

условия > 2 следует неравенство г -С •

Имеем неравенство

’Л < V |/у|, 
/-1

| /(0ехр[|*]5(0] л .
. ՛ к V

Оценим вначале 1Х. На С։ = з -|- /г и, следовательно, 
т- I т-|

I/ (01 = |з + ։>| |1 + г — ։з|

Из условия т---- — <^0 и последнего равенства следуют оценки

m— 1 т— 1 т-
1/(01 <3 (1+г) <з » (2.13)

(/(OKs’"՜1. (2.14)
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Далее
Ке5(/)=-агг(-5-г» ]-агг(1 4֊ г ֊ «) — &з. 

|Л|
В соответствии с правилом выбора ветви подынтегральной функ

ции в (2.7) имеем

Re 5 (/) = *֊ arctg —------arctg

(2.15)

1*1
при з >

С другой стороны
^(Ие^з -|- ,г) = -

Следовательно

Re S (s 4՜ ir) < Re 5 (ir) = — (2.16)

Из оценок (2.13) и (2.16) получаем
« «1*1

I И(s + ^r)|e,‘|R•S('+/', 
о

а из оценок (2.14) и (2.15)

2 ТС т 'Н/2 
»  J

т 4-1/2 (2.17)

eU|Re5(i+/rJ</s< s2m-1e՜ 111' -2иГ(2т). (2.18)

Объединяя (2.17) и (2.18), получаем
<1*1

„п.4-1/2 е 2 Г (2 т) \k'~ 2т

Для

’ т + 1/2

того, чтобы оценить /3 заметим, что на 13 I = з — й и

(2.19)

Далее
1/(01 = I*-/гр-J,։ m—1/2

s
1 + >■ ’*1

Re S(s — ir) = — arctg ----arctg —

Отсюда
1*1 2 1*1 2~=։-

з2т ’е ЭД'</з = (2|й|)-а'п Г(2т). .
(2.20)

о
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Нам осталось оценить /а. На /а/ = ге/|?, ? £

|/ (f)| = rm ~11г |1 - Zre'?|m - 1/2 <2։;2-m rm ~։я. (2.21)
В соответствии с правилом выбора ветви arg (— t) = <р— к и

/1 /it V*"äJ» . г sin (<р — ir/2)arg (1 — it) = arg (1 4՜ re ) = arctg---------1--------- -----

I т (2)

1 4֊ r cos I <₽----- — )
\ 2/

Поэтому на /։

Re S(t) = « — ® — arctg —r C°S<₽------ — r cos <p. (2.22)
1 4- r sin ? |£|

Продифференцировав последнее равенство по ?, получаем

֊£ Re S(r^) — 1 + -7'7 , + £ rd»Т. (2.23)
с/ф l-t-2 г sin <р 4՜ г |Л|

Из (2.12) следует, что
1*1 . .
77=г + Г. И

Из этого равенства и (2.22) получаем

2г(sin ? — 1) f sin? 4---- -—
— Re 5(re ’) =. (~+7){1+2г81п?+2Д֊

откуда следует, что для г £(0,1) и ср £ 

векство

3-1— имеет место нера-

- Re 5 (ге<?) < 0. 
а<?

Следовательно
1-2

ReS(re'0<ReS(re п
~2

Отсюда, воспользовавшись оценкой (2.21), получаем 
* — т ли- 1 r I*) —2т к |t|

7։<2 яг е “ <2 яе 2 . (2.24)
Объединяя неравенства (2.19), (2.20), (2.24), получаем

/ т+5 \ «JM
Г , J к 1C I 2 — 2т — 2m

Г + е +(1+2 )Г(2/п)|й:| .

\ш+т 2 )
Отсюда

2— т
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/ ’ \ ж|*1 .
. —_____ |-—г е 2 + (1+2 ИМИ .

1Л 2 /
Заметив, что

|х*| = |в‘1в'| = в՜2՜ (2-25)

приходим к оценке (2.6).
Лемма 3. Пдстъ Ке * =0, Ке к = 0, 1т к -1т г < 0, 

1т т — 0, 0 < |т! <^~ ’ 0

Тогда имеет место оценка

зг1Г|гГ т(1+|Л2т). (2.26)

Поскольку доказательство этой леммы во многом сходно с дока
зательством леммы 2, ограничимся кратким изложением. Как и в пре
дыдущем случае докажем оценку в случае, когда 1т г 0.

Воспользуемся интегральным'^аредставлением (2.8). Интегрирова
ние будем вести по контуру

/=/,и/։и/։и/4.
где

С; 1т# = г),

12 — С; Ее { =0, 1т ( £

13= р£С; |/| = Ее / <0 } .

■где г определено формулой (2.12).. 
Заметим, что

Яе 2 (() — ~ — агс1<т —----агс1$—-- ------— з <.՝
« 1 кг |А|
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<՜ К----- - 3 С---------- ~ 5,
1*1 2 21*|

при 5^- к — •
/*1

Отсюда и из неравенства (2.16) получаем
1*1 /« I*' '։.. .

ЦУ- -
7։<1 I з2(Я-1е й+ 1з5л!-։е </з -С

о /Н

г|л| 5,П
< е 2 (֊( + г (2 т)22" |гГ ’”՝) <

\2/п\ |г| / /

«1*1
<С(т)е 2 И-2Я,(Ц-|*Г2(Я).

На /, < = 7з, з 0. Следовательно

Ее 5(/)=у’

1/(01 = зт-1/2(1 + з)т-։'-<з2'"-։.
Поэтому

*1Я Г х_|у_
г 2 ( 2т-1 , 1 2 2т
/։ С е ։ аз <---- е г .

.՛ 2 т
։/2

Заметив, что из (2.12) следует оценка г < I*,՛1'2 |г|՜1'՜’, получаем

/ Т-1*: । 1 - т -.1 |/я-е И I*! .
2 т

Из условия |*| 3 |г|, воспользовавшись соотношением (2.23), по
лучаем

Следовательно, на /а
- 1?е5(—е'Л<—• 

к 2 7 2
Таким образе:։, имеет место оценка

„ 2
Д<2-2я։т.е .

Наконец на /։ / = з — 7/2

1/(5- //2)։ ■<52/п_\

Ее 5(з - 7/2) < ֊ 5.
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Поэтому
/4 < | 5։ "-1 е~ |։|1 Л = Г (2 т) кГ 

о
Окончательно получаем

« 1Н

7<С(т)е 2 !кГ։ж(1 + |Л

откуда следует оценка (2.26).

§ 3. Равномерное асимптотическое разложение функция /иттакера

Целью этого параграфа, как и предыдущего, является доказа
тельство равномерных оценок функции Уиттекера. При этом исполь
зуется равномерное асимптотическое раз юление функции иттексра, 
к выводу которого мы теперь переходим.

Лемма 4. Пусть ке к = 0, Ие г — О,

1га г-1т к < 0, 1т т = 0, 0 |т| < —

в
О < с։ •< ' — -С с2, где. с։, с2— постоянные. Тогда имеет 

՝ ш
асимптотическая формула

место

И7*, т (*)

_ . 1 \ , т 1/4
Г ( /с -4--------т к г

_ У 2 /____ „
]/2* [(г-4 4)]/4

• ехр | — к 1п ( 1

-г |/ Ь-^}(1 + О(й՜1)), |Л|- <ю,
(3.1)

равномерная относительно г.'
Прежде чем перейти к доказательству, заметим, что из этой лем

мы сразу вытекает
Следствие. В предположениях леммы 4 имеет место оценка

| И7*, т (г)| < сопз! Г Г |*| |г,։'‘’1/с”е------------------
(|гЦ-4Щ)^

(3.2)

Доказательство леммы. Будем исходить из интегрально
го представления (2.7) функции Уиттекера. Совершая замену перемен
ной / — |г| I ч обозначая через ₽, а |А| через X, получаем

Г^Л-Ь—----т^\ _±_ — *+^-+<п
^.„(2) = - К 2^.-------- е 10.^, (3.3)
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где
<ortr)

/(>֊, ß)- рЮе'5(,’Л.

W
/(/)=(֊ - ftsign Im z)'"՜12,

5 (f) = — Z sign Im к In (— t) 4֊ i sing Im к-
•In (1 — it sign Im z) — ßZ.

Как и в предыдущем параграфе ограничимся рассмотрением случая 
Imz^>ü, переходя к сопряженному при Im z 0.

Зафиксируем ?£[С|, са]. Особыми точками функций S (t) и f (t) 
являются точки 0, оо, —i. Найдем точки перевала функции S(f). 
С этой целью рассмотрим следующее уравнение:

S' (t) = it՜1 - (1 - it)՜1 - ? -0. (3.4)
Оно имеет корни

г,=т(|/ 14’Т՜1/՛
'■ = -4-( 1' 1 + 4.Ф + 1).

те те
причем arg (—/։) =------ • arg(—G) =— • Заметим, что

2 2
Re 5 It) — — arg (— t) + arg (1 — it) — ß Re t.

Отсюда

ReS(f։) = ֊y« ReS(Za) = —.

t. e. Re 5 (Z։) > Re 5 (fa).
Покажем, что существует перевальный контур, проходящий через 

точку /, и для этого контура точка f։ является простой точкой пере
вала. Воспользуемся следующими леммой и следствием.

Лемма ([И]). Пусть z0—простая точка перевала функции
5 (г), т. е. 5'(z„) = 0, S"(z0) 0.

Тогда в малой окрестности U точки z0 линия уровня Re S (z) — 
= Re S (z0) состоит из двух гладких кривых /։ и Z։, которые орто
гональны в точке z0 и разбивают U на 4 сектора. Знаки функции 
Re (5 (z) — 5 (z0)) в соседних секторах различны.

Следствие ([11]). Через секторы, в которых Re S (z) < Re 5 (z0), 
проходит гладкая кривая I такая, что Im S (z) — Im 5(z0՝) при z £ Z. 
Функция ReS(z) строго монотонно убывает вдоль I при удалении z 
■от точки z0.

Нетрудно убедиться, что в рассгдатрипаемой ситуации 

5"(,'>--7Т--(Гтад='?։/1+7*0- (3-5>
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Поэтому существует гладкая кривая I, проходящая через точку 
/։ такая, что

1га 5(0 = 1га 5 (/1), при / £ I 
и

Ее 5(0 < Ее £•(/,). при /£/. 1 +
Естественно можно считать, что эта кривая содержится в круге ра
диуса о с центром в точке 0» 'где 8 — положительное число, которое 
будет выбрано ниже. Пусть концагли кривой I являются точки /, и

В **
Покажем, что при достаточно малых о точки <։ и 0 располагаются 
следующим образом:

Ее'2?<0, Ее/։>0. (3.6)
Действительно

5(/)֊5(/1) = (/֊<1)’А(/).
где

1
к (0 = — 1՜ (1 -з) 5" (/,+ з {I - #,)) Л. 

е
Из соотношения

•$"(*.) = $’]/ 1;+у ¥=0 (3.7)

следует, что Л (/։) =/= 0.
Введем новую переменную

5«)-5^)=-^.
Тогда

Ц)У -к а).

*' М = /-А(Л) ¥= 0
И

,--------- 1 / 4 \1/4 г__
V -Л(Л) = — ₽(! + ֊֊) Г֊/, 

д' \ р /

Выбор ветви под корнем осуществим следующим обрезом: ] _ / =
. =“*Т к

~е . Отсюда аге- г/(?։) = — • Заметим, что функция г = г(/) в

окрестности точки осуществляет конформное отображение. Ли
нней наибыстрейшего спуска является отрезок прямой 1т а = 0. Та
ким образом, касательная, к кривой I в точке параллельна биссект
рисе первою квадранта, откуда и следуют соотношения (3.6;. Допол
ним I следующими кривыми:

А = |: С 1т I — 1т Ке / > Ее /2|,

-։ —и С. С; Кё / = Ее/։, 1т # ^[0, 1т/։]ь
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1а =' [t=rea; № |Re t։, 2 те]],

/4 = {/ G С; Ina t = 0, Re l > ]Re Z։|]I 
Покажем, что полученный контур является перевальным.

а) Пусть тогда / = s 4՜ ։Tm tt, si>Ref2^>0. Обозначим

Ф (s) = Re S (s -+- i Im t3) ~r. — arctg -^m—* — arctg---- ---------ßs.
S l+Imfj

Тогда 

ф' (s) _ lm __________ 1 4 lm _ ß =

s։4~ (Im f2)’ s’4- (1 -i- Im /,)’

_  Im/2(l : Im/2)(l— ß Im <i2 (1 4՜ Im f2)) 
(s’4-(ImF2)։(s։ + (1 +Im?a)։)

Как было показано выше Im f3 ՝J> Iro Z։ = 1/2 ( ’ 14-43՜'— 1). Следова
тельно, Ф՜ (s) 0, t. e. функция Ф (s) убывает с ростом s. Поэтому 
на Ц

Re S(t) < Re S(f2) Re 5(f։).

b) Пусть t<rl3, t. e. f = |*4-Zs, i*== —Ref1։ s£[0, lm f։]. Обозна
чим

Ф(г) — ReS(— [a 4՜ ։'s) = arctg ——[- arctg——--- R ßj*.
H 1 4֊ t

Имеет место неравенство
Ф’(s) = — -----------------и------->0

s»4-H։ (l + s)։4-Ra
и, следовательно, на Z։

Re S (t) < Re S (Z։) < Re S (f։).

с) Пусть t^l3 t. e. t — r;՛3, r = |ReZ։|<^S, <p [те, 2 те], Обозна
чим

ф (®) = j ; = к — г — arc'. j — ~~—------ ßr соз ?.
1 - г sin <р

Отсюда
Ф'(<р) = ßrsinf — —_’ • ՛ ■—v < 0

1 4֊ 2 г ьхп «р 4- г՜
для <5^ [те, 21t], Г < 1.

Следовательно
Re 5 (re'?) < Re S (- г) < Re S (7,1 < Re S(f,).

о) Маконец, пусть Z£.։, noi-za
Ke 1 С) ■» - те ֊ _r. ,g / - -7 - те Re Л (

2-79
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Таким образом, доказало, что контур и III А» I) 1з и Л перекальный, 
а точка /։ является для него простой точкой перепала. Совершенно 
аналогично показывае?л, что при 1։п г й О перевальным является кон
тур, симметричный построенному относительно прямой 1т/==0.

Теперь остается воспользоваться известным асимптотическим 
разложением (см., например, [11]), согласно которому

/(•, ?)~ехр р.5(/։)] £ с„л-я ։'2, * ֊> (3.8)
н=й

Главный член асимптотики имеет следующий вид:

/(>, = ]/- ТзЦтдехр (/(<1) + 0()‘ ։)))’ (3-9)

Из (3.7), в соответствии с правилом выбора ветви для корня (см. |! 1]), 
получаем

С другой стороны

5(/։)-г1п(-Л)-г1п(1-г7,)-₽Л= * + 
«о

г 1 Н- 4/? +1 2 Р /’ (3.11)

(3.12)/0,)= р1/։_Я1ехр /^(1-2т)
4

Наконец, из (3.9)—(3.12) для фихсироздяного Р£(с։, с։] получаем

: •• . ••
+ 4)1/4 еХр [ 4 + ' | 2 ''/(>, Р) =

Заметим, что хотя асимпотика функции /(՛ , (5) получена при фик
сированном значении параметра она пмезт место равномерно по 
в некоторой окрестности точки (1. Достаточно воспользоваться сле
дующей теоремой.

Теорема_([12]). Пустъ1с. функции / (с. о ) и 5 (г, а) голоморф
ны по (г, а)-_!гХ —з» где -■-**, 9« — области з комплексный плоско
стях г, а соответственно; 2 . 7—коггчияН контур, 7^-;; 3°. функ
ция 5 (г, ■’„), имеет простую точку т-м’ьалс. ։֊!г, д0 яв
ляется внутренней точкой контура 7 :г,с.. ?■ с г(֊, ։П1 достигает
ся! только о точкг. г0. > о՝да 26^>0 тг.слса, что при ■> — > у՝, [а - я0| 
<8 асимптотика интеграла
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F(>, а) = / (z, a) exp р S (z, а)] dz

равна вкладу от точки перевала z0(a):

Г (л, x)~exp[/.$(zn(u). а)] £ аи (“) *՜՜՞1՜1'2.
ni—О 

a главный член асимптотики имеет вид

\ ~ /^"(z,,^, а) U °) + 0 1> ехР Гл•$(*<> («О. «)]•

Покрывая отрезок [с։> с2] такими окрестностями и выбирая ко- 
нечпсе подпокрытие, показываем, что разложение (3.13) равномерно по 
9 на [с„ с։].

Дли Завершения доказательства леммы остается воспользоваться 
соотношениями |z| = — iz, = ik и формулой (3.3).

Заметим, что оценка (3.2) сразу следует из асимптотической 
формулы (3.1).

§ 4. Доказательство теоремы

Рассмотрим функцию Ех (’<]), определенную формулой (1.14). При 
фиксированном х^>0 эта функция бесконечно дифференцируема по ՛/) 
на множестве 2 =• {•/) £ С X R"՜1, Im %<^0|.

Из свойств функции . Уиттекера 1/4 (г) (см. [9]) следует, что 
при фиксированном rt' £ R"~1 она регулярна в полуплоскости 1тт)0<^0 
и на лучах [Im 7jo=O, Re^^O), |Im-/î0<0, Re tjo=O}.

Начнем с „грубой“ оценки для функции Ext?!) в области S2. За 
метим, что при Ira t\0<^ О

Re (zt)ox։) > О,
k___ 1 \ = Im iV-I- Iv'P

4/ 4 jifcl«

(4.1)

(4.2)

Следовательно, можно воспользоваться леммой 1. Из (1.14) и оценки 
(2.1) получаем следующее неравенство:

1£г (ч)| < ехр
где

— Im Æ-arg z---- — Im /с-sgn Im z-6 (— Im k՝sgn Im z

Im k =---- — Re y0
4 - ---- » sgn Im z = sgn Re

Отсюда
Im k ■ sgn Im z =-----— |Re tj0| ~ ՛

4 k’
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г Я ' t
|£ж (ч): <- ехр ! ֊֊ |Re '^I՜1-— lar? >!ol +

I Ч I чО|

+ ViRe ю|1'"՞ Г V ՛՛’ « (IV- !<■) ' < Д W- («)
Z ** I *Ю| 7

Перейдем к выводу оценок на лучах. Пусть 1m ^=0, введем 
следующее разбиение:

2 Л I Im ■%- 0, Re т)0 =/= 0| = (j й/,
7—0 

йгде
Qo= не(/?\0) X я" ; fol < roi. Го > о, 

2։={t)^(Æ\o)x R"՜'; М>г0. ’i?. - foT < 2 к՜’fool In fol), 
S։= {т)£ (Я\0) X я՞՜1; HI >r0. 2”-։foo| In| fol <irô — fo'|’ <2r(J x։|, 

23= fox (Я\0) X Я'՜1; fol > r0. ni - fo'j» > 2 K-։ fo0 in |У(|,
V> — foT >|2^X։!»

«4= Ь€(Я\0) x Я"-1; fol > r0, ni - fo?> 2֊-J fool In fol,
2 TjJ x՛1 < tjS — fo'|։ < |2 x։j.

Из оценки (1.17) сразу следует, что для

\Е* (zi)՛ ■֊< const. (4.4)
1) Пусть Из (1.14) получаем

(1)1 = 'H3'4՜,^!11 , (..»*■)!• 
V - foo * I *• I

Заметим, что из соотношений (4 1) и (4.2) следует выполнение усло
вий леммы 1. Повтому из оценки (2.1) получаем следующую:

|ЯХ fo)! < exp ! — ImZr- arg z----— Im А • sgn Im z • 6 (— Im k ■ sgn Im z) I =

^i..—foZP , J: 
fool П՜ 8

\ 1 Iio՛
Но поскольку т)£2։, отсюда следует оценка

l^(T|)|<fo’/3. (4.5)
2) Рассмотрим теперь область 2а. Из (1.14) и леммы 2 получаем 

оценку

|£xfo)| < const г(т-‘)-г(г‘)[и“՛
«НГ

е +■ |fc| е
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Как известно

Получаем оценку
։/ _2___ с *1 \

- з ( 2-2
|£х (ri)| < const |7)0х։| \1+|Л| е /.

Для R։
1*1 HI > ^2 In го-

Следовательно
|£х (t))Kconst-x-|->Jo|։/2. (4.7)

3) Рассмотрим область 28. В этой 
леммы 3, из которой следует оценка

области выполнены условия

/ 3 , \ / 1 \|Fx(r.)|< const Г(д-~А7Г\4+/7 е’ (1+Ю-

Для 7}^ 23, ■’(о — НТ^О, поэтому

\к\- Tjg — Н7 
4 Hol

< -֊- Но!-
4

Отсюда, воспользовавшись (4.6). получаем

|ЕЖ (ij)l < c°°st Hol' ՜- (4.8)
4) И, наконец, рассмотрим область 24. В этой области выпол

нены условия леммы 4. В силу следствия из этой леммы и оценки 
(4.16), имеем

|f,(r.)|< const< const. (4.9)

Объединяя оценки (4.4), (4.5), (4.7), (4.8) и (4.9), получаем

|£х (7j)| < const (1 -f- х) (1 + HI’՞)- (4.10)

Наша следующая цель — оценить производные функции £x(tj) по 
dEх. Найдем вначале ----- (7j)|x. о. Из (1.14) и (1.11) имеем
dx

■՝. -•



Известны (см. [9]) следующие асимптотики: 
з _ *_

М (z) = z е
*4

1 _

М ։ (z) = z е (1 4՜ O(z))> z О,

из которых следует асимптотическая формула
r(— -&W-4) ֊'V1

1 _1 1
= ехР ֊ylg(֊£) + O(£ 2)|, ]£|^оо.

£,(ч) = V4_ / v ч --W/2e *(1 + Oho*s)) +

/кГ( — -k )
\ 4 /

г(—-i^L
+ ֊-7^-e (1 + O(r10x=)).

]/ я
Отсюда

Воспользуемся теперь асимптотической оценкой (см. [9]):

1g Г (z + а) = -J- а —igz — г + -^-1п2я-Ь

4֊ O(z ), |z| -» оо, 
имеющей место при условии |arg z/ < « — 3. Из этой оценки следует, 
что



J
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Поэтому верно неравенство

' const |А|’/։. (4.12)

Из (4.11) и (4.12) получаем оценку 
dEx (т,) [ 

dx L-* < const К’2 |Л-|! ■ < const |r(J |ч'|։Г՞ < const |r(|.

С другой стороны

dEx (\) dEx(^) Г tPExW , 
՝------------—------------ -f- l-------------------- ax

dx dx x-o J dx*о

dE,r (r,) 
dx

Следовательно

j[(l + x’)^-h'|=]£x(7j)rfx.
6

֊^■1 < consl hI + с (л) IV I Ex (/,)l < c (x) (1 + Hs/։). (4.13) 
dx I

Воспользовавшись уравнением (1.8) и оценками (4.10), (4.13), полу-

d*Ех ՛>)) . п м чаем оценки полиномиального роста по t\ для ------ , j 2. Из
dx*

этих оценок следует, что для фиксированного х и для любого / 0

֊7^ S' <*')• 
dx 

00----
Поэтому существует распределенксзначная функция ЕХ^.С IR, 

S' (R՞)), преобразование Фурье которой есть Ех (tj).
Далее из (1.8) и (1.9) следует, что Е удовлетворяет уравнению 

(1.6) и граничному условию (1.7).
Осталось показать, что Ех обращается в ноль при д0<^0. При фик

сированных х и V функция %(,-*֊ Ех( ч} аналитична в {о]0 6 С; Im 7)0<1 О, 
т)0=֊'= 0}. Рассмотпим квадранты |т)о^О; 1m т)0 <С 0, Re т)0 0|. Как было
показано выше, на лучах I Im т0 = 0, Re^^O) верна оценка 
(4.10). Заметим, что из леммы 1 следует оценка

|Ь(^|С1 (4,14)

на отрицательно!՛ мнимой т;ц—ос։;. Из (4.3) и этих оценок, применяя 
теорему Фрагмена—•Линд :лс: а, показываем, что в полуплоскости 
Ina 7/0 <. 0 верна оценка

|£‘х ( 4’1 -< const (1 + IV 2). (4.15)
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Для завершения доказательства остается применить теорему Пэ
ли—Винера—Шварса.

Межвузовский научный центр 
по прикладным проблемам математики ЕГУ Поступила 1.111.1991

Ռ. Գ. ՀԱՅՐԱՊԵՏՑԱՆ. Ոշ խիստ դոդավոր եդրով մոդելային խաոը խնդրի ֆունդամենտալ 

լուծումը ( ամ փ ոփ ում) •

Հոդվածում ստացված է (/>0, *>0. Ա <Լ 11" ’| տարածության րաոորդոլմ

Ա + *։) սււ սրյ։ Ա*]*յ 0

մոդելային հավասարման համար Դիրիիդեի եզրային պայմանով խաոը խնդրի ֆունդամեն
տալ լր լծումը, Այն դրվում է Ոլիտտեկերի վերասերված հիպե ր-երկրայափական ֆունկցիայի 
միչոցոմւ Ապացուցումը հիմնված ք Ոլիտտեկերի ֆունկցիայի համար հավասարաչափ ասիմպ- 
տոտիկ դնահատականների դուրս բերման վրաւ

R. G. AIRAPETYAN. Fundamental solation of the model mixed problem with 
non strictly concave by bic/iaractaristlcs boundary (summary)

Ir tho paper the fundamental solution of the mined problem with Dirichlet 
boundary condition io quarter space (f>0, 0, y^Rn~X} for the equation

(1 + x։) ult - uxx - £ Uvyy,=-0
/-■

is obtained. It is written by means of Whittaker confluent bypcrgcomctric function. 
Tho proof is based on Uto conclusion of the uniform asymptotic estimates for the 
Whittaker function.
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մնւթեմ^Փկճ՜ ՚ XXVI, № 4. 1991 Математик։

А. А. ВАГАРШАКЯН

О ПРИНЦИПЕ МАКСИМУМА

Из хорошо известного принципа максимума следует, что если 
u(г) — субгармоническая в ограниченном открытом множестве 2 функ
ция и

lim и (z) О (1)
zfi’, *- с

для любой граничной точки \бд'2, то u (zl <0 всюду в 2.
В данной статье обсуждается следующий вопрос: можно ли, при 

дополнительных ограничениях ч рост функции и (z) вблизи границы 
2, ослабить условие (1) во всех граничных точках так, чтобы прин
цип максимума оставался верным?

Теорема 1. Пусть и (z)— гармоническая в единичном круге 
функция, удовлетворяюгщая условию

г I А 11и (z) < exp exp -——- > |z| < 1, (2)
I 1(1—H) J J

где a, 0 <Z a <C 1—некоторое число. Если существует число е>0 
такое, что для любой граничной точки |С| = 1, имеет место не- 
раванство

lim max |u (rE); |;| = 1, |С — Е| в) 0, г-.1—0
то всюду в единичном круге и (г) 0.

Доказательство. Пусть г — ге1х — некоторая точка единич
ного круга и г<^р < 1. Тогда имеет место представление

Выбирая р = ֊^ получаем оценку типа (2) снизу для и (г). Оконча

тельно приходим к выводу, что имеет место неравенство
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|м (г)| -< ехр [ ехр| ———- | I • |z| 1.
1 I 1(1—к|) J / -

Гармоническую функцию u (z) можно представить в виде ряда
z \ I"! ьх Ltи (z) = у, а„ г е , z = ге ,

Л — — ос
где коэффициенты ап допускают оценку

|ая| < г՜ |л| max |u (re'x)|, 0 < г 1.
O-'x-'Sk

Следовательно

Jog |ая| < |n| (1 — г) + exp [ - •
1(1—г) 1

Выбирая число г равным
, /1, |п|

получаем оценку
log|a„|<5-M- , |п|>2. 

log |п|
Фиксируем некоторое число о > 0 Путь ® Дх)> — * х -С к— 

неотрицательная, бесконечно дифференцируемая функция с носителем 
в интеввале |—5, о],

«
Z7 | ?»(*) dx = 1 

• —։

и ее коэффициенты Фурое <fi,, п допускаю! оценку

|?о, < С exp [—22/ --fk-.} ’ |n| > 1 • 
I log |п| J

Такая функция существует, так как 0 a 1, см. [1]. Заметим, что 
для любого о > 0 сходится ряд

S |а«| К »1 < ». 
Л— — «

Введем функцию 
» X

2г, (*) = [и (zs՜,r) <Po (х) dx.
2 J

Эта функция гармоническая в единичном круге и допускает непрерыв
ное продолжение вплоть до границы единичного круга. Из условия 
теоремы и в силу принципа максимума, при достаточно малом 8 0
имеет место неравенство g։ (z) <0, z D. Устремляя 8 к нулю, полу
чаем и (г) -С 0, при z^D.

Естественно возникает вопрос: можно ли ослабить условие (2) в 
теореме 1? Ответ на эя-от вопрос содержится в теореме 2.
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Теорема 2. Пусть е >0 — некоторое число. Существует ана
литическая в правой полуплоскости функция ] (г), которая допу
скает оценку

I/ (*)! ֊ ехР { ехР [ (КД1Т.} }' Ке г > °>

и для любого у, —'֊° у :с> имеет место неравенство 
lim max \f (х -f- i (t + ^))| 1>

z-+o |/| . |
однако / (z) — неограниченная функция.

Доказательство. Обозначим через 2 область

где

2= z; 0 < Re z < 1,

0 < а, 0 < 8 < — •
4

Im z — sin 1__
(Rez)'

Пусть <р (z) конформно и однолистно отобра

жает область 2 на полуполосу

1 Rez, |Imz|<^~| »

причем часть границы 62 П |г; Rez = 1| обасти 2 переходит в от-
резок (’ + -»•-у <»<!}■

В силу теоремы Варшавского, см. [2], стр. 233, имеем
1

Re <р (х + iy) = С + + о* C°JaXX« + о (1), х - -j- 0,

Следовательно
-^7 < Re <? (х + iy) < ֊֊7 . х — + 0.

Введем функцию

/(г) =
2п/ (С-х)«р’(О

й-։П {*; йо

где 2 н Re г > 0. Заметим, что для любого 0 < х0 < 1 
/(г) вне области 2 можно представить в виде

функцию

/(г) 2k։J (С - Z) ?> (С) d" 

d'Jx,n^- R« ։>0>

(3)

где 2Х, {х; г£2, 0<^ег<^х0). Следовательно, /(г) - аналитиче
ская функция в правой полуплоскости. Выбирая 2 х0 = Re х в.форму- 
ле (3), получим
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0' Р։

,Р« ? С) 
е

Г֊*1 МО!’

( ( А ) |ехр {ехр I Г Г
где 0 Не г < 1. Теперь оценим /(г) на множестве

2„ = < г; Ке х 0, I • 11т г — зт--------
(Кез)

Имеем, при 1т г 0, неравенство

02Л{։;К։* 0

27

х՝ т’ дх
[(Еех-х)’ + (1т з/п (х”))’]1'2

. |йе г — х| 4- (Ее х)՜ о

Пусть А—некоторая 'дуга, лежащая на ёдиничной окружности1 
дО. Обозначим через А* новую дугу, которая получается яз А в ре
зультате присоединения к ней с (ебеих сторон дуг, длины которых 
равны длине дуги А.

Лемма. Пусть А«, к = 1, 2,------дуги, покрывающие единич
ную окружность дО, причем кратность покрытия не превосхо
дит 2. Тогда существуют функции <?։ (х), 4>. (х), • • •, удовлетворяю
щие условиям

1. для любого г£дО

Е ?»(։)=1;
Л=1

2- ?*(*)— неотрицательные, кусочно гладкие, непрерывные 
функции՜,

3. для всех г £ дИ, кроме конечного числа точек, имеет место 
оценка 

где |А*| — длина дуги Лц
4. зирр <рА с Д'.
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Доказательство. Не теряя общности можно предположить, 
что

’Л.1 >••••

в качестве ?։ (е/г) выбираем функцию, которая непрерывна на дО, 
равна единице на Дх, вне интервала Д| тождественно обращается в 
нуль, а в двух смежных с Д։ интервалах, лежащих в Д,, опа линей
ная по х.

Предположим, что уже построены функции <р։ («),•••. ?л-1 (*), 

удовлетворяющие условиям:
п — 1

1. для любого г £ д Д*
*=։

п - 1
£ ъ(г) = 1;
*-1

2. Т*(г) — неотрицательная, кусочно гладкая, непрерывная функ
ция и

при г £ дО.
3. для всех г £ дО, кроме конечного числа гочек, имеет место 

оценка

4. supp <Ок С Дх., k = 1,2, • ■ •, п — 1.
Пусть z£dD\bn. Обозначим через An (z) дугу dö, которая ле

жит между точкой z и интервалом Дя, причем имеет наименьшую дли
ну. Сначала определим вспомогательную функцию фЛ (z). На дуге ДЛ 
положим

Ф» (z) = 1 — (z), z £ Д„.
* = 1

Вне интервала Дя она определяется формулой

Ф- (z) = max ( с; с + < 1 — £ <fk (С), при С £ ДЛ (z)| ■
I |Д/<| 4-1 I

где г £сЮ\Д„. Наконец, положим
?„ (z) = max (0, ф„(г)}.

Заметим, что семейство функций <р։ (z),•••, <fn—i(z) удовлетворяет 
условиям 1—4, с заменой п — 1 на п. Действительно, первый и вто
рой пункты этих условий непосредственно следует из определения 
функции (z). Четвертый пункт следует из того, что производные 
функций фл(е/х) на каждом из смежных с Ая интервалах сохраняют 

1знак и по модулю не меньше, чем । । •
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Теперь перейдем к оце.:::е производной функции ?я (е,х). Из вы
шеприведенной конструкции следует, что в каждой точке г функ
ция 'рЛ (г) или равна 

л— 1
1 ֊ 2 =4 (г) 

* = 1

или ее производная по модулю равна ֊— или 0. Пусть г£ДЛ. Для 
1Д..|

любого 0 количество тех интервалов А;, длины которых удовлет
воряют неравенствам 5 |Д/ 2 5 и не превосходит 16, так как
краткость покрытия 30 семейством не превосходит 2. Обозна
чим через !ДЯ| |ДЯ,| •%. • • • ,длт1 те интервалы, для которых 
Тогда имеем

</?>■ («**) 1 . у'И'Ме") 1 у, к „
' <1х '*|Д„| ՛ Л1| Зх Г |ДЛ; М

_1__ I у ( у __1 .1. у < 65 .
|дя| ՝2?|ап| < рЯ4|<2>+։ |лп| 1Лл*1 1Дл| /-1 2 |ДЯ| |ДЯ|

Теорема 3. Пусть и (г)—гармоническия в единичном круге 
функция и сходится интеграл

1 2х

[ |и (ге1х)' (1 — г)՜* в г бх < °°, 
6 о

где 0 л 1. Предположим, что С (г), 0 < г 1 — положительна 
и монотонно возрастая, стремится к бесконечности при г—»1—0.

Если для любой граничной точки имеет место неравен
ство

Нт тах (и (ге,х); |е/г —С| С(г)(1 — г)*/2| <1 0, 
г~ 1-0

то и (г) ■< 0 всюду в И.
Доказательство. Пусть ։>0 и 0<^Г0<^1—некоторые чис՜ 

ла. Для любой граничной точки существует число г = г(С, е)
го<^г<^1 такое, что и(ге‘х)^.е, при е^^Дс, где

В силу леммы Л. Альфорса, см. [3], можно выделить интервалы

Дс,. (4)
которые покрывают дО, причем кратность покрытия не превосходит 
двух. Пусть

— функции, соответствующие свойству (4), существование которых 
установлено в лемме.

Пусть г0 — некоторая фиксированная точка в единичном круге. 
Введем функции
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Ф«(«) = 1 Г 1 ֊ кН / 1 ֊
2kJ |e'J—z|։\ |e/f — z0|*

О

?n(elx) } dx, z < 1-

Тогда имеем

u (z0) 1 ֊ ko!3 
|e"֊*ol։

и (re") dt

*>։ 1 /* 1 _ ~ P
= llin Sr [“ ^rcl'^ ~ u(rr*e">] TTi----- 'n <?i(e!,)df -j-r-l-o A“j 2 « J |e" — z,|

0

2« [2
+ Jim S TT՜ f “ (rr*e“> f* (e“} ./» iZ°~ dt =

2 k J |e" — z0|
0

2c
= Hm V -^֊ I [u (re")~ u (me'O] A?—~77՜ T* (e") d! ■

' -։-o *Ti2k J e" — zofü
2c

4 Äf«J՝“(r4S"w‘(e")i^=7,K* 

0

։где r* = r(C», e). Мы знаем, что u(r*elx) < в, при е'х £ Дс* и supp
-СДс4, поэтому
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ф* (r*e'x)] dx.
о

Мы знаем, что supp 44С: Д* = Ь-к и f<fjk(z)| •< 65 |Л*|

Igrad ф*(а)|<֊^-» И < I- 
|Д*1

Отсюда получаем
|Ф* (е'х) — фл (г* е'х)| < с *■ Г* • 

|Д»1
Тогда функция gk (х) = ф* (е/т) — фА(^*е։х) допускает оценки

к* (*) ֊ (1у)1 <1Ф> (е/х) - Ф* (г, е")1 + 1Ф*(е'О ֊ Ф (гк е‘>) <2 с .
Iй*՛

С другой стороны, имеем
М*)֊ Яа(у) < 1Фа<«**) - ф4 (е'>)| 4֊ |ф* (гк е“) - фА (гк е'П1 < 2 6 ֊֊ ' 

|Д*[
Следовательно

te. W - л (а)! < 2 с »in ( ֊=֊ • ֊?LI, < 2 с (i=2E |«֊sl'--
( |Да| |Да| । |Д*|

Окончательно получаем 2<
“ (*оХ£ 4- Ё ~ I “ (re‘x)gk (е'л)

А-1 2 К J о
Из условия теоремы следует, что число г, 0 г 1, можно выбрать 
настолько близким к единице, что

I ! \1 1 1*а(х)-£а(з)1 ...
sup Wl + sup---- j^֊—--։-----< е |Ai|.

Поэтому для функции g(x) = 2 ШЛЧЫА

sup I# (х)| + sup - -С 4 л».
г» Iх —у1
Введем обозначения

и(ге^х)= ип И"! е<ЛХ, g (re,x)= g^r^ elnx, 
л— — " 4 — »

гДе gk ~ коэффициенты Фурье функции g (x). Заметим, что

A J „ (pe«) л = J„|«. g. . p! M -',

3-79
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Откуда следует

± Г 2 -
2 к.,1 .) ор »тО

о 6
К

= — I и (ге,х) § (е'։) (1х — и (0) £0. 
2*.)о

Следовательно 1 ?к
и (*о) < Б 4- 4 -: + 4 К |и (0)| ։ +• 4 т.Б | ( |и (ге,л)1 (1 ~ г)՜“ <1г(1х. 

о о
В силу произвольности е> 0 имеем 0.

Институт математики АН
Республики Армении Поступила J2.X1I.199O

Ա. Ա. ՎԱ՚ԼԱՐՇԱ՚ւՅԱՆ. Մւսքօիմոէւքի ul|qpn։Ef|» մասին (ամփոփում )

Հոդվածում ապացուցվում են նոր տիպի թեորեմներ, որոնցում ընդհանրացվում ( մաք- 
ո(մում(ւ սկդրունքըւ

A. A. VAGARSHAK1AN. On the principle of maximum (summary)

New theorems generalizing the principle of maximum are prooved in the paper

ЛИТЕРАТУРА

1. С. Мандвлъбройт. Примыкающие ряды, регуляризация последовательности*, при
менения. ИИЛ, М., 1955.

2. М. А. Евграфов. Аналитические функции. Изд. .Наука**, М., 1968.
3. Н. С. Ландкоф. Основы современной теории потенциала, Изд. .Наука", М.. 1966֊



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

XXVI, № 4. 1991 Матемапва

УДК 517.956

Г. М. АЙРАПЕТЯН

КОРРЕКТНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В КЛАССЕ £‘

Пусть С — произвольная односвязиая область комплексной плос- 
хостя х = х 4- ф, ограниченная кривой Г типа Ляпунова. Рассмотрим 
уравнение

+ ябС, (1)
ОГ ОхОх ОХ*

где А, А%, А3— комплексные постоянные, и (-), х£С — искомая 
функция, а

дх 2 \ дх ду) дх 2 \<?ж дд )

Будем предполагать, что уравнение (1) неправильно-эллиптиче
ское, то есть корни щ я р, характеристического уравнения

А, + 2 Ар = Ар։=*=о

удовлетворяют условиям |р(| <С 1р«1 1' ПРИ »том будем предпол а
гать также, что Рэ-

Задачи Дирихле и Неймана, а также общие граничные задачи 
для правильно-эллиптических уравнений и систем подробно исследо
ваны в работах И. Н. Векуа [1], А. Б. Бицадзе [2], Н. Е. Товмасяна 
[3], Я. Б. Лопатинского {4], А. И. Воллерта [5] и других.

Краевые задачи для равномерно-эллиптических уравнений второ
го порядка в случае, когда граничные условия следует понимать в 
среднем квадратичном смысле, рассмотрена в работе В. П. Михайло
ва [6]. Аналогичные задачи для правильно-эллиптических уравнений и 
систем, когда граничные условия понимаются в смысле Л1 и С рас
смотрены в работах Э. П. Меликсетяна [7], Р. А. Алиханяна [8], 
Т. Ш. Мадатяна [9] и автора [10].

Краевые задачи для неправильно-эллиптических уравнений и си
стемы своим характером и методом решения существенно отличаются 
от краевых задач для правильно-эллиптических уравнений и систем. 
Например, однородные задачи Дирихле и Неймана для неправильно
эллиптических уравнений (1) в полуплоскости имеют бесконечно много 
линейно независимых решений (см. [2], [11].

В работе И* А. Бикчантаева [12] установлено, что если для не
правильно-эллиптического уравнения п-ого порядка граничные условия 
в определенном смысле будут соответствовать корням характеристи
ческого уравнения, то такая задача в полуплоскости в классе ограни-
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ченных функций будет корректна. . Аналогичные задачи в классе 
функций полиномиального роста исследованы в работе В. В. Асатря
на [13].

В работах М. А. Зироян [14], А. А. Закаряна [15], [16] иссле
дованы краевые задачи типа Римана—Гильберта для неправиллно'эл- 
липтичнского. уравнения второго и высшего порядков в классах Гель- 
дера в ограниченных областях.

■ В данной статье исследуется следующая граничная задача, т^па 
Римана—Гильберта:

Найти решение уравнения (I) такое, чтобы выполнялись гранич
ный условия

т

Вт г .-Г—о 
• Т

Ие а, (0 ди <г'» _ д (ш (0) |Л| = о, 
дз

Ие а։ (0 —/а (ш (/)) |Л| = 0,
. Оп

(2)

где Т—единичная окружность, д)дз— производная по касательному 
направлению на Т, д/дп — производная по внешней нормали окружно
сти Т, си (г) — функция, конформно отображающая единичный круг 
на С, а։ (0, а։ (/) — функции из класса Гельдера, /։ (<•), /։ (<) — дей
ствительные функции из класса 2.' ( 7).

В работе доказывается нетеровость задачи (I) —(2), вычисляется 
ее индекс.

§ 1. Предварительные леммы и теоремы

1. Образы области С, при отображениях г -|- р։г и г -р (1аг обо
значим через Д։ и Д։ соответственно.

Хорошо известно (см. [2]), что если и (г) — произвольное реше
ние уравнения (1), то его можно представить в виде '

и (-) = <Р1 (г -г И»*) + (г 4- Н-г), (0) = 0, ՝ (3)
где и <р։— голоморфные функции в областях Л։ и Д։ соответствен
но и определяются через функцию и (г) единственным образ ом.

Положив х։ (г) = Ш (2) 4- р։ си (г), л, (г) = ш(г) -{- си (г), для лю
бого г, 0<^г<^1, будем иметь

и(си (гу)) = ?) р.( (г<)) _|_ ?։ р.։

= 1Г (<»' (г/) / - с7р7)7) (у = 1, 2),

(п)
дп = ш'(г() I + руш'(пГ) = 1| 2),

<?и(ш (г/)) = (г/)
дз дз

+А^).Т;
03 (4)

ди (ш(г/)) 
дп

(П) 
дп (>ч (го)+

дп Ъ(МгО).
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Далее, обозначив ՝ ....
а1у (г. I) = а^) ^֊^2 > а2/ (г, I) = а։ (*) , у = 1, 2, (5)-

условия (2) можно представить в виде
Нт |Ке V ао(г, —^/(^ = 0 (7—1, 2), (6)

г-։-о || ‘ Ц։

где ?у (г) =?;(։)(/ = 1, 2), (0 = Л (и‘(0) (։—1, 2).
Через и, (г) и ш, (г) обозначим функции, конформно отображаю

щие единичный круг Э+ на области и А։ соответственно. Далее 
,. — *** <

положив 4ц .(а) « <РчЧо։։ (г)). Ф։ ('* ):=*?։ (ш։ (*))< “։ (г) = “Д (?։ (г)>, “а (*) = 
= л։ 0։ (г)), условия (6) представим в виде

Вт Ье £а/у(г, £)>у («у И) ֊ ^(#.)|«0, (։ = 1, 2). (7)
г-’З-оЦ

Лемма 1. Функция «/'(г) (/ = 1, 2) обладает следующими свой
ствами; ' ,9 • ч !♦- , », •-

а) взаимно однозначно отображает О՜՝ на себя, сохраняя на
правление на Т;

б) якобиан отображения отличен от нуля՝;
Г) а1 (О Т) принадлежит классу Гель дера, И (•);
д) для любого г^>0 можно указать гп<^ 1 такое, что, если 

г0< г -С ), то

к м—<(о։/,(Х;<8
для некоторого •' > 0 (} — норма в пространстве Н (/.)).

Доказательство. Утверждение а) непосредственно следует 
из свойств функций и>, (с) (/— 1, 2) и из определения функции а( (г) ■ 
Якобиан отображения г -|- г равен I —поэтому отлучен от ну
дя. Учитывая, что функции ч>' (г), Ш1(г) и «и (г), непрерыпны^на 2)+и не 
обращаются в нуль, получаем доказательство утверждения б). Утверж
дения г) и д) также следуют из свойств отображающих функций о> (г\ 
“1 (г) и <о։ (г) (см. [17]).

2. Для произвольного ((: Т и г £ № положим

г)- -<4-,<г = ։• 2>- <8>
Имеет место

Лемма 2. Пусть 1^Т, Существуют, постоянные
Сг{{ = 1, 2) такие, что

|г'<'"։)|<с'(^ + 1^)<'-1'2)- (9)
где 8<՜ 1.
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! Дож аз* те льет в о- Из (8) имеем

-=, ч <(<)(* ֊*) «) + *(*).
Kl{t'z>՜ (я, (<)-«,(*))(*-*)

Полагая х«^, где |т|=1, числитель этого выражения представим в 
следующем виде:

•;<о «֊4+«; (о (’-г») + «, ь) -»/ (0 4«, (го ֊ *t ы
Тек как

(f)(f - е) Ж= - [ а; О) */и. а,(т) - а, (О -= J % (о) Л,

I •

< W (f-x) - *, (f) 4-«, (х) -«;(О (t-rt) 4- «, (г*> - (’) 4-
t

ч-J« (»)֊«; (о) л- 
/

В силу леммы 1 для некоторого 8։ > 0 имеет место

|*i (а) — а/ 0)1 < Ct |u — t|*’ (С։ »»const), 
поэтому

< (u) — < 0)) du |<| J |«i (в) — <(01 !rful1 < c*’ I I“՜ <

< C, It- f|l+‘‘ < C4 (1- г)4* 4- If -^Г‘‘).
где Ct i(i —■ 2, 3, 4) — некоторые постоянные. Учитывая, что

1а?(0 (’—г։)! < const (1—г), I*,(гт) — a, (t)| < const (1—г),
из (10) получим

|aj (t) (<—«) — *, 0) 4֊ «1 («)| < const (1—0| ЬО — z|l*‘։). (II) 

Тек как согласно лемме 1 якобиан отображения а (х) отличен от нуля, 
•ТО

|в/ 0) ~ “/ (։)1 > const |/ — х|. (12)
Теперь из (11) и (12) следует оценка (9). Лемма доказана.

3. Введем в рассмотрение операторы

(rtg)(z) = -1 [ Kt(x, z)?(t)rft (Z = l, 2), 

r 
Имеет место
Лемма 3. Для любого g С L' (Г) функция (Tig) (х) удовлетво

ряет. условиям:
а> КПЖгОКСЫ, (0О<1),

։де С —постоянная, не зависящая от g и г;
б) если (77 g) (t) = ( Т. (ТГ' g)) (t), 16 т, mo для некоторого це

лого п функция (Тя g)(t) принадлежит классу Гельдера.
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г) lim ։(г,г)(гО-гг^)(г)5,=о. г-1-0
Доказательство. Утверждение а) леммы следует из оценки

(9). Так как а (О принадлежит классу Гельдера, то (си. (58])
I йИх) -И С г
I 7=71 < |7=7г '°с 1}’

где С ие зависит от t и t. И ; этой оценки следует доказательство 
утверждения б). Для доказательства утверждения г) рассмотрим пос
ледовательность функций gn (/) из класса Гельдера такую, что 
krt ~ &S. “* 0> при и—оо. Из определения функции (Ttg)(z) будем 
иметь

К 7 g) (rt) -(T,g) (OS. < J( Tt (g„ - g)) (rt)\ + [(Tt g„) (ri) - (T, Sn((tK 
Из утверждения а) этой леммы следует, что

|( Ti — g) const Jga — gf.
Так как фукции g„ (t) из класса Гельдера, то функции (Ttgn)(z) так
же из класса Гельдера на М+• Поэтому, применяя формулы Сохоц- 
кого—Племеля легко убедиться, что

Ни КЛ?Я) (rO֊ (7’zg„)(Z)J1=O. г-1-0
Утверждение д) леммы доказано.
4. Пусть А (г, 0> 0 < г С 1, t^.T, матрица с элементами aij(r, t) 

(i = 1, 2, j = 1, 2). Так как det А (г, t) = 2ir (р։— р։) |<о' (rZ)|։, то det 
А (г, t)=f=O, для любого г(0<^г<^1). Положим Л г= det А (1, t),

= ^41/(НД՜1, где ^'/(0 — алгебраическое дополнение элемента 
а»у(1, 0 в матрице Л(1, f). Далее обозначим

♦, W = ♦, (г.. *. .) - Л Г Л +
т.г .1 т — z

(И)'

кг J - — г г
где р/ (0 ~ функция, обратная к ау (/) (у = 1, 2).

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть g\(t), Тогда Функции՛

фу (х) (/ = 1, 2) ия (14) удовлетворяют граничным условиям
li^jRe f aiJ (г, t) fj (ay (rO) - (gl W - GfV> (0)| = o (Z=l, 2); (15>

где функция (0 (Z = 1, 2) определяется формулой

(0 = G, (gl, gi, t) =ReJ] V f bkj (x) gk(x)dx +
yt^i ki J aj (x) — aj (t)

, 1 (16>

+ Re 2 Л {bj(։,՝) g‘ (*) Idx.
"1 it։ J 2 It J t
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Доказательство, Из свойств функции (т) (см- [17|у следует, 
что для некоторого 80^> 0 имеет место оценка

\аи (г, 0 - a,j (1, 01 < const (1 — г)4.
Так как

I'('/(’/(r/))J։ •<՝ const In (1 — г) \
ТО

lim1(aiy (г, t) — a< (1> ОНА*/ (r0)J> = 0՛
г-*1—О

Поэтому для доказательства теоремы достаточно установить, что 
и 2 II

lira Re V а,П, /)ф, (=, ('0) ֊ (^ (О ֊ S? (0) i| = 0.г -»1—01 « J ' ՛!

Из определения функции фу (г) имеем
(«,(,<»- КеД0„(1, ֊

+ Re S

—g*(т) * + а/ (0 — =/ И)
а,д(1. О bkJ (') % (') 

ау (т) — a, (rt) (17)

Так как 

£ a,,(l, bk, (т) = 
7-1

1, при I = к,
0, при / =f= к.

то из (17) следует

Re £ al} (1, 0 фу (ay (r0)= R* £ £ 4X
/-1 у_1 тег J <1J (0 — ij(rt)

X bkJ (т) gk (т) Л - Re £ А С kj (ь rt) g,(z) + Re А «
;-1 J *— rtт

=-- Ji (г, t) - J, (г, 0 + Re 4 f— d-.. 
r.i,) t— rt

т
Учитывал оценку

՝aU (1» ') — atj (1, 01 < const !т — (^Х)),
для любого г, 0 << г < 1 будем иметь

а/>/(1> 0--а/У(1, т) . 1
‘ --------77---- 'С const;------- =—j- •аУ(т)—ау(0

Используя формулы Сохоцкого—Племе/»я и учитывая, что функции 
Ji (г. О (*€ Т, 0 < г < 1) равномерно ограничено в L" (Г) для неко
торого р > 1, получим
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Из леммы 3 также имеем

ом(1» 0 — о/; О» Р 
»/ (Р —«> (Р

Ьк, (р (Р <1֊ .1 = 0.

г|1“вр։<Г։ ~ Ке 2 77 ] к,^гя՛ ^)с/х| “

Теперь, учитывая, что

{ 1 С £/ (Р 1 СНт Йе — -^-<А - £,(0-6-. 
г—I—о| *ф-г1 61 ՝ ' 2-1 Ут т

3/ (р 1 ■= 0, 
1։

завершаем доказательство теоремы.
5. Пусть £։ (р, #,(/)£/.՛ (7") и функции (Р> ^։) (Р опреде

ляются формулой (16) — С1 (#։» йа. Р (г = 1» 2). Аналогично мож
но определить функции (р = С1 (${՛), gp (р (г = 1, 2) и т. д. Чере3 
5(՞’ (Р (։ = Ь 2) обозначим функции, полученные на п-ом шагу. По
ложим (а) = ф/ (£1*’, gշk\ г). Согласно теореме 1

Нт_ |ке Д ам (г, /) +? }(гр) - (^}(р - ^*+։) (Р)[. = 0(։ = 1, 2).

(19>
Применяя оценку (18) и лемму 3 легко установить, что для некото
рого целого числа п0 функции у\п‘+г> (I) (/ = 1, 2) принадлежат клас
су Гельдера. Обозначим

= 1 Г

*։ Л * — гт

+ - [ (; = 1, 2), (20)
Л ■։ — гт

где

Ъ (о=§1 (Р + (р+• • ■ + (р а = 1,2). (21)

Из теоремы 1 и из (20) непосредственно следует

Теорема 2. Функция (г) (/ = 1, 2) из (20) удовлетворяют 
граничному условию

Ига | Йе £ а1] (г, Р фу (ау (гП) — (^ (р — ^п’+1) (/)) | = 0 (г = 1, 2), 
Т-1-02

гд и ) - р (г — 1, 2) принадлежат, классу Гель-
д^га.
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§ 2. Задача (!} —(2) с граяжчвыин функциям 
из класса Гельдера

1. Для произвольного г(0<г<1) через Г*, обозначим замкну
тую кривую в единичном круге О+, определяемую параметривеским 
.соотношением г = а.к(г{), где I— комплексный параметр, 7*.^ Функ 
цию, конформно отображающую внутренность кривой Г*г(& = 1,2) на 
единичный круг, обозначим через °\г(г)- (0) (,,*Д0) > Поло
жим

“*(г, *) = Ю1г(«(г/)) (&=1.2)>

Мп 0 = ’Г։ (г. 0 (■'< = !. 2).

"‘М*-------֊7’ ЧТ.^Т.
о-к V, т) — ®* (г, 0

"Учитывая лемму 1 будем иметь (см. [19])

1Мп-ок с, к-’Г (1*<1),
Л* (г, /. -)֊Л*(1. Л 4-Л* (г, ’) И-<1‘(н< 1), (23)

где

(!1։) °

по обеими переменным Г для некоторого |1։^> 0.
2. Докажем теорему.
Теорема 3. Пусть функции Ф/(а) (у = 1, 2) удовлетворяют 

граничному условию (7). Если функции ёк(1)(к = 1, 2) [из [класса 
Гельдера на Т, то функции Ф/(г)~из класса Гельдера на О+ Ц Г.

Доказательство. В предположении, что функции Фу (г)(у=>1,2 
удовлетворяют условию ;Фу (г/)| (1 — г)|-* 0, 7՞ равномерно при
г-*1—0 (эта теорема доказана в работе [9]), положив Ф;г(г) = 
= ФУ (“>/г'(г)), условия (7) представим в виде

Л-0|Ке *)<Мв/(г» О)-я* 0)^=0 (* = 1. 2)> (24)

где ау(г, Г) (у = 1, 2) определяются по формуле (22). Обозначив 
2

Г к (г, /) = Ее Д а// (г, /) г (г, I)) _ (0 (Л = 2)

лолучим
=0(/е== 1, 2), (25)

1 2

й0Ф"( “А՛'»+֊

= 2^(0 + 27?Ип <) (&=1, 2).
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Далее пусть Фр- (х) =Фр (х), x£D+ и Ф;Г (z) = (г՜’), |х] > 1. Тогда
предыдущие равенства примут вид
Ф*,(а*(г, 0) - f ml? (г. ОФ#(«(г, О) + g?(r, 0 -г Л1։’(г,<)) (*=1, 2), 

/=։
______ (26)

где t) — элементы матрицы M(r, t) = —(A(r, t)) 1 A(r, Г), а
g™ (г, t) = 2 2 a*'/ (г, 0 gj (О, R? (г, о = 2 f а (г. t) Rj (г, П. (27) 

>-։ /=։

причем atj (г, t)—элементы матрицы (Л (г, Z))՜1.
В дальнейшем, если <р+ (х) и <р~ (г)—некоторые функции на D+ м 

D~ (D~ = [z; |х| > 11, то под <p(x) будем понимать функцию 
т(։)=р+«.гер+.

I ? (г), z^D '

Если же у (г) определена на D+ (J Z)՜, то через ?+(z) и <р՜ (г) будем 
понимать сужения этой функции на D+ и D~ соответственно.

Пусть теперь

(a* (г, t)) = £ ml? (г, t) ф7 (ay (г, /))(*= 1,2,0 < г < 1), (28) 
/-։

где т!?(г, О — элементы матрицы (М(г, О)՜՜1, сопуствующей однород
ной задаче (26). Наряду с задачей (28) для любого целого п > 0 бу 
дем рассматривать также задачи

♦?(«*(»•,<))= 2 тЙЧгЛ)«/^^/)) (* = 1,2), (29)
>-։

где ml՞’ (г, I) = ml? (г, t) (aj(r, t)) п (0 < г < 1) — элементы матрицы

М^(г, /)(«> 1).
Докажем, что если г «= 1, то для некоторого целого по^О зада

ча (29) нетривиальных решений в классе функций обращающихся в 
нуль на бесконечности не имеет. Задача (28) при г — 1 в указанном 
классе имеет конечное число линейно независимых решений (см. [20]). 
Пусть Ф(*’(х) = (Ф՝*’(х), Фа*’(г)) (* = 1, 2,•••, т) — эти решения. Че
рез п*(* = 1, 2,---, т) обозначим порядок нуля вектор-функции 
Ф'*’(х) на бесконечности. Возьмем целое число п0 так, чтобы имело 
место л0 > шах {я*, *=1, 2,•••» т). Теперь, если задача (29) при 

г=>1 имеет отличное от нуля решение Ф(г)(Ф(оо) = 0), то вектор- 
функция

Ф(г) =
Ф (х), х^ О+, 

х՜** Ф (х), х £ D ,
будет решением задачи (28) при г = 1, что противоречит выбору чж-
С Ло-



318 Г. М Айрапетян

Далее положим

тде 
что

Ф/г(*) •
часть функции г“Л Ф^(г) в точке г =0. Ясно,Рп,г (х 1 ) — главная 

функции Ф»/г(г) (/=1. 2) удовлетворяют граничным условиям

Фмг(в*(г. 0= 2 т17’(г, о Фл./г (aj<r> 0) + f?’(r, о +

+№ (г, t) {к= 1, 2), (30)

•где ml*՞' (г, 0 — элементы матрицы *’ (г, <) = (^ (г> *)) •
( ^(r,t)a‘ 0 V т^(г> т»(г>

м’-Лм)« ~
\ о («Ï (г, t)”' / \тп (г, о mil (г, t)/

(г, t) = gi>(r, f) ( а* (г. 0՜՞* + Рг.^ («а ' (г, 0). 

/?1։)(г, 0 = Л1”(п 0 («>(". огЛ։. (31)

Так как функция Фя,/г(а) (/'= 1« 2) ограничена на бесконечности и 
( оо) = фу (0), то обозначив

рА(г, О = Ф֊*, (0 - Ф* (0) (к = 1, 2), (32)
зи (30) получим

ml/'Vr, Р»(г, т))р;(г, Т/д (г, т)) d^ +

2 Г g^(r, Мг, 7)) , 1 f R\»(r, Pi (г, t))rfT
2</J т —x '|-2«d t-x

(х) = - — Г т) </т + Ф* (0) (к = 1, 2), (33)
214 „> т — г

г

тде Т/*(г, т)=а/(г, р*(Г| т)). Применяя формулы Сохоцкого—Племе- 
.ля можно установить (см. [20]), что функции р*(г, /) (&—■!, 2) удов
летворяют системе интегральных уравнений

г
тде

AtJ (г, t, т) х- (t — f) f ■2,*n‘) (r’ zMr, 7) + т1^(г, t)q.'j(r, *) \ _ 

\ «л(г. t)-a»(r, 0 »?(g 7)—ây(r, 0/
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Л31(г> 0 = £ Ф/ (0) т'«;> (г, 0 + £«> (г, 0֊ 
/-։

Обозначим

М1У (г. ц г)=,п17’ (г, т) -1— -—\ + 

\х —* а*(г, *) — а*(г, ф

+ „(у, (Г, ,) (-Х _ \ + <^0֊”1У(^) .
V— * «/(г. х) —а/(г,/)/ ’ —<

Систему (34) представим в виде
£ С Р1(г, £ 1 [ МЦ(г, 6 х)ру (Г Л Аг, х))Л=
у-1 *1 А X — / у_| 2«£ _)

= Г?’.(г, 0 4-^” (Г, о (к =1,2).

Умножим последнюю систему на матрицу М"’ (г, /). Получим

4 >. (*■«■»■ <)) л _ |_1_ й?, (г>։) р; (г>; (г> л=

“ Д т™ (г, О (г, 0 + Д тГ;> (г, /) /?Г (г, <) (к = 1, 2), (36)

тде (г, I, х.) и ^n*y,, (г> V ~ элементы матриц М1"*\г, <)• Л/(1) (г» Л х) 

я (г, /) соответственно.
Умножив теперь (36) на («< (/—и))՜1 и интегрируя в смысле 

главного значения Коши, будем мметь

Р* (г, «* (г, и)) — £ С М^(г, а, х) ру (г, яу (г, т)) ^х = (г, и) +
"1 2 «I и т

+ ^\г,и), (37)
тде

«г?(<■.». ՝)=-г/
т
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g^(r,
и) = У — f mW (г, tig™ (г, t) dt
’ /=| J Г —Пг

/?14) (л м) — S X dt. (38)

У
После применения интегрального преобразования с ядром М (г, t, t) 
к системе (37) конечное число раз получим

2 -1 л» **■*
Р» (г, а* (г, /))- V ---- М/ (г t, т) ру (г, а, (г, т)) -

у=։ 2 я/ J
= Я,4) (г, t) + /#’ (г. /) +~f(r. = 2), (39)

где функции t, *) принадлежат классу Гельдера по обеим пе
ременным и

Пт И(г, ОЬ = 0 (40)
г-.1-0

для некоторого р > 1. Далее, из (39) имеем
Ря(г, а* (г, О)֊ J] ^֊. f M?(l, t, х)ру (г, «у (г,т))Л-

= Д ։> ’) - M’J С1’ *• (г- ’)) л +

+ g“’ (г, t) + R? (г, t) + 7* (г, t) (к = 1,2). (41)

Пусть теперь (Z) (к = 1, 2), • • •), <?к (t) £ Н(л), f^T— полная орто- 
нормированная система. Для любого е>0 матрицу Mw (1, t, г) мож 
но представить в виде

М(1> (1, 6 Т) = 2 <?р (f) GP (т) + (1, t, X), (42)
р-1

где Gp(t) (р = 1, 2.--..V)— матрицы второго порядка с элементами 

из класса Гельдера на Т, а матрица Л/<։) (1, I, т) удовлетворяет усло
вию

3
Ё |M?(1, t, -)|<е. (43)
J —• ?

Учитывая (42), систему (41) можно представить в виде

Р*(п «/(п 0)- S ~ te’(l. t. т)р; (г, ау(г, -))
y_i 2 кг J 

7 •

= S ^0<р<;()х V -L (*(МГ(г, /, т)_
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-ЖГ/(1»6’))рЯг,Г(г,<))Л+^,(г,0+ Я՝'1 (г. 0 + 7» (г. 1)(к = 1,2). (44) 

где вектор ср(г) = (ср1 (г), ср2(г)) определяется по формуле

5<6)(т, О3Я(5,(г, 0 +-֊-. [ 2 (г, u)gl5)(r, и)(1и,
2 кг I

СР ('*)'= Г՜. | Ср(г)?(г, а (г, 0)<+. р= 1, 2,---, Ы, 0 < г<1 (45) 
т

(р(г, а (г, Т)) = (р,(г, а։ (г, '))> Р։(г> «»О'» ")) Пусть 2(0 т) = (Я4, (< т), 
к 1, 2, /=1» 2)—матрица резольвенты уравнения (44). Если б^>0 
достаточно малая величина, то из (43) следует что (44) можно пред
ставить в виде

р*(г, а*(г, 0)—£ 7^՜. I Л/,’5’(г, 0 ') р/(г, а/ (г, ')) Л = 

г

= Е (') (0 + 8™ (г, п 4֊ 7?‘5’ (г, 0 +71” (г, П(к = 1, 2). (46)
р-1

где
^*(0 = 2^- Г+ ’»^(0^+?Д0 (*=’. 2).

г
Л/0’(г, #, т) = — Г 2 (I, и) (Мн) (г, и. т) - Л/‘4)(1, и, т)) <1и, 

2 «г 7 
т

Я<5) {г, I) = ?4) (г. О + ^֊. [ 2 (0 «) (г. и) с/и,?" (г. О - 7 {г, 0 +
2 к; .1

Г
+—Г а (о и)7(г,«) <ь, я(5։ (г. о = я(4)(г. <) + 

2«՜.) 
г

+ | $2 (/. и) Л(4) (г, и) <1и. (47)
2 кг.)

г
При этом функции ։рр> (0 (р = Ь 2.,։։> М линейно независимы при 
фиксированном к(к=*1, 2). Наконец, если 2(г, t, т) = (2^(г, (, ), 
к°*1, 2, 7=1,2]—матрица резольвенты системы (44), то справедливо 
равенство 

—
Р» (г, а* (г, 0) = Е с₽* V (г, I) + ^6) (г. О + (г. О +

+7”(г, 0(* = 1.2). (48)
где

^(г, о - |2*1 (<» 0 фр! (0 + й*2(г> *) ?р2 (0 </" + (О,

т



322 Г. М. Айрапетян

£ Kl 
Т

R^(r rt= Æ(S)(r, 0 + — I 2 (n *՝ и) #S)(r’ и> du- (49) 
т

Для fp։(r, t) равномерно на Т 
lim T,4(r. t) = fpb(t). (50)

г -.1-0
Из (48) получим

?ч(^ о = £ ср*(r)îp*?•(г՝ z»+ ^Лг՛ + 
р-1

+ №(Г, ₽*(г,0) + 7^(п U 0) (Л = 1. 2). (51)

Так как согласно (22)

Мп *)1 
Mn«)-Ü»M

^Ц-(К<1, Æ=l,2,0<r<l), 
(т-<|

то учитывая свойства [матриц 
можно представить в виде 

2 (/, и), й(г, t, и), функцию Æl6)(r, /)

/ei?”(r.ß*(n *))- ^(r, 0+ J + t) {к - 1, 2),

(52)
где функции M7)(r, t) и /?*8) (r, t) можно явно выписать и

Jim J/?‘71(n 0Ji = 0, lim ^’(r, /)}р=0 (53)
/•-♦1-0 г-1-0

для некоторого р>1. Что касается вектор-функций g(G1 (г, ß(r, /)), то 
учитывая соотношение (23), легко установить, что существует вектор- 
функция g£6j(0 из класса Гельдера ва Т такая, что

<r- ß (п 0) ֊ (')!„(;„ = о (Х> 0). (54)

Из (40) и (49) для некоторого р > 1 также имеем

lim 0/(r, ß(r, f))Jp = O. (55)

Докажем, что множество чисел срк(г) (/> = 1. 2,---, N, k — 1, 2, 
O^r-s^l) (определенных формулами (4;)) ограничено. Действитель՜ 
но, предполагая что эти числа не ограьигены, обозначим

I (г) = тах|с ,(; )/ (р = I, 2, . -Д/,֊ к^1, 2).

Подставляя р (г, /) из (51) в В! р ж- ( 3 для фуькпк ՛ '' ~,г (г) и 
разделив полу-.скное pu.-.e f.o i . учетом (52) г.о..у-.ù



Корряггяис г.рь-зчиые задачи 323-

л (л) Ф'**Л*) -
у Г ?,»(<■ М^))
Я Цг)^

1(11՛ , 1 *) ,
“ Чг) \277j 7^7 + 77 1 * +

+ 277 ] ^)(?-г(ГЛ)) + Ф* <°) )• (56)

Выберем последовательность г*, г*—»1 так, чтобы имели
Пт К(г») — со.

Л — ОО
Не теряя общности, можно предполагать, что сходятся также После
довательности срк (гк (). (г*))֊1 (р = 1, 2,• • •, М, к = 1, 2) и

Переходя к пределу в (56) при г а — 1 и учитывая (53), (54), (55), по
лучим

г и - АхI 2 ХР* •։>» (& *))֊ * 0« * е о-, к = 1,2. (57)

Обозначим

(0 = 2 х,4 <?рк (₽* (1> ’)) (* = 1.2). (58)
Р 1

Из (57) следует, что функции ?* (/)(& = 1,2) аналитичны в О+. Так 
как среди чисел 'лрк есть числа, равные по модулю единице и финкции 
?рА(0 (р = 1, 2, для любого к (к = 1,2) линейно независимы, то 
вектор-функция ‘Р+(/) = (?+(0> ??(0) отлична от нуля.

Подставляя теперь функцию р* (г, #) (л = 1, 2) из (51) в вираже 
ние (33) для функции Ф^г(-г) и учитывая, что равномерно при 
г -*■ 1—0т*7>(г> ")) — ?*(1, т), аналогично получим

^1֊ [ т;)?;(7?։.(;, т))-£-==о, (59)

т
Из равенства (58) следует, что функции

2
Ф7М = 2т!?'։1,^(1, х))<Р/+(7/4(1,т))(Л=1։2) (60)

аналитичны в 2) и <|а (о - 0. Из (59) также следует, что 

(«*(!, (I) = V ш’;1 (1, /) 1/՜ (1У (], I ). Г, 2.

4-79
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Тем самым задача (29) при п = ло։ г“1 имеет отличное от нуля ре
шение, равное нулю на бесконечности. Это противоречие доказывает 
наше предположение о коэффициентах срк(г) (р = 1, 2,- • • М 4=1,2, 
0<г<1).

Теперь выберем последовательность г։(/ — 1, 2,• • •), г, 1, так։ 
чтобы последовательности с 4(г։) имели пределы для любого р=1, 2,-• • 
Л/ и к = 1, 2 при г, —- 1. Пусть

Нт с к(г։) = срк (р = 1, 2.• •՛. к = 1, 2/.

/Подставляя функцию р*(г, /) из (51) в формулу (33), получим

. Л £ \т*7' (п, р, г))
2^՜ / "

’ 1 С т1У(Гр ^))^6)(Л,К(^ .
#214 Л х-гт

, £ I |‘/п1л;’(г/, рДгрх))/?^»^, -.)) , ,
------------------—------------------*+

1 1' ^(г,Лк{грх))^ (гД^.х)) , . 
+ 1 ------------------ -— -------------------л +

,1 Гй-ЦгЛсг.’». , ։ Г*Т>(г,Л(лг» 
--------л+2^-?)------ ---------------------------- <61>

Так как равномерно при г £
Нт ш;г(г) = х, г.1-0

■те
11т Фл<д,- (х) = г-л,ф* (г) — Ря,» /— ) , г £

где Р„к(х ՛) ~ главная часть функци х~Л'Ф*(х) в точке г — 0. Те
перь, учитывая соотношения (52)—(55) и переходя к пределу в (61)» 
при г*-*1, получим

«-л.(-)- ££\х/ ; = 1 р_1 2-И1J х — г ~

V 1 ՝))^в’(Р.(1,х))
А 2^ ^=~г------- ------- * +

1 Сг?(1.ММ)
2*1 и т — г 

т
<1х, г^.
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Так как все функции ур] (t), g<® (t), (1, f) (p = l, 2, -■ ■ N),
к = 1,2) принадлежат классу Гельдера в Г, то функции Ф*(а) 
(к = 1, 2) принадлежат классу Гельдера в D* U Т. Теорема доказана.

§ 3. Исследование задачи (1)—(2)

1. Пусть <|>/(з) (у = 1, 2) —функции из (20). Делая замену 

фу (г) = фу (z) + Ф/ (г) в (7) относительно новых искомых функций 
Фу(г) (/ = 1» 2) получим

Пт |Re Д ак) (г, t) Ф. (a, (rt)) - g£”+’> (t)\ =0 (к = 1, 2), (62)

где — Gk (g["։', g^՝\ t) (к = 1, 2) принадлежат классу Гельдера. 
Из теоремы 3 следует, что функции Ф, (z) (у' = 1, 2), удовлетворяю
щие условиям (62), также принадлежат классу Гельдера на £+11Г. 
Поэтому условия (62) можно понимать в обычном смысле

Ref оА,(1, 0Ф/(«/(0)»Йм”(0(4=1.2), (63)
у-։

где aiy(l, t) определяются по формулами (5) при г — 1. Применяя 
представление Товмасяна (см. [21]), можем утверждать, что существует 

единственная голоморфная в D+ функция Ф j (z); принадлежащая клас 
су Гельдера в Z)+U Т такая, что

ф) («Л0) = Ф/.(0 + ^-.
2 яг

где
_ aJ(‘) 1

х/(^։ Х)~ау (т) —a7(0 ~ •z — t

Тогда условия (63) можно представить в виде
2

Re S 
7=1

где hkj(t, t) = akj\ (1, 0'/(t т)-
Граничная задача (63) исследована в монографии |20]. Индекс, 

задачи (64) определяется формулой

х = 2--- — Аг arg det А (1, t). (65)՛
IV

Пусть теперь х։ и х, — индексы функций ax(f) и a։(f) соответ
ственно. Легко проверить что

— Аг arg det (А (1, t) = 2(«i -г х,). 
к

г)Фу(т)Л (у =1,2), 
г

а*у(1,/)Ф/(0 + j Л*/(Л-)Ф/(’) ^1=Я(/։+։,(0 (к = 1, 2), (64) 

т

Тем самым индекс з да՛ и (о.) р^пен 2 —2 (xt г >։). оро_ьо , тно • 
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(см. [20]), что необходимые и достаточные условия разрешимости не
однородной задачи (64) в классе Гельдера имеют вид.

| g(я•^hl, (о ** (о </5 = °>к =1 ■2’ • • • ’(6б) 
г

где -»ДО, *лг(0”некотоРые действительные 2-мерные вектор-
функции из класса Гельдера, являющиеся решениями некоторых си
стем интегральных уравнений: ^<"«+1)(;) ** (О скалярное произведе՜ 
ние векторов и **(/). Подставляя в (66) выражение для
функции г'о+п. получим следующие условия разрешимости неодно
родной задачи (7):

Г(О С*(0 Л “ 0' к “ 1, 2, • • •, Н, (67)
г

где 6* (0 (4 = 1, 2,- • •, ЛО — вполне определенные вектор-функцыи из 
класса Гельдера. Ясно, что условия (7) необходимы и достаточны для 

, разрешимости задачи (7).
Докажем, что условия (67) эквивалентны условиям

= к “ 2«՜ • ՛• (68)
т

Действительно, пусть ?(0 = (||(0, й(/))(/>'(Г) и удовлетворяет 
условиям (68). Тогда существует последовательность вектор-функций 
gл(t) из класса Гельдера, сходящаяся к вектор-функции в смыс
ле 1У (Т) и удовлетворяющая условиям (68). Следовательно для 

задача (7) имеет решение. Поэтому вектор-функции £„(<) удов- 
. летворяют условиям

С g^> (0 С* (0 Л =0, 4=1, 2,• М 

т

Переходя к пределу при п->со, получим условия (67). Пусть теперь 
НО" (*(<)» Я։(0)€4’(Т՜) удовтетворяет условиям (67). Выберем 
опять последовательность вектор-функций /я(0в/">(0, /«’(О из клас
са Гельдера, сходящуюся к вектор-функции g(t) по метрике Ь՝ (Т) и 
удовлетворяющую условиям (67). Тогда задача (7) с граничными функ
циями Дп(0> 71”(0 будет разрешима. Из теоремы 3 следует, что ре
шения этой задачи также будут принадлежать классу Гельдера в

и Т. Поэтому

[/«(0^(0Л=0, Л = 1, 2,..;Л. 

г
. Переходя к пределу при п — оо, получим условия (68).

Тем самым установлена следующая
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Теорема 4. Задача (7) нетерова. Индекс этой, задачи равен 
2—2(*։ + «։), где х։ и ъ֊ индексы функций <։,(#) и аг(1) соответ
ственно. Неоднородная задача (7) разрешима тогда и только то
гда, когда вектор-функция (16 (0> £1(0) удовлетворяет условиям 
(67). *’

2. Общее решение задачи (67) можно представать в виде 
и,

I («)=*=£ Л Ф*(*) + Фо (։)> 
к-\

где числа б/, — произвольные действительные постоянные, ф* (х) =« 
= (Ф*1(х)» **։(*)) (А = 1, — решения однородной задачи (7),
а Фо(*)֊(Ф<и (г), Фи։ (*)) — некоторое частное решение задачи (7). 
Положив

?*/*)= J Ф*/(°»7։(х))^,?о/(-։) = J Фо>(“»/1(«))^ (/ = 1, 2)> 
о о

функцию и (г) из (3) можно предстивить в виде
N, _ N, ~

«•(«) = S d„ Ա 4֊ М) = É Հ <ри (г 4֊ Но«) 4֊ 
й=1 ։»1

4- «Pot (* 4- h«) 4՜ «Роа (* 4- Но«) 4֊ <4> (69)
где </0 — произвольное комплексное число. Из (69) и из теоремы 4 
следует

Теорема 5. Задача (1)—(2) нетерова. Индекс этой задачи 
равен 4—2.(*14-*։)> где и х։))— индексы функций at(t) и а^(1) 
■соответственно. Неоднородная задача разрешима тогда и только 
тогда, когда вектор-функция (Д (<“(<))> Д(®(0) удовлетворяет ус
ловиям (68).
Ереваасха* полятехавчесаиС институт Поступала 27.IV.1990

Հ. Մ. 2ԱՑՐԱ4ՆՏ5ԱՆ. Կոոհկա եզրային խնդիրներ ոչ նշզրիա 
.Արի Տամար Ц դասերում (ամփոփում)

էչյ>պաակա& Տավասարում-

Հոդվածում հհտպոտվոսէ է Ռիմ ան-Հիլբերտի տիպի եզրային խնդիր հաստատս։]։ կոմպ- 
д4/п գործակիցներով երկրորդ կարգի ոշ հշգրիտ էլիպտիկ հավասարումների համար։ Եզ
րային պայմանները հասկացվում է Լ1 իմաստով։ Ապացուցվում է այդ խնդրի նյոթերու- 
թյսձց, հաշվվում է ինդեքսը։

H. M. H AIRAPETIAN. Correct boundarg value problem! for nonreggllar-elltptiC 
equation! in a clati Ll (summary)

In the paper the Riman—Hilbert type problem for nonregyliar-elliptic equations 
■whith constant complexcoeff icients is considered. Boundary conditions are introdu
ced by Z.1 means. It is shown fhat the problem is noctherian and the index is calcu
lated.
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ОБОБЩЕННАЯ ПРОБЛЕМА МОМЕНТОВ Ф. ХАУСДОРФА

Введение

Пусть неубывающая последовательность (^я) удовлетворяет сле
дующим условиям:

О = /0<^<Нт <я= оо, (1)
Л-*-»

Ё — “ + оо. (2)
л—1 ‘я

.Для любого к > 0 обозначим через зк кратность появления 1к на от
резке {/0> Л.'"« £*)» причем з0= 1, а рк (л)— кратность появления 
па отрезке {/0։ <!,•••, М-

В данной статье рассматривается обобщенная проблема момен
тов вида:

е " х п <1г (х) = рп, п — 0, 1, 2,- • •,
О

Уаг[а(х)] <Հ оо, Нт а (х) = а. (֊|- ао) = 0, 
о х-- (3)

которая может быть приведена к отрезку [0, 1] заменой переменного 
е~х — и, 0 <. и 1 и, приняв X (и) — ~ а (— 1п и), т. е.

о
Ժ7. (и) =» рЛ, п = 0, 1,2»

X (+ 0) = X (0) = 0.
В случае, когда последовательность )6,| строго возрастающая, т. е. 
ля= 1, п — 1, 2, -• она сводится к классической проблеме моментов 
Ф. Хаусдорфа, решенной им как при £п= л (п 0) (см [1] с. 74—109 
и [2], с. 439—443), так и в случае произвольной строго возрастающей 
последовательности ип) (см. [1], с. 280—299 и [3], с. 104—105).

Так же как и в случае строгой возрастаемости последователь
ности (/п), введение параметров зк и рк (л) в нашей работе позволяют 
точно сформулировать и показать признаки обобщенной вполне 
монотонности и моментности для случая, когда последовательность 
(6,), вообще говоря, неубывающая (теоремы 3 и 4).
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§ 1. Предварительные сведения

1. Извество следующее тождество, лежащее в основе теории 
интерполяции:

П 
1 а у /-*+»____________ _

С 4-и *=1 р(С+иУ) 

/-*
где (Р/)7 (т ^-2) — произвольные комплексные числа, а ч изменяется 
во всей комплексной плоскости.

Отсюда простой заменой индексов можно получить справедли
вость следующих тождеств для любой последовательности комплек
сных чисел |Z.| и Z:

1
п (о — 0)

(1.1).

1 п b = .s
п (0 ֊ о

---------- 4*p« (С, 0. (1.2
И (С + 0)

где

Рп (С, t) =-
П (о — о

(С+0 п (С 4-о) y-U
Для любого е 0 и ? (О < ß < к) обозначим через * (s, ß) бес

конечный контур в плоскости С, пробегаемый в направлении неубыва
ния arg С и состоящий из лучей arg С = ± ß (s -С |С| °о) и дуги

ß) (— ß < arg С < ß) окружности |С| == в, соединяющей концы 
е ехр (+ z'ß) этих лучей.

Если тождество (1.2) умножить на -— ex’rfC и проинтегрировать 
2 kz‘

по контуру 7 (г, ß), то придем к следующему важному соотношению 
при t 0 н G 0:

(1.3)

где

’■п (х, Z) = I п (tj — t) I ~; I -------- ^2---------
U-0 J (C + Z) R (C + Zy) 

J J =0

(1.4)

Гп {х, lj) — о, j — 0, 1,-
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(1.5)

-Пусть кратность появления на отрезке (/4> >/у|, а
р£у кратность появления /у на отрезке Легко ви
деть непосредственным подсчетом вычетов, что функции {шя, к (х)| до 
пускают также следующее представление:

•.,*(*) П 6 S ci? 
/-4+1 J֊k

1 d

(1-5)

СЧ =-------------------------------------- ’
r(s*.,)r(p^-s*y +1)

П(С+ t)-;j 
*"»Л

^-tj.
(1.6)

Из определения (1.5) функций {(О«,* (х)|, а также (1.3) и (1.4) при 
( - 0 вытекают следующие важные свойства:

1. 
нутоа

Функц.
полуоси [0, -|֊ со];

(х)) непрерывны и неотрицательны на замк-

2.

Положив

и
1

Q« (.г, 0 = 2 r.i
ех~ d\
л л ~с

J-i

докажем следующую лемму.
Лемма 1. Если lim f„=-|-oo и 0 ОО, то имеют

место оценки։

a) max |PiP)(r)|< Ср (г, R) ехр / — — V — I
I 4 IJ 

и при 3^>0

р = 0, 1,2,...

б) max |QW(x, 0| < С'р (й. г, Я) ехр (б % -М + -L- , (1.7)
0<*<- I tj Г

где Ср (г, R) и СР (% г, R) — постоянные, не зависящие от п.
Доказательство, а) Для любого t [г, /?) в комплексной 

плоскости рассмотрим окружность С = £ ֊1֊ ре,т(О 2 тс) с центром 

в точке t и радиуса р = — ■ Заметим, что для С = 14- pei?
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Л 2 (/ + р cos ф)՜ . (Г ь Р cos <р)2 p3sin2y < 
/ 1----------------- ---- i--------- г > .։о о о

<«/, •2и-р)|1 (* + р)а________ Р____ .
И о 1 2<<—₽)*/ 2«-֊р)о1

В силу условия 15т 6։“=-Ь 03 выберем номер /о настолько большим’՜
М — «о

чтобы, начиная с этого номера, выполнялись бы следующие неранен- 
ства:

о>/?, 1_ . I , _ _1±2_________ Р _ < _£ , ;> .• .1 1.
2 L 2(/-р)0 2(/ ֊P)G J ' 2

Отсюда, ввиду того, что 1—х<Се х (0-<х-С1) будем иметь

т. к. если tj > R, то и /у > R — р > t — р.
Но при л jQ 4֊ 1

Л(О = -С П р-у֊) п (1.9>
/—1 ч О ' /=/гН > О /

Поскольку t — р = t------ >֊ — » то из (1.8) имеем

п 
п 

/-Л+։
<ехр{՜ 4՜ S 7՜) “Л(г’/?)ехр(--7Е 7-

I 4 у=^и t) ] I 4 # tf
где А (г, R) — постоянные, не зависящие от п.

Отсюда и из (1.9) получим
шах |Р„ (С)| < В{г, Я) ехр ( - ֊1 у 2

|с-<1=₽ I 4 /г։ /у
Далее по формуле Коши 

|։֊<|=ё

откуда следует оценка леммы
п

, -7^7֊
|Л'’,(01<-^|тад|Ря(:)|<С,(г, R)e ’ р = 0 ,1, 2, • •

для всех f£[r, Я].
б) Из (1.7) видно, что если для сколь угодно малых 8 выполне

но это неравенство, то для больших тем более будет выполняться. 
Поэтому предположим, что 8 < min / — t, 2 xr | . где 0 < x < 1.
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Из определения функции 0л(х. О имеем

В области, ограниченной контуром —) и прямой Ие С- —

. 5
— 8,<= - — функция, стоящая под интегралом, имеет лишь один про-

стой полюс в точке С = 0, а нрм |'| -* 4՜ оо она имеет порядок

Поэтому по теореме Кошм

С другой стороны

рг։А|а=/ 8? 4-х»,

1# - «14- А| -/((֊։,)’+ А’ > /(г-хл)»4֊М, о < X < 1,

Итак

о։< с;(8, г, /?) А хе[о, со], (1.и)
/=1\ о/

где постоянные

си։.г./г) = -1 [-------------- ".------------- ;<+=»(р-о,։,2, •••)

не навнсят от л.
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Заметив твперь, что при ’ О х) 

при 2<minj—i, 2*rJ буде?։ иметь

1Д” (ж. 0) < СдЪ г, R) ехр |։ J: J ”

Отсюда, ввиду (1.10), следуют оценки (б) леммы.
Точно так яе как и лемма 1 устанавливается
Лемма 2. Пусть вя, к — V — > & = 0, 1,• n lj °я, я = О 

7=4+։ О
и

причем

Тогда аля любы х. О г < R <С. °-' имеют местЬ оценки:
/ Or П 1 \1Л>. л, * (f)l < Ар (г, R)exp( — — Ё — b (1.12
X 2 ,=1 tj /

0<0< 1, k֊0, 1, 2,--, л,
где Ар (г, R)— постоянные, не зависящие от п.

1.2. Если функция f(x) непрерывна на полуоси 0-Сх-Сос, то 
под нормой будем понимать следующее число:

Ü/L “ sup |/(.г)|.
0<Х<-

Теперь, существенно опираясь на лемму 1, приведем доказательство 
одной теоремы, которая позволяет дать полное решение обобщенной 
проблемы моментов (3). Частный случай этой теоремы позволяет так
же попутно получить повое доказательство теоремы А. О. Гельфоида 
о приближении обобщенными полиномами С. Н. Бернштейна (см. [6]).

Теорема 1. Пусть последовательность I1„) удовлетворяет 
условиям (1) и (2). Тогда для всех t (0</<ос), притом равномер
но в любом промежутке г R (0 < г </? < о?) будем иметь

lim |е 1ххр - Дс^»я (/)“„, *(*)| =0. р = 0, 1,2,..., (1.13)

где

П (1-±)). (1.4)
alp (/-4+1 \ tj / J

Доказательство. Из (1.4) и определения функций Рп(1), 
Qa (х, f) следует, что

гл (х, 0 = Р.,(#) 0«(л, /). (1.14)
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Если продифференцировать по t (1.3) р-раз, то получим

е՜"*' - £ a'f, (6-я. к (х) = {г„ (х, 01 =֊•
*-о dtp

■ V ՛ ’
: ■ = 2 ср-~ [Л(0]-4^1<2Л(х,0]- (1.15)

՛■ ’ m-0 • dt* dtP
Отсюда, подчини» в лемме 1 8 условию

8 min / — /։, 2 «г, — | > 0<х<1,
1 12 4J

из оценок этой леммы будет следовать справедливость неравенств 
вида

I *=о !-
<£>,(«, г, /?)ехр{ - (֊--&) £ y-j(p=-O, 1,2,...; п= 1, 2,...), 

где Dp(b, г, R) не зависит от п^>1.
Ввиду условия (2) из этих неравенств получим утверждение 

(1.13)—(1.14) теоремы.
Следствие. При р = О и I (; [0, со) имегт место
lim I г՜ >х — 2 / п fl-- — ) 1и։л. * (х) | - 0, х £ [0, со]. (1.16^
п~ж В *=о I /~*+1 \ О / J

Действительно, при t Ç (0, со) это следует из теоремы 1. Остает
ся убедиться, что (1.13) имеет место и при t — 0. Для этого заметим, 
что в этом случае получим утверждение 2 относительно свойств си
стемы функций (шя, *(х)), т. е.

£ »o(x)sl. • (1.17)
*=о

Введем в рассмотрение последовательности функций

= 2 / п fl---- ֊Шл.Их) (1.18)
и = Л4-1 \ G / J

И

Bn(t, х)-ВЛ[е_'х] = 2 *(х), n = 0, 1, 2,-.., (1.19)

в которых

оп, t= 2 —. £ = 0, 1,2,..., и- 1; эп>я-о. 
/=*+1 0

Из оценок (1.12) при р = 0 и условия (2) следует, что

lim
Л-* *

-'«Л. е = 0, л = 0,1, 2». л.

Следовательно, при t [0, со) и х£[0, со] в силу (1.16) получим
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Ит|5.[е-/-г]֊Вя[в"'х]|- = 0. (1.19)
Ая*«и

Следующая теорема, к доказательству которой приступим, является 
■обобщением теоремы Ф. Хаусдорфа, рассмотревшего случай строго 
возрастающей последовательности {/«| (см. (1|, а также [4] и [5]). В 
случае неубывающей последовательности, но с другими узлами интер
поляции, эта теорема была установлена существенно иным методом в 
работе [б].

Теорема 2. Пусть неубывающая последовательность |<а} 
удовлетворяет условиям (1) м (2). 7'тда для произвольной непре
рывной на [0, оо ]функции Цх)

11т|/(х)֊А(/(х)]|--0,

тде

Л[/(х)]«” £ /(«я. *)®я. *(х), Я-,*—я V — 
а-в /.«+1 0

•есть квазиполином типа Бернштейна—Хаусдорфа.
Доказательство. Так как 11т /(х)<«>, то по теореме 

Вейерштрасса любую непрерывную на [0, + со] функцию /(х) можно 
равномерно аппроксимировать линейным агрегатом от {системы функ
ций (е-,хЬ1о, т. е. для любого е > 0 найдется такой полином

ЛЛх)-Да,.-", *€[0. *].

ЧТ©

Отсюда, в силу свойства (1.16) системы функций (*ж, *(х)}, будем 
иметь

1А[/(х)]-Вя(р.(х)]|.<2-. 
о

Но из следствия к теореме 1 и-(1.19) следует, что

|Д.[Ря (х)] ֊ Р. (х)|_ < А , п > и (.) 

и следовательно

|5.|/(х)]֊/(х)К«,
что и требовалось доказать.

Следствие. Если в теореме 2 положить / (х) = е~,х хр, р — 0, 
1, 2, •••, то получим

I1?-|е <Х " Ва 1*՜“ € [0, со],

где

Вя [е~1х хП - £ е՜"*՛ *а₽ ։ « ։ (*). (1 >2о) 
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С друюй стороны, если ввести в рассмотрение последовательность 
квазиполиномов

— , п .!!> { п 1 я \ 14[е-"/[=£(֊1)'-^ П (1- —) -я.*(х), (1.21)
«—о о։ I /=»+։ \ fj ) I

то из теоремы 1 вытекает, что

Ilm fe lx хр — Вп [s 'х х"] J» - 0. Л — -
Следовательно

l!m|£Je-'xx'’]-Z?4e-'rx'’]j. = 0. 
Л •* *•

1.3. Если продифференцировать по /соотношение (1.3) sm— 1-раз, 
то получим

Но так как / является нулем кратности зп для остаточного члена 
г„(х, I), то нетрудно убедиться непосредственным подсчетом, что

и поэтому справедливо следующее тождество:

01с=/„*=°

Введем в рассмотрение следующий моментный оператор М: 
Л/[е /'и'гх՛’'"՜1] = |1т, т — 0, 1, 2, —, 0 < х < со

и величины

«>.,»= п X с‘>’ 
/-*+« /=*

где определяются из формул (1.6). Легко видеть, что

«Ч* = Л< [<■>«, *(х)|, х£[0, 4-°о]. (1-23)
Лемма 3. Если

£ К*|< С, п = 0, 1,2,֊.., (1.24)
«=0

где С—не зависящая от п постоянная, то

11т = Пт/И(ВДе-'«-гх'"՜1]), т = 0, 1, 2,- • (1.25)Я <*«•
Доказательство. Подействовав моментным оператором на 

тождество (1.22) и (1.21) при р = аи —1, будем иметь
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Далее для данного т (0 т со) отсюда получим

/рт -М\В„ [е 'тХ хт ’] ||<

■<£՛(-1)'՞1
11 —I Л’1"

" / /
П (1-- »>л, ». (1.26)

Применяя утверждение а) леммы 1 к полиномам

Рп. М = П 
/ = Л + 1

можем утверждать, что для любого ։ > 0 существует такой номер 
т)^1, что

Но из условия (1.24) следует, что

"2 К *1<С. 0<п<+
*-0

Отсюда и из (1.26) получим

рга = Нт М{ВП [е՜*"1^*5՞1՜1] |, т=0, 1,2,
Л-»“

Чтобы закончить доказательство, заметим, что из оценок (1.12) лем
мы 2 при р — 5Ш следует, что

е з„, » —(—1) — п (I------ ) —0.

Отсюда и из условия (1.24) леммы получим требуемое.
Замечание. Если в лемме 3 положить т-=0, то поскольку 

/0 — 0 и 50 = 1, будем иметь

Нт М (Вя[е-'’хх'։-’]} = но = М [1] = Л-**«
= £ Шя, *(Х)| = £ (!>„, л.

I »-о 1 я =о

§ 3. Основные результаты

Теорема 3. .Для того, чтобы последовательность (|ля) была 
моментной относительно функции а(х), х£[0, оо] с конечным из
менением на [0, 4֊ со], т. е.
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Ри = Je 1 da (х), л =0. 1, 2,• • •, 
о 

необходимо и достаточно выполнение условий

(2.1)

П (2.2)
t-О м-0 /-»+1 j-> I

։де с^я)/ определяются формулами (1.6), а С—не зависящая от п 
постоянная.

Доказательство. Необходимость. Пусть последовательность 
— моментная. В силу (2.1) и (1.16) справедливы равенства

£ П =• ( [ £ »1” •%,*(*) Л(*)'
«=о /-*+1 >=* J 1*=0

Но, так как
S*l) =S’Sn ”л. Ji

1-0
<1, л-0, 1, 2,- •,

то
У К. *|< Var[a(x)]< + 00, 
к-0 о

поскольку а(х) — функция с конечным изменением на [0, со].
Достаточность. Введем в рассмотрение ступенчатую функцию 

а„(х), задав ее на [0, 4՜ оо] следующим образом:

ал(х) —

л
— £ ШЛ, /= — Hj, При х - 0 

/-о

* п 1
— У /» при °Л. *+1 < * < °Я. * = 2] ---

>=0 ]-k-r\t]
(k^Q, 1, 2, Л-1)

0, при а„։ а < х < 4֊ ос.
Из определения функция а„(х) следует

М«". *)+)— вл(в-, *— ) — к, к = 0,1, 2,-.., п
и в силу условий (2.2)

|ея(х)|<С, n=0, 1, 2,х£[0, оо],

Var(a,(x)] = |«я (+ «) — а„ |(св> 0)| 4֊ |а„(ея, * 4-) —

— »я I «л, к — )1 = У |®л, 4 < С, 
1-0

где С—не зависящая от л постоянная.
Отсюда по первой теореме Хелли можно указать такую после

довательность номеров |л*) Т 4՜ °°» что последовательность (яя>(х)}в 
5-79
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каждой точке х£[0, + оо] сходится к некоторой функции ограничен
ной вариации а(х).

Поскольку условия второй теоремы Хелли также выполнены, то 
применяя ее, получим

■в

Нт J е՜ *" х х*"՜(х) - е՜'***3*1 ։е/«(х), т=0, 1. 
в о

С другой стороны, так как ал (х) — ступенчатая функция со скачками 
к (0 < к л) в узлах оя> *, то

С в֊‘мжх'п.-Д </а„(х)=£ *.
3 *=о

Но из (1.20) при р = $т — 1 и (1.23) будем иметь

£ в֊'т°л»о'т֊։шл л = е-'т’ико^֊։ ш„, А(х)} =

*=о ’ ’ »֊о

= и[£<х)1 ~м\ а։«-'”'«'"-"])■
1л-о ] I )

Таким образом, имеем

х3т-1с/ап(х) = М [Вл[е-‘тХх3՞-՝] ), 0 < 7П<^ ОО.

Применяя лемму 3 к правой части этого равс:1ства и используя (1.25), 
получим утверждение (2.1) теоремы.

Для того, чтобы получить второй признак моментности для 
последовательности ||хЛ), дадим одно

Определен ие. Будем говорить, что последовательность 
(Ил)“ является обобщенно-монотонной, если

п

где
л = 0, 1, 2, (2-3)

/-о

Если последовательность {£,} строго возрастающая, то в силу того 
что
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будем иметь

ЛЯР*= П '*+.£ И-----—------- (0<Аг< п, п = О, 1,2, - ),
’=’ П (6+,-6+у)

что совпадает с известным определением вполне монотонности для՛ 
возрастающей последовательности {£„}, данным Хаусдорфом.

Теорема 4. Для того, чтобы последовательность ’{|*я} была 
моментной, относительно неубывающей и ограниченной на [0, + со] 
функции р (х), т. е.

Р.= ^-"’хх5'1՜՜1 </Р(х), л = 0, 1,2,.-., (2.5)-
о

необходимо и достаточно, чтобы

Д՞^ > 0, (0 < к <. п, л =0, 1, 2,--■). (2.6)
Доказательство. Необходимость. Из определения (1.23) ве

личин (шЛ, *) следует что
я+* л+* л л

“»+*.*= п 2 <ЛЙ*Ч== Гр*+’Ё с*н^+г 

.=*+1 у-* ,_1 , =0

Отсюда и из (2.6) имеем

А՞ р* = М {«։«+*. к (х)) = и>л+», »= П <«+" 2 с1+/ (2.7)
—։ ;-о

Но так как последовательность (Рл! моментная, то ввиду (2.5) и (2.7) 
получим

ОО

дПР*т П '*+’ 2 скЛ)/>л«+/= п ֊*+’£ с*+/ I е_'«+/х,л+/“։</? = 
у=--1 у-в-0 '»■1 /и0 •/

0

“ Гшл+», *(х) 0<Л<п.

О
Поскольку шп+*,а(х) > 0, а р (х) — неубывающая функция, то необхо
димость теоремы доказана.

Достаточность. В силу (2.7) и (2.6) получим
Д"-‘р*=^{“-.*(х)} = ®п,*>0 (0<*-</։, п-0,1, 2),

t дЛ_А^ = 2 п = 0,1,2.... 
1—0 «—о

С другой стороны, ввиду замечания к лемме 3 имеем

шя>д = лИ £ ШЯ(»(х)) = М[1] <+«>.
*-0 1—0 )

Таким образом, условия теоре.. ы 3 выполнены. Применяя ее, пост



342 Р. А. Багнян

роим возрастающую и ограниченную на [0, -j- °°] функцию р(*), удов
летворяющую условиям

I», = J е-/"х х*" 1 d) (х), п » ), 1. 2. • • ■ ■ 
о

Теорема 4 доказана.
Замечание. Если в теоремах 3 и 4 положить 5Я=1, n=0,1, 2, • • •, 

то получим классические теоремы Ф. Хаусдорфа.
В заключение автор выражает глубокую благодарность академи

ку АН Армении М. М. Джрбашяну за постановку задач и внимание 
к работе.
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ներկա հււգվաէը նվիրված է Հաոլսղորֆի դասական մոմենտների պրոբլեմի րնդհ ան
էացմանը! Բերվում են այղ կապակցությամբ երկու հայտանիշներ։

R. A. BAGH1AN. The general moment problem of F. Hautdorff (summary)

In the present paper is studied a feneralizations of classical moment problems 
■of F. Hausdorff. We prove two general theorems concerning this problems.
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А. О. КАРАПЕТЯН

О ВЫЧИСЛЕНИИ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ ТИПА КОШИ

1. Пусть г.^-1 и |О/у17,/_1 — произвольная совокупность комплек
сных чисел, упорядоченная двойной нумерацией при помощи индексов 
/, j = !,•••, п, Договоримся обозначать через

detlaj7,y-i (1)

определитель той матрицы А размеров ո X п, у которой на пересе
чении Лой строки и у-ого столбца находится число az/(!•</, j п)~ 
Напомним далее, что определителем Коши называется определитель

(det (/,+ (2)

где /(,•••» In m, — независимые комплексные переменные (та
ким образом, здесь = (lt + mj)՜1, 1 < i, յ՚Հո). Известны различ
ные способы вычисления этого определителя (см. [1, отд. VII, зада
ча 3] или [2, теорема 1.1.3]). Окончательный же результат, известный՛ 
как лемма Коши, гласит:

detj Գ +"»,) ’I՞../-! = П П (гпг-т3)Х
1<г<з<п \<г<з<п

xfl Пи + 'п,)-1. О)
1-1 J-1

Полагая в (3) rrij = j (1 Հ. j -< п), мы получаем

det |(/, + y)~J|" /_! = ( ֊ 1)" <ո-')ռ• II • 2!..... (ո - 1)! X

X П (/ր-ձ)ՈՈ(ձ + /)-։. (4)
1<Г<3<П 1-1 յ-ւ

Нашей целью является обобщение формулы (4), а точнее — вы
числение определителя

det |5(Z/4-у, է-|-1)|"/-։, (5>
где Л(1 < I < ո) и / — независимые комплексные переменные, а 
В—функция Эйлера. Заметим, что при / = 0

B(ll + j f I 1}_Г(/1+у) Г(/+1) Г(/1 + у) 1
Г(/,-|֊у + /+1) Г(6 4-/-Ы) h + j

п (6>
так что вычисление определителя (5) в действительности будет су
щественным обобщением соотношения (4). Отметим также, что опрэ-
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.делитель (5) возник весьма естественным образом при решении авто- 
■ром одной задачи многомерного комплексного анализа.

2. Прежде'всего введем некоторые обозначения. Пусть В = |С£С: 
:|С|<^1) суть единичный круге комплексной плоскости. Далее, при 

произвольном п 1 положим (см. монографию [2, стр. 19]):

£>(«„• ■, х.)=» П (*/■ — *«)» г — («н"« х«)СС". (7)
1<г<кя

Кроме того

дл = {геся: £>(х) = 0|. (8)

Очевидно Лл нигде не плотно в Ся; более того, для произвольного 
открытого множествя 1/сС" множество нигде не плотно в U. 

Далее, пусть множество 2сС открыто и функции 
«»£2, голоморфны. Тогда очевидно, что функция®

F(z) жа Е(я,, • • •, хя) = det |/у (z, )Ь" , -1 (9)

являются голоморфной функцией л комплексных переменных х։,---, хя 
в2Х-։-Х2=2"с С". Изучение свойств этой функции мы расчле
ним на ряд последовательных шагов.

Лемма 1. Пусть множество 2 с: С открыто и функция <р го
ломорфна в 2. Тогда существует голоморфная функция ф (х, w), 

■(х, ш) £ 2 X 2 с С*, такая, что
<р(х) —4>(w)s (х—w) <|>(x, ш), х, ш£2. (Ю)

Доказательств о. Утверждение леммы очевидно, ибо искомая 
функция ф задается формулой

ф(х, w) =
<F(x) — <р(ш) ---------- !------- » x, w t x w

X — w
<p' (x), X ™ w £ 2.

(И)

Лемма 2. Пусть функция хя) голоморфна в еди
ничном поликруге В" С С" и при произвольном фиксированном 

хя)£В" таком, что г) при 2 < ■Сп, имеем

«»,•••, х.)-0, о> = х*(2<Л<п). (12)
Тогда сушествдет голоморфная в &՞ функция С, для которой 
справедливо равенство

H{zK, х։,՛-֊, хя) = J՜|(х։—x*)-G(x1։ х„՛--, хя), 
A-J

(-1, x«)6Da. •
Доказательство. При р £ (0, 1) положим

D? = (х — (г„..., Х։) £ С" : |х*| < р (1 < k < л)}.

(13)

(14)
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Очевидно, если 0<р։<р2<1, то В’.сВ՞,, причем области Э£(0<р< 
<С 1) в объединении дают ПЛ. Теперь зафиксируем р£ (0, 1) и опре* 
делим в Ор функцию

(*։« г։> ՛ • =_Ь [ «,.-•»,*»)
• 2я/ ; (С-х,)(С(С-х.) 

|С|-р

(х։, х2, •••, г«)€1>"„ (15)

которая, очевидно, голоморфна. Пусть далее (х2, • •ая)^О"՜1 и 
г/=#=д/ при 2<1*</<л. Тогда в силу условия (12) функция

Я(С, Х2, X,) (. , 0

ЦС-х,).-...(€-«.)
(16)

голоморфна в О. Следовательно, по интегральной формуле Коши из 
(15) получаем

(хи х„ •| *л) —
н (*!» ^1. • • . *п) 

(д։- х2). - • •. (хх—хя)

|с։) < р, х1=?г=хл(2<А: <п). (17)

Таким образом, окончательно имеем

Н(гх,га,--, *.)= П (*!—**)• С₽(г։, г։> ։, *«)• (I8)
Л-1

если х = (х։, х։, • • •, хя) ( О" и Х| =/= ху (1 -С г <^у -С п).
Учитывая непрерывность соответствующих ^функций, заключаем, 

что равенство (18) справедливо при всех х£О". И, наконец, суще
ствование голоморфной функции (7 (х), х^О", удовлетворяющей (13), 
вытекает из того факта, что при O<CP<<CP1<C1 функция СР։ (х), 
х£Ор„ является голоморфным продолжением функции <лР։(х), х£О".

Лемма 3. Пдстпь 2 с С—некоторая область, биголоморфно 
эквивалентная единичному кругу О, и функции {/у(<о)]"-1, <о£2, 
голоморфны. Тогда существует голоморфная в 2"сС" функция С 
такая, что

<ы
^(х)=ае1|/у(х<)1Ь-1^^(х) С(х), х=(х1։ -.,хЛ) £2", (19)

где /7(д) определено по формуле (7).
Доказательство. Прежде всего отметим, что голоморфная 

функция С, удовлетворяющая (19), единственна, поскольку множество 
ОяЛАя нигдя не плотно в 2". Поэтому сосредоточимся на вопросе су
ществования такой функции. Легко видеть, что на основании леммы 1 
нам достаточно ограничиться рассмотрением случая 2 = В, и тогда 
мы будем иметь голоморфные в единичном круге Э функции 
|//(®))"-ъ «>ео.

Доказательство проведем индукцией по п^-1. При л = 1 ут
верждение леммы тривиально. Допустив его справедливость при 
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л — 1, рассмотрим случай произвольного п. Положив при _ 
х.)€О՞

/=■(«) = <1е1 |/у (ж/):". (20)

обозначим через Л* (1 < А < н) алгебраическое дополнение элемента 
/*(г։) в определителе (20). Тогда по теореме Лапласа имеем

£/*(*1)^, X =(։,.•••» (21)
.1—1

Заметим далее, что функции /"*(1 к л) голоморфны и зависят 
лишь от («։,•••, Гп)^^՞՜1 5 более того, в силу индуктивного предпо
ложения справедливы равенства (1 -С к -С л):

'» *п) = П («г— г-։) • С» (-։<••• гл),
2<Г<«<л

(/„•••,ъ)евя ՛, (22)

где функции (7д(1 <Л<л) голоморфны в В"
Комбинируя (21) и (22), приходим к соотношению

/ (х։,- • •, яп) = П (гг—г,) //(т1։-• •, г„) (23)
3<г<з<п

с некоторой голоморфной в Э" функцией Н, которую даже можно вы
писать в явном виде. Ив (20), (23) следует, что если (г։, • • •, гп} £ й՞՜’ 
и яг ~з при 2<г<^$<п, то

Н(«։. г։, - ■ •, я„) = 0, х։ = х» (2 < к < л). (24)
Следовательно, в силу леммы 2 справедливо представление

Л

Я(«։, *„•••, хл)» П (-Ч ~ г )’6(х։, *„•••, г,), (25)

где функция С голоморфна в ЙЛ и, что важнее всего, является иско
мой, как вто следует из (23) и (25). Итак, лемма полностью доказана.

Замечание 1. Очевидно утверждение леммы 3 справедливо для 
более широкого класса областей йсС. Например, для таких Й, ко
торые представимы в виде объединения возрастающей последователь
ности областей (Йт]2-1, каждая из которых биголоморфно вквива- 
лентна единичному кругу И (в частности, для й ■= С).

Замечание 2. Утверждение леммы 3 интересно сопоставить с 
теоремой 1.2.4 монографии Хуа Ло-кена [2], которая дает точное зна
чение предела

1нп *еИЛ(*<)|£/-1 (26)

при х։-» г, X,
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Лемма 4. Пусть {О] (»)}"—։ — произвольные полиномы от ш £ С- 
Тогда существует полином (?=Q(z։,---, *я) от переменных 
*։>••'» £я£С, такой, что

detQy(z,)<:y_։ ^D(z)Q(z), z.-=(z1։..., z^C", (27)

где D (z) определено по формуле (7). Есхи к тому же deg Qj -С 
<л-1(1</<л), то Q(z)=const, ^C’, то есть

det (z/)Z/-1 ssconst ZJ(x), z = (z։>-• • , zn)£C'. (28>
Доказательство. Прежде всего, пологий ,/У=тах(л— 1; 

deg Qy(l < j -< л)}. Далее, в силу замечания 1 к лемме 3 существует 
целая функция Q(z), z£C" такая, что

det |Qy (л)|"/_15s f] (zr—zt)Q(zl։-,zn),
1 <г<ил

z= (z։,---, zn)6Cn. (29)

Зафиксируем произвольное (z։,•••, ся)^Ся-1 такое, что zr z3 при 
‘2 г s п. Тогда в левой части тождества (29) стоит полином от 
z։ £ С степени N, а в правой части — произведение полинома от 
2,^0 степени п—1 и целой функции Q(zt, z։,---, zn), z։£C. Следо
вательно, имеем

,ЛГ+1- (Я_1) 
(я-1) Q(*i' zn ■ ■ ■ I 2л) = О, Z| £ С. (30)՛

Из соображений непрерывности равенство (30) остается ’в силе для 
произвольного (z։, • • •, zn)^C"՜1 (без ограничения: zr zs при 2 <, г 
<^з<л). Поскольку вместо координаты z։ мы могли бы взять лю
бую другую, то окончательно получаем (1 ■< k < л)

лЛЛЦ-(л-1)
, л + 1-(.-п Q(z„- -, Z„)=O, (z1,--.,z„)ec*. (31)

dz*

Из (31) следует, что Q(z։,---, zn) суть полином от переменных 
«։>•••« Z«£C степени не выше, чем, например, n(N— (л — 1)). Если 
к тому же deg Qj л — 1 (1 j С л), то N — л — 1 и тогда Q= const. 
Тем самым лемма полностью доказана.

Замечание 3. Из доказательства этой леммы видно, что при 
условии deg Q/< п ~ 2 (1 <у < л) Q s 0, т. е. det |Q/ (zi )|t;-i = 0, 
(*։»•••» Z«)€C՞. Однако этот факт нам в дальнейшем не понадобится..

3. Введем в рассмотрение следующие специальные полиномы:
Л (“»; 0 = (ш + t + 2).(ш 4- t 4- 3)-- • • •(□> + t 4- л),
Л (°>; t) = (ш -f-1)- (« + t + 3)-. • --(ш + t + л),

Л (“>• 0 = (ш + !)•(“ + 2) (ш + t + 4)՛- • ••(“ 4-1 + л),

Рп-г^- 0 = (ш + 1).(Ш 4- 2)-. • • *(ш -1֊ л - 2) (« 4- t 4- л)

Рп (“>; 0 = (»4 1)(“ + 2)՛- ■•■(«4 л - 2)(® 4- л — 1),
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Поскольку при любом фиксированном t Ç- С полиномы Р) (ш; /), 
ш£С имеют степень п — 1, то в силу леииы 4 (см. (28))
получаем

det|P/(«>i; t',î, I—։ == Z7(։u։, ‘ ՚ ՜ > ս,«)-?»(0.

(»„•••, ^C. (32)
Очевидно, что функция Ря (է), в соотношении (32) определен од
нозначно. Более того, фиксируя произвольное (“>,•••, “>r)^C т . ое, 
что u>r ш, при 1 Հ րՀտՀ п, мы будем иметь

Р„ (/) е= [D(o>։, • • •, ш,)]՜1 • det \Р] (այ ; Oit /-։• է է. С. (33) 
Следовательно, Р„ (է) — некоторый полином от է £ С степени Հ.ո(ո 1)/2. 
Полагая в (33), например, о>» = п — i (1 հ. i < п), получим

P. (Z)S[1I 2I- ■ (п-1)1Г*Х

Xdet|(n — i + l) (n — (n— i + j - l) (n — i 4- t+

+ j + iy ■ Հո-i + ti- n)|/,’y -j, t Ç C. (34)

4. Всюду дальше Г и В .будут .'обозначать известные функции 
Эйлера. Далее, для произвольных (изменяющихся) величин а и 6 за
пись а~ Ь означает, что отношение |а|/|6| ограничено сверху и снизу 
некоторыми положительными константами. Так, например, мы будем 
существенно опираться на следующую асимптотическую формулу для 
Г-функции:

|Г (и + R e/f)| ~ R*՝+ * ’՜1՞ ■ e'R "°* M’ ’ln т’) (35)

при R -►֊ւ֊օօ равномерно по |<р| ■< «/2 (здесь р = թ, -J- r>, ÇC).
Введем затем в рассмотрение функцию

def
<р(/։, -, In, 0 = det |Я (Z|+/. « + Dlb-i.
Ret> — 1, Re Z* > - 1 (I < к < n), (36)

Тогда оказывается справедливой
Теорема 1. При Ret ))>--֊ 1, Re li, > —1 (К к -С п) выполняет

ся тождество

Л F(f+ l)-r(Z» + l) п
T(i.---,z.,z)= п Г(/> + п4.1+<) (37)

։де полином Рл определяется ив (33) или (34).
Доказательство. Будем рассматривать правую часть (37) как 

некоторую функцию <|» при Ret> —1, ReZ*> — 1 (1<£<п). Обе 
Функции 4>(Z„- -, և, /) и <|»(Z։, --, Z«, t) при фиксированных Z» c 
ReZ*^> — 1(1Հ4Հո) голоморфны в полуплосковтн Ret — 1 и в 
силу (35) ограничены в замкнутой полуплоскости Ret^-O. Следова
тельно, согласно хорошо известной теореме единственности для ана
литических функций одного комплексного переменного нам достаточно 
установить равенства
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? (/„•••, 1п.Н) -МА.”’. 1п, /V),
Яе/*> —1 (1 < & < л), А = 0, 1, 2,-• •• С38)

Привлекая известные правила вычисления определителей, при Яе /* > 
> — 1 (1 ֊< к < л) и А=0, 1, 2, •••, будем иметь

<Р (/„•••, /V) -■= ае1|В(Л+Л А+ 1)|?./-| =

= det Г(и/)-Г(/Н1) I*
Г (ձ + j + N+1) I/./-!

_[Г(„+1)Г det)(^յ1.(,|+? + 11).....№+/+յՀ)լ_ -

= |Г(А+1)]’- П (ձ 4֊ !)■ (/յ + 2)'• • •’(/< + Л + TV) Х 
/—I

Xdet \(h 4-!) •(// + 2)՜- • • (A +7—1)‘(6 +7+1 + ^0՜- • '(A + « + A)l?. y_i =

՞ Г(А+1)- Г (6 + 1)
=Լ1 Г (6+Л + 1 + TV) det|P;(6;/V)i։"y_։=.

П г(х р(А.• • •. М-рп(А)=ф (/„•••, и А), 
г (/, + л +1 + а)

Тем самым соотношения (38) установлены, а это, как отмечалось, до
казывает теорему.

Замечание 4. Легко видеть, что при / = 0 соотношение (37) в 
точности совпадает с отмеченным выше специальным случаем (4) фор
мулы Коши.

В заключение считаю своим приятным долгом поблагодарить 
академика АН Армении М. М. Джрбашяна за ценные замечания и по
лезные обсуждения в ходе выполнения работы.
Институт математики

АН Армении Поступила 20.VI.1991

Ա. Հ. MUPIWMBUL'b. Կոշիի տիպի որոշիչների ճաշվման մասին (ամփոփում).

Կոչիի որոշիչ է det y_j տեսքի որոշիչդ, -րտհղ I Հսերր
(1<ք<ո) ե րՈյ ~ներր (1Հ_հՀո) կամայական կոմպլեքս փոփոխականներ են։ Ինչպես հայտնի 
է, այդ որոշիչր հնարավոր է բացահայտորեն հաշվել (նկատի ունենք այսպես կոչված 
Կոշիի բանաձևը)։ ներկայացված աշխատանք ում բացահայտորեն հաշվվում է det|S

>Ոյ, է ֊}- 1) Լ /=1 որոշիչը. որտեղ Re էլ >— 1 (1 <Հ է < ո), Ret — 1, իսկ B-ն' 
կյլերի ֆունկցիան է։ Երբ է=0, այդ որոշիչյ։ իրենից ներկայացնում է Կոչիի որոշիլր

րՈյ j (1 < / - ո) դեպքում։

A. H. KARAPETYAN. 0» computation, of Cauchy tgp* dattrminanin (summary)

A determinant det | (6 + m<)~J|? ՛—1՛ where Zy(l < j < a) and mj(1< j<n) 
are arbitrary complex variables, is usually called a Cauchy determinant. As it is well 
known, it can be computed explicitly (so called Cauchy’s formula). In present paper 
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we explicitly compute the determinant det |B (!, + /» t ~b 1) у = j.whore Ко1^> — I) 
Ret >—1 and В is the Euler function. In the'eaae f = 0 thia determinant coincides 
with Cauohy determinant provided if mj — j (I < < n).
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ
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С. Г. КАРАДЖЯН

ВЕКТОРИЗАЦИЯ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Введение

Как известно [1, 2], наиболее распространенным методом реше
ния интегрального уравнения Фредгольма второго рода

т
у(х)<= у К(х, 0 у({) Л + /(х); 0<х <1 (1)

о
в случае гладкого ядра является способ приближенного сведения это 
го уравнения с помощяю квадратурных формул к алгебраической си
стеме с /V X Л^-матрицей (А—число точек дискретизации). При этом- 
численная реализация этой схемы требует, по меньшей мере, памя
ти объемом О(№) и числа операций порядка О(Л8) (7У->- оо).

В случае разностного ядра К = К (х — I) эти показатели суще
ственно снижаются: требуется память объемом О(Л/) при числе опе
раций порядка О(№) (см. [3]). Этих же показателе* можно достичь 
и в случае «почти разностных“ ядер или ядер разностно-суммарных 
([4. 5]).

В работв [6] был обнаружен более общий класс ядер, удовлет
воряющих уравнению

/ Л« д3 \
+ (2)\0Ха 0Г /

.допускающий, в принципе, такие же показатели численно* реализации 
решения уравнения [1]. На основе подхода, разработанного в [7], ана
логичные показатели могут быть получены и для ядер К, удовлетво
ряющих уравнению четвертого порядка (см. [8)].

В настоящее время большое внимание уделяется (см. (3]) реа
лизации алгоритмов на многопроцессорных системах. Для алгебраиче
ских систем с матрицей М X № метод Гаусса—Жордана позволяет 
реализовать параллельный счет на Л/1 процессорах за тактов. В 
теплицевом случае (т. е. при К{х — <)) могут быть задействованы 
уже О(Л/) процессоров при тех же № тактах ([3]), при этом оказы
вается необходимым кардинально преобразовать алгоритмы.

Ниже аналогичные показатели получены, в принципе, для ядра 
|[2]- Отметим, что здесь не затрагиваются вопросы максимальной эко՜
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номичности построенных для случая ядра (2) алгоритмов или (в слу
чае нарушения устойчивости) способы повышения устойчивости.

1°. Будем исходить из формул, полученных в [6]. На плоскости 
(«, х) введем сетку

т. -= у*А; я, = Нг, А = [ Т/Л7].

В узлах сетки будут рекуррентно вычисляться функции

г?(х/5 /); г?(х'> х/) = г? И, у)>
г] (*/. = (г, }); г] (х/, ъ) = Н (4 А У(хА

Приведем схему реализации алгоритма А, приблеженно решающего 
уравнение (1) с ядром (2).

Начальный этап: 0-С/-<7. Для всех 0 < 7<у < 7, в узлах 
(7, у) вычисляются значения функций г? (7, у), г? (7‘ у), у (7, у); р =0, 1, 2 
как решения систем уравнений, полученных посредством дискретиза
ции соответствующих интегральных уравнений (см. [6]). На этом этапе 
структура ядра не учитывается.

Рекуррентный шаг: Для 7 = у — 3, у — 2, у — 1, у;
гЧ (7, у) =2 гЧ (7֊1, у -1) + 10 гЧ (г ֊3, 7^3) + г» (֊ 4, у -4) + 

-г 12 г,° (7-2, у-1) +6 г°(7—3, у-2) -18 г» (7-3, у-1) +б г” (7-4, /֊1)+ 
+12г? (7-4, у-2) -б г" (7-5, у-2) -18г° (7-4, /-3) +б г» (7-5,у-3)- 
-12г» (7-2,у-2)+б Аг»(7-2,у-2)[г»(/-3,у-3)+г$ (у-2,;_1)+ (3)
+2 г» (у-З.у-2) -Зг» (у-4,у-2) -2 г» (/-2,у-2) + г; (у-5,у-2)] + 
+3/2 А И (7-1, у֊1)-г;(7-3,у-3)-Зг;(/^2, у-2) + 
+4 г2 (7—3, у-2) -г» (7—4, у—2) - 2 А г» (7—2, у-2) г°։ (у-2, у-2)] х 
X [г? (у-1, у-1) -г» (/-3, у-3)] +2 А г? (7-2, у-2) [2 г» (0, у-2) ֊ 
—5г? (1, у-2) +4г° (2,у-2)-г‘> (3, у-2)] + А» г} (7-2,у-2) X 

Х(Зг2(0,у-2) -4г» (1,у-2)+го (2,у-2)] +2Л’г? (7-2,у֊2)г«(0,у֊2). 

Для 7=2, З,--, у—4 функция г» (7, у) и для 7 = 0, I,--., у—2 функ. 
ции г», г}, г{, у вычисляются по формулам, приведенным в работе 
]6]. Не выписывая их здесь, обозначим их соответственно номерами 
(4) и (5). Для 7 = 0, 1 вычисление функции г? (7, у) производится сле
дующим способом: вычисляются числа I

£>/ = [1+А/2г;(у,у)]^(7,у)+ А£ Я(и)-г»(з,у); 7 = 0,1, (4) 
*—։

о=1 ֊ А/2 • К (0, 0)- А К (1, 1) + А’/2 • К(0, 0) К (1, 1) - (5)

-А»/2/г(о,1)л:(1, о).
После чего

^(0, у) = 1АУ (1 - А /Г(1,1)) + £>{ А АГ(О, 1)]/^/ 0,
(6)

= 1^.(‘ — ау2Х(о, оо + ^.А/г-х-а.о)]/^,,.
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Для функций г%, у в точках с ։=/—!, /, для р = 0, 1,2 имеют 
место следующие формулы:

У—2
т{. /) - А/2 К(1, О)-Грх(й, у') -А £ К(1, 0г? (з, у) +

+ ,/ = 0. I.
др / <=о

/?'р = А[К(0, у-1)-АГ(1, /)-*(!, у —1)К(0, у )],

т/. р - А/2 • [К (0,у) К (1. у ֊ 1) ֊ К(1,у). К (0, у - 1)]. (7)

г?(7-1. У) = К(1,7) ֊ ₽ К(0, у))• /8{,р,

*(], 7) = Ро. ₽ АГ(1, / ֊ 1) ֊֊ 4 р ^(0. 7 ֊ ПМ Р.

Аналогичные формулы имеют место для у(] — \, ]) и у(], /), с той

лишь разницей, что в формулах для 11։ Р вместо ------------ - /
<№ ' 1=о

нужно подставить /(0) и /(1).
Последний шаг: При у — ./V — 1 закончить вычисления и вы

дать на печать значения у (г, IV — 1), / = 0, !>•••, IV — 1.
Нетрудно подсчитать число операций (умножений и сложений) 

для алгоритма А. Оно составит величину 2 (Л/) = -А_ (77 А’+429 IV— 

— 6086).
2°. Сначала укажем на естественный параллелизм, позволяющий 

реализовать алгоритм А да 16 процессорах. Поясним это утвержде
ние.

Движение алгоритма А по у —это „сугубо“ последовательная 
часть алгоритма. Параллелизм наблюдается при реализации каждого 
у-ого шага

На первом этапе шага у вычисляется формула (3) и те части из 
формул (4) и (5), которые не зависят от /, т. е. те, которые на дан
ном у-ом шаге вычисляются всего один раз и помеща стся в опера
тивную память. Таких частей и формул 10. Для их вычислений задей
ствуем все 16 процессоров, организовав их рациональное использова
ние. Так как время, затрачиваемое на первом этапе, не будет зави
сеть от IV, обозначит/։ его через /։.

На втором этапе у-ого шага для вычислений по формуле (4) пре
доставим 12 процессоров, а для вычислений по формуле (5) — 4 про
цессора. К следующему этапу перейдем тогда, когда будет вычисле
на самая длинная по времени формула, т. е. формула (4). Действи
тельно, по формуле (4) время составит (у — 5)/, а по формуле 
(5)—2 (у— 1)<. Здесь t — время выполнения одной операции.

На третьем этапе организуем выполнения по формулам (6) и (7). 
Главной составляющей времени при вычислении по формулам (6) и (7) 
является время, затраченное на вычисление сумм типа Р/. Таких сумм 
10. Д..я и... ее; кс/ений воспользуемся схемой „сдваивания“, а для 
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оценки времени воспользуемся теоремой Муври Патерсона (см. [8]).

В итоге для всех сумм время составит =— (у+ 25)/.

25Весь алгоритм займет время Т1а = —- Л/։/ (главная часть). ТеперьО
нетрудно подсчитать к. п. б (коэффициент повышения быстродействия)

Как видим, эта характеристика достаточно благоприятна: при 
наличии 1б-процессорной системы счет ускоряется более чем в 12 раз.

3°. Применение большого числа процессоров (количество (ТУ) 
которых стремилось бы к бесконечности при Л'—» ,“(непосредствен
но к алгоритму А привело бы к очень малому к. п. б. (Кр —♦ оо։ /V—» оо) 
Причиной этого (сы. [9]) являются выражения, содержащие скаляр
ные произведения и обозначенные зыше заглавными буквами.

Теперь осуществим абстрактное распараллеливание на О(/У)(Л/—»сп 
процессорах. В основе построения лежит понятие Т и Г'-алгоритмов 
(см. [3]), допускающих полную векторизацию. Основной идеей этих 
построений является замена скалярных произведений, т. е. /У-членных 
сумм типа О/, препятствующих непосредственному раепараллелива- 
нию,—к- членными суммами, где к не зависит от ЛГ.

Можно доказать, что алгоритм А является и Г, и Т'-алгоритма- 
ми (последний отличается экономичностью). Здесь приведем один из 

«основных эпизодов доказательства этих утверждений.
. /—։

Пусть £>' — У, К(0, з)-.-?(з, /). Покажем, как векторизуется вы- 
*-։

числение данной суммы.
Введем следующие обозначения: Ко— циркуляятная Л/ X ТУ-мат. 

рица с первой строкой [Л՜(0, 0) /С(0, !),•••, К(0, М— 1)]; у, 8Х> у — 
скалярные коэффициенты, вычисление которых осуществляется на каж
дом у-ом шаге за время, не зависящее рт М. Черес Р,, (}, обозначим 
один из ТУ X ТУ матриц перестановок, умножение иа вектор-столбец 
которого может быть осуществлено за время, не зависящее от IV. 
Тогда векторизуя алгоритм А, получим следующее представление 
для Л-мерных вектор-столбцов

■ [00 г8 (2, у), • • ■, г• (֊/ -4, у) о• • - 0]т =7|у Р։ [00 г« (2,у- ֊ 1).. • г; (у - 5,
у —1) 0- • 0]г+1։уР։[00г? (2, у—2)- - -г° (у—б, 1-2)0- • -0]г +

+ тз/[00 г$ (2, у-3) - г» (у—7, у —3) 0- • -0]г +Т4/ [00 г? (2, у-4)• • • 
•••■«’։ (у-8,у֊4)0- - -0]г +Т5/Л[00г? (2,у-2). - •г?(у-б,у-2)0. - -0]г + 

+ Тй Л [00г[ (2, у-2). - т’ (у—б, у ֊2) 0- - -0]г +т7ЛР,[00 г? (2, у-2)- - -

• •»■?(/—6, у-2) 0-- ОН 7։/Рв [1 00- --0]г;
Также для р = 0, 1, 2
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[00 г? (2, /)• • -гГСЛ-Ч 7) 0- • -0]г = ₽м О} [00 г? (2, у-1 )• • г? (7֊5), 

;-]) о• • -0]г 4- ₽2/ (?а [00 гГ (2,7-2)...гГ (7-6, 7-2) о~ О]7՜ +

+ Рзу 00-.*.0]г.
Введем векторы

<1е£
= [?о • • • ?лг-։]Г = • [00 Г2(2, 7) ■ • • г°2 (у—4, у)0•••0]г,

. <1сГ и
ФЛр = Хо [00гГ(2,/).-.гГ(/֊4,7)О-. О]г; р = 0, 1, 2.

___Так как циркулярная матрица перестановочна с любой из мат
риц перестановок, то легко прийти к следующим рекуррентным соот
ношениям для / = 8, 9,-”, Л7 — 1:

»' = 2 Ь/Р.-т'՜* + 2 т.,р.- 
к—5

•[Л(0,0)Я(0, А-1)Л(0, Л)-.. К(о, 1)]г,

фЛ Р - ₽1/ <2։ ф'՜1’Р + ₽2> <?2 ф'-2, '+ Рзу (2з • [АГ (0, 0) К(0, Л-1) К (О, Л-2) . • • 

••• К(0, 1)]г, р = о, 1, 2.

Легко видеть, что искомая сумма = <ро. В некотором смысле 
„потерей“ в процессе векторизации можно принять увеличение разме
ра оперативной памяти, т. к. нам пришлось ввести и запомнить 4Л- 
мерных вектора (это фу, фл р, р — 0, 1, 2). Соответственно несколько 
увеличивается общее число операций, что вполне естественно (см. [3]). 
В итоге оказывается, что при наличия 56Л процессоров векторизован
ная форма алгоритма А позволяет вести параллельный счет с линей
ным ускорением (с к. п. б., равным 0,22), что сопоставимо, например, 
с параллельной формой алгоритмов типа Левинсона—Тренча (см. [3]).
Кнроваканскнй филиал
Ереванского политехнического

института Поступила 17.1Х 1990
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.53

Д. Т. БАГДАСАРЯН

О РОСТЕ ФУНКЦИЙ В. М. М. ДЖРБАШЯНА

1. На пути развития общей теории факторизации мероморфных 
в круге D={z‘. |=| < 1} функций М. М. Джрбашян [1] ввел в рассмот
рение произведения типа Бляшке Ba(z, zn), зависящие от непрерыв
ного параметра а£( —1, 4՜ °0), сходимость которых в круге D имеет 
место при условии

£ (1֊ЫГ+1< + °°. (1)

наложенном па последовательность нулей Эти произведе
ния, совпадающие при а=-0 с классическим произведением Бляшке, 
определяются следующим образом:

B«(z, z«) = J՜] At(z, zn), (2)

где
A(z,C)=(l֊-0exp{-IF.(z,C)|, (3)

1
X (1 — х)л х՜*՜1 dx. | zk. 

ici
Пусть {zn}? — последовательность чисел из круга D, пронумеро

ванных в порядке возрастания их модулей: 0 |z„| < |zn+i| (и 1). Как
известно, показатель сходимости р- последовательности (|гя|}Г опреде
ляется следующим образом:

1. Если У, (1 — |z„|) <4֊оо, то полагают, что ц = 0. 
л=1

2. Если J} (1 - |zn|) = -р t» и существует число р > О такое, что 
л—1

при любом s >0 имеем У, (1 — |zn|)tt+1‘ = 4՜ *» но также 
л—»1
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£ (1 — |гя|)р՜ +’+‘ < 4- 03> то показатель сходимости последователь- 
л—1
ности ||гя'|Г полагают равным р.

2. В работе [2] была установлена следующая
Теорема 1. Если р> 0 — показатель сходимости последова

тельности модулей нулей [гл)“ функции В, (г, z„ ) и р<с <р֊+ ], по

, log т(г, ВП) 
„■|1т»р_|о։(1_л) -F. (4)

Целью же настоящей работы является доказательство следую
щей теоремы.

Теорема 2. Пусть р0 — показатель сходимости последо
вательности (|ги|)“» ехр |#(г)}—аналитическая в круге D функция 
порядка меньше, чем р, а £ (р, р + 1, и

f(z) = Ва (z, z„) exp (g)j.

Тогда։
1°. Порядки роста функций f(z) и N(z, 5Г1) совпадают.
2°. Существует постоянная С > 0, зависящая от р м произ

ведения Ва (z, zn), такая, что

г. N(r, /֊П . _ hm sup-------------- С.
г-*֊ T(r,f)

Для доказательства теоремы 2 будут использованы следующие 
две леммы. Первая из них установлена в [2]> а доказательство вто
рой дано в [3].

Лемма 1. Пусть — 1 <Са<С + °°> 0<^e^ 1 и а-|-е^>0. Тогда 
имеет место оценка

Лемма 2. Пусть функции Ф(0>0, ЧГ (/)>0 определены и 
непрерывны на отрезке [i*n> 1) (0 < /0 < 1)> причем функция ’Г (/) не
убывающая. Далее, пусть

lim Ф (г) = + со, (6)
— - ч —

Тогда существует г £ (/01), достаночно близкое к 1 такое, что 
одновременно имеют место неравенства ՛

Ф(0<£Ф(г) (<0<г<г),- • (8)
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3. Доказательство теоремы 2. Заметим сначала, что для 
любой функции требуемого вида T(r, f) = Т(г, Æ։) (1+0(1)]. Поэто
му очевидно теорему достаточно доказать лишь для случая /(а) = 
— В, (г, гя).

1°. По аналогии с [3] обозначим

5, = {п/|։Л| -С r\, = j п/|хЛ| г].
Тогда

ъ
T(r, В.) = ֊[ log+ \В. (re«, =„)R9<

2к J
о

2«
(’log+|A(re« x„)|rfes/l + /,. (10)

\nfe-S| 
0

Для оценки /, выберем е։^>0 так, чтобы 1<я+е։<^|»-|-1. То
гда, в силу (5)

г/ 1-Ы у+,1,в^

о

(11>

При этом мы будем иметь 
г

X (1 - |zn|)‘+։‘~ f (1֊ /)“+*‘ dn (О = (1 - г)*+" п (г) + 
""‘<Г .J

Г
4Л« + ®t) j (l-0*+,1_։W^(0=(l֊r)։+։։n(r) + (a+e։)(l-r)‘+,-J X 

о

X r^V(r) + (а + е։)։ N(t)(t------—W (12)
J V а+е,/

Теперь заметим, что
(1+D/2

n(r)1—г< 1՜
2 J t \ 2 / 

г

Тем самым, п (г) ( 1 — г) 2 > и из (11) и (12) получим

г
֊+ (а+8։)(1-гГ։1-։гЛГ(г) +(а+е)’ f(l֊0“+’l-։^(0 (t-------М dt. (13)

J \ а+ч/
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Чтобы оценить _/„ выберем е։>0 так, чтобы а + е։ >н4֊1 
Тогда в силу (5) очевидно

—со-"'+..— 2 (1-W)'*“- (14>
7 (1 — -'•*'* !»«։>'■

При ЭТОМ J
2 (1 - |тя1)*+ •' - (’ (1- f)'+” dn (t) =

= (l-0a+” n(0l’ +(» 4 4)(l-0* "'-1 +
I

4-(а4-ъ)’ (։(l-0*+։։-2^(0f/------ ֊֊)dt. (15)
J \ a -rea'
r

Так как a 4՜ Ч > H 4՜ 1> то ясно, что л (/) (1 — t)'+,‘ ֊»0 и N (/) 
(1 — ff՜1'*՜1-»- 0 при t -♦ 1՜. Поэтому

1
|։£ r (I ֊ ЫГ + "<(« + Ч)’ J (1-/)’ +,,-2N (t)[t- ֊ ) dt, 

Г 2
и следовательно

Л <----- СОПЛ г (а + е’)։ f О-')’1 ч՜2 N{t) (t - -Цdt. (16)(l-r)e+--‘ J \ а4-е։/

Предположим теперь, что 
log N(г) .hm sup----- ----------- = X <u.г-։՜ Н — log(l - г) 

RR
Тогда очевидно, что при любом е3р>0 таком, что >• + в3 ц и при t и 
достаточно близких к 1 имеют место неравенства TV (0<f((l—<) ^+։,,0 
Л//14՜ <2ХН'(1—г) Ьч). Поэтому из (13) и (16) получим

const
(1֊4։+

const

(17)
о

const

Из (17) и (18), поскольку а — 1 -|֊ е3 ц, получаем р < н, что 
тиворечит утверждению р = р теоремы 1. Следовательно, Л = р.

(18)

про

2°. Пусть в лемме 2 Ф (<) = /V (։) (1 — 0й ’ и Ф՝ (/)=(!—0 21 , 
где полагаем, что 0<^е'<а е։ — [1 — 1, 0 < е'<^ 4֊ 1— а, 
€(н> Н4՜!), *€[го»1)- Тогда одновременно имеют место неравенства



О реете функций 361

N (0 (1 - tr*' < А/(г) (1 - г)*՜*' (r0< t < г),

N(t) (1 - #Г+*' < А/(г) (1 - r)^' (19)

Отсюда при t = г 4֊ Г будем иметь

/v(rt^-J<W)2^'(r։<r<l). (20>

Применив это неравенство, из (13) и (16) получим

/։ < const | N ( MpJ + (« + «։) N (г) | 4֊

+ „ CO°SL,-1‘ f(l-֊/)’+'1՜2՜" 1 ' (l-tr՝'N(t)dtK
(1 — г) .!

7V(r)-/l3A'(r).

< const /V(r) |2И‘« 4 si) -I ------- ֊° —--------- H (r) < At N(r), (21).
p + 1 — a —— e

Л j (l-0’+,*֊7-,l_,'(l-O։l+։' N(t)dt <

r
I

<(7Z^4yv('')(1-r)1,+‘՛ |’(i-0””՜2 v-՝'di =

_ ______ const______ 
a 4- s, —p —1 — s'

где постоянные Ay, ։^>0 не зависят от г^(г0, 1).
Из (21) и (22) следует, что

7V(r, ЯГ1) . 1 . _
lim sup ---- q-.- > -т------ ^->0,r.i- Т(г, Я,) А^А,^

что и требовалось доказать.
В заключение отметим, что, как можно проверить с п^кекением 

методов работы [3], результаты, аналогичные вышепри >е/ев»ьм тео՜ 
ремам 1 и 2, справедливы также для произве ден։й т։ (z, z«)' 
М. М. Дяхрбашана [4] при
Ереванский политехнический

институт Гсстгг.гла 14.JI.1S91
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