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Ч*»шп|и11>Катв1 քարօւտսլար Մ. Ա. ՀօվՏսւնէիսյաճ

Ի ԳԻՏՈԻԹ8ՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻէմ,«»Ր"'Քյ"յ>ք խնդրոս! է ալն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
դէլ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա 'Մաթեմատիկա, ամ- 
օտդրսւմ, հաշվի աոնեյ հետեյայ կանոնները'

1. Հոդվածների »ավալը, որպես կանոն, ՛պետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այոինքն ոլ ավելի ցան տեքստի 24 մեքենագրված էշ), իսկ համառոտ հաղորդումների »ավա
՛ր' ոյ ավելի քան Տ—0 մեքենագրված էշւ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող »ավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր,

է. Հոդվածները ‘գնաց է ներկայացվեն դրամեցենագրվա», երկու սրինակովւ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկա լացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցեյ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
ե ռուսերեն /»գուներով.

Օտարերկրյա հեղինակների Հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
Համապատասխան լեզվով՛

2. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնց միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գժերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերեումւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրշանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով,

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին Էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում՛

2. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վեր՛ում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարադ- 
ժան տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը՛

Օգտագործված դրականությանը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համ ապա- 
•ուս ոխ ան տեղում ւ

Տ. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմ իք կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփս- 
իւությոլններր (օրիգինաէի նկատմամբ) լեն թույլատրվում ։

7, Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի օտարման ժամկետ համ Խրվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լզրաղվևւ մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9, Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անոձր և հայրանունը՛
11. Հ»գինակ1»րին ռլղտրկվսլմ է անվճտր նրտնց հոգվածի 25 առանձնատիպեր։
եմրագբսէթյան հասցեն^ Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պոզ., 24 բ։ Գիտությունների ակա- 

գևմիայի Տեղեկադիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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УДК 517.53

А. М. ДЖРБАШЯН

О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ 
ОБОБЩЕННО-ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА

Статья посвящена изучению граничных свойств введенных ее авто
ром классов мероморфных функций обобщенно-ограниченного вида в 
полуплоскости £1, 2], а также произведений типа Бляшке—М. М. Джр- 
башяна [3] в круге. Основные результаты статьи, установленные в слу
чае полуплоскости, являются своеобразными аналогами известного ре
зультат Фростмана [4] о граничных свойствах произведения Бляшке с 
«редкими» нулями, а также результатов М. М. Джрбашяна и В. С. За- 
харяна [5, 6] о граничных свойств мероморфных функций обобщенно- 
ограниченного вида в круге. Основной результат, установленный в 
круг для произведений типа Бляшке—М. М. Джрбашяна, является 
усилением результата отмеченных выше работ [5, 6], относящегося к 
граничным свойствам этих функций, а также результата, установленного 
позднее Д. Т. Багдасаряном я И. В. О1анисяном [7].

1. В статье доказаны три теоремы. Прежде чем их сформулиро
вать, необходимо привести ряд определений. Нижеприводимое определе
ние классов функций обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости ест
ественно ввиду результатов работ [1, 2, 8] автора.

Оп ределение 1. При значениях параметра — 1 а < 0 функ
циями обобщенно-ограниченного вида в нижней полуплоскости ”= 
— (в) : 1т о> < 0], или, что то же самое, функциями класса /V« { 
(—1 а 0), всюду ниже будем считать мероморфные в С7( 
функции», допускающие там представление вида

с0 + Г ------ , + ։С|. (1)

Здесь предполагается, что с0, с1 и С—вещественные числа, а о(/) — 
функция, представляемая в вида разности а = а, — з, двух монотонно 
неубывающих функций, подчиненных условиям:

7 *,.,(*) <+т 

< (1-НФ1+։
—ОО

Далее, Вл — сходящиеся произведения типа Бляшке для полуплоскос
ти [9], составленные по последовательностям (ая), |6т]с:(7<_) нулей 
и полюсов Г, которые подчинены условиям

X |1ш а.|1+в<4- «ю, 2 11ш Ьт 1*+‘< 4- а։. 
п т

Ր/ ։ Ва(ш, |а„|)Л (® —---- -—----------
В«|(», 1М)
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Отметин, что если последовательность чисел {w*} » |u*4֊ /v*|<= 

с G1՜’ подчинена такому условию при каком-либо а(— 1 <Са<С 4՜ со)» 
то произведение

В, (w, {w* }) з=֊ П 6. (w. »tl!«-o3 П Ю _ - ’ (2)

( г*1 )
ia(w, шд) = ехр|- J р(и,_ U։)_,ji+. । V»)

-l»d

есть аналитическая в G՝ * функция с нулями я точках 1«’։). Причем 
кратность нуля в каждой точке w* равна кратности ее появлений в 
последовательности |w„) [9].

Необходимо также отметить, что функ^чи рассматриваемых клас, 
сов N, (G<-,| ( — 1<CS<CO), после отщепления фактора exp {с, w| пред 
ставления (1), лежат в неванлинновском классе функций ограниченного 
вида в G(~\ т. е. в классе мероморфных в О(-)функций, допускающих 
представление в виде отношения двух аналитических и ограниченных в 
G(~l функций.

Определение 2. Пусть £s(-», 4՜ ֊°) есть некоторое из
меримое по Борелю множество (В—множество) и О'СЛ’О- Будем 
говорить, что Е имеет положительную (иля Ст(^)^>0),
если существует неотрицательная борелевскжя мера (/?— мера) р, со 
средоточенная на 2Г(р Е) такая, что 

и
4 »

S,— sup I --^ <4-on. (5)
«о'֊1 w -֊

Если же нет такой меры, т. е. для любой неотрицательной В-меры 
I1 "К В, подчиненной (4), имеем 4- сс, то будем говорить, что 
множество Е имеет нулевую ^-емкость, или Ст (Е) »=0.

Определение 3. Пусть — сои последовательность
{z*l (гА =^0, k > 1) из единичного круга D - [z:|։|<lj подчинена 
условию

S(- ՛**!)՛+1 <С4՜ °о. (6)

Одним из вариантов произведения типа Бляшке—М: М. Джрбашяна яв
ляется аналитическая в D функция

В.(х, (г*)) = ПЛ (д, s*)^s П
* » 1 — я* (7)
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Определение 4. Пусть £е[—^1 есть некоторое В-мно- 
жество иО < у < 1. Говорят, что Е имеет положительную ^-емкость,, 
если существует неотрицательная В-мера V- Е такая, что

|^(б) = 1 (9>

—ж

И

5։е зир С ■ — < + ос. (10>
Л |г — е1 Т

Если же нет такой меры, т. е. для любой неотрицательной В-меры 
р -<^ В, подчиненной (9) имеем 52=+°°, то говорят, что множество Е 
имеет нулевую у-емкость.

Замечание. Последнее определение понятия у-емкости на еди
ничной окружности общеизвестно. Можно убедиться в том, что после 
конформного отображения круга на полуплоскость, на конечной оси оно՛ 
эквивалентно вышеприведенному определеию 2.

2. Основными результатами статьи являются следующие теоремы.
Теорема 1. Каждая функция /У։ {6(՜’} (— 1 < я 0) об

ладает ненулевыми, конечными угловыми граничными значениями 
во всех точках и^( - со, 4- по), кроме, быть может, множества 
нулевой. 1 + л-емкости.

Замечание. Эта теорема является аналогом результата М. М. 
Джрбашяна и В. С. Захаряна [5, 6] для классов М» (1 я<^0) в
круге. Здесь, как и в случае круга, сужение неванлиновского класса 
приводит к очевидному уточнению граничных свойств рассматриваемых 
функций.

В следующей теореме получен болеее полный результат для спе
циальных представителей классов функций обобщенно-ограниченного вида 
я —произведений типа Бляшке в полуплоскости.

Теорема 2. 1°. Пусть Т (0 <С Т < 1) и « (1 — 1 я < 1 4֊ 1) — 
любые числа, а последовательность {и)к}сбН подчинена условию

£ |!т ю4|т <4-оо. (11).
Ж

Тогда функция В* (ш, {«\}) обладает ненулевыми конечными угло
выми граничными значениями во всех точках и£ (— ос,. 4- со)„ 
кроме, быть может, множества нулей '(-емкости.
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2°. Пусть а(0<а<2) любое и последовательность |wJcG(

подчинена условию
у |lm tuj < + «>. (12)

Тогда функция Вл (ш, {«>,}) обладает ненулевыми конечными уг
ловыми граничными значениями почти во всех точках и 6 ( 00» Ч՜0®).

Для случая круга установлена вполне аналогичная
Теорема 3. 1°. Пусть 1 (0 < Т < 1) и ։(1֊1 <« < 1+1) - 

любые числа, а последовательность (г4 0, к 1) подчине-
на условию X (1 - W)7<֊!-«’• (13)

Тогда функция В„ (z, {^։)) обладает ненулевыми конечными угло
выми граничными значениями во всех точках единичной окружно
сти, кроме, быть может, множества нулевой 1-емкости.

2°. Пусть а(0<а<2) любое и последовательность {z,} с D 
(«*■/»0, £>-1) удовлетворяет условию Бляшке

£ (l֊|z*|) < 4֊ °®. (14)
«

7 огда функция В. (z, |z*}) обладает ненулевыми конечными угло
выми граничными значениями почти во всех точках единичной 
окружности.

Замечание. Утверждение 1° теоремы 3 в случае, когда —1<а<0 
и у=14-а было установлено ранее М. М. Джрбашяном и В. С. Закаря
ном [5. 6]. В случае же когда 0<а<1 и у = а, это утверждение по 
сути было доказано Д. Т. Багдасаряном и И. В. Оганисяном [7]. В це
лом же, во всяком случае когда —1<?а< 1, утверждения 1° теорем 2 у 
3 можно рассматривать как полные обобщения для произведений типа 
Бляшке в полуплоскости и в круге известного результата Фростмана 
[4], который по существу совпадает со случаями а=0 этих утверж
дений. Утверждения 2° теорем 2 и 3 являются обобщениями общеизвест
ного свойства произведения Бляшке, заключающегося в них в качестве 
случая а=0.

В статье установлено также приводимое ниже неравенство, пред
ставляющее самостоятельный интерес. А именно, установлено, что если 

«i» (— 1 ai 'С “։ -С 0) любые числа, а последовательность |tu«| с
' подчинена условию (11) с ч = 1 + а,, то

|Я«, (ш, |шч), | < |w*|)|; w£Gt-։. (15)

"Отметим, что в случае Os—0 это неравенство было доказано в [10].
3. Приводимые ниже леммы нужны для доказательства теоремы 1.
Лемма 1. Если Et, Е։с(—со, -(-со)—В-множества, такие, 

•что С, (Е։)= Ст(Е։)=0 при некотором f (0 <д< 1). то С,{Е՝ U Е,)=0.
Доказательство. Пусть р-^Е^иЕ» есть неотрицательная 

23-мера, подчиненная условию (4). Тогда, очевидно, взятый по какому- 
либо из множеств Е։, Е2, скажем по Е։, интеграл (4) будет равнять
ся некоторому числу Л/£(0, 1]. Тем самым, мера Pj= Л/՜1 р|Я1, со-
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средоточенная на Е1։ опять будет удовлетворять условию (4)'. Однако,, 
поскольку С1(Е1) = 0, то

+•
dp (О

|® - /|т
>Л/ dp(t)

|w - /Г
+• °о.

На основе леммы Фату, предельны« переходом легко доказы
вается

Лемма '2. Пусть Т (О <С 7 < 1) любое и Е^( — гг, -Т ж) есть 
В-множество такое, что С1(Е)՝^>0, а р*\.Е есть мера из опреде
ления 2. Тогда при любом и£(—■=?, 4- со)

U) с_____ Г dp (/)՛ ՛ ■■■■“ ■-> о< = sup ։ ,
|u—Нт «ео(-) J |w — f|T

< + «с. (16)

Лемма 3. Пусть Р ( — 1 Р 0) любое число, а(/) — монотон՜' 
но неубывающая функция, подчиненная условию

Г de (/) 

- ••
(17).

a f (си) — аналитическая в <7( ։ функция, определьнная по формуле

Тогда множество тех и£(~ 4-оо), для которых не существует
конечного углового граничного значения f (и), может иметь лишь 
нулевую 1 + Р-емкосгь.

Доказательство. Из представления (17)—(18) следует, что 
функция ехр|—/(ш)| аналитична и ограничена в С1՜1. Поэтому, в 
силу теоремы Линделефа, существование в какой-либо точке и^(—оо, 
4-°°) конечного углового граничного значения f(u) эквивалентно су
ществованию в той же точке конечного предела

Пт / (и 4՜ го) (=/(ц)։. (19)՛
V - - О

Тем самым, для доказательства леммы достаточно исследовать лишь 
вопрос о существовании такого предала, чем мы и займемся ниже.

Очевидно, что при любых (— п~, + ос) и V. ч0 (— 00 <Г 
Оо < V < 0)

V ,

/(а + го) = /(п 4՜ го0) 4- I (и + гу \ бу. (20)՛

Далее, как легко проверить, при любых и> = «4՜ го£ <£(—ос, + со) 
и х>0 имеют место неравенства

1 < Сх(ш)
(|«-и + НГ (1+1ИГ (
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где С. (ш) > 0 — постоянная, зависящая лишь от х и ш. Поэтому, в 
силу представления (17) —(18)

° +Г 7 dx
Г //' (« + ф)| < (1 + ₽) 2’ 4 ? 2 ] Л ] (|и _ ,| -|_ =

_== — 1’1
I +••

= 2’+912 С------- -д-в < /2՜ с։+р (и + IV) Г <-!•«*•

—
Тем самым, предельный переход о0—• — 00 в (2®) приводит к равен
ству

V
/(и + го) = / (и — /со) + ։ у /' (и 4֊ 1у) 41/ (~ 00 < «< -г С0- V <0), (22)

где интеграл абсолютно сходится, а / (и—/°°) — конечный предел.
Обозначим теперь через Еп множество тех и£(—°с, 4՜ <ю), для 

которых
о
)/' (и 4- IV)' dv = + оо,

а через|Е— множество тех и(;(— °о, 4՜ о0), для которых не существует 
конечного предела (19). Тогда ввиду (22) очевидно, что Ес,Ей. Тем 
самым, если С1+Р (£0) = 0, то и Сц.? (£") = 0. Действительно, если бы 
имели С\+д (5) 0, 1то существовала бы неотрацательная 5-мера

такая, что были бы верны соотношения (4)—(5) с у = 1 + 0.
Но Е^Е0, следовательно р-^Е՛, и по определению 2 имели бы 
С1+₽ (£•„)> 0.

Итак, для доказательства леммы достаточно показать, что 
С1֊|9(£’о) — О. Будем исходить из противного—предположения Сц-з(50)>0. 
Если это так, то должна существовать неотрицателыная 5-мера 
Ро^ч^о, удовлетворяющая условиям (4)—(5). В силу (4) можно зафик
сировать достаточно большое А 0, так, чтобы

л

|’<М/)- у </М0>0.
-л 1-4. Д1П₽»

Т огда
а о

У d{^0(u) у |Г(ц + го)| dv= -У оо. (23) •

-А

Если \и|>2Л и И<ж4, то, как нетрудно проверить,

< (1 + Н)'о + И) ’ с'<-4’-<1 + л-,>(1+2>1)-
Поэтому при |ц| > 2 А имеем
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Л , , А
Г </ро (0 С՝Г\А) </Ио(0 (14֊ Л-1)1՜1-» (14-2 Л)

J .« -И1+в (14- М)։+? Л (1 4֊ И)’"’ (1 4֊ |«о։+э
-А

С другой стороны, если ;и| < 2Л. то по оценке (16) левым 2

Г _^о_(О_ . С \(1 4-2Л)'^ 
)|ы-,Г3 1 " (1 4֊ М)1+3
л

Тем самым, при любом м£(— «։, 4- со), во всяком случае

[' (0 [(14-Л՜՜1)1*3 4-5] (1+2 Л)4* _ С, (Л)
3 |и-(1-Ни|)1+3 (14֊ |«1),+3 '

— л

Теперь заметим, что при любом м£(— со, + оо)

С |/' (и -ь ю)| ба < 21+:?п- С .

независимо от того, конечны или нет эти интегралы. Поэтому с приме
нением оценки (24) получаем

до +-
С<*л>(«) [ Г(« + /«)|^<21+|,йС։(Л) С <+оо,

V * । 14/
— А — • —•

что противоречит (23).
4. Для доказательства теоремы 1 необходима также
Лемма 4. Пусть ?(—1<^Р<^0) любое число и последова

тельность (ю։) = (и* + гоДсС'՜’ подчинена условию

2 ^11+’ < + «=. (25).

Тогда функция (ш, |ш։}) обладает ненулевыми конечными угло
выми граничными значениями во всех точках ц£(— оо, + со), кро
ме, быть может, множества нулевой 1+ ^-емкости.

Доказательство. Как было установлено в работе [10], имеет 
место представление вида В-> = 50ехр (—/|, где [—'функция вида (17)— 
(18). Экспоненциальный множитель этого представления обладает тре

буемым граничным свойством в силу леммы 3. Поэтому для доказатель
ства нужного утверждения достаточно показать, что фикция Во имеет՜ 
ненулевые, конечные угловые граничные значения во всех точках 
м£( — о~,+ °՞), кроме, быть может, множества нулевой 1 -Ь₽-емкости, а 
затем воспользоваться леммой 1. С этой целью заметим, что произведе
ние Во отличается от общепринятого произведения Бляшке для полу
плоскости лишь постоянным множителем. Поэтому, в силу результата՛ 
Фростмана [4], после конформного отображения круга на полуплоскость, 
можем утверждать лишь, что
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։Up_(<։+W)֊‘’f ֊^Н~ (26)
w£0 ' —

для любой неотрицательной 5-меры и, подчиненной условию (4) с 
-у = 1 -|-Р и сосредоточенной на множестве тех и€( 00> 4՜ °°)< ДАЯ
которых не существует конечного углового граничного значения 
В0(и) А 0. Выбрав Л >0 настолько большим, чтобы интеграл (4) (с 
-J.1 + P), взятый по отрезку [- А, А] равнялся числу М > 0, бу
дем рассматривать меру 1 । д, д]?а Н*'*ч Ясно, что она будет 
^удовлетворять -условию (4) с 7 = 1 + ₽■ С другой стороны, для р* 
•очевидно справедливо соотношение (26).

Замеп м теперь, что при |ш| >2 Л и |С| < А
1 (2W? -4- Л^-»)(1 4- Л)1*3 .

(I + |ш|)1т₽(1+к1)'+'
Поэтому

1.4 , , nU»7 d^(i) 1
4- » = М sup (1 + |w|) - --------=

««,<-» I ■' lw~fl I

Л

< (2։+։ + л՜’՜■•) (1 + Л )I+(1 + (1 + 2 Л)։+’ sup f ■■■ .
-л

Тем самым Ci+s (£) •= 0 в смысле определения 2, и лемма доказана.
Доказательство теоремы 1 теперь очевидно. В силу лемм 

3 и 4 как экспоненциальный фактор, так и произведения типа Бляшке 
шредставления (1) функции E(z N, | G*->) ( — I < « < 0) обладают не
нулевым конечными угловыми граничными значениями вне множеств 
.нулевой 1-ра-емкости. Поэтому по лемме 1 таковой является и функция/7.

5. Приступим к установлению лемм, необходимых для доказатель
ства теоремы 2.

Лимма 5. 1° Если а(—1 a 4՜ со) люби а последователь
ность {wj «г {и4 + iv*}cG( 1 подчинена условию (25) с ₽ = а, то 
^справедливо представление

{“»,})= 6. («Л {w*))H.(w, <шА}), (27)
2Де

«GL.X«’» {w*}) = п gSw’ “*) = П ехР | — ( ——------ dt !» (28)
* * I J [։(ю.-ил) - f]]+։J

|

{w*>)^ П A*(w, шд)=П expl- f (28')
> * I J [/(Ш - u.) 4֊ H1+"[ ՝ '
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— аналитические в & 1 функции, причем //«(», [ш։|)=/=0, «и £
2°. Если — 1<^?<0и?<а<^1-|-Э» а последовательность 

|а»д| аг |иа4՜ ги>|с6<~} подчинена условию (25), то функции Ва (ю, 

|«дк|), (7։ (ш, |и>*1) и Нл(ю, |шд)) принадлежат классу
Доказательство. 1°. В абсолютной и равномерной сходимости 

произведений (27), (28), (28х) внутри легко убедиться. Поэтому 
справедливость представления (27) вытекает из (2) — (3). Остается за
метить, что интеграл в экспоненте представления каждого из факторов 
произведения Н* есть аналитическая в функция.

2°. Полагая, что С = Е + произвольная точка, восполь
зуемся формулой

_1_
Г(‘) .1 (/«> + »>' гр.) (|«)‘- 

о
Тогда, ввиду принятого в работах автора определения оператора дроб
ного дифференцирования Вейля при Р<0

W ’ bg g. (a, C)!s I °’ D°S 8. (w ~ ia’ ')]' d~ =

0

hl
= . Г(1 + a-p) г (h|-0‘dt t

г (1 + «) J [i(w — E) — #]:+*-₽

и аналогично

IF 3 log (w, C) =
hl 

rq + s-p).- (hi-fWt 
г (1 + a) J U(w — E) + /]’+-₽

Поэтому, те же самые представления справедливы и при Р=0;. ибо 
по определению тождественный оператор.

Пусть сначала 0=10. Тогда, очевидно
р-

sup I | IF՜* log| Н„ (u + iv, {w.})||rfw-< 
v < 0 J

I®.I 4»
1 п Г /. I ,4« J, f (t — v) dt<-----------  У. SUP I (,v, — 0 dt ---------------- -----------Г (1-|-а) и ”< о J ‘ J (u - uty + (f-v)։

Г(2+а)
oo.

Легко удостовериться также в остальных условиях принадлежности 
функции //« классу NГ типа В. И. Крылова, исследованного в рабо
те [1]. Однако, из теоремы 4.2 той же работы следует, что И«՞1 с 
с и поскольку В« £./V« {С։-)}, то одновременно
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Пусть теперь ? < а. < 1 + ₽. Тогда, в силу оценки (21), при лю- 
•бом и < О 

+ СР
J | IF՜3 log g, (м + to, С) du ■< 

— •»

I’ll +« ,
Г (1 + . - W 2l»-m. Г и_ ()* J, Г ,,I . ֊
r(i + a) J J (*+ IM — И)

hl . .

и 
и аналогично

+» ’?! Z|r| _ ,)«
I | W՛■’ log A, (u + to, 01 du<. C„, p I ' 3 dt <

J J (l«l + 0
—00 *

1

< C«. ₽ h|‘+? J (1 - x)։ af”՜“ dx = Ci ? h|1+?-

0
Поэтому 

4 oo 

sup I , IF՜3 log/7« («+։v, (wj)| c/u< C«_»V |uA|l+₽ < 4-eo, 
<0 J я

:и, как нетрудно проверить, //,(N"cVj {G( ’).
Оценим теперь интеграл /, участвующий в оценке для Для 

этого сначала предположим, что |о| > |»]|. Тогда

Если же |и\ < |С| и л < 0, то
1’1 (1»1+1’||)/2. 1ч1

'<J (М ֊ t)9dt+ J (t -ivD'dt 4- J (hl-О’Л“

° l’> Ita+i’il)/։

=rL.p„r+2(13bMrj<r|_hr.
Пусть теперь |u| hl и a > 0. Тогда интегрированием по частям по
лучаем, что
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м
+ «(М-М),+’- f (Г.:-<)■<«!< ֊2^ Ih)1՜’-

J J (1 + р) (1 + р — а)
(М+П!)/=

Из полученных оценок следует, что

sup j* | W9 log G.(u т iv, {wj)| du <Z + 

- 00

и, тем самым, как легко видеть, G. £ N՞c^|G(-,j. Остается заметить, 
что G» £ Nf [G' '] и H<£Nj(G( ') обеспечивают включение Вл £ [G<_)).

Лемма 6. Если 0 < а < + °о и последовательность |w*|s 
— 1“* + zv*)cG<՜, подчинена условию

£ !«*•< + °°> 
*

то справедливо представление

B„(w, !«»*))= Д,_х (w. (w, fwj]-’, (30)

где H.—аналитическая в G() функция вида (28'), ограниченная 

при 0 < а ֊֊< 1. Если же 1 О а < 4֊ со и последовательность {»»} 
подчинена условию

Е < + °°>
я

то справедливо представление

В։(ш, !»*})= fi,_։ (w, {r>,)XHe_։(w, (w, {w*D]։. (31)

где Ra-\ аналитическая в G(֊) функция, при 1 а < 2 ограничен
ная.

Доказательство легко следует из формул (27), (28), (28'} 
последовательным интегрированием по частям. При этом ясно, что 

< 1 в G<-), если 0<^я-С1. Кроме того, получаем, что

£<_| (w, (w3) = exp /--------— У ।. 1 >

՝ ‘ I 1 + «? ['(»֊"*)]-’ /

откуда следует, что < 1 в G*՜’ при 1 < ։ < 2.
6. Доказательство теоремы 2. 1°. Пусть выполнено усло

вие (11) с каким-либо т (0 < f < 1). Рассмотри« сначала случай, ког
да f — 1-^а<^7. В этом случае при ^обозначении Р = 7 — 1 будем 
иметь — 1 <Р<0иР-Ся<^р-|-1. Поэтому, в силу леммы 5, 

{G(-)} = ./Vj-i {G^՜՝}, и необходимое утверждение следует из 
теоремы 1. Пусть теперь 7 С « 7 + 1* Тогда справедливо пред
ставление (30) леммы 6, причем 7 — 1 < ։ — 1 7. Поэтому, по лем
ме 5, В»-։, /7,-1 ^7VT_i {Gt-)}. Тем самым, тому же классу принадле. 
лит функция Ва, и нужное утверждение опять следует из теоремы 1.

Рассмотрим наконец, случай а=у-}-1. В этом случае в силу формул 
(30), (31). леммы 6
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В.=В,+1 = В, [Ят] Л *= («г- > *1-«Г‘ ■ <32>

Здесь, по уже доказанному, ненулевые. конечные угловые граничные 
значения В существуют для всех и€( °° • + ао)՛ кроме> быть может,
множества нулевой у-емкости. Далее, в силу леммы 5 имеем, что 
Я-г-лОУт֊! Поэтому, в силу теоремы 1. множество тех «£(-«֊,
4՜ 00)» в которых функция Н-^ ։ не имеет ненулевых конечных уг
ловых граничных значений, также имеет нулевую у-емкость. Тем самым, 
если удастся показать, что предел

Пт Н,(и 4֊ IV, |шл|И 0 (33
р *0

также существует вне множества нулевой у-емкости. то, в силу теоремы 
Линделёфа, вне такого же множества будут существовать ненулевые, 
конечные, угловые граничные значения ^т—г ® силу леммы 1 тем же 
граничным свойством будет обладать функция и, вернувшись к
первому равенству (32), причем к нужному утверждению для функ
ции 2?7 + 1.

Итак, для завершения доказательства утверждения 1° теоремы до
статочно лишь показать, что конечный предел (33) существует вне 
множества нулевой у-емкости. Доказательство этого факта вполне ана
логично доказательству леммы 3. Разница заключается лишь в сле
дующих оценках:

Г* (|и.1 ֊ 0т л
[(одЯ^и 4- IV, («*})]'!<(Т4֊1) £ I ֊г—---------

" 3 [г (ш — и,) 4֊ /] о

= у_______________ ____________________ „
* [։(и — ид) 4- (М 4֊ |«*1) 14։ (« — «,) + М1Т+Х

\ (\а - и4| + М)Ж-

л о
с(р0 (и) С |[1о£ Н-, (и 4- IV, {юд})]'| ск)

—А —

2. Пусть выполнено условие (12). Тогда второе утверждение тео
ремы при а=0 общеизвестно. В случае, когда 0 < а < 1 из представ
ления (30) следует, что Ва —функция ограниченного вида в С*՜), и, 
тем самым, утверждение теоремы верно. Если же 1 <^а < 2, то восполь
зуемся представлением (31). Здесь функции Я,_։ и R анали
тичны и ограничены в (?<֊>. Функция же Вл_՝ ограниченного вида 
В ° 8 силу уже доказанного. Поэтому функция Вл опять охазыватся
ограниченного вида в С(֊> и нужное утверждение справсдл-во
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Итак, теорема 2 доказана. Для произведений типа Бляшке в полу
плоскости остается только доказать неравенство (15). С этой целью 
воспользуемся опять формулой (29). Тогда, ввиду (3) получим, что 
при любых а։, а, (— 1 < т, < ։։ < 0), ш и С = 5 4֊ /т( £

Отсюда следует, что Ф—гармоническая в С?՜' функция, непрерывная 
вплоть до вещественной оси. Однако, вычислением можно убедиться в 
том, что при«»^и^(—оо, 4-оо) подынтегральная функция одного нз 
интегралов представления Ф положительна, а другого—равняется нулю. 
Тем самым, <р (п) 0 (— оо и+ °о). Далее ф (то) > 0 («, £ С՜՜1) в
силу принципа Фрагмена-Линделёфа и, с применением теоремы 4 ра
боты [8] приходим к представлению

+оо
в (Ш, !«*))=■ В(и), (шл)) ехр | — | *2 ,+«, Ь

I J [т (то — #)] )— 09

где а(0—монотонно неубывающая функция, подчиненная условию (17) 
с Р=«2. Из этого представления непосредственно следует неравен
ство (15).

7. Ступая на путь установления теоремы 3, сначала же отметим 
отсутствие приемлемого аналога формулы (29) в задаче для круга. Это 
приводит к «пределенным затруднениям, из-за которых, например, не 
ясно какой подход может привести к доказательству аналога неравен
ства (15) для произведений типа Бляшке—М. М. Джрбашяна. В доста
точной для поставленных целей мере формулу (29) заменяет

Лемма 7. При любых а, Р (— 1 < р < 4֊ оо, ? — 1 < а < 4՜ °°)

((1 ֊ = „ (х)
](1 -/?)’+• (1-я)^-?։

причем, каково бы ни было Ко (1 < А*о < 4֊ «>),

= эир |/._ ₽(х)| <4-оо.
1*1 <#•

Доказательство. Замена переменной I-~ 1—(1—х) х,г приводит 
к нужному представлению, где
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- аналитическая функция в плоскости г с разрезом 1 < х •+- со 
(1ш х ~ 0). При этом, тут допустима известная произвольность в вы
боре контура интегрирования. Заметим, что |а/(1 я) 4՜ 1| = 1/|1 ֊ ֊*£> 
>(10. Так что в любом случае возможен выбор контура 
интегрирования, удаленного от точки —1 не менее чем на (14՜ /?о) '. 
Выберем же контур интегрирования следующим образом. Если точка 
ш = а/(1 — г) лежит вне области Д₽. = I я>: | аг$£ ш| > к — агсзт (14- 
4-Я0)~‘։, Ие —1 +и + А’о)’1. то в качестве контура интегрирования 
берем прямолинейный отрезок [0, ш]. Если ш £ Д/г. и |ш| 2, то пря
молинейный отрезок [0. |и»| е։’Иш> |, где <р(ш) = [^ агсзш(1 |-/?0) *]Х 
X 81£п (аг£ -ш) и дугу |го,'₽у’>(ш), »] окружности радиуса |»|. Далее, 
если ш (■ Дд,| и )ш| 2, то прямолинейный {отрезок [0, 2е/’|(в)|, дугу
|2е^|«՛), 2е/,г*®] окружности радиуса 2 и прямолинейный отрезок 
[Зе'1'« *, ш].

Пусть |г| < 1/3. Тогда очевидно ш £ Ад. и |ш|=|а/(1- г)|<3|г|/2. 
11овтому

... з|*из

и 1 + ₽ (34)

Далее предположим, что 1/3 |з| Ко, ш £ Ь/г., |то| < 2. Тогда

’ ьр
< 3։+э (1 + /?оГ" [ Х^х = ֊ (1 4֊ /?0)։+’.

3 1 + Ро

Если же 1/3 |а| /?0, ш но |«>| > 2, то ясно, что

2 +“ р
1Л. р (хЛ <31+₽(1 4- /?о)2+։ Г х₽ г/х 4-31 • ” С — < 4- ос.

о 2
Таким образом, если а/(1 — г) остается вне области Д#,, то

.»<։Г.Г<Д1Л’(։)|< + ”- <54'>

Пусть теперь 1/3 < |г| < /?0, и, £ Дл„ |ю| < 2. Тогда, очевидно,

< б1 (1 + Я0)։+в [(1 4- ю֊։+ к] < 4- оо

Далее, если 1/3 |г| /?0, w 4 Д/?։, но |ш| 2, то
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Таким образом, соотношение (34) верно и в том случае- когда точка 
ш = г/(1—г) остается внутри области Л<7 , что вместе с (34) завер
шает доказательство леммы

8. Для доказательства теоремы ) будут необходимы также устанав
ливаемые ниже аналоги иемм 5 и 6

Лемма 8. Iе. Если а(— 1«<а<^ 4 со) любое и последователь
ность 12*1 ей (г* 0. к подчинено условию (б), то справедли
во представление

В^(г, С-, (г, (г,()//.(х, (г»[), (35^

где С,— постоянная, зависящая от последовательности 1г»), а

6«(х, 1х»1) = П (*• *•. 1 П ехР

Я,(г, ;г*|) = П А* (2> 2 л) — П е*Р

(36).

(36') •

— аналитические в 13 функции, причем (г»|) =# 0, г£О.
2°. Если — а последовательность

1?.'] ей (г» =/=(), к 1) . подчинена условию (13) с 7 = 1 + ₽, то ՛ 
функции В.(г, |г*}), СДг, (г*-}) и Нл(г, |г*)) принадлежат классу 
Щ М. М. Джрбашяна.

Доказательство. 1°. В абсолютной и равномерной сходимости ՛ 
произведений (36), (36х) внутри О легко убедиться. Поэтому справед
ливость представления (35) непосредственно вытекает из (7)—(8). Ос
тается заметить, что интеграл в экспоненте представления каждого из 
факторов произведения Н։ есть аналитическая в Э функция.

2°. Заметим сначала, что при принятых условиях существует 
число р0 (0 < р0< 1), такое, что |х*| >- р0 (к > 1). Далее, полагая, что- 
С = ре1’’ (р0 р << 1), х «== ге/в (0 г I); воспользуемся формулой 
(1.22), стр. 573 [3]. Тогда при любы'с ?։ (—1<£ <^0)и а(—1<С а"С+эе') ’ 
получим

г ₽!о££А (г, О (1+” ^'х,С) 4- р,?, ^«(0,С)=-
Г (1 + ₽)
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_• —а - If (14՜*) j
г D bgA.(*,C)»-p^j)J x dx

Пусть сначала a = ?. Тогда, ках легко проверить
1

1'~‘ D~a logi A« (re*, pe'T).| | < | * dx +

p

p

Поэтому получаем, что при любом г (0 < г 1)
3«

֊ [|r-D-Blog| Н. (г։*, Ы)| I dd < * - £ (1 - М1+’< 4- оо,
2 « J р0Г (2 4- «) к

откуда следует включение Ввиду того, что отсюда
следует также включение [3, гл. IX].

Пусть теперь ₽ ’С « <С 1 4՜ ₽• Тогда, очевидно
I г՜ ’ D՜ * Jog /и (теЯ, ре,т)| <-------(1 ~ р)*+‘--------- +

’ Рв(14-«)Г.(14-Р)

+J_±-g_f(1_x)«(/x f а֊*)»* , 
r<l+p)J J |х-/гре'<,֊»>|’+‘

f о
я, в силу леммы 7,

|г * D 4ogg«.(rert, ре'’)|< (1 ֊ P)1*՛
Ро (1 4-«)Г(1 +₽)

4- -1 + а А{ , (1\ Г (l-*)«rfx /Г7.+ Г(1 + р) '' ( pjj |p_rx</(»֊r)|i+.֊p’ (37)

р

Заметим, что если 0 — у - л, |Х| < it, то |г — гр/еп|։ = (х — гр/)’ 4՜ 
4֊4xrp/sin’(1/2) >(х гр/)։4"4xrp/k’/к’. Поэтому, очевидно,

|х- гр/ел]-(։+в) < 2։+ [х _ гр, + 2 /^|к|/к]֊ <’+«).

Тем самым

Р՜3 log Ла (rert, ре'’)| dt) <-----(1_՜ P>՛'°____
Ро (1 4֊«)Г(1 + ₽)
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< д-р)1*՛ .
ро(1 +«)Г(1 +Р)

2^ 'п | 
«Г (1 ч- ?) J 

₽

(1—о6
(х - Р*)։+в '

Однако, после замены переменной / = 1—(х/р—1) т получаем

г д—< р°(н>) г *** = сх
3 (х - РО։+’ (х ֊ р)-' 3 (1 + ^)1+* “ (х ֊ р)“-’ 

о о
Следовательно, с ноной заменой переменной х = 1— (1 — р) у будем: 
иметь

_1
2 «

|г **£> 9 1о£ Л» (гей, ре<?)|с/9< (1-р)1+(| .

Ро(1+«)Г(1+₽)-

О?'"՞ с, 
«Г(1 4- ₽ 3 (1 -у) ’ 

О
Отсюда следует, что при любом г (0 < г 1)

1 Г
2՞ 3

|г-’0 ' 1огЯ. (геП, Ро(14֊а)Г(1 + Р) +(о))|</9<

Г у^у 
«Г (1 + ₽) з (1 - у)*-” 

о к

и, тем самым,/Л (г, (х*)) £ Мр. Для доказательства принадлежности- 
функции (?в (х, {х*]) тому же классу заметим, что в силу (37), с пов
торением предыдущих рассуждений получаем

(1 - р)1+|> .

Ро(1+«)Г(1+₽)
? 1о£ gt (те՞, ре17)- с/9 <

(38>

Для оценки интеграла

Т Г (1—х)«</х 
₽ = “Т-----|р — ГХ| 

г

сначала предполож՜՜?:, что г -4՜ р. В этом слууае

(39>
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' (1 - Х)‘ *х

РГМ! -Ь?)
(40)

р

Пусть теперь р 1 и а < 0. Тогда разложим

-Здесь, как легко

р/г
С (1 — х)*

3 (р— гх)'՜’ 
р

видеть,

(1 - х)° </х 
(гх — р)‘ ? 2’

р/Г
Г (1 - х)-

рМ
1 Г

։՜’ и (р/г— 3 
Р

(1+р/П/г
1 Г

* (1-р)1^

__1____ ](1-р)1+-
Ро+‘(14-Р) ] 1+₽ —а

'Отсюда и из (38)—(41) следует, что при любом г(0^г<1)

[|г ?£> 31о£ (7։ (геЯ, (х*|)|п9<с։ у (1 - 1х*|)1+’< + оо, 
X К

где Са > 0 — постоянная, зависящая лишь от а, 0 и р0. Таким образом 
С« (г, (г*|)6^3> что ввиду уже доказанного включения Нл (г, М 
л представ\ения (35) обеспечивает включение В, (г,

м ДС х֊ _ л
РГ* (1 + ?)

(1 - Р>1+в

1

р

,/г '1*Р'Г)/։

2֊,ч (Г_р)1+Э 2(1 - р)1*»
Р+Ч! + ₽) <■ р4+* + ₽)

.Поэтому
1 (1 ֊ Р)1+* 1,«<0). (41)

’г РГР Ро 1 1 + Р
Предположим теперь, что р г <С 1 и 0 а < 1 -|- 0. Тогда ик- 

"тегрированием по частям получаем
Р/Г

р
1+.₽—а

р
.(1+Р/О/2

—гХ

р/г

(1 — х)д </х (1֊ р)* (Г
/ о х«-₽ \ 0;-р /1 I

П+р/гЛ
1

1

О+г1Г)12
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Лемма 9. 1 . Если 0 а 4֊ со и последовательность [г*)с 
сВ (г* =/= 0, к 1) подчинена условию

2 (1 -М։<+«. 
«

то справедливо представление

В. (г, |я*|) = а В,-х (г, Ы) [н:_г (г, {г*))]՜’, (42)

где Сл — ехр {— а У (1 — |z*|)*l — постоянная, а

— аналитическая в О функция, ограниченная при 0<^а
2°. Если 1<^а<С+°° и последовательность (х*|<= В (л* =£ 0, 

к 1) подчинена условию

X (1 — I**!)“՜1 <+•«>»
то справедливо представление

В^ (z, {z*)) — C։5«_i(z, (z*]) [/7.-2 (z, (z*))] 2X .

X [Я.-л (z, Z,)V [ /?<.-! (z, {z*} )]-։, (44)

^де

H'Zfa, [z*D = ПЗехр 
■k

hl)“Пexp 
л

(45)

(45')

— аналитические в В функции без нулей. При этом они ограни
чены в В, если 1 < а -< 2.

Доказательство. 1°. Справедливость представления (42)—(43) 
доказана в работе ։[7]. Нужные свойства функции Я։’_1 очевидны.

2°. Как показано в £7], при любых г, С£В

К.
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С другой стороны, если /и-1 (х, С) — фактор произведения (43), то 

очевидно, что

. гч - £֊' <*’ С) - Г О՜'*)* -
(х. С) = , {г /_х£\’ х

Л V * / 
1-1

Далее, способом, примененным в [7] легко убедиться в том, что

<Р« 1 (х, С) 1 О — КО
т - = ехр ------ - ֊ -= ,-1
?«-։ (х. С) я՜՜ 1 Л-----тг)

р

Из этих равенств следует представление (44}. Ограниченность в В 
функций (45), (45՜), (45"), при 1<а-^2 очевидна.

9. Доказательство теоремы 3. 1°. Пусть выполнено условие 
(13) с каким-либо ?(0<?<1). Рассмотрим сначала случай, когда 
у—1 < а<.у. В этом случае при обозначении 0=7—1 будет иметь 
— 1 < 0 < 0 и 0 < 8-|-1. Следовательно, в силу леммы 8,£ ТУр, и
утверждение теоремы следует ввиду результата М. М. Джрбашяна и 
В. С. Захаряна [5, 6] о том, что любая ненулевая функция этого класса 
обладает ненулевыми.. конечными угловыми граничными значениями во 
всех точках единичной окружности, кроме, быть может, множества ну
левой 1+0-емкости.

Пусть теперь-^ «< I +1. Тогда справедливо представление (42) — 
(43) леммы 9, причем 1~ 1< в—1<?. Поэтому, в силу леммы 8, в етом: 
представлении I Вя_г £ доказательство же включения •££_! € Л/р по 
существу ничем не отличается от доказательства включения //,_։ € .
Утверждение теоремы следут из отмеченного выше граничного свой
ства функций класса /V» и аналога леммы 1. имеющегося в рабо
тах [5, 6].

Рассмотрим наконец случай, когда а=7+1. В этом случае в силу 
формул (42), (44) леммы 9

вл вт+1 = с;+1 дт [ят*]-։, л;=[я;Гт] -2ят.

Здесь, как уже доказано, ненулевые, конечные угловые граничные зна
чения В т существуют во всех точках единичной окружности, кроме, 
быть может, множества нулевой 7-емкости. Далее; как было сказано 
выше, Н-,-1 в принадлежности же так же
легко убедиться. Тем самым, в силу отмеченного выше граничного свой
ства функций класса Л/т_1։ эти функции обладавт нужным граничным 
свойством. Поэтому, если удастся доказать, что конечный предел
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Игл/у; (г/, )е*1)=А0 
г-։-о

(46)

существует вне множества нулевой у-емкости. то, в силу теоремы Лин- 
делёфа, вне такого множества будут существовать ненулевые, конеч
ные угловые граничные значения функции R т> а за ней /7Т и -5т+։.

Итак, для завершения доказательства утверждения 1° теоремы до
статочно лишь показать, -что конечный предел (46) существует вне мно
жества нулевой у-емкости. Доказательство этого факта вполне анало
гично доказательству леммы 3, или случая “ (х) = (1 — х)’/Г (1 + я) 
теоремы 1 работы [6]. Разница заключается лишь в нижеприводимых 
оценках.

Пусть Лт — фактор произведения (43), г = ге (0<г<^1 и С = 
= ре'? (0 < р0 р < Л՛ Тогда, как нетрудно убедиться,

4 1.Га; ('А ЯI < 2“” I' ֊7---------- (17 х)' 'х------Г,- =
I /х-гр + ^-/7г.|8-,|)М

у ֊ \ ’

2»+тД __________________ (1 —рр^___________________
1 + т Л — гр -Г — V гр|9 — <рЙ IР (1 — г) + — / гр |8 — ф|

\ /| тс
< 2^+1Г2 __________ <1 —р)Т______ • ։

| р(1 — г) + -^- Гр|0 — <р| р

Поэтому, если л* = |е<| е,?А , -> р0 р, то

2։+тЛ
рТ-Н 
гр

1
Iе — тл1т

2(1 -М։

И наконец, если -5г—число, определенное соотношением (10), то

-^1оЯЯ;(ге'\ Ы) 
Лг

2’+/։ Г к֊7Г2(֊1-Ы7|^+ -^5, 
го * ։ т



208 A. M. Дирблшпн

поскольку при любом

* 5ЛР<*Ио (6) 
|в - <?*!’ \z - е'։П

5,<

2° Пусть теперь выполнено условие ( 14) Гог до второе утвержде
ние теоремы в случае а=0 общеизвестно. В случае, когда 0<а <1 из 
представления (42) следует, что Лв -функция ограниченного вида » 
О, и, тем самым, нужное утверждение верно Если же 1<а <2, то 
«используемся представлением (44) Здесь функции Нс-2, Н, ■> и 
аналитичны о ограничены в О. Функция 5, ։ ограниченного вида в 
О ввиду предыдущего случая Поэтому функция Я, опять оказывается 
ограниченного вида в О, и теорема доказана.

Институт математики 
АН Армении

И Մ. ՋՐ8ԱՇՑԱՆ. Ընդհանրացված 
տյունների մասին (ամփոփում)

Поступили 17.XII.1940

սահմանափակ ml*» Гр ֆունկցիաների եզրային հաակոլ.

Հոդվածը նվիրված ( հեղինակի ներմուծած կիսահարի ությանում ընդհանրացված սահ
մանափակ տեսքի ֆունկցիաների դասերի ինչպես նաև Մ. Մ. թրրւսշյանի միավոր շրջանի 
Բլյաշկեի տիպի արտադրյալների եզրային հատկությունների հետազոտմանըլ Կ իս ահ ա րթաթյան 
դեպքի համար ստացված հիմնական արդյունքները ոնոսր» զրոներով Բլյաշկեի արտադըր- 
յաչների եզրային հատկությունների վերաբերյալ ֆրոսթմանի հանրահայտ արդյունքի ինչ
պես նաև շրջանում ընդհանրացված սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների եզրային հատկու
թյունների համար Մ. Մ. Հրրաշյանի և Վ. Ս. Ջաքարյանի ստացած մի արդյունքի յուրծրի. 
նակ համանմաններ ենւ Միաժամանակ, հոդվածի հիմնական արդյունքը միավոր շրջանում 
Մ. Մ. Տրրաջյանի և ■/. Ս. թաքարյանի նշված արդյունքի, ինչպես նաև Դ. Տ, Բաղդասար
յանի և Ի, Վ. Հովհաննիսյանի ավելի ուշ ստացված արդյունքի ուժեղացումն կւ

А. М. JERBASHIAN (DJRBASHIAN). On boundary properties of functtone of 
generalized bounded type (summary)

In the paper are investigated the boundary properties of the classes of functions 
of generalized bounded type in the half-plane, introduced by author, and also the 
boundary properties of M. M. Djrbeshian's Blaschka type products in the unit circle- 
Particularly the full analog of Frostman's well-kbown result on Blaschke product 
with “sparse“ zeros is obtained for the special reprsentatives of the classes of func
tions of generalized bounded type in the half-plane and in the circle — the Blaschke 
type products of index ag(— 1, 1].
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А. А. АНДРЯН

ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИИ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ В КЛАССАХ ЗЕМАНЯНА

Рассмотрим дифференциальное уравнение п-го порядка вида

■ о> / д \ „>0 (х 9>€ к х (1>
*=• \Ох/ оук

где ал (р} — полином с постоянными коэффициентами от р — в Д.
Пусть ко>й — полоса а Вер Ь, в которой ап (р)՛^ 0. В ра

боте в основном рассматривается этот улучай, за исключением § 2г 
где допускается нарушение этого условия. Корни характеристическо՜ 
го многочлена

Рп 0-, Р)= £ а.(я)>-* = ° (2>
*=о

обозначим через Х։ (р),՛--, Х„ (р) (каждый корень берется столько раз 
какова его кратность). Как известно |1], длл |р| 1 функция Ху (р)
аналитична и разлагается в ряд Пюизё

На характеристические корни наложено следующее условие: Келу (р)<С 
< 0 ур£ко, ь, ] — 1,- • •, т; ес*и же у > т, то Яру ^ка. ь такая, что 
ЯеХу(ру)>0. Предполагается, что расстояние между множествами 

(р).---, Хт(р)| И |Хт+1 (р),-- •, Х„(р)| положительно. Введем мно
гочлены по X:

(X, р) = П (X - Ху (р)>= £ д (р) 
У=| ,-в

(4)
Рп -т (X, р) = а„ (р) П (X — Ху (р)) =. а„ (,р) у> г (р),Ху. 

у—о
Из представления (3) вытекают оценки

|Х/(р)|< су (1 + |р;)т/, |д/’(р)| + |гУ’(р-)| <су, (I + |р|р*. (5)

Введем следующие классы функций.
Определение 1. Через А (пж обозначим, класс функций / (р)„ 

аналитических в ка, ь и удовлетворяющих условию; у е к0< ь 3 мно' 
гочлен Р, (р) такой, что

1/<р)| < Л(|р|) V/» €(б>
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Определение 2. Через Ау(ка,ь) обозначим класс функций 
/(р, у) таких, что f(p, у)£А (ка.ь) и

(Р’ У) I < (1 + у)' • Л (|р|) VP 6 *«,. ь,. (7)
dy I

где г зависит от f (р, у\, к = 0, • ■ •, п — 1.
Пусть L (а, 6) и L՛ (а. Ь), соответственно, —классы основных и 

обобщенных функций Земаняна [2]. Как известно [2] преобразование 
Лапласа

Lu (р) - и (р) = < и (х), ехр (— рх) >
является изоморфизмом между £'(а. Ь) и А (ка,ь)-

Определение 3. £у (а, 6) обозначает класс обобщенных функ
ций и(х, у), зависящих от параметра у таких, что У/(а,, 
что

— < и(х, у), а (х)> 
dy

< с, (1 + у)г Н,, у? € £<>,. *,, *=о, • • •, п—1,

(8) 
где hk, “= sup Та,, a, (xj у |D-у (x)j — у,-ая полунорма в £а„ та„ *,= 

х )<q,
= 9t. (х) ехр (а, х) 4՜ 9 ֊ (*) exp (6,х), 9j-(х) — функции Хевисайда, по
стоянная г зависит только от и.

Лемма 1. Преобразование Лапласа устанавливает изомор
физм между Ly (а. Ь) и Ау^а.ь)-

Доказательство. Пусть и (х, y)£.Ly(a, b). Заметим, что 
ехр (—рх) La„b, при а, < Re р < Ь,. Поэтому из (8), подставляя 
вместо «р (х) функцию ехр (—рх), получим

d* и (р, у) 

dy"
< с,(1 4- y)r Pq, (|р|) Vp £ «а,. ft,,

то есть имеет место (7). Аналитичность и (р, у) очевидна. Обратно, 
пусть и (р, у) £ Ау (к0, »). Возьмем две последовательности чисел а,) а 
■ Ь, ] Ь. Пусть Q, (р) — полином, не имеющий нулей в а < Re р < b 
такой, что

I и (р, y)/Q’ (р) I <(14- у)г ■ (1 4- p’i)՜՛•

Имеем и (х, у) = Q, (Dx) g (г, у), где |# (х, у)| < cte ехр (ах)-(1 4֊ у)' 
уа.+i < я < b,+i и, в частности,

|Я (х, у)| < cte 7а,+։, а,+1 (х) • (14- у)'.

Отсюда имеем для V?'6 ft,

| < и (х, у), f (х) > | = | < g (х, у), Q, (— Dx) <? (х) > | <

< [ 117,’, ft, W ?(*» ff)l lTe„ft, (*) <?» (~ ? (х)| dx <

<|.Т7,’, ft, <*) < cte (i +^)r Mff,-
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Лемма 2. Пусть и (р, у)€Лг(«в։») является решением урав- 
нения

/гп-т(Оу, р]и(Р'У)*=О. (9>

тогда и (р, у) « 0.
Доказательство. Перепишем уравнение С9) в виде

(Оу — Хя>1 (р)) т» (р, у) = 0. (Ю>

где и(р. у) = (Оу-1п+7(р)')---(Оу-'п(р)) и (р, у)' Заметим, что 
(/ (р, у) аналитична в ^о, ь, за исключением конечного числа точек 
ветвления, в окрестности которых разлагается в ряд Пюизё. Из это
го заключаем, что в любой конечной части полосы ко> ь V (р, у) мо
жет иметь не более чем конечное число нулей, либо тождественно 
равна нулю. Из (10) имеем

V (р, у) = с (р) ехр (>ш+1 (р) у)‘- (11}
Из непрерывности 1-т+1(р) вытекает существование окрестности 
И։(р„4-1) точки рт+ъ что Иег 1 (р) > 0 ур £ V։ (/>т и)-Из (5), (7), 
(11) имеем

с (р)| < ехр (— КеХт4-1 (р) у) с, (Х+у)'- Р- (1р1) УР £ К (рт м)<=

Устремляя у —♦ 4- оэ получим с (р) = 0 ур £ И« (рт +1), тем самым

V (р, у)=0 в к0, ь. Продолжая этот процесс, получим и(р, у) =0. Лем
ма 2 доказана

§ 1. Задача типа Коши (а„ (р) ¥=0)

Задача А. Требуется найти решение и (х, у.)£Оу(а, Ь) урав
нения (1), удовлетворяющее начальным условиям

Оу и (х, 0) = /, (х), ] = 0,-• •, т — 1, (1.1)
(а, Ь) — заданные функционалы.

Переходя в (1) и (1.1) к образам Лапласа и используя лемму 2 
задачу А сведем к эквивалентной:

(Оу, р) и(р, у) = 0, (1.2)

Ру и (р, 0) = // (р), у = 0,- • •, т — 1. (1.3)
Нетрудно проверить, что аналитические функции

Е, (р у) = — Г ___ -_ 7» (Р'Н'"' 1 ------- 1- </т 1-7 (р) .
ЛР'У) 2к,3 рт (X, Р)----------------------ехрО^ Л,

/= 0,•••, т — 1, (1.4)
где 7 (р) — замкнутый контур, содержащий корни X, (р),---, Хш (р) 
полинома (?т (X, р), являются решениями уравнения (,1.2) и удовлетво
ряют начальным условиям

(Р. 0) = о*, 1с= 0,1,-■ •„ т — 1„ (1.5),
где 8У — символ Кронекера.
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( ИВводя вектор Е(р, у) = ( Е/ (р, у), — Е. (р, у),.- \ </у
уравнение (1.2) перепишем в матричной форме

— (р, у} = А(р)Е(р,у), (1.6>-

где А (р)—аналитическая матрица не выше полиномиального роста, 
(см. (5)). Отсюда имеем

Е(р, у) = ехр (А (р)-у) Е (р, 0), Е (р, 0) = (0
/՛

(1.7)֊

Из (1.7) вытекают оценки [3]
т°

И (р, у)1< С1е (1 + |р|) (1+^)
,0

(1.8).

где обозначает норму матрицы.
Дифференцируя (1.7) по у, аналогично получим

|/£(р,п)1 "*
-ТТ <с1е(1 + |₽1) (14֊У) Д = 0,1,-,п֊1. (1.9)՝

Так как — Е,(р, у) 
ау || 4у

кам (1.9). Остается заметить, что функция

, то Е] (р, у) удовлетворяет оцен-

“(Р. ») = X еЛр> у)Ъ(р) 
;=0

(1.10)’

принадлежит Ау(^о, ь) и является решением задачи (1.2), (1.3)» обрат
ное преобразование Лапласа которой (будет единственным решением 
задачи А. Таким образом , доказана

Теорема 1. Граничная задача А илеет единственное реше
ние для всех /0, • • •, /т -I.

§ 2. Задача типа Коши (а„ (ро) = О)

Пусть ая (р) обращается в нуль в точке р0€ки.4 и отлична от 
нуля в Ч։\1Ро|. Не ограничивая общности можно предположить, что 
хотя бы одна из функций ая-։,•••, а0 (р) отлична от нуля в точке р0. 
Это вытекает из того, что в рассматриваемых классах ядро произ
вольного дифференциального оператора ЦОХ) нулевое.

Ряд Пюизё разложения функции (р) в окрестности точки р0 
будет иметь вид [1]

СР>
(р — Ро)'- > (2.1>>7 (р) = 2

Функции {р)(т^ (р) (см. (4)) в рассматриваемом случае аналитич
ны в полосе г.а,ь за исключением, быть может, точки рв,. в которой 
имеют полюс. Это вытекает из того, что функции
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А'/_л 4 •••*' (п) =-- Г -------- ---- d>. r^N< (2-2)

y(P>

,где т (p) — замкнутый контур, содержащий только корни '։(р)>---, 
Хга (р), аналитичны в ’ta iXfPol **• на основании (2-0 стремятся к 
при р֊*р0-

Таким образом, вместо (5) имеем оценки

1<7Г,(р)1+1гГ,(р)К + >1»"'*. (2.3)

Заметим, что лемма 2 остается в силе, поскольку все рассужде
ния проходят для области ’'a.iXlpo!- Что касается задачи А, то оче
видно однородная задача имеет только нулевое , решение. Оценка 
•(1.9) для аналитических в ^а. »Xlpol функций Ej (р, у) принимает вид

(р> !f)l cte |j,_p0| -(1-1- у) . (2.4)

dy ।
То есть р0 является полюсом для Ej (р, у). Обращаясь к формуле 

(1.10) легко заметить, что и (р; у)£ Ау (^а,ь) тогда и только тогда, 

тогда fj(p) в точке» р0 имеют нуль определенного порядка tj'-
< /у (х), Д* ехр (- рох)> = 0, к = 0, • • •, fj - 1. (2.5)

Таким, образом, справедлива
Теорема 2. Однородная граничная задача А имеет только 

нулевое решение, а для разрешимости неоднородной, задачи необ
ходимо и достаточно выполнение конечного 'числа условий вида 
(2.5).

Замечание. Как показывает пример, условия ((2.5) 'могут от
сутствовать. Действительно, в Ly (—1,0) рассмотрим оператор

L (Dx, Dy) =(Dy-Dx)(^ (д, + ֊֊j Dy-iD^ ,

для которого X1 (p) — р, X, (р) = 1р/ ^р4—и поэтому он редуци

руется к £։ = Dy — Dx ^ро =-----•

§ 3. Задача Коши для уравнения типа Коши—Ковалевской

п / д \й этом параграфе операторы at ( — ) в (1) предполагаются по- 
\Ох /

рядка не выше п — к, а характеристичиские корни главной части (1) 
различными и ненулевыми. Тогда для |р( 3> 1 корни Ху (р) характеристи
ческого уравнения (2) будут различными и разложение (3) примет вид

а 4՜ СО

Ч (/’) = Ьрр 4՜ Су 4՜ ajk-p~k. (3.1)
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Заметим, что для постановки задачи Коши для уравнения (1) 
необходимо предположить, что Re>֊y (р) < 0 ур^«а-_ »• j= 1,- • •, п 
(см. § 1). А это, в свою очередь, означает, что £ R, то есть урав
нение (1) гиперболического типа. Отсюда, существуют кв, ь и 8 > О 
такие, что Re X/(рХ— 8ур£"а,

Определение 4. Через М" (а, Ь) обозначим банахово прост
ранство функций с конечной нормой

juj2.6= sup exp (ах) У р'и(х)|. (3.2>
-Ь<а<-а j^0

Из оценки
I < и (х), ? (х) > | < J ii՜’ (х) • и (х)|> I (х)'т (х)| dx < (3.3>

У'Хм,

вытекает включение М՞ (a, b)c.L' (а, Ь).
Под решением уравнения (1) мы будем понимать функцию и (ж, у} 

такую, что

I
J*+m 10
—< cte. (3.4>
Оу Ox 11, ь

Задача В. Требуется найти решение уравнения (1)՛, удовлетво
ряющее начальным условиям

DJ, и (х, 0) = // (х), j = 0, • • •, п - 1, Л- £ Мп~‘ (а, Ь). (3.5>

Единственность решения задачи В вытекает Гиз (3.3) и теоремы 1.

Покажем, что прообраз Лапласа функции и (р, у)՝ из (1.10) является 
искомым решением неоднородной задачи В. Для этого исследуем под
робно прообраз ej (ж, у) функции Ej (р, у)- Вычисляя Ej {р, у) по- 
теореме о вычетах, получим

Ej (р. y)=YlaJi ехР (р)'-рХ (3.6 >
I— 1

где а< (р) = > ?-/_J(p)/ П О՝' (₽) ~ (р))- 
а-«-/

Имеет место
Лемма 3. Пусть f^M1 (а, Ь), а в > — а. Тогда проаб раз Лап

ласа

F(x) = L~x (7(р)-(«+ рГ^^М^^а, Ь).

Доказательство. Имеем L՜1 ((р + а)՜1) = ехр (— ал)■ 6+ (х)„ 
поэтому

sup |ехр (а — а)х-0+ (x^l, < -f- оо.. (3.7>

Отсюда
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|exp (ax) D՛ F(x) | = | exp (a-x) (exp ( (x) * / (x)yl — Й ffl
= |exp(a — з)х-0+ (х) * exp(։x)-/°(x)| < cte Jup.^ le*P (’*)/'’(*),՛.

(/ = 1, •••,/) (3-8)
|exp(ax)D/+1;F(x)| = | (exp (a - a) x • 0+(*))'* exp (ax)/'1 (л)| < |

.< |a — a|.|exp (a - i) x-M*)* exp px)/" (x)| + I exp (a• xj/1'՛' (x) <

< cte sup | exp (ax| (x)|. (3.9)
a 

Х6Я
Из (3.8), (3.9) получим

И(ж)|^ <.cte|<», (3.10)

՝что и требовалось доказать.
Далее имеем
a/(p)-7z (р) = [(al(p • (Р ֊4«)'-Л) 4 с{]/7 (р)(р-}-а)-', (3.11)

где cJ — llm a/ (₽)■(₽ 4 «У-

Первое слагаемое 6/ (р>) в квадратных скобках в (3.11) на беско

нечности ведет себя как — > поэтому
Р

sup |6/ (о 4- Л)к <4-0°. (3.12)

.Его прообраз 6{t(x), в силу равенства Парсеваля, удовлетворяет нера- 
венству

sup flexp (ox) bJi (x)|z„ <4-00. . -й<«хг—а (3.13)

Дифференцируя 6/ (р) легко убедиться, что 

sup |хб/ (х) ехр (ox)|z.։ <4-оо.
— b<a<— а (3.14)

Из (3 13), (3.14) и неравенства Гёльдера получим 

sup ||6/ (х) ехр (ях)|£, <4-00.— d<a<—a (3.15)

Из (3.14), (3.15) и леммы 3 вытекает, что

• l^՜1 (а/ (р) .// < с1е(Л(х)|2,У. (3.16)
Теперь рассмотрим прообраз к, (х, у} функции ехр (Х; (р)-у)’ 

Имеем для • £[<։, А)
к/(х, у) = J ехр (рх 4՜ ^i(p)y) dp == Jexp (р (х 4 h у) 4՜

4՜ ci ֊у)[ехр (1/ (р) — X/ р — ci) у —1] dp 4՜ ։ ехр (а (х^-к/у)-!֊

4- ci у) 8 (х 4-Х/ у),

:где в(-)—дельта-функция Дирака.
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Первое слагаемое в последнем равенстве представим в виде

а, (6 у) = i J ехр (ht) А (р, д) dt, А (р, д) — exp ((х + 1, д) о -f- ct-g)- 

[exp (\ (р) - \ р ֊ с,) д - 1], t = х 4֊

Имеет место неравенство

И (р, ₽Ж1НХ/ <р) — \-Р~ С/1-
ехр (\(р) — Х,-р — с,) у — 1

У (\ (р) — \ р ֊ с{)

■ | ехр ((х 4- \ у)' 4-С/»)1 Iх/ (р) — S• Р -с։1 • (14-|ехр (\(р) р—с)д\)■

|е*Р ((< 4՜ '7-у) ° 4֊ Ct д)\ < cte • —ехр (ох—Ъод). ^>0 (3.17)
1+|р|

(из (3.1) и Re \ (р) < — 8 => аХ/ 4֊ Re ct < — 80).

Из (3.17) имеем

sup |ехр (— ох) А (р, р)|, < ctei/ exp (— 8։У) (3.18)
а<*<Ь

и, в силу равенства Парсеваля,

sup | ехр (ох) а (х 4֊ V y.p)L <ctey exp (—8։ у). (3,19)

С другой стороны

>4’ (р. У) = ехр (ах)-ехр (Х/(р) р—А/-։^) (Хг(р) —к,р—с,), д,

поэтому ’

|Х (р, д )| < cte • ехр (ох)- у е*р • (3.20)
1 + 1р|

Отсюда, как и выше

sup |ехр (о х) Га, (t.gJL < cteyexp (— а-у). (3.21)
-Ь<а<-а ’

Из (3.19), (321) получим

sup Цехр (о х) а, (х 4֊ \ д, y)L< cte д ехр(— 80 р). (3.22) 
—а<а<-а

Лемма 4. Фднхции u/Z (х, д) — £՜’ (а/ (р)/у (р) ехр (\ (р) • д)) 
удовлетворяют оценке

I d^vjt (х, д) |"-{т+*)
I ж д I -С cte |/>|а,». (3.23)
|(7Х Од 1а, b

Доказательство. Обозначим Aj (x)=L՜1 (ai(p)fj (р)). Имеем

vjt («. У) =• (х, д՝)» А1} (х) = а, (х 4֊ \ у, у)* (х) 4֊

4֊ i ехр (сгд)-Ъ(х +*i y)* Aj(x).
3-2в
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Из (3.16) и (3.22) вытекают оценки
|а/(х + hy, у)* AjMfa.b <cte֊P exp (-Z0-yftfi (х)%Гь, (3.24)

fexp (с/ у) i (х + Ч •») * = kxp (с/ -у)Х (х + Ч -уК. „ <

sup exp (а — >7=) yVjV,~l> (3.25)
—Ко..—а

тем самым получим (3.23) при m=k=0. А теперь заметим, что диф
ференцирование по X или по У функции v,։ (х, у} приводит, в силу раз
ложения (3.1). к потере одной производной у /,(х), поэтому (см. также 
лемму 3 и (3.11))

п j
< cte Ь 

ь
|<г**уИх. ут
|<?хт дук [а,

и лемма 4 доказана.
Так как

и (х, у)=£ 
1~0

то окончательно имеем
Л ;т+* , +У I и (хс, у) I

т + *<„1 дХтдук |о, Ь

Таким образом, доказана
Теорема 3. Задача В имеем

Справедлива оценка (3.26).

У «д (х, у),

’«ctes’l/j:;/. (3 26)
J- О

и притом единственное решение.

§ 4. Общая граничная задача

Задача С. Требуется найти решение k't (а, Ъ) уравнения (1), 
удовлетворяющее граничным условиям

X О ЫОу1' 0) =/Их), о, • • •, т-1 в U (а. Ь), (4.1) 

где Qke(p)—полиномы по р с постоянными коэффициентами, а Л £ В'(а, Ь) 
—заданные функционалы.

Введем многочлены

<7*0֊. Р) = £ ^(Р) • ск ('• Р) = Чь ('•• Р) (mod <2т(А, р)) "
Z-0

= f ckf (р) ՝,‘ 
1-0

(к = 0, • • •, т — 1).

Очевидно функции с*/(р) аналитичны в й растут на бесконеч
ности не быстрее некоторого полинома. Через С(р) обозначим матрицу

(р)|- Имеют место
Теорема 4. Условие det С (р)^/=0 ЧР&а.ь является необходимым 

и достаточным для однозначной разрешимости задачи С.
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Теорема 5. Условие detC(p_)=^O в ла ь является необходимым и 
достаточным для нетеровости задачи С, при этом однородная задача 
имеет только нулевое решение.

Доказательство теоремы 4. Заметим, что граничные усло
вия (4.1) могут быть переписаны в эквивалентной форме

S՛ <ч,(р) d‘U{P;0}---=Mplk = 0, --, m — 1. (4.2)
I -о dy

Пусть det С (р) 0 ь. Тогда условия (4.2) эквивалентны
задаче А из § 1, откуда следует достаточность. Доказательство необ
ходимости разобьем на два случая. Пусть вначале detC(p)=O. Метод 
Гаусса приведения матриц к трапецеидальному виду позволяет утверж
дать, что существует матрица М (р);£ А (*в, ь) с det М (р) 0 такая,
что матрица Л4(р)С(р) имеет трапецеидальный £вид. Так как 
Ker М (р) = 0 в Л (тсо. ь), то задача (4.2) эквивалентна следующей

Л/(р)С(р)о(р)= М(р)/(р), (4.3)

где о(р) = (и(р, О),---, ,}(р)=*0ъ (р),“ ч /т-։(р))-
V dy /

Очевидно, что однородная задача (4.3) (f—О) имеет бесконечно 
много линейно независимых решений в Л(яаЬ). Возвращаясь к задаче 
Л из § 1 мы получим, что однородная задача С имеет бесконечно много 
линейно независимых решений.

Теперь рассмотрим случай, когда detC(p)^O в ь. Имеет место
Лемма 5. Из det С (р) =£ 0 вытекает, что функция det С (р) 

в полосе ка Ь может иметь лишь конечное число нулей.
Доказательство. Для |р| 1 имеем представление

I 
+ - N. / як \1det С (р) = 2 J] CjA р ) , n„,N^ N, (4.4)

откуда вытекает, что либо det С (р) =£ 0 для |р!^>1. либо р = оо яв
ляется нулем конечного (возможно дробного) порядка, поскольку 
функция <р (р) = det С\рг), где г = нок (п։, • • •, nN) аналитична в точ
ке р = оо. Отсюда и из аналитичности функции det С (р) в ла Ь вы
текает лемма 5.

Нули функции detC(p) обозначим через Pi,..., р,, а их кратности— 
через г1։..., гч (р} =/= оо). Матрица С(р) допускает представление [4].

С(р) = /?(р)О(р)С0(р), (4.5)

где R (р) — полиномиальная матрица от —-— • р0 £ лв> ь с det R (р) =
Р—Ро

= cte 0, det С0(р) ¥= 0, ур € кв. a D (р) =1 ( (P=P1\W Х
1\р—Р»/ \р-р0/

* IяX 8/ } — диагональная матрица; £ TV 4՜ {0), Z = 1, • • • , v
Л
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такие, что ^'Ч-------1֊ ։»"’—/> Теперь нетрудно проверить, что если в
(4.2) взять правую частв в виде Я(р)Я (А где компоненты вектор- 
функции £ (р) £ А («0, 6) не обращаются в ноль в *0. ь, то задача С не 
будет иметь решения. Теорема 4 доказана.

Доказательство теоремы 5. Необходимость условия 
<1е1С(р) 5^0 доказана выше. Достаточность же следует из того, что 
условия (4.2), в силу (4.5), эквивалентны следующим

£>(р)«(р) - /?՜՛ <4-6)

где ш (р) — Са (р) V (р) £ А («п, а'-
Очевидно система (4.6) имеет решение в '4(яв>4) тогда и только 

тогда, когда {(Р) удовлетворяют конечному числу условий вида (2.5).

§ 5. Смешанная граничная задача

Через обозначим банахово пространство функций ф(х) с ко
нечной нормой

1*։.(*)4=®ир Та?» 2 I? У ։• <5-1)
* /<* ։

Очевидно вместе с топологией при с<аи</>> 6. Че
рез £(Л) (а, 6) обозначим О £«,*,» г*е а, 1а в Ь.1Ь, » ему сопряжен- 

V
ное—через £ (М (а, 6). Имеем также топологические вложения 
£ (а, 6)<=£։*’(а, 6), Ь'(а, Ь)=>Ь>1"(а, Ь).

Под решением уравнения (1) понимается функционал а (х. у) £ 
££ (а, 6) для некоторого к, удовлетворяющий уравнению (I) и

условию у(а,, 6,]) 3 с,, Л такие, что

< и (х, у). <р (х) > <С,(1 +«/)'’-Ма’», (5.2)

(/ =» О.-.-, П - 1)

Задача Д. Требуется найти решение и (х, у) уравнения (1), 
удовлетворяющее граничным условиям

ffl*’ 0)՛ ։р (х) 6), (5.3)

(у = ®, 1, - • •, т — 1, supp 4>с/?+)
< Gi) д~/у1' 0) ’ ’ (х) > = < S1 ? (х) > V? kL^Xa. 6),

(у = 0, 1,-• •, т - 1, supp<pczÄ՜), (5.4)

где //, gj^L (а, 6), supp/zc/?+, suppte/?՜, kt < к0.
Предположим, что строки матриц-функций (р)Ц, j<$։(p)J линей

но независимы по модулю полинома Qm (X, р) (см. задачу С).
Обозначая разность функционалов в (5.3) и (5.4), соответственно, 

через /7€£'(*։)(а. 6), g/^ L՛w (а, 6) (supp//с Р~, supp^GÄ*), а 
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затем переходя к образам Лапласа, условия (5.3’, (5.4) можно преоб
разовать к эквивалентному виду

£՛ 7=0, 1,..., т-1, (5.5>
,~о ду

Е1(Р) - g, (р) + g? (р), j = 0. 1, • • •, т - 1, (5.6>
t-о ду

где det jcj/,’ (р)1 =/= 0 VP € ь> *=1,2.
Из (5.5), (5.6) имеем

сг’(р) (/ (р) +г (₽)) = с;1 (Р) (7 (р) + > (р). (s.7>

где С{(р) = [ср (рУ, g' = (gC ,• • •, gm-1).
В свою очередь (5.7) перепишем в виде

g+ (р) = К (р) Г (Р) + F (р). (5.8)>

где К(р) С։ (р) СГ' (р), Г(р) = К (р) • f(p) — g (р), det К (р) 
¥= 0 Ур€ко.ь

Представляя матрицу.л(р) в виде А(р)-(р—р'1)՞1* • Ка(р (Rep°<a) 
мы можем считать элементы матрицы К0(р) ограниченными аналити
ческими функциями в ita, j. Не ограничивая общность, пусть

llrii det Ко (р) =* 0. (5.9).
р-֊

Имеет место
Лемма 6. Матрица Ко(р) представима в виде

Ко (р) = R (a (р) - 1) Do (л (р) - 1) № (р), (5.10).

։де #(•)—рациональная, a D(-)—диагональная матрицы—функции от 
своих аргументов, причем det^ = cte #=0, det № (р) 0ур€ка,а 
(включая уточку ои), элементы К°(р) аналитичны и ограничены в 

։(р)= (р— Рг)/(р - рЛ Реро>6, Rep։<a
Доказательство. Конформное отображение t — a(p) переводит՛ 

полосу nu ь в область, ограниченную окружностями Со и С|, касаю

щимися в точке /=1. Матрица-функция А (/) = на кри

вой СоиС։ имеет невырожденный определитель, за исключением точ֊ 

ки t = 1, в которой имеет нуль՜ порядка — (г/ (; Л). Матрица а (т) =» 
ri

= А ((1 -J- а)'«) аналитична по х v det a (t) имеет в точке т = 0 един
ственный нуль порядка г։. Для такой матрицы имеет место пред
ставление [4]

а (т)= г (т) d (т)а0 (’), (5.11).
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где г (т)— рациональная матрица-функция от х с det г(х) — cte Z О, 
d (х) = |xm^ 8*j— диагональная матрица-функция, 6 N, т։ + • • • 4-тЛ= 
= г։, а det а0 (х) =£ 0 ух £ Г — образ кривой Со U С, при отображении 
t n> (1 -|- t)r*. Возвращаясь к переменной р, получим представление 
(5.10). Справедлива следующая [5]

Лемма 7. Матрица К°(р) из (5.10) допускает следующую факто
ризацию

К° (р) = Л+ (р) D (р) К- (р), 65.12)

где D (р)=||а (р)’/®*|—диагональная матрица, *о^՜՜' ՛ > *m-i целые 
числа, К+ (р) аналитична при Re р> а, а (р) при Re р < 6, 
элементы матриц К+ (р) и К- (р) ограничены.

Задача сопряжения (5.8) на основании леммы 6 и 7 перепишется 
в виде

«+ (р) = (Р ֊ Р0)՞” R (* (р) - 1) Dt (։ (р) - 1) к+ (рИ- (р)/(р) + Г(р)
или

G+ (р) - D (р) G՜ (р) + Q (р). ։р 6 ««• ь, (5.13)
где G+ (р) = (р- р0)~ - ХТ։ (р) -D.-1 («(р) - 1) Г1 (а (р) - 1) (р),

G՜ (р) - К-(р)Г(р), Q(p) =(p-p°)"m, K71(p) Db-1(e(p)-l)Ä՜1 
(а (р) - 1) F(p).

Для исследования задачи (5.13) нам понадобится

Лемма 8. Пусть W (а, b) и supp fc R+ (R~). Тогда f (p) 
аналитична при Re p > a (Re p < b) и существует полином Pr (p) (r 
не зависит от f) такой, что у (а,, 6о)с:(а, Ь) Эс,:

|/(р)| < ^Pr (|p|)> Re р > а, (Re р < 6,). (514)
Доказательство. Существует функция ц, (х) £ С” такая, что 

->j.(x)=l, х£ (supp/)'; т),’(х)=0, х£ (supp/)3’; 0< 7}«(х)<1, |D՝t;,(x)K 
-С Л«®-* (е 0). Пусть X (х) £ Со равна 1 в некоторой ; окрестности 

х *
точки о, а Ф (х) = ч> (0) + ур ?' (0)4------- 1՜ ՛ ?[о’- Имеем

</. ?>= </. (*) (? (х) — л (х) Ф (х)) > Ч- </, л (х) ф (х) > 

уН£(‘’(а, 6).

Так как ц(х) ехр (—рх) (а, 6) ур £ {Re р а,), то из этого ра

венства имеем аналитичность / (р) в области Re р > а. Далее, так 
как L (а, Ь) и supp fc. R+, то
ä’C/i Т — 1= I <С/> 7)«(г) (? (х) — ՝>. (х) Ф (х)) <^1 -С с, sup ехр(а, -х)-

■ <г>0

• £Р'(ф(х)-Мх)Ф(х))|+с, sup ехр (6, х) X 
J—0 — 3«<х<0

х i \D՛ (Ij.(x) (, (х) - Ф (х))|, У?££*„ ь,. 

/-0
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В этом неравенстве левая часть не зависит от е, а второе слагаемое^ 
в правой части стремится к нулю при е->֊0+. Поэтому

! < /> «Р ~ >Ф > |< с, sup exp (а,х) £ \DJ (ср (х) — л(х) Ф (х))|.
• х>0 у_։.

Окончательно получаем

К/. ОЮ, ( sup exp (а, х) £ |£>7 (<р (х) — X (х) Ф (х)) 
\ х>в ;_о +

sup Та,. 4 ,(х) £1°' (Х(х)Ф(х) 
J-0

Подставляя вместо <р(х) функцию ехр(—рх), получим утвержде- 
пне леммы.

Из леммы 8 вытекает, что в полоской задаче сопряжения (5.13) 
функции G+(p)։ G~(p) аналитичны, соответственно, в полуплоскостях 
Rep>a и Rep<6 и удовлетворяют неравенствам вида (5.14) с вполне 
конкретным полиномом Рг(р). Вначале рассмотрим однородную՛ 
(Q(P)=0) задачу сопряжения (5.13):

GJ՜ (р) = (Y' GJ (р), J = 0, • • •, т - 1. (5.14).
՝• Р ~ Р\ /

Из (5.14), на основании теоремы Лиувилля, выводим, что одно
родная задача (5.13) имеет своим решением функции

G/ (р) = Prj (р)1(р — Р։) J, G/(p) = Prj(pl(p — p0)'J, j — 0,- • •, m — 1, 

где Prj —произвольный многочлен J степени г j -С /, I—некоторое число. 
Таким образом однородная задача сопряжения, а вместе с ней и одно
родная задача D имеет конечное число линейно незавимимых решений. 
Для исследования неоднородной задачи сопряжения (5.13) нам пона
добится

Лемма 9. Преть f (р) аналитична в ~ ,ь такая, что

1/(р)| < с, Рт (|р!) Чр£*а„ v (5.15)»

Тогда f (р) = (р) 4֊ f (р), где ft (р) аналитичны, соответственно,.
° Rep > а и Rep Ь, удовлетворяюгцие неравенству вида (5.15).

Доказательство. Функция g (р) = f (р)Цр + +\ d £ ка, ь.
принадлежит £3 и более того, в силу равенства Парсеваля имеем

sup |ехр (ax)g (х)|, = sup | g (a + Л)J, < с։, (5.16)՛ 

где g (л) — прообраз Лапласа g (р). Представляя g (х) == 6+ (х) g(x) 4֊ 
+ ®-(*) £ (*)> получим /(р) = (р 4-^)т+1 (С# + (Р 4 </тт1 при 
атом из (5.16) и неравенства Гельдера имеем
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I Cf (p)l < J exp (—px)exp(a,+։-x)exp(—a,+i-Aj«(x)rf*< 

0

< с,- sup |exp (ox) g (x)3Z։, V a > a,. 
—\

Аналогично оценивается и 9 - (x)g(x) (р).
Используя лемму 9, представим функцию Q(p) в виде Q (р) = 

= Q+ (д) -|г Q- (р). Решение неоднородной задачи сопряжения (5.13) 
запишется в виде

Gy+ (р) = (# (р), (р - РоГ' G7 (р) “ ~ <Р- P^J <?7( />>• 
j = 0, !,•••» т - 1. (5.17)

Отсюда, для аналитичности функции Gj (р) необходимо и достаточно 
выполнение конечного числа условий

((р - ptf'Q) (р))‘ (ро) = О, / =■ о, 1,. • •, X, - 1. (5.18)

Определяя вектор-функцию #+(р) (или / (р)) и подставляя её в 
(5.6). мы сведем смешанную граничную задачу D к общей граничной 
задаче С, которая, в свою очередь, при сделанных предположениях 
эквивалентна задаче Коши А, образ Лапласа решения которой задается 
формулой

и (р, ц) = У ^р' Л ^р^’ (519)
7-0

где функции Fj (р) аналитичны в к0, ь и удовлетворяют неравенствам: 
V (в». 6>)e(a, b) J с. такая, что

I F](p) \<С,Р. (|р|), VP 6 «»,. Ь,. (5.20)

где s не зависит от (л., Ь,).
Пользуясь оценками (1.9) и (5.20), нетрудно доказать, что для 

некоторого k прообраз Лапласа и(х, у) функции и(р, у) из (5.19) 
принадлежит Д<а(,*) и удовлетворяет неравенствам (5.2).

Таким образом получена
Теорема 6. Однородная задача D может иметь лишь конечное 

число линейно независимых решений, а для разрешимости неоднородной 
задачи необходмо и достаточно выполнение конечного числа условий.

Замечание 1. Смешанная граничная задача D была рассмот
рена в предположениях теоремы 4 из § 4. Это приводит к тому, что 
матрица К^Р) из (5.8) имеет точку р=оо единственной возможной осо
бой точкой, что существенно использовалось при её факторизации. В 
предположениях же теоремы 5 из § 4 появятся и другие особые точки 
(точки, в которых detK(p) равен нулю или оо). Следуя работе [4] 
матрицу К(р) можно факторизовать и в этом случае. Что касается 
теоремы 6, то она остается в силе.



Ганичныс задачи 225

Замечание 2. Используя многомерные пространства Ь'{а. Ь), 
где <։ = (Я| ат ). Ь— (Ь1։ ...,Ьт ), введенные в [2], и многомерное 
преобразование Лапласа в них, можно распространить полученные ре
зультаты на уравнение вида (1) в в случае необходимости
видоизменения соответствующую формулировку. Например, теорема 1 из 
§ 1 остается в силе, а теорема 2 из § 2 будет справедлива, если допол
нительно потребовать, чтобы а„(р։, р„) обращалась в нуль лишь в
конечном числе точек.

£ 6. Примеры

О И 1 д' . ОД I д'Рассмотрим следующий оператор £----— 4 2 о------ с--------- и, в
ду* дхду дх1 

свете полученных результатов, поставим корректные граничные зада
чи в классе £'(0,1). Соответствующее характеристическое уравнение 
имеет вид

/■* -|- 2 Ь >-р ср1 =* 0.
Очевидно, что если Ь*— с 0, с > 0, т. е. оператор £ — гипср՜ 

болический, то корректна задача Коши, если же 61 с^О, 6<^0, 
с>0, то уравнение £и = 0 в классе £'(0,1) имеет только нулевое 
решение и поэтому нет корректных граничных задач. В случае 6։— с>0, 
с<0 корректной будет задача Дирихле. Наконец, если 6’ — с 0, 
то опять уравнение £ц= 0 не имеет нетривиальных решений в £'(0, 1) 
(оператор £—эллиптический).

В £' (0, 1) рассмотрим оператор параболического типа вида

£ — —------------ а — > R. Корень характеристического уравнения
с!у дх1 дх

имеет вид > (р) = р’֊г ар = а’— т2-)֊ аэ + г* (2 а -|- а). Легко заметить, 
что задача Коши для уравнения £и = 0 будет корректна тогда и толь 
ко тогда, когда а с. — 1.

о / (д д\/дВ заключение на примере оператора £ = ------ р։ ------

— I1։ ’ Н։>Н»>0 проиллюстрируем результат § 3. Предваритель-
дх/

но отметим, что классический задача Коши в классе ограниченных 
функций некорректна. Рассмотрим задачу • Коши (3.5) в классе.՝ 
£’( —2;—1). По формуле Даламбера имеем

и = НаЛ (х 4֊ ну) — (х + щу) +
На“Н1

л+йчУ
+ —— 1՜ /аМ^,/>€^(-2;-!).

На — Н։ -՛
х+р,у

Приведем оценки для и (х, у) (производные оцениваются анала- 
гично),
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sup exp (ax)-|/։(x + РаУ)| ~ supexp( a!hff)
1cb<2

•exp о (x+ P։y)l/։ (x 4֊ №)l if4<J-2>
Ж+Р1-У

sup exp (ax) f |/, (t)| < sup exp («0 |/։ (*)l'
i<»<2 J U։<J

X + I4V
■ГЦИ-У

• sup exp (ax) i exp ( ox) d* < ft/ak։. ։>• 
։-Ж1 J

Отметим также, что задача типа Коши и общая граничная задача 
для уравнения вида (1) в других классах функций (Соболева, Шварца 

.и др.) рассматривались, различными авторами [3], [6], [7], [8].
Ереванский политехнический институт Поступила 8.V.19S0

Ա. IL ԱՆԴՐՅԱՆ. Եզր^յիէ. Ju6qjirSJ>r մասնակի fir®՝|>"u»*WnuI6br)> համար
.Աեմանյանի դասերում (ամփոփում)

Հետևյալ տեսքի

£ «Հ7՜)( Ղ("ր~Խ0>\0x/\ Oy" I
մի հավասարման համար, որտեղ Օէ(ր) հաստատուն գործակիցներով բազմանգամ (, 

ծ) թեմ անյանի ղասերում էապլասի ձևափոխության օգնությամբ ղիտարկված են Սո- 
շու տիպի ընղհանուր և խառը եզրային խնղիրներ։ հաոր եզրային խնդիրը բերվում է շեր
տային համալուծման խնդրի լ Ստացված են լուծելիության անհրաժեշտ և բավարար պայ- 

լմաններէ

A. A. ANDRIAN. Boundarg Value problem! for partial differential equation։ 
in the elate of Zemanlan (summary)

For equation of the form

£ -0, (x.y)tR*. R+,
*=o \ox.i dyk a՛ -

•where ak (p)— polynom with constants coefficients of p = a -|- iz, the problem of 

•Caeuhy type, general and mixed bouxdary Values problems in the class Ly (a, b) of Ze- 
manian are considered in the aid of Laplace transformation. The mixed problem redu- 

• oe into strip conjugation problem. The criterions of solvability are obtained.
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Ю. А. КУТОЯНЦ. Ф. ЛИЗЕ

МИНИМАКСНЫЕ ГРАНИЦЫ В ЗАДАЧЕ ОЦЕНКИ 
ИНТЕНСИВНОСТИ ПРОСТРАНСТВЕННОГО ПРОЦЕССА

ПУАССОНА

Введение

В настоящей работе рассматривается задача непараметрического 
оценивания интенсивности (меры) Л(-) неоднородного пуассоновского 
процесса . эялээжонкГоп ионнэьинвбао в оаоннв^ве R**.  Без существен
ных ограничений можно считать это множество кубом [0, 1] Предпо
лагается, что задана последовательность независимых реализаций этого 
процесса.

В теореме 1 приводится асимптотическое разложение риска в слу

чае. когда в качестве оценки Л (•) взято арифметическое среднее Ап (■) 
При построении асимптотической минимаксной границы мы восполь
зуемся общей теорией построения асимптотически минимаксных границ 
развитой в работах Л. Ле Кама [4], В. Миллара [7], Я. Гаека [8]. 
Для того, чтобы воспользоваться этой теорией в теореме 2 доказывается 
сходимость экспериментов, отвечающих исходной задаче, к гауссовскому 
эксперименту со сдвигом и далее непоредственно применяем теорему 
Ле-Кама-Миллара. Доказательство достижимости этой границы оценкой 

Ап опирается на соответствующую функциональную предельную тео
рему в пространстве непрерывных на [0, 1]11 функций.

2. Обозначения и результаты

Пусть [0, 1]^ будет «/-мерный куб, Zd—я-алгебра борелевских 
множеств в [0, 1])**  и М— множество всех мер <р (-), заданных на- ((0, 1 )*  
Д<) со значениями на множестве |0, Обозначим Я)? наимень
шую а-алгебру подмножеств М такую, что все отображения <р-»<р (5), 

измеримы. Пусть задана конечная мера Л на ([0, 1]*,  £л). На
зовем Ф-пуассоновким процессом интенсивности Л, если Ф является, 
•Случайной величиной, определенной на некотором вероятностным 
■пространстве (2, Г, Р) принимающей значения в («1/, ЭХ) и выполне
ны условия:

А) Для любого В случайная величина А'в(ф) = ф(й) имеет 
пуассоновское распределение с параметром Л (В).

Б) Для любых непересекающихся множеств В։;...։ Вп. В) £ Хл случай
ные величины Хвп независимы.

Считаем заданной последовательность Ф։, Ф2,... независимых про
цессов Пуассона интенсивности Л. Требуетя по п наблюдениям Ф1.....
Фп оценить меру Д и описать свойства оценок при п—*-оо.
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В качестве оценки возьмем среднее арифметическое 

ая(В) = — £ ф^В), в^гл.
п С1

Из закона больших чисел сразу получаем состоятельность- при п-»-оо

ЛЛ (В) - Л. (В) 

для каждого фиксированного В £ 7.л. Положим

£- (О = А, ([0, #]), 

ь (0 = А ([о, *])•

• к'сонл) ]-Ь+*(п-"։)-
3 п

Пусть заданы конечная мера р (•) на ([0, 1]*,  и неотрица

тельная функция р (•) на R. Определим ри к оценки £„ по формуле

Л = -£(Г))|»(Л). (1)

Если р (х) = х3, тогда /?я может быть явно вычислен. Так как 

£Л (I) имеет пуассоновское распределение с параметром £ ({) непо
средственно вычисляются

££«(/) = £(/),

£(£я (О-£ (О)1 =” — £(«).п

Откуда получаем

£ У (£»(#)-£ (0)’ НЛ)==-^֊ [£ (О и (^). (2)

Для формулировки следующей теоремы введем обозначение

С/ = — V .

0>1

Теорема 1. Пусть р является г +1 раз непрерывно диф
ференцируемой функцией и

|р(гК,(х)1< *£/?,

где Сир некоторые положительные постоянные. Тогда Яп в (1) 
допускает представление

г I р<(МО) л й-=₽(0,+1?1։?11Ъгс-’-
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Вывод минимаксной нижней границы на риск произвольной оценки 
опирается на минимаксную теорию принятия решений Гаека-Ле Ка
ма-Миллара.

Обозначим пространство Скорохода действительных функций
иа [0, 1]" непрерывных справа и имеющих пределы слева. Понятия 
«справа» и «слева» здесь связаны с полуупорядоченностью точек в кубе. 
Пусть Са = Эа обозначает подпространство всех непрерывных функ
ций на [0, 1]*  и обозначает а-алгебру борелевских множеств на

(см. [2]). Вместо оценки меры Л Мы будем оценивать ее функцию 
распределения £. В соответствии с общей теорией решений допускается 
также и стохастическое оценивание. Такая оценка задается стохасти
ческим ядром

6:(Л/", ЗГ) -> (Drf, £><,).

т е. функцией на М' X Dd, которая является измеримой функцией на 
М" по своей первой переменной и вероятностной мерой на Da — но 
второй.

Для X ( Dd положим

jx|=_sup |х(0|.
/epTil"

Фиксируем Л0-меру интенсивности наблюдаемого пуассоновского 
процесса и положим £0 (О — Лв ((Р> 1])- Введем еще ЧГЯ = (Ф,,- ■ Ф„) 
и Рд, п-кратную продакт-меру. Риск, отвечающий решающей функции 
Ь, определим по формуле

х - Д>)1) b (v„, dx) Pl. (^я),

где ё(-)—некоторая неотрицательная неубывающая функция на [0. оо].
Обозначим (Ао) —гильбертово пространство квадратично инте

грируемых на [0, 1]*  с мерой Ло функций и положим для (Ло).

ел) (#,

где (/„•••, td) = t.

J Л (s) ло (ds), 

I0./1

Нижняя граница, которую мы собираемся ввести, должна быть 
равномерной по окрестности истинного значения, поэтому мы вводим 
окрестность

U= (£.*  : Lk = Lo (th)n 1/2, 
если |Л| < л1'2 и Lh = Lo, если JA|| > А1/2}. 

Положим также

Лд (В) =
Лов -f- п 1/2 | hdAa, если |Л| <^V~n 

₽
Ло (В), если JAJ > V п.
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Далее введем

Нт = |А:А££։(Л0), JAj < /т;
ОС 

Л/в = U Нт. 
т -1

Заметим, что Нх плотно в Lt (Ло).
Предположим теперь, что мера Ао непрерывна, т. е. Ло((ф=О 

для любого t £ [0, l]d. Тогда существует непрерывное с вероятностью 
1 гауссовское поле ^(t), f € [0, l]d такое, что , IF(O) = 0, EW(t) 0, 
EW (О IF(5) =£0 (5Af), где 5A# обозначает покоординатный минимум 
векторов S и /. Доказательство существования такого поля имеется 
В [21.

Пусть [5, t)—прямоугольник. Обозначим Д'й7 обычный разно
стный оператор.

Нетрудно, проверить, что для любой совокупности непересекаю- 
щихся прямоугольников [5р G,) --, [5Я, tn) случайные величины 

Д* я независимы. Обозначим Ро—распределение W. Эта ме

ра определена на «-алгебре борелевских множеств пространства Cd.
Теорема 2. Если Ло— непрерывная конечная мера на ([0, 1J)7, 

•Од) и g {•) —неубывающая непрерывная функция на [0, оо], причем

j g (И) Л (rfx) <’-ос, (4)

то

lim lim inf sup I g J (n (x — £л)Р). 
m—<n я-.«с b J J

■b(4n. dx) P\(dV„) > p (Й) Pb (dx) < co.

Покажем также, что при некоторых дополнительных предположе
ниях на &(•) оценка

2»(о “ — s ф/ ([о, /])
П 1-,

оказывается оптимальной в следующем смысле: её риск достигает ниж
ней границы, приведенной в теореме 2. Такие оценки назовем локально 
аснмптитически минимаксными (ЛАМ).

Предположим теперь, что неубывающая на Я(') функция удовлет
воряет неравенству.

с некоторыми постоянными с

g (х) < се 1,х,

при всех х £ [0, оо).

(5)

Теорема 3. Если Л#— непрерывная конечная мера и выполнено 

{5), тогда оценка Ln — ЛАМ։
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11т Пт $ир | Я —
т-® и-® *6«т  У

= |\(И) ЛОМ =
Замечание. В частном случае (^—1) теоремы 2 и 3 доказаны в 

■[1], где рассмотрен периодический процесс Пуассона на [О, Т] и Т—+-оо. 
Так как приращения процесса Пуассона на непересекающихся периодах 
независимы, то рассмотренная там схема наблюдений практически сов
падает с нашей.

Доказательство теоремы 1. Сначала напомним некоторые 
элементарные факты из теории вероятностей. Пусть случайная величина 
X имеет г моментов. Положим р, ~ МХ' и обозначим А';7-тын куму
лянт Тогда

»=1 <?! 6-г- ' ,։‘» ' ՛ /’"՝
Г,>1

Если У имеет пуассоновское распределение и Х=У—ЕУ, тогда для 
тг—ЕХг имеет место

_ VI V г՜
' ль 1д֊г л։»— *»։

где >.=ЕУ. Представление (6) следует из того, что первый куммулянт 
X равен ЕХ=0։ а все стальные кумулянты равны X.

В сделанных предположениях

Р« = 2 V р'° <°> + Р"+и <е*> ’ I =0 п И + 1)1

где б £ (0, 1). С помощью (6) и того факта, что п.1.п (0 имеет пуассо 
невское распределение с параметром пЕ (#) получаем

■ £р-^£ (’(£„«) -£(0)'р(Л)=
/-1 н

/=1 <,-1 | յ 1 И п

Положим 2п (/) = (/) — Е (<), тогда

е |'гГ։(^рГгИ)(б£-(О)р(л) <

<(]£2л':"н’(0 р(Л))1,20 £^р(г+։)(02я(Оу^(^)у2.

Из (6) следует, что первый сомножитель последнего выражения имеет 
порядок 0 (п ' 2), для оценки второго воспользуемся неравенством

(Р(г (65))2
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Так как л/-„ (О—пуассоновская случайная величина, имеем равенство

Е exp (aZn (/)) = exp j nL (f) (e°'" — 1 - —I
I \ n / J

и миетим, что найдется такая постоянная С (а), что

Следовательно,

sup Е (р(,т1> (6,z, (I))*  С С։ sup
Я.Г61О. i|rf /е(о. i|d

(exp [£(/) C(2₽)J 4֊ exp [A (/) C(-2fO] - =o,
что завершает доказательство.

Доказательство теоремы 2. Ограниченный линейный оператор т 
^։(Ло) является компактным, т е. образ ограниченного множества

***
инляется относительным компактом в С^. Если Р —стандартная ци

линдрическая гауссовская мера на ^(Ло), то —аддитивная
функция множеств на борелевской а-алгебре Са. При этом отображе
нии Ро является распределением винеревского поля со свойствами.

»'(О) = О, V? (5) = Д0(*Л$).

Для произвольной системы непересекаюацихся прямоугольников 
[а/, Ь/) -< [О, и действительных чисел введем ступенчатую 
функцию

/(0 = Е А-,. *,]«), (7>
/=1

где /л (0 индикатор события £ Л|, и положим

\fdW~Z ^а. 
С 1-1

Ясно, что

Е О

И

для любых функций (, § вида (7).
Так как множество ступенчатых функций плотно в Ег (Ло) мы мо

жем оператор изометрии продолжить яа все £։ (Л9) и

определить для любой /^£,(Л0) интервал

[ /с/1Р = и (/).

4 26
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Пусть (Ло) и борелевское множество Вс.Са, Положим 
Р„ (В) = Ро (В-чЬ).

Хорошо известно (см., например, [5]), что Рь^Ро и

(х) = ехр (х)---- —- Гая (х)о по! •
</Р0 I 2 ֊> 1

где Ьк(х) обозначает введенный выше стохастический интеграл /и/х от՜ 
носительно канонического винеровского поля ■*(/),*  определенного на 
(С</, ал Ро). Следовательно Е = Ри) является гауссовским
экспериментом со сдвигом в смысле [7].

Рассмотрим последовательность экспериментов

Еп = (Мл, Жп, Р\).

Так как Рл < Ро, то при п > т и |А| < т можно записать [5]
с/РАк ( Г ( А \(Ф) = ехр { ] Ц14-у=֊,)</Ф- 

-Лл([0, 1)") + Ло([О, l]d)|

и следовательно 
dPn (я р / l \
֊֊ Фя) = ехр^2 1п(1 + —— ) </Ф,-
а“л։ I/—1 J \ ГП/

— V п I А — ДлД = ехр I L У I А (</Ф/ — </Л0) —
j j I у п

֊4—£ I ауф/ + ря(А)1.
2 п i=i J J

где
Л.(А)==2 СЛпЛ-ь Л \ _ А +1 

\ у п / У п 2 п /

Положим £я (А) In dPijdP'ii,. Для доказательства сходимости 
конечномерных распределений процесса (£л (A))A6He, к гауссовскому 
закону воспользуемся приемом Крамера—Волда и докажем асимпто-

Г
тическую нормальность суммы £ tj £„ (Лу) для любых наборов t, R, 

/—1
А/6^».

Имеет место равенство

tjL„ (fi!) т= £ J £ tj h] (с/Ф/ — </Л0) —

[а^Ф/Ч- £ tjRnihjY.
2 /=։ п i _1 J y“i

Первый член асимптотически нормален со средним 0 и дисперсией
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2
I rfA0.

Второй член по усиленному закону больших чисел сходится с ве
роятностью 1 к

Из формулы Тейлора следует существование такой С(е), е>—1,. 
что для Х>В

In (J I x) - x + <С(.)|х|з.

Выберем Ло таким, что

и положим «п= — max лв ։/2|А;|. Тогда для л лв

inA + _А2__^ +2 *5  
\ V Л / V п 2л

<С(в0)^

и при л -*  оо

=֊ £ 101 с (.о) |Ау|«<М.-0, 
Л /=« J

Следовательно распределение 1/ (А/) сходится к распределению
/-։

гауссовской случайной величины 1п с параметрами

2

Таким образом, мы доказали сходимость экспериментов Еп = 
= (АГ* , 2R", Рдд. А£//ю) к эксперименту £”(0^, ad, Ph, h^H^) в- 
в смысле Ле Кама-

Введем отображение Т‘. Dj —* Dj по правилу Г(х) = Гп(х-Д>). 
Тогда

Jр(|х'֊ *А1)  ь (Ч-П, dx) р\ (dva) =

|х'- ХА|) Ь (Ти, dx')

где Ь (Тя, А) - Ь (Фл, Г“։ (Л)). Так как множество всех решений Ь 

и Ь совпадают, покупаем
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lim inf sup i | g (| V n (r — £*)|)  A (’F՞» *A (dW„) 
ь лея.J J

= lim inf sup С I g (jx — 'A|) b' (‘Fn, dx) Pf.h (dV,-,) >.
ь J J

>-lim inf sup | (*  g (|x — "AJ) b' (V,,, dx) P\h (dWn), 
J J

где b':(M", 3R")=b-(Cd, «^-решающая функция co значенилми (Crf, ։d).
К правой части последнего неравенства применим минимаксную 

теорему Л. Ле Кама (см. также [7]. теорема 3.1.1) и получим, что она 
не превышает величины

inf sup G (а, А), 
о леят

где
а : (С<*,  ։<*)  =>- (С</, ®d) и G (а, А) =-

= J J g < |х — тА|) а (у, dx) Ph (dy).

Следовательно ՛ ’

litn lim inf sup С I g (| V n (x — £A)|),
n-»oo я —e b Х(:Нт J J

b (Ч7«, dx) P* h (d^n) > lim inf sup G (a, A) =s 
m-Ю a h£Hm

— sup inf sup G (a, h). 
m a h£Hm

Для любых e Q и а существует m (а, в) такое, что

sup G (a, A) < sup G (a. h) + e.
*€«<» Л6Ят(а,«)

Следовательно ’
-а» •

inf sup G (a, A) ■֊< inf sup G (a, A) + e <
a hfzlito a htHn (я, r)

< sup inf sup G (a, A) 4֊ e.
/ и htff.

Так как это верно для любого е>0, то

inf sup G (a, A) = sup inf sup G (a, A).
<* ЛЕН _ ma ЛЕНда

Пусть А. Ая £ Аа (Ло) —произвольная последовательность такая, что

j (Ая — A)’ rfA0-> 0.

Положим

?.« = -—*!Ы.
ог'л

Тогда рга֊*1  по вероятности относительно Рь. Из непрерывности Я( ) 
и леммы Фату получаем
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lim | J il (|x — "Ал!) a (у, dx) Pkn (dy) =

“ tim f I S ( c * ։/։« I) a (У> dx) P" (tf) (dy)

> J J g (k — -Al) « (y, dx) fh (dy).

'Следовательно
inf sup G(a, A) = inf sup G (a, A), 
u Л£Ъ „ а Л (4,(At)

Осталось заметить, что (Cj, А։(Л0), т) — абстрактное винеров
ское пространство h(Pn), А^Л։(/.О)—гауссовское семейство со сдви 
гом, поэтому см. [7], теорема 2)

inf sup G{a, А) = I и(|х|)Р0 {dx), 
а ЛСД, (Л.) „I

что завершает доказательство теоремы 2.
Для доказательства теоремы 3 нам понадобятся три леммы, кото

рые мы сейчас приведем.
Пусть Ф1,..., Фп независимые пуассоновские процессы на [0, 1]d 

с мерой интенсивности А. Для прямоугольника Q s [0, l]d обозначим 
Rq систему всех прямоугольников S £ Q. Доказательство следующей 
леммы следует из доказательства теоремы 1.1 работы Руймгарта и 
Велнера [9], (см. также доказательство теоремы 1.1 работы Айнмала 
и Руймгарта [3]).

Лемма 1. Для любого х>0.

Р | sup |/п (ЛА (S) - Л (S)| > л( <
SCRq

^д+з ( ЗХ’/»։» I< ~ ехр (-------------------I.I 96A(Q)n +8Х J

Два прямоугольника '(я, А], (с, d] назовем соседними, если bi=cl 
хотя бы при одном ։, где А< и с t—координаты векторов Ъ и с соответ
ственно. Обозначим Во множество тех функций из Вд, которые равны 
нулю на нижней границе, т. е.

B0=={x:x£Dd, х(5։,---, 5/֊1, 0, 5д) = 0
<1, i = !,•••, </}.

Следующий критерий плотности семейства распределений на (Од, Dj 
принадлежит В. Бикелу и Вихуре [2].

Лемма 2. Пусть на (D</, Dd) задано семейство распределе
ний {P-f, 7 £ Г) и

Л(В0)-1,

для любого 7 £ Г. Если на ([0, 1р*ад)  существует конечная мера р с 
p(|Sj) =0 для каждого S£[0, l]d и найдутся такие и ?։>0, что



238 Ю. А. Кутоянц, <Р. Анзе

Р«({хф‘х|Л|Д?х;>л))<Л ’>((<։. 6] и (с, </]Л (8)

для любых двух соседних прямоугольников (а, Л| и (с, </| и любого 
>-2>0, то семейство мер (Р.-,, 7 € Г) плотно.

Лемма 3. Пусть О, Р„,п - {1, 2. ֊ •.) 9 € О распределения 
на (0<у, такие, что конечномерные распределения Рп.г сходят
ся равномерно на В к соответствующим распределениям О в 
смысле [10]. Если семейство (Рп,г, 9 6©)» п==1,2, •••, плотно, то 
для каждой ограниченной О—п. н. непрерывной функции / на О,/

Нт Г/(х) Ря.։(</х) = |/(х)У(</х) 
л՜*"  и

равномерно по 0 £ 0.
Доказательство. Если существует последовательность 9 я (: © 

такая, что

Нт аир I /(х)Р„, »я (</х) (/(х)<2(</х) >0,
Л-* ‘>О I *)

тогда найдется последовательность п(г), Г--1, 2,..., такая, что Рп(р>

6п(г) слабо сходится к некоторой мере <2- Покажем, что 0= (^. Пусть 
#(•)—произвольная непрерывная ограниченная функция на R/ и поло

жим #(х) ■= (# (х (/։), х (//)■ Тогда из равномерной сходимости ко
нечномерных распределений получаем 

Следовательно

л (г) , 9 л (0) —»

а из сходимости Р„ (г), вп (п => С} получаем

У Я с1Р” (г) 8Я (Г) -► у «У (?.

Таким образом, <2>= <2 при всех Ц,--, , 1֊1, 2, • ••, следовательно

<2 = <2 в силу произвольности g.
Доказательство теоремы 3. Пусть Ф։.....  Фп—процессы

Пуассона интенсивности Лл, 1г Положим

^(0- —2 Ф/([0, #]),
П 1=1

и обозначим Р„, А распределение /п (£л (г) — £л (0)- Обозначим Р*  рас
пределение винеровского поля 1Г(<) с 1Г(0)-0, Е1Р(/)=0։ Е1Г(5)1Г(0= 
= ЛА([0, 5Лф и докажем сходимость конечномерных распределений.

Пусть 6€[О, 1]*.  Тогда
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Л.лЛх: £ х(М։>нП<£Ря,А()х:х(М’>^)

<Х/’('(֊17-Гф-<[0. 'Л֊^('Р)У>у)<֊ ££»(',)•
"։ ՝ х V п )֊л // I / Н ։-1

где мы воспользовались неравенством Чебышева. Следовательно первое 
из условий теоремы 7 (стр. 480) в [10] выполнено. Для проверки вто
рого условия достаточно убедиться в равномерной сходимости характе
ристической функции случайной величины

,-7-еУ я 1-1 ?

где /— произвольная ограниченная измеримая функция к ехр
( 1г Г ՛!)----------- I Л^Ал} • Так как
12 3 I

Г №. - </лА)У = [ /։</лА + 3 ( у р</л„у <

ч |՞ /։(1 4- г ™</Л0 + 3(/’(1 ч-

Имеем

Sun Е ( I / (с/Ф/ — </ЛА) < оо. 
\? /

Следовательно условие Линдеберга (см. (6) на стр. 484 в [10]) вы
полнено равномерно по Н т. Это обеспечивает равномерную сходи
мость характеристических функций.

Докажем плотность семейства (Рн, л» Нт), п — 1, 2,*--.  Для

этого воспользуемся леммой 2. Положим 1Г,(<) = / я (Ел (<) — Ел (/))• 
Для непересекакнцихся (а։, 6։] и (а։. 6։] случайные величины Дя‘ Ч^я 
я До, Кп независимые. Если прямоугольники (а, Ь] и (в, 4] соседние, то

А — (а, 6] П (с, </] =И= 0,
низ непрерывности ЛА имеем ЛА(Л) = 0, откуда следует Ф/(Л) = 0 
п. н. Это обеспечивает независимость также и для соседних прямо
угольников. Следовательно

•Р(1 До «I л |А? 1ГЯ!|> л) < -1 Е (Ььа 1Глу Е(^с 1РА)։ =

= 4Л* 4)<֊ л" ((а, 6) и (с. <И)<
/.я х։

<<1+.У^А2((а, 6]□ (с,

если К£Нт. Принадлежность вытекает из того, что если хо
тя бы одно значение // и <=(<,,--•, 6») равно нулю, то Лл((0, /]) = 0 
и следовательно 1Гя(/) = 0. Таким образом, плотность установлена.
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Для завершения доказательства ’теоремы 3 нам согласно лемме 1 
осталось показать

Иш зир I £(| 
Ал. Л, Ы 

где Л,.А, н = ||?(1И7Л|)> М\. По условию (5) 

g(ll^l)^՞л < С | ехр |епЦМ </Р2„

I 1 / Л/\ 1|1ГЛ1> —( 1п--) .
( е։ \ с / I

Заметим- что

бцр |(/ п (Ал (5) - ЛА (5)/ || 1Г„||
[о, л*»

И 
3>.» п'п_______ 3 ,

9бХЛя([0, 1Ю4-8Л ' 104

для I. (1 4֊ /п)Ло([О, 1]*).  Обозначим х = ехр [е#||1ГА}|. Тогда

] хРж (</*) = Л/Р(х > /V) 4- Г Рх ([/, со)) Л. 

1ЛС -I Л'

Следовательно по лемме 1 и соотношениям (11), (12) в случае

1 лт _
— 1п — >(1֊Ь )/т)Ло([О, 1]*)  имеем 
с0 с

1՜ ехр КЦ1М 4Рллл<^ехр{е^1М>—)-Т- 

{ЯВгя|>^(1п2У))

4- [ р/ехр(е0|1Гп|)> — )<«<^хр |------ — •
и I с I I Ю4е„

(9)

(Ю)

(11)

(12)

В силу 8о< 104 правая часть неравенства стремится к нулю при М-+оо, 

что и доказывает (9).
Ереванский государственный университет

Технический университет г. Ростока, ФРГ Поступила 1. Ш. 1990
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3. Ա. Կուաոյանց, Ֆ. Լիզն. Մինիմաքս uiuHJuiljübrp Պաասոն|ւ տարածական պրոցեսի ինտեն- 
սիւ]ությաՇ ցնանատման խնցրում (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է թմ ~ի սահմանափակ ենթաբազմության վբա տրվաե, ոլ 
համասեո պուասոնյան պրոցեսի .4 ինտենսիվության լափի ոչ պարամետրիկ գնահատականը)

Yu. A. KUTOJANZ, F. LIESE. Minimax bounde in the problem of estimation of the 
epetial Poleeon process inf entity (summary)

The paper considers a nonparametie estimate of the intensity measure of a nonho- 
mogenous Poisson process on a hounded set in /?“*•
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УДК 517.95

Г. С. АКОПЯН, Р. Л. ШАХБАГЯН

О ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА ПОЛУГРУПП, ПОРОЖДЕННЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫМИ ПАРАБОЛИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

1°. Одной из важнейших проблем теории дифференциальных урав
нений с частными производными вида

^ = Л(м), />0, (1).

для которого корректно поставлена задача с начальным условием 

ы1/=о=и0(х), . (2).

является изучение поведения их траекторий и(С х) при /->оо.
Оказалось, что эта задача связана с существованием многообразий, 

называемых аттракторами, обладающих следующими свойствами: притя
жения траекторий «(/, х) и инвариантности относительно полугруппы 
-5,), порожденной задачей (1), (2).

В работах [1], [2] установлено, что структура аттракторов полу
групп, обладающих глобальной функцией Ляпунова, можно явно опи
сать с помощью неустойчивых инвариантных многообразий, проходящих 
через неподвижные точки полугрупп 1-5,1.

В указанных выше работах [1], [2] А. В. Бабиным и М. И. Виши- 
ком для некоторых модельных эволюционных уравнений второго поряд
ка была конструктивно построена функция Ляпунова и описана струк
тура аттракторов полугрупп, порожденных этими задачами.

Настоящая работа посвящена доказательству существования функ
ции Ляпунова для некоторого класса нелинейных параболических урав
нений высокого порядка и описанию с её помощью аттракторов полу
групп, порожденных рассматриваемым классом операторов.

2°. Введем необходимые для дальнейшего обозначения, определения 
и некоторые известные факты (см. [1]—[3]).

Пусть X—банахово пространство с нормой М-
Определение 1. Семейство операторов {-5/, 0}, действующих,

в пространстве X
5/: Л՜-X, у/> 0, 

называется полугруппой, если композиция 

5։о 5-= у Л т>0,
50= /.

где I—единичный оператор.
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Определение 2. ([1]). Пусть {$։, 1^-0}—полугруппа опера
торов 5«, действующих в X. Ограниченное, замкнутое в X, множество 
2Х называется максимальным аттрактором полугруппы {5/}, если 

1) для любого ограниченного множества ВсгХ.

Вт сйэЦЗ/В, 30?) =0 (условие притяжения), 

где (/■, О) —зир ։п( 
/б> «о

2) 5/Зй Е 3? для любого />0 (условие инвариантности). 
Имеет место следующая

Теорема А. ([1]). Пусть полугруппа {5/, /^-0), Х—*֊Х удов
летворяет следующим условиям-

а) полугруппа {>$«, ^^-0} равномерно ограничена, то есть для лю
бого /?>0 существует постоянная С՝(К) такая, что

[5/ м| < С (R), при |и| R и у/^>0;

б) существует компактное в X поглащающее множество Ва, то есть 
.для любого ограниченного множества ВсХ существует такое Т^>0, 
что при 1>Т, 5(Вс^Вй

с) операторы 5/ ‘ X-+X непрерывны при /О>0.
Тогда у полугруппы {•$(, 0} имеется компактный максимальный

аттрактор.
Для любого мультииндекса а= (<։,,•••, ая) положим

й* = £>Г' • • • О'„п, где £>/ = (։ = 1, 2, • • •, п).
0X1

Пространство £.р(0, Т; й^™(2)), по определению,—банахово про- 
• страиство функций и(х, /) : (0, Т) -»֊ ($) с нормой

т

III“(*» о ։«, Р = । !“(•։» 01«, ₽ .
о

։где 
(г \ Чр|/а’и|₽</х) ,Р>2. 

|а|<т J /У
Круглыми скобками (,) будем обозначать скалярное произведение 

в ^(й).
Пространство 4ОС(0, со; (2)) = |и (к, 1); для любого Т^> 0, 

и(х, 0€Ьр(0, Г; В7(2))1-
Пусть О—ограниченная область в R՞ с достаточно гладкой гра

ницей Г = <Э2.
В цилиндре 0=(0, оо)Х2 рассмотрим следующую начально

краевую задачу:

^ + £(И)֊^+ X (—1)|а|Р“(Аа (х, /)ти))==0, (х, 0 € Q> (3) 
01 (К |а| <т

и(х, 0) = и0(х), (4)
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Р“ и!!!«= 0, |®| < m — 1, S = (0» *) X Г, (5)

где а, у, ш— мультииндексы, функции Л« (х, Ц) нелинейны и зависят, 
вообще говоря, от всех «т с |у! < т.

Предполагается, что
1) функции Л, (х, ;т) определены для х£й и всех Ет, непрерыв 

ны по х и ։7 и удовлетворяют неравенству
|Л.(х, ч)|</Г1(1+2 ։мр_]). р>2- (6)՝

iTi-m

2) Условие эллиптичности: для любой функции и(х, tfeLp (0, со), 

IF" (2)) справедливо неравенство

U (Л„(х, £>Tu). D'u)>aolu(x, - к (/)> (7)-
|«|<<«

где a0 = const>0, £ (f) — непрерывная и ограниченная на [0, сс) 
функция.

3) Условие сильной эллиптичности՛, для любого 7'>>0 и любых 
п(х, Z)e4OC(0, ТО) и и(х, 0€4ОО(0, эо; W? (2))> таких, что 

и (х, t) — v (х, t £ L՝pc (О, о»; Wp (2)), имеет место неравенство
т

£ Г С(Л.(х, О1 и)— Л« (х, — v)dxdt՝^f-
|«|<m J J О U

Г

— vtf,,pdt, (8)
о

где a։ = const ^>0.
4) для любых вещественных тц, rtj, X£Q

Л
£ £ Л։>(х, Ет) > 0; (9)

1<4<т I. j~l

где

Л։3(.Г, Ет) = ^4Х’ ч
5) имеет место оценка

р^£л. (х, М1<К(1+ X ктГ’-1₽|), (10)
|Т|</п

для любых а, р, 8, |8|<2, |а| < т, j0| C/n, к = const.
В работе [3] доказана следующая
Теорема Б. Пусть оператор L удовлетворяет условиям 1)— 5), 

тогда полугруппа St, порожденная задачей (3)—(5), обладает аттрак
тором, компактным в ^s(Q).

Определение 3. Пусть {֊$«}—полугруппа операторов St: Х-*-Х.. 
Точка z £ X называется неподвижной точкой полугруппы {S,. f>0)„ 
если Stz=*>z для любого f>0.
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Определение 4. Пусть z 6 X—неподвижная точка полугруппы 
{•$։> 7</0}. Неустойчивым инвариантным многообразием, выходящим из 
точки z, называется множество M(z) точек и £ X обладающих следую
щим свойством: существует в X такая непрерывная кривая "('),— °°<С 

t < оо, что

1) и(0) = и,

2) Я/u(-)=-и(/ + -), v-^R1.
3) u(')-»2 при -- — о՞.

Определение 5. Пусть Хс. Y слабо инвариантное множество 
полугруппы { St}: StX^X, Непрерывный на X функционал
Ф, Ф : X — R1, называется функцией Ляпунова полугруппы {3/} на мно
жестве X, если выполнены следующие условия:

1) для любого a(Z функция Ф(5/и) переменной t убывает по t 
при t^O;

2) если Ф (St и) = Ф (Stu) при некотором t^>9, то Stu является 
неподвижной точкой полугруппы {5/}.

Приведем, наконец, теорему о структуре аттракторов (см. [1], 
теоремы 10.1, 10.2), на которую будем существенно опираться при до
казательстве основного результата настоящей работы. г

Теорема В. Пусть полугруппа {St} обладает компактным макси
мальным аттрактором ЯХ, и {St} на множестве ЯК обладает функцией 
Ляпунова Ф. Предполагается, что множество А неподвижных точек 
{5։} конечно, и, кроме того, для любого и £ ЯХ функция O(StU) не
прерывно зависит от t в X. Тогда

ЯХ - U М(г),
•-ел

где M(z)—неустойчивое инвариантное многообразие, выходящее из
точки Z.

3°.Пусть оператор L, участвующий в уравнении (3), удовлетворяет 
1)—5). Кроме того, предполагается, что выполнено.

6) Условие типа эллиптичности: для любого и(- <'п + 1>(2)

2 S —։(Л.(х, ^u))-^T1(D*u)Jx>0. (11>
1~1 ՛«!«.« J Oxi Oxi

а

Имеет место следующая
Теорема 1. Если оператор L удовлетворяет условиям 7)—6), а 

решение задачи (3)—(5) и(х, /)£2.£оо(0, »); (Г? <m+n(2)), mo семей֊ 
ство операторов {St, f^>0}, порожденное задачей (3) —(5), отобра- 

жает множества, ограниченные в Wo (Й)), в ограниченные множе

ства пространства (й) и, стало быть, компактные в- 
ЙТ(2).

Доказательство. Пусть Т>0 фиксировано, a Uo= {u£ Wo (2)^ 

М} — произвольное ограниченное множество в W” (2)-
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л ^2 (т 4-1) у
Умножив уравнение (3) на fs £ JLaim+t) и проинтегрировав по х, 

। = 1 их1
получим

« Г ։<?и о’а‘тЬ1,м
& J' dt dxVm>"

■J

dx +֊

. p <4 2im4 1)„
+ £ 1] (-1)1" l*D° (A-.(x, £>M) 2,л, H) dx = 0.

1 = 1 f։|<a։ J 0X1

п

-1

Интегрируя последнее тождество по частям, придем к следующему 
■ соотношению:

Г д /д^п+^и\ дт*'и , ,
Г’^7 ( я "И֊1" ) А |В+1 '*х + 

3 д1 \ дх[ / 0x1
2

+ £ £, ] ^Т“))֊^г(^“)^«0. (12)

Теперь производя в (12) интегрирование по t £ [О, Т] и проведя не
сложные выкладки- получим

Г Г , д /дтНли\ дт+'и .J J д։\дхТ+л) дхГ1 

• 2

Л Г С д* 4-1 , 4-1
+ S s ^(О-^ЛЛ-О,

1=1 |>! <1J J Oxi 0X1
О 2

•откуда

« f С Л"+։ /?"«+։
+ S S т-^тт(л-(у. D1 и)) f (Da a) dxdt^o, 

|>| <» J J Oxi Oxiо s
■следовательно

т
„ " „ (* г дт+1 Ап +1“ -5. J J'' ~д^՜(Л- <-• °' “> <°՜ «> *<«•

• 2

.Имеем

p|u(x, 7’)g,+i.։<2r|in(x, /)|ii;։,2-
~2?. L?j7'։7?Fr<A<x’ (И)

о о
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так как
а0|||и(х, 0 |-+1,з <С|и0(хХ (14)

([3], неравенство (31)), то из условия (11), неравенств (13), (14) 
заключаем, что

Ци(х, ту.т 1.2 ~<С, т. e. |5/anfc.1-1, ։ < С.

Теорема 1 доказана.
Из теорем Б и 1 следует

Теорема 1*. Пусть оператор L удовлетворяет условиям 1)—6), 
тогда полугруппа {>$(}, порожденная задачей (3)—(5), обладает аттрак
тором. компактным в U^T(^).

4°. В пространстве (2) рассмотрим следующий функционал:

Ф(и) = 2 f/4.(x, Di^D'udx. (15)
1«1 <« J 2 

где функции А,(х, ?т) удовлетворяют условиям 1)—6). 
Проверим непрерывность функционала Ф на SR.

Пусть Uj(r), м, (х) £ 2R с (2), Тогда

Ф (П|) — Ф(и։)= J] f [Лв(х, О'ux)D'щ— АЛ(х,. D1 а։) D* н2]</х,
|»1 <m J 

8 

отсюда
|Ф(н1)-Ф(н։)|< X [и«(х,04)04֊ A(x,04։)04։|rfx= 

|я| <т J 9
= £ f |.<4а (х, 04) 04 ֊ А„ X, 0J Иа) 0'Н] + AB('X, 0Т Uj)0T М։---

|а| J

--  Аа (х, D1 Uj) 0° Uji dx ■<

< 2 f|A(x, 04)-Л։(х, 04)|04frfx-4- 
|а| 2

+ j] Г 1Л,(х, 04'1104—0’н։|</х»= 

9

= £ [и.?(х, 04) 11041104-0^11 rfx + 
1»,| IPI <m 9

1Л« (x, 07 (u։)| |0’ «i — 0“ U], dx <

/ Г — / Г » a V/։< £ ( И«₽(х, 04)|։|04l4r) ( |0|1u1֊0(։u։|5rfx) 4֊

2 2
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' л / \՛։/։ / ** \*я4֊ у у ^|Л« (х, О' и։|։ «Ьс у ( 10’ и։ — О щ ’ <1х у , (16)

где и = •+■ (1 — 8) и։> 0^-8^ 1.
Используя условие 5) при Р = 2. ₽=1 для оценки первого слагаемого, 
а условие (6)—для второго слагаемого поседнего неравенства, поучим 

И.,(х, £>то>|<К(1+ Е |^'«Г * |?1) = ^ 
11*>т

И
РМ*. Рти,)| < А.', (1+ Е (ОТ^Г-')<К,(1 + £ |0ТИ,|).

!։.•*"։ И.1««

Следовател ьно

|Ф (и։) — Ф (и։)| К С, |а։։в ։ |и։ — и,|ж г +

+ 2 ( I £>ти։)|։</х) 1«!—“4 <(С։!"։’«, 2+С'։|п։|(|, ։)|В| о։5и .. 
1«! <т\ J /

а (17)
Поскольку И1, «2 £ ЗК то в силу теоремы 1*, они ограничены в (2). 
Отсюда и из оценки (17) вытекает что,

,Ф (и,) — Ф(и։| < С, |и, — и։||м 2.

Доказанное неравенство и означает непрерывность функционала Ф 
на Ж.

Предположим теперь, что для любых вьпцественных Е,, г/а

н.§к/в*(л’ <0։ (18>

-Легко видеть, что функционал Ф(и) дифференцируем в смысле Фреше, 
дифференциал Ф'(и) действует на V по формуле

<Ф'(и), о>= I Л«?(х, £>ти)О’и£>:о</х 4-

е
+ 2 [ [А (х, О'и) О* V 1х. (19)

|«| <О1 и а

-В самом деле

Ф(ы + о) — Ф (и) = < £ Г [Л, (х, О'и + О' V) (О° и + О\) - 
|«|<т о

-Л.(х, £>ти)Р’ц]</х =
- X (‘[Л.и, О'и + О'^-Аа(Х։ О'и)]О'и4х + 

|а| <т J
9

+ 2 [л. (х, О' и + О' у)О‘у<1х. (20)
Н<Ш и ՝ ՛
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Выделяя линейную часть в (20), получим (19). 
Следовательно

д1Ф(и(1, х)) = <Ф' (и(/, х)), щ (х, /)>-

=” У, С Л«з (х, О1 и) О'и ОЬ и։ <1х + 
|«1, 9

4- У С Аа(х, О1 и) О'и։ 4х— 
|«|<т .։

9

“У [ (*• “) п и‘ +
|«|, |Р|<Я •> 

9

+ у (-1)“' I £>։(А(х, 0?и)и/</х = 
К <т л

9

= У | >4։з(х. С' и) О' и О9 щ с1х — ( (— \ 4х. 

3 и
Из (18) следует, что ^Ф(и(х, 0)^0.

Таким образом, доказали, что для любого и 6 ЯК функция Ф(5/и) 
убывает на / при /^-0.

Предположим теперь, что при / = #0, Ф(и(х, /0)) “ Ф(и0), тогда

0 = Ф(и(х, /0))-Ф(п0) = р«(Ф(и(х, /)))Л = 

о

= I У I А,р (х, О1 и) О' и О? «г </х I Л — | I () е/хЛ. (21)
Л 1 I
0 3 0 2

Из (18) и (21) заключаем, что

О 3

Следовательно = 0, при /£|0, /0], т. е. £(и) = 0, при I £ [О, /0]. 
Л

Обозначим через я = и(0, х) = и0(*)- Так как £(и0) = £(и(0, х)) 
и ^^-=0, то г = ио(х) является решением задачи (3) — (5) и г. 
• О1

Таким образом, доказана следующая
Теорема 2. Функционал Ф(ы) является функцией Ляпунова по

лугруппы {5։}, порожденной задачей (3)—(5).

Межвузовский научный центр 
по прикладным проблемам математики ЕГУ |Поступила 9.Х. 1970

5—26
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Գ. Ս. ՀԱԿՈհՅԱՆ, Ռ. Լ. ՇԱՀԲԱՂՅԱՆ. Puirir կարցի ոյ 4ծային պարաթոլական հա,|աՕա֊ 
րոտերով »Տված կիսախմրերի կապրոնովս ֆորՇկցիայի մաօիէ (ամփոփում)

Հոգվածում ոսւումնաոիրվում է P-րձր кшРЧЬ> 4 4*“>է1* պտրարոլական հավասարում֊ 
ների համար հետևյալ եզրային խնգրով

^ + £(ս)տ^+ £ (-i)wD*H.(x,DTu)) = o, леа,/>օ
dt dt |«|<m
U(x, O) = uo(x) (♦)

D“ul։ = 0, Տ=(0,-օ)/օԶ
էնվսւծՀՏէ} կիսախմրերի կապունովփ ֆունկցիայի գոյության հարցը,

Ապացուցվում է, որ եթե Լ օպերատորը րավարարում է 1(-է) պայմաններին, ապա 
(• ) խնգրով ենվաէ [ Տ, ) կիսախմրերն ունեն Փք-ոլմ կոմպակտ ատտրակտոր, որի վրա 

որոշված

Փ(ս) = £ I A,(x, D'u^D'udx.
|a| « m J9

ֆունկցիոնալը հանդիսանում կ {Տ/ ) կիսախմբի կապոլնովի ֆունկցիալ

G. Տ. HAKOBIAN, R. L. SHMdBAOIAW. On the Lyapunov function of the eeml- 
groupe, geberated by nonlinear parabolic equation» of high order (summary)

For the semi-groups, generated by the boundary problem for nonlinear parabo
lic equations of high order, the existence of the .Lyapunov function is studied. It is 
proved that, if the equation satisfies to the certain conditions, then corresponding 
semi-groups have compact attractor and there exists the Lyaapunov function.
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Б. Л. ГОЛИНСКИЙ

ОБ ОДНОМ ПРЕДЕЛЬНОМ СООТНОШЕНИИ 
ДЛЯ МОДУЛЕЙ КРУГОВЫХ ПАРАМЕТРОВ 

ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Обозначим через

Ф»,Я(*)=*а, лХ"4----- ; *«, П > О, п = 0, 1, 2,- • •

многочлены, ортонормированные на единичной окружности относи
тельно распределения <fc(0), т. е.

2«

2к J 
и

где сг(0): неубывающая, ограниченная функция с бесчисленным множест
вом точек роста на [0, 2я], нормированная условием

а (0) = 0, а (0 — 0) =о(0).

Под круговыми параметрами (а®, л)о понимают комплексные числа

а,. л = 0,1,2,.-..
ха։ л 4 1

Известно, что |а®, я|<^1, п=0, 1,2, •••• Действительно, функция ХЛ(?) = 
= Ф«,п+1 (г)/Ф®, л+1 («). где Ф®, „(z) == ։p®,„ (zФ®. л (г) = 2л Ф®, я (1/г) 
регулярна в jz'C^l, так как все нули Ф®.п(г) лежат в |z|< 1. Посколь
ку /л (е'*)| = 1, то

1>֊л(0)| = |Ф®.я+1(0)' = |а®,л|<1.

Основная теорема настоящей статьи состоит в следующем: если 
</о(0) = О при 0 £ [0, a] U [2՜ — а, 2 г.] и 

2 «֊я
/в = j 'м(8) In o'(0) dO ^> — со, ).а(0) = sin -^-՜/ 

о
то

11 а гlim /а,, Л> = sin — > 
2

и
I- «•.« ( а \“т
нт------- — ( cos—I

n՜*“ x®, п+I \ . 2 /

1. Пусть Co—аналитическая замкнутая жорданова кривая длиной: 
I, ограничивающая в z плоскости С односзяную область G,|rfC| =•
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Лз—элемент кривой Со. Обозначим через 2=Ь(и>) конформное отобра
жение внешности кривой Со на внешность единичного круга Гош пло

скости, нормированное условием Л(зо) = оо, Имеем

г = Л («<) - сю 4֊ с0 4֊ с,®՜1 + •••; г^в, с>0, (1)

ы = Н(г)~ Ьг 4֊ Ьо 4՜ 4՜'' '5 А > О, с = Ь (V)

Если г € то будем считать г = С, ш = и. В соответствии с теоремой 
•Осгуда-Каратеодори функция г= А (ш) осуществляет взаимнооднозначное 
и непрерывное соответствие между единичной окружностью = 1 

;и границей области С '0О. Постоянная Св (1) называется трансфинит 
ным диаметром кривой Со.

На Гп:1то - Н V ֊- о1". ф<[0. 2«]-
После конформного отображения будем иметь

|</»| = 4$, (2)

•где т(ф)—некоторая ограниченная, неубывающая на отрезке [0, 2я] 
.функция; почти всюду (п. в.) на Со имеем

о' (з) (з) ,<Л| = т' дЪ = т' (ф) \Н' (С)| |Л| V (ф) \Н' (С)| Л, (3)

.откуда п. в. на [0. 2 т:]

х> (^ = ' ՛ С = А(»), и = е»!'. (4)
п (ч).

2. Известно (см. 1), что условие
2«

| 1п’-' (ф)</ф > — оо (5)

о

необходимо и достаточно для тото, чтобы можно был* построить 
аналитическую фракцию ^(ш), регулярную и не равную нулю в области 
|ш| >1 так, чтобы п. в. в [0 2л]

г'(ф)«=д11шв|£)(/ге'*)Г*. (6)

Эта функция дается формулой

£>(ш) = ехр( — Г 1пт'(ф)</ф), |ш >1, (7)
I 4 кш — е'* ] ՝ '

о 
:причем 

2»
£>(оо)==ехр(-±у 1пт'(ф)е/ф )• (8)

О
Положим

М*)-0[ЯЮ], *СС. (9)
Л(г)-аналитическая функция, регулярная и не равная нулю в области 
С, причем в силу (4) и (6) п. в. на Со имеем
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<э'(5)“1Я'(С)|1Д(0|-’> (10)

где 

Д(С)= ИшД(д), СС С։. (П>
ж-*С 

По (4), (8) и (9) получим

Д՜’ («) = О՜' (со) = ехр|֊1 [ |п-£^- |Я'(С) |Л! ] • (]2)?

С, 

Условие (5) эквивалентно условию 
2։

|Н' (С)| |(Г,| Г 1п а' (5) \Н' (С)| |Л| - С1п /А' (е'*)| > - оо.. 

с. 6

последний интеграл существует, ибо следовательно условие-

|’|по'(С):я'(0||^|>-оо (1з>

с, 

эквивалентно условию (5), которое необходимо и достаточно для воз
можности построения А(2), обладающей указанным свойством.

3. Следуя Сегё (см. [2], с. 45), введем многочлены Фабера/я (г) 
как полиномиальную часть разложения

ёп (г) = [Н(г)]՞ ~ /и (к) + О (- ) - /л (г) = ՛ ■ (14)՛
\ = / с”

Функция Я«(г) регулярна во всех конечных точках замкнутой внешно
сти кривой Со и имеет полюс порядка п в г=оо. Лорановское разложе
ние функции ёп(г) для точки 2=оо начинается с члена С՜՞ я" и далее 
идет по убывающим степеням 2.

Сегё доказал (см. [2], с. 46, 47), что при принятых условиях на
счет кривой Со, существуют две постоянные Миг. М>0, 0<У-<1 
такие, что равномерно на Со имеет место неравенство 

1/-(9֊гм(0<^я- ■ (15)1• « 
Рассмотрим многочлены

Кп(2)= С" £ «а/п-*, 0 < т <п, а0 = 1. 
А—0

Коэффициенты (<։*)" и т—совершенно произвольны. 
Применяя (14) и (15) получим для |и>| =/=, 1.

/?„ [А (то)] = с” а* §п _* [/։ (ш)] + О (сп г") = 
Л=у

= (сш)" 11 + £ ак то-*1 + О(спгп). (16))
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4. Пусть Ря (С) = Ся4-• • •; П = 0, 1, 2, ---многочлены, наименее 
уклоняющиеся от нуля (в метрике Ао(0, 211)) из всех многочленов 
степени <п со старшим коэффициентом, равным единице, т. е.

(. - 11/* I 1 г[ |л (ОР *Ф)} < | | I*" (С)|’ | =
С, С,

Если С —дуга Со, то будем считать, что на С0\С= 0, а Сбу
дем представлять как разрез плоскости С с правым и левым бере
гами.
Обозначим через А/ класс функций регулярных и не равных нулю 
в замкнутой области |№| >1 и нормированные условием / («о) = 1 : 
:/(to) — 1 +■ р, w_J -|- ₽։ w-։-|-----Обозначим

2ж
т’= inf I ~~ f |/(w)|։ <МФ)].

I 2 It J J
0

а также

t’=> inf
{4”JU

i + 4” w «М+) «=

причем

(18)

(19)

Так как функция f(w) содержит, как частный случай, функцию
1 + di’’ w *, то имеем

’ < t, v = 1, 2, • • •, lim т, =т0 0, t <։* *0- (20)

Полагая в (17) т — *, получим в силу (20)

П^՜ ֊=;<т<т0. 
«-•■г 0^, (21)

Известно (см. 1, с. 14), что многочлен Ф* ('Ф), минимизирующий 
интеграл (18) и нормированный условием Ф*(0)=1, не обращается в 
пуль в области |^1 <1. кроме того, по [3], с. 25, 26 и [4] имеем

2to == exp (22)
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(причем, если интеграл не существует, то правую часть полагаем рав- 
ной нулю).

Поэтому в силу (21), (4) и (22) можно записать

л-»-С 14 я,) |Г7 (ч)| )
■ , •. с.

Существование интеграла в (23), как было показано выше, эквивалентно 
существованию интеграла

2։
1п О' (з) |/Г (01 |Л| или у 1п а' (։) .

с; • о
Докажем теперь неравенство, обратное (23).

Так как

р։, = Л Г ।л (91։ * « > Л !* 1Л <<№ Ю ** =
2 я J 2 я з

с, с,
з>

-֊ 1>п[Л(е'*)]|’т'(ф)^,
2я.) 

о

то, применяя (6), получим

р > цт ] *11 С I Рп^Л(ц,Ц ’(</«11 , ш - Яв«*. (24)2я ] I «,«£>(») 1 Ч ՝
|ш|-Л

Так как функция под знаком модуля в правой части (24) регулярна в 
области |ш|>1 и имеет при и> = оо значение С*/Д(<х>), то из (24) 
следует, что

О

В силу (12)
֊. > «р | £ I 1. -$>֊ (91 |Л| I. (25)

л-»« С (4я л |г7 (ч)| )
с.

Сопоставляя (23) и (25), имеем
Зж

Пт Й = ехр 1т՜ [ 1п |Л/П1 I = ехР | Л (5) • 
л-~ С" (4ял \Н (С)| ) (4я.) ]

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Теорема 1. Пусть 

Г 1 Г
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где {Рп(О)—совокупность многочленов п-ой степени со старшим коэф
фициентом, равным единице, элемент дуги аналитической
замкнутой жордановой кривой ^о, ограничивающей односвязную об
ласть, ст(5)—функция распределения, ; »» Л (») (ш = е'*)—отображение 
кривой Со на единичную окружность Г0”|е/и|0, с траисфинитаый 
диаметр Со. Тогда можно записать

Вт £֊~ехР( — Г|п=>'(5)^}’ (26)

Г.

если интеграл в правой части (26) существует.
5. Частные случаи.
1) Со=Го. Трансфинитный диаметр единичной окружности равен 

единице, а НЯ = *^֊1П [3]. с. 26, 14). Если
2к

J In a' (5) d\ > — оо, 

о
то 

2>
limxe,„ - ехр|In (27)

6
Предельное соотношение (27) было впервые доказано С. Верблюнским 
(см. [4]) и независимо Я. Л. Геронимусом (см. [3], с. 19, 25), оно 
было впоследствии передоказано в [2], с. 62—67 с применением одной 
теоремы о монотонных функциях с равной нулю производной ‘(см. [2], 
с. 16—48). В [5] (с. 118—122) доказательство (27) основано на идее 
Сегё из [2] и одной теоремы функционального анализа.

2) С0 = Г. =[еь, е‘ ։2ж-’>] — разрез плоскости С вдоль дуги Г«. 
Пусть В«=С\Г«. Очевидно, ds=*d&, рп = х-3. Этот случай можно 
толковать так, что rfa(0)==O для 0 £ [0, 2г. | \[т, 2 т— а]. Конформное 
отображение области Ва на внешность единичного круга |w| 1 осу
ществляется функцией

i z \ cw 1 • г_г/ , z 4֊ 1 4՜ Ф (г) z = h(w) = w----------  . w = H(z) = —!------------J-C ,
w-c 2c

с--трансфинитный диаметр, Га, причем выбрана та ветвь двузначной 
функции Ф(а) = /’(я-е'։)(а—е֊ь), для которой liraФ(г)/г=1. Пола
гая z = е/։, w = е**, имеем на дуговом разрезе Г«:

где
0

СОЗ —, 2
COS >. - ----- - • а < 0 < 2я — а, 0 < к < к.

COS2
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На рис. 1 (а) изображала плоскость г, разрезанная вдоль- 
Г« = ' Мй О No (я -< 9 < 2 к — ’)■ « — ВОМ0. Двигаясь в направлении 

обозначим через Р՝ и Ра две совпадающие точки, лежащие 
соответственно на правом и левом берегдх разреза Га. На рис. 1 (6} 
изображена плоскость », причем О'С' 3 С \ Проведем из точки С'

касательную к окружности, получим точку Мо, опустим перепендику- 

ляр МоА'. Так как О'М' = У О'А'. УО'С'=* 1, то О'Д' == С = cos~

r QL г •
и поэтому МиО'А' = — ■ Из точки С' проведем прямую C'PjPj/f

hBPy. Пусть (У Z՛ \_С'Р\. Так как О'Z' = — cos — = cos ~ [ cos—> 
С 2 2 / 2

то cos ^Z'0'Рг = cos Z'O'Рг = Z'О'Р\ = Очевидно также, что- 
O'Z'//Oz. При 9=acos*=l, 1 = 0 ,и Мп— Мо. При 9 — —а, >. = и и։

1 , i
, w (Pj) ■=» еNo -* w0, w (Pi) = е . Если точка Р։ движет-

ся по правому берегу разреза, пробегая дугу то соответст
вующая ей точка Р\.пробегает дугу МоРУМ, если после этого точка 
Ра будет пробегать дугу двигаясь по левому берегу разреза,
то при этом точка будет пробегать дугу ^ВМо. Таким образом, 
когда точка Р։ опишет, двигаясь в положительном направлении, всю- 
окружность |г| = 1, соответствующая точка Р дважды опишет разрев 
Г«, двигаясь сперва в положительном направлении по правому бере
гу, а затем в отрицательном направлении по левому берегу. Так как

на окружности |z' = 1 имеем в силу (3) пл = е1* = ехр
I

найдем на правом берегу разреза

то-
2

s 1
Фх = ~ + -Г

X л
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на левом берегу разреза

ф,= — — «/ф, = — «/9,֊ <//„
2 *

причем 9,=9։ и в силу (27) ).,= ),= >. Рассмотрим дугу

| ехр | 9,-----“</9| | , ехр | ®։+ А | • </9, > 0.

На пряном берегу разреза на ней сосредоточена масса

։/ф։= — </9| 4 <А։.
I

.для этой же дуги на левом берегу разрез*

</՛!>, = — </9, 4՜
2

причем </9, = —</9։ и <А> =— «/*■։, ибо теперь вта дуга должна пробегать
ся в отрацательиом направлении. Рассмотривая вместо двух дуг на 
обоих берегах одну дугу

, </8 — </9։ =— </9։>0, ехр 9։ 4-

пробегаемую лишь один раз и притом в положительном направлении, 
следует, что на ней надо сосредоточить массу

(</9, 4- 4/9,) + - А = 2 А (28)

(29)

Поскольку ря — х~։, а трансфинитный диаметр с дуги Г« равен cos —>
2

то из (28), (29) и (26) вытекает, что

где

Если применить (30) для (я—1), разделить одно равенство на другое 
и воспользоваться известным соотношением (см. [3], с. 160).
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*«. Л-։/*«, П = V 1 — |а։. „I*,
то получим

Нт |ав Л| = з!п 
Л *

а
2 ’

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.
Теорема 2. Если </з(8) = 0 лля 0 £ [0. а]и[2՜— а], я > 0 и

3։->
У 1по'(0)ла(0)> — се, 

а

.то

1 I а

"т а„ I = зт— 
/=*- 2

Нт —— (з1п — ) =в п. (32)
*О, л+я| \ 2 /
а в

соз — — з!п — = а (<Г 1). 
2 2

Нт **' " = (соз —. (31)
*«, л+т ' 2 /

Следствие Пусть а = к —в, е^> 0, а' (0) тп0^> 0 п. в. в [п—в,
з։ 4-•], </а(0)==О^ 0 £ [0, -к — в] и [тев, 2 к].

Тогда

III 811т а ' = ооз — » 
1 п 2

Действительно, обозначим

Очевидно
Зж-« 

/> - 1а а' (в) а՝, (0) </0 > 1п тв л»(0)</0 = 
а а

Ь 
«։__/« , ь \■ ----- == 21п т0 |------- аге зт — ) > — оо,V2 «/

Ь "2(я — аге сое а).

В силу теоремы 2 справедливо (32).
В связи со сказанным, сформулируем задачу, поставленную Я. Л. 

Геронимусом (см. [6], с. 88): Выяснить, каким условиям должна удов
летворять функция сг(в), чтобы выполнялось условие Нт |а,_ я|=6«<4;

не достаточно ли для этого выполнения условия:

(в) <(0,) — з (0։) > т0 (0։ — 0^, а < 0, < 0։ < Р?
Харьковский авиационный 
институт Поступила 20. VIII. 1989
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Р. Լ. Գ1ԱԻՆՍԿԻ. 'Օրթողոնալ բազմանգամների արաացոյման գործակիցների բացարձակ 
արժեքներին վերաբերվող սահմանային աոնչությանների մասին> (ամփոփում).

<?«, ո (*) = *», Л ■ > Ո *= 0, 1 , 2, • • • , Ха. л> 0.
միավոր էքւահագէի վրա dz(O) լափով օրթոգոնալ рш զմանգամների համ՛ակարգ ք, այո ինքն- 

г «
— f ?», Ո (e*)’P«,m(ert> diO = Ъпт
2< JО

և л_  երր այղ համակարգին համապատասխանող արտացոլման գործակիցներն են'

ав, ո = — ՞՜1" > ո=0. 1, 2 • • •
'Հյ, я +1

bfih ժ<յ(6) = 0, րքՒ

B- L. GOLINSKY On a limit relation concerning the modulez of the reflection 
coefficlente 6f the orthogonal polynomiale (summary)

Let
To. 4—» <=0, 1,2, ••• , »,, „>0,

be the system of orthonormal polynomials on the unit circle, associated with measure- 
da (Of i. e.

2։
֊ f
2 к J 

о 

end оя, n — reflection coefficients, corresponding to this systems:

a., „ = - , д - 0, 1, 2,- •
*a, «4-1

И da(0)asO when 0 C [0, a] (J [2՜ — Xj. 2n] and 
2«-։

./• = [ '« (8)In °' (9) dû > — oc, (9) = sin — / ./sin2 I___sin2 Л.
J 2 / I/ 2 sin 2

then 
lim |ая, n| = sin — > lim—— = (cos — 
я՜*“ 2 X®, nvm \ 2 /
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517. 5

С. А. АЙУНЦ ■

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АЛГЕБРЫ ДЛЯ СВЕРТОЧНЫХ 
СОВЕРШЕННЫХ К-СПЛАЙНОВ И ОПТИМАЛЬНАЯ 

«-ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

Пусть W—некоторый класс функций и для х( ■) £ W в фиксиро
ванных точках h <1...<С задана информация /х= |х (/։), • • •, х (#„)}. По
ставим задачу: наилучшим образом восстановить значение •*(•) в фик
сированной точке т равномерно по всем *(•)£ или более точно, тре
буется вычислить величину

/?(') = inf sup |х (') — ?(/*)'•
»:йя~й х ( •(б«'

где инфимум берется по всем n-мерным функциям У: R"R. Функции 
называются методами восстановления. Р(т)—оптимальная погрешность.

Если инфимум по ф(-) достигается натС). т0 ?(’) называется опти
мальным методом. Сформулированная задача называется задачей опти
мальной интерполяции или оптимального восстановления. Впервые она 
рассматривалась С. А. Смоляком [1]. Результат данной статьи в ос
новном мотивирован важными работами В. М. Тихомирова [2] и С. 
Миччелли, Т. Ривлин, С. Виноград [3], в которых эта задача решена в 
классе гладких функций. Здесь задача оптимальной интерполяции ре
шается в классе функций

i^?(R) = |x( )|x(0 = (x.w)O)G€R, М-)к.(ю<1), 

где «(•) непрерывная и интегрируемая функция на вещественной оси 
такая, что 

+ ~
J K(t)cft *= 1 и F(t, с): = Л (f — F) строго вполне положительна, (1) 

— ••

а («.«)(•), как обычно, означает свертку функций «(•) и п(-). Напом
ним, что /" (#, ?) называется строго вполне положительной, если

tn) : = det(F(/b О,

для любык #։<•••</„, «։<•••<£„ из R и n£N (см. [4]).
Важным результатом данной работы является также основная тео

рема алгебры для сверточных совершенных К-сплайнов. Для полино
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миальных совершенных сплайнов эту теорему доказал С. Карлин [5]. 
Перейдем к формулировке основных результатов.

I

Пусть Ф (0 = у К (;) </; и — оо < 6, < 8։<-.. < 6„ < -|- оо п фик

сированных точек из R.
Определение 1. Функция х(-) называеся сверточным совер

шенным АС-сплайном на R« узлами в точках {8/}“, если имеет место 
представление

±х(0 = (К *«.)(/) =-1+2 £ (-1)'Ф(<-9։), 
/-1

где п0(О — (— 1)' при ։ <{ < 8|, 1 < /< п -|- 1, 80 — ос, 8я+։=-|-оо,
Теорема 1 (о существовании чебышевских сверточных совер

шенных К-сплайнов), Если п ^-0— целое' число, то существует един
ственный с точностью до знака сверточный совершенный К-сплайнов. 
Хп' (•) = (К » и„) (•), с п узлами, имеющий на отрезке /=[0, 1] 
п-альтернанс.

Доказательство см. [6]. Напомним, что функция х (•) имеет 
на отрезке /п-альтернанс {АН{.с{-)։ I) = п), если существуют точ
ки 0 <-,<•• <^ + 1 < 1, в которых |х (-/) | = |]х (• )|с (/) и при "этом 
х(т/)х(т/+|) <^0 и нет систем из большего, чем п + 1 элементов, обла
дающих описанным свойством.

Введем следующие обозначения: и 1 / < п — соответст
венно нули и узлы Х„к {■), 5(х)(-), Г) и 2(х(՛), Т) — соответствен
но число перемен знака и число нулей функции х (•) на Т. Для функ
ции х{)={К •«)(•), где Л(-) удовлетворяет условию (1), имеет ме
сто (см, [4])

Д(х( ), R)<$(«(-), R). (2)
Теорема 2 {основная теорема алгебры для сверточных со

вершенных К-сплайнов). Для любых п точек сущест
вует единственный сверточный К-сплайн — х (•) = (А. * ио) (•) с 
узлами в точках такой, Что

Ъ (',) = & * «е) (',) = 0, 1 < г < и. (3)

Теорему докажем, используя следующую простую лемму (см., напр., 
[7]).

Лемма. Пусть Ао с А с R՞. Если Ап непусто, открыто и 
замкнуто в А, а А связано, то Ао = А.

Доказательство теоремы. Ввведем обозначения

А = {* = (*։»՛* ՛• ‘ ‘#»},
А = не А |3б 6 А : X (/<) = {К *ив)О = 0, 1 </ < п}.

М'о.тсство Ао непусто, так как но теореме 1 < = (#1։---,

где #։ — ну л;: :г^ни (•) = (Л'> к ) (•}. Покажем, что /1и открыто ՝ 
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в А. Пусть /0) >40, Обозначим через//(6, //) = 1 4֊ 2 £ (—1)^(6—в/) 
у—

и рассмотрим уравнения //(®> 6) = 0> 1 < I ■=» п. Поскольку / £ До,
то по определению существует 9(0,£Д такой, что//(9<0>, /}0)—0). Имеем 
также, что функции //{9, //) непрерывно дифференцируемым

^(9(0), ֊ 2 £ (_ к (/|0) _ &<.)) 0

дЦ ;-։

По теореме о неявной функции существуют функции 6 = 6(9), отоб
ражающие окрестности п4/(9։0>) на интервалы Д/ = —е/, 6<0) + Е/)

<8(>0, е/>0) такие, что /<(9, 6 (9)) = 0 для 9£ им(9(0)). Так как интер
валы Д/можно выбрать непересекающимися, то обозначим через о=пнп 8/, 

1<<<л
•в™» ппп «ь получим, что и։(^0))с Аи. Значит Ай открыто в А. Замкну- 

0<1<п
тость Ао можно доказать с помощью несложных рассуждений. Сле
довательно по лемме Д0 = Д, этим и доказано существование сплай
на х() = {К • ц8)(-), удовлетворяющего условию (3). Единственность 
следует из неравенства (2). Теорема доказана.

Прежде чем перейти к теореме об оптимальной К-интерполяции, 
т. е. оптимальной интерполяции в классе (R), введем некоторые 
обозначения. Для каждого ы (■) £ А-(R), обозначим че-

Л
рез 5։и(/)= £ а/К’О —8Д где 9, узлы сплайна х0(•) = К • и8)(-),

-удовлетворяющего условию (3), а а выбраны так, чтобы 5։и(//) = 
=(К Если для краткости обозначить

’=бе1(/Г(/<֊е,))»у=Р

то 5| и (•) имеет следующий вид:

Л(Л-9։)--Л(Л-9Л) *(*!֊?)
Л(/»-9,)...Л(<п-9л) Л(6,֊Е)

0 |
(4)

Теорема 3. Для погрешности R (■։) оптимального восстанов- 
ления х (•) из класса 1^» (R) в фиксированной, точке ՝ по инфор
мации 1х = |х (/։), • • •, х(61)| справедлива формула

где X։ (• )(^ *м։) (-) — сверточный совершенный К-сплайн, удовлет
воряющий условию (3). Оптимальным методом восстановления яв

ляется интерполяция обобщенными полиномами (4): <р (/х) =5։ и (•).
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Доказательство. Оценка снизу — R (т) |х0 (х)|, следует из
соотношения двойственности (см. в [7], лемма Смоляка)

R СО— sup |х (о;.
{х(-) е^|х«/)=о, 1<иЛ;

Для доказательства оценки сверху достаточно доказать, что

sup ЦК «и) (0 ~ А и (0| - 1(К • ив) (■։)[. (5)
1“ (в) *։

Используя соотношение (4), получим

(л a«)(0-So(x)-в)п(в)Л,

уде
£(Т, •fl1’" *’ Iе* IV К /о''”’ ?)•

\0։,• • •, 0Я, \) /

Нетрудно убедиться также, что L(f, В)(—1)/+/>0 при
В £ (Э/, В/Ji) (0 < i < п, 0 </' < п, Во = = — °°> 0«+i = 6<+i = + 00• 
Т аким^образом

ь-
sup ЦЛ՜ ««)(<) — -Se (01 - SUP ( £(т, B)u(B)rf?l <

“(■«£„(«)<1 IM-JU.«, (в) <1 I

+—
< [|£fr е)|л,

J 
• — <

причем равенство достигается при u(-) = ut(*). Далее, так как 
{К «и»)(6)==0, то

+- ч«
j L (т, В) ui(c) </։ = j /С(т — В) ш (В) Z։.

Отсюда следует требуемое равенство. Следовательно R (т) = | *։ (т) |. 
Теорема доказана.

Как естественное продолжение задачи оптимальной К-интерполя- 
ции возникает следующая экстремальная задача

тах |/?(О|-* 1п(; 0 < •'<^6։-С 1, (6)

где минимум ищется по всевозможным узлам интерполяции

Следствие. Значение R задачи (6) достигается на единствен

ной системе точек #։,-••, tn, где —нули чебышевского сверточного 

совершенного АГ-сплайна — Хп , причем R = (-)|с(/)
Доказательство этого факта простое следствие теоремы 2 и свойств 

функции Хпк(•).
Из следствия н из соотношения двойственности следует равенство 

6-26
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inf sup к( )|с(/» = |ХА (-)Зс (/),
о</,<••■</»<։ I (л/л- ։</<я|

где W‘K(I)__класс функций являющихся ограничениями на отрезке
/=’[0,"l] функций *(•) ИЗ класса W֊K (R).

В задаче оптимальной интерполяции вместо информации 1х = 
= (х (/,), • • •, х (tn)) можно рассмотреть более общую — [/, (х), • • •, ln (х)j, 
где // — линейные непрерывные функционалы. Это побуждает ввести 
следующее определение.

Определение 2. Величина

dn (W, С(/))= inf sup /?(-с) =

= inf sup k(։)|c(/).
/„) {x()6W'M/x()-o.։ ‘ «J

лов, называется П-поперечником по Гельфанду. Если инфимум дости֊

Дается на некотором наборе I !>•՛՛> In, то назовем его оптимальным.
Теорема 4. dn (W? (Г). С(1)) = \Х՝ЯК (-)JC(/), причем՛ опти

мальной будет система функционалов //(х( )) = х(/;), где U—нули 
X’nK()j

Доказательство состоит из двух частей: оценка d п сверху и снизу, 
Оценка сверху следует из (7):

dn(W՝“(I), C(I))< sup |х(-)|с(Л = ХЛГ(-Ы)-

Для доказательства оценки снизу рассматривается —мерное
пространство

» •

£?+։=( y(-)\y(t) = Уа+ £ У/Ф( t— 0/), у с r)
I 1=1 J

сверточных совершенных ЛГ-сплайнов у которых узлы совпадают с узла 
ми Хпк (•). Далее доказывается, что у Вп+\с W՝* (I), где т = ( )’с
Вп+1 — единичный шар пространства Ln+i- Отсюда, используя опреде
ление d" и теорему о поперечнике шара (см., напр. [4]), имеем

dn(W^(I), C(l))>dn(iBn^. C(!)) = i d'(Bn+i, C(I))^ ?.

Ерезасский государственный
университет Поступила 25. IV. 1990
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Г. В. АГЕКЯН

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА-ХОПФА

Пусть задано интегральное уравнение Винера-Хопфа

у(х) «= j А'(х — t)g(t)dt +f(x), 1 < х<оо (1)

О

с гладким ядром /С (х) (; А։ (0, </-) и гладкой функцией |/| < const.
Очевидно, что для численного решения данного уравнения необ

ходимо, на каком-то этапе решения, перейти приближенно к конечно
мерному случаю, например, от бесконечного интервала интегрирования 
к конечному (к усеченному уравнению).

Если такая замена сделана на начальном этапе, то задача сводится 
к численному решению уравнения Фредгольма II рода с разностным 
ядром на конечном отрезке

N
У (х) = j К(х - t)y (0 dt -F/(x), 0 < X < 7V< + СП. (2)

о

В предположении однозначной разрешимости уравнения (1), т. е_ 

при 1—/Г (?)=/= 0, ££/?’, (А —преобразование Фурье ядра К) при до 
статочно большом N и уравнения (2) однозначно разрешимо (см. [1]).

Численное решение уравнение '(2) можно осуществит разными 
способами. В работе реализован следующий способ решения уравнения 
(2). Путем дискретизации уравнение (2) приближенно приведено к 
алгебраическому уравнению с блочно-теплицевой матрицей, а для ре
шения последнего применен метод блочно-ортонального разложения, раз
витый в работе [2].

Поясним, что этот подход к решению теплицевых систем, требую
щий несколько большего количества операций, чем известный метод 
Левинсона-Тренча (см. [3]), не требует обязательного для последнего 
требование невырожденности ведущих (блочных) подматриц. Метод 
реализован на конкретном уравнении

со
f(x) = A.J е՜|х-/| у (t) dt + 1—2’Х4֊Хе-ж, 0<х</<». (3)-

и
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Точным решением данного уравнения является функция У(х) = 1. При 
К1/2 уравнение, как легко проверить, однозначно разрешимо. За
меним вто уравнение урезанным:

у.*(х)=л| е + 1 — (4)
J о

Для дискретизации в т точках (п*=50; 100; 150; 200) применена фор-
2 /V мула Гаусса (см. [4]) с дискретизацией в точках Л=-----v >
т

(о л/\ 9 /V ___
1-------- )v, ------ (/>2). где v = 1/2 — 1^3/6 .

т / т

/ 2 N \Точность данного алгоритма равна О (А4) ( К —---- • т -»֊ оо ), слож-
\ т /

яость — 43,5 /п։ + О(т). Точное решение уравнения (4) следующее 
(Х<1/2):

^(х)=С։ем+ С։е-1иг-+-1, 
1где

(|1-И)Чр-1)
(р+ 1)’ е1^-(<-!)« е՜*"’

1— 2а|1.

Нетрудно видеть, что при >.<^1/2 х֊*ЛЦв предположении 

/V 1) улг(х) | р. Как видим наибольшее отклонение от решения (1) 
уу(х)^1 наблюдается в окрестности граничной точки х = №.

Ниже изображены графики функций У(^) = 1 (точное решение 

уравнения (3)), ул/(х) (решение уравнения (4)) и рлг(х) (численное 
решение уравнения (4)) для 1=0,3 и Л^=15; 30. Шат дискретизации 
равен 0,3. Заметим, что для наглядности показан лишь качественный 
характер графиков, масштаб по оси У растянут примерно в 75 раз по 
отношению к масштабу по оси х, расстояние между графиками несколько 
искажено (увеличено).

Как видим рл/(х) является хорошим приближением ум(х) (сред
няя относительная погрешность в данном случае составляет для М=15 
и Л/=30 соответственно 2,2614-10՜2 и 2,3474-10՜2). Но сдвиг ОТ У(х)

и для Уу(х) и для у(х) начинает возрастать при приближении точ
ки х к А/ и достигает примерно величины 0,35. Сравнение функций у(х) 

м
и Ум (х) уже дает среднюю относительную погрешность для №= 15 и 
#=30, соответственно. 8,0126-10՜2 и 5,9203-10՜2.

Отметим, что в данном случае увеличение значения № не уменьшает 

сдвига функции yN, от функции у(х) в точке х=# , Это ожидаемо,
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так как такой результат верен для функции У.у(х), к которой при 
*

/V—+оо стремится у (х).
*»■

Рассмотрим зависимость поведения функции Уу (х) от числа точек 

дискретизации т как по отношению у(х), так и по отношению уы (х). 
В нижеследующей таблице через 6։ обозначена среднеквадратическая от- 

носительная величина разности У,х — У,х иа отрезке [О, Л/|, при 
м

/У=15; 30, через 62—разности у— У^։

Таким

15 30

ъ 
т «1 «։ ։,

50 9,5598-10—2 1,0488-10՜’ 5,2637-Ю՜1 5,1431-10՜’
100 2,261410՜։ 8,0126.10՜2 9.9675-10 ~2 1,0423-Ю՜1
150 9,9564.10՜3 8,1766-10՜2 4,2365-Ю՜2 6,5251-18—2
200 5,5832.10՜3 8,2773-10՜ 2 2,3474-10-2 5,9203-10՜ 2

образом, при применении квадратурных
точности (в данном случае формулы 

формул высокой
Гаусса точности О(к*), й—шаг

дискретизации) нет нужды для решения уравнения Впнера-Хопфа брат։» 

слишком малый ша։ дискретизации, поскольку уже решение уы усе
ченного уравнения отличается от точного. Можно рекомендовать также 
при необходимости нахождения решения уравнения (1) на отрезке [О, А} 
брать № несколько больше А. Строго говоря, наличие явления наиболь
шего отклонения в окрестности конечной точки х=М будет проверено 
нами в дальнейшем на численных экспериментах с ядрами К различных 
типов (если не удается доказать это теоретически),.



Об одном методе решения уравнения 271

В заключение заметим, что при II КН д, < 1 полученное численное 

решение у можно уточнить обычным итерационным методом, полагая 

У(х)=[(х), х~>Ы. Скажем, в рассмотренном численном примере можно 
было ожидать уменьшения ошибки при однократной итерации в 0,6 раз. 
Реально улучшение при численном обсчете соответствовало уменьшению 
ошибки примерно в 0>8 раз.

Институт математнчи АН
.Армении Поступила 6. VIII. 1990
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