


Журнал основав в 1966 г.

Выходит 6 раз в год
на русском и английском языках.խմոագրական կոլեգիա

Գլխավոր խմբագիր Մ. 1Г. ՋՐ6ԱՇՅԱՆ
Ա Հ. ԱՌԱՔԵԼՏԱՆ Ա- Ն- ՄԵՐԴԵԼՅԱՆԻ. Դ. Ա- Р- ՆնՐՍԵՍՑԱՆԱ. Ա, ք»-ԱԼԱ1։ԱՆ Ռ- Ь ՇԱՀ6ԱՂՑԱՆՌ. Վ. ՀԱՄԲԱՐ2ՈԻՄ6ԱՆ գլխավոր խմբագրի տեղակողՊատասխանատու քարտուղար 1Г. Ա. Հովհաննիսյան

Ի ԳԻՏՈԻ^ՑՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

հմբագբսւթյունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա­
կիչ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի աոնել հետևյալ կանոնները'

է. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամ ույը 
(այսինքն սլ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է Էյ^Լ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4* Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեգը տեքստում էշի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեգը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը է

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

8. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

?. Հոդվաձը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպ,ում, որպես հոդ. 
վաեի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հսդվաձի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում կ ձեռագրի մեկ սրինակր և 
խմբադրութշունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

#. Հոդվաձի վերջում անհրաժեշտ է նշել աջն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար- 
վաե է տվյալ աշխատանք բ։

10. Հեղինակը պետք կ ստորադրի հոդվաձը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանանք,
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվաէի 25 առանձնատիպեր։
խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղըամյանի պող., 24 բ, Գիտությունների ակտ. 

դեմիս, յի Տեղեկադիր, սերիա Մաթեմատիկաս։
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А. И. ПЕТРОСЯН

ОЦЕНКА В_С-НОРМЕ МИНИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 
д-У РАВНЕЙ ИЯ В ПОЛИ ДИСКЕ

В работе Шарпантье [1] получено интегральное представление 
функций и (2), гладких на замыкании полидиска (для упрощения за­
писи рассматривается случай бидиска О‘= |г= (е։ г։|: 12,1 <^1, |х։|<^1}). 
Это представление имеет вид

а(г) = Р.(и)(г) 4- Тл(ди)Ы, (1

де а = (лм “։)> <Կ> — Ն а։> — 1,

Р.(и)(х) = (а,+12 СЫ(С|։
(2*0’ յ ՝

Л։;(1֊|С>РГ- 
(1-С,х։)^2

X

х <;' г,)^՜ лллл, + [?“Л
I» — 2Г 4 тс’ յ

л £1-Կ1’)“+1
\1-с։я։Г*+1О։-с։) (1 —^г,ч+’|С —х|։

(1 - КэР),,+1

, (1-_|ԿԹ“1Կ-տ,1
(1 — С։г։)’’+а^ — г|*

Оператор Ра является оператором ортогонального проектирования в 
гильбертовом пространстве £’ (Л։) на подпространство функций, го­
ломорфных в бидиске. Здесь г/а։— мера в И3, задаваемая равенством
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= (1 - к,|яГ1 (1 ֊ к։|։>** Л (г„ г։),

где <А(х։, *») — мера Лебега.
Интегральное представление (1) в круге впервые было получено 

в работах [2] и [3] М. М. Джрбашяна для голоморфных функций клас­
са Нр (в) (<։_> — 1, р>1), введенных в этих работах.

Формула (1) дает ортогональное разложение функции и п Ц1
Это позволяет выписать решение и. уравнения

№=/. (2)՛
имеющее минимальную [взвешенную './.’-норму, а именно, и, =
Среди всех решений уравнения (2) и, является в некотором смысле 
»каноническим*, и для приложений нужны оценки этого решения в 
различных нормах- В [1] даны оценки и.| в //-норме, т. е.

5ИаЙлр(о։) 7 (ЛАВд-Д (/>’) (О’)), (3)

где р£[1, + °°] «։^-0, “»^-0, константа 7 зависит лишь от а и р. 
Несколько ранее в работе Ландуччи [4] была получена оценка (3) при 
а = (0, 0), р—со, а в [5] тем же автором дана оценка производных
решения ио- Настоящая работа посвящена оценке иа в норме прост­
ранства Ст (о2).

Ниже используются следующее обозначения:
С՞1 (/)2)— пространство т раз непрерывно дифференцируемых на 

/Р функций Л, ЦЛЦт — норма в Ст (И2); _
С(о, 1) (-О2)—пространство форм / = /։ типа (0, 1), коэф­

фициенты которых принадлежат Ст (О2), 4- Ц/2]т;
С"*’ (О2) — пространство тех функций из Ст (Г)2), у которых все 

производные порядка т удовлетворяют на О2 условию Гельдера с по­
казателем =, 0<о<1;

ди 
дг!

ди - . дц — 
8*г + 3=-- 82г ■ иг2

Всюду в дальнейшем предполагается условие а։[> 0, а2^> 0.
Лемма 1. Пусть и £ Ст (И2), г + з < т, г > 1, з > 0. Тогда 

имеет место следующее тождество’

\ X
_дг+*и \

(*)-

- (Г-1) Р. («֊’ Й " , ) Ю +„ /-Я («-1Й (4 (4)
\ С/м \ о>в 0^2'

Аналогичное тождество имеет место и относительно переменной 
при условии г>0, 3>1.

Смысл соотношения (4) заключается в том, что проекция Ра про­
изводной от и выражается через проекции производных порядка на 

ди 
единицу меньше от функции и и • Сомножители типа С? появ- 

<^1 
ляются здесь по чисто техническим причинам.
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Доказательство. Обозначив

г г л-^(*1+1)(«* + !) (1-1мР)* а-пги» 
(2^)’ (1--'։х,)’*+։ (1-^։)”+2’

имеем
-£֊ с;« С. (С, г))=« С. (С, г) - а, с(с։ с; ,
Л, 1— |С։Г

4֊ Л СГ։ <3 С* (С, г)) - СГ1 б са (С, х) - 7, 4֊

+ (а1+2)СГ1С1^։^^-»
1— 4*1

/-С«(С, г)=(а1 + 2)С1^^-.
Ох\ 1 — ц Х1

Из этих равенств следует

(С.(С, г)) = А (7сг1« С. (С, г))+
Л| <7 С1

+ (г -1)СГ։С5 с. с, х) - СГЧ^Х, ~ с.& г). (5)
<7*1

Далее

я (г) = У*?1С) С“^' г) ^А^ЛЛаЛ <<=

= I ( °Г /7^ С[ с? с, (С, х)) </Г։л<л։ Де/Г,лл7֊
л<*1\ <?С1 /

- Г д' 7_?.? 4- С‘(С, г)) ^Л</С։Л^ЛЛ։. (б>
д, <К1 д(,2 с’’՝*!

По формуле Стокса первое слагаемое в правой части (6) равно

I d'< ( °Г cî с^> ֊*) d ՝* Л л։ л ^2 ) =

= ( ïdjfiJ с.(С, г) rfZ,Arfc7=o, 
l/^-n <
11 Cil <։ I

так как С« (С, z) = 0 при |С։'=1. С учетом этого, а также равенства: 
(5), из (6) имеем

/։’ 61'Cî ) <г) = - (* -֊<с՜ "-1 с? с‘ г» ^‘АЛ1Л
\ <К։Л։ / J dCi

ЛЛ,Л։Л։-(г-1) ------- Са(ч, z)rfC1A^1AdCïAd4 4֊
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+ — Г сг1« с. (с, г) л։лл։лл, л
а*. £ лг’л»

= - Г4/-у~‘7—«))^л^л^лл։+ £<к,\ ЛГ-*Л5 7
+ Г 7 й-1 С5С.(С, г) ^ЛЛ.Л^ЛЛ,-

-(г֊1)Л (^'«-=Х£)<'>+*>4р- (й 'й (1)- (7) 
՝ \ (?С1 Лз / 0Ц X 041 01.2 /

Равенство нулю первого слагаемого в правой части (7) доказывается 
с помощью формулы Стокса как выше. Таким образом, из (7) следует 
утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть и (: Ст+” (О*), 0<о<1. Тогда 

т.(ди)£Ск*° Со').

Доказательство. Согласно (1) имеем

7\(ди)(г) = а (я)-А (а) (а).

Тот факт, что А(ь)£ Ст+|’(£>՝) при т = 0, доказывается элементарно 
<с привлечением леммы Харди—Литтльвуда. При т^>0 следует ис­
пользовать соотношение

л / ди \ /—■ ди \а, /֊ А (и) (а) ֊= А К ֊֊ ) (а) ֊ А ( С ) (а),
0-^1 \ / \ и-»1 /

(а также аналогичное по Иа), которое является частным случаем (4) и 
■следует из него при г = 1, 5=0.

Следствие. Если и £ Ст+։ (£)’), то Т„(ди)^ Ст (Ог).
Всюду ниже через уь Та,... обозначены константы, зависящие 

только от г, 5 и а.
Лемма 3. Пусть

иеС'л(О2),ди^С^(О-); .
б) Р.(и)(а)^26£>’.

Тогда для г-{-5 т имеет место оценка

дг^и 

дгЧ дг^
(8)

Доказательство. Пусть, для определенности, г 1. Применяя 
рекуррентную формулу -(4) последовательно г раз, получим

и
д^дСГкд^
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Если 5 = 0, то второе слагаемое в правой части этого равенства равно 
нулю в силу условия б). Если же 5 ^-1, то, применяя аналог (4) по пе­
ременной последовательно 5 раз и учитывая б), из последнего ра­
венства получим

р՝ (.■£аг)(։)=£ 5'л ('■ ՝՜“й «+
\ Ом «%։ / *=1 р-о ом \ <74,0.1 дС։/

* *-* ' дР+ч . х д*~к +1 п \
+ ЕЕ £ 4 4 А( Ъ °к ) (’)■ (9>

4=1 $Го р—0 0^1 0X1 \ О С3 Л /

Здесь коэффициенты акр, ср и ЬкВЧ зависят от г и $. Используя (1) и 
(9), получим

Г * 1 дР ~ г-к з 
3։ 2] Г2

д'՜ +։֊*+' ц (х) 
дгх дг\~к дх\= 2*—1 р-0 <721

г—к г-1 22
дд+1-*ц(г) 
дг,д22՜* ££Н)1дС։ д,2 / / |
- Г.(д(С5« дг+‘и \\

<х;дС$ ))' (10)

֊ Г։(д/с։ СГ*

Отметим при этом, что .для справедливости формулы (I) достаточно, 
чтобы функция и и коэффициенты формы ди (понимаемые в обобщен­
ном смысле), были бы непрерывны на ■ Доказывается это утвержде­
ние стандартным способом регуляризации, как это сделано, к примеру, 
в [6] в отношении формулы Коши—Грина. Из (10) имеем

о д'^-^и
21 2 г̂2

дг^-к+,и чу, 
дс, дСГ‘дТ5// о

др*ч 
дг^дгЧ.

дг+1 - к и 
дС, дС'~*

(11}

В полученном неравенстве справа участвуют производные Г« (д (•• •)) 
порядка не выше, чем <’-|-5—1. Это позволяет проводить индуктивные 
рассуждения относительно порядка производной. Докажем неравенство*

| , 3 дг+3 иII2^ 2.^---------------------I 12 дг\дг^ ъ ИМ-1Г (12}
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Из (10) при г=1, 5=0 имеем

,։1 т-(^ ш+։г- «■՛ ж (։з)
Заметим теперь, что из (3) при р=оо и для непрерывной на О2

■формы / .следует оценка
! г,/к< 7 Ио. (14)

согласно которой имеем

(15)

(16)

Из (13), (15) и (16) следует 
ди 1 . ,«։ — <7։Р«31- 
</г1 Оо 

ди
Аналогичное неравенство верно и для 2г —----Итак, для производных

первого порядка оценка (12) справедлива. Предположим, что (12) имеет 
место для всех производных порядка меньше, чем г-|-5. Применяя это

индуктивное предположение к функциям /, <?( ц ,2 ~----- а— ) )
\ \ д\,д\\ ‘‘(Х։//

<?С,ЛГ*
щее условие гладкости а) обеспечивается в силу следствия леммы 2, 
л условие б) следует из того, что Л> о Та ֊ 0), будем иметь

(при этом учитываем, что соответствую-

др

<?ткг*<й//|о

И / Г—к 5< То И *121 *։
^г+1-*+^ц \1

д 21дг\ к дг2 /Пр < 7» 11<Н+'+։֊*+,< Т8р«1г+,.

так как р 4- г 4֊ 1 — А + 5 < г +
дР+о

'г? ^дг՝1
<?*+։-* и

так как р4-<74-з+1 — А < г + а. Из (14) следует

710 ИМ-.-р

(17)

(18)

(19)

Подставляя (17)—(19) в (11), получаем оценку (12). Отметим, что 
сомножитель в левой части этой оценки не связан с существом 
дела и возник он из тождества (4) леммы I. Освободимся от этого 
сомножителя. Применяя при фиксированном г, формулу Коши—Грина 

дг՝3г3и1г\
к функции -■ г > получим 

д дг*
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ct'+iu(z) _ 1 Г <У+*а(Сц z8) ,
dz\ dzi 2т. i J ö<2 Cj—z,

i:.-։

Оценка

1 f 7”Hu(:„z,)

2"zr,<i c,’։ ’i~ *■
= 7.U) 4-

И7,во <
д'r* +1 и 

dzt dz't Czi <1и1Чи 
о

(20>

(21)

известна еще со времен Данжуа. Далее

1 Г՛ <?'֊T,u(C։> z։) dZx
2 «։՛ j

_1 Г d'^֊1u(Zl,z։) d <X, 
2r/J Äf*«։ dZ, C.-z,

IC.!-։

1 Г d, z,) 1 \
2<J Äj-IÄ2 Zt-zJ

Kil-I

1 г t (C„z3) rfc7
2k/J <x; <k;-։ c։-z,

Kib-I

1 f ^^-^(Cpz,) ft, _ 1 r d'-Ha&.z») rfC, , ( 2
2r.,j . ftr’fti (с,-*,)’ 2«f.l c,-z, 1

1У-։ !:.։=։

Оценку /։ (z) будем проводить отдельно для|х||<^— и для |z։| >— 
2 2

Из (22) имеем

шах |/, (z)l < 713 + 7u —=г_—— <
|г,| < 2. pz2\p II Оz,<?zi ozi [о

113
д'**֊1 и 
dzi՜1 dzi

^+lu|ö«|rw_r (2Д

Из (20), (21) и (23) следует

шах д'+'и(г) 
dz\ dzS2

<1,.(|֊ЙЙ1+|0-4,„՝). (24)
\ |vzj ÖZ2 jo /

Неравенство (24) позволяет доказать утверждение (8) леммы индук­
цией по При г=5=0 (8) следует из (12). Предположим, что (8) 
справедливо для ввех производных порядка Г-Н—1. Далее различаем 
2 случая:

1) Если з = 0, то 
| д'и(г) ^^,11 гдги|] ։-5 ц 

тах, я ' " <21 |г,|>2.1 II ^1Во

согласно (12). Вместе с (24) и индуктивным предположением отсюда 
получаем (8).

2) Если ®>0, то имеем оценку

шах d'+‘u(z) 
dzi dzi

д'+՛-՝ и 
dzi dzi՜1 (25)
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аналогичную (24).Далее
max ւ«շչ«կ)ւ I <(26

pfti > ЦI <ь[ I Ч dzidzi to

согласно (12). Из (24)—(26) и индуктивного предположения следует 
(8). Лемма доказана.

Теорема. Пусть f—d-замкнутая форма типа (0, 1),/€ С (о. 1յ(£ ), 
ла — решение у равнения (2), имеющее минимальну ю норму в 
Լ' (do.,), m. е. Uu= и а։ ?-՝ О, «։ > 0. Тогда

1) и։( Ст (£>’);
2) juiiim -с 7i/Թ J

Доказател ьство. Положим /„(z) —f^i ~n^)Z

ժ-замкнуты в некоторой окрестности 1J (каждая в своей). Пусть 13„ — 
какое-либо решение уравнения ժօ=/0 в упомянутой окрестности. В 
силу эллиптичности оператора Ժ vn принадлежит С714 (D ) для любо­
го տ, 0<Հօ<Հ1. Возьмем функцию uM= уя — Рл (vn)- Очевидно

Л(на,) = 0. (27)

Так как функция Рл (оя) голоморфна в £)’, то

Ժս«Ո =քո- (28)

По формуле (1) с учетом (27) им = Г« (ժօ„) я, как следует из лем­
мы 2, ա,ոՀլ Ст+° (D2). '(Для наших целей достаточно того, чтобы 
««СС"(^)). Из леммы 3 следует, что

{Uazij/n -С 719 ! /4<П> (2$)

(Han Нал|т 7։0 9/* ք-Հրու (՝յ^)

Поскольку правая часть (30) стремится к нулю при Л, п—*со, то по­
следовательность ս։ո имеет предел и,(С" (D'). Переходя к пределу 
в равенствах (27) и (28), будем иметь А(«,)=։0 и du,=f (при т = 0 
это равенство понимается в обобщенном смысле). Это означает, чго 
и* является минимальным решением (2) в ճ?(ժտ„), т. е. и„ = ил- Пре­
дельный переход в (29) дает оценку 2). Теорема доказана.
Ереванский государственный университет Поступила 17.1.1990

Ա. Ի. 4ԾՏՐՈՍՅՍ.Ն. Րազմաչրչանում 0-£ավասար Jir.fi մինիմալ լուծումների С՞* ֊^Лги’Л4 
դնանաաումը (ամփոփում)

Աշխատանքում հետազոտվում է րադմ աշրջսՀոլմ Խ=ք հավասարման այն U, յուէումր, 
лее. (1 — |=1I’) ,•••, (1—է)շոսվ Հ: տարաէության մեյ ունի մինփմայ նորմ։ Պար­
զության համար ղիտարկվոլմ է հրկշրչանի ւքս՚^է, Ապացուցվում է, որ նթե / C J * յ, ( 7՜), 

ԱԾ (լ C (յԵ ), և տեզփ ունի £ծ.0, . Հ՚է.^ անհավասարությունը, որտեղ y-ն միայն
և Тй-^ց կախված հասմէւաէՕէոե է:
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А. 1. PETROSIAN. The estimate tn Cm-norm of the minimal solution* 
of д-equation in polydisk (summary)

The article is devoted to the investigation of the solution u։ of equation 

r)u f in polydisk. which has the minimal norm in the space Z? with Ilf 
weight (I Isil1)*1։՛ • (1 -|։я|2)’՞- simplicity the case of bidisk D2 is considered.
It is proved that if f Q CJJJ ։) (O’), then ua 6 Cm (D1) and we have the estimate ||na0m< 

where 7 is a constant, which depends only on a and m.
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УДК 517.53

Н. Е. ТОВМАСЯН

ПРИНЦИП АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ ЧЕРЕЗ 
ДУГУ ЭЛЛИПСА И ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ

§ 1. Аналитическое продолжение через дугу эллипса

Пусть О—область, ограниченная эллипсом Г:

4 +^-1(а>6>0), (1)
а’ о’

* ф(2)—аналитическая функция в области О, непрерывная в 2? и 7 и 
удовлетворяет условию

Re<p(z) = 0 при 2 = х + ч/€”Ь (2)

где у—открытая дуга на эллипсе Г.
Цель данной работы—построить аналитическое продолжение функ­

ции ф(г) через дугу эллипса у и получить разложения функций, ото­
бражающих внутренности эллипса на единичный круг и полуплоскость, 
на простейшие дроби.

Как известно

* = a cos 0, у — a sin 0, 0 < 0 <. 2 " 

является параметрическим уравнением эллипса (1). которое в комплекс­
ном виде записывается следующим образом:

Z = ^o^ + -֊)’ Z = el8' 0<0<2՜’ (3)

Обозначим о = У а*— Ь*. Точки г =■ ± с являются фокусами эл­
липса (1).

Известно, что фучк'и . Жуковского г = н,, 4֊ — конформно

отображает область > ]/ ц (/= : 4-/«) на всю комплексную плос­
кость без отрезка [ - с, с|. В частности, эта функция конформно отоб- 

- х'л о1ражает кольцо I [*<:<! <1 на внутренность эллипса----- <1без
• а’ 6а

отрезка { с, с’. Обпат^ое отображение к отображению / 4- — | 
\ / / 

определяется -формулой
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тде У г1— с1 — У г — с • V з + с, а под Уз—с и У г + с понимается 
главная ветвь этих корней.

Обозначим через
■НО = <р(ро (*+֊))• (5)

Так как ф(2) аналитична в области О, то "ф(0 аналитична в кольце 
<С 1- Легко проверить, что

ь( при 1*1 = 1. (6)

Равенство (6) можно записать в виде

при 1*1 = 1^^. (7)

Исходя из (7) определим функцию ф(*) в кольце | *| < ]/р՜ 
по формуле

*(0=ф(—V н<|*|<Уь (8)

Тогда из равенства (7) следует, что функция ф(*) аналитична в 
кольце Н1 < 1.

Обозначим через бо образ дуги у при отображении

у== 2 ~с (г£т, *£%), а через 80 — образ 80 при отображении
а + Ь

Ясно, что 80 и о0 — дуги окружностей |*| = 1 и 

С| = р соответственно.
Из условия (2) и равенства (8) следует, что

Ее <р (*) =0 при * £ % и %. (9)

Пусть и 8* (к = 1, 2- • •) — образы % и 80 при отображении 24 

(^г0. С £8* и *€$<• ?о). Очевидно, что £* — дуга окружности

'С| — У՜**, а 8* —дуга окружности |С| = р-’4+։. Обозначим через (70 
кольцо У р < 1*| < I, а С-* — кольцо R՜**'<|*Кр~*(Ь=1,

Известно [1], что если Ф(0 аналитична в кольце р<|*|<;И и на 
некоторой дуге Го окружности принимает чисто мнимые значе­
ния, то она аналитически продолжается через эту дугу в кольцо 

7?՛'
А’ |Н <С — по формуле 

Р

ф(0«-ф(-). л<м.’< — - (10)
\ / / р
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Нерта над комплексным числом означает переход к комплексно сопря­
женным величинам.

Согласно условию (9) аналитическая в кольце р.<р|<1 функция 
♦(0 аналитически (продолжается через дугу 6о в область б?| по фор­
муле (10) при R = 1, причем продолженная функция ф(0 удовлетво­
ряет условию

Ке ф(/) = 0 при (И)

Из условия (11) в свою очередь следует, что функция Ф(П аналитиче­

ски продолжается через дугу 61 в область 0։ по формуле (10) при՛ 

R = > причем

йеФ(/) = о, (12

Рассуждая аналогично мы получим аналитическое продолжение функции 
ф(0 через б0 в область

£)„ •“ и Ск и и 
к-п >=0 *—I

т. е. ф(^) аналитична вне круга Н1<- 1 Н» кР0Ме счетного числа дуг 
окружностей.

— образ £>0 при отображении г = р0 Н+ ~՜

г £ £>о). Область О0 является вся комплексная плоскость без счетного 
числа эллипсов и отрезка^ — с, с], причем дуга 7 входит в область О0..

Теперь в функции ф(/)< делая замену / —------ —т------ • мы по֊

06 А»

лучим функцию 

?(*)
/ гЧ- У \ 

а + Ь / ’

которая аналитична в области Оо и совпадает с первоначальной анали­
тической функцией ф(£) в области О.

Следовательно получена
Теорема 1. Если ф(£) аналитична внутри эллипса О и на дуге 

эллипса у принимает чисто мнимые значения, то она аналитически 
продолжается через эту дугу на всю комплексную плоскость, за исклю­
чением счетного числа дуг эллипсов.

Следующая теорема аналогична теореме 1.
Теорема 2. Если ф(2) аналитична внутри эллипса, за исключе­

нием конечного 'числа точек |и принимает на 'эллипсе чисто мнимые зна­
чения, также за исключением конечного числа точек, то она аналити­
чески продолжается на всю комплексную плоскость, -за иключением 
счетного числа изолированных точек.

Пусть О —дополнение замкнутой области О-|-у до полней комп­
лексной плоскости. Если область О—круг и аналитическая т. области 
О функция ф(2) принимает на дуге окружности у £ Г чисто мипмые.- 
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значения, то, как известно, это функция аналитически продолжается че­
рез дугу у в область В՜. Из метода доказательства теоремы 1 следует, 
что это утверждение для эллипса справедливо тогда и только тогда, 
когда аналитическая функция постоянна.

Если аналитическая в круге функция ф(г) удовлетворяет условиям 
теоремы 2, то она аналитически продолжается на всю комплексную 
плоскость, за исключением конечного числа точек.

Это говорит о том, что аналитическое продолжение через дугу ок­
ружности и эллипса существенно отличаются друг от друга.

§. Разложения функции, конформно отображающих внутренность 
эллипса на полуплоскость и круг, на простейшие дроби

В работах [1] и [2] получены конформные отображения внутрен­
ности эллипса на плоскость и круг, а также обратные отображений с 
помощью элементарных преобразований через эллиптические интегралы. 
Здесь мы получаем конформные отображения эллипса на полуплоскость 
и круг в явном виде, через простейшие дроби, причем полученные ряды 
сходятся со скоростью убывающей геометрической прогрессии.

Пусть (^«(г) и С=?)(г) конформно отображают внутренность 
х։эллипса------к — "С 1 на полуплоскость Ке/^>0 и круг |С| < 1 соот-
а1 6’

ветствеуно и удовлетворяют условиям
«։(—а) =0, Пт (а — 2)ш(г) = 1, (13)

։-•«

т,(0)«0, (14)

Имеют место следующие две теоремы.
Теорема 3. Функция (л(г) разлагается на простейшие дроби

1-цци г ,
(15)

где

Рэ = -т- ’ Р = ’ 2* - Р0(Р՜* + Р*+)>
2 а + Ь

у(-1)* а
*.о Ь 1 4- а 4-34

Теорема 4. Функция Л (г) разлагается на простейшие дроби 

1 4-р44+2

И..

*
(16)

где

т4-Ио>7(р-’4+1Ч”+1:

~ Л1+р4‘4’ а
"о и’4 а’тЧ
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Доказательство теоремы 3. Пусть ©(2) функция, коя 
՛ у։ <<*

формно отображающая внутренность эллипса а ’ Яа П°՜

луплоскость Ке/2>0 и удовлетворяет условиям (1л). а

6(/) -- ш ц0 4—~• 1 |‘<С1И :՝ ՝•

Ясно, что
Ие ф(/) == 0 при |/| =- 1, / 1. О®)

Из второго условия (13) следует, что
Иш(1—/)}(/) = 6. (19>
/-.1
П1<1

При доказательстве теоремы 1 мы показали, что функция Ф(0 ана­
литически продолжается в область |/|>р, за исключением точек 1 = 
= р—*(А = 0, 1,...), в которых имеет простые полюсы.Обозначим через 
Фк(г) главную часть разложения ряда Лорана функции ф(0 в окрест­
ности точки I — р-* (А = 0, 1,...). Из (19) следует, что

0.(0^(,Ь)- (20>

Используя метод построения аналитического продолжения функции 
ф(0, указанный в доказательстве теоремы 1 и равенство (20), мы по­
лучим, что

ОНО- *“1. 2. --- (2!)
6(1 —р')

Следовательно функция

/ч , /г+У'г’-с’՝) /оох
Ш1 («) “ ? \~------) (22)

аналитична во всей комплексной плоскости, за исключением отрезка 
[—с, с] и точек

2к = р0 (р-* + р*+։), Л = 0,1, • • -, (23)

причем главная часть разложения ряда Лорана функции <щ(г) в. 
окрестности точки Зя определяется формулой

аН.а<ье^.2-,1.(и,.... (24)
6 р* г

При получении формулы (24) мы использовали формулы (20) и (21).
Из равенства (17) и (22) следует, что

®1 («) = “(։) при (25)
Следовательно функция ©(г) аналитически продолжается на всю комп­
лексную плоскость, за исключением точек г* (г* =0, 1г...), в окрестно­
сти которых главная часть разложения ряда Лорана определяется фор­
мулой (24). Это продолжение также будем обозначать' через; ՛:;(-)•..
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Пусть 1к—эллипс, который является образом круга |<| = р~* V и 
(II \
Н—— ] ■ Из построения анали­

тического продолжения функции ш(г) следует, что

тах |ш(х)|^ тах |ш(г)].
Щ ге[-с.с1 (26)

Поэтому функция ы(г) равномерно ограничена на эллипсах /к. Следова­
тельно, согласно теореме Коши о разложении мероморфной функции (см. 
[1]. стр. 426), мы имеем

Ш (.-) - Ш (0) -г % (^ (г) - & (0)). (27)
л-0

Подставляя в (27) 2 = —а и используя условие со(—а) =0, по­
лучим

”(0) = £ (Оа(0)~^(—а)). (28)
*—О

Подставляя из (24) в (27) и (28), мы получим формулу 
разложения (15). Теорема 3 доказана.

Из определения функции <и(г) следует, что Иеш(0)2>0. Поэтому 
из (15) имеем ш(0) — с0^>0.

Пусть теперь функция I =» Л (г) конформно отображает внутрен­
ность эллипса 7) на полуплоскость Ее/>0, £2(а) = со, 2 (0) = /0. 
Тогда

д(г)=яВ£ки>(г) + /1т,о, (29)
Со

где со(г) определяется формулой (15).
Теперь приведем схему доказательства теоремы 4. Известно, что-

конформно отображает полуплоскость Ее/>0 на единичный

круг | С | < 1. Поэтому.

т)(г) = О(х)-1 
2 (я) -4-1’ (30)

где 7 = 2 (г) конформно отображает внутренность эллипса й на полу 
плоскость Ее 7 > 0. $2 ( ■) -= 1, 2 (а) = со.

Так как 2(0) -1 и Ке2(г)_>0 при х£7>, то из метода анали­
тического продолжения функции 2 (г), указанного при доказательстве 
теоремы 1, непосредственно следует, что

2 (г) — — 1 при г = ± г к = 0, 1, • • •, (31)

2'(±*’*) = с
^2 44-1

1 4- р4 4+2
(32>-

где с—некоторая постоянная, не зависящая от к, с 0, 
Используя формулы (30), (31) и (32), мы получим главную часть - 

разложения ряда Лорана функции Т](г) в горестности точек 2=± Г** 
2 225 акЧ՛-! . ■'<՝.

•х %
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(А — 0, 1,...). Дальше доказательство теоремы 4 не отличается от до- 
. казательства теоремы 3.

Аналогично можно получить разложение на простейшие дроби 
функции т](2), когда условия (14) заменены условиями у|(0) “2о>7<(о)’= 
=> г։, где х։ £Г.

Теорема 5. Если функция ф(2) аналитична внутри эллипса О. 
|ф(г)| = 1 при 2 է 7 и имеет конечное число нулей внутри Ծ, то она 
аналитически продолжается на всю комплексную плоскость, за исклю­
чением •счетного числа дуг эллипсов и счетного числа изолированных 

. особых точек.
Доказательство. Пусть 21,2п—нули функции <р(и) в об- 

.ласти О, а —их кратности. Пусть, далее, 5 01 у (շ) конформно
отображает область О на единичный круг и ~ Применяя тео­
рему 1 для функции 1п [<р (г) աք*1 (х) • • -‘«л *п(2)] и имея в виду теоре­
му 4, мы получим теорему 5.

Замечание. Если в теореме 5 |<р(2) | = 1 при 2 € Г, то ф(2) ана- 
. литиечски продолжается на всю комплексную плоскость, за исключе- 
. нием счетного числа изолированных особых точек; если же <р(2) = 1 при 
2 € 7 и <р(2) #= 0 при 2^0, то она аналитически продолжается на всю 
комплексную плоскость, за исключением счетного числа дуг эллипсов.

В заключение поставим следующую задачу:
Задача А. Найти область аналитиечского продолжения конформ­

ного отображения круга на внутренность эллипса и внутренность эл­
липса О на внутренность эллипса Օւ и построить эти отображения.
Инженерный
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Ն. Ե. ԹՈՎՄԱՍՅԱՆ. Անալիտիկ շարունակության սկղթունքը էլիպսի աղեղով և նրա կիրա­
ռությունները (ամփոփում)

Հողվածում կառուցված է անալիտիկ ֆունկցիաների անալիտիկ շարունակությունը էլիպսի 
. աղեղով և ստացված է էլիպսով սահմանափակված տիրույթների կոնֆորմ արտապատկերումը 
շրջանի և կիսահարթության վրա պարզագույն կոտորակների միջոցով:

N. E. TOVMASIAN. Prlnatpe of the analytical continuation of frought ellipte 
arc its applications (summary)

In this parer analytical coatination of analytical functions beyond an ellipse 
•arc IS built and the conform maffing of (he inferior of the ellipse on a disc and • 
iialfplane by mean* of simplest fractions is obtained.
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В. А. ДЕРКАЧ, М. м. МАЛАМУД

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ КЛАССА 
ФУНКЦИЙ КРЕЙНА-СТИЛТЬЕСА

ВведениеВ работе [1] М. Г. Крейн ввел класс функций Стилтьеса 5. Впос­ледствии класс 5 изучался и использовался им в его исследованиях по проблеме Стилтьеса, теории спектральных функций струны и др., см. [1-6].Авторами в [7] были введены более широкие классы оператор-функ- цИй (см. определение в § 1), которые в формуле Крейна для обоб­щенных резольвент (см. [1, 8]) соответствуют самосопряженным рас­ширениям (с выходом из основного пространства) неотрицательного оператора А 0, имеющим на полуоси (—оо, 0) в точности х собствен­ных чисел с учетом кратности (см. теоремы 5, 8 в [7]).В настоящей работе дается описание оператор-функций в терминах их нулей и «полюсов». Наибольшую трудность представ­ляет случай неограниченных оператор-функций, которые в отличие от функций того же класса, но со значениями в Н, не обязательно конеч- но-мероморфны на (—оо, 0), могут не быть монотонными внутри ин­тервала голоморфности и т. д. (см. примеры в § 4).В работе авторов [9] дано применение полученных результатов к описанию обобщенных резольвент эрмитова оператора с лакунами, проблеме моментов и др.Основные результаты статьи анонсированы в [10].В работе используются следующие обозначения: Н —гильбертово пространство; [77] —совокупность ограниченных линейных операторов в И; С (г/) —совокупность замкнутых линейных операторов А в Н с плотной областью определения 2? (<4); ~ (А) и р (А) — спектр и ре­зольвентное множество оператора А; °Р(А) и эс (А) — точечный и непрерывный спектры оператора А; Ед (') = Ед (/. — 0) и Ее (а, Ь) — спектральная функция и спектральный проектор оператора А = А*;  
С+(С_) — открытая верхняя (нижняе) полуплоскость.Мы признательны М. Г. Крейну за внимание к работе.

§ 1. Определение и простевшие свойства оператор-функцни 
классов 5±хОпределение 1. Оператор-функцию Е(г) =Р*(2)  называют неванлин::свой [4] или /^-функцией [5, 6] и относят к классу R н, если она голоморфна в С+1) С_ со значениями (прия£С+) во множестве максимальных диссп„атш;ных операторов из С (72}.



116 В. А. Деркач, М. М. Маламуд________Совокупность /?я, пополненную несобственными (см. [8, 11]) эле­ментами. обозначим Ин. Таким образом, ^/-совокупность функций 
0 (г) = 9*  (7), голоморфных в С< и С_. со значениями (при во множестве максимальных диссипативных линейных отношений в Н. Как известно (см. [11]) неопределенная часть отношения 0(2) не за­висит от 2 и отношение 9(2) представляется в виде0(х)=|<Л։, Г, (г) Л, +■ Л։>: Л1€^(/Г1(г)). А։6МЬ (1) где Г^^Ян..Следующие хорошо известные свойства оператор-функций класса 
Ин мы сформулируем в виде предложения.Предложение 1. Пусть ИИн. х0(;С+. Тогда:1) а= а^р(/г(г0))=>а(;р(/: (г)) + ;2) а-= а6’р(^(-о)) =  « МЛ')) V' 6 С+. кег (Л (г) - а) = = кег (/• (д0) — я); *

3) я - я£аг (Л (х0))=я£я с (Г(։)) Уг£С+;*4) ^о) Л)  £[#] Уг6С+;*5) Ь^кег(И(г0) — «/), (/= 1, 2) и я։ - а, а։ = я։=Л 1±Л1.*Определение 2 ([12]). Оператор-функцию (2(*)  = 0*(2),  го­ломорфную в (С+иС_)\а։, где «4 — конечное множество, и прини­мающую значения в [//], относят классу Д', (//), если уп^2+, Ау^//(1 < п) квадратичная форма£ (0 (*?)*/.  М-(> <Э (**)**)
г} — гкимеет не более х отрицательных квадратов и хотя бы для одного набора л, ֊/, А/(1</-<п) точно х отрицательных квадратов.Определение 3. ([7]). Пусть х £ £+• Оператор-функцию 

Г(г)^Нн со значениями в [ТУ] будем относить к классу 5я։(соответ­ственно 5н ), если 2И(г)^Пх (соответственно а՜1 И (2) £ 7У։); произ­вольную оператор-функцию И(г)^Ин отнесем к классу 5//*,  если УП€Л-» У2/(;С+. уЛ/ £ (г/)) (1 п) квадратичная формаV ^*) ~ *** (4/, И(гк) Иъ),.—
2 —- 1 (2)/. *-։ 2) — гклмеет не более х, и хотя бы для одного набора п, 2}, Л] точно х отрица­тельных квадратов. Пополняя классы 5 несобственными элементами֊(I). получим классы 5н\В случаях, не вызывающих недороэумения, будем писато И’место а при х = 0 — 5*  вместо 5±0.Пример. Если ^(г)е5^(у^1, 2), то Л (г) ф Л։(,.)
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rw=(Zo7^O3)֊^S’nS՜’- <3)

Определение 4. ([1, 4—6]). Функцию F (z) относят к классу (5)я, ((5)//') Крейна—Стилтьеса, если 1՛ (г)£ Rh, голоморфна в C\R-i- и F (х) >0 (ic(x)<. 0) при х<^0.Замечание 1. Если F(z) £RH принимает значения в [/■/) и допускает голоморфное продолжение*  в окрестность точки Хо=-*о  € R, то в условии (2) можно полагать 2*=Хо,  заменяя соответствующие слагаемые в (2) на слагаемые вида (4) (или (5) для функции класса 
S7/" соответственно)

* Как следует из теорем 1, 2, 4, F(z) 6 голоморфна во всех, кроме ковеч- кого ( <х) числа точек левой полуоси.

((x0F'(x0) + F(x0))hj, (4)x-’(xoF(xo) - Л*о)) hi, Л7)М’. (5)Отметим очевидные эквивалентности:
F(z)CSh^ - (6)
F(z)£Sif~- F(llz)^Sff*; (7)F(z)e5^-F(l/z)e^։. (8)Предложение 2. Если h (z1) £ (Sh(F(z) £ Sh) u s0£C+, mo1) cord hP(F(zo))n(-oo>0)|<x(cord(op(/:(zo))(n04-oo)}<),  (9)*2) °c(F (z0)) П (-»,0=0 (af (F(z0)) П (0, + co) = 0);3) Если же F(z) голоморфна о точке х0 = ха<^ 0, то

dimEr(x,)(— со, 0)Я<х (dimEf&j (0, + oc)H<x).Доказательство. 1) Допустим, что а* —а*̂ вр(Г(х 0))Пп(—0)» ker(F(r0) — а*),  причем к = 1, 2,-■ •, * 4- 1; а* при kj=j,Тогда в силу предложения 1, hk.Lhj (k=/=j). Полагая в (2) и = х-{-1, х; = z0 (1 •</< х + 1), получим, что квадратичная формаS (яМо~ а* 2о) (*e~ hk)tjlk = S “/№<0имеет x+1 отрицательный квадрат, что противоречит условию ^)€5я.2) Если ^kac(F(z0)) п (“ОО, 0), то в силу свойства 3) предло­жения 1, a £<։e(F(z)) П(—оо, 0) (Vz£C|.). Пусть К; — ортпормиро- ванная квазисобственная последовательное?  оператора /՝(։')> соответ­ствующая числу а, Т. е. F(i)hj ■== аА, 4՜ А; ( Л ' )) Hm BgyJ — 0՛* *Полагая в квадратичной форме (2) n=x 1- 1. -- ■ • = =»= I, по­лучим для нее выражение
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2 | аЗу*  + *•  А*+„) + ֊֊ V } *'  **’

1<Л *<»+1  I Xиз которого видна ее отрицательная определенность при достато и. > боль шнх Ы. Противоречие.3) Пусть вначале Г(г)65+’ и приниммет значения в [Н]. Допу­стим, что а  £ 0Р(Г(хо)) П (—°°» 0) и 0 Л  6 кег (Г(х,) - «)  (Л=1, 2,- • х-Ь 1). Полагая в (2) и (4) п — х + 1, у  — о (/ • •• • •> /4-1) и учитывая, что Л/±Л(у^=Л)  и Г'(хо)У>0 при хр֊^0, получим
* * ** **

2 ((хо^Что) Н֊ Л*«))  А*)«У  =
*<։Н

— 2 х0 (/•' (х0) Ау, Ла) ?/ 4՜ X *а  5Аа|[։ |?*|' <0.
1</, а<»+1 ։<*<«+։Последнее неравенство противоречит условию A(z) £ 5' . Утверждение о,-/г(х0)) П (—«>, 0) = 0 доказывается аналогично.Общий случай оператор-функции Sh , для которой / (г0)^

£ [/7],х0£С-|. легко свести к изученному. Рассмотрим для этого на­ряду с F(z) оператор-функцию Ф, (г) = — (/•'(г) — а'г) 1 при е>0 и уже принимающую значения в [/7J. Утверждение 3) следует теперь из очевидной эквивалентности: / • £ о/ (А (х0)) **— (>֊ — е/х0) 1 £ ^о/(Ф«(х0)), (։=р, с).Замечание 2. Как видно из доказательства, вместо (9) получено боле сильное неравенствоS dim ker (Р (z) — a) < x. a<0Предложение 3. Классы 5н° — $н и 5//= совпадают с 
классами Крейна—Стилтьеса {3)ци (ЗУн՝ соответственно.Доказательство. Докажем лишь совпадение классов 5^ и (*$)//•  При х=0 формы (2) неотрицтельны, что в силу неравенства Шварца-Пика эквивалентно включению 2Г.(г) £ /?я. Если Р(г) прини­мает значения в [//], то в силу критерия*  М. Г. Крейна [6] К (г) Е 6 А (г) £ (Лн, гР(г)£_Кц. Установим указанную эквивалент ность в общем случае.Если Р (:) £ (•$)//, то Г(х)>0 ух<^0 и, поэтому, ух < 
^€р(^(х) е/х), а>0. В силу критерия голоморфности неограничен­ной оператор-функции /\(г) = Г(г) — ег՜1 (см. [13, с. 461]) 0£р(Г,(г) при достаточно малых (г—х) и, следовательно, в силу предложения 1В силу критерия М. Г. Крейна: — К , (г)՜1 

К,(г) 7?//=> гр (г)£^н, что, как легко видеть, эквива­лентно условию гР(г)^ Кн.Установим обратную импликацию: Р\г) 5н=> Р (г) £ (5)я В си лу предложения 2 уз>0 0 6р(Г(г) 4-е) т. е. Р(г)+е)-1^

Этот критерий 
его доказательство из 
инями в [Я],

доказан в [3, 6] лишь в скалярном случае (dim# = 1). Но 
[6] дословно переносится на оператор-фумкци F(z) со ^ЧЛЧ!..



Об одном обобщении 119£ [77]. Но тогда из условия следует, что г(Г(г( + е) £££//=>—х՜1 (£(г) + б)՜1 £Вн и в силу критерия М. Г. Крейна — — (Л'(г) 4-е)՜1 (5)я’. Таким образом, Л( г) 4֊ е £ (5)я у« > 0, т. е. /■’(г) £(£)//. Предложение доказано.
§ 2. Описание ограниченно-голоморфных оператор-функций 

классов ֊57/Займемся описанием множества ограничено-голоморфных в С опе- ратор-функций класса Ля, т. е. оператор-функций Л(г)£5я таких, что Зх0£С+, ^(2о) € R7]- В этом случае £ (г) £ [А/] ух£С+ и спра­ведливо представление
И^ = А + В։ + (10)

в котором А*=А*,  2?>0; А, В^[Н\, а £(/)— неубывающая опера­тор-функция, сильно непрерывная слева, для которойJ (1 + P)֊՝d£ (t) £[//]. (И)
—соПусть F(z) голоморфна в интервале (— оо, t0), t0<^Q, т. е. но­ситель меры d^{t) содержится в р0> + °°)- Определим в этом случае конус X՜» ՛(/•), полагая

KZ.(£)=|ä€H: Ihn (F(x)A, Л)<0) (12)
Х| —оои обозначим x2w(/-) — максимальную размерность подпространства

L с. AZ _;(/-') U [0]. Легко видеть, чтохТ_(А) = lim dimE>(x;(— <x>, 0) (13)
*4 —я, если xZ„(A) < оо, то при достаточно больших |х|C.(F) = dim£^(x)(֊co, 0). (14)Пусть Н\ — такое подпространство в Н, что /7։ П XZ» = 0. Тог Ла, как следует из (10), A7։t=ker В и выполнены условия[(14-|«|)-։</(Е(0Л. Л)<®, (15)

•lim ;(£<(х.) А, 7»)=(ДА, А) - Г-^-</(ОА, А) = (4t А, А)>0 (16)
<♦-■> J 1 4- Рг.« интегральное лредставлевие (10) принимает уА^Н^ вид

(Ftfh, Л)=(Д։А. А)+ |'(7֊z)-’rf(E(f)A. А). (17)
4.



120_______________________В. А. Деркач, М. М. Маламуд _________Число *Т ֊(<^оо) имеет простой спектральный смысл. Так как ух</0/'(х)</г(/0), то при Х>|^(/0)1 оператор-функция (Л (х)-Х)-’<0 и является монотонно убывающей. Поэтому существует з Ип1(А(х) — — л)~' = Л'(Х), являющийся псевдорезолевентной, нульпространство /// = кегЛ/(л) и область значений Н" —&■'('■) Н которой не зависят от л (см. (13]). Пусть /Г(-ос ) = /?'(>)»'' +'֊/я՛- ТогЛа х՜- = — с11т Н' + с!пп (—°°> 0).Определение 5. (см. [14, 15]). Точка называется полюсом (нулем) первого порядка оператор-функции Т'(г), голоморфной в проко­лотой окрестности точки ^о, если для всех вектор-функций ф(г). ф(г), голоморфных в окрестности точки и удовлетворяющих условиям/=(г)?(^) = ф(г)(/:(.Ъ (.։) = ,(,)). ч>(/0) = 0, •?(/о)¥*0,  точка /о является для ф(г) нулем первого порядка. При этом ее полюс­ной кратностью Хо (нулевой кратностью Го) называется размерность ли­неала (X (/0): X |г) •= (^о — х)“’®(г)|. Если /г(г) голоморфна в точке 6>. то г0 = сПп1 кег/г^о).Подчеркнем, что Т(з) не определена, вообще говоря, в точке /о и может иметь в ней одновременно нуль и полюс. Так, в примере 3 § 1, уо(—3) = г0(—3) = 1.Следующее предложение, используемое в теореме 1, получено в [12] в скалярном случае, но дословно обобщается на случай оператор-функции.Предварительно напомним, что оператор-функцияможет иметь (см. [12]) в С+1|С_ не более конечного числа полюсов. Спектром оператор-функции <2(г) £ называют множество,состоящее из ее полюсов и множества точек вещественной оси дополни­тельного к объединению интервалов, через которые <2(г) голоморфно- продолжается.Предложение 4. ((121). Если (2) (г) £ /V,, (//), /=1, 2; о((21(г)) П П««?։(г)) = 0, то <?1(я) + р։(г)еМ,-х։(/7)-Теорема 1. Пусть и принимает значения в [//].Тогда следующие условия эквивалентны:1. Г(2)^5^;2) Г(г) голоморфна на левой полуоси за исключением конеч­
ного числа р(<^х) полюсов /у (^ < ^։<С‘ ’ '<С <С 0) первого порядка и 
конечной полюсной кратности у г=,ху(^՝), причем**= Е Мл) + ’С-(О- (18)Доказательство. 1°. Расмотрим ядро квадратичной формы (2)

Л(г,о-^М֊Р'(Ч. (։„.X— СФорма (2) имеет х отрицательных квадратов в точности тогда, когда У^СС+(К; +1) действующий в //"+1 блочный оператор. К=(Л*Л **))",?=., где ’ Р ₽
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К(г„ 2,) = Л + 5(2у+г*)-ь  [I--------/ - .֊֊1^(0 (20)֊ I (г — ֊)) и —=*)  1-Н’ )имеет не более х, а при некоторых (2^1"+}— точно * отрицательных собственных значений, или, когда то же самое справедливо ддя опе­ратора 6’ = М'КМ, где

1н 0 • • • 0 00 1ц ■ • • 0 0...........................................................0 0 • • • 1Н 0
— 1н — 1н- • — 1н 1нОператор О, как следует из (20), имеет вид

о/_ , \ । Сг"+1В{։'+ ””) + _)

щ։. + «,.,)+ [ г-^а
- t -л к 2-л+1|

(21)

(22)
2°. Пусть/‘’(л) (; Зя . Покажем, что функция Е(<) из (10) имеет лишь конечное число р(< х) точек роста на полуоси (— со, 0). Действи­тельно, дэлустим, чго • существуют точки Г/£( — «>, 0) и векторы А;£//(1 у < р), для которых

(<-<УР</(2(0А/. Л;) = ос. (23)
Разобьем отрицательную полуоь на непересекающиеся интервалы△/(ЭО) и выберем константу С>0 так, чтобы уу2+Х{0), ] < р

[ лу, лд < с, </(0 = 14^-(- • 

J Г — Г; 1 Г ГЙ\Л/Тогда у/У^-2С можно выбрать точки —0,+ ^(0<с/<1),1<7-<Р так, что |՜ 1?;(01։</(2.«)Лл Л/)=^^(/) = ^=^У
\ I—г, /

А/



122 В. А. Деркач. М. М. МаламудПоложив в (22) —։, нолучим|?у(О1։<(14-Р)-։</(Е(/)А7,Ау)<-(^- СХ- — * (24)(6,*. лу,л*) = 1 ?у(0т7(0*(М0 Аг А*> ’ (25>
Разбивая интеграл в (25) на интегралы //, /*>  //*  по множествам Д/Д*.  К\(Д/11Д*)  и оценивая каждый, получим
//<( [^(оммоа,, лрУ'У ръихммол*,  л.))։/2< цусу*.4 д, (26)Аналогично Л < (/УС)1'՛’, /у*  К С < (Л/С)’2.Таким образом, при /=/=А1(С?лА/, А*)|<3(МС)1/а (27)и поэтому при г <. т и достаточно большом М главный минор 
вг = С 2’ ’ Г) матрицы ((<?/*,  А/, Ал))/, *—1 имеет знак (— 1)г. В\1, 2>•••, г/силу критерия Якоби матрица ((С, л, А/, А*))/.  *-1  отрицательно опре­делена и оператор С имеет не менее р отрицательных собственны*  значений, что возможно лишя при условии р <Сх.Так же, как и в [6], из формулы1ш А (т + - г) (Б+ 1՛ -) (28)\ Л*  —') + у /

Rследует, что 1ш Г(т + М) ֊> 0 при у ->֊ 0 и т<0, т — /*,  1 < к < р Применяя формулу обращенияЕ (т։) - Е (г,) = 2- Кт [ 1т А (֊ 4֊ «) <1-., (29)
•х ։ -0 }получим, что Е(0—постоянная на интервалах полуоси (—оо, 0), не со­держащих точек 1к, т. Следовательно, оператор-функция допу­скает представление

F(K) = J0 + 5։+f(7-l- - ֊֊- рЕ(0, (30/
0в котором Л = Е(/У + Э) —E(fy)> о, Ao-= A — tjAj(l + f})՜3. Установим неравенства xy (F) < x (у < p). Из представления (30) и принципа минимакса видно, что dim £г<х)(— 0)/7>ditnAyH при X^>tj и достаточно близких к tj. Осталось применить предложе  *



Об одном обобщении 123ние 2. Аналогично неравенство хТ_ (/•) <х вытекает из равенства (13) и предложения 2.4°. Остается доказать эквивалентность условия Г(х) £ равен­ству (18). Заметим вначале, что условие 1) можно переписать в виде (] (г): = гР (г) 6 М (Н), а оператор-функция ф(г) допускает представ­ление <?(*)=£  <2/(Д (31)/=°в котором Р/(г) = г(</ — г)՜1 А) (/ — 1, 2,- • ■, р),О,(а) = Аог + 5г’ + г С М------- (32)3 \Г — а 1+ V/Легко видеть, что (?7(г) =— Л;+ </(/; —х) 1 Л/£ а (<2> (г)) =■ = {о)./>1-Далее, так как Л’о (г) = г՜ 1 (г) £ 5**,  то Оо(։)6Л^». где *о-С  *•  Докажем, что Хд^хЗ«. Для доказательства неравенства х0^х_„ сле­дует установить, что ядро Х0(г> ^) = (0>(2)—Фо(С))(г— С)՜1 имеет не более хГ_ отрицательных квадратов. Это эквивалантно тому, что блочный оператор Ко=(^о(г/> г*))"  *—1 имеет для всякого набора а;£ €С+(1</< п + 1) не более х_.« отрицательных собственных ^значе­ний. Последнее утверждение достаточно (см. п. 1°) доказать для блочного -оператора

Из (12), (28) и (30) вытекает очевидное равенство: ЛЗ-(/г) = = АЗ» (/'о)- Пусть Нх— подпространство Н коразмерности хЗ» такое, что /7։ П == 0. Достаточно показать, что на подпространстве 
Н^Н.сН՞՝1 оператор С® вида (2Г) неотрицателен. Для этого на линеале X вектор-функции вида

а(о- е .’р;(0А/луен,?у(о=
/ г; /



124 В. А. Деркач. М. М. Маламудвведем квазиокалярное произведение, полагая(/»"' (0, A'։,(O)t = £ | S (О А;1', А12)), (33)
1</. М<л-г1 J 

Ов котором £1(0 = ф — гя-иГ2</Е (/)■ Интеграл I </(2։ (/)Ав+։• А*  + |, 6являющийся последним слагаемым в (33), сходится в силу неравенства (15), имеющего место уА£//1։ Теперь с учетом включения Н, скег В и соотношений (22')> (33), ясно, что уА>(;//(1 ֊</՛</։) и мат­рица ((6°*А/,  Л*))?, +1_1 представляется в ’.виде суммы двух матриц С։ и С։- Здесь С։ — матрица Грамма (относительно скалярного про­изведения (33)) системы вектор-функций <ру Ю Ау £ (1-< у ■< п + 1),Т. е, С, =((<Ру(/)Лу, Ф*(ОА л)г );Д’-1> а матрица имеет вид

и неотрицательна, в силу (16) yAnji (г Нх.Итак, неравенство Xq < xZ_ (Fq) xZro (F) установлено. Обратное неравенство xZ» (А) = у~. (Fo) ^Хдвытекает из п. 3° и включения 
FQ(z)^S*'.  Таким образом, = xZ. (Fo) ■= x_«. (Л).Для завершения доказательства остается заметить, что в силу (32) supp2(<) = ’(Qo(*)) с[0, 00) и применить предложение 4, из которо­го и вытекает равенство 18. Теорема доказана.

§ 3. Неограниченные оператор-функцвгн классов 8н*Напомним, что неравенство Д^>5(^>с0/) для полуограниченных снизу самосопряженных операторов А и В означает, что £>(Тд)с £>(Тд) И Тд[/)>Та[/]у/€^(Тд). Здесь Тд -квадратичная форма, ассо­циированная с оператором А, причем О(Тд) = О((А—с0/)։/։). Ана­логично, неравенство А — Л* В — В*  для операторов полуограни­ченных сверху означает, что £)(Тд):э£)(Тз) и Тд(/)>Тд[/].Предложение 5. Для оператор-функции Р(г)^8нх (Е( г) £3//։) 
справедливы утверждения-.а) В(2) допускает аналитическое продолжение на отрицательную 
полуось за исключением конечного числа точек С1<аг< ... <аР<0;б) существуют точки  <Ат<0 такие, что в каждом*
из интервалов (—<х>, 6։), (А(| 6։),---, (Ьт, 0) оператор-функция 
Е(г) не только аналитична, но и монотонно возрастает.

Совокупность | бу)]’ содержит совокупность [ а*)^  но, как показывают при­

меры (см. § 4), вообще говоря, т > р, т. е. оператор-функция ?(։) £ 5՜ 1 мо же т 
быть голоморфной внутри интервала, не будучи монотонной в нем.



Об одном обобщении 125Доказательство: а) Рассмотрим оператор-функцию Фс(г) = = — (E(z) 4-ez)-! £ S՜ * и принимающую значения в [Н]. На основании теоремы !Ф,(г) допускает голоморфное продолжение в (—оо, 0)\ \ (О)՞-։« («<*)•  В каждом из промежутков® (— со, /,], (/։, /а|,- • -, (/„, 0J оператор-функция Ф,(г) имеет конечное число « х) нулей ak(k = l, 2, •••, р)> что следует, например, из предложения 2 и результата из-U at) U ( q tj i суще- 4-1 / \/-1 /ствует Ф,՜' («)г G(Н). Доопределим F(z) в точках указанного множе­ства, полагая Е(х) = -Ф7։ (х)_ех. (34Утверждение а) следует из (34) и критерия голоморфности неограничен­ной оператор-функции [13, с. 461], если заметить, что в точках tj,Be совпадающих с a*  У& < п, функцию F(x) можно доопределить анало­гично (34) при подходящем выборе е>0, а нули функции Ф,(2) не зависят от е.б) . Рассмотрим скалярную функцию
d (х) = dim Еф, (XJ (— оь, 0), (35)определенную х tj (I < j’ п). В силу предложения 2,</(х) конечна, а в силу монотонности Ф,(х) на интервалах (tj, tj+i), 1^у-<п функция d (г) имеет внутри каждого из них лишь конечное число точек разрыва bi (1 -С к п։). Поясним, что возможные разры­вы d(x) внутри (t/, 't;+i) обусловлены не только прохождением соб­ственных значений X*  (х) £ с (Ф,(х)) П (—°с, 0) через ноль, но и воз­можным поглощением их непрерывным спектром соответствующих операторов (см. § 4). Положим т «= п 4՜ п,16у}“ = U Ю1" и пока­жем, что точки Ь,—искомые. Пусть [х„ ха]с(6у, bj+i), (l-Cj-Cw). Так как, согласно предложению 2 отрицательный спектр оператора Ф, (х) конечен (с учетом кратности) ух^]х։, х։], то собсвенные числа >/(Ф,(х))< 0, (1 <у< г х)непрерывно (и даже аналитически (см. [13,. с. 464])) зависят от х. Поэтому 38 ^>0, что 1/(Ф, (х))<^— о, (ух£ £[х։, ха], \jj՛< г). Следовательно, зС>0, что С!н — Е(х)>0 ух£ С lxi, •*։]•  Значит з(С— F (z))՜' Rh и принимает значения в [//] и голоморфна в замкнутом интервале [х։, ха] и стало быть, монотонно возрастает на нем. Но тогда: (С — Е(х։))՜1 ]> (С — Е(х։)՜’ > 0 =► F (х։) ]> Е(ха), что и требовалось доказать.Замечание 3. Множество {6*}՞ ’, как легко видеть, не зависит от е, чего нельзя сказать о множестве Ясно, что множество|6у)Г можно уменьшить, удалив из него те tj, которые не будут по­люсами Ф, (z) при другом наборе s^>0.Монотонность F(z) £ S«x на интервалах (—со, 6,) и (Ьт, 0) (см- предложение 5) и неравенства dimE>(x)(0, 4-|֊о)//<х (см. предло­жение 2) позволяют определить для F(z) 5«։ числа

Отметим, что некоторые из ак (1 < k < р) могут совпадать с tj (1 < j < п).



’—1-.i
֊126 в. А. Деркач, M. M. Малаыуд

х+ (/•)«= lim card (։(/г(х)) П (О, i- oo)|=llm dim (£>(х) (О, 4 °°) 7/) 6 Z+, 
х‘- •rt՜՜ (36)

Xq (F)= litn card |з (Л'(х)) П (О, 4՜ ֊°)j =՜ Иш dim <Х| d՜ 00) * ^+։
х *։ -г՛0Теорема 2. Пусть F(z)£Rt{, иломорфна на отрицательной 

.полуоси за исключением точек а*(1  $֊ к п < °с) и Эго^С+. что О £ af (/• (z0)). Тогда E(z)(^ Sh* если и только если:
а) /(г) им:ет конечно: члслг нулей первою

поряАка и конечной нулевой кратности rj “• г j(F)> (1 р)>в) А'(х) монотонна в некотором интервале ( со, /о), fo’x.O и х+_ (А) < °°;с) справеАливо равенствох = х+. 4 У rj(F).
1 = 1Доказательство- Для /(«)(; 5" утверждения а) и в) дока­заны в предложении 5. Для доказательств? с) рассмотрим Ф(г) —- 

= —F (z)՜1 £S։. Т.к. 0 (; Oe(F(z0))‘ то 0 (; a£-(F(a)) у«6 С+ (предложе­ние 1). Поэтому в силу (1) Ф (։) «= Ф։ (-) ® Ф-, где Ф_>=“КО, А >: A£//,j неопределенная часть (не зависящая от х£С+) -отношения Ф(г). Применим к Ф։ (г) £.$//, и принимающей значения в [/7] теорему 1 и заметим, что нули // функции A (z) и только они бу­дут полюсами Ф։ (г) первого порядка, причем нулевая кратность r-j(F) функциям F(i) в точке t; совпадает с х/(Ф։)— полюсной кратностью Ф։(г) в той же точке tj. Кроме того, «2;. (F) = х2.(Ф։), что следует при достаточно больших |х| из равенствx--(O=’dim£/,(x>(0, 4-оо) = dim Г_ф (ж)(0, + оо) = х2_(ф1)).Для доказательства теоремы 4 нам понадобится следующий резуль­тат, более общий вариант которого доказан авторами в [9, 16].Теорема 3 [9, 16]. Пусть а — со, р < оо, Тх—монотонно убы­
вающее при х £ [а, р] семейство плотно определенных (в гильбертовом 
пространстве Н) замкнутых симметричных форм, равномерно ограничен­
ных снизу : Тх^. С, Т(х) = Т*(х) —оператор, ассоциированный с Тг֊ 
Пусть к тому же Тх удовлетворяет условиям:*) Vx< О։ € (а. °) ЯСхпх, такая, что

Тх,[/]֊-Тх,[Л > Cx1։x.W У/€^(ТЛ)<=Д(ТЛ);
б) оператор-функция Т(х) непрерывна в [а, р] в смысле равмноерной 
резольвентной сходимости.

Тогда, если dim £rw(— °0, 0)Н<^оо, modim Ет:ц(—°®> 0)/7—dim J?r («)(—o°,0)/7= J] dim ker T’(x). •»6 ։». ?)Теорема 4. Пусть F{z)^Sh՝- Тогда:1)3б։<6։<'-'^Zb,n<o такие, что F{z) голоморфной моно­
тонна в интервалах (— со, 6,), (6Х, 6։),- -, b„). (6т, 0);



Об одном обобщении 127՜2) \/х £(—<*>,  о), х=^Ь). card [о(F(x)) П(0, 4 8)!■<*».'•) если х; — /-/(F). (1 /К <п) — число таких положительных 
собственных чисел операторов Л (х), (x^(bj—j, 6,)), занумерованных 
с учетом кратности в порядке убывания, для которыхlira/*/(Л(х))  = -гео (Л=1, 2, •••, хД (37)а Х/n+J = хт.](/■) = lin։ card [э(Г(х))Л(0, 4 о>)|, (37')
то справедливо равенство (38) 

7-1

Обратно, если F(z)^Rn и удовлетворяет условиям 1) — 3), то 
F(z)^Sh.Доказательство: а). Для F (г) £ 5-։ утверждения 1) и 2)՛ доказаны в предложениях 4 и 2. Докажем 3). Заметим, что если 
F(z)(^Rh, то y>V>0 верна эквивалентность: Gn (г) = F'(z) 4՜Nz Ç (; Л-*<=►/■  (z) £ 5-։. Добавлением Nz {N—достаточно большое) к F(z\ можно добиться того, чтобы для G’.v(e) все положительные собствен՜ ные значения /i?(G’,v(x)) операторов G,v(x) (х<^0) удовлетворяли ус­ловиям:lin՝. /*,  (G:, (х)) — + оо, lim > kj(G.\<(x)) < 0 (1 •< j -С т; 1 к -> ху). (39) г,4у я\ь._лУчитывая строгую монотонность оператор-функции Gv(x), применим к ней в каждом из интервалов (— оо, 6։),[(6։, (6m-ь Ьт), Ьт, 0,теорему 3. При достаточно малом о^>О с учетом (39) получим (счи­тая Ьо — — ос):У, dim ker Gn(х)-=> dim EaN{bj-^ (0, 4 °°) = x7 (Gn) = (F), (40)՛
xk(bj-v»pибо dim EoNibj_}+v (0, 4 °°) = 0 (<=> 4 Ч < 0) в силу (39). Таккак, кроме того lim X*(6w(x)) ։=*limX*(F(x)),  то

-rfO Xtoу dim ker G’w(x)«=dim £од,(»1 (0, 4 <») — xm<h(Gw) =• +! (F). (41)
X6 0)Учитывая включение Gn(z)£ 5՜’, равенства (40), (41), х+л(6л) = 0 и условие O^p(Gyv(z)) при г£С+, получим из теоремы 2 соотношение

/я+1 и+1х= у dim ker G/v(x) 4 «t« (G\) «= £ xy (Gu) = £ xy (F), 
x<0 у-l ! — 1доказывающее (38).б) Если F(z) удовлетворяет условиям 1)—3), то Gn(z) =F(z)-l֊ Nz՛ также им удовлетворяет yA/J>0. Поэтому включение F{z)^S~' сле­дует из (39)—(41) и теоремы 2. Теорема доказана.



'128 В. А. Деркач, М. М. МаламудСледствие 1. Пусть Ft (г) £ S't и удовлетворяет усло­виям: а)Т,(х)£[Я] у*<0,  б) Е.(0) -s-lin F. (х) = 0. Тогда верна
X Г о эквивалентность F\ (z)£S7i' *=>  Fx(z) f- A’j(r)^ 5Доказательство следует из теоремы 4 и очевидных соотношений: ху(Т, 4֊ Г,) = ху(А',)(1 < у < т), х+ (F, + Л) » \+ (^i)-Замечание 4. Для оператор-функций F(z) ( 5л։ и принимаю­щих значения в [Н, числа ху(Т), определенные в теореме 3, очевидно совпадают с полюсными кратностями х^(Т) Св смысле определения 5) ■ожератор функции F(t) в точках 6/(1 Су Ст). Далее, гт^(Р) из теоремы 4 совпадает с числом х*  (F) из (36), а также с минимальной размерностью подпространств, принадлежещих конусу

Ко = Ло* (0= |Л: lim (F (х) Л, А) > Oj. (42)
XtOПоэтому равенство (38) принимает вид

является полным аналогом равенства (18) из теоремы 1.Для оператор-функций F(z) £ 5^*  также справедливы аналоги тео­рем 2 и 4. Приведем их (без доказательства), заметив вначале, что в -силу предложений 2 и 5 для F(z) £ S+*  корректно определены числаxZ-(/?)= lim card |э(/г(х))Г>(—°°» 0)|=lim dim Ер(Х)(— со, Q)H,
Jr t 0 XtOx^՜ (F) = lim card (a(/?(x)) П (—°°, 0) = lim dim £л(х)(—0) H. xtO jrfOТеорема 5. Пусть F(z) £ Rh, голоморфна на отрицательной, 

полуоси за исключением точек а*(1САСп<^оо ) и 0 £ ае (F (z0)) 
при некотором zq^C-i. Тогда /•'(z^S«*  если и только если: а) Т(г) имеет конечно число нулей ... <^р<0 первого порядка
и конечной нулевой кратности rk(F), 1-С^С р)', 

■в) F(x) монотонна в некотором интервале (to, 0) и *̂ (F)<^oo;  с) справедливо равенство

* = *0-(П+£ гДр)-
Jb—1Теорема 6. Пусть оператор-функция F(z)^Sh*-  Тогда:1) ЗА. < 6,<• • ® такие, что F(z) голоморфна и монотонна

* интервалах (-со, 6։), (bu bj,---, (bm-U bm), (Ьт, 0)==Ьт, Ьт +։);2) dim а>, 0)Я<х ух£(— оо, 0), x=^bj, (1 <у< m);3) если ;(/ “) число таких отрицательных собственных чи­
сел оператора F(x), (х^ (6/_ь bj), занумерованных с учетом крат­
ности в порядке возрастания, для которых

*

lim lJk (F(r)) = — со, (1<у <m, 1 <АСх,),
X4 о j . J11 



Об одном обобщении 129то справедливо равенства * = *2.Ю  т £ «/(F). 
7-1

Обратно, если F(z)^Rh и удовлетворяет условиям 1)—3), то 
F(z)kS,Y.

§ 4. Некоторые дополнительные свойства и примеры1. Неограниченные оператор-функция F(z) как видно изприводимых ниже примеров, не обладают многими привычными свойст­вами функций тех же классов, но принимающих значения в [//]. Так, они не обязаны быть конечно-мероморфными на полуоси (—оо, 0), мо*  гут не быть монотонными внутри интервала аналитичности, не иметь на (—оо, 0) ни нулей, ни полюсов и т. д. Изучать их можно, например, аппроксимируя F(z) £ 5/ух функциями F, (z) £ 5«։ уже принимающими значения в [2/J. Один из способов такой аппроксимации содержитПредложение 6. Пусть F(z)£Sh\ е>0,Л (-’) = ((/= (г)+ ez)-’+֊^y\ (43)
Тогда։1) F,(z)£Sh' и принимает значения в [ft];2) если У—область аналитичности F (г) и г06 2, тоЦШ F.(zo)/=F(zo)/v/6^(^o)); (44)

■-03) /? - lim Г. (г0) = F(z0) Vzo6«, (45)
»-*04) F.(z) имеет ровно х нулей и х полюсов (с учетом крат­

ности)՛,5) 3s — lim Ft (х) 0, Um (Ft (x) Л, h) = — °o \fh £ H.
XtO X- - -Доказательство. 1) Следует из очевидных импликаций:/.(z)CS-։, e>0^F(z)4-8z6S-։=>֊(/:(z) +sz)-43+x,

։(F(z0) + ezo)՜ ' € [A], z0 6 C+ - (f (z) + a z)՜1 - -֊ € 5+x^
^F,(z)(;S-xf.(zo)€[HJ.2) Пусть z0£C+фъ (•) = ֊ (^ (*•)  + (e+ ֊֊)) '•Тогда

V“ Фх*1 8 = 7՜ (+ zo (e + y)) 8 4 g € D(*o)^  >
(46)|Фж.(®)| < koi • |Im z0|- ’ (в3 + 1)-11< koi (Im z0)-*,

3—275



130 В. А. Деркач. М. М- Маламудибо 5(г0) диссипативен. Теорема 1.5 из [13. с. 534] позволяет в си­лу (46) сделать заключение Пт Ф»,(Е)^(*о)/  = / V/6 (гь))՛ из кото-■ -*0рог о с учетом равенстваг. (я)/= Фх. (в) (Г (*о)  + Его)/ = (•)/ + 8 «о Фг. (в) /и следует (44) при г0 € С+. Доказательство для гв £ С- аналогично. При *о  ~ *о=  хо £ $ следует заметить, что Л(*о)  определен в силу предложения 1 корректно для всех, кроме конечного числа, а >0 и воспользоваться спектральным разложением полуограпичснного сверху оператора Р\(х0).Заметим, что из (44) следует $ —/?-Ит Р.(г) = Р (г), -что одна­ко, слабее утверждения 3).3. Пусть г0С+, С£С+. Тогда(Л (д0) ֊- (Р (го) - С)՜1 = ((у М + + ^) *՜  9 1 ~
֊(/=(-’о)-С)՜’-— [Л20)(Л*о) + ^е)-*Ш^(*о)-СГ՛ р(*о) + г0—еС I.

+ ■” «~«Ч֊ / (..,)[ ЕЫ + “» - •"*֊  Ь.]- +
•2 о—I г0 I *0՜ ]

+ ^±9 |Г(*о) - ] (Г(я0)-:)-*[ Р'М + 1 -*
Хо — еС [ В7О-КI I *о_!£ 1Полагая здесь С=—д0, воспользуемся оценками, легко вытекающими из известной оценки диссипативного оператора Е(г0)"

И в+1 (8’ + в + 1)1тХо+ <14֊ 1хо1- (1т я0)-'.
। ( Р (го) ~ ~т) (Г(хо) +*оГ’ । 1 + [1го1 (1 “ е> + Ц К1 ~ £) 1т ^о]՜1-

В результате получим(*о)  4֊ г0)~ ’ - (Г(г0) + 2о)~11 < ------ !-------(1 + _±о1Л +I 1֊’о1(14֊в)\ ^ПпгоУ+ е(1~ е) Г ! и0|(1 -е)+1 I а + 1___________14֊в [ (1֊в)1тя0 ] (е»4֊в+1)1юго ~ (47)/ 1т я0 + |г0| | 1т г0 + ]г0| + 1 \ |г0| • 1т г0 (1т г0)’ 4- о (в)Теперь при 20 £ С+ (46) следует из (47). Доказательство при Зо €С- и ^о — зо =хо < 0 аналогично.
• 5°ГАаСН° "₽еДАОжению 4- Я *1<0  такое, что в интервале ’ '> Фунх«ия ^<2) аналитична и монотонна. Поэтому Дх0 =



Об одном обобщении 131= x։(t)<Ai такое, что /'(■») 4֊։х<^0 при х£( — ос, х0] и V/€ €яа>(х,.)=0|Л(хо)]
Нш ТПж։]Л + «МР)=-*.  (48)

х I —«Из (48) легко следует, что s — lim (F(x) 4՜ ex)՜1 = 0. Далее, для

G։(z)~—(F(z) + ez)-* ----- — найдется 8«=>8(е)<^0, что G։(x)>0 при

{х£(—ос, 1/8) U (8, 0) иHm(G.(x)/, /) = + «V/€H\{0), xt 0
(49)s — lim G,(x) =0.

X| — ~Из (49) получимlim 1>, (x)[/J = lim (F, (x)/,/) = — oo y/£H\{0), (50)X4 X4 “«s — lim F, (x) = s — lim (— G,՜1 (x)) = 0. (51)
Xto XlO .Из (50)(/.)= 0, хо+(Л)=О, а из (51) - Kt. (F.) = {0} =>xt, =- 0 здесь Ко F,), K-,(F,) соответствующие) конусы функции F,(z). Ут верждепие 5) следует из (50), (51), а 4) — из теорем 2 и 4, ибо о (/?,) = х1_ (Г,) = 0.Замечание 5. С помощью оператор-функций F, (г) вида (43) можно, не используя теорему 3, вывести теорему 4 из теоремы 1. Оста- номися лишь на выводе утверждения 3), т. е. равенства (38), считая утверждения 1) и 2) доказанными для F(z) Рассмотрим дляэтого оператор-функцию F, (г)£57Г и принимающую значения в [Н]. В силу предложения 6 F,(z) имеет в точности х полюсов на (— со, 0)- и xQv (Л )=х+«(£■;) = 0. Покажем, что из этого следует наличие в точ ности х собственных значений ikj(F(x))^-0, удовлетворяющих соотно­шениям (37)—(38).Пусть X»/(F(x)) 0 (/ = 1, 2,-«-, m-f-1; £ = 1, 2,՛*՛,  */)  те соб­ственные значения оператора F (х), для которых выполнены соотно­шения (37), (37'). Оператор F, (х) имеет те же собственные функции) что и F(x), а его собственные значения )֊4/(^«(х)) связаны с 1*/  (F(x), равенствамиХаДЛ.(х)) =x[A* y(F(x) 4֊ех][х(1 4֊ е։) 4֊ »(Г(г))]֊‘. (52)При достаточно малом е>0 каждое из уравнений/* y(x)-x(14-e։)4-e>v(F(x)) = 0(j = l, 2,- -, т; £ = 1,2,---, ху) имеет одно решение x*;£(6y_j,  bj), ибоНго fk) (х) = 4-оо, lim /*;(х)<0.
Xfby х* 6у_,Точки х;к как раз будут полюсами оператор-функции F, (z) с полюсной кратностью x(G։(x/*))  = dim ker (FxJk) — (F(xjk)). Поэтому£ x(/=։(x)) = x;(^)=xy/ (7 = 1, 2,..., m),֊ (53)

bj)



г
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т. е. в каждом интервале (bj-i, bj) функция F, (х) имеет точно х/ по­люсов. Аналогично в силу (37) каждое из уравнений/*,  о(х) = х(1 4-e։)4-aA*, m+1(F(x))-0 (4=1, 2,имеет в {Ьт, 0) единственное решение, если х достаточно мало, ибо 11m /*о(х)^>О  и 11Ш /*о(х)<О.  Отсюда2 *(Л(«))  = <(/Г) = Х«+1(Г)- <54)
хб ։om. о)Из (52) видно, что других полюсов на полуоси (—00, 0) оператор- функция F, (г) не имеет. А так как *а  (F , )=0 (предложение 6), то в 

силу теоремы 1 s * (Л (*))  = *•
jr€(- -,0)Из этого равенства с учетом (53), (54) и следует (38).2. В атом пункте мы рассмотрим некоторые примеры функций 

F(z) £ демонстрирующие некоторые их свойства.Пример!. Пусть Я=£։[0, 1], (Af) (t) ֊ tf(t), Bf ~ (f, g), ^(0€^1[0, 1], |g|=l, yf£ [°. И- В СИЛУ теоремы 1 и заме­чания 4
F{z) = Az +56S/7,ибо (Л՜) => 1 и F(z) — ограниченно-голоморфна в С. Покажем, что 

F(z) не имеет нулей на (— <ж>, 0). Пусть z = х < 0, 0 =/=/£ ker (F(x)— — к), k=k(x)<^0, т. е.
I(Л*)/)(0 = х'/(0 + [ f(t)j(ijdtg(x)֊b(x)f(x). (55)

Из (55)
f(t)=Cg(t)(k(x)-xi)-', C=(f, g)*0. (5б>Так как л(х)/х^>0 и f(t) £ £։[0, 1], то из (53) получаем: > 1.Умножив (56) ск4лярно на g(t), получим

1J Ig (01’ (X ( х) - Xf)՜1 dt = 1. (57)оX (х)~ X **Х(х)  — xt < 0 yf £ [0, 1], что противоречит (57). Итак,*<0, X (х) < 0 => ker (F (х)) - к (х)) = 0, т. е. 0^ap(F(x)) ух <0.Далее, °C(F (х)) = [х, 0] ух <0, card ар =card(r(x)) = (o(F(x))n Л (0, оо)} = 1 и единственное положительное собственное ч исло > (х) = = л(/(х)) находится из уравнения
1Г |£(01։ (1~-)-։Л = л(х). (58)

х ՝ *■  w /



Об одном обобщении 133'.Из (58) легко вывести, используя теорему Лебега, что lim'/.(x) = l, lim X (х) = 0.
ЛО Х1-<хЭтот пример интересен по следующим обстоятельствам:а) хотя O^Oc/^z) yz£C+ заключения теоремы 2 выполнены։•х+ш (/•) = 1, а нулей на полуоси (— «>, 0) F(x) не имеет:б) если для F(x)£S-x(f (г) ЛГ ”) определить аналогично (12). конус ATt-(F) (K?(F)) *

K±-(F) = {AC^: Ига (Г(х)Л, A)>0), (Ко (F) = lh(:H: 
xl—-: lim (F(x) А, Л) < 0|), (59).xto

г о в рассматриваемом примере Kt~ (F) = [0|,хотя x-« (F) = 1, т. e, ана֊ логи равенств (13) и (14) в этом случае отсутствуют.Аналогично для F(z) =----- — А —В£ 5+՛, Ко (/7)=[0|>х°тя х~(/7) = 1.zПример 2. Пусть //= £։ |0. 1], а = a, F, (z) — оператор — d*/-  
ldt\c граничными условиями: и(0) —0, (г+х) и'(1) —(и)(1)=0. Легко ви­деть, что F(z)^Rhh, как показано в [13, с. 462], голоморфна всюду в расширенной плоскости С.При а<0 F. (г) е -5+°. Если а > 0, ас (F.(z)) = = 0 и V*  € (— а» 1 —а) card Op(Fa (х)) П(— 0) = 1 и ар(^п (х)> ПП (— оо, О)=0 V*€R\( a> 1—«)• Единственное отрицательное соб— твенное число >..(х) = Х(/Г։ (х)) < 0 оператора Fa (к) при х £ (— «, 1 — )»Удовлетворяет условиям:lim X, (х) — 0, lira лв(х) =—со. (60)

Л1-» «Далее, dim ker F- (1 — a)=»l, а при z#=l-a (*)  ДО]. Поэтому из (60) и теоремы 6 получаем Fa (z) £ S4', (a^>0), причем принадлеж՜ ность достигается при 0 < а1 за счет равенства xo\Fa) = la. вытекающего из (60), а при a > 1 — из-заналичия однократного нуля функции Fa (z) в точке х0 = 1 — a < 0, ибо х? (F« (.г)) = 0 при a > 1.Этот пример интересен по ряду причин. Во-первых, F„ (z) голо­морфна на всей оси, что невозможно для (const =f=)F-(z) £ Sh* и при - нимающих значения в [//]. Во-вторых, Fa (z) теряет монотонность в. точке х = а, оставаясь голоморфной в ней. Действительно, 
я)] = F) (Тя(-«)) = 1₽2 [0, 1]=]/£ :/(0) = /(1) =0], в то вре “мя, как при x = -a(D[F(x)] = D(T^(x))= !F].e[0, 1] = {/€ й4:/(0)= = 0}. В третьих, при a=l lim Тл (Х)[/] > 0, причем lim Тл (х) [/] =0<=>-

•Г’0 xfO**/(0=0։ т. е. Ко (А) = {С() и dim Ко (F)=l. Далее, для G(z) = (2)6и, как в примере 1, 0^of(G(z)) и заключе­ние с) теоремы 6 для G(z) не выполнено. Действительно, G (z) не имеет нулей на (-ос, 0) и x^jQ^O, ибо dim£>,r.(0, + со) Н =0, Yx^ (— оо, —1).



134_______________________В. А. Деркач, М. М. Маламуд__________________________ _Пример 3. Пусть 7/=£։|0, 1] и оператор-функция С (г) опре 
делена соотношениями <7(г) = КСх(г) К*,  где (^/) (*)  ="**/(•։).  £։(х)/= ^(1+х)Р/-(/-Р)/,(Р/)(х)=У/(0Л- Т°гда, в силу теоремы 4(7, (г)' иа вместе с ней и С (г), принадлежит классу Ля . При х£( 1, 0) «меет единственное положительное собственное значение Х(х), кото­
рое находится из соотношения у'л(х)агс1£ |А(х) = - ------- Ясно так-

2 4- х
же, что X (х) -+ 0 при х —» — 1 и <7(х) ■< 0. при х ■< — 1; □<.- (С7 (х)) = = [—х2, 0], х < 0. Заметим, однако, что 0£ (С(х)), так как урав­нение

1(2 {- х) |՛ х//(0Л֊ х7(х)=0 в
не имеет решений /•(■*),  лежащих в 1-2 [0, 1], что наряду с примером 2 показывает существенность условия 0 ^яг(С(г0)) при г0 £ С (..Рассмотрим оператор-функцию Г(г) = — (! ։(г)^5я\ Здесь

1£> (Л (г))<=5֊ з/(х) (;//, такая, что (2 4֊ х) х//(/)( Ж —х2/(х) = — Л(х). 0
1Ясно, что оо Таким образом, приг=Н= —1.

о

1Л££(^(г))<^(г)Л = —[-Ф-<Я££2[0, 1]; х3 1 + г 3 1хо
. 1А ^£>[/?(—1)] <=> Л(—1) А =£,[0, 1], (’^^ = 0. 6Из определения Р(г) следует, что она голоморфна при х<0, но не является монотонной, так как ^(х)>0 при х< —1 и ар(р(х)) = = {—Ь՜՜1 (х)| ух£ (—1, 0). .^Отметим еще, что ух — 1£>[/7(х)] = =“{Л:Л(х), х~‘Л (х) ££а| = £> и не зависит от х, а £)[^(—1)] = 

1= (л^а: I* л(/)л - О | с£), £>[5(-1)]=У=£. о3. В этом пункте мы приведем одно предложение, обобщающее хо­рошо известный результат для положительно определенных операторов. Его можно, например, использовать при доказательстве предложения 5 и теоремы 4.



Об одном обобщении 135-Предложение*  7. Пусть А = А*,  В — В*  С (Н), 0 £ р (А) П П р <В). Если dim Еа (— 0) Н = dim Ев (— <=, 0) Н со или dim Ел (0, + «■) Н= dim £д(0, 4- ос) //<< со, то верна импликация 
А'^В=> A-'<B՜'.Доказательство. Пусть А — J |Д| = |Д|։'2, J [Л|12, В—Jx |Д= 
= \В\'՛2 Ji |В|’ 2— полярные представления операторов А и В. Так как dim£z(—оо, 0)77= dim Ев(— 0) Н, то J^= U*JU,  где £/"(£ [//])> унитарен. Тогда B=B*JB X, где Вх— £/|2?|1;2 и условие А~>֊ В экви­валентно такому: (/|Д|՝И11"2/) С/7?։/, BJ) у/£ Z>(-4j3/i). Отсюда видно, что оператор Q=B։|/I|՜32 будет /-сжатием, т. е. Q£/7] и 
Q*JO<.J,  а значит таковым будет и Q*  (см. [17]), ибо dimf/f—оо, 0) Н = п < ос. Но тогда QJQ*<  Jo Q՜3 /(Q*)՜ 3 > J, т. e. (//. /) < <(/«2T7. (QT’A откуда (/£/|ВГ1/2И|1/2/, U\B\~™]A\™f)>J(f,fl 
VftHo(JU\Br'^ g, U\B\-'12 g)>(J\Ar'l2g,\A\-,l2g) yg(;H~ 
^{B ' g, g)^(A 1 g, g) ^Н. Предложение доказано.Замечание 6. Импликация: А > В => А~] В~1 в случае-dimf^ (0)77= dim Ев (Q)H= со, вообще говоря, неверна. Действи­тельно, отправляясь от А =■ \А|3/՜ J|Л|։/՜, выберем /-сжатие Q так, чтобы Q*  не являлся / — сжатием (это возможно, ибо dim£/(0)/7= со).. Полагая В=|Д|3/2 Q*/Q| А|3/2, получим искомый контрпример.4. Напомним определение классов °) оператор-функций, вве­денных авторами в [7] для описания некоторых классов обобщенных резольвент эрмитова оператора с лакунами.Определение 6. Оператор-функцию/Дг)^/?я будем относить к классу 5я։(а, ₽) (5«։(а, £)), если ш(г) F(z) £ Л.м(«>_։(г) G Rh), где x£Z+, w(z) = (z — ₽) (г — а)- ’, —оо<^а<^[3<^оо.Для классов ■$//(։, °) справедливы аналоги теорем 1, 2 и 4—6. Приведем формулировку лишь аналога теоремы 4.Теорема 7. Пусть F(:)^Sh*( o., р). Тогда:1)- 3“ = Ьт О такие, что F (z) голоморфной,

монотонна в интервалах (а, р։), (6։, 6։),---, (6СТ֊1, 6«), (Ьт> 8);2)- ₽)> x=f=bj, (1</</п) card |а (F(x)) Л(0, 4- °o)j <х;3). Если — хД/7) (1 <у < т) — число таких положительных 
ссбственнных значений оператора F (х), х^ (6j-i, b.), занумеро­
ванных с учетом кратности в порядке убывания, для которыхlim (F (х)) = + ои
и

'т.! 1 = fm ч Д/7) = lim card !o(7?(x))fl (0, + <x>)j = х ^,
то справедливо равенство

'՛ Ю, Л. Шътульян сообщал авторам, что предложение 7 независимо .получено, 
им в работе, находящейся в печати.
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1 -I •

Обратно, если F(z)£ RH и удовлетворяет условиям 1)—3), то ,Г(х)е5н («. ₽).Доказательство вытекает из теоремы 4 и очевидной эквивалентности.
F(z)£S?~Sh (-œ, ₽).
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՜Վ. Ա. ԴԵՐԿԱՋ, Մ. Մ. ՄԱԼԱՄՈԻԴ. Կրեյն-Սաիլացհսի ֆունկցիաների մի ւյաոի ընդհանրացման 
.՛մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում են հեղինակների կողմից ավելի վաղ ներմուծված 
Տաղասեր, որոնք հանդիսանում են Շ .-սւմ թ (։) անալիտիկ օպերատոր-ֆռնկցիաներ ոլ 

.բացասական կեղծ մասով և որոնց համար X (է)

Ալն դեպքում, երբ է. = 0, Տ^” Գս“'եՐԸ համընկնում են հայտնի Կրեյն֊Ստիլտցեսի ղա­

սերի հետ, F^z)Հ■N օպերատոր֊ֆոմէկցիաների ղրոների և րևեոների տերմիններով ստացված 
են նրանց պատկանելության հայտանիշներ նշված դասերին.

N. A. DERKACH, M. M. MALAMUD. On generalization of the Krein-Sifltte։ 
cleet of function։ (summary)

The paper deals with introduced by the same authors (seo Soviet Math. Dokl.— 
1987, vol. 35, № 2) classes Sjf of analytic in C+ operator —valued functions F (z 
with nonnegative imaginary part carhactorised by the x՜1 F (z) t Nx If л 0 the 
classes S„° are identical to the Krein—Stilties classes. |n terms of zeros and poles 

■of operator-valued functions F (z) £ N the criteria that they belong to tho discribed 
■classes are obtained.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМ ИИ НАУК АРМЕНИИ
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УДК 517.51

ф. А- ТАЛАЛЯН

О СУЩЕСТВЕННО АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ 
ФУНКЦИЯХ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 1. Введение

В нашей совместной с А. А. Талаляном работе [1] было введено и 
изучено некоторое обобщение понятия абсолютном непрерывности функ՜ 
ций многих переменных. Функции, обладающие указанным свойством 
абсолютной непрерывности, мы в дальнейшем будем называть существен­
но абсолютно непрерывными, по Каратеодери*.  Существенно абсолют­
ная непрерывность по Каратсодери определяется с помощью понятия 
существенно абсолютной непрерывности по Витали в заданной обла­
сти. Настоящая работа посвящана дальнейшему изучению указанных 
понятий. Доказываются две теоремы. Теорема 1 — о функциях, суще­
ственно абсолютно непрерывных по Витали, является обобщением 
теоремы 1 работы [1]. Теорема 2 устанавливает связь между суще­
ственно обсолютной непрерывностью по Каратеодори и наличием у 
рассматриваемой функции обобщенных производных.

В [1] эти функция названы обобщенно абсолютно непрерывными.

Сначала приведем (с некоторыми изменениями) обозначения и оп­
ределения, введенные в [1].

Через Ит обозначим т-мерное евклидово пространство. Если 
х£Яш, то через х։(1 < / < т) обозначим 1-ю координату х. Таким 
образом х = (х1։---, хщ). Аналогично а = (в|,*-*,  ат), п = («։»•••, ит) 
и т. д.

Пусть х^Л"', — 1 и 4 — произвольный набор
попарно различных натуральных чисел, заключении между 1 и т. 
Обозначим через г* 1, • • •, (х) точку из Ет~к, полученную из х уда­
лением координат и через &՛■-''*  (х) — точку из полу­
ченную из х, сохранением указанных координат и удалением осталь­
ных.

Если Ес.Ет и иг = (։и1,---, то мы полагаем

Л -' '*  (£)={/.... -'‘(х):хС£|

.....'>к^) = '*(х):х^£)  

и = 1к (я). х $ Е> ,, (х)==уу}֊
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Нахоиец, если F—функция т. переменных, определенная на множе­
стве Е, то через /4” 'мы обозначим функцию т — к переменных, 
определенную на ' равенством

П- '*(х))=/(х).

* Для данного понятия в [1] был использован термин ориентация.

Иногда вместо к и Л» *■՛ мы будем писать соответственно 
£•'...... ‘к „ г.1»- • 1к

Пусть а и b — две точки из Rm такие, что ai =£ bi для всех 
/=!,•••, т. Положим

|а, Ь| — |х £ R'п : min (a,, 6Z) -< х{ < max (ai։ bt);

т. e |a, b]—это замкнутый /n-мерный сегмент с ребрами, параллель­
ными координатным осям, определенный точками а и Ъ. Всюду в даль­
нейшем, имея дело с сегментами, мы будем подразумевать сегменты ука­
занного вида. Вершины сегмента [а, Ь]—это те точки v£ Rm, для ко 
торых при любом i— !,•••, т либо vz = az, либо vi = br Очевидно՛ 
каждый m-мерный сегмент может быть задан любой парой своих вер­
шин и и v таких, что /=!,•••, т. В этом случае мы будем
говорить, что пара вершин и и v является определяющей для данно­
го сегмента.

Пусть /—некоторый m-мерный сегмент. Будем говорить, что сег­
мент J маркирован, если каждой его вершине приписан знак 4՜ или — 
так, что знаки, приписанные соседним вершинам (т. е. вершинам, у ко­
торых все координаты кроме одной совпадают) различны. Если v — 
вершина маркированного • сегмента /, то приписанный ей знак будем 
обозначать через s(v; J).

Пусть а—некоторая фиксированная вершина сегмента /. Каждой 
вершине v припишем знак (—l)?(v'a>, где <?(v, а) — число координат 
Vi вершины V, совпадающих с соответствующими координатами ар выб­
ранной вершины а. Таким образом, выбор одной вершины задает опре­
деленную маркировку на данном сегменте. Справедливо и обратное. Каж­
дая маркировка определяется некоторой вершиной. Для любых двух 
фиксированных вершин а и с сегмента / разность q (v, а)—g(a, с) 
имеет постоянную четность ([1], лемма 4). Поэтому на каждом сег­
менте возможны только две маркировки. Будем говорить, что т-мерный 
сегмент J маркирован положительно, если его маркировка совпадает с 
маркировкой, определяемой вершиной с минимальными координатами. В 
противном случае J называется отрицательно маркированной.

Если m-мерный сегмент J маркирован по вершине а, —1
и Л,--՛, ik — попарно различные натуральные числа, заключенные 
между I и т, то (т — А)-мерный сегмент г1"" ' lk (J) всегда будем счи­
тать маркированным по вершине /'՛ ֊/*(а).  Аналогично понимается 
выражение ?""'**(/).  Маркированные сегменты и
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(У) будем называть маркированными проекциями маркирован. 
:ного сегмента.

Пусть I—маркированный "«-мерный сегмент и /-действительная фуик 
:ция т переменных, область определения которой содержит все вершины 
/. Положим

7) = 2 «(▼; 7)^^), 
где сумма берется по всем вершинам V сегмента 1. Величину Дт(/', /) 

.принято называть разностью (или смешанной разностью) Р на I. Оче­
видно при переходе к противоположной маркировке разность меняет 

•знак.
Если Е—функция т переменных, /—А-мерный маркированный сег­

мент, причем и если /]стопарно различные натураль­
ные числа, заключенные между 1 и и, то через А*  ՛ ' 'к (Е՛ мы обоз­
начим разность /" на /, взятую относительно переменных с номерами 

■ Л,-й. Таким образом, Д*  "՜''՛*  (^ 7) 2 * * * бУДет Функцией остальных 
:перемепных.

2 Рм(7*)<8.
*—I

•имеет место неравенство

2 1МЯ /*)!<••

Определение 2. Функция Р называется локально существенно 
■абсолютно непрерывной по Витали в й, если существует множество 
■Ес՝2 с рт(й\£)_=0 такое, что для каждой ограниченной области 
£-’о с замыканием -о с 2 и каждого е>0 существует 8>0 такое, что 
каково бы ни было конечное семейство {/*; к = !,•••, п} попарно не-

Далее интеграл _

(ря —"«-мерная мера Лебега)

•от измеримой функции / по маркированному сегменту I полагается, по 
-определению, равным обычному интегралу Лебега, умноженному на 
коэфициент +1 или —1 в зависимости от того, положительно или от­
рицательно маркирован /.

Теперь мы можем перейти к понятию существенно абсолютной не­
прерывности по Каратеодори.

Пусть О—область в Л՞*  и Р—действительная функция, заданная 
.на 2.

Определение 1. Функция Р называется существенно абсолютно 
• непрерывной по Витали в £2, если существует множество Е с2 с 
‘Рм Е) ~ 0, обладающее следующим свойством: для любого е^>0 
•существует о > 0 такое, что каково бы ни было конечное семейство 
17*5  ") попарно неперекрывающихся тп-мерных сегментов
7* с $ ՝с вершинами из Е и с суммой мер
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перекрывающихся т-мерных сегментов с вершинами из 20Л£
и с суммой мер

£ н» (/*)<։,
<—1 

имеет место неравенство
£ 1М*;  УОК
*=։

Заметим, что локальная существенно абсолютная непрерывность по 
Витали в й эквивалентна существенно абсолютной непрерывности по 
Витали в каждой ограниченной области Йо с замыканием йэс 2.

Определение 3. Функция Р называется существенно абсолютно 
непрерывной по Каратеодори в й, если

1. Р существенно абсолютно непрерывна по Витали в 2.
2. Для каждого набора попарно различных натуральных чисел 

а таких, что1СЛ-<т —1 и 1 < 1Р < т; р = 1,• • •» к для 
р  —почти всех и £ ‘к (2) функция X՜  ' 'к существенно абсолют­
но непрерывна по Витали в й„' ,к.
* *

Определение 4. Функция Р называется локально существенно 
абсолютно непрерывной по Каратеодори в 2, если Г существенно абсо*  
֊» ютно непрерывна в каждой ограниченной области 2, с замыканием 
20с2-’

В настоящей работе доказываются следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть Р-локально существенно абсолютно непрерывна 

по Витали в й. Тогда существует единственная локально интегрируемая 
в й функция { и множество Л4сЙ с р(2\А4)=0 такие, что для каж՝ 
дого замкнутого гп-мерного сегмента вершины которого принадле­
жат М, имеет место равенство

(1)

Если область й ограничена и Р существенно абсолютна непрерывна 
по Витали в й, то функция 1 из (1) будет интегрируемой в й. ■

Теорема 2. Следующие условия равносильны:
1. Р локально существенно абсолютно непрерывна по Каратеодори 

в й-
2. Для каждого мультииндекса а с компонентами, равными 0 или 

1, в й существует обобщенная производная О՝Е.

§ 2. Предварительные леммы

Лемма 1. Пусть ^-маркированный лп-мерный сегмент и с££ж — 
точка, не лежащая на (т-])-мерных гиперплоскостях, определенных 
(т-1 )-мерными гранями 1. Тогда справедливы равенства

МЛ Л-и 5(^; [с, «]) (2)

Ж
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где суммирование производится по всем вершинам да сегмента 1 и (с> да] 
считается маркированным по вершине с.

Доказательство. Пусть / = [а, Ь] маркирован по верщине 
а. По условую с{ =£ а, и с1=ЕЬ, для всех / == 1.- •> т. Каждая вер­
шина V сегмента J является вершиной только для одного сегмента 
[с, да], при да = V. Следовательно 1' (у) входит в правую часть (2) с 
коэффициентом $(у; _])• Пусть теперь V вершина некоторого сег­
мента [с, да], участвовавшего в (2). отличен от вершин /. Пусть 

гП—все те натуральные числа между 1 и т, для которых 
„ =с п. В рассматриваемом случае п > 1. Очевидно V

будет вершиной сегмента [с, V/] для всех 2 вершин да сегмента ], 
для которых ш1к = а1к или «^=6^. пив (Л; [с, да))
/”(у) входит с одним и тем же коэффициентом (— 1)՞. С другой сто­
роны, суммируя по всем указанным VI, будем иметь

(։(да;/) : ш(к = а1к или ш1к = Ь1к, к = !>•• •, п| =0.

Таким образом, для рассматриваемой вершины V коэффициент при 
Е (у) в правой части /(2) равен нулю. Этим равенство (2) доказано.

Далее заметим, что для каждой вершины V/ сегмента / с коорди­
натами

ппп (ар Ь{), если шах (ар Ь։) < с1

шах (ар Ь), если с, < пнп (а,, Ь{) (4>

а1 или Ь1 — для остальных г

маркировка сегмента [с, да ] совпадает с маркировкой сегмента [а, Ь 
в зависимости от того положителен или нет знак «(да; _/). •

Действительно, для данной вершины да, удовлетворяющей (4), рас­
смотрим следующие подмножества отрезка натурального ряда {!,...,

Аг ֊ (։ ;с,< а, < 6,1, А7 = а, <с, < 6Р == а,1,

А» = (/: а!<^с{<^ Ъ„ ш1 — 6,|, At = I/: а, < 6, <. с,К

Аь — !*՛:  > Ь, с,), Аа = {г: а{ )> с, ]> 6р ш, = а,|.

Пусть и. — это число элементов А/,; к — 1,-• •, б. Тогда р=П|֊Н֊ 
+ п3֊г п34- п0 есть число тех значений г, при которых с, < «>р д=пх4֊ 
+ п4Ч-пь+ п0 есть число тех знача >-й г, при которых гг՛,— а, и 
I— П1-Ь п2-|- п3-г есть число тех значений г, при которых а, 6,. 
Имеем р + д т- I =2п3-]- 2п0,. откуда получаем, что р и I имеют 
одинаковую четность в том и только в том случае, когда у — четное 
число или, что то же самое, сегменты [а, Ь] и [с, да] одинагсво ыар 
кированы тогда и только тогда, когда з(да, у) = (—1)7 положителен֊

Таким образом, для указанных вершин да выражение

«(*;  Л
[с, «■]
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представляет собой интеграл по сегменту, маркировка которого согласо­
вана с маркировкой /. Для остальных вершин имеем Р«(УЛ [с, V*]  =0. 
Отсюда

£ Л*; У) (5)
[с, «г]п/ 7

С другой стороны, легко видеть, что интегралы по множествам 
|с, ш]\ 1 под знаком суммы в (3) взаимно сокращаются, откуда полу­
чаем

£ ։(ш; У) С = 0. (6)
Ш и

[с,

Из (5) и (6) следует (3). Лемма 1 доказана.
В следующей лемме « далее, через 1т обозначен пг-мерный муль­

тииндекс, все компоненты которого равны 1.
Лемма 2. Пусть |2£/?"" — некоторая область а У—дейст­

вительная 'функция, обладающая в 2 обобщенной производной 
В՝тЕ—{. Тогда Е локально существенно абсолютно непрерывна 
по Витали в 2.

Доказательство. Так как, по условию, Е и У локально сумми­
руемы в О, то имеем

11т Л = У и 11т у, = / в Т}Ос (2). (7)
«-►0

где У« и У» — это в-усреднения У и У соответственно.

Для каждого 2 при в < <115(х, 52) справедливо также ра­
венство

^У,(х)=у։(х). (8)

Исходя из (7)., с помощью диагонального процесса можно пост­
роить последовательность е лг->0 и множество Усзй так, чтобы выполня­
лись следующие условия:

я

(й\£) = 0, (9)
НтЛя(х) = У(х), х££ (ю)

У«« (х) = У (х), х С У. (Ц)

Далее, для каждого «-мерного сегмента /ей, вершины которого при 
иадлежат У, справедливо равенство

дж(Л У)(12)
Л

Действительно. Пусть а, Ь -г-опредедякхщая пара вершин для Л при­
чем а—это вершина с минимальными координатами. В силу (8, для до­
статочно больших Л имеем
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Иш Д„(Г.Я; У) = Д(П(Г; Д (14)
«֊♦И

Равенство (12) следует из (11), (13) и (14), в силу теоремы Лебега 
об ограниченной сходимости.

Пусть теперь Яо—произвольная ограниченная область с замыка­
нием ЯосЯ. Тогда интеграл

к*-  

А

является абсолютно непрерывной функцией на измеримых подмножест­
вах ЛсзЯо. Отсюда, а также из равенств (9) и (12) следует, что F су­
щественно абсолютно непрерывна по Витали в Яо-

Лемм а 3. Пусть 2 — область в Rm, F—действительная из­
меримая функция, заданная в 2, и /ц- -, /* — по­
парно различные натуральные числа, заключенные между 1 и т, 
занумерованные по возрастанию. Пусть я=(ап---, ат) — мульти­
индекс с компонентами

при й (15)
( 1, в противном случае.

Тогда, если в Я существует обобщенная производная 1УР, то для 
у-к-почти всех и =(и1,--, ик) £ 'к (2) в 2ц'՜՜՜’ ‘ существует 
обобщенная производная

Г»1"1՜1 Е^-՝'к = (О՝Р)‘а--'1к. (16)

Доказательство. Надо доказать, что -почти все точки 
»б* 1՜ ’ * (2) обладают тем свойством, что для каждой функции 
?6Со,(2^"'‘к) выполняется равенство



Об абсолютно непрерывных функциях 145

= (- 1)“֊* [(£»* /)£’-' '‘ф^и_*. (17)

п/1. •••,/*  Цб.”-. /*“*п о

Сначала докажем, чтп если / есть <п-мерный сегмент с замыканием
/сУ, то для почти всех игГ1" ’ '* (/) равенство

Г с'|,•••,'* / \ д'71՜*? (у) .

/*(/)

(18)
= (-1)"-А ( (О‘^'"''*М?( у)^-*( у)

I*  СО

выполняется для каждой функции ф £ Со (г‘" 'к(/У). (Заметим, что
Ju' 'к = г1""՝' 1к(]) аля каждого и 6?”՜‘к (У)).

Действительно, пусть ? £ Со (г1՝’ ։‘к(Л) ’задано. Так как Е и 
£>’/ суммируемы на У, то для произвольной функции ?£ Со (#,|։ 
в силу теоремы Фубини имеем

( | ■,к к^_.к ^"-*(у))<р(и)^(и)°

?՛■•'*(/)  /•'....... '*(■/)

- I ( .1

г* ’՛ "’ '*(/)

= ЕВ' (ф р) </|Ъп = (—1)” -1 у В'Е • фф</Нт = 

у У

= (-1)”՜* У ( [ (П՝^’'"''*(у)ф(у)</ 1лот֊4(у))ни^^(и) ==

= У 1)т * У (В1 Е)1и'։ ■•'*(у)ф(у)</|Ая։_*(у)^Ф(и)4/р*(и).. 

'*(/) '*(7)
Отсюда, в силу произвольности 4 получаем, что при заданном

Ф^Со (г “ ' (/)) равенство (18) выполняется р*-почти  всюду на 
?՛’ ’ **(/)•  Наконец, используя сепарабельность пространства 
Со (г1" ' {к(/)) (2, § 27, 2(5)) легко доказать, что для рд-почти всех 
и^</։՛ ' ,<[(У) равенство (18) выполняется для каждой функции 
Фесо-(А--'*  (/))■

Теперь приступим непосредственно к доказательству (17).
Дла этого заметим, что из (18) следует, что для р4-почти всех 

'*(2)  имеет место следующее: для каждого тп-мерного сег­
мента У ей -• рациональными вершинами (точку из R"1 назовем рацио֊ 
4 -275
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нальной, если все ее координаты рациональны) такого, что (/)
и для каждой функции ® £ Со (/" '*(/))  имеет место равен­
ство (18).

Пусть и принадлежит указанному множеству полной меры в 
Л '*(2)  и ч>^.Со'(2и ‘ ■'*).  Построив разбиение единицы на supp (?) 

'(supp (?) — это носитель ?), подчиненное покрытию конечным числом 
(т — &)-мерных открытых сегментов с рациональными вершинами, за­
мыкания которых содержатся в — u’ '**  > мы можем представить ? в 
виде

? = £ 09)
1=1

где для каждого 1=1,..., п. существует /П-мерный сегмент J(cQ с ра­
циональными вершинами такой, что

/''■ ■''*(/,)  и supp(?/)<=/՜'" ''*(/,);  I— п.

Тогда, в силу (17), для каждого 1 = 1,.... Я будем иметь

J՝ й.....j л............................... xC-‘^v).~

-=-Х֊։)-‘ J (^e ^)'o’ ■•'i(v)?/(v)^m_*(v)  =
Л՛-՛ ։*v/)

=3(-i)m-‘ J (zr^fr^?/ d^_„. (20)

Суммируя по l от 1 до n обе части равенства (20) и учитывая (19), 
получим (17), что и требовалось.

§ 3. Доказательство теорем
Доказательство теоремы 1. Сначала докажем, что каков 

бы ни был замкнутый т>мерный сегмент /сзй, существует функция 
и множество М/с/ с рт(7\^/) = 0 такие, что для каждо­

го сегмента J^-I с вершинами из Мг, имеет место равенство

(£; (./) --= | fr d]4n, (21)

j

Действительна. Согласно [)] (теорема 1) существует точка c£Z 
м функция/^£>(7) такие, что для почти всех х֊7

(е, х])~ j fdy.„. ■ (22)

зт z ։е‘ *։Положим ft=f я в качестве М, возьмем множество всех тех точек
1. для которых сораведлиао (221 и кроме того х^с. для всех
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Пусть теперь /с/—произвольный сегмент с вершинами из М 
Тогда применяя последовательно (2), (22) и (3), будем иметь

7) = £ * (мг; ./) Лт (Р; [с, мг]) = 
и!

= Е 5 <*;  7) I // ^11т = [ /г <Ьт. 

(с. *] У
Талям образом, равенство (21) доказано.
Далее представим й в виде

= и 0*.  (23) >

где каждое <2 к есть замкнутый /п-мерный двоичный куб, причем различ­
ные к не перекрываются и каждое компактное подмножество Й покры­
вается объединением конечного числа кубов (2,,. Пусть для каждого
к ֊ 1, 2-••>/<?*  и Мрл С1п1((2*)  построены согласно (21). Положим

/ (х) = /о*,  (х), если х £ ф*.  (24)
Перейдем к построению множества М. Пусть £сй—множество, 

удовлетворяющее условию локальной существенно абсолютной непре­
рывности по Витали Р. Применяя теорему Фубини и удаляя из ЕП (11<2«) 
подходящее множество нулевой меры, можно построить множество М 
такое, что

Л/с Е П ( и Моь У (2\Л/) = о (25),)

и для каждого действительного t и т

М.= 0 или рт_։ (2{\Л//) = 0. (26)

Очевидно /^Л'ос(й) и ря (й\Л/) = 0. Докажем, что / и М удов 
летворяют (1).

Пусть /ей—замкнутый /п-мерный сегмент с вершинами из Л4. Для 
каждого заданного б>0, выбирая п. настолько большим, чтобы

7е и 
1-1

и воспользуясь условиями (25) и (26), сегмент 1 можно представить в 
виде конечного объединения попарно , неперекрывающихся сегментов

так, чтобы выполнялись следующие условия:
1) Каждый сегмент содержится в некотором кубе к -С п и 

его вершины принадлежат соответствующему множеству
2) Вершины каждого сегмента ]\ принадлежат множеству Е п

Е^СЛХ*-  (28)
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Пусть задано 8>0. Выберем число б>0 так, чтобы оно удовлетво­
ряло условию локальной существенно абсолютной непрерывности по Ви­
тали функции Р и, чтобы при Ас/ и выполнялось неравен­

ство
у | < 8. (29)

л
Для выбранного 6 построим разложение (27). Тогда, рассматри­

вая на сегментах и У, маркировки, согласованные с маркировкой 
/, в силу (21), (24) — (29) и лемме 6 работы [1], будем иметь

A,
£ Am(F;/)- £ f/^= 4
i-i 1—1J

. (30)

В аилу произвольности 8, из (30) получим (1). Единственность 
функции { следует из теоремы Фубини и теоремы о точках Лебега ин­
тегрируемой функции.

Наконец, рассмотрим случай, когда область Я ограничена и функ­
ция Р существенно абсолютно непрерывна по Витали в Я. Представим Я 
в виде объединения счетного числа попарно неперекрывающихся сегмен­

тов с вершинами из М: £ — и /*.  Положим
*—I

2.“ и Л? п = 1, 2, ...
4=1

Имеем

= 1 £ ^(^Л) (31)

"Так как Pm (2р)-»Fm (2) при р — оо, то из (31) следует, что предел

lim 
п-~ '

-существует и конечен для любой последовательности областей 2„ ука­
занного вида. Отсюда следует интегрируемость / в Я.

Л 0 - 3 а - - с т в о теоремы 2. Сначала докажем импликацию 
)**■)•  Пусть выполняемся 2) а Яо есть ограниченная область в R"1 с 

замыканием ЯоСЯ. 
, то согласно 

;яа по Витали в Яо.

lax как в Я существует обобщенная производная 
лемме 2 функция F существенно абсолютно непреыв-

Далее, пусть зг-даны натуральные числа 14(1<£<т —1,
<*;)•  э. ределвм чультииндекс « согласно (15). Так как
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на 2 существует обобщенная производная О' Р, то по лемме 3 для 
р>-почти для всех и£</։' ' (2) в ՛"՛ 1* существует обобщенная
производная £)’«-*  Ри'"' '*  . Применяя лемму 1 к и Ыц'՜"'1*
мы получаем, что Ри՝'"՝ 1" локально существенно абсолютно непрерыв­
на по Витали в 2и՜՜՜' Ч Следовательно, для р>-почти всех и £ **(2)
функция Рй" * существенно абсолютно непрерывна по Витали в 
(Уо)^" ••\

Доказательство импликации 1) => 2). Сначала докажем, что на 
каждом сегменте / с замыканием /ей существует интегрируемая обоб­
щенная производная £>’ Г.

Действительно, пусть ] — [а, Ь], где а, < 6,; г = 1,- • ■, т и 
а = (а„..., ст), где

I 1, если j = , 1п
I 0 —- в противном случае.

(32)

Как доказано в [1] существует постоянная С и функции
и tt 6 1՜՝ (г՝ ’ 1‘ (J)) лля всех наборов попарно различ­

ных натуральных чисел 1 < А>՛՛*,  й -С т, такие, что для почти всех 
х £J имеет место равенство

Л«)» S f (33)
J *-։  I*/,,- ”, it < m J

I*.  «1 /■■•••. ‘t (|., xj)

Пусть ? £ Co (J). В силу (33) имеем следующее равенство, в ко­
тором сумма берется по всем ։*}  таким, что (/։,•••, /*}  П

/.} ==0.

(I». Х]1

г'" ”’ '*• 'Л (la, х»

В силу теоремы Фубияи для каждого набора {Л,- • •, lit} ({։՛։>• • ■> »4 П 
П{/|,- • •, М = 0) имеем

I (л.-.
' г'" ՜՜'2 ։ 'X)։

< \ j dv.t j (fi,. -. )z,xJ

i'1՝“ • 'n U) '"<!» *>)
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< С = -(г1'՜ ,/я<У1) ]

՛ '« (/) г’'*и)  ''...... '*  (Л №

Аналогично
С С /՝"՛՛", (/”՛"■'”՛'’) Г(36).

3 3 '■՛"■• 1» । у
У /* ’■■■'/я(|а,х|)

Наконец, в силу (34), (35), (36), будем иметь

• •, Хт) =

| >Нт-я + 2 | (А.-”.
Л" ’/я(|., XI» " г1...... М).

и /УЕ£ £' (/), что и требовалось доказать- 
Общий случай легко следует из рассмотренного частного случая.

Институт прикладных проблем физики
АН Армении Поступила 3. (V. 1990

%. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ. Բազմաթիվ փոփոխականների էապես բացարձակ անրնգնտւս ֆունկ­
ցիաների մասին, (ամփոփում)

Աշխատանքը նվիրված է (1)-ում մտցված Վիտալիի իմաստով և Կարաթեոդորիի իմաս­
տով էապես բացարձակ անընդհատության գաղափարների հետագա ուսումնասիրությանը։ թեո­
րեմ 1-ը հանդիսանում է (1)-ում ապացուցված թևորեմ 1-ի ընդհանրացումը։ թեորեմ 2-ը 
բացահայտում է ըստ Կարաթեոդորիի էապես բացարձակ անընդհատության և դիտարկվող ք 
ֆունկցիայի ըստ որոշակի տեսքի ՀՀ, մ ոլլտ ինդեքսներ ի 0*  ք ընդհանրացված ածանցյալների 
գոյության միջև եղած կապը։

F. A. TALALYAN. On the essenttallg absolutelg continuous functions of several' 
vavables (summary)

This paper is devoted to further investigation of notion of the essentially 
absolutely continuity both in sense of Vitali and in sense of Caratbeodory introduced 
in (1). The Theorem 1 is a generalization of the Theorem 1. in (1). The Theorem 2 
concerned to the conecction between the generalized abtoluec continuity of function 
j in the sense of Caratheodory and the existence of generalized derivatives D*f  with 
with some multi indices a.
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А. А. НЕРСЕСЯН

ОДНА ЗАДАЧА Л. А. РУБЕЛЯ 
И НЕКОТОРЫЕ РОДСТВЕННЫЕ ВОПРОСЫ

1° Для плоского множества S пусть A(S)—класс функций, непре­
рывных на S и аналитических на S° (S°—внутренность множества S.).

В 1976 г. Л. А. Рубелем была поставлена задача описания относи­
тельно замкнутых подмножеств Е области De С, обладающих свойством 
(Л): Для любой функции f^A{E) существует аналитическая в D 
функция g такая, что если последовательность и {zn}'c:dD,
то /(гп) -*■ оо тогда и только^огда, когда g (г„) оо (см. [1], [2]).

Множества, обладающие свойством (Р) будем называть рубеле- 
выми в D. Согласно теореме Н. У. Аракеляна о приближении аналити­
ческими функциями [3], достаточным условием рубелевости является 
связность и локальная связность множества D*՝\E, где D* = i9f| [оо] 
одноточечная компактификация области D. В работе [1] М. Гольдстей- 
ном построен пример рубелевсго множества в С с локально несвязным 
дополнением в С, а также дано следующее необходимое условие рубе­
левости, полученное им совместно с П. М. Готье и В. Хентартнером.

(*): Для любого компакта КсС существует такой компакт 

ЛГсС, что если ограниченная область V имеет границу dVc.E\$K, 

то П<?£= 0.
Далее в [1] высказано предположение, что условие (*) является 

также и достаточным. Следующий пример показывает, что это не так.
Пример 1. Пусть при п>1 Г, — график функции

2п 1 I 1 1
у 2nx —1 (2n-l)(2nx-1)1 2п 2л —1

дополненный отрезком | х= —-■— > 0 < у •< к 4֊ 2 п (2 п — 1) sin 11 и
I. 2 п — 1 J

лучом / с= — > 0-С у <1 + 00 I. а множество Е определено с помощью
I 2л (

равенства
Е — , гл | „'«I U (U 7-1 Г„) U |х =0, 0<у<֊Ьоп|,

I / 4 л —! . \

Легко видеть, что Е удовлетворяет условию (*). Рассмотрим 
фугкц՛'^ ; £ С (£.), равную кулю на [ж = 0, 0 -С у I U U л=| Гя ■
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/(2-я) = л, л>1. Если предположить, что существует целая функция 
у, ассоциируемая с / по свойству (/?)> то ясно, что 9ир£ч(Ха} |?|
■= Л/< + ОО. ,

Пусть Г'л — плоская область с границей 0'1/я = Г„ ՝

ж <, ^=о1- Из соображений непрерывности при достаточно 
2 п — 1 )

больших л имеем (х)| <С 2 М, г £ I ~ ~ 7՜ ' ^ак как г’ : АИ՜
| 2 л 2 л — 1

нейно недостижима из Ия (см. ниже), то согласно обобщенному принципу 
максимума, установленному в [4], [5], будем иметь |^| 2М в „ при 
достаточно больших л, что противоречит стремлению (гп) -*

В сообщении автора [2] приведена теорема, содержащая решение 
задачи Рубеля для множеств Ес С (т. е. при О = С) с пустой внут­
ренностью. В настоящей заметке наряду с задачей Рубеля мы рассмот­
рим еще две родственные задачи. Требуется описать замкнутые под­
множества ЕсЕ, обладающие одним из следующих свойств (5) или (Т՝):

(5): Для любой функции /£Л(£) существует функция у^А(Е) 
такая, что если {гп}сЕ, {г}'сдЕ, то /(*■„) — 0 тогда и только тогда, 
когда у (г„) — 0.

(Г): Для любой функциисуществует функция у£А(Е) 
такая, что если |хЛ)с£', [х„}'сдЕ, то /(хя) — 0 или/(гя) ֊► ос тогда и 
только тогда, когда у(гя) стремится, соответственно, к нулю или беско­
нечности.

Будем говорить, что множество Е линейно достижимо из области 
V 1Е, Ис С), если существует такой непрерывный путь 7 : [0, 1) -+ 
И, что для: произвольного открытого и, содержащего Е, 7 (06^ 
для значений параметра /(ДО, 1), достаточно близких к 1. •

Сформулируем топологическое условие, обобщающее (*).
(**):(!) Существует компакт КсЕ такой, что для произволь­

ной области УсЕ, из которой дЕ линейно недостижима и дУсЕ 
(где дУ=ЕпдУ), имеет место УпдЕсК. (Н) Для произвольного 

компакта КсЕ существует компакт КсЕ такой, что если УсЕ— 
область, дУсЕ\) К и дЕ линейно недостижима из У, то (И\/0Л 
4Е = 0.

Основным результатом заметки является следующая
Теорема 1. Свойства (/?), (5) (при Е°=0) и (Г) влекут 

(**)• В случае односвязности области Е и Е°= 0 все четыре 
свойства эквивалентны.

„Нам представляется, что условие (**) достаточно также для 
свойств более общих, чем (Г), когда рассматриваются произвольная 
пара, или даже некоторое бесконечное Множество значений вместо 0 и оо. 
Не останавливаясь на подробностях доказательства отметим однако, что 
в случае плоскости (£> = С), если для любой (£) существует 
целая функция у такая, что для произвольного А £С, из {г„}сЛ, гя-»-оо, 
следует, что / (гЛ) -> А эквивалентно у (гЛ) —» А, то для некоторого 
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'круг» В Е\В имеет связное и локально связное дополнение в С, что 
влечет касательную аппроксимацию на Е'՝В с некоторой скоростью 
(см. |3]) Остается открытым также вопрос является ли условие (**) 
достаточным для рубелевости множества, когда область £> бесконеч­
носвязна, или Е имеет непустую внутренность. Во всяком случае для 
-О — ||։| < 1} условие (**) недостаточно, чтобы замкнутое множество 
с непустой внутренностью ЕаО обладало свойством (5).

Пример 2. Пусть О = {|х| < 1} и Е = {д£ /?: Не г<0} и X, где

Х= (геГ):0<х -<—• ^=1-2хЬ 
I 2 /

Ясно, что Е удовлетворяет (**). Пусть функция /С А (Е) равна 
нулю на левом полукруге, входящем в Е и стремится к ос при стрем­
лении |л| —» 1 по множеству X.

Если предположить, что существует Л (Р), соответствующая / 
■по свойству (5), то очевидно £ = О, что не может иметь места, так 
как у не должна стремиться к нулю, когда |г| —* 1 и г £ X.

Мы воспользуемся теоремой 1, чтобы доказать также следующее

утверждение. Пусть Е—объединение Е и предкомпактных в О компо­
нент открытого множества О \ Е.

Теорема 2. Пусть О — односвязная область. Следующие 
.утверждения эквивалентны.

1) Для произвольной функции / £ А (Е), /=г=0 на дЕ и числа 
.с^>1 существует функция у^А(О) такая, что

֊|/1<1«1<с|/|'на Е. (1)
С

2) а) дЕ — дЕ, б) £>*\Е локально связно, в) если (£«] — по­
следовательность предкомпактных в О компонент множества 
£)\Е, то для произвольного компакта Кс. О существует компакт

Кс.О такой, что если при некотором п Е„ПК=£ 0, то Е„с:К.
(Последнее условие в) в формулировке теоремы 2 означает, что 

множество II Еп удовлетворяет условию (А) работ [6], [7]).
В свою очередь теорема 2 взаимосвязана с несколько другим кругом 

задач. Рассмотрим следующее обощение одной теоремы из работы [8] 
(см. также [9]).

Теорема 3. Пусть И—односвязанная область в С и Е—замкну­
тое подмножество О со связным и локально связным дополнением в О*.

Тогда если /(^А (Е) и /=^0 на дЕ, то для произвольных ф £ А (Е) 
и е^>0 существует функция А£ А (О) такая, что |ф — Л| -С2 3 |/| на Е.

В упомянутом утверждении работы [8] функция / предполагается 
ограниченной и не имеющей нулей.

2°. Сформулируем в удобной для наших целей, несколько упрощен­
ной форме теорему о гармонической аппроксимации из [2] (в форме, 
относящейся к общему случаю множеств с непустой внутренностью, 

-см. [10]).
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Теорема А. Пусть замкнутое в О подмножество Еай (Е?= 0) 
удовлетворяет условию (** И) и следующему условию: если —

область, ^УаЕ и ОО линейно недостижима из И, то У(]Е = 0. То­
гда существует положительная, непрерывная на Е функция V (С) —* 
4-оо, при [/(;,<?£))-։֊ О (где ч> — сферическое расстояние), такая, 
что любая функция /^С(Е), 1/1 <С с/на ПРИ некотором с^> 0, до­
пускает равномерную на Е аппроксимацию с любой точностью гар­
моническими в О функциями.

Заметим, что согласно известным теоремам о гармонической ап~ 
проксимацни, условия теоремы А, вообще говоря, не обеспечивают ап­
проксимируемости с любой точностью на Е гармоническими в О функ­
циями произвольной непрерывной на Е функции.

Перейдем к доказательствам теорем.
Доказательство теоремы 1. (^) =>($*։)• Предположим, 

что (** 1) не выполнено и Вп, п=^1, 2, •••—некоторое компактное 
исчерпание области О. Существует последовательность областей 

Ияс:Д, л = 1, такая, что ^/Лс:£, линейно недостижима из 
Уп и ( ИЛ\2?Л) Л ¥= 0. Рассмотрим случай, когда У„ П Ут = 0, при 

л /=лт. Если У„ один и тот же для некоторой последовательности индек­
сов, то легко видеть, что не выполняется (** и) (см. ниже). Пусть г„£ 
6 (/Л\5„) является точкой пика алгебры R (Хп), где Х, = (С\ 
/ИЛ)и^ (см. [11]). Существуют рациональные функции г„ с полюса­
ми вне Х.п, удовлетворяющие условиям

։) 1гл (гп) — л|<-^-> И) |гп|<8я на Хп\О(г„. зя),
4

где £>(яЛ, $„) = {]?— гя| <зя|, причем О (гл, з„)о: Уп, п = 1, 2,-• •, 
” 1

а У, е«,х—• Сумма / ряда гп является кероморфной функцией в 
л=1 *

2) с полюсами вне Е и поэтому /(^А (£), причем / ограничена на 

иЛ_1С*ИЛ. Если бы существовала функция ^(;А(£)), ассоциируемая с 

/ по свойству (/?), то § была бы ограничена наи^ИЛ. Так как ли­
нейно недостижима из Vп, то согласно упомянутому обобщению прин­
ципа максимума работ [4], [5], g была бы ограничена в и Уп, что не 
согласуется с £ (гЛ) —» оо.

(/?)=>(*♦ И). По предположению существует последовательность 
необязательно различных) областей РЛ<=£), л = 1, 2, --, таких, что

л>1, дй линейно недостижима из У„ и Рл\5я,+я)Л 
<>£’=#0, л 1. ֊Пусть гп ( У„ \ВЛ։+п) ПдЕ— точки пика алгебры 

А (Хп), где Хп= (С\ Уп)\) ЕМ Вп,+п. л>1, причем ^л г,л, Лу-т. Для 

чисел ея > 0, 2я~։ея< —, существуют рациональные функции гя С 

полюсами вне Хп, удовлетворяющие условиям
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i) |гЛ(я„) — л|<еЛ, Н)|гЛ| <ал на Xn\D(zn, s„),

где D(zn, s«)c l/’n'\.ßn.+ „ л>1, и D(z„, s„)n£>(rm, sm) = 0. л =/= m- 
Теперь дословно повторяя рассуждения предыдущего абзаца убе­
димся в справедливости требуемой импликации.

(5)=> (**) (Е°= 0). Предположим, что (**) не имеет места. 

Рассмотрим функции /, определенную на замкнутом в D подмножестве 

UГ-։ д К, U (яЛ), равной нулю на (J n = \dVn и 1 на (яЛ|, где [К,} и 
(ял)— последовательности областей и точек, введенные выше при до­
казательстве (/?)=>(**).

В качестве / возьмем произвольное непрерывное продолжение 

на Е функция /• Если бы существовала функция g£ A(D'), соответ­
ствующая / по (S), то легко видеь, что во первых g — 0 равномерно 

по иЛ-։^ИЛ, когда р (я, <?£>) —О и далее, существует е0^>0 такое, 
что ^|(гл)Ое0, л>л։(л։—некоторое натуральное число). Поэтому 

существует л։ такое, что |#| — на 1)<?ИЛ\ВЛ։. Так как ди линей -
4

но недостижима из U Ил, то согласно предельной форме ^принципа 
. еп

максимума (см. [5]) имели бы lim 1g (яЛ)| <--------противоречие.
4

( 7՜) => (**) следует из ( Т) => (/?).

(**)=> (Г) (D — односвязная область и £°=0). Очевидно, мно­
жество Е будет обладать свойством (Г), если проверить, что этим 
свойством обладает множество E\K=Eit где К—компакт, фигури­
рующий в (** /). Легко видеть, что множество Et удовлетворяет ус­
ловиям теоремы А. Пусть v— положительная непрерывная ^функция 
на Ел, устанавливающая предельную скорость возрастания модуля 
аппроксимируемых на Е{ функций гармоническими в D функциями. 
Пусть <р — некоторая отрицательная непрерывная в D функция, мо- 
-нотонная по р (я, dD) и ® (я) ֊► — со, при р (я, dD) -♦ 0. Рассмотрим 
функцию

{log 1/1, если f =/= 0 1,1® и х -=шах |<р, Ф|.
— со, если / = 0

Существует функция X, непрерывная и монотонно возрастающая 
на (— ос, оо) такая, что

lim X (х)==—ос, lim X (х) — + со 
* - - - X- + -

и Хох -С с* при некотором с > 0. Согласно теореме А существует 
гармоническая в D функция и такая, что |Х — u| < 1 на Ех. В силу 
односвязности D существует однозначная в D сопряженная к и гар­
моническая функция И. Тогда аналитическая в D функция #=ехр(п -[- 
j’v) является ассоциируемой к f по свойству ( 7՛).
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Доказательство теоремы 2. Необходимость. Если 

д Е /= дЕ, то суп ествует область И, с замыканием, содержащимся в 
£> и такая, что и УГ\дЕ^ 0. Пусть х06 V ЪдЕ точка пика
/?(/<), где X — (С\ И) и Е; существует рациональная функция / с 

полюсами вз- X такая, что |/(гн)— V *Сео<С^ и 1/1 < ~~5 на 
С *

Если бы существовала функция « <4 (О), удовлетворяющая (1), топо 
принципу максимума модуля

—0 < — I/ М < Ц? (*о)1 < — • 
с с с

— противоречие.
Далее, так как из (1) вытекает, что Е является рубелевым, то 

согласно теореме 1 оно удовлетворяет условию (**). Тогда, если

В*\Е локально несвязна в идеальной точке, то существует компакт К

такой, что В\(Е I) К) содержит последовательность компонент \У„‘ 

дУппК^- 0, дУп^КидЕ = КиаЕ (т. е. И„<=£) и ИЯП’Л£=1/ЯЛ 
дЕ — 0, причем существует последовательность точек с
произодным множеством на дВ (|хя}' с <лО).

Пусть Вп, п=1։ 2,...—компактное исчерпание области В. Применив 
лемму о существовании сходящейся подпоследовательности последова­
тельности подмножеств компактного множетва (см. [12], стр. 334), из 
{У,,} выделим подпоследовательность {И1П} такую, что {И։ЯПВ։} — 
сходящаяся. Из { Ущ} выделим подпоследовательность { У2„} так, чтобы- 
сходилась {У2пПВ2} и т. д. Диагональная последовательность {У„„} 
сходится в В к некоторому подмножеству £:£ = (Пт ИЯ1)п£>- От­
метим следующие очевидные свойства множества £ : а) £ — замкнутое 
в £> связное подмножество множества Е, имеющее пустую внутрен 
ность и соединяющее К с дВ, б) Какого бы ни было компактное под, 
множество В с. В и число г О, е-окрест.чость множества Ег\ В со­
держит все множества Упп Г) В, начиная с некоторого номера п.

Лемма 1. £)*'\£ связно и локально связно.
Доказательство. Связность вытекает из определения £ и 

свойства а). Если О* \Елокально несвязно в идеальной точке, то учи­
тывая свойство б) легко выводим, что для Е не выполняется условие 
(**??). Лемма доказана.

С помощью теоремы о двух константах покажем, как это сделано в 
[6], что для последовательности {^пя|} существует скорость во (т. е. 
положительная непрерывная на Е функция е0, причем ։0 (г) -֊ 0, при 
Р (г, дВ) -»-0, г£Е) такая, что если для функции А (В), |ф| =О(еп) 
на и^Иял, то ՛!> = 0 тождественно.

Согласно лемме 1 имеем, что £—карлеманово множество ([7]) и 
поэтому существует такая функция ф(;Л(£>), что |<р|<е0 на £ и 
<р отлична от тождественного нуля. Для этого нужно аппроксимировать 



Одна задача Рубеля 157

с касанием со скоростью Со на множестве L U {А,} функцию, равную 
нулю на £ и 1 в произвольно фиксированной точке *п £ £)'■ L.

Функцию f £ А (Е) определим равной <? на (Е3) и непрерывно 
иродолженяой на Е • (£') так, чтобы на U Vn, выполнялось соотно­
шение |/(z)| = О (։0(г)), при р (?, dD) -» 0.

Если функция gk A{D) удовлетворяет (1), то из второго неравен­
ства, согласно выбору во имеем g = 0, что не согласуется с первым не­
равенством.

Доказательство необходимости условия в) вполне аналогично про­
веденному доказательству необходимости б) с тон лишь разницей, что 
вместо областей V,, нужно рассматривать области Е„\К.

Достаточность. Пусть h^A(D)—функция, имеющая оди­

наковые нули с / той же кратности. Тогда функция / = flh^A (£) не 
имеет нулей на Е. Учитывая односвязность компонент внутренности 

Е, рассмотрим функцию log/£.<4(E). Функция log |/| непрерывна на 

Е и гармони'.сскля па Е\ Доопределим log\f\ на Е, продолжив ее на 

Е\Е решением задачи Дирихле с граничной функцией log|/.B силу 
условия в), полученная таким образом функция /* будет непрерывной 

на Е и гармонической в (Е°). В силу условия б) множество D*\E 
связно и локально связно. Поэтому согласно теореме П. М. Готье, 
Р. М. Голъдстейна, М. Лабреш. У. Оу и В. Хеигартнера (см. работы 
[13] и [14]], существует гармоническая в D функция и такая, что 

!/*—«,< log с на Е.
В силу односвязности D существует однозначная в D гармонически 

сопряженная к и функция v. Составим функцию g = exp (u + iv) и 

заметим, что функция g = gh обладает требуемыми свойствами.
Доказательство теоремы 3. Пусть {zn} ^Е° — нули функ­

ции f ({zn}'c.dD) и функция <f^A(D) в точках zn интерполирует 
функцию Ф с кратностьями, не ниже порядков соответствующих нулей 
функции /. Пусть g £ А (£>) — функция, удовлетворяющая (1). Ясно 
что в точках {zn} порядки нулей g и f совпадают. По построению, 
(ф — <p)/g£.4 (Е). Согласно теореме о равномерной аппроксимации ана­

литическими функциями [3], существует функция А£А (£>) такая, что

*----- -  — А <7 — на Е.
g с

в *** -
Тогда, |ф — А| < — |g| < 2 на Е, где А - + gh £ A (D). 

с
Замечания. Из беседы с Н. У. Аракеляном автору стало известно,, 

что им ранее было получено доказательство возможности неравенства, ана­
логичного правому неравенству в (1) для односвяэ'ной области D и ее
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•относительно замкнутого подмножества со связным и локально связным 
дополнением в D* (не опубликовано).

Из полученного недавно препринта нам также стало известно, что 
П. М. Готье, В. Хенгартнер и А. Страй независимо от нас получили 
описание рубелевых подмножеств плоскости, имеющих пустую внутрен­
ность.
Е(рехаискнй государственный 
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Г. А. КАРАГУЛЯН

О РАСХОДИМОСТИ сильных 
Ф-СРЕДНИХ РЯДОВ ФУРЬЕ

Известная теорема Марцинкевича-Зигмунда ([1], [2]) утверждает,, 
что ряды Фурье сильно р-суммируются п. в., т. е.

lim— £ |5*(х, f)-f(x)\P = O п. в. 
«-- п

для любого р 0, где S* (х, /| — частичная сумма ряда Фурье функ­
ции /(х)£Л։(0, 2~). В. Тотиком 1983 г. была поставлена задача: 
для каких непрерывно возрастающих Ф (£), Ф (0) = 0, имеет место

Г^7 — у Ф(|5*(Х, /) ֊/(х)|) = 0 П. в. (1)
п «71

для любого / £ L' (0, 21։)? Более того, он высказал гипотезу, что точным 
условием, для выполнения (1) является

log Ф'(0 = о (О °0)- (2)'
Первый результат в этом направлении получен К. И. Осколковым 

([■5]. Им доказано, что (1) имеет место при Ф(<)=0 (f/log log/).. 
Л. Д. Гоголадзе и В. А. Родин ([3], [4]) независимо доказали, что 
условие (2) достаточно, чтобы выполнялось '(1). В работе доказывается, 
что этот результат окончателен и, тем самым, утверждается точность 
гипотезы Тотика.

Теорема. Пусть Ф(0—непрерывно возрастающая функция, с 
Ф(0)=0, для которой

lira (log Ф (f))// = °0՛ (3)՝

Тогда существует f^Lx(Q, 2с) такая, что

lim — £ Ф(|5а(х, /)|)= оо п. в. 
п к—1

(4)

Лемма. Для любого натурального существует тригонометри­
ческий полином I/^(х) порядка М(Я) и множество Едс(0,2л) такие, что

2с

0, \ fp(x)dx=l, (5)
о
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н(£я) >2*— . -р’’ (6)
V К

|{*6Л: /?<Л:</(х). 5» (х,Л)>с!п £}|>с-^ (7)

при х6£Я, 7?</(х)<Л/(/?>.
(Здесь и в дальнейшем, ц-мера Лебега, | А | -количество элементов мно­
жества А, а через С обозначаются разные абсолютные постоянные).

Доказательство леммы. Найдем (я(х) вида

А(х) = -֊՜ £ Кт1 (х — а{), (8)
Л 4 = 1

а. = ———— ’ т. = 101т0, I = 1, 2, • • •, R, (9)' 2 7? +1 1 ' ;

где Кп(х)~ядро Фейера, а выберем позже. Очевидно имеем (5).
'Обозначим для / = 1, 2..... R

3)*’(х) = ЬбМ з1п((2Л + 1)х/2<--1|. (Ю)

Ля>(х)=Ье^- < 7^’ з1п«(2/?+1)х/2<—1)’ 1(11)

Е'Р = ( хе (0, 2 гс); |ДГ (Х)|>֊^1. у = 1, 2,..., R. (12) 
( 40 R )

Используя известный факт о том, что для любого 
0

т~€(0,1) последовательность дробных частей {п 0}, 2гс

иррационального

п=1, 2,..., равно­
мерно распределена на окружности, имеем, что для п. в. х е (0, 2п) при

достаточно большом т0 = т0 (х), |В/Л) (х)| > —> 
8 R

-следовательно (см. 10], [11])

7 = 1, 2, - ., R, и

иГ(х)|>|в^(х)|- т} > т,- т.)
107? > 8Я “ 10 7? 40 7? (13)

Отсюда для достаточно большого т0 R ямеем (см. [12]) р£*Л)(х))^> 
о 1> х к — —— и, следовательно, для множества

/?
= п 

/=։
2гс

имеет место [8]. Пусть теперь и т, < р < 5 т}, 2 р + 1
=-*(2£-М), # С (х). Тогда имеем хе(а/-ь а/) при одном 1

— VR. Отсюда имеем (см. [9], [11])

Ея(х, /я) = у 2 ^у(х-а7) + ֊ £ 5р(х-а„ Кт^
1 = 1 К 1-/+1

II 
V/
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ггц —

1 * т-р з.п/(2^ + 1)х/2 с * 1 о
л Л. 1 2^֊°' *■X

и, следовательно (см. (12), (13), (14))

)?<р<5ту, 5р(х,/₽)> с!п/?}|> , , ХС£<*> 402? Х^£’ '

Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Нужную нам функцию ищем в 

виде

/(-»)= 2 “*/«»(*). (14)
л-И

где 7?л и я* > 0 выберем такими, чтобы выполнялись следующие соот­
ношения (см. обозначения леммы):

<4 = 1. 2 я*<—2—/?Я+1>М(/?И), (15)
*_„ + ! М(Нп)

Ф(аА)о/?,)>е2։пЛ‘ = /??, (17)

а*1п Л» — 1 >—-а* 1п Л». (18)

Очевидно этого можно добиться, сделая выбор по очереди: а,1 = 1, 
«2, Е2,.... Причем неравенство (17) получается из (3).

При /?р < п < Л1 (/?р) имеем (см. (14), (15))

Л(х,/) = £ аА5я(х,Л.։) = £«,^(х)-НД(х, /₽р)-|- 
*•! 1

+ 5"(-\ 09)

Очевидно мнодгество Е = I) П £,(Я<> имеет полную меру. Если х^Е, 

то х^Е р нрир>р(х). Отсюда при р > р(х), п £ б/^^х), Ер < 
</(.»Х^ Л7(А’д) (см. лейку). Имеем /?„< п <^М(ЛР) и 5я(х, //?р > 
> с 1п Ер и. следовательно в силу (18) и (19), имеем

Еп (х, /.) >> с ар 1п Лр,

Отсюда, в силу леммы, получаем

֊ ։ 2՝ф (1^ (•*. /):)=֊• Т ф (с«д 1»Ер) >
‘ <х> л-1 I (.<) я.՝1

5-275
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Теорема доказана.

Институт магематккн
АН Армении • Поступила 13. IV. 1990
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РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ АДАМАРА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В работе [1] рассматривается строго гиперболичесгое уравнение вида 

м// — мхг~ £ х) иу , 4- с(1— х, у) в = 0 (1)

(/. х, уК2=/?"Ч

где п-четное, а коэффициенты достаточно гладкие функции. Приводится 
алгоритм построения функций с(/-Х, у), для которых уравнение (1) 
удовлетворяет принципу Гюйгенса в «узком смысле» по терминологии 
Адамара [2]. Эти построения подробно рассматриваются на модельном 
уравнении

/л(и)=и„ — ихх— £а' а — х) иУ/У|+а։ (/— х)6(уг)и=0. (2)
1-1

В предлагаемой работе доказывается, что описанными в [1] урав­
нениями исчерпываются все уравнения вида (2), удовлетворяющие 
принципу Гюйгенса. Тем самым решается проблема Адамара для урав­
нений вида (2).

Вкратце опишем основной результат работы [1]. Пусть /ц1 = ~—-----

---- — > а /1ц= —  -------— । где функция р = р.(ух) удовлетворяет 
Н оу, р

уравнению
Р"- 6(у։) р = 0. (3)

Тогда оператор Ьп можно записать в виде

Я’ я։ л м
£” ~ 1? - 5? ~ ,?/*' - + *' ~ х)

Рассмотрим оператор

~ д2 д2 п д2
= ‘Г? — 7Т ~ х)—֊2 + а։(/ — х)/^/^

о12 Ох* /3 ду? . ■ ,

и назовем соответствие Ьп -> Ьп /^.-преобразованием.
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В работе [1] доказывается, что если оператор удовлетворяет 

.принципу Гюйгенса, то и оператор ^„+2 удовлетворяет принципу Гюй­
генса. Ниже доказывается, что любой оператор вида (2), удовлетворяю­
щий принципу Гюйгенса, можно получить исходя из оператора

" де
л։ п д2

дх2 <-1 дщ

применив достаточное число раз ^^-преобразования, 4 = !,•••, Л/.

§ 1. Свойства коэффициентов фундаментального по Адамару 
решения уравнения (2) и принцип Гюйгенса

Пусть (4, хо, Уо) £ &—произвольная фиксированная точка, а Г— 
квадрат геодезического расстояния между точками (/, X, у) ,и (4, х0> 
Уо) в псевдоримановом пространстве с метрикой

Л2 = Л2 - дх1 - £ - •
£։ а1 (# — х)

Известно [3], что

Г = (/ - 4)’ ֊ (* ֊ *о)։ ֊ £ Л՜՜’ (# - х; 4 - х0) (у, - Уо1у, (4) 
/ -1

где
I—х

— х, 4 - х0) = Г----- Г—~| а1 (’) дз.
(I — х) — (./,3 — х0) .1 

'•-х.

-Фундаментальное по Адамару решение уравнения (2) имеет вид [2]
п 
2* ’ 

и (4 х, у, 4, ха,у0)=у((, х. у; 4, х0, у0) Г 4֊

+ х, у; 4, ха, у,,) 1п Г 
«где

я _։ дг V— —
X, у; 4,хп, уп) Г’, 1^=-. £ и. {I, х, у; 4, х0. у0)Г 

»=о ,
2

л — !,•••), /? явля’отся до статочно гладкими функциями и вы­
бираются так, чтобы функция ։» была бы решением уравнения (2) вне 
характеристического коноида

Г у, Га. х0, у.,)=0.

Известно [1].. [2], чю уровнегше (2) удовлетворяет принципу Гюй­
генса тогда и только тогда, когда для любой точки (4, хс, Уо)

=о. (5)
“и-о
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Функции и, (V = 0, 1,...) определяются из дифференциальны* 
уравнений

2 (ит Г/ - £/о.г Гх - £ а1 и - х) ГУ/) ) + (М- 2п- 4) £/п= О, 
х /=։ '

где

Г'-ип Гх-2а'и-х)67п Гу,՝] + 
\ тх '-՛ Г* )

. (М-^и =-Ьп/и V
+ я ( Л-1 )2 \ 2 /

Л/ = Г„ — Гхх — У*, а1 — х) Г»4У4 = 44՜ 
(-1

+ 2 £ а' (( - х) А (/ - х; ?0 — х0). 
1—1

Решение этой системы можно записать в виде

1У0=с0 ехр (М—2 п —4) </г

(7)

(8)

и,=------- ֊°-------  (‘г’ 1£" (£/<~1)г/г, ^1,֊--, ՝>*-, (9)-
. / П \ 1 и.. 2 '

О

Здесь интегрирование ведется вдоль геодезических кривых, соединяю­
щих точки (^, х, у) и (^о, х0, уо). Эти кривые имеют вид [1]

* = <о + М + ֊—■ —- ֊ £ (Д/ (< — х; (0— х0) — а1 (/0— х0)) 
Лто+ «о) «-1

х = л-0 — $о5 4՜ ——утт- X (Д/ 0-х; /0 — х0) — а‘ (4 — х0)) -цы, 
2(то |-'о) га

У, = Уo| — sAJ(t~ х'^ 'о—хо)7^« / = 1»' Ч п, (П>
где т0, ?0, -»}0/(г = 1,-• п) — некоторые постоянные. Отсюда

* — х=«/0—х0 + (То-Но)*- (12>
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Из формул (8) —(12) следует, что £/0= £/0(/— х; /0— х0), £/, = 
у Г, /0— *о. Уи)- Поэтому систему (6) можно записать в ииде

2[£/<м(Г, + Гх)-а‘ (Г—х)£/о„Г,Л- | М-(~ + 1^4

2 [ и„ (Г/ + Гх) - а1 (' ֊ *) ГУ■] + М +

1

6/о=0,

1 / п,+ _.

2 Г ия (Г,+ Гх)-а'(/-х) ип Гу, + (Л/-4) и = - п
2

(13)

Пусть оператор £п при некотором выборе функции 6(у։) удовлет­
воряет принципу Гюйгенса, то есть выполнено условие (5). Так как I) 

п 
2 

зависит только от переменных t—х, у^, то из условия (5) следует, что

У е0, а в силу формулы (9) 6/, = 0, * = 1, - • Поэтому фун-
Т

даментальное решение уравнения (2) имеет вид

и *=
2
£ и.г

*-0

л
2

Рассмотрим уравнение

Л (и) = Чц — ахх —<։'(#— х) ц/1У1 + а1 (« — х) Ь (у}) и = 0 (14)

и обозначим Г1, (у = 0, 1,...) соответственно, квадрат геодезиче­
ского расстояния между точками (I, х, у) и (^о, хо, Уо) в псевдорима 
новом пространстве с метрикой, порожденной оператором £>, коэффи­
циенты фундаментального решения, а

Л/։ = П « — П хх— а1 (< — х) Г։ У։У, —=4 + 2 а* (#—х) А, (/—х; /0—х0).

Система уравнений для функций (у = 0, 1,...) получается нз 
системы (13) заменой М «а М) и подстановкой п. = 1. Поэтому

х)А1(։֊х; ։0- х0)-(2п-2)1 (< - х, л),

в -1 '
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где

g(t — x,n)= — exp I £ a‘(t— х)Л/(# — х; t0— х0) — (2п — 2)1 
с0 J 4r Щ J

О

Для функции Utt имеем

Поэтому фундаментальное решение уравнения (14) имеет вид

1 -?— 1 »- —~ I 2
2= 2 а,(п) £ (/—х, п) (А Г։ . 

О V = О

Запишем уравнение (14) в виде 
. ’ • ’ * 

=~~Г7Г—7 (и"՜ “хх)~илу։+6(^«)и=0 (15)
а' (г — х) ••

и рассмотрим оператор с соответствующими функциями Гр М\ 
£/;։(т==0, 1,...).
, Лемма. Имеет место соотношение >■ ?

Г։«=Л,(/ — х; 4—х0)Г,.
Д ок а э а тельство. Рассмотрим функцию Г амильтона

Ну (/, X, у, х, В, 7)) = -֊—1— $*) — 7)։. 

а — «)

Решив начальную задачу для канонической системы уравнений, соответ­
ствующей функции Яр получим для геодезических кривых
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О - 4) + (* ” Х0)= ■ \ Г։ У' = У°’ “ 7’°Г- <1б>
а — хо)

Отсюда

Г! = Н[ (*0, х., уй ЧГ, -ог, 710г) = —■------ - [ (тог)։- (V)2] - =
С (‘о — хо)

= Л, ( х; /о — х0)((# — ^о)а— (х — *о)։] — (У1 — ։/01)2= Л1 Г,.

Из единственности ;(с точностью до постоянного множителя} 
фундаментального решения уравнения (14) или (15) получаем

1
СЛ, = £/։,л’։ 2, * = 0, -1,

2

{/;, = о,. = у» ---

Для функции М\ имеем

Л/1= -1---- — (Пи — Пхх)—Г1У,У։= 6.
- а (* “ *)

Поэтому система уравнений, которой удовлетворяют функции (/[,, 
имеет вид

2 , , , . ,
—— ------ —((Ло/Ги £ЛохГ։х) — 2 4/юу, Г1У, = 0,
“ (#—х) 

2 , , ,
) ------у (£А»/ Гн — 6/։»х Г 1х) — 2 С^1»у, Г|У1 4֊ 4 —

(17)

=— ((/;,֊>), * = 1,2, • •, ֊ -1
। *-------- I 2
\ 2 /

нлн вдоль геодезических кривых (16)

аии о 
Л-

4 тЧГ + 4 ^-֊֊7֊ \ (^.-1). 1,2,- • ■> - - I.

(у---------I 2
\ 2/

Отсюда 1/и = 1 н

Из формулы (18) следует, что (/1»« у0։)- Следовательно,
систему (17) можно записать в виде
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^1о = о.

(19)'

(У1— Уы) =
"У\

<։

Заметим, что, так как (7ь=0, ч= ~
2

- о..

Рассмотрим уравнение

г Ь (у՝)) и

1

1 пV = 1,-• —
2

. то

и его фундаментальное решение

«։ = |У։—Уш1 £ !7о1)2’,
»—о

где функции V, удовлетворяют системе уравнений

֊֊ = 0, (20}

(у-у  ̂֊ +*՛ и,=-------1 Ь(И,_։), V = 1, 2, .
4 Л 4֊ — ) 

\ 2/

Сравнивая системы (19) и (20) получаем, что с точностью до постоян­

ного множителя ₽,, И, = р,£/1„ V = 0,— 1, Ь(I/ ) =0, а зна- 
2

чит V, — 0, V = --.•••. Следовательно [4], оператор Ь может быть

получен из оператора Ь° = -^ с помощью преобразований, при- 
<91

мененных не более, чем —---- 1 раз. Отсюда и иа вышеизложенного-
2

следует
Теорема. Пусть оператор Ьп удовлетворяет принципу Гюйгенса. 

Гогда он может быть получен из оператора Г°П с помощью преоб-
~ х / П -,՝\

разовании, примененных не более, чем I —---- 11 раз.

Замечание. Аналогичные результаты можно непосредственно- 
получить для уравнений



170 А. О. Оганесян

«//“мгг-а>(,-лс)иу у “ £ х)«у<7 + а*и-х)М.У*)«=0.
* * /։ у_.|

к = !,•••, п.

В общем случае уравнение (1) невырожденным линейным преобразова­
нием, зависящем от —х) можно привести к диагональному виду и по­
лучить подобные результаты. При этом на недиагональные элементы 
матрицы а ц накладываются дополнительные условия, зависящие и от 
способа диагонализации.
Межвузовский научный цепт.р по

-докладным проблемам математики ЕГУ Поступила 11. V. 1990
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КРАТКОЕ СООБЩЕНИЯ
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С. А. ГРИГОРЯН

О МЕРАХ, ОРТОГОНАЛЬНЫХ К АЛГЕБРЕ 
ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ПО АРЕНСУ-ЗИНГЕРУ ФУНКЦИЙ

Пусть Г—некоторая подгруппа аддитивной группы вещественных 
чисел R. наделенная дискретной топологией. Каждый элемент а £ Г по­
рождает непрерывный характер Xе группы в, определяемый соотноше­
нием X“ (а) = а (а), а £ С. В данной заметке описывается структура 
мер, ортогональных к алгебре А — равномерной алгебре на С, порож­
денной характерами Xе, а£Гц_ = (а £ Г; а.>0}.

1". Напомним (см. [1], [2]), характеры X-, а£Г, образуют орто­
нормир ованный базис в £’ (Л), где а — нормированная мера Хаара 
группы С։. Для каждой функции /££’ (Л) существует формальный 
ряд с (а) Xе. Множество тех а£Г, для которых с (а) У= 0, назы- 

«6Г
вается спектром функции / и обозначается через ■$(/).

Пусть (Ц3хед — система окрестностей единичного элемента груп­
пы 6', и ||։.*| —такая система положительных непрерывных функ- 

։>э 
Х£Л

ций на <7, что для любых 8 > 0, ).
I) множество 5(ф։,х) конечно;

11) К хСа)4^։, если а£(Л;
III) [кхЛ = 1. 

а

С помощью этой системы функций определим операторы Бохнера- 
Фейера п для С (О)

)£Л

К. X (/) («) =р(«Г։)Нх (₽)<*>(?)- 

а
Очевидно

IV) |/С»,х< —1, 1п£ аир |^г, х (/)(«)—/(а)| = 0 и 5(К։. х (/)) коне-5, X 
чен и содержится в 5 (/).

Для каждой регулярной борелевской меры ц на й можно определить 
формальный ряд Фурье-Стилтьеса

Р ~ X с (а) Х°.
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Как и для функций, множество тех а, а£Г, для которых с(а) =0, на­
зывается спектром меры Ц. Если 5( р) конечно, то |1 абсолютно непре­
рывна относительно а. И поскольку М(С>-<пространство всех регуляр­
ных борелевских мер на С—является дуальным к С (О), то операторы 
Л’г >, 8 > 0, X £ Л, порождают сопряженные операторы К1, х, <^>0, Х£Л, 
действующие на М ( С)-

На семействе пар |(8, Х)| можно ввести порядок (\, X,) <(В։, X,),.
>.ел

если 8։8, и {/а «= £/։. При таком упорядочении семейство операто­
ров |Л7. 1)։>0 превращается в сеть.

>ел
Из условий I), И), III) непосредственно следует: для любого 

нт
V) 5 (К..; (р)) состоит из конечного числа элементов и содержит­

ся в 5 (р);
VI) |К»',х(н)|< |р|, и сеть меР > 0, ХРЛ, слабо* сходит­

ся к мере р.
Для каждого числа х £ R определим элемент ах£ С : 7." (1х)==еах< 

а£Г. Если Г не изоморфна 2, что и предполагается всюду в даль­
нейшем, отображение х -> ։х осуществляет изоморфизм веществен­
ной оси на некоторую плотную подгруппу труппы С, которую также 
будем обозначать через R. Поскольку сужение конечного ряда 

т
/='£ с (ап)7ая, ап^-0, на любой класс смежности аЯ группы С по R 

л«-1
т 1г

имеет вид /(аах) — у с (ая)Ха՞ (а) е '|Г, то функцию / можно продол- 
п=1

жить до аналитической почти периодической в верхней полуплоскости 
над аИ функции.

Зафиксируем а£Г+. Пусть Са — 1а £ С; а (а) = I). Рассмотрим го­
моморфизм Л : Са X R —* 6, К (а, .г) = а-ах. Множество Л» = Са X 

[ к 2тс . к 2 к \
XI--------- 1------к,------ 1- — к ), для любого к £ 2, является фундамен-

I а а а а /
тальной областью для отображения А, т. е. Л взаимно однозначно 
отображает А* на С.

Пусть тв — мера Хаара группы Сп- Тогда мера а на Л*, о =ао/։|л’4>. 
равна

<7° = — </Та X <7х. (1.1)

На локально компактной группе Са X R рассмотрим меру. «/7 = 
_ V ^х

— а^а * у_|_ 1 и с ее помощью определим меру 7 на С, полагая 7 —

1% . Так как сужение 7 на /* абсолютно непрерывно относитель­

но меры о, то мера 7 абсолютно непрерывна относительно меры о»
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Для нахождения производной Радона-Никодима этих двух мер опре­
делим на Са / R функцию

Так как Ка (а, х) — переодическая по х функция с периодом —•
а

то Ка 4- Х.СА 1 — непрерывная на С функция. Покажем, что
О 77 ~

7=֊ К,3. (1,2)
а

Действительно, из (1.1) имеем:

<1 (7%)'/ч = К„ (а, х) X с/х = ~ Ки (а, х) (— с^а X <1х V—
а \2 л /

2 т:
^ — Ка(л, х) </(ооА)|^.

а
'Следовательно,

2^2;7=--- Ла-3.
а

2°. На компакте X— Са X Т, где Т — единичная окружность, 
рассмотрим алгебру А (X) всех непрерывных функций на X, которые 
при каждом фиксированном а £ Са продолжаются до аналитической в 
единичном круге функции, т. е. до функции из диск-алгебры. Зная 
свойства диск-алгебры, можно исследовать алгебру А(Х). Например:

а) поскольку для любого (6’а) функция / (а, е'°) — ё(я) при­
надлежит А (X), каждое подмножество в X вида |а} X Т, Са являет­
ся максимальным множеством антисимметрии, т. е. каждая веществен­
ная функция из А (X) постоянна на множествах вида [«} X Т.

Следующее утверждение менее тривиально:
в) каждая мера (X)՜1՜ имеет вид 7* = </*аХ/(а, е'’) «/в, где 

тв—некоторая положительная мера на Са,/(а, еЛ) —функция на X, изме­
римая по мере > и такая, что при каждом фиксированном а£О(„ поч­
ти для всех а по мере ъ, функция /(а, е,&) принадлежит Но — прост­
ранству тех функций ив йространстза Харди Н' г.а Т, аналитическое 
■продолжение которых в единичный круг обращается а нуль в целтре 
круга.

Для доказательства этого факта достаточно заметить, воскольсдвав- 
апись а), что каждая крайняя мера из единичного шара мар, ортогональ­
ных к А (X), сосредоточена на множествах вида {а} X Л (Л € ^а. А так 
как сужение А(Х) на {а}ХТ есть диск-алгебра, то по теореме М. я Ф. 

Рнссов эти меры имеют вид § с№, где ё^Н'о. Применив теперь теорему 
Крейна-Мильмана, получим требуемое утверждение.

с). Пусть /= !/£ Л (X); У (я, е,в) — ё^А (Х)> -- гд?ал
ш Л(Х). Тогда каждая мера имеет В"Д 7* - с?'-.. X. е 
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где '•а — некоторая положительная мера на Ga, а /(а, е'")— функция 
на X, измеримая по мере •» и такая, что при каждом фиксированном, 
а, почти для всех а по мере '»а, функция / (а, ел) принадлежит Н'.

Утверждение с) непосредственно следует из в).
Для дальнейшего заметим, что конформное отображение «>-Ф(г) =

/ — z „=------- верхней полуплоскости в
i 4֊ ֊

жение пространства Харди Н' в

торые представимы в виде #°Ф,

единичный круг порождает отобра-

С гЧ) тех Функций на R, ко֊ 
\1+х2/

где 8^Н'. В частности, это ото՜
бражение переводит каждую меру v^/1, d^ — diaXf (а, е'։)(/ввме

ру т на Ga X R, d~ = dta Xf (а. Ф(х)) dx 
l֊Fx2

Пространство таких мер

на Gn X R обозначим через Мп.

Теорема. Для каждой меры v £ Л L найдется такая мера 
л — 1 2 ТС
v £ Ма, что v°h = — 

а
◄ Из построения алгебры А видно, что мера V принадлежит Лх 

тогда и только тогда, когда 5 (v) — спектр меры v — содержится в 
Гя\|0|. Поэтому, если в силу свойства V), мера *։,х =
= К1, > (р) также принадлежит Дх. Так как S(vj. >) состоит из конеч­
ного числа элементов (см. V), то мера V«; х абсолютно непрерывна от- 

/к
носительно меры а. Более того, vj, х =/’, где / = V с (а*)/-°* — неко­

их
торая функция из А.

Функция х) •= У с(ал)7а* (а) еМ*х на GaXR при каждом фик­

сированном я £ Ga продолжается до аналитической почти периодиче- 
/ dx \ ской функции в верхней полуплоскости. Поэтому /%(«։•) £НЧ------- ) •
\14֊х։/ 

~ ~ dxСледовательно, мера *։, х, d^i, х = f°h(a, х) d-[a X------- > принадлежит
1+х2

Ма, И В силу (1.2)
2 тс
--- Ка ’ У«, X = >г, Х°Л (2.1)՜ 
а

Покажем, что сеть мер { *։, х} сходится к некоторой мере v £ Ма.
Х6А

Действительно, так как Fn = Ga X Г-----— + ^ Л, — + — фунда-՜
I в а а а /

ментальная область (при любом k £ Z) для отображения h и d (<։°Л)|гА=՛ 
= ^/ТаХ</х’ Т0 *0’.*°А)1'=* = Л/оА<а՛ *) <haXdx, (а, х)6Л, и

ТС 2 JP

Л I 2"
(22)
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Следовательно, (см. VI)),

(2'3>

Поэтому из слабой сходимости сети мер (ма. > ) и (2.2) следует слабо* 

сходимость сети мер { >(za*}» &ÇZ, в пространстве, дуальном к

С (R) = {АФ (х), f С( 7’)}. Применив теперь (2.3), получим, что сеть мер 

слабо* сходится в дуальном к С (R) пространстве к некоторой 

мере *. Так как *՛, .£Л/и, о > О, л£Л, то и ч(^Ма. Из (2.1) имеем 

а
Для каждого Е cG»XR и x^R под Ех подразумеваем мно­

жество |(а, (/)£G„XR; g — x)££j.
Следствие (теорема де Л ю-Г л и к с б е р г а [1]). Пусть 

V А '■ и Е—такое борелевское подмножество в G, что для некоторого 
X е R, М (Е".х) = 0. Тогда |т| (£) = 0.

◄ .Пусть у^Ма— такая мера, что —Кау — Так как vIf* = 
а

= —V°AK (см. (2.2)), то из М (Е-ах) = 0 следует |vjП 
а (1 + х։)

Л h i1 (Е-ах) = 0. Поэтому |»|А-1 (£.,г) =0. Поскольку =</voX/(a. х)Х 

. dx / dx \
X------- — • /(а, •)£//’( ----------  I • ТО почти для всех а £ supp уа,

gl -Ь х։ 7 \ 1 4- х։ J
по мере уа> для которых/(а, ։)^0, лебегова мера множества (a, R)Q 
ПА-1(£-ах) равиа нулю. А так как Л-1(£-ах) = А“։ (Е) + ж и мера 

Лебега инвариантна относительно сдвигов, получим |*|(Л-1 (£)) = 0.. 
Следовательно,/М (Л՜1 (£)П£*) = 0. Таким образом v (Е) = 0. ►
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КРАТКОЕ СООБЩЕНИЯ

М. А. АКОПЯН

О РАВНОМЕРНЫХ В (Н)-АЛГЕБРАХ

Понятие некоммутативной равномерной алгебры впервые было вве­
дено Д. Тейлором в работе [1]. В настоящей заметке, продолжая тема­
тику работ [2, 3], изучаются некоммутативные равномерные алгебры с 
постоянным слоем, совпадающим с полной алгеброй линейных ограничен­
ных операторов на некотором гильбертовом пространстве.

Пусть Т—метризуемый компакт, А—С*-ал1гебра с единицей, 
С(Т, А)— С*-алгебра всех непрерывных отображений из Т в А. Напом­
ним (см. [1, 2]), что замкнутая подалгебра ЖсгС(7’, А) называется 
равномерной алгеброй операторных полей, если она содержит единицу 
А и разделяет точки (для любых <։, ^2 € Л Л, =/= ^2 и а1։ а.£А, суще­
ствует А (; Ж такое, что *(Л) = аь *(^։) = аг)- Равномерная алгебра Ж 
называется Л-алгеброй (см. [2]), если А с Ж (отождествляя элементы 
А с постоянной функцией а(О = а). Множество всех гомоморфизмов из 
Ж в А, которые продолжаются до условного ожидания из С(Т, Л) на 
А обозначается через ЗрдЖ и называется относительным спектром ал­
гебры Ж (см. [2]).

Простейшим примером равномерной Л-алгебры является расщепимая 
алгебра, которая порождается линейными комбинациями функций из не­
которой классической (коммутативной) равномерной алгебры ОсС(Т) 
и элементов А. Иными словами, алгебра расщепима, если А—линейные

п
комбинации вида где/г^П, а։ £А, плотны в Ж. В подоб-

I— 1

ных случаях мы будем использовать обозначение Ж = [/), А]. Заме­
тим, что если дополнительно А — проста (или, более общо, имеет 
тривиальный центр), то 5рл Ж совпадает с пространством максималь­
ных идеалов 23 (см. [2]).

Изучение расщепимой алгебры сводится, таким образом, к изуче­
нию порождающих ее алгебр Б и А. Поэтому имеет смысл сопоставлять, 
по маре возможности, произвольной равномерной Л-алгебре некоторую 
расщепкмую алгебру, наследующую ее свойства. В настоящей работе это 
делается в случае, когда слои совпадает с 5(22), алгеброй всех ограни­
ченных линейных операторов на некотором гильбертовом пространстве 

. /7. I (аиболее интересен случай, когда 22—бескомечяокерное гильбертово 
пространство, поскольку каждая равномерная Л-алгебра Ж при А 
Мг. (С) (алгебра п%п комплексных матриц) расщепима (см. [2]).

~ Теорема I. Пусть ЯП — равномерная В(Н)-алгебра, Же 
с ։- ( 1, Тогда существует такая расщепимся алгебра Жо, что
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1) [ЭХ, К(Н)] — [£D?0, К(Н)], где К(Н)— алгебра компактных 
операторов из В(Н).

2) Spe <//) 2R = Spe (Я1 Яйо.
Доказательство. (1). Пусть е։, е։, ••—некоторый ортонор- 

мированный базис в Н и Рп — проектор на конечномерное подпро­
странство Нп, порожденное первыми п элементами базиса. Рассмотрим 
алгебру ПХЯ = РЛТ? Рп, являющуюся, очевидно, подалгеброй С (Т, 
Вя) где В„ = РПВ(Н)Р„. при этом С(Т, Вп) = РЯС( Г, В(Н))РЯ. Мож­
но легко проверить, что ЯХя — равномерная Вя-алгебра с единицей Ря. 
Будучи алгеброй с матричным слоем, 2Х„ расщепима, поэтому суще­
ствует коммутативная равномерная алгебра D„ такая, что 2R«=[D„, 2?„]. 
Покажем, что алгебры Dn не зависят от номера п. Ввиду того, что 
ЭДлсЯХл+ь имеем ZX-м Рл<= ЯХЛ. Откуда Dn+i= Dn = D. Пусть ЯХ0 = 
= [£>, В [h)]։ тогда, очевидно, РяЯХ0Рл = РПУЯ.РП. Поскольку Р„хЬРя£ 
£[£>, Z?z։]cz[£D?o. КДН\) для x£SR, Ь^К{Н) и РяхЬРя при п —► <х> по 
норме сходится к xb, имеем [SR, К (//)]с[ЯХ0, К (//)]. Аналогично до­
казывается обратное включение.

Докажем (2). Ввиду того, что В(Н)—алгебра с тривиальным цент­
ром, то как было отмечено выше, ЗряЛЗК„ = Зря(Я) SR0= Sp D. Поэто­
му достаточно доказать, что Зря w SR = 3ряя3йя. Пусть р £ Зря SR.

Тогда р продолжается до условного ожидания р: С(Т, В(Н))-* В(Н). 
Рассмотрим сужение р0= р1с(г, в„) . Ввиду того, что для любого х£ 
£ С ( Т, Вп) справедливо

Ро (х) = ~р (х) = 'Р (РпхРя) =рп р (х) Рп е Вя,

то р0 является условным ожиданием из С(Т, В„) на Вп. Поскольку 
является гомоморфизмом и совпадает с • то р|^ , ^Зря„5Кя- 

Покажем, что между элементами из Зря (//; ЯК и Зряя 2ХЯ имеется 
взаимно однозначное соответствие. Пусть ри р։£Зря(Я)2К« Рг^Рг 
тогда найдется такой проектор Р„, что Р„ р1 (х) Рп Рп Рг (х) Ря для* 
некоторого х^-^К. Обозначим д։= ;>։^ и <7։= р[^ • Из вышеска­

занного следует, что <71> <7։ £ Зря„ ЗКЯ'и ^։, а поскольку ЗряЛ€йЛ = 
= Зр £), то оператор сужения однозначно отображает Зря \н) 50? в 
5Рял2)гл.

Пусть теперь р £ Зря„ 20?я, тогда р|^Ря является мультипликатив­
ным функционалом. Обозначим через р” его представляющую меру ’ и 

определим условное ожидание р формулой; ■ , .

р(х) = Х^С(Т, В(Н)). 
т

Очевидно, р =р1эдя €$Ряя ЗКл- Покажем, что £ 5ря(Я) 2К. Действи­

тельно, нз представления р видно, что для любых х, д £ 2Х 
6-273
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!
р (ху) = Пт р(РпхР„уРп) = кт р(РлхРя) р(Р„уРп) = р(х)р(у), 

п-»— л — ”
.где предел понимается в сильной операторной топологии. Теорема до­
казана.

Заметим, что ЭХ и —единственная расщепимая алгебра, удовлетворя­
ющая условиям теоремы.

Пусть ЭХ — равномерная Л-алгебра, ЭХ<=С(7’, Л). Напомним (см. 
.[3]), что точка (и называется 1) точкой слабого пика для алгебры 
ЭХ П„, (ЭХ)), если для любых 7>1и окрестности £/ точки (0 су­
ществует х'£ ЭХ такое, что [хЦ<<7, х(/о)^-О, |х(/0)}=1 и |х(/Я<\ 
<^_2_ при 2) точкой норм пика для алгебры ЭХ (/0 € Пп (ЭХ)), 

2
если существует х£ЭХ такое, что х(70)>0. й* (^о)] = 1 и х(/)|<^1 
при < ф /0; 3') точкой пика для алгебры ЭХ(/0£П(ЭХ)), 'если сущест­
вует х£ЭХ такое, что х(/0) = е, где е —единица алгебры Л,|х(<)|<1 
при I (0.

Замечание. Нетрудно убедиться, что при /О6П„(9Х) для лю­
бой окрестности I/ точки и любого в 0 найдутся «р£3(Л) (про 
странство состояний алгебры Л) и х£ЗХ такие, что

? (х (*о)) = В* (6>)| = 1. ։ир |® (х (#))1 <14-8 и

аир |<р (х (0)| < 1.
#6 т\и

Очевидно, Пш э ПЛ= П. Вообще говоря, существуют равномерные 
Л-алгебры, для которых эти включения строгие. Для обычных равномер­
ных алгебр все вышеуказанные множества совпадают. Легко показать, 
что эти множества совпадают также для всякой расщепимой алгебры 
ЭХ — -[Д Л]. Действительно, для любых у £ 3 (Л)и элемента х^ЗХва

-Д* «== У //а/, где/» ^^сС(Г), а« £А, имеем 
4—1

Т (х (/)) = <р ((Д/««<)» ) = 2 ? («) // (О-

'Отсюда уох^РсНК и следовательно, если Пш (ЭХ), то, в силу вы­
шесказанного замечания, /о — точка пика алгебры А

Теперь обратимся к рассмотрению связи между вышеуказанаными 
множествами точек (пика равномерных В(И)-алгебр.

Теорема 2. Пусть ЭХ—равномерная В (Н)-алгебра, ЭХ с 
с С( Т, Е^т. Торда П„(ЭХ) « Щ- (ЭХ).

Дот.а։։«льство. Пусть ПХП = (А, В (/7)] — расщепимая ал­
гебра, согласованная с алгеброй ЭХ (см. теорему 1). Для каждой ме­
ры р, ортогональной« О («^/) ' определим оператор Фи из С( Т, В(Н)) 
«а В (Н), полагая

Ф;. ( Л а» |

т
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Очевидно, Ф|х(х)=»0 для х £ Зй0. Покажем, что это имеет место для 
любого х^Зй. В самом деле, поскольку для х£5й. РЛхР«6ЭЙ0, то 
Фр. (РпхРп) = 0. Однако Фр (РпхРл) = РяФц(х) Р„, откуда для любого 
п имеем РЛФр (х) Ря = 0. Следовательно, Фр (х) =0 для любого х£ Эй- 
Поьтому для <р £ .5 (2? (77)) и х£8й имеет место

0 = ф (Фр (х)) = <? ( х4ц ) = С ? (х) 

т т

т. е. <р (х (/)) ортогонально к и поэтому у°х££>.
Пусть теперь /0£П» (Зй). Поскольку <р°х££ для любого т^5(Д(//)> 

то 10 является точкой пика для алгебры О, откуда /О.^П (Зйо). Следо 
вательно, 10 £ П (Рп^Я0Рп) = П (Рп^ХРа). Поскольку Ря5йРяс:5й, то 
*о€П„(ЗЙ), откуда следует утверждение теоремы.

Следующий пример показывает, что, вообще говоря, существуют 
равномерные В (77)-алгебры Зй, у которых П (Зй) существенно уже- 
Пя (Эй). Действительно, пусть О\ и Ог-две коммутативные равномерные 
алгебры и пусть О| =>Р2. Рассмотрим алгебру

Эй = [£>,. *(Н)] + В(Н)].

Очевидно, точки норм пика и слабого пика алгебры Зй совпадают с 
точками пика алгебры О[, а точки пика алгебры Зй совпадают с точками 
пика алгебры /?2.

Следующая теорема устанавливает связь между гомоморфизмами 
алгебры Зй в В (Н) и элементами из Зрв(Н) Зй.

Теорема 3. Пусть Зй —равномерная В(Н)-алгебра и Ф—гомомор­
физм из ЗЙ в В(Н) такой, что Ф| является автоморфизмом на В(Н). 
Тогда найдутся Р^^Рв(Н)^ и автоморфизм т алгебры В(Н) такие՞ 
что Ф = тор.

Доказательство. Рассмотрим отображение р = т-’оф, где 
т->—автоморфизм В (Н), обратный к автоморфизму т«=Ф|в(Н). По­
кажем, что р является билинейным гомоморфизмом на Эй. Пусть 
х, р£8й. Тогда, поскольку Ф — гомоморфизм, имеем

Р (х, у) = (Ф(ху)) = Т-* (Ф (х) Ф (р)) = т֊1 (ф (х>)т-1 (Ф (у)) »

= Р (х) р (у).

Теперь покажем В (Н)-билинейность. В самом деле, для а, Ь £ 
^В(Н) и хбЭЙ справедливо

р (ахЬ) = (т֊> ф) (ахб) = т֊1 (Ф (а) Ф (х) Ф (6» - ат֊* (Ф(х)) Ь =

= ар (х) Ь.

Рассмотрим сужение . Это сужение является 5л-билиней՜

ным гомоморфизмом. Поскольку Вп является алгеброй с тривиаль­
ным центром и, кроме того, Вяс:5йя, ОРп с ЗЙЯ и р (/Ря) (5ЙЯ)
(где/^2), ^(Зйя)—центр алгебры 5ЙЯ), то сужение р]оря является 
мультипликативным функционалом. Пусть р — ее представляющая ме­
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ра, тогда можно определить условное ожидание р на С (Г, Вя) по 
формуле-'

р (х) = у х</р, х^С (Т, В(Н)). 

т
Поскольку сужение р = р^ является гомоморфизмом (см. конец до­

казательства теоремы 1), то р£5рд (Н)ЗХ. Таким ебразом, имеем гомо­
морфизм р = т-’оф, определенный на 2Х, причем Ф = хор.

В заключение автор выражает благодарность Арзуманяну В. А. и 
Григоряну С. А. за полезные советы и внимание к работе.
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