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Լյբլսգբությռւնր խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում էն հոդվածներ հրապարա- 
պէէ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա *Մ աթ եմ ատիկա» ամ. 
լրագրում, հաշվի աոնեյ հետևյայ կանոնները'

է. Հոդվածների ծավայր, որպես կանոն, շպետք կ գերազանցի մեկ տպագրական մամույր 
(այսինքն ոշ ավեյի քան տեքստի 24 մեքենագրված կչ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
յր' ոյ ավեյի քան 5—6 մեքենագրված Ա։

Մեկ տպագրական մամոլյը գերազանցող ծավայով հողվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբլ

?, Հողվածները պետք Լ ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու. օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն I ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
*ամ ապատասխւսն (նզվով*

3, Մեծատաո լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընղգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա֊ 
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընղգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, հը թերի համար 
Նշվում է' հեւլինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ֊ 
ման տարեթրվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հողվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագոէ ծված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տ եղում ։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

?• Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

3, Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճաոների պարզաբանումով։

9» թողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի 1րիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10 . Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր և հայրանունը։
11 գ Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 ’առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղյրամյանի պող., 24 բ։ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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М. М. ДЖРБАШЯН, А. О. КАРАПЕТЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И ТЕОРЕМЫ 
ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 

МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 0. Введение

В работах [1, 2] одного из авторов впервые были введены классы 
М7 (а, р) (о, р>0) целых функций /(х), х£С, с конечной нормой

йс! / р Р р _ \ 1/2
]г/(г)1։’е"1х''|։| Му) <+°° <01)
с (х=х+ф).

При этом была установлена основная
Теорема А. 1°. Каждая функция { £ М2(а, р) допускает инте­

гральное представление вида

/(х) = • уу/(ш)-е՜’|в| ш; (0.2)

с
(«։ = и 4֊ ю), 

где

(1в; П = 2 ГН С> (0'3)
"о Г (1 + 2 */р)

суть целая функция типа Миттаг-Леффлера.
2°. Интегральный оператор, порождаемый правой частью формулы 

(0.2), действует в гильбертовом пространстве измеримых функций / с 
конечной нормой II / II р <4-оо как оператор ортогонального проекти­
рования на подпространство Л12(о, р).

При р=2 пространства Л/։ (о, р) рассматривались также в работе 
[3]. Кроме того, в специальном случае, когда о= 1/2 и р=2, эти про­
странства, начиная с 1961 г., рассматривались в работах многих авторов; 
обстоятельная библиография содержится во введении статьи [4], авторы 
которой, по всей вероятности, не были знакомы с работами [1—3].

В тех же работах [1—3] теорема А нашла ряд применений. 
Так, были построены некоторые весьма общие ортонормирован- 

ные системы целых функций и найдены критерии их полноты в опреде­
ленных пространствах целых функций. Кроме того, для некоторых клас­
сов целых функций были найдены условия, при которых данная последо­
вательность {а*}”сС является для них последовательностью един­
ственности (т. е. выполнение равенств /(а*) = 0, для проиэ
вольной функции / из рассматриваемых классов влечет тождество 
/(*М, х£С).
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Настоящая работа посвящена установлению многомерных аналогов 
некоторых из результатов работ [1, 2]. Вместе с тем необходимо отме­
тить, что установленные нами результаты отчасти являются новыми даже 
для целых функций одного комплексного переменого.

§ 1. Основные интегральные представления

1.1. Пусть /(ш)= 2 Г=0 04•«։*,«։ 6 С-произвольная целая функция, 

так что lim |а*| = 0֊ Порядком функции / называется число 
>**■»

p(/) = inf |р>0: |/(ш)К ехр (|ш|?),Ц > /?(/. р) >0|- 

Очевидно, 0<р(/)< 4- 00• При условии 0 < р (/)< + 00 типом функции 
f называется число

a(/) = inf |a>O:|/(w’>|<exp(a-|ю/р(л), |ш| >/? (/, о)>0).

Очевидно, 0<<>(/•)<-l-oo. Хорошо известны формулы:

р (/) = lim-------- =----- , a (/) = lim —L---------------(1.1)
.___±----- e-p(/)In k/-\—г r J'у l“*l

Далее, если /(ш)= у *=oa*,u։*’ ш 6 С — некоторая целая функция и 
PC С, то полагаем

//(-) = S <с- <13’

В дальнейшем изложении существенную роль будет играть функция типа 
Миттаг—Леффлера (р^>0, p£C):

£■₽(“; Р) = Ё °»*/Г (р + fc/p), “С С. (1.4)
fc-0

Основываясь на асимптотической формуле Стирлинга (для Г-функции 
Эйлера), не трудно установить

Предложение 1. (а) Если f—целая функция и 8 £ С, то и функ­
ции Jpf. f f целые, причем того же порядка и типа, что и функ­
ция f. (б) Если 0<Р, -j< + oo и рСС, то функция Ег (а-и>; |л),<в С С, 
целая и имеет порядок р, тип а₽.

1.2. Введем некоторые новые обозначения. Для произвольных 2= 
= (%.• ' ֊>z") С С՞, W = (»,,•••, »„) С С" положим.

*СХ> tv > = J.։ zk• Wk, |z|= £>. (1.5)

Если z,)(C՞, то полагая z' = («„•••, z.-OCC"՜1, будем
иметь z = (а/, хв).
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Через тп будем обозначать 2п-мерную меру Лебега в пространстве 
С"= R2", а через — поверхностную меру Лебега на единичной сфере 
5„ = |С £ Сл: |'| = 11. При этом формула интегрирования в полярных 
координатах записывается как

+».
| ? (ш) (ш) = Г2'1՜1 у Ч>(г-С)«Лп(С)</г. (1.6).

с" “

Кроме того, иногда удобно бывает рассматривать на сфере <$п меру՛ 
кратную мере *я и нормированную условием V* (5Я) = 1.

Мультииндексом длины п называется набор / — (/1,/п) целых: 
неотрицательных чисел. При этом обычно полагается:

/Ч =/11- • • ••/»։, 1/1 =Л+ • ■ • +/- (1-7>
Если ш=(ш|,.--, шя)ес", то полагаем также

ш7= ш/’.---. (1.8).

Если /п) и у = (/!.•••» /я)— мультииндексы длины, п, то-
справодлива формула (см., например, [5], гл. I, 1.4):

J с'•?*„(<) = о. /=/=/,
2"Я/Ч , ։ = ; 

г (п +1/|)
(1.9>

Отсюда вытекает полезная формула:

О, С>‘<К(С) =
О, 1/1=/= к,

4^n-z> г (1/1 + 1)
Г (1/1 + ՞)

1/Т=*. (1-Ю)

где х £ С" , у = (у\, • ■ •, уп) — мультииндекс длины п и к = О, 1, 2, • ■ •.
Далее, если /(и>), ш Сп—некоторая целая функция, то она, как 

известно, допускает разложение вида

/(ш) = aj-wJ, -w С՞, (1.11)

причем для произвольного компакта Ke С" существует сходящийся 
ряд £ bj с положительными членами такой, что для любого мульти- 

I/IX)
индекса у

\arw>\-Cbj

независимо от К. Заметим также, что после соответствующей груп­
пировки разложение (1.11) может быть записано как

/(w) = V Pk (®), ® £ С", (1.12)

где Рк суть однородный полином порядка к (k = Ог 1,. 2,,..).
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Наконец отметим, что если К^»), «> € СЛ —произвольная целая 
функция вида (1.11), то в силу (1-9) при 0 г < Ь 00 имеем

' С-13)

X.
1.3. Пусть, как и выше, л 1 и0<^р<^4*зо>0’СР>о<С1՜00' 

Я>-2Л. Для произвольной (вообще говоря, комплекснозначной) из­
меримой функции /(го), , положим

|/||р֊ р> ( у|/(«)Г-е՜’ |в|Р-|шГ </тЛ(ш)) ”. (1.14)

с"

Затем введем пространство £р, а,«(С ) = (/: 11/|р, Р. »,«<С + °о}, а 
Л(.а. „(С՞) будет обозначать пространство целых функций из 
^в’.(С").

Из (1.13) немедленно получаем
Предложение 2. Пусть / (ш), то £ СЛ—произвольная целая

■функция вида (1.11), тогда

2ТС՞ р Щ’7» Г(р + 2|» 
р-ои- |Ло а2/У|/р г (и+ 1/1) (1.15)

где р = (2п+а)/р.
Далее, привлекая соображения субгармоничности, стандартными 

.рассуждениями устанавливается
Предложение 3. Пусть [(?), —целая функция, тогда для

■произвольного компакта К с: Ся

!/(«)!< сопЛ-|Ллр,,։«, 2^ К, (1-16)
где константа зависит от р, р, а, а и К, но не зависит от функ­
ции /.

Следствие. Нр,,։«(С՞) является замкнутым подпространством 
® ^,В.«(СЛ).

1.4. Всюду дальше будем предполагать, что л>1, 1 + °°»
О < р, а < 4֊ оо, а > — 2 л. При этом полагаем

р = (2л + а)/р, с = р.о'72пл. (1.17)

Заедем в рассмотрение интегральный оператор

ГР,.,.(/)(г)=с-у /(ш)-/՞՜1 ш>; р)-е-’-,-1Р-

сл

•|шГ г/тп (ш), г^С՞, (1.18)

•свойства которого устанавливает
Теорема 1. Пустьа(С”) и при атом Е (г) = ТГ։ ,։

л СЛ. Тогда՝.
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(а) функция Е целая, причем

Г(?) = £ агя'= £ Л(Д г6 С". 
. л>» *-•

(1.19)>

а = с-С1Л...+ И> 3 ‘ • !/(»)• ш''е ” ?-|п>Г Лпй (ш),
у! Г (р-р 2|у1/р) и

С"
(1/1 >0), (1.20)

Г(Л_+п) °2*',
Г(Н-1)' Г (|Л + 2 Л/р)

с"

. е- ••։•!<• . |ф|> </тп (®), х £ Ся (Л > 0).

(б) Для у е > 0 справедлива оценка 

(1.21)1

|Г(д)|<ехр -£-(1 +е)’.а.|х|Р 1Д . , .. к > Л(в) >0(1/р+1/, = 1).
I 4 ' ' (1.22).

Доказательство. Из предложения 1 следует., что. функция 
ул֊1£,/2(а2/,>-ш; р), ш^С. целая и имеет порядок р/2 и тип а. Следо­
вательно, при уе > 0 имеем

I/’՜1 £Р/։(а։/₽-ш; р)| [ш| > R (а) > 0. (1.23).

А значит, существует Л > 0, при котором

1/"՜' ЕГГ. (а2!г -ш; р). < еА <։+ »Ч>р/։, ® £ С. (1.24).

Если теперь г £ С", |г| •< М< 4- со, то при п> £ С" имеем

!/(»)• 7я՜1 £₽/»(«*"•<г, «>; р)|-е— 

. <|/(ш)|ел <։ + л1»1)р/3.в—1-|Р.|ю|'== <Г(Ю).

И поскольку /£££»,« (С"), то в силу интегрального неравенства 
Гельдера получаем, что функция ’Г^ЛЧС"; 4тП)-

Таким образом, функция Е(г) действительно целая. Соотношения: 
(1.20), (1.21) являются следствием (1.18) и формулы (1.4). Переходя, 
к доказательству (б), зафиксируем е > 0; тогда в силу (1.23) имеем

р/2
17"-1£Р/2(а’/р-ш; р)| < е’(1+*/։>՜1“1 , |ш| > R (е)>0. (1.25)֊

Пусть |г| >/?(е), тогда из (1.18) на основании интегрального неравен­
ства Гельдера, а также неравенства |< г, ш > | < |г| • |о>| получаем

|£’(г)|<|/и,,в,.-/։',։ (1.26).
где

/ = с’ ■ 117я-1 (а2/р■ |а| • |ш',; И)|’ • е՜’•1я1₽ ■ |«|“ Нтп (»).=

с*

= с’-И 4- [ } = /, + /,- (1.27)1

!=>! <1 |»|>։
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-Затем приходим к оценкам:
const-|֊//> 1 Efn (° р • 1*1; (*)1’-С

< const • е” <• + и₽/3. 1*1 > R (в); (1 .28)

-IP | 1« Я’ (I + •&> .е |w| е’ Лп„(я») =

!•!>։
+“

= const- С r^f-’-exp (— о-гР-Ь а<?(1 + «/2)|։|р/’-гР/։| dr =>

I
+ -

= const * J х2՝1-։ exp а[х։—<?(1 4֊ а/2) |«;р/։-х]| dx — 

1

= const-exp {o-q։/4. (i + s/2)։-|*|p) •/։, |г|^-Л(в), (1-29)
где

+«
7j = J -ехр (—о-[х — q/2-(1 +e/2)|x|P'2]’|</x,|z|>/?(e). (1.30) 

I
Комбинируя (1.28)—(1.30), мы получим

/=/։ + Z։<e^ ’(n-*)’ uiP, |r| > <(8) >/?(»). (1.31)

Наконец, (1.26) и (1.31) дают оценку (1.22), и теорема 1 полно­
стью доказана.

Замечание 1.1. Используя точные асимптотические оценки функ­
ции типа Миттаг-Леффлера, установленные в монографии [6] (гл. 3, 
{5 2), оценку (1.22) можно улучшить, если наложить определенные усло­
вия на параметры р и а; на этом, однако, мы останавливаться не будем.

Замечание 1.2. Для некоторых специальных значений пара­
метров р и а оператор Tf։ о, а принимает весьма простой вид, а именно:

при n > 1 и р = 2, а = 0

ТР. .,«(/)(*) = ֊• f / (») -е—••!•. «-<*- -> dmn (ш), г £ С";
it" ./ 

с»

при п = 1 и р — 1, а = — 1

■^р. ».«(/)(*) =՜— f/•(»)• e~*’|w։ -|a»|~։-ch (а-<^ г, dm՝ (w), z^C;
2it j 

c

при n = l и p = 1, a = 0

^p.’.«(/)(*) = —• f/(w) e~g |,: • — ” —-dmt(w), z £ C.
z и J <iz,w

c

'Справедлива основная
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Теорема 2. Пусть /£тогда

Т>. Гь,..(7)(х)=7(О), г£С”. (1.32)

Доказательс тво. Зафиксируем произвольное г £ Ся и устано­
вим первое из соотношений (1.32) (второе устанавливается аналогично). 
Для этого введем обозначения:

/(?) = с-^ /’(от)/'1 ' £’р/?(,։։/|>-<^г, от >; |*)-е ’ -|от|*сЬпл (от), (1.33) 

с»
//г(г) = с-^(от)-/՞ 1 ЕРн(о2 ’'-<г. от >; р)-е ”՛®՝ • |от|а 4тп (от), 

!••<* О < R < + ос. (1.34)

Очевидно, /я(г) -» /(г) при R -»■ 4- эо. Далее, положим

Л(г) = |/(г С) /-՛ £гя(»։*-г<с,С>;р)</%(С)>0<г<4*. (1.35

Тогда с учетом (1.6) соотношения (133), (1.34) принимают вид
+-

/(г) = с- | e-«r₽.r-n + a }-h{r)dr, (1.36)

о
R

Л?(х) = с- Je- rf • гг л+а •' • h(r) dr, 0<Я< + оо. (1.37) 

О

Заметим также, что если f(z) = У z^C", то- 
17 Ivo

/(r-C) = ^ 0<г< + оо,се5Л;.
Ч >о (1.38)

кроме того, 

Г՜' EfI2{^-r ’ Г(* + л) a2*/P-r*-<z; с: 
& Г(*4-1) ' Г(р-+2Л/р) (1.39)

Поэтому на основании формулы (1.10) получаем

А(г)^2яя.£а/.г/.-^-^ ,0.
.Ь Г(р4-2|/!/р)

Л-

(1.40)

причем для существует сходящийся ряд £ 6/ с ма-
1Л>о

жорирующий ряд (1.40) равномерно по г£[0, /?]. Следовательно

л?(։) = c-2itn- 2 aj-z>- 
1Л>о

а2 l/1/p

Г(р+2|/|/р)

R
у в—>г₽ ^.Хл +а I7l+e-։^r 

о
0</?< + оо. (1.41)

Нетрудно заметить также, что ряд (1.41) мажорируется (равномерно по 
(0, + со)) сходящимся рядом const- У А значит, в правой

17 i*o
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частн (1.41) можно перейти 
.да имеем

к пределу при R -+ 4- а> почленно, и тог-

/(«) = Нт Л?(х) =с-2*я- У а/-хг 
я-+- Ь -о

0։ 1Л/р

Г(р + 2|/|/р)

У .г։л+։О’ + —1</г = с-2к"- £ а,-*1՛
‘ ] е 1/ >о

Г(р + 2\/1/р) р՜*^'3 я>0

■что и требовалось установить.
Следствие. Пусть / = и + ».. (С"), тогда

/<г) = 2 Гр.,,.(«)(^)֊/(0)7 х£С". (1.32')

1.5. Рассмотрим подробнее случай р = 2. Тогда оказывается воз­
можным снабдить скалярным произведением пространство ^р, я, я (С), 

для произвольных /, 8 € ^р.».«(С ) положив

<у։ /(®)-^(«>)-е՜’|”։ •|ш|։ Лпя («>)• (1.42)

с"
-Легко видеть, ЧТО Р/Ь. р. а. а = И < /• / > • V / € ^р, », я ( С* ).

Теорема 3. Интегральный, оператор действует из
2.р,о,а(Сл) в £р,о,.(Ся); более того, Т9,а.* является оператором орто­
гонального проектирования на замкнутое подпространство 

Л/р, я, я֊(С") гильбертова пространства £р.Я(С ).
Доказательство. Пусть /€ />Р. я, * (С"), тогда / =/։ +/։, где 

/։ из Л/р, я, «‘(С՞), а /։ — из ортогонального дополнения к Н*. « (Ся) 

>(т. е. <^/а, ®> = 0 для V? £^р.®.« (С՞)). Следовательно, с учетом 
теоремы 2 имеем
Г,..,.(П(»)-^^«(Л)(г) + Л. ,.^(/^)(г)^/,(x) 4- Тр.я.я (/,)(.-). (1.43) 

Теорема будет доказана, если мы установим тождество
7’р,=.«(/а)(х) = 0, геСя. (1.44)

.Для этого заметим, что при произвольном х £ С"

^р. ». « (/а)М = с-</։ (»), У"՜' £’₽;։(<’’•< хи, я >; р )> (1.45)

и при этом функция У" 1 £р/2<а'?-<^ и/, х^>; ;<), и» £ С”, принадлежит 
Л/р, о, а (С ). Тем самым, (1.44) установлено, что и завершает доказа­
тельство теоремы.

Комбинируя теорему 3 с формулой (1.32'), получаем
Следствие. Для произвольной функции / = и IV я, я (С") 

'■такой, что /(0) = 0, справедлива оценка
№. р, я, я < 2 • |ий.р, я, я. (1 -46)
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§ 2. Теоремы единственности и полноты

2.1. Пусть [(г), «€СЛ, суть произвольная целая функция. При 
фиксированном можно определить (см. [5], гл. 1, 1.2) срез-функ­
цию

/с(л) = /()..С), Х£С, (2.1)

которая, очевидно, является целой функцией уже одного комплексного 
переменного. Всюду дальше мы будем предполагать, что ^(0) =#=(),■ сле­
довательно, при произвольном ։/с (0) =Н= 0. Далее, при < 6 (0> 4՜ со) 
через п ДС; ^обозначим число нулей (с учетом кратностей) функции 
/с ('•). Х£С, в круге р £С:р|</]. Затем положим

^(С; г)=֊ [ П/-^— <Й, гб (0, +оо). (2.2)

О

Для установления одного важного свойства функции А/уС С; г) нам необ­
ходима теорема Гурвица в следующей формулировке:

Пусть 0<р<4-оо, функции 1А)Г голоморфны в круге {Х£С: 
Х\<р], непрерывны в замыкании {X £ С : |Х| С р} и при к -* <х> :/* (X) -► 
-»֊ / (X) равномерно по всем X £ С, |Х| < р. Если функция /(X)՛ не обра­
щается в нуль при |Х| = р, то при достаточно больших \к функции /*. 
имеют в круге |Х£С:|Х|<^р) столько хе нулей (с учетом кратностей), 
сколько и функция /.

Предложение 4. Пусть /(г), «6С", суть целая функция и 
/(0)=/=0‘ Тогда П/ (С; г) непрерывна \по совокупности переменных 
С65я, г6(0, +оо).

Доказательство. Зафиксируем С££я и (0, + со), и пусть 
г*£(0, 4֊ со) (к = 1, 2,-• •), причем при к—-ао-. С*-*С, г4—*г֊ 

Выберем затем положительные числа 8 и А так, чтобы

0<8 < г< А < + оо, (2.3)

и при этом функция /с (X), X £ С, не обращается в нуль при |Х| & и
1Х| = А. Не ограничивая общности, можем предположить, также, что

0<8<''*<>։< + ос(л=1.2. •••)• (2.4)

Далее, поскольку С»-» С при к-* со, то

Ишус4(Х)=/с(Х), Х£С, (2.5)

причем сходимость равномерная на компактах из С- Следовательно, в 
силу теоремы Гурвица функции /с> (X), Х^С, не обращаются в нуль 
при |Х| < 8, а в круге |Х| < А имеют столько же нулей, сколько и 
функция /с (X), X е С (и это, без ограничения общности, при к = 1, 2, • • •). 
После всего этого имеем
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(2.6)

= Г «)<//. (2.7)

6
Остается заметить, что при к —‘•со: /V'у(СА; г4) “*՜ А//(՝5 г) в силу тео­
ремы Лебега об ограниченной сходимости. Итак, непрерывность 
функции Л/(С; г) по совокупности переменных С^5Я, г£ (0, + со) 
■установлена.

Введем в рассмотрение функцию
def О

Nf (r)= /V/G; r)rf<(Q, (0, +<»). (2.8)

‘Очевидно, г £(0, -|-оо), является неотрицательной неубывающей
функцией (к тому же непрерывной в силу предложения 4).

При С £ 5П одномерная формула Йенсена, примененная к функции 
7с 0>)« X £ С, дает

2«
Nf& г) = “ Jin !/:(««):d9 - In |/: (0)1 =

V
(2.9 

2ж

=~ | In|/(re'e-C)|</9 — In|/(0)|, г^ (0, + оо).
2 тс j 

о

Интегрируя равенство (2.9) по сфере Sn относительно меры **, получим

ад= Jlnl/(г-QI</•/(',)-1пI/(0)1,Ге (0, -(-<»). (2.10)

Итак, мы установили один из хорошо известных многомерных аналогов 
формулы Йенсена (см. [5], гл. 1). Иную запись многомерной формулы 
Йенсена можно найти в монографии [7], гл. 3, 16.4.

Замечание 2. Функция Nf(r-; г) уже рассматривалась другими 
авторами (см., например, монографию [5], гл. 7, 7.3). Факт непрерыв­

ности функции XV/(С; г), С£5П, г£ (0, + оо), возможно, известен, хо­
тя мы не смогли его обнаружить в доступной нам литературе. Отме-
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тим также, что прип = 1 П/(г), (0, + оо). совпадает с хорошо
известной в теории функций одного комплексного переменного проинте­
грированной считающей функцией нулей.

2.2. Формула Йенсена (2.10) позволяет установить теоремы един­
ственности для определенных классов целых функций. В первую очередь, 
справедлива

Теорема 4. Пусть п<>1, 0<^р<^+°о, 0<^р, и
а > —2п. Тогда

(а) Если /(г), г£Ся, суть произвольная целая функция та­
кая, что /(0) 0, то

Г (Г). - . ГР . г2 Л-Н-1 <; . 1/1£ Р; ».« (211)

] *Я(ЗД/(О)|'
о

(б) Если и /(0)^=0, то
+*
| е',лг/м.е—и>т2п + *“1</г< + со. (2.12)

и
Доказательство. Используя формулу Йенсена (2.10) и инте­

гральное неравенство Йенсена, получим

1 Ji/o-orXKh re (о,ч- оо), 

»я
(2.13)

откуда легко вытекает (2.11), так что (а) установлено; (б) является 
очевидным следствием (а).

2.3. Пусть числа а > 0 и Ь > 0 фиксированы; точку 2 комплексной 
плоскости С назовем (а, 6)-целой, если г = к-а 4-г7-6, где к и I—не. 
которые целые числа. При / £ (0, + со) обозначим через па ь (/) чис, 
ла (а, 6)-целых точек в круге (г£С:|г|<ф На пути выяснения 
асимптотического поведения функции па ь (0 при I -» + оо устанавли­
вается

Лемма 1. Число (а, Ь)-целых точек в секторе {z £ С : 0<^|г| <^Г 
0 argz < к/2) меньше ъРЦаЬ, а число (а, Ъ)-целых точек в секто­
ре \z £ С : 0 |z|<^ t, 0 ■< arg z ir/2] больше ■xP/Aab.

Доказательство этого утверждения основано на рассмотрении соот­
ветствующих площадей и, вообще говоря, не представляет особого труда.

Непосредственным следствием леммы I является
Лемма 2. При (0, Н֊оо) справедливы оценки

J^ — 2! 
ab а

2t к*’ - 2t । 2t • 1
-Т~3<па,ь^<—Г +------- —-t֊1-
о ab а b

(2-14)

Теорема 5 (теорема единственности). Пусть 0 р + оо, 
0<Ср. °<+00, а> — 2 и , (С). Допустим также, что
а, Ь^>0 и

/(к а + И-Ь) = 0, к, 1-0, ± 1, ± ' (2.15)
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Тогда
Г. Если 0<р<2, то /(*)*= О, х£С.

2°. Если р =2, но при ЭТОМ
а-6<р*/2°> (2.16)

то вновь /(г) = О, * £ С.
Доказательство. Случаи 1° и 2° будем рассматривать парал­

лельно. Допустим, что / 0 и придем к противоречию. Если т крат­
ность нуля функции [ в точке 2 = 0 (т > 1), то положим

Ч(г)=/(.е)/£т, г С С. <2Л7).

Тогда очевидно, что функция <р целая; более того, ® £//Р. ®. ։(С) и

<р (к-а + И-Ь) =- 0 (2.18

при всех целых к и I, не равных одновременно нулю. Далее, на основа­
нии (2.14) для считающей функции п? (() имеем

п (,)> <€ (0, +оо). (2.19)
аЬ а о

Следовательно, если 1, то

=+т-֊+֊(-+ т+4(г-1)=ТТ +°1'' + с։- (2-20>2а6 2а6 \ а Ь / лао

где с։ = — (2/а + 2/ 6 + 4), с։ = 2/а + 2/6 + 4 — «/2 аЬ.
Поскольку ? £о, ДС), то комбинируя (2.12) и (2.20), получаем

> | ерЧ2аЬ^-а.гГ . ^С-г+р-е, . г=+1 (2 21>

1

Остается заметить, что (2.21) не может иметь места ни в случае 
1°, ни в случае 2°. Итак, мы пришли к противоречию, и это из-за нашего 
допущения / 0. Следовательно, /(з)=0, я 6 С, и теорема доказана.

2.4. Напомним, что выше мы ввели и изучали пространства 
£р. о, а(С") И Н%, 0| . (С՞) при Л > 1, 0<^р<^+оо։0<^р, 0<^ + оо, а> —2п. 
Теперь же мы собираемся отдельно рассмотреть специальный случай 
р = 2, а = 0; при этом для соответствующие пространств будем ис՜ 
пользовать более простые обозначения А„(С) и Не (С'). Го ее точ-
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но, пусть л>1, + 0<^я<^+ для произвольной измери­
мой (вообще говоря, комплекснозначной) функции f(z), z£Cn, положим

d«f / р . , \ 11
И,..«( I l/tol'-« dm-^) ■ <2-22)

c"

Затем определим пространство Lp, (С՞) =*= |/: [/Jp, „<^ 4֊ oo)։ a Z7?(C") 
будет обозначать множество целых функций из LS(C"), образующее 
замкнутое подпространство в La (Ся).

Предложение 5. Пусть л։ 1, л։^-1 и 0 р <Г 4՜ °°» 0<а 
<4-сс. Если функция / (z, w), z^C՞1, w£C’։, принадлежит клас­
су Нр (С՞'1 Я։), то

(а) при произвольном w0£C"‘ функция f (г, w։), z^C"*, принад­
лежит классу На (С"').

(б) при произвольном zofCa‘ функция f(zo, w), w^C՞1, при­
надлежит классу Нр (С՞*).

Доказательство. Идею доказательства мы позаимствовали из 
монографии [8], гл. 1, § 4. Установим, например, (а) ((б) устанавли­
вается аналогично). Для этого зафиксируем ю0^С(я*)и пусть z £ С(Я1)- 
Поскольку функция /(z, w), w^C՞*, целая, то |/(z, «,)|д, to £СЯ>— 
субгармоническая функция. Следовательно

v (*, •—• J՝ ։/<*’ ю)Гdm* («) с2-23)

iw-w.' <1 (z £ C".)։

Полагая затем
8 = min |e՜ ”|w,,}։ (2.24)

I»-», *

из (2.23) получаем

|/(z, n>o)|/’< ՛ J °՛ f/(z' «’)f<ftn«.(wX

< Г^3^) ’ J e”>‘,'l/(z.w)'<fis(w) (2.25)

1<։ (zee՞*).

Поэтому при произвольном z^C՞1 имеем

I/ (z. w0)|P< ~^.;՜՜1՜՜ ’ J e՜’'• I/W)IP dm„, (w). (2.26)

C"։

Умножая обе части неравенства (2.26) на е՜”1*՝’ и интегрируя по 
z £ СЛ։, мы приходим к оценке
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| |/(г, №0)₽-е ° ,։| <//пЛ1(г)^

С">
(2.27)

<СсопзЬ у |/(2, ю)|р е ’ 4 ®’1 ։ <//пя, (г) X </тя,(иг) , 4 л<»

СЛ,+п։

которая и устанавливает утверждение (а).
В пункте 1.4 мы ввели интегральный оператор Т\, действую­

щий на функциях /(«о), а>^Сп, п 1 (см. (1.18)). Оказывается, что 
при р = 2, а —- 0 вид этого оператора значительно упрощается. В са՜ 
мом деле, тогда р=п и нужно воспользоваться только простым со­
отношением

(“; п)= £ 
л-О

Г(4= + 1 + п- 1) 
Г(А+1) Г(п+*)

- у ш*
Ле Г(*+1) = ехр ш, о» £ С. (2.28)

В результате, как следствие теорем 2 и 3, получается
Т еорема 6. Пусть л 1, 1<^р<С + °° и 0 *Св ‘С 4՜ пг>- Тогда 

для произвольной функции /£//?(С՞) справедливы формулы

/ (г) = — • Г/(ш)-ев<։’в> е-в|’'’<//пя(ш), д^С", (2.29)
к" 4

Сл

/(0) = ֊ . [ /(ш) • е’ <г а> •е-’ |’’1։г/7Пл(ш)> г(;С՞ (2.30)

с"

Более того, интегральный оператор, естественным образом порожденный 
правой частью формулы (2.29), действует из £а(Ся) в 1?а (С՞) и 
является оператором ортогонального проектирования на подпро­
странство //’(С”).

Комбинируя теоремы 5 и 6 и предложение 5, получаем следующую 
важную теорему.

Т еорема 7. Пусть п^-1, + °°, 0 < а<^ -}- а?, а числа
ат՝ 6т>0(1</п<п) таковы, что ат- Ьт < рк/2а (1< /л< л). Тогда

1°. Если и

/(кх а, + Пх Ьи £։ а, + г7։-6։,- ■, А'„ аЛ + ։7„Л) = 0 (2-31)

при всех целых кт и /т(1 <т< л), то /(г) = 0,
2°. При 1 р + о® система функций

( Ф*--.*Л- I.... . '«(*!•■ • •> *Я)| /։„... Гя____=

= I П е’- <*т °т+ 11т ьт) ։т ) + (2 32)
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полна в Н!{Са). т. е. если /6 Н? (С՞) и

['/(»)• V*.,. . ,.(w) •e“'|e|’rf/n„(w) = O (2.33)

с" 

при всех целых к.п и la (1 -С т К л), то f(z) = O, z^C,n.
Доказательство. Утверждение 1° мы будем доказывать индук­

цией по п (размерности пространства Ся). При п = 1 оно является 
следствием теоремы 5(2°). Допустим теперь, что утверждение 1° спра­
ведливо при п—1 и докажем его для П. Зафиксируем произвольные це­
лые числа kn и In. Тогда согласно предложению 5 функция

g(z')=f(z', к„ая + ilnbn), z'^Cn~\ (2.34)

принадлежит На (С՞՜1). Кроме того, в силу условия (2.31)

g(kl-at + ili • blt • • кп-i-an-i + bn֊i)0 (2.35)

при всех целых кт и lm (1 <тл-<л— 1). И поскольку имеем ат-Ьт<^ 
< рк/2о (1 </и < п — 1), то из индуктивного предположения следует: 
g(z') = Q, х'^С՞՜1, или же

/« кп а„ + Н„ Ьп) = 0, х'бС"՜1, (2.36)

и это для произвольных целых чисел kn и In. Теперь зафиксируем 
произвольное z՛ 6 С՝՜1. Тогда вновь в силу предложения 5 функция

■»i (ш)=/(з'։ ш). <С, (2.37)

принадлежит На (С) и при этом
<l(4na„ + i7n-6„) = 0 (2.38)

для всех целых чисел кп и 1П. И так как ал ■ Ь„ < ртс/2 3» то т)(ш) = 
= 0, (в 6 С (ведь при и=1 утверждение 1° уже доказано!). Таким 
образом

/(*', ш) = 0, шб С, (2.39)

и это при произвольном z 6 сл ։. Следовательно, /(z) = 0, z 6 С”, и 
1° установлено.

Пусть далее 1 < р < 4֊ оо и f^H՞ (СЛ). В силу формулы (2.29) 
теоремы 6 при всех целых кт и lm (1 -< т < я) имеет место соотноше­
ние

- - ■ J/ (Щ|) • 4г*„...,4л, in (U.) • е՜3: ՝ dm„ (ш) = 

с"

= —.f/(w). П “m e~3'՝w՝‘dmK(w) =
nn J ՛ m_i

cn

- ■ l f(w) e -e </m«(w} =

= f(k, ai f.’i 'i Z։ c5—j”։ S • kn-a„— НтЬ.У (2-40)
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Если теперь для функции ք выполняются соотношения (2.33) при 
всех целых кт и /т(1 < т < п), то в силу (2.40) и уже доказанного 
утверждения 1°, вы имеем: /(г) = 0, г է С՞, и 21 также установлено.

При п = 1 и р = 2 теорема 7 была известна и ранее (за обстоя­
тельными ссылками мы отсылаем к работе [4]).

Институт математики
АН Армении Поступила 17. I. 1991

՛Մ. Մ. ՋՐԲԱՇՏԱՆ, Ա. Հ. ԿԱՐԱՊԵՏ9ԱՆ. հնաեցրւպ ներկայացումներ և միակության թեորեմներ 
մի քանի փոփոխականների ամբողջ ֆունկցիաների Տամար (ամփոփում)

Դիցուք Ո>1. 0< р< +», 0<p. Տ <+ ՕՕ և a>Z - ո- նշանակենքք/Լ . (С- 

ամբողջ ֆունկցիաների տարածությունը, որոնց համար վերջավոր է

p. a, a =

Сл

(1)

<ւնորմը»է Այստեղ |z|-£ Z ք С4 վեկտորի երկարությունն է» իսկ m Հէ 2ո—չափանի Լերեդի չափն է

Հոդվածի հիմնական պնդումներից մեկը կայանում է նրանում, որ եթե 1 Վ ք <3 -֊Լ ՕՕ, 

.ապա կամայական ք Հ իք? ց ց (0Ո) ֆունկցիա թույլ է տալփս հետևյալ ինտեգրալ ներկայացումը.

f/(w)-_/n ’ Ef:2 (a7/(>-< z, w>; p) e '' w| -|w|* dmn (<»), 
2 հո J

cn z e c՞, (2)

•որտեղ <Հ. , .>-# սկայյար արտադրյալն է Շո-ու.մ, р. = ( 2 Я-|-«)/р

ГП — 1 г» » \ Г (& “f՛ И)
J Е.п^-, - ■ 7֊,

*■ а Г (к 4-1)

01* 
-------------------  > Ш £ С, 
Г(р + 2£/р)

հոդվածում հաստատվում են զանազան միակության թեորեմներ նշված 

ք. օ, 1 (^ ) դասերի համարէ Դրանց հիման վրա կառուցվում են ամբողջ ֆունկցիաների 
համակարգեր, որոնք լրիվ են քվ£ „ 0 (Շ") դասերում (1 < թ < -|- ՕՕ, 0 < 0 < -]- Օօ):

M. M. DJRBASHIAN, A. H. KARAPETYAN. Integral representations and uniqueness 
theorems for entire functions of several variables (summary)

Let n > 1, 0 < p <-f- oo, 0 < p, 3 < -f- oo, and a > - 2«. Denote by „ „(C՞՝ 
the space of entire functions f (։), ։֊Cn, with finite “norm“

l/lp,p, n. a = JI/ (*)|₽ e ՜’|։| -|’Г^тя(г)^ < + <x>. 

c«
(1)

Here |z| is the length of the vector z Q Cn and mn is 2 n -dimrnsioual Lebesgue mea­
sure in C՞ es R2". One of the main results of the paper asserts that if oc
then any /€ Hpf. „ , (Cn) admits an integral representation of the form

/(z)=^7«-(’2/p -<aw>;

• C՞ ^Crt. (2)
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Него < • . • > is the inner product in С", |*=(2п -}-а)/р and

и) н=- £ 
*֊0

Г(£ + п)
Г (k+ 1)

------------------, ш P С 
Г(И + 2Аг/р)

The paper also establishes various uniqueness theorems for the classes a ։ (Cn) 

as well as constructs total systems of entire functions in the spaces TV? 0 0(Cn), lCp< 
< oo, 0 < i < -f-oo.
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УДК 517.955
Г. Р. ОГАНЕСЯН

О ТЕОРЕМЕ КОШИ-КОВАЛЕВСКОЙ В ВРОНСКИАННОЙ 
ПОСТАНОВКЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С ОСОБЕННОСТЯМИ

Хорошо известно, что в классической теореме Коши-Ковалевскои 
для нехарактеристической задачи Коши требование аналитичности по 
временной переменной коэффициентов уравнения можно ослабить до 
требования непрерывности вплоть до границы (см., например, [4], [8]). 
Для характеристической задачи Коши теорема Коши-Ковалевскои ос* 
тается справедливой, если в качестве начальных условии задавать не- 
полные данные Коши (см. [1]).

Тотально характеристическую задачу Коши можно трактовать так­
же как начальную задачу для уравнений с неограниченными коэффи­
циентами, т. е. как ослабление условия непрерывности (аналитичности) 
коэффициентов уравнения в частных производных вплоть до границы.

В настоящей работе мы рассматриваем именно такие уравнения, син­
гулярные при приближении к начальной гиперплоскости I = 0, причем 
в отличие от работ [1], [3], допускаются нефуксовы особенности. Рас­
ширяя класс допустимых решений функциями неограниченными при

►О мы доказываем, следуя методике Розенблюма-Лере-Хёрмандера, 
новый вариант теоремы Коши-Ковалевской, задавая вместо неполных 
данных Коши весовые данные Коши (как предложено в [2]) в виде 
вронскианов от решения и весовых функций (см. [5]). При этом мы 
допускаем в качестве весовых функций формальные асимптотические ре­
шения (ФАР) вспомогательного обыкновенного дифференциального 
уравнения (ОДУ). Это позволяет находить весовые функции для ши­
рокого класса уравнений в явном виде, пользуясь теорией асимптотиче­
ского интегрирования ОДУ (см. [9], [11]). Например, для некоторых 
уравнений можно в качестве весовых -функций использовать функции 
Грина-Лиувилля (ВКБ-приближения) (см. § 1, пример 1).

§ 1. Формулировка основного результата. Примеры

Обозначим через х — (х։>-՛-, хл_1) точки комплексного простран­
ства С , а через 2/? =[х, |х,| < А’, / = !,•••, п—1|—полидиск радиу­
са /? с центром в точке нуль. Пусть С« = ]0, X 2/?. Через А (С) 
мы обозначим класс аналитических в С функций.

Рассмотрим в уравнение

(£,-5֊₽(А х))ц(А х) = 2 а« (/, х)£>’о(/, х) 4-/(<։ х), |а| ^7, (1)
где

ш—2
А = 4֊ V /*(<, х)о1, а — мультииндекс из /V", (2)

А — О
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и выполнены условия
I) а. (6 х), МЛ х)(гА (С։),

К(1, х, х) 3 (х, х)££) ([0, 1], С(Я։))>, при фиксированном / (см. (4)). 
Уравнение (1) мы полагаем сингулярным при I = 0, точнее коэффициен­
ты /л предполагаются неограниченными при I—>-0, т. е.

11т /* (/, х) -- <ю, к = 0, 1, • • •, т — 2. 
г-о

Пусть известна фундаментальная система решений ФСР (фу(£, х)){" 
ОДУ с параметром х’

£Ф = (дТ + /* а, х) <#) ф а, х) = 0. (2')
\ 1-3

Отметим, что при некоторых предположениях функции являются 
ФАР уравнения (£ 4֊ Р ({, х)) <р (£, х) — 0 (см. теорему Левинсона в [9]).

В силу вида (2) оператора £ функции (ф/) можно выбрать та­
ким образом, чтобы вронскиан

Г(х, ф)= 1Г(х, ф„..., фЛ,) = ае1Р?-1ф/(х,х)К/_։-1. (3)

Введем функцию Грина (или функцию Коши)

^(6х,.г) = Х^^4гФ/«,х), (4)
/= : 1Г(х, ф)

здесь (х, ф) — определитель, полученный из вронскиана В^(х, ф) в 
результате замены у-того столбца на (0,•••, 1).

Общее решение уравнения

(£ + Р)«(6 х)=/(л х) (5)

представимо в виде

«(6 х) •))(/-Р«)(х, х)</х, (6)
о

где Кз(х)—произвольные функции.
Пусть

(И), «Мл Ф)/(6 X), 1ГД#, ф)р(б х)€£1([0, I], С^)), у-/,-- 

։П). для любых а>1 и <£ ]0, 1] существуют постоянные 
к^ [1, /п] такие, что

•> Л1, 

Со И

г 
Л„(0=(1֊‘)а х)|(1-х)-в^<с0/а

о
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1) — Ш) и

(7)
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где ։ .
с։=ехр ! | sup \K(t, s, х) ? (s, х)|ds | . (8 )

(J t. xgo, J
0

Tогда начальная задача

*7+ £’z.(f, х)<# + ₽(*,х)]и = J a։(t, x)D*u + f(t,x), (I)
* —0 J |O| < T

lim IF (t, фа,«", фу-i» u> Ф/+1»*"» Фт) = 0» j1>' * '• m՝ 
t-*oo

имеет единственное аналитическое в G ф решение. При этом справедливо 
неравенство

sup|u(f, x)jC ——-°Са - sup |/(f. х)|- 
out 2(1 —А)

(Ю)

Отметим, что при ( = 0 решение и теряет свойство аналитичности.
Переходя к обсуждению теоремы 1 приведем одно вспомогательиое ут­
верждение.

Лемма 1. Если выполнены условия (3) и

|А (t, т) к const, о ֊с т t -С 1, 

то условие ii i) автоматически выполнено с k = m. 
Доказательство. Из (11) и (3) имеем

(П)

(12)

Действительно, при |(— t| < 8 эта оценка следует из соотношения

AT(f, t) ,։ 1
пгп ----- т----г = пт —7------ т— = ;------- ттт՜ •x-/(f —т)"—1 X-./ (т —1)1 (т—1)1

а при |< — 8 — из ограниченности К.
Далее из неравенства (12) и

(1-0о]'(1-т)-вЛ<-1 (13)*

о

(см. [10], с. 405) непосредственно выводится неравенство Ш )> с к=т.
Замечание 1.Если 7*^Д(6։), 4= !,•••, т, то мы получаем 

классическую теорему Коши—Ковалевской (см. [10], теорема 9.4.2).
Действительно, перенося слагаемые с I/, в правую часть (1), мы. 

получаем

Нетрудно проверить, что начальные условия (9) при атом эквива­
лентны обычным данным Коши:
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lim I7-1, и, 'hn) = lim u,

а из леммы 1 следует выполнение условия Hi).
Пример 1. Пусть m=2, /0 = 7(t, х) — ?(f, х). Тогда уравне­

ние (1) принимает вид:

(<?г 4՜ <7 (Л х)= £ a. (t, х) D' и 4-/ (6 х). (14)
|»։<Т

Пусть
q £ A (G,), 7 (7, х) go — const > О,

Р?оЛ=О։ р=<7 Г(’7)" 1 - С(С7։))- <15>
Тогда функции 

_ ։ i
Ф1,։ = (— 4g) exp | + i | И q (s) ds J (16)

T

являются ФАР уравнения <pH + 7? = О или ФСР уравнения

[<?< + 7 (t, х) — ₽ (/, xj] Ф (t х) = 0.

Непосредственным вычислением получаем (3) и

sin | V q(s) ds

1»։(’)Ф»(О - Ф1(0Ф։0) . (16')

Из леммы 2 следует, что условия Hi) теоремы 1 и в этом случае 
выполнены с k = 2.

Следствие 1. В условиях (15), i для начальной задачи (14) и

lira W(u, ф/)=0, ; = 1, 2, (17)
t֊>o

где ф1,2 определяются по формулам (16), k = 2, справедливо утвержде­
ние теоремы 1.

Пример 2. Рассмотрим уравнение в частных производных

( о1, + —и — а« (6 х) D' и 4- / (t, х), (18)
\ f։ / |х.<Т

для которого вспомогательным ОДУ (см. (2՜)) является уравнение 
Эйлера;

ФСР этого уравнения хорошо известна:

«+-’2- 2v

VI in t, v = o, JF(h, h)=i.
(19)
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Вычисляя функцию Грина, имеем

/т 1п — • * = 0,
К(^)-1 \ х_. (20>

(х։՜՜ ’ А+ ’ — ■։’ н ’ (։ ), * ¥= 0-
2 V

Из формулы квадратного корня из комплексного числа

]/-^1ь = ± {(51гп Ь)С±“ +1 ]/Л“2-в}' ' = (2*>

получаем

*-|/ 4-р= 271{К|1-4₽:+1'4Ке₽ +
+ ։з1гп (1т р) V |1 — 4р| + 4 Иер — 1 )• (22)

Если

|Ие *| <г^ ИАИ (1тр)։<Кер, (23)

то функция Грина (20) ограничена и в силу леммы 1 условие Ш) теоре­
мы 1 автоматически выполнено с 4 = 2.

Следствие 2. В условиях (23) и

Ла((, х), / (/,х)С/(6։),
(24)

А։ = (2Л е)։Созир| 2 а. (/, х)/ < 1,
1«|%а

уравнение (78) с начальными условиями (77), где ф1,2 определяются 
по формулам (19), имеет единственное решение и^А(С11г), причем вы­
полнена оценка (10).

Отметим, в частности, что если р=1—։, то условие (23) вЬиголнено 
и следствие 2 применимо к уравнению (18) с таким р. При этом ФСР

уравнения фи 4-----^— ф =0 является осциллирующие при /=0 функции:

4*1=7՜'. ф։ = ?+'/(! +2 7).

Рассмотрим случай, когда функция Грина (20) является неограни­
ченной, но интегрируемой.

Лемма 2. Если

-֊ < Ие V < -£ или _ 2 < Ие Р < (1т р).«„ (25у

го функция Грина (20) удовлетворяет неравенству'

Йе » -1

, (26)
|А-(6т)|<с(/_х)/±\

\ т /
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Доказательство. Эквивалентность неравенств (25) следует из 
формулы (22). Оценка (26) при |/—т| С 6 для некоторого малого 6>0 
следует из

Ит П V֊-I 11п1 ^2> _ ։,
т* / ( I ) 1—х ) I— г

Ие ’ ~ 5

а при |/ —из оценки |АГ (/, т)| с

Лемма 3. При условии (25) для любых а ^>1 имеют место оценки
I

Г 9Ла и) = (1-0° I*՜«, х);(1֊т)-°^< -- - / . (27)
J |3 — 2Ке*|а
о

где К—функция Грина (20).
Доказательство этой леммы следует из оценок (26), (13).
Из леммы 3 следует, что условия Ш) с Л = 1 для (18) выполнены 

в области (25).
Следствие 3. В условиях (24), (25) задача (18), (17) (функции 

ф1,2 определяются по формулам (19)) при 7=1 имеет единственное 
решение и £/4(6^. 

։
Следствия 2, 3 остаются справедливыми и в том случае, когда V за* 

висит от х. Если коэфициенты вспомогательного ОДУ (2) являются 
функциями со степенными особенностями при £ = О, то ФСР таких 
ОДУ могут быть найдены известным методом асимптотических разложе­
ний (см. [11]).

Операторы £, рассмотренные в примере 1, являются операторами с 
нерегулярной особенностью, а в примере 2—с регулярной (фуксовой) 
особенностью.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Приведем вначале вариант известной леммы Гронуолла-Беллмана:
Лемма 3. Пусть р($), а (в), — неотрицательные функции

на [0, 73, причем К՝ (з) £ А, [0, Т], а р(з) ограничена на [0, Г].
Тогда неравенство

Р(0<«(0 + ^АГ0(з)р(з)Л (32)

о

влечет за собой

р(0<°(0 +
I
|՜ (։)«(з) ехр

о
г/з. (33)

Замечание 2. Полагая а ограниченной на [0, Г], из (33) полу­
чаем
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p(t) < ( supa(s) ! exp 
(о. П

K0(g)dg (34)

Перейдем к оценке решений задачи (1). (9).
Лема 4. Пусть выполнены условия 0 — ЦО « аля функций о, 

удовлетворяющих начальным условиям

Пш IF(/, ф։,- • •» Ф/-1» V. Ф/4-ь֊' •» Фл») *= j — "• т> (37)
/-•О

при любых а^-1, R < 1 справедливы неравенства 

\(L + ?)v(t, )|<c։(l-0՜"» 'CJO, Л]. (38)

Тогда при t £ [0, /?]

|п(0| <• coCtC։o֊*(l — 0 °> (39)

где Со, с2 вычисляются по формулам Ш) (в՜)- 
Доказательство. Общее решение уравнения

(£+₽)v(U)=/(U (40)
представимо в виде 

<
v (/, х) = Д R, (х) фу (/, х) 4- j К (t, х) (/ - ßv) (х, X) rfr, (41) 

J о
где Rj (х)—произвольные функции, а фу 6 Кег£. Ввиду формул 

Ф։>--՛» Ф*-1, ф/, >*+։,•••, фл) = 8*у TF(6 ф),
У(*> Ф։.--՛. Ф/-1, K(t, ■), фу+i,---, фт)= W} (х, ф), (42)

из (40) получаем при / = 1,..., m соотношения

(t Ф։»"-. Ф/-1. v, фу+1,--«, фт) = Rj (л) 4- 
t

+ J Wj(x> Ф)(/~ ßv)(’. x)d^, 

о

из которых, учитывая условия i), ii) и начальные условия (37), полу­
чаем

Лу(х) = 0, / = ],•••, m
и представление (41) упрощается:

t
«(6 *) — J K(f, т, х) (/— ßv) (т, х) <?х. (43)

о
Далее из (43) получаем оценку

t t
|v(t х)|< J |K(f, x)/(x)| с/х 4- J |KU x)ßu(x)|rfx,. (44) 

о 0
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которая в обозначениях
t

p(0=l«(6 x)l> <’(f) = J|A(t 

о
принимает вид (32). Применяя лемму 3 получаем неравенство (34), т. е.

5

|v(f, х|<с։( sup f |X(s, x)/(-t)| Л. (45)
I.J6I0. /j J 

0

Далее из (38): |/(/)| <с։с։(1 — t)~a, in) и (45) получаем (39):
s

(1 ֊ t)° |v (t, x)| < CjC, (1 - 0йsup j |K(s, t)| (1 ֊ T)°rft < CJ^1.

0

Приведем формулировку теоремы Каратеодори, которая понадобится 
нам для доказательства следующей леммы.

Рассмотрим функцию g(t, у), определенную в полосе

$={(*. у), *£]-Т. т[, ^6]—<»[}.
Пусть
(A) g(i, у) при фиксированном У является измеримой функцией от 
f 6 ] — Т, Г[, а при фиксированном t £ ] — Т, Т [является непрерывной 
функцией от у.
(Б) Существуют неотрицательные функции M(t), N(t), суммируемые 
на любом отрезке [а, 0] с]—Т,Т[ и такие, что

lg (t, g))l<M(t),

lg yi) — g( t> У։)| < N(0 |У1 — tf։|>
ДЛЯ любых (t, J=l, 2.

Теорема 2. (Каратеодори, [7]) В условиях (А) и (Б) сущест­
вует единственное абсолютно непрерывное на ]-т,т[сг]-7', Т[ решение 
-задачи Коши

у). у(0)=С.
at

Лемме 5. В условиях леммы 4 существует единственное решение 
4(0.) начальной задачи (40), (37), причем при /?<1 справедлива 

оценка

sup v(t, х)|<-^- -sup|/(f, х)|. (46)
°R 1—/? °]

Доказательство. Существование решения уравнения (40) сле- 
дует из теоремы Каратеодори, а единственность—из оценки (45). До- 
жажем оценку (46). Из (45) имеем

1«(#, • )|<с։ sup [|Af(s, х)/(т)| dx <с։(1 — t)-a.
-•6 [0. n J

о
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или при а = 1:

I««.sup !/(’. • )1-

Лемма 6. Если функция v (х) аналитична при |х| 1, х^С и

М(х)|<с(1-|хГ“, |х|<1, (47)

то с той же постоянной О О

|v' (х)| < с е (1 -) а) (1 ֊ |х|)՜“՜’’, М < 1 • (48)

Доказательство леммы 6 см. в [10], лемма 9.4.4.
Переходя к доказательству теоремы 1 рассмотрим начальную задачу 

(1). (9).
Сведем уравнение (1) к (40), последовательно решая с помощью 

леммы 4 уравнения

(£ + ₽)и,+1= ЗМ'и.Ш х), |а|<7, (49)

начиная с «э0. По лемме 5

М s supjM1| <-^^sup//(t, х)|. (50)
оя 1— R о. 

Вычитая два последовательных уравнения (49) и обозначив 

получим
V0 = Ol.

(L + Р) «,4-г ® х а. •» = 0, 1,-• (51)
1*1 <т

Из (50)

|v0|<A/=-^supl/|. (52)
1— К Oi

Многократно используя лемму 6, начиная с а = 1, имеем

|D* vol < AfeT 7! (1 - |х'|)-т (53)

для всех мультииндексов a£V, |а| < у. Обозначив

И, = sup| V Oa(t, х)|, (54)
°՛ 1«1<т

докажем индукцией по v = 0, 1,... оценки

|v,|< Л/ (сос։ет Л,)’ fl (1 ֊ |х/|)-т’. (55)



О теореме Коши-Ковалевской 29

При V = 0 это определение М (см. (52)). Полагая (55) верным из 
леммы 6 имеем

о- „,| (!+»))' (сл Л։։,г. (56)

П(1-|х/)т‘’+1)
1 7

Далее
■(£ ■*֊ ₽)«»»! 1 = 1 X ^*«>1 < Д։• эир |О’V,| <

ПО-М)’1”՜’1
1

и, наконец, из леммы 5 получаем искомые оценки:

Соса

(Т (V +1))*
Л£4,(е-г(1 + *))т

П(1-;х,|)тЛ+п
сос^Ау е1) <

<Л/(СоС։Д,е1)’+1- П (1 -|<.Г Т(’ + 1)

так

При х' = (/. х)^С։л из (50), ввиду 1 —'х,| >получаем оценки

где,

>,| СМА\ *=1, 2, 

ввиду условия (8)

(57)

(58)

Из оценок (57), (58) следует существование предела

и = Ит и, =
о »=о

1«',+1 С

М 
1 — А

аналитического в Сщ, причем

М С0С8(1-/?)(! — Л)о?Р^’

откуда и следует оценка (10).
Для доказательства единственности решения задачи (1), (9) заме­

тим, что если и—решение уравнения (1) с / = 0, то и, =и удовлетво­
ряет уравнениям (44). Как уже было доказано и,->-0 в окрестности 
нуля и, значит, и = 0 в 01/2. Теорема 1 доказана.
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Գ. О. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Վօոնսկիաէային դրվածքով >1ոշի-1|ովալևսկայայի pbnrbdp եզակիու- 
թյաէՏհրով հավասարումէհրի համար (ամփոփում)

Հոդվածում ապացուցվում է կչռային դրվածքով Կոչի-Կովաչևսկայայի թեորեմր սկզրնա- 
կան հիպերհարթուքյան վրա եզա կիոլթ ո յձներ ունեցող հավասարումների համար, Առա­
ջարկվում է սկդրնական հիպերհարթոլթյան վրա Կաշու տվյալների փոխարեն տալ վոոնսկիա- 
ներ լուծումից և որ4"կէ կւոային ֆունկցիաներից,

G. R- OGANESIAN. On the Cauchy- Kovaleveka theorem with given wronektane 
for the elngular differential equation* (summary)

In the paper a weighted Cauchy—Kovalevska type thecrem for singular dif 
ferential equations is proved, where the initial Cauchy data is replaced by the wrons 
kians of the solution and Weight functions. Tho fundamental asymptotic solutions of 
.auxiliary ordinary differential equation are used as weight functions.
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Г. Г. ГЕВОРКЯН

ТЕОРЕМЫ О МОДИФИЦИРОВАННОЙ СИСТЕМЕ ФРАНКЛИНА. 
ПОСТРОННОЙ СТРОМБЕРГОМ. II

В работе [17] исследовалась система Стромберга на R. Здесь ис­
следуется периодическая система Стромберга на периодическом отрезке 
[О, 1). Настоящая статья является продолжением работы [17] и все 
обозначения, ссылки и нумерации формул согласованы с [17].

Кроме обозначений, сделанных во вводной части [17], сделаем еще- 
несколько обозначений.

Через Т обозначается периодический интервал [0, 1), т. е. точки 
О и 1 отождествляются, другим словами, Т—окружность длины 1.

Интервал в Т—это множество вида [а, 6] или [0, 6]U[a, 1], 
d(x, у)—расстояние между точками л՜ и у по окружности, т. е. дли­
на меньшей дуги, соединяющей точки х и у по окружности Т.

d(x, £) —расстояние между точкой х и подмножеством окруж­
ности Т, т. е.

rf(x, Е) — inf d(x, у}.

Lo(E)—метрическое пространство почти всюду конечных измеримых: 
на Е функций с метрикой 

Р
|/(x)-g(x)l

l + |j(x)-g(x)|
dx, 

сходимость по которой эквивалентна сходимости по мере.

§ 3. Вспомогательные леммы для периодической системы 
Стромберга

Пусть (у, Аг) £ Д’ и у > 0. Положим

/ед
Легко видеть, что (см. (1) и [13])

Лл * (х) => Е). * (х -|- 1),
7՞/. *(х)  — Е^ 4_|_д/ (х). (2)

Прн фиксированном у 0 существует только 2՜' различных функ­
ций/7}. *(х),  Аг = 0, 27—1 (см. (2)). Для п = 27 -|~ к, у 0,
Аг = 0,1,---, 2^ — 1 обозначим

/7л(х) = /7л*(х),  п = 2' + Аг, к = 0, 2,--, 27 — 1, (3>
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Г'о(х) = I.

Система {Fn (х)}”_0 —Полная ертонормированная система в F2(T) 
(см. [13]). Функции Fn(x) имеют период 1 и их можно рассматривать 
на окружности единичной длины.

Приведем некоторые свойства системы {Fn (х)} я*_ (, прямо вытекаю­
щие из (1) и свойств системы (/,,*(»))/,  *(z.  Пусть п — 2J -f- к. Тогда 
(см. [13];

(4) 
з/

• , .. _ „Т V d (х, /-)
\F„(x)\^C2q

Fn(x) = F3j(x-2~i 4), (5)
где fn = tj, k.

В дальнейшем через (л| обозначим отрезок [2~'к, 2՜^ (к 4֊ 1)], 
а через [и] — т елую часть от log, п, т. е- если п = 2^4- к, 4=0 1,-• - , 
21— 1, то [л] = /.

Отметим также, что функция F„ (х), п - 2՛ + к, является линей­
ной на каждом отрезке [2֊J,-1(/—1), 2՜՛'՜’/], ։=1, 2,...։ 2/_J.

Докажем аналог леммы 1.1 для системы {F„ (х)}”_0.
Лемма 3.1. Пусть /= [2-иу։, 2~’v։]c:7’ и ая—любые дейст­

вительные числа. Тогда для любого j > р- имеет место

a«F. (х)|, когда х £/, (6)

где /1 = [2-*у,_2--'- ’. 2—|Х V, + 2՜^-։].
Доказательство. Учитывая (5), можно предположить, что 

vi =0. Тогда (£:[2'-|-£| с/} = {0, 1,--2՜^ v։-l|, d (х, /) = min (1-х, 
х И v։) и 4 = [2 И 2 И*а+"2  1 U [ 1—2 1 ՛] (напомним, что 
рассматривается периодический отрезок [0, 1) = Т.

С учетом (1) и (3) можно записать
г/—p,։-i

Д/ал/Гя(х)= *?о  So «։/+*•  zg//.*(x֊Z ) =

- 3/-1Ч-1 о
= ^0 jSy/. *(X  — Z)+ So a։/+*z_E_//, *(x-Z)  =

= Ф։ (x) 4֊ ф,(х). (7
Из (1.3) имеем

J iJ-v- »,-j
ф,(х) = 22 ajJit j>(2'*  ֊2'1 — k).՝ (8)

Cqd d (ж. /) max 
<6A
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Если хС[2՜**։.  1]. Z>1 и 0< £ < 2'"Ч - 1, то 2'х-2'/-Л-< 
■<0 и функция - (2У х— 2yZ — к) линейная на отрезках [2“y-J i, 
2-у՜’(։ + 1)], i = 2y-|i՝'։,-• 2/+1 — 1, (см. определение функции '( ։)).
Следовательно функция Ф։ (х) также линейна на каждом отрезке [2՜^՜՝ i, 
2“'_’(։ + 1)], /= 2''Ч.--, 2y+J—1. Пусть х = 1—2-у—1 ։, ։=0, 1 ,• • • 
2; 1—2y4J~|Kv։. Тогда из (8) и (1.9) получим

I
Ф, (1 - 2-'-1 ։) = 22 £ ՛ а3,+к£ г(2У ֊ 2УI - к - 2՜1 г) =

(9) 
= (/3-2)1ф,(1). i=0. I,- -. 2у+։— 2У+1՜^,.

Аналогичными рассуждениями получим, что функция Фа(х) линейна 
на отрезках [2՜1 т, 2-У(/п + 1)], т = 2у-%։,-• •, 2У — 1 и 

Ф։(2'^։Г2Чт)-(/3֊2)’Ф,(2’%Д т = О,---, 2У —2/-**։. (10)

На отрезках [2—1Х v։> 2-|Ч։ + 2~J] функция Ф։ (х) линейна и как 
видно из (10)

Ф, (2՜11 V, + 2-у) = (/3 - 2) Ф։ (2՜* V,). (11)

Из (11) следует, что Фа(х) на А не меняет знак и

min | Ф, (х), = | Ф։ (2՜11 Ъ +2-у֊') | = 1Ц=± |Ф։ (2֊* ъ)| = 
х£Л Д

= Ц=±тах|Ф,(х)|. (12).
* хеЛ

где Л = [2"^։, 2-^։-Ь2-у-։].

Аналогично получается, что Фа(х) на /а не меняет знак и

min |Ф։ (х)| = IФ,(1)1 !■ |Ф, (1 - 2՜'՜1 )1=Ц^ тах 1ф> WV
х£Л 2 2 xf/,

где J, = [1 -2-'-1, 1].

Из (9) следует

min |Ф։ (х)| = |Ф։ (2՜11 ■»,)! = (2 ֊ / 3) |ф։ yr*  v, + 2~у-։); = 
хвл

— (2 — }Л3) max |Ф, (х)|, 
х£А

(13) 
min 1ф, (х)| = | Ф։ (1 - 2՜'՜1 )1 = (2 ֊ V 3)1 Ф։ (1): =
XgJ а

= (2-/3) тах|Ф։(х)Ь 
хбЛ

Сделаем следующие обозначения:

а։ =тах|Фх(х) + Ф,(х)|, я։ = max |ФХ (х) + Ф։ (х)|, а = тах(а։, а,), 
хбл хе/,

3-109
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Пусть ?] — та из точек 2 ** и 2 11 *։ Ч- 2 ' , где Ф։ (х) и ф^(х) 
принимают значения одного знака, а — та точка среди 1 и 1—2 , 
где Ф։ (х) и Ф.(.г) принимают значения одного знака. Следовательно

|ф. (М + |ф, (?։)| = |Ф։ (₽х> + «ММ (14)
|Ф, (а,)1 + \ ф, (?։)| = |Ф1 (?з) + фз (?я)| < а» < “֊ (15>

Из (14) и (15) следует
|Ф։(М<« и |Ф, (?։)!<«• (16>

Учитывая (12) и (13), из (16) получим

|Ф,(1);< Са и |Ф,(2-**)|< С а. (17)

Поскольку функция Ф1 (х) линейная на отрезках [2 ' г, 2 (։-|-1)],
/ = 2~'+1 — 1, а функция Ф։(х) линейная на [2-/т,
2-'(тЧ-1)], т = 2у-|‘*։,-• •, 2У1, то из (9), (10) и (17) следует

|Ф, (х)| < С ад’у>г ~11, когда г С [2 Л *։» 1]< (18)

|Ф։(Х)|-ССад2когда *£[2 1]. (19)

Суммируя (18) и (19), с учетом (7), получим (6). Лемма доказана.
Еще раз просмотрев доказательство леммы 3.1 читатель легко за­

метит, что можно вместо

/, = [2՜%, - 2-у-’, 2՜11 у,] и [2՜*ъ, 2՜“*։ + 2“>-!] (20) 

рассмотреть

/1=[2-^1~2-< ?-«\-2-'-։]и[2~|Ч, 2-(Ч+2՜'՜’], (21)

/, = [2-4-2՜'՜’, 2֊4]и [2֊4+ 2՜'՜', 2_Ч+2“Л]. (22)

/,=[2-4-2՜', 2-4-2-;-։]и[2'%։4-2՜'՜’. 2’4+2_'К (23) 

т. е. верна следующая

Лемма 3.2. Пусть I — [2 11V,, 2 и*։]с Г и ая— любые дейст­
вительные числа. Тогда для любого у > р имеет место

2 аяГл(х) < Сд’/<2(-г'/’тах £ апТп(1)\, когда х^1, (24)
<«|в/ I /ел {<=/1"]-/ • И“/ I

где 1\—любое ив множеств (20)—(23).
Аналогично доказывается следующая
Лемма 3.3. Пусть / — [2—|1¥։, 2 и*։]с Т и ая—любые дейст­

вительные числа. Тогда для любого } р имеет место

аи Тп (х)С а тах 2 Ол^п(0- когда х(:/, 
՝< -1 

где Ц—любое из множеств (20) — (23).
Лемма 3.4. Существует абсолютная положительная постоянная С 

такая, что
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С/;2(х)</х> С, 1=1,2; л = 1,2, .., (25)

где д! и Д’, соответственно, левая и правая половины интервала 
(п].

Доказательство. При л =0,1 лемма очевидна. Учитывая (5) 
достаточно доказать (25) для п = 21, ]= 1, 2,... .Тогда {«} = [0, 2՜^] 
и функция /"я(аг), линейна на [0,2 и [2՜^՜*,  2~']. Вычислим 
/^(0). Из формул (3), (1), (1.3), (1.8) —(1.11) следует

/
М0)^Гло(0)=^Л.о(-/) = 2։^(2'О+/ £ Ч2'о) =

/
=27 Ч1)£ (УЗ-2)2'1-1 +*(0)Ё  (Гз֊2)/+1% (26)

\ /=։ г-о /

2.
= 1£Чт)[_(8 + 6)/֊3)_(К3212)։1_ 28-121/3

11 I '1-(/з=2)‘' 1-(/3֊2)Ч

Выражение в квадратных скобках больше некоторого положитель­
ного числа (достаточно проверить, что оно положительно при /=1). 
Поэтому

Г։/ (0) < - С2^ т (А) • (27)

Легко проверить, что если у(х)—линейная функция, то 
ь

^(х^х>(Ь-а)£^- (28)

а

Из (27), (28) и из того, что следУет

При ։ — 2 неравенство (25) доказывается аналогично. Лемма до­
казана

Исходя из формул (см. (1) и (3))
2.

Л/, о(х) = 2 /у, о (х - I) = 2 ’ £ 427 X - 2х/),

легко вывести (аналогично выкладкам (26)), что

шах |/7,0(2 У-1/)| = |/:Ло(2֊/՜ *)|.  (29)
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Учитывая, что£'։/(х)—линейная функция на отрезках [2 (/ 1),
2-;։г], /= 27+1. из (29) получим

тах \Г), о (х) | = \Р]. о (2 1 )!• (30)
-ге (о. и

Из (30) и (5) имеем
тах Рп (х) I “I/7« (6։)|*  (31)

х€ Р,։|
В работе [13] доказано (см. [13], теорема 3.10), что ядро Ди­

рихле по системе {Л»(*)},7.-о

Ки(х. у)=% ^(х)р„(у) 
л = 0

удовлетворяет неравенству

|^(х, у)\<СПЧЫЛ{х‘11.

Из (32) следует, что если / (х) С (0, 1) и 

Фурье, то

^ая/я(х) её 
л=1

(32)

ряд

Бир £ а„ Рп (х) I -< СМ(/
•՝՛ л—о !

(33)

где Л4 (/, х)—максимальная функция Харди-Литтльвуда. Из (33) сле­
дует, что если /(х)££р(0, 1), р> 1, то

<С(р)|/к (34}

§ 4. Теоремы о безусловной сходимости и единственности 
рядов по периодической системе Стромберга

Теорема 4.1. Для любого р>0 следующие условия эквиваленны:

А) ряд £ апРп(х) безусловно сходится в Ьр; 
п—0

(С) Бир £ ап/‘л(х)1
ЛЗ«О I

Для доказательства теоремы 4.1 нам нужны некоторые вспомогатель­
ные факты.

Лемма 4.1. Пусть 7= [2՜'к, 2՜7{к + 1)], /£2Г+, к = 0, !,•••» 
2^ !• При любом р и любых ая== + 1 верны рледиющие неравен­
ства

I 5“Р 
« У о

‘р
р Р
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Лемма 4.1 доказывается аналогично лемме 2.1 с использованием 
свойств системы [/•'„ (х))”^ вместо соответствующих свойств систе­
мы I//, *хЬ.*ег.

Для ряда у ап Гп (х) обозначим 
п - О

(1>

Построим множество 0 8 < 1, следующим образом. Отре­
зок [0, 11 обозначим через если |£х՛ >8, а в противном случае 
считаем, что нет отрезка #о“. Это у нас был нулевой шаг. На у-ом 
шаге отрезок [0, 1] разделим на отрезки [2 — 1), 2՜^], г = !»•••,
2' и из этих отрезков обозначим через //՛*'  те, которые не пересе­
каются с II (II и удовлетворяют соотношению 

«</ л

\/№ (2>

Обозначим
(3>

При этих обозначениях справедливы следующие леммы.
Лемма 4.2. Существует постоянная С(б), зависящая только от б

такая, что

0 А.т<Л'
где

(4)

(5)
Лемма 4.3. Пусть

И
Иш V ая Нп (х) =0 п.в. на Т.

Тогда ряд £ ая7„(х) п.в. сходится и

апЛя(х) Ле< С (8) к|£х|,

где С (б) зависит только от б.
Доказательства этих лемм имеют много общего и мы их проведем 

параллельно.

«= и /)>?. 
*

О



38 Г. Г. Геворкян

Доказательства лемм 4.2. и 4.3. Сразу же отметим, что из 
(1)—(3) следует

еЬ с еЪ с м с А, |^| < 4՜ 1£х|- <7)О

Убедимся, что если [л) 6 Вю., то
|аяГ„Мв,<С(3)Х. (8)

Действительно, пусть Д1—левая, а Да—правая половины интервала 
{п}. Тогда, хотя бы для одного из них выполняется

|Д/ П&| з /<п
1М

В противнем случае (л) — Д1 и Дас:/?^.. Поскольку а„Е„(х) (ли- 
нейнана Д/, то из (9), (1) и леммы 1.3 следует

(ая < С (8) (Ю)

Учитывая, что при любом I выполняется 1п 6 Д<> из (10) и (3.31) 
получим (8).

Легко видеть, что если х£7дУ*'  и />• /0—1, то (см. (8), (3.4) 
■(3.31))

։Мх, (дан
Г |а„Гя(х)|<С(ЗП Е <С(3)1д " ՛.

' 1«1=/ [Л]-/
<л>«Д2Х <->5^ (И)

Суммируя (И) для /=у0 —1, /„,••• и интегрируя на //У* ’’, по­
ручим

Г - - г (*  ('Р'МЧ
Е £ |алЛ(х)|</х<С(8)Х £ ч <

да <->с4 да

^С(8)Х £ 2֊у С7/^<С(8)Х|да|. 
7-7.-1 J

«Обозначим

О, если х Вп, 

/-А-1 [л)?у |а./:я(х)|> если x^/J ’̂*։,.

(12)

(13)

■Из (12) имеем

(14)
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Множества В'т с точностью до множества меры нуль можно пред­
ставить в виде

(15> 
я

где интервалы не имеют общих концов и 1^՛"П $* ’։> = 0, при 
Пусть для фиксированного 1^' '։ интервал 1^1^ самый дл ин 

ный составляющий интервала У,. Для / > /0 обозначим через; 
У7*  *՛  самый большой интервал вида (2 1 к\, 2*/),  который содержит 
{/’Ч? и содержится в 1^''(при / = /0 У/”' °)= /л,Ч?)-

Рассмотрим суммы

Л։,(х)= Е аяЛя(х). (16).
Ыс/}*- ”

1«1 = / 
п<т

Если У;2*’4 внутри себя не содержит точки нуль, то ЗуТт* 1 (х)

— разность двух частичных сумм ряда у ап Г„ (х), а если содержит, 
п—О

то Зу7т') (х) — сумма двух разностей частичных сумм (это связано с 
тем, что рассматривается переодический интервал Г). Во всяком слу­
чае имеет место

|3‘у%։) (х)| <8Х, когда х (17)՛

Интервалы Д։ = (2-/(Л։ — 1), 2՜7£ւ) и Д։ =(2՜7 А։, 2՜՜' (&։ 4- 1)) 
не содержатся в В*\  (это следует из представления (15) и выбора 
интервала /уП‘։))- Следовательно

1-Д‘ П£х|<8, г = 1,2. (18)
|Д/!

Пусть А} —левая, а Д’ —правая половина интервала Дь Тогда 
хотя бы для одного из них выполняется (см. (18))

|Д1П ^х| . . , о
—^7|— < М = 1 или 2. (19}

Учитывая, что Зу^т1 линейна на Дь из (19), (17) и леммы 1.3 
следует

|3)?«։) (х)| < С(8)Х, х£д{, где у = 1 или 2. (20}

Аналогично получится, что

|5л«)(х)| <С(6) X, х^Д։, где յ = 1 или 2, (21)
1 2а Д։ и ձշ —левая и правая половины интервала ձշ.
Применяя лемму 3.2, из (20) и (21) получим

։/д(ж,Да.’)) (».«)
|51 т (х)|<С(8)Хд , когда х£У



40 Г. Г. Геворкян

Обозначим

0, х^

<Р™(х) =
У max (*)|.  хеУ^։’\/А±Л при Л^>/0 

/=/. ">

• 5 , ал^" ^Х)К I S в«-/7» WI Ч-1 S ал/л(х)|. (28)
{П\С£^ <">с4

(23)

2 max |^։’(х)|, хё и 
(/ = /. " /=Л

Из (22) и (23) следует

- г ,
X £ <7 rfx<C(8)X V 2~'Х (24)

X J q dt < С (8)). 2~Л< С (8) К1

Полагая (см. (13))

?(П) (х) = ?2Х,1(х) + ^ф‘։))(х), 
я

получим (см. (24), (15), (14))
<1
[’<p‘n,(*)rfx<C(8)k|^ x|. (25)

о

Легко видеть, что (см. (23), (16))

»up I Е ։ anFn (х)| < X <₽?М(х) < Т(2М (х), когда х^ М (26)
<«>СВП V

hJcm. (26), (8) и (1))

5ЛР' ? ։ а„ Л, (х) К 2 X -I- <р(2Х) (х), когда х Bj*.  (27)
n} С
л<№

Оценим sup| J a„F„(x)l на Bk Пусть при некото-
<">сдп 

л—А*
рых j и к. Тогда для N < 2/_| имеем
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Первое слагаемое в (28) является линейной функцией на некотором 
,(2Х. 5) двоичном отрезке, содержащем , и поскольку этот интервал не 

может содержаться в Ви, то на нем

I £ a„f„(x)l< С(8)Х. (29)
л=1

Когда |л)с:Ва и п < N < 27՜1, то (л) с/}’*4. Поэтому

| £ a,.Fn(*)\< E^U). (30)
*

n<N

Из (29) и (30) следует

I £ алГл(х)|<С(8)Х + £TW(x), N<2J~\ (31)
<л> СВ»Х *

n<N

Если то (см. (31) и (13))
| £ а«/л(х)|<| £ а. Fn (х) | 4-| £ а„Гя(х)|<

(<=4. <«>«=*»
n<N n-dJ-1 2f~1<n<N

<.С(8)Х+ £ *)  + ?», J (х) =-С(։)’А+ф‘2Х,(х).
ч

Таким образом на В \х имеем

Sup| £ a«F„(x)|<C(8)k + ?12x’(x), BL (32) 
N 

жл՛
Из (26) и (32) следуют (см. также (5))

Sup | £ а„ F„ (х) | < ч><К)(х)+ ?(2Х) (х), когда х £ В>, (33)
N "бАх 

n<N

Sup I £ ап F„ (х) I < С (8) X 4- <р(х) (х) 4֊ ф(2Х) (х), когда х £ В». (34) 
•v П6А?

n<N

Из очевидного неравенства

Sup | £ a„/n(x)|<| £ ая(х)|-F | £ аЛВЛ(х)|
N »€* ’ WcbJ {»}сЯд

n<N *<N  n<N

следует также, что (см. (32) и (27))

s up I £ ап F„ (х) I < С (3) X 4- ?(Х> (х) 4- ?(2Х> (х), когда х 6 43i)
пб՝х 
n<N

Из (33), (34), (35) вытекает 

1 1 ’ 
f Sup | ап Fn(x)| dx < C(6)X|BjJ 4֊ C?<x»(x)rfx+ ffW (x) dx. (36) 

oJ N "6Ax s’ i
n<N
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Из (36), (25) и (7) следует (4).
Из (27) и (32) имеем

Бир| 2 апГк(х)\<С^. + ^'Чх),х^Т. (37)

ЖЛ'
Из (37) и (25) следует, что X «» Р» (*)  является рядом Фурье 

некоторой интегрируемой функции. Следовательно этот ряд п. в. схо­

дится (см. 3.33). Тогда, если £ апЕп(х) =0 п. в., то ряд £ а։Л>(х)

тоже п. в. сходится и 
£ ал/:л(х) = — S a'lF"(x) п-в. на Т. 

<«><=4 <<=4

Поэтому (см. также (32), (26), (25) и (7))

[l lim £ . a„Fn(x)\dx = II lim S , a„Fn(x՝)\dx +
J | ту-*™  <»>с4 I J | л'-.-{"jca^ |
о жлг й։ *'Na2t

|hm “*F n(x)\dx< C(8)>.'B*|<  C(S)k|£x|.

-Леммы 4.2 и 4.3 доказаны.
Из (27), (32) и (25) следует, что

1

I Зир 1, ая Гп< с (8)'• (38)
3 и | <л}св2Х |
О л<У

Легко видеть, что при доказательстве (38) (а также лемм 4.2 и 4.3) 
и I

мы пользовались не тем, что на Е,. выполняется Sun ^апРя(х) 
" л-1 |

а тем, что на дополнении £*,  т. е. на Т\Е„, выполняется
/лг IЯир/£ ая/'д (х) I < X. Поэтому верна следующая 

* 'л-1 |
* I ,у 1

Лемма 4.4. Допустим на Е выполняется Бир У ап Р, (х) <>., 

Ех ==• Т\Е^ и пусть построено по правилам (2), (5). Тогда
1

i՝ SuplJLI 'V I
n<N

Для каждого у > 1 и к — 1, 2,...» 2 ^определим функции (рассматри­
вается периодический отрезок [0, 1])
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Ф,.*(х)=

1, х = 2~]к

о, хГ(2_у(*֊1),  2_у(*  + 1))

линейна на [2-У(£—1), 2՜1 к] и [2֊у к, 2՜1 (к 4- 1)].

Тогда, если п^-2’1, то
1
|’фи>,(х)Гл(х)</х = 0, 7 = 1,2,..., 2\ (39)

о
Действительно, если п = 21 4՜ к, то из (3.3), (3.1), (1.3) 

получим
1
[ Фц,»(л)Я, (х)</х= V Гфщ,(х)//_ * (х — Г)(1х =

.1 п-л.)
О R

(40)

= 2 1 £ | Ф„ . (2-Ух + 2-^ + /)т(х)</х.

R

Легко заметить, что Фи,, (2՜7 х 4- 2~} к + I) £ 50. при 1(;2и 
Поэтому из (40) и (1.1) следует (39).

Теорема 4.2. Если
1
Г I| ։։ир 2 Ял Е'п (х) 

о
е/х = 1,

то ряд ^ааЕп{х) является рядом Фурье некоторой функции 
п—0

/(х)6Ях(7’) и

Эта теорема доказывается аналогично теореме 2.2, только вместо 
функций Ъ.ьЩ (см. (1.16)) нужно использовать функции Фьь(я).

Доказательство теоремы 4.1 аналогично доказательству 
теоремы 2.1. При доказательстве импликаций (В) => (Л), (В) =>(С) ис­
пользуется лемма 4.1. Импликация (Л) => (В) доказывается в точности, 
как (Л) => (В) в теореме 2.1.

Для доказательства (С) => (В) можно применить лемму 4.2 при 
1

® = — • Кратко изложим доказательство импликации (С) => (В).

Итак, пусть

ап Еп (х)
о

р
ах = 1. (41)
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Обозначим £(И = £/, /■££, где £х определяется формулой (4.4).

Множества В\' обозначим через В^} (см. (2), (3)). Тогда по лемме 
4.2 имеем

£ а„£я(х) <1х< С2'\?г\ 
л 6 Аг

(42)

где А, = (п : (п)сВ(,) и (п| £ В<,+։|). Из (42), применяя теорему 4.2, 
получим 

1 1
2 ая։/’(х)Гл<С2'|£(',|. (43)

Л («ел, 1

Из (43) следует (см. также (7)) 
р

/ {п2,°"^(х)}2 ^С^Р^ГР 1£(Г)1- (44)

Из лемм 3.3 легко выводится

</х. (45)

Поэтому (см. (45), (44), (1) и (41))

в И)

< С(р) X Чгр |£<"\Е|г+։)| < С (р).
/|£2

Теорема доказана.
Т е о р е м а 4.3. Для того, чтобы ряд

£ а.^Сх) (46)
/*  ֊ •>

был рядом Фурье некоторой интегрируемой функции ((х), необходимо и 
достаточно, чтобы

£ апЛ՝л(х)==/(х) п. в ни Г (47)
/1=0 

и

{И 1)1
х^Т: Бир | V а„ Г„ (х) > К = 0. (48)

" "и I ) |
Доказательство. Для доказательства необходимости нужно 

только доказать, что если ряд (46) является рядом Фурье функции 
/(х)€ь1. то выполняется (48). Из (3.33) следует, что
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Значит для доказательства (48) достаточно показать, что для лю­
бой интегрируемой функции

Пт а | [ х : М (/, х) > а) | = 0.

Известно, что для любого £ £։ имеет место

||х:Л/(Г, х)>М1< — ИЪ-

Пусть
/(х), когда |У(х)|<-^-

0, когда |/(х)| > ֊

фх (х) =

/■(х), когда |/(х)|>-^-

0, когда |/(х)К-^--

(49)

(50)

(51)

'?>.(«) =

и

Тогда

М(/, х) < М(<рх, х) + М(фр х), М(<Рр х)<~
Л

и поэтому (см. (50), (51))

{х:М(Лх)>к}|<|{х:Л*(фь  х) > А
(52)

о

Учитывая, что
1

( |фх(х)|</х 

о
-» 0 при X -> + оо, из (52) получим (49).

Докажем достаточность условий (47), (48). Сначала рассмотрим 
случай /(х)=»0.

Пусть и Вх—множества, определяемые формулами (1)—(3) при

• Тогда (см. леммы 4.4 и 4.3)

я

2 ап Ег. (х) </х < С X

Ит £ апЕя(х) </х СХ|£\|.

(53)

(54)
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Для любого k при достаточно больших А имеет место {k} так 
как |Вх|-*0.  Поэтому (см. (53), (54))

1
|а*|  =' lim X Г «п F. (*)  (*>  dxI =

(55>

( Ft (х) Нш У anFn (л) dx . С X |£х|.

V n<N
Из (48) и (55) следует, что Ф։ — 0, к — 1, 2,....
Пусть теперь /(х) — произвольная интегрируемая функция и 

Ьп (х) ее ряд Фурье. Как мы уже убедились в этом случае вы-

полняется

lim X
*֊►-

I л I
(хе Г: Sup V bnF„(x) >Х 

H«-0
= 0. (56)

Поэтому ряд у (bn — a,,)Fn{x) удовлетворяет условиям (см. (47), (48) 
л—0

56))

У (Ьп — аЛ) Fn(x) =0 п. в. на Г (57>

и
lim inf XI / х е Т: Sup | у (6Л — ап) F„ 

”* ““ I I I /*  - О
(х) >х =о. (58>

Из (57), (58) следует, что ап = Ьп, п= 0, 1, 2...... Теорема дока­
зана.

В работе [18] доказан аналог теоремы 4.3 для системы Франклина.
Теорема 4.1. справедлива и в случае р = 0. Более того, она допу­

скает локализацию на множества положительной меры. А именно, верна 
следующая

Теорема 4.4. Для ряда

У anFn(x) 
л-0

(59)

следующие условия эквивалентны:
(А) ряд (59) по мере безусловно сходится на 6с Т;

(В) V а?, Г„ (х)<^ + <х> п. в. на С; 
л-֊0

I 
£ ап Гп (х) < + со п. в. на С; 
п-и

(О) ряд (59) почти всюду на О сходится.
Доказательство. Импликация (В՝)=> (С) тривиальна, а (Д)=^- 

=► (В) является следствием теоремы Орлича (см. [16], гл. II т. 4). Мы 
докажем, что (С) =>(/?), (Ь) =>(/)), (В)=>(А).
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Доказательство импликации (С) ^(В). Для произволь­
ного существует //>0 и — Е'сС такие, что

Вир £ ая Гл (х) | когда х £ Е'\

(60)

Обозначим £,.== 7'чч£*.  Возьмем произвольное 8£(0, 1) и по 
правилам (2), (3) построим множество Вл.:В силу леммы 4.4

1
Г Вир I Е ап Л, (х) 

и Ы 1{л}=В?
0 Л4#

<1х С (8) X,

применяя к (61) теорему 4.2 получим

У, ИлЛ?(х)<С + п. в. на Т.

Докажем, что
у ОлГ’(х)< + оо п. в. вне В£. 

«^*1

(61)

(62)

(63)

Множество В ’ с точностью до множества меры нуль представим 
в виде

^=и4Х>։), (64)
я 

где — непересекающ^еся интервалы, не имеющие общих концов. 
Пусть {«)<=/£'* ’. Очевидно, что тогда 2՜1Л1 < 14М>|, и если Д։ 

и Д։ — двоичные интервалы ранга [п] + 1, которые не лежат в 
но замыкание которых пересекаются с замыканием интервала Дх'Л то

Д։с 5֊, г = 1, 2. (65)

Поскольку Еп(х) линейна на интервалах Д<, ։=1,2, то из (65) 
следует (см. лемму (1.3).

]ая Е„ (х)| < С (о) X, х £ Д։ II Д։. (66)

Применяя лемму 3.1 из (66) получим

(х, /<х> Р) 
|а.Гя(х)|<С(8)Хд , хО‘х-‘). (67)

Пусть 7 0 и — интервал концентрический с ։) и длины
(1 + 27)| 4х'* ’|. Из (67) следует

[ Е 4^(*)</х<
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<С(8)Х’ £

(68)

<с(8)л*  s :

*1 О I («>(

։;+п
4 dt.

Учитывая, что card {n:(n)c/Jx' 1 и [п]—/) -С2 \lq |, из (68) 
получим

2 а’Ля2(х)<С(8)Х« S
2֊^|

<С(8, Т))>։РГ’։)1-

Обозначая (?т = П (/^’/’)*,  из (69) имеем 
ч

(69)

q' <л>с8‘
Из (70) следует

и>=3х

(70)

(71)

Легко видеть, что (В‘)с = У <2Т> из (71) получим (63), а из (63) 
Т>°

■ (62) следует

со п. в. вне Вх.
л—О

Учитывая, что Г) Вх = £х (см. (71)) и Ек — Т\Е\ из 
։<1

лучим

(72)

(72) по

п-0
Устремляя е к нулю, из (73) и (60) следует (В).
Доказательство импликации (£)=>(£)). Пусть

£ аяВя(х) < 4- со п. н. на С. 
п-0

Тогда для произвольного «>0 существуют Х>0 и Е?'с. б такие, что
ОО
2 ап Рп (х) ■< X, когда х^£Х֊ (74)
л=0

И

|Ьх|>|С|-е.
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Обозначим Е, = Т'\Е' и для 8£ (0, 1) по формулам (2), (3) по­
строим множество В',. Тогда если {/։} £ В,, и ДЛ, ։՛= 1, 2, левая и пра֊ 
вая половины интервала, то хотя бы для одного ДЛ выполняется

|Дл П Ех| ։|аа < (75)
Учитывая, что на Д*,  функция ^п(*)  линейна, из (75), лемм 3.3 ч 

1.4 получим

ЕЛ (х) «/х > С (&). когда (л) с В*.  (76)

(£*)*
Из (76) и (74) следует

2 а’<С(8) Г X а2Г2(х)Ле<С(6)Х.

ЕА

Следовательно ряд

У, аЛ Е„ (х) почти всюду на Т сходится. (П)

Докажем, что

։ |алЕл (х)К + со п, н. вне В‘. (78)

Пусть представлено в виде (64) и {л} Тогда 2-|"1<^
«С 17У’ ”1 и если д։ и Да — Двоичные интервалы ранга [л]-|-1, 'которые 
не лежат в /д''°։, но замыкание которых пересекается с замыканием 
интервала /дХ՛։>, то

Д*сВ1 ։ = 1, 2. (79)

Поскольку апЕ„(х)- полином второй степени на А/, : -- I, 2, то 
из (79) следует (см. л>мму 1.3>

ап Еп (х) « С (8) К. х (; Д։ У А, (80)
Применяя лемму ’ 1 нч (80 получим

|л] - । _
|а„ Л, (лЯ < С (8) Х։92 - (л. /< •։։), Л (. »>. (81)

Пусть 4';՛^ —интервал, концентр.։ с /*̂ ’։ и длины (14֊2-[)Х 
X 7?Х'4||| 1 > 0. Тогда из (81) получим (проводятся выкладки, анало­
гичные (68), (69))

Г 2 1аЛЕЛ(х)|</х<

4- II)։
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(82)

Из (82) вытекает 
1

| |а,Вл(х)|</х<С(8)/Л (83)
{’>св£

Тде = Л (^'т? )'• Поскольку (ВУ = и <27, то из (83) следует (78). 
д ' ' Т- 0

Устремляя 5 к 1 из (78) получим

2 |аЛГЛ(х)| < -г °° п. в. на Е). (84)

Итак, ряд £ а.Е,(х) п. в. на Е" сходится (см. (84) и (77)). 
л-"0

Устремляя X к + ос получим (Д)
Доказательство импликации (В) =^-(Л). Из (В) следует,

’ЧТО

У, 1пЛп Рп (х) < -|- О° П. в.-на С,

где е„= + 1. Следовательно ряды

У вЛаяВЛ(х) (85)

п. в. на й сходятся. Поэтому ряды (85) сходятся по мере на В. А из 
сходимости на О рядов (85) при любых еп = ± 1 следует безусловная 

сходимость по мере ряда У аиВЛ(х)наС (см. [16], гл. 1, теорема 1).
"о

Аналог теоремы 4.4 был доказан для мартингалов [18], для систем
Хаара [19] и Франклина [11].
Теорема 4.4. доказана.
Ереванский государственный
университет Поступила 23. I. 1989

Գ. Գ. ԳԵՎՈՐԳ9ԱՆ. Թեորեմէեր Սարոմթերցի կողմից կառուցված Տրաէկփնի մոդիիիկացված 
համակարգի վերաբերյալ. II. (ամփոփում)

Աշխատանք ում փտարկվոս! է Ատր^րեր^ պարբերական (Հյ*)}^  հ^ակարցր,

Մտոնավորապեո, ապաց.լցվաք է, ,ր ի՞ (х) համար հէտևյաշ պայմանները 

համարժեք են.
■»

-1’ У а” Вп(г) гшГ9Р "Լ պայմանական զասքամիտոսք է (0, |)-»ւ/ Д 0’
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*■ I i а’Л?(л)(х)р ££,((), 1), р>0; 
I п=о J

3. Sup 
N

N
Ё a„Fn(x)

H=aQ
6 АДО, 1), р>0:

G. G. GEVORKIAN. Theorems on modified Franklin system, constructed 
by Stromberg. Il (summary)

Tho paper consideres periodic Stromberg system and proves that

the folloning conditions on a series У ozl Fn (x) are equevalent 
л—U

1. У an Fn (x) unconditionally converges in АД0, 1), p>0;
/1 = 0

2. ( 1, p>0;
I n-=o J

3.
N

Sup у anFn(x) ££Д0, 1), p>0.
N »U>
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СВОЙСТВО СРАВНИМОСТИ ПРОИЗВОДНЫХ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ И РАССТОЯНИЙ

МЕЖДУ а-ТОЧКАМИ

Основной вывод теории распределения значений Р. Неванлинны и 
теории поверхностей наложения Л. Альфорса (см. [1]), образно выра­
жаясь, можно сформулировать следующим образом: если значения а и 
6 (- С являются «хорошими», не дефектными, для мероморфной в С 
функции “’(г), то количества а-точек и 6-точек функции ш(г) в кругах 
|г| г примерно равны, близки друг к другу. Как оказалось (см. [2], 
[3], [4]) этот вывод является частью более общей законвомерности— 
свойства близости а-точек мероморфных функций описывающих уже не 
только количество а-точек и 6-точек, но и их взаимное расположение. 
Именно, согласно свойству близости а-точек близки не только количе­
ства а-точек и 6-точек в кругах 121 •< Г (как это. следует из теорий Не­
ванлинны и Альфорса), но одновременно близки модули этих а-точек и 
6-точек и их аргументы.

В настоящей работе устанавливается новая закономерность, согласно 
которой схожесть поведения «хороших» а-точек и 6-точек (обозначим их 
2л(а) и 2ь(6)) распространяется на поведение производной функции 
г«(г), рассмотренной на множестве этих а-точек и 6-точек. Именно, ве­
личины

I«*'  (**(а))|,  \ш' (я4(6))|, (♦)

образно выражаясь, сравнимы друг с другом—«свойство сравнимости 
производных».

Далее оказывается, что сравнимы друг с другом также величины

|дА(а) — гА(6)|, 1гк(Ь) - г1։ (с)}, (♦*)

если значения а, 6, с «хорошие».
Отметим, что в терминах характеристики А (г) можно дать для произ­
вольной функции и (г) оценки величин (*)  снизу или оценки величин 
(**)  сверху («свойство близости а-точек»).

Однако, для заданного р (даже при р = 0) можно указать примеры 
функций ш(г) порядка р, для которых величины (*)  могут расти сколь 
угодно быстро, ото показывает, что классические характеристики (Т’(г), 
А (г), 1пЛ4(г)) не в состоянии контролировать рост |а/(2)| или опи­
сывать расстояния между а-точками и 6-точками (так как все они имеют 
порядок р).
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Мы введем «контрольные» или «характеристические» наборы для 
функции ю(2), в терминах которых дадим точные количественные опи­
сания величин (*)  и (**).  Тем самым, эти наборы позволят судить с 
величинах производных фугкции '&(г) и расстояниях между различными 
а и 6-точками заданных наперед ш (г).

* Предполагаем известными основные определения и результаты теории рас­
пределения значений (см. [1]).

§ 1. Результаты. Следствия. Обсуждения

Условимся насчет обозначений: А (г)—характеристика Л. Альфор- 
са*;  (ЦХ) диаметр множества; Е—множество конечной логарифмиче­
ской ։еръ ф(г)—произвольная монотонная функция, ф(г) -»-со, 
г— ■ X смыкание; '*Х — граница X; через А^В обозначается 

соотношение А ֊< В «рА.

Слее, тощая теорема содержит в себе «свойство близости О-точек» 
«свойство сравнимости производных», «свойство сравнимости расстоя­
ний между а-точками.

Теорема 1. Пусть ш(г)—мероморфная в С функция; ф(г)>0, 
?ей ооа,, а։, • • - , ач £ С, попарно различны. Тогда в круге |г| г можно 
указать Ф(г) областей Ек(г), Аг=1, ?>■••» Ф (г) таких, что

I а) \Ф (г) — А (г)| — о [А (г)], г -*■  ж, г Е, (1.1

Ь) ш (г) однолистна в Е1,(г), к = 1, 2,--՛, Ф(г)։

с) с/(£4(г))<«р(г)г/(А(г))Ш,А:=1,2,--., Ф(г), (1.2)

<1) аг)>(д —4) А (г) —о[А(г)], г-» £, (1.3)

где п*(г,  аг) — количество (простых) аг-точек в II Ей (г).
II е) для любых г и выполняется

<? (г) ф (Н 1 
|«/(х')1~МИ1 (1 -4)

</(Е4)
111 I) Для любых ги1։ ш։, ш3, ш4 ш (£*)  (ш4 =/= ша, а>3 =/= ат4) 
выполняется

|г4 («>,)-(со։)| кА(то3) —гк(ш4)|
-------- :--------------; X г------------- :-------  X </(с4(г)), (1.5) 

|Ш1 —и»։|-------------- |ша--и4|

где гк (с) — принадлежащая области Ек(г), а-точка функции ш (г), 
(в силу в) такие а-точки простые).

Образно выражаясь, согласно первой части этой теоремы в каждой 
из областей Еп(г) (число которых ~А(г)) лежит, в среднем, от <7—4 
до <7 различных о»-точек.

Поскольку диаметры Еъ(г) малы (согласно (1,2)), то эти агточки из 
Еь(г) близки друг к другу
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(1-6)

Это и есть отражение свойства близости я-точек в том из вариантов, в 
котором рассматриваются только простые Я-точки. Отметим, что все 
пункты этой части (и вообще все пункты теоремы) точные, с точно­
стью до фигурирующих в них произвольных величин ф(г). В частности 
неравенство (1.3) совпадает с основным выводом теории распределения 
значений, относящимся к простым я-точкам. Отметим также, что в [3] 
и [4] приводятся общие варианты свойства близости (учитывающие на­
личие кратных Я-точек), которые уже содержат в себе основные выводы 
теории распределения значений; в этих работах приводится также более 
подробный анализ свойства близости Я-точек.

Части II и III теоремы 1 имеют очень простой смысл: они отра­
жают «свойство сравнимости производных» функций W (г) на множе­
стве я-точек и свойство сравнимости расстояний между я-точками. Здесь 
заметим, что в (1.4) вместо z' и z" можно взять значения zft (а,) и 

(я^), а в (1.5) значения «»1, О>2, шз, ^4 можем взять из {яь я2. Я7/
и тогда в (1.4) и (1.5) будут фигурировать наши яь я2..., flq-точки.

Отметим одно непосредственное следствие из теоремы 1 (см. [5]).
Следствие 1. В условиях теоремы 1, в круге |z| С г можно ука­

зать некоторое число п0(г, я,) простых яхточек zk(a^, k. = 1, 2,..-, 
Ло (г, а,), для которых выполняются неравенства.

£ п0(г,я,) > (</ — ') А (г) о[Д (г)], г-*֊  оо, /■£ Е, 1.7)

1ю'(г1(а։))|> ֊^^֊՝ ' = 1.2>---. 4. * = 1. 2,--, п0(г, я(). (1.8)

Т. е. для произвольной мероморфной функций а,(?) дается оценка ве­
личины |։я'| на множестве простых яхточек, притом обе эти оценки 
точные.

В теории Р. Неванлинны значение я является «хорошим», если 
я-точек много (Л^(г, а)~Т(г)) и они в основном простые. В теории 
поверхностей наложения Л. Альфорса роль значений я играют области 
О (положим кружки с центрами в я) и рассматривается вопрос о том, 
сколько простых островов £>/, ),=1, 2,--, по(г, О), над £> имеет по­
верхность /■', = (г): |г| < г) — образ круга |г| С г при отображений
функцией и) (г). Напомним, что простой остров поверхности Р՝г над 
£> —однолистная область поверхности Рг, проекция которой на пло­
скость совпадает с £).

Соответственно с этим набором хороших я-точек будем называть 
множество |'г?(а)|՞^ где ш (а)) (; О.

Оказывается, что значение набора (ш'(гу(я)))£рдает много 
информации о распределении значений (описываются величины моду­
лей производных, дистанции между я-точками, множества, в которых 
накапливаются я-точки), а предположение о том, что п<,(г, О) ~ А (г)՛ 
приводит к тому, что такое описание является полным.
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Теорема 2. Пусть при условиях теоремы 1 задан набор хороших 
а-точек — |zy (a)l^Jj’ Dl- Тогда из областей Ек(г), k = 1, 2,-Ф (г), 
можно выделить такие Ф,я> (г) штук областей £.',) (г), р = 1, 2-՛-, 
Ф*  я,(г), что для любого ;*  найдется такой номер j (р) (соответст­
вие между р и /(р) озаимно-однозначное), что 

а) для любого z£Ef,a)(r) выполняется

\w' (z)| ՝~?\wr(zJt w(a))՛;

b) для любых b и c(^w (E.J1 (r)> выполняется

|z.t I b) — (с) c ,r)______1______.
|Л —c| ((l)(a))l’

с) при этом для Ф^я) (г) выполняется

i^H-n.G, D)| = oM(r)J, r-оо, г^Е.

Замечание к теореме 2. В связи с теоремой 1 наиболее инте­
ресными являются случаи, когда в а) вместо z рассматриваются z.h (а;), 
i=l, 2,- • q, а в Ь) вместо b и с— а/ и at, i, (1,2,-՛-, q).

Конечно эта теорема тем интереснее, чем ближе По (г, D) к величине 
Л (г). Если п0(г, D) очень близко к Л (г), то теорема 2 описывает по­
ведение производных и дистанций между ö-точками для большинства 
областей соответственно для большинства а։, а.2,..., ач-точек.

В связи с этим будем брать области D = Dr зависящими от г, что 
позволит прийти к желаемому результату, т. е. охватить в описании 
почти все области Еь(г).

Набор I.«/ (ij (aJ)J"°J[՛ °՛' назовем контрольным (или характери­
стическим) набором, если диаметр D, (с центром в аг) не меньше 
чем 1/ln In <р(г), а —°-Г—— —*1,  г — оо, г (Е.

Л (г)
Из теории поверхностей наложения Л. Альфорса следует, что для 

любой мероморфной в С функции контрольные наборы существуют. 
Достаточно взять [ф(О] штук кружков Dr с диаметрами 1/<р(г) и цент­
рами в целых точках 0, 1,.... [ф(г)] и применить к ним первую и вто­
рую основные теоремы Л. Альфорса.

Теорема 3. Пусть при условиях теоремы 1 задан контрольный 
набор. Тогда теорема 2 имеет место, если в ней соотношение (III) заме­
нить следующим:

^Л(7) l’ r^oo. rkE. (1.12)

Итак, почти для всякой обл icth Et (г) можно указать число 
|w (Zj (4>(ал))| из контрольного набора, которое характеризует величи­
ны w' (г) в а(-точках из Ek(r) и контролирует расстояния между а< 
и «(-точками из Ek(r). Из теоремы 1 следует, что в этом описании 
фигурирует такое же количество простых аи а։,•••, а^-точек, какое 
гарантируется теорией распределения значений.
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Свойство сравнимости производных можно записать в форме вто­
рой основной теоремы или же соотношения дефектов.

Пусть
Г= х,>0, ^>0, Ф>1.

Составим всевозможные пары (х<, УцП)> где соответствие между I и 
(/) взаимно-однозначное, и обозначим через Ы(X, У) максимальное 

число пар, для которых Х1֊г.улг>.
При ? = '■? (г) обозначим через 14 (г, Ь, X} величину И (X, У) 

где X — контрольный набор, У — У (г, 6) == ( \ш' (г. (6))| }"_<'■■ гдвр
(6) — 6-точки функции то (г) в круге |х| < г.

Из теоремы 1.3 вытекает
Теорема 4. Справедливо следующее неравенство:

2 д (6) = Е (1 - —֊֊ ) < 4, (1.13).
(О) ЦП \ <•-“> А (г) /

где суммирование распространено на все Ь ив С.
Из (1.13) следует, что для любого Ь Р, где Р—не более чем 

счетное множество, выполняется Д(6) =0. Это означает, что для боль­
шинства значений Ь величины |к<'(2) |, взятые на множествах 6-точек, 
сравнимы с величинами из контрольного набора. Величина Д(6) пока­
зывает какая часть чисел из У (г, Ь) не сравнима о числами из контроль­
ного набора, а (1.13) показывает сумму всех этих отклонений. Число 4 
в (1.13) точное-пример функции Вейерштрасса.

Все приведенные выше теоремы справедливы также, если в них 
вместо функций, мероморфных в С, рассматривать функции меро­
морфные в удовлетворяющие условию Нш Л (г) (R — г)=-

_  я-г
= 00, а вместо г -*■  оо, г £Е рассматривать некоторые последователь­
ности гя -> R.

§ 2. Обобщенная теорема I

Пусть ю(г) мероморфна в К, где К—односвязная область с гладкой 
границей; £ С ։ = 1, 2,.... попарно различны; £—длина границы 
^-образа области К в сферической метрике; —площадь и»-образа
области К в сферической метрике; п—целое число (п > 100) К*  
(р-=1. 2,—)—постоянные, зависящие от а1 а2։..., ад и не завися­
щие от л и К.

Тогда из К можно выделить Ф штук односвязных областей Ек, 

к — 1, 2,---, Ф, таких, что
а> |Ф-5(К’)1<-^-5(А') + АГ։п’£; (2.1)

л т 2

Ь) то (г) однолистна в Ек, к—-\, 2, Ф;

с) ^>(6-4)5(А')-^5(А) + Л։Л’£|, (2.2)
I л
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где о*  (К, — количество а,-точек, лежащих в II *_ ։ в силу в) вти

В дальнейшем, если не оговорено противное, рассматриваем комп­
лексные значения, линии и области на римановой сфере. При этом под 
отрезком будем понимать дугу большой окружности сферы, или дугу 
параллели, под четырехугольником понимаем область, ограниченную че­
тырьмя такими отревками под прямоугольником—область, ограниченную 
двумя дугами меридианов сферы и двумя дугами параллелей.

Пусть сц 6 С» (։ = 1, 2,..., д),—конечный набор попарно различных 
комплексных значений. Далее мы полагаем, что =/= 0, оо. Это, понятно, 
не ограничивает общность теорем, так как в противном случае мы при­
дем к результатам посредством рассмотрения функции №(и;), где — 
преобразование вращения сферы.

Пусть С/ (։=1, 2,д)— такие непересекающиеся прямо­
угольники, что сц £ С/ (/ = 1, 2,- • •, д) и 0, «» С; С/, 1=1, 2,•••,?. 
Обозначим через ^(/=1, 2, •••, д) ближайшую к нулю сторону пря­
моугольника. Соединим с1 и с|4֊1 (/=1, 2,-.., д—1) ломаными, сос­
тоящими из некоторой цепочки отрезков с, } (] — 1, 2, - • к), такими,
что выполняются следующие условия: каждому отрезку с։,

с2< с2, р с2, *,>՛■■• С7 можно сопоставить такой отрезок с\, 

С1,1>՜՜՜’ С1, С2‘ С2, р'՛՛» с2, со’ что

а -точки являются простыми);

а) £*(&)<7  Г[^  ̂+ ад<
*-| л3.) J 1 4- |ш|ак

< ~ /площадь К- /5(К) + 2</(К); (2.3)
' л»

е) существуют поствянные Кк, Кц такие, что для любых х։ и г, 

из Ек выполняются соотношения

|ш'(г։)|Ж|О/(х։)|, ?> = (2.4)

1 к1п
!»'(֊’,)!֊—— • <р,= 12 (2.4')

() существуют постоянные Къ, Кб, такие, что для любых а1^а„ 

а3 =И= а4 из т (Ек) выполняются соотношения

1=*  (°1) ~ г4<а>)1 *.  К (аз) — ^(01)1 
|С| — а»1 '"՝ |а3 — а4|

<0 -19*‘Л . ф3=12 , (2.5)

(2.5')----- л(Ек}’ Т1 = В * * * 12 •
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а) отрезки псС/, (/= I. 2,-• •֊ «) и отсекают от прямоугольни­
ков С/ прямоугольники С/, одной из сторон которых являются отрез­
ки а, притом щ £ С(\Сс,

б) при всех I и / отрезки С„ (с'и) не имеют общих точек с мно­

жеством и С/, за исключением, быть может, одного из концов, лежа­

щего на границе одного из прямоугольников С/ или двух концов, при­
надлежащих в этом случае границам, соответственно, двух соседних 
прямоугольников Сг, , , .

в) система отрезков с[, с։, с2 ,,•••, с2, с’
составляет такую ломанную, что эта ломанная не имеет общих точек 
сломанной С| ։,•••, с։< *։, с։, с2 ,,•••> с?, *,>'■'>  сд>

г) соединив отрезками начала отрезков с։ и ср с1։ ։ и С| 
с” и и концы отрезков с? и с,? (обозначим эти отрезки с,, с( 
с‘ и с’.') получим систему четырехугольников, примыкающих один к 
другому только по отрезкам с‘ ] и составляющих вместе односвязную 
область С.*

Следующий рисунок поясняет построения, проводимые в этом пункте 
(Будем помнить, что построения проводятся на сфере Римана)

Рис. 1.

(Пунктирной линией обведен прямоугольник Сь жирной линией обве­
дена область G*, заштрихованные области—области G~.

Разделим каждый из отрезков ср с’, с” на п + 1 рав­
ных частей при некотором четном п. Пусть „, (tJ ։ ,•••»!* 
Т». v’ '*=0, п + 1 — соответствующие точки разбиения cj, 
(с1, !■•••• cj> <’). притом >0 лежит на ср а лежит на с' (так 
же нумеруем остальные деления). Соединим точки у" 
11. а, »« » Tj, Т?>* 0, 1,- • •, п 4-1 отрезками. Получим новые
системы ломаных CJ, с’ „ • • •, с; *,..., с’, v = 0, 1, • • -, п fl (здесь 
при ч—0 и >==д-1-1 обозначены соответственно системы ломаных 

1’ ci,i»՜'՜» cj,*,«■’•» CQ и с։, с։ t,•••, Cj>4։,•••, с?, относительно кото­
рых в дальнейшем будем помнить, что они зафиксированы — не зави­
сят от числа п). Область G' при этом окажется разбитой на n + 1 
.подобных“ областей Gn-

Пусть Gm ^/n = 1, 2, •._ чередующиеся через одну? 

области G՝n, граничными кривыми которых являются: ломаные
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*։ • СГ.։ СГ*,  » с7 •

* Правая и левая части неравенства (2,6), соответственно, неравенства (4*) и

(2,3) нз [3]. -Обозначим п0 (б(п)) через ф, получим (2,1). В дальнейшем тексте 
мы сохраняем обозначение п0(б(п)) как отражающее сущность рассматриваемого 

-объекта.

г'1т-\ -2т —1 . , . _2т-1 . . . -7т—1.
1 ’ С1, I ’ ’ С1,* ։ ’ ’ сч •

часть отрезка сх, лежащая между точками 7։’т[>2я։_։; часть отрез­
ка с", лежащая между точками 2т_3, -[’,2т_г

Пусть Г = ы (К) — риманова поверхность, являющаяся те-образом 
области К- Ее мы будем рассматривать на римановой сфере. Обозна­
чим через л0(О) число простых (с кратностью единица) островов по­
верхности Е над областью О; через 0(л) обозначим ту из областей 
Ст, для которой достигается минимум выражения 5(К) — п0(Ст) 
(если таких областей несколько, то обозначим (7(л) произвольную из 
них). В [3] доказано, что

о о
------— 5(К) -К, п^<п0(С,(п)) _£(£•)<—?—5(К) + КхгР1*.  (2.6) 

л + 2 л +- 2

Проведем разбиения, рассмотренные выше, и выбор области С(п) для 
поверхности Р. Пусть, например, частями граничной кривой области 
0(п) являются ломаные

_2т։—2 /т,-! . . , /1т,—2 , , . -2<я։—2 
сц > с։,1 » • > • сч

/1т,-1 -1т,—\ . , . -2ж,—1 , . . -2т,~1
С1 ’ % I ’ ’ С1,*,  » * »

А—тот из двух прямоугольников, образованных сечением прямоуголь- 
С/пг2гп,—1 о/ отрезком С/ , который содержит точку аь

Нам далее удобно пользоваться следующим символом Ц. Соедине­
нием С = А у В двух открытых множеств А и В назовем множество 
։С=1п1(Лц В), где черта обозначает замыкание, а 1п1 внутренность 
множества (термин и символ встречаются в одной работе А. А. Гольд­
берга и А. Э. Еременко).

Пусть Мк(К, иО[) — односвязная область, являющаяся соедине- 
нением простого острова б*(л)  над (?(л) и примыкающих к нему про­
стых островов над Оь 1 = 1, 2,---, Ч (к — номер области). Построим

по заданной области Мк(Кх II О/) область Мк(К, 110,). Для этого 

нам придется предварительно построить области О/, О/, г=»1,2, •••, 4 

и б(л).
Пусть С) — такой прямоугольник, что 1) С/сСь 2) стороны 

прямоугольника С/, являющиеся дугами меридианов; 3) сторона пря­
моугольника Сц являющаяся ближайшей к нулю дугой параллели« 
лежит на ближайшей к нулю стороне прямоугольника С/, 4) остав­
шаяся сторона прямоугольника С1 не имеет общик точек с <?С/.
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Обозначим Д=С;иА. Очевидно а, 6 А- Разделим каждый из 
отрезков с, 0 С (я), Л С (п),։ • •» с։> Д1 Л б(п),՛ , с? и л), с? и С (л) 

на три равные части (см. рис. 2).

Рис. 2.

(Жирной линией обведена область 6(п.); пунктирной линией—прямо­

угольник С'у заштрихованная область внутри О(п)—область 6(п).
Пусть 7*(л,  т), (■։ — 1, 2, 3, 4) — соответствующие точки разбие­

ния отрезка с/пб'(л), причем 7*  (л, 1) и ц (л, 4) являются концами 
отрезка с\Л С(л) (аналогично, точки разбиения отрезка с, Л С (л) 
обозначим т"(л,т) (т=1, 2, 3, 4)). Точно также т”7(л, -.)(-=!, 2,3, 4) — 
точки разбиения отрезка с/, 7ЛС(л), причем точки 7*,/  (л, 1) и 
71*  7 (л, 4) — концы отрезка с<,/ПС(л). Соединим при т = 2 точки 
7;(л, 2) и 7։’։1(л, 2), Д'1’ 2) и 2)."‘> ^(п, 2) и 7" (л, 2)
отрезками (отрезки, лежащие в прямоугольниках С/, полагаем дугами 
параллелей). Ту же процедуру проделаем при т = 3. Область С (п) 
разобьется при этом на три „подобные“ области (7։ (п), С։(я), С!3(п) 
(здесь С։(л) ограничена отрезками, соединяющими точками 7*(л,  2), 
7։ (л, 3) и точки 7“ (я, 2), 3) и двумя ломаными, состоящими
из отрезков, соединяющих точки

7[(л, 2), т;։։(п, 2),..-, 7;(п, 2), 7;*(и.  2) 
я

15 (п, 3), т։’.։(п> 3), • • •, 7՛(л, 3), у" (л, 3).

Пусть 71, (т'д) ~та из ДВУХ дуг меридианов, являющихся гра­
ничными сторонами прямоугольника С։, (Сц), которая встречается пер­
вой с отрезкой, соединяющим точки 7։՛ ։ (л, 2), (у’՞ (л, 2), у"(л, 2)) при 
движении по этим отрезкам в направлении от точки 7“ (л, 2) к (7^ (л, 2) 
(в направлении от точки 7**  (л, 2) к 7*  (л, 2)); точки 7; (л, 2), (7, (п, 3), 

(л, 2), 7’) л, 3)) — точки пересечения указанных отрезков с дугами

Обозначим Сг(л) прямоугольник с вершинами 71 (л, 2), 
71 (л> 2)/ т] (я, 3), 7^(я, 3); 6'' (я)— прямоугольник с вершинами 7'(п, 2), 
Т^*( п» 1)> Т,(п» 3), 7*'  (л); Ъ (п) = <7։ (л)/(6։ (л) и 0։ (л)); £>ь (։=1, 2, 

••'1 Я) — тот из двух прямоугольников, из которых состоит множе­
ство С{ \ и С (л)), который граничет, одновременно, и с прямо­

угольником и с областью С(л).
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Положим, что Мк(К, I) Вг) является соединением простого остро­
ва над С (л) и примыкающих к нему простых островов над (в ча­
стности, для заданного простого острова над С (л) может не найтись 
примыкающих к нему простых островов над £>/, /=■], (?)

Область Мк(К, ПА) определим как часть области Мк(К, и А), 
проектирующуюся в области

Очевидно, 1) а1к^Мь(В, □£>/); 2) Мк(К, П О/ )сЛ/к (К, 1)/Л); 3) су 

ществует такое число К?„ что сферическое расстояние р(Л/*,  Мк) меж­

ду граничными кривыми областей Мк(К, Г)2Э։) и Мк(К, II/Л) не 

меньше, чем Кгл, 4) любые две точки из Мк (К, II А) можно соеди­

нить кривой 1^Мк(К, и В/) (на сфере), которую можно покрыть 
[А՜, п] кружками (на сфере) со сферическими диаметрами К0/п, притом 
так, что центры двух таких кружков, имеющих общие точки, находят­
ся на расстоянии, не большем Кл/п.

Обозначим £*,  £*,  соответственно, прообразы в плоскости г об­

ластей Мк{К, II/Л), Мк(К, и В/). Поскольку последние области пред­
ставляют собой однолистные области римановой поверхности Г" (рас- 
смотреной па римановой сфере), то 5) функция Л՝(ш), обратная к 
то (г), однолистна в области ш (Ек), являющейся стереографической 
проекцией области Мк{К, и^/).

Из 2), 3), 5) и того, что метрические характеристики областей

Мк(К, и А), Мк(К, и А)

и их стереографических проекций ш (£*),  ш (£*)  сравнимы друг с дру­
гом (так как по построению область Мк{К, и В:) ограничена), полу­
чаем следующее

Предложение 1. Любые две точки Ь' и Ъ" области и) (Ей) 
могут быть соединены жордановой, гладкой кривой, (с ш (£*))  скоп­
цами в точках Ь' и Ь" так, что эта кривая может [быть покры­
та [ЛГ։ л] кружками радиуса КЙ'п таким образом, что центры двух 
кружков, имеющих общие точки, находятся на расстоянии не 
большем А8/(2л), причем функция ^(ш) однолистна в каждом та­
ком кружке.

Согласно теореме Кебе (см. [6], гл. II) для регулярной и одноли­
стной в |ш| < 1 функции /7(ш) = ш + а։ ш’-|- • • • выполняется (и>=ра';В)

< |Г (то)| < —-+р. , 
(1+р)3 (1-Р)3

откуда для регулярной и однолистной в —и>о| < R функции Е(и>) = 
а0 ■+■ а։ш -+֊ ааш։-|----- получаем
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Rf(R—p) I F'(w) £*(/?  +p). (2 7)
(R + P)3 J F'(w0) (/?֊P)S

В силу последнего предложения и однолистности F(w) применяя 
(2.7) в каждом из описанных кружков, получаем

|Г'(б")1^к'^')1. ?5=12ЛГ,п+։. (2-8)

откуда, учитывая, что w' (z) = I//7՜ («>), получаем (2.4).
Докажем неравенство (2.5). Предположим сначала, что |^i—а21

—— • По предложению 1, если а։ или а3 (Ek), то w (Ek) принад- 
10 п

К
лежит кружок |и՛ — —- и F(w) однолистна в этом кружке. По

п

теореме Кебе об выполняется

|а։ — а,||Г/(а1)|< 4|zA(a,) — z*(a ։)|. (2.9)

Из (2.7) следует, что для значений ш (из этого кружка), принадлежа­
щих отрезку у, соединяющему точки ai и Ог, выполняется

A'(w)|<|f'(a1)|֊------
( 1 —— )
\ 10/

Проинтегрировав это соотношение получим

k*  (ax) — zka։)| < [|F'(w)|rfs<|a։ — a։| •|/:/(a1)|-֊^. (2.10)

I
— f'

Пусть теперь для ax и а, из w (Ei) выполняется |a։— a5|^>—2-- Ясно, 
10 л

что любые две точки области w (Ek) можно соединить кривой длины 
не более чем А’э (где Кд не зависит*  от выбора области G (л)). Из 

(2.8), обозначив через 7 кратчайшую кривую (с w (£*)),  соединяющую 
точки а, и а3, получим

k*(a ։)֊r*(a ։)|< [Л'(ш)| </5<Лв12'г‘п+։ • 

т
•V'(ai)|<|a։-а։|^-10л-12* ‘"+’|Р(а,)|. (2.11)

Опять же по теореме Кебе

к*(а.)  ֊ Ч(а,)| > |Р (в1)| • > |F' (а,)| |а։ - а։) —----  (2.12)
™ n 40 л

Теперь из (2.9) (2.12) имеем: для любых Oj и О2 £ w(f*)  выполняется
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1**̂)  г*(--1 Ж |Р (а,)|. <рс - к>(1п. 12*««  +։, (2.13)

* Здесь и в дальнейшем с—абсолютные постоянные, не обязательно одинаковые֊
даже на протяжении одной цепочки соотношений.

|а, — а։|

откуда, учитывая также (2.8), получим неравенство (2.5).
Выбрав теперь в соотношениях (2.11) и (2.12) г4(а։) и 2к(а2}

такими, чтобы, |ггдг(а1)—*4 (а։)| • получим

-֊!- (а,)| <</(£») < К9 12*'"  42 |Г' (а։)|.
40 п

Учитывая равенство и>'(2) = \IF\xd), применим последнее соотно­
шение к (2.12) и (2.13), получим, соответственно, неравенства (2.4х) и 
(2.5)'), чем и заканчивается доказательство пунктов е) и /) обобщен­
ной теоремы 1.

Соотношения (2.1), (2.2), (2.3) установлены в работе [3]. Здесь 
надо учитывать следующее: результаты в [3] излагаются для случая 
когда функция мероморфна в круге |г| однако все при­
веденные построения верны для случая, когда и/(г) мероморфна в об- 

ласти К; соответственно, Ф в [3] записывается как Ф(г), 5(К)—как 
А (г), неравенство (2.1)—неравенства (4*),  (2.3) из [3]; неравенство 
(2-2)—неравенство (6*)  из [3], неравенство (2.3) получается дословным 
повторением доказательства неравенства (3.10) из [3], если там вместо 
круга |г| рассматривать область К. Доказательство обобщенной 
теоремы 1 завершено.

§ 3. Обобщенная теорема 2

В условиях обобщенной теоремы 1 пусть задан набор хороших 
а-точек (а)|М^ (где в определении этого набора вместо Гг берет­

ся Г). Тогда нз областей £*,  Л = 1, 2, •••, Ф можно выделить яекото- 
I"

рое число Ф, областей Е^, р = 1, 2,•••, Ф։ таких, что для любого р 
найдется такой номер у (р), притом соответствие между р и у (р) вза­
имно-однозначное, что

а) для любого г £ Е^ выполняется

|ш/(2)|Х|ю/(ау№)(а))|, ф = 12/г*сл* ;

б) для любых значений Ь и с^ш(£‘|1) выполняется 

1М&) —Мс)| 1 = 12лг։е<
|6 —с| ~|«/(гК11) (а))| 

в)
|ф,-Я։(£))|<с^ + СП”Д 

п

(3.1)

(3.2)

(З.ЗХ
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Пусть О = О(п)—некоторый кружок на сфере радиуса 2п1п. Мы 
всегда можем выбрать кружок к) таким, чтобы для него выполнялось 
бы соотношение

|$(Я)-ПО(£>|< — 5(А') + сп’Л, п>п„, • (3.4)
п

где п0(А') (напоминаем)—количество простых островов поверхности 1' 
над областью X.

Это следует из первой основной теоремы Л. Альфорса (см. [1], 
гл. XIII), согласно которой

п0 (О) 5(К) + —-------------£ = 5 (К) + сп։ к (3.5)
(площадь /У)

и того, что О можно выбрать таковым, чтобы выполнялось неравенство

п0 (£)>$(*) -----5(К)-сп՝к.
п

В последнем можно убедиться так. Если бы диаметр О был бы равен 
2 тг с , _не — 1 а — • то последнее неравенство выполнялось бы, если бы мы 
п п

взяли ЛсзС(п) (тогда п0(£)) >-п0(С(п)) и применили неравенство 
(2.6). То, что 2 к не обязательно равно с отражается, очевидно, лишь 
на постоянных перед 5(К) и £.

Нам понадобятся описания областей С(п), С' (и), для чего бу­
дем пользоваться полярными координатами в трехмерном пространст­
ве— (<р, 0, р), где ® показывает угол в горизонтальной плоскости, 
0 — угол в вертикальной плоскости, р — модуль точки. В дальнейшем 
у нас п — четное число (п^-100).

Определим Г(А) как кривые со следующими параметрическими пред­
ставлениями

Г(Л) = {ф(П, 0(/), р(0), 
где

т«)-2я< + -^֊.
п — 1 2 п 2

*€ [ — (я — 5) п — 5], к = 0, !,-••, п5 —1.
Пусть Л (т, 0) и Л(т, оо) — х-окрестности точек 0 и со на сфере:

Г*(*)  = Г(*)\  (л/—. о) ил/-?-. ОО М, *=0,1,...,  п5—1;
I \ п / \ п / }

6 та из Двух односвязных областей на сфере, ограниченных кри­

выми Г*  (0), Г*(п 6—1) и частями границы > 0^, - > о° ,

соединяющими юнцы кривых Г*  (0) и Г*  (п5 — 1). которая 

содержит кривые Г (*),  * = 1, 2,-.., 2. Обозначим через Сп1.
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т = \, 2,•••, ль/2 области, принадлежащие С и ограниченные кривы­
ми Г*  (2 т—2), Г*  (2 т—1) и частями границы О . 0^ , 1՜) । со ,

соединяющими концы кривых Г*(2л1 —2), Г*  (2 ли— 1); через &т 
обозначим подобласть Ст, ограничиваемую кривыми Г*̂2и —24-

1 \ / 2 \ / 9 \ / 9 \
4֊— Гд2т — 2 4՜ — и частями кривых —> 0 , оо\

соединяющими концы кривых Г*  т — 2 4՜ — » Г*/2т  — 24-~\.
V 3/ \ 3 /

В [4] показано, что существует такое число т06 (1, 2,•••, п5/2), что 

для области Ст. (обозначим ее С/ (и), соответственно Ст, обозначим 
через С'(п)) выполняется

Х(К) - п0 (С, (л)) < 33{К) + сл13 Л (3.6)
Л5

(см. (4], неравенство (2.2)).

Ряс. 1. Заштрихованная область—область ш (Еь (г)).

Пусть О*  = £)*(п) —некоторый кружок на сфере такой, что 1) диа­
метр его 1/п7; 2) й*сб'(п);  3) О*  принадлежит некоторому кругу, 
концентрическому О и с вчетверо меньшим радиусом, чем радиус О. 
Такие кружки существуют по построению, так как «ширина» области 
& (п) порядка Мп6.

Обозначим О) (и) (/= 1, 2,-։>, Ф(6'(п), О, О*))  — те простые 
острова над С (л), каждый из которых является частью простого 

острова над С (л) и для каждого из которых простой остров над 
£>*,  входящий в С] (п), является, одновременно, частью простого остро­
ва Д; над О; Ф(С»'(п), £), £)*)  — их количество.

Из геометрических рассмотрений следует выполнение следующих не­
равенств: 
5—109
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Ф(С'(л). 3, 3*}<л.(3) (3.7)
■

л. (5'(л))-Ф (6’'(л). 3, 3*)<л0(3*)֊ л0(3), (3.8)

так что получаем
л0(3'(л))-л0(3»)<Ф(О/(л), 3, 3*)-л0(3)<0. (3.9

Для величины «о(3*)  согласно формуле (3.5) имеем

л0 (Р*)<5(Г)  + сл։‘£,

Так что, учитывая ещё (3.4) и (3.6), из (3.9) получим

|Ф (С (п), О, П*)  - 5(^)| < с + сл14 Ь. (3.10)
Л

Пусть *̂=  <2(п) — некоторый кружок на сфере радиуса с/п1. Поло' 

жим, что 0 с (О(л) П (•' (л)}, (3 можно выбрать таковым, так как 

„ширина“ областей С(п) и С'(п}) соответственно порядков 1/л и 1/лв)

Обозначим Ф։(С(л), 3> С (л) количество тех простых островов 

»(Др.), {£*)*  над (7(л), для каждого из которых, простой остров

над С}, являющийся частью простого острова п> (является, одно­
временно, частью некоторого простого острова С,(И|(п) над С (л) (вни­

мание! О/(р.)(п), а не вообще простого острова над С (л); Ф1(3(л), 

3> С (л)) — количество тех простых островов С*  (л) над й’(л), для 
которых это не так.

Очевидно выполняются соотношения

п9(С(п))=Ф,(С(п), & С'(п)) + ф;(С(л), <2, С(л)), (3.11 )

Флед, з, б'(л))<ф(С'(л). £>. £>•). (3.12)

Ф1’(5(л), О, 3'(л}) + Ф(С'(л), Е, 3*)<л 0(3). (3.13)

Следовательно, имеем

п0(6(л)) — л0(3) 4- Ф (С (л), О,

<Ф1(5(л), 3, (7(п))<Ф(3'(п), 3, 3*),  (3.14)

откуда, учитывая еще неравенства: (2.6), (3.10) и п0((}) <. £(/<) -|- 
+ Сл14 Ь, получим

|Ф։(3(л),3. С'(л))֊л0(3)|<с^4-Сл14£, (3.15)
л

* Овределевяе Ек см. в § 1,
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и, учитывая еще (3.4), получим

|Ф։«7(л), С, (7(л)-5(К)|<с —ел14 £,. (3.16)
п

Замечание 1. Соотношение (3.15) справедливо, если радиус 
кружка О предполагать не равным 2я/л, а не меньшим чем 2п/п (это 
следует из того, что неравенство (3.9) верно также для таких О).

Таким образом, обозначив Ф1=Ф։(С(п), О, 6'(л)),получаем (3.3).
Докажем теперь соотношение 3.1. Идея доказательства состоит в еле-

дующем. Для любой области Е^ мы должны указать такую кривую на 
м

римановой поверхности, что 1) она начинается в области И окон-
чивается в точке О’ ((а)) и 2) для каждой точки этой кривой су­
ществует достаточно большая окрестность этой точки, целиком лежащая 
на некотором простом листе. Второе условие означает, что в любой та­
кой окрестности применимо неравенство (2.7). Применяя неравенство (2.7) 
на цепочке кружков с центрами на этой жривойамы докажем, что величины

|х՜ (ш)| сравнимы для ш £ (£^) и ш = то (я/ (и) (а)). Последнее, очевид

но, означает сравнимость величин |«/ (х)| для г £ и я = ху (И) (а).
Вспомним теперь, какие области фигурируют в определении

Ф։ = Ф1(С(п), <2, С(п)). Это простые острова ш (Е^) над б(л), для 
каждого из которых а) простой остров над (?, принадлежащий этому

простому острову над С(п), является в) частью простого острова

(л) над С7 (л), являющемуся с) частью простого острова над С'(л) 
И) принадлежащий последнему острову простой остров над £)*  яв­
ляется е) в свою очередь частью простого острова Р/(р.) над 2), при­
том вспомним, что 0 £>*  принадлежит некоторому кругу, концентри­
ческому с £> и с радиусом, равным одно*  четвертой радиуса О. Здесь 
разграничения а),•••,£) приводятся для удобства дальнейших ссылок.

Теперь пройдем описанный путь в обратном направлении, используя 
неравенство (2.7).

Пусть а—стереографическая проекция на плоскость центра кружка 
О; /^(«(/(н))) — значение /^(ш) в точке а из проекции простого остро­
ва Р/(И) на плоскость.

Проекция О*  в силу /) лежит в некотором круге, который будучи 
увеличен вдвое (по радиусу), будет принадлежать проекции О.

Следовательно, в силу (2.7), для любой точки и»1 из проекции про­
стого острова над О*,  принадлежащей простому острову (см. е))
выполняется

֊ Г (а (/ (р)))| < Г' (Ю1); < Г'(а а (н)))| -12’. (3.17)

Любые две точки области в'(п) можно, в силу 6) и с), соединить 
некоторой кривой у с: б'(л) так, что у можно покрыть спв штук круж­
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ками радиуса dn7 (здесь учитываем, что «длина» G (и) порядка сп), 

каждый из которых принадлежит области G (п), притом так, что центры 
двух кружков, имеющих общие точки, отдалены друг от друга на рас­
стояние не более чем с/(4п7) (в данном случае с то же, что и при опре­
делении радиуса с/п7 кружков).

Спроектируем стереографически все эти объекты на плоскость, пред- 

полагая, что и кружки и у лежат на нашем простом острове над G'(n) 
(содержащем простой остров Gj ((1 } (л)). Тогда получим, что проекцию 
у можно покрыть спа штук кружками на плоскости (с—новое), так, что 

кружки принадлежат проекции простого острова над G'(n) (следова­
тельно F(w) в них однолистна) и центры кружков, имеющих общие 
точки, находятся на расстоянии меньшем, чем половина радиуса мень­
шего из кружков.

Теперь, применив неравенство (2.7) к любым двум точкам tü2 и 
«2, принадлежащим нашему простому острову Gj м над G' (л), полу­
чим

(w;)|<\F'(w,)i < F'(w])|12^+J,

а взяв вместо wj значение ш։, с учетом (3.17) получим

֊, ֊֊.^ |/r'(a(/(F)id <|/=z(w,)l<
X Лл У Ле

< |Р(а(/(р)))|-12ся,+2 = |Г'(а(/(и))) 12м’ (3.18)

(С—уже различны в различных частях равенств).
Выберем теперь к>2, принадлежащими простому острову над Q, яв­

ляющемуся частью простого острова Gj ((lJ (л) и, одновременно, частью 

простого острова ш (£„) над G(n). Тогда в силу (3.18) и (2.8) полу- 
«я

чим, что для любого w £ w (£J) выполняются неравенства 

|F(w)|<|/>'(«։)|12X*" +։<

<|/7/(а(;(н)))|- 12с'-ЧГ‘’+2-/?'(а(/(р)))|.12* г‘ея՛, (3. 19)

\F> (®)1 > ~12Л+2 IF' (w3)j >

> 1^'(а(/ (Н)))|֊ ГТ,.֊Л.„2 = 1^ (а (j (н)))1 • ֊Л. • (3.20)
1z

Из последних неравенств, учитывия, что w՛ (z) = 1/F' (ш) и 
^7Ча(/(р)->) = A/(h, ' получим (3.1).

Возьмем теперь в cv.. - шении (2.13), записанном для области 
м

W значение а։ равным Ь, а значение а2։ равным с. К полученному 
соотношению применим неравенства (3.19) и (3.20) с W, равным Ь. По­
лучим соотношение (3.2), чем и завершается доказательство обобщенной 
теоремы 2.
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§ 4. Доказательство теорем 1—4

Выведем теорему 1 из обобщенной теоремы 1. Вместо области £ 
теперь у нас фигурируют круги |z| < г, S (К) = А (г),

А = £(г), Ф = Ф(г), £*  = £*(г).

Пусть <р(г)< Л13(г)- Выберем для таких <р(г) число п = п(г), удов­
летворяющим условию

{*■„  К\, К,, /fj} п (п _«£ <р (г) < 12ш։х {К4, к\. К,. *'}  -(я (п +1)

Вспомним известную оценку (см. [1], гл. XIII)

Т- 
£.(г)С[Д (z-)J , г — оо, г£ £, (4.2)

где е = const > 0.

Выберем еще здесь е < —- н применим (4.2) к обобщенной теореме 1. 
Л

С учетом (4.1) получим, что пункты a), b), с), е), f) теоремы 1 спра­

ведливы для областей £*  и их числа Ф (г) (вместо £*(г)  и Ф (г)), а 
вместо пункта d) выполняется

^^(ЕИОХ^.М^гЛ172^). 
* =1

Из того, что для величины Ф(г) выполняется а)
следует, что колиечство областей £к(г), для которых выполняется нера­
венство

, 7 р /ЛК *11  1па? (г)г ( *( })> Л1/1(е)

не больше, чем А (г)1{Ки 1п’ ? (г))), т. е. является величиной о [А (г)].
Так что если обозначим через Ф(г) количество тех областей Еь(г) £

£ {Ек (г)}* для которых выполняется 

։'l£։W)< ЛИ( (<-Ж го

т. е. выполняется пункт И) теоремы 1, то будем иметь для таких 
Ф(г) и £*(г)  пункты а), Ь), И), е), I) теоремы 1. Пункт с) вытекает

из пункта с) для областей £*  (г) и того, что в силу |Ф (г) — Ф(г)| =
Д • ♦՛('■) ~

= о [А (г)] и Ь) величины У, по (г, а/) взятые для О £*(г)  и для 
Д=1 Л=1

*(') п
и Ек(г) отличаются на величину порядка о [Л (г)]. Тем самым, тео- 

а=1
рема 1 доказана при условии <р (г) <^Д1/3 (г), г > г0. Остается заметить, 
что все пункты теоремы 1 верны также при нарушении условия 
?(г)<-4’,3(г).
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Доказательство теоремы 2 вытекает из обобщенной теоремы 2, если 
в ней к величине Д = 1»(г) применить оценку (4.2), а для заданной 
■функции ф(/֊) число п=л(г) определить из условия

12* ‘еИ (г> < <р (г) < 12**'  (4.3)

(тем самым устанавливаются соотношения (1-9) и (1.10)) и далее 
•оценку Ф<а» (г) проводить теми же рассуждениями, какие приводятся при 
выводе оценки (1.1) теоремы 1.

Даказательство теоремы 3. Из условия (4.3) следует, что 

----1, при г>г0, так что вместо областей £>=£)(г)с 
1п!п?(г) п(г) 
диаметрами ~— мы можем взять области Для них выполняется 

п
։(в силу определения контрольного набора) 

|п0(г, Ог)- Д(г)| = о(Л(г)), г —со, г^Е.

Из (3.15) и последнего соотношения следует теперь, с учетом связи 
между ф(г) и п(г), соотношение (1-12), чем и завершается доказатель­
ство теоремы 3.
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G. A. BARSEGIAN. The property of comparability of derivatiye*  of meromorphli 
fuactlont. and of the Dtetence Bitweeu a-Polnte (summary)

In the paper new regularity which we call the property of comparability of the 
derivatives of meromerhphic in C functions ur(z) is established. Thos we apply to show 
-that the values of - |w'(z)| on the set of “good“ a-points and 6-points are compa- 
•rable.
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М. Г. ГРИГОРЯН

О СХОДИМОСТИ В МЕТРИКЕ L* И ПОЧТИ ВСЮДУ 
РЯДОВ ФУРЬЕ И О КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ 

СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

§ 1. Введение

Широко известна следующая
Теорема А. (Н. Н. Лузин [1]). Для любой почти всюду конеч­

ной на [0, 1] измеримой функции f(x) и для каждого е>0 существуют 
измеримое множество Е с мерой |Е| > 1—е и непрерывная на [0, 1]՜ 
функция, Я(х)> совпадающая с f(x) на Е.

Эта идея Лузина об исправлении функций с целью улучшения ее 
свойств получила в дальнейшем большое развитие. Здесь фундаменталь­
ные результаты были получены Д. Е. Меньшовым (см. [2], [3]).

Теорема В (Д. Е. Меньшов). Пусть f(x)—измеримая функция,, 
конечная почти всюду на [0, 2п]. Каково бы ни было е>0 можно оп­
ределить непрерывную функцию g(x), совпадающую с f(x) на некото­
ром множестве Е, |Е| > 2п—е и такую, что ее ряд Фурье сходится։ 
равномерно на [0, 2л].

Теорема С (Д. Е. Меньшов). Пусть Р —любое совершенное 
нигде не плотное множество на [0, 2 к]. Тогда для любой /(х) £ £[0,2 к 
можно найти такую функцию #(х)££[0, 2it], что g(x)=/(x) на Р и 
ее ряд Фурье сходится почти всюду.

В связи с этим в 1964 г. П. Л. Ульянов [4] поставил вопрос: 
нельзя ли исправленную функцию g(x) выбрать так, чтобы последова­
тельность коэффициентов Фурье по тригонометрической системе

|a#(g)> bk(g)}£lp при некотором р^>0?

Он высказал предположение, что случай р — 1 невозможен. Решение 
гипотезы П. Л. Ульянова было получено И. Кацнельсоном [5] в 1976 г., 
а в 1977 г. А. М. Олевский [6] установил, что существует функция 
go(x) £ С[0, 2к] такая, что для любой функции f (х) £ L [0, 2 я] с мерой 
|х£[0, 2к], /(г) — ^о(х)) |>0 последовательность коэффициентов

{«*(/), 6*(/| £ 1Р при всех (0,2).
В настоящей работе доказывается

Теорема 1. Для любого е>0 существует измеримое множество- 
££[0, 2 х], с |£’|^>2it —е такое, что для любой функции 
/(z(££[0, 2к] можно найти функцию £(х)££[0, 2«], g(x) = /(х) на 
Е и такую, что последовательность коэффициентов Фурье функ­
ции g(x)

{с*(#)}€ 1р для всех р>2.
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Спрашивается, можно ли в теореме 1 обеспечить также сходимость 
почти всюду или сходимость в метрике IA Оказывается, что поставлен­
ный вопрос имеет положительный ответ. Более того, справедлива

Теорема 2. Для каждого е>0 существует измеримое множество
Ес [0, с |£| >2к — ® такое, что для любой, функции f(x)^ 

[0, 2«) можнр найти функцию £(х)££[0, 2к], g(x)—/(х) на Е,

2х
[I# (*)—/(x)i </*<• 

о
и такую, что ее ряд Фурье сходится в метрике D и почти 
всюду на [0,2 к] и последовательность коэффициентов Фурье

1с*й)1Г=-- € 1Р Аля всех р>2.

Отметим, что этой теоремой дается положительный ответ на сле­
дующий вопрос 3. Чисельского: можно ли для любого в > 0 исправлен­
ную функцию g(x) выбрать так, чтобы

h
J ltf(x) — /(x|rfx<»? 

о

Введем некоторые обозначения. Характеристическую функцию множества 
£ будем обозначать через Разобьем сегмент [0, 2п] на 2’ рав­
ных частей и обозночим эти отрезки через

Д("’, 0<т<2’.

[n-ую частичную сумму ряда Фурье функции / (х) будем обозначать 
через 5„(х, /):

§ 2. Доказательства основных лемм

Лемма 1. Для любых чисел 7 =И= 0; 0<е, <1; 0<80<^1; Мо и 

для любого интервала [а, 6]= Д с[0,2 «] вида Д, существуют функция 
й(х), измеримы множества С, £с[0, 2 к] и полином Р(х) вида

/>(*) = £ а* е'*', 
М ,< |*|< М

удовлетворяющие условиям
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

Ъ х£ЕпД „
= . |Е|>2к —в0>

О, х £ д
а«

,6 0.

О

2«

Е !аГ-|<е0, ;С|>2к֊8о|Д|. 
.Иг< 1*| < м

I У а* е 
М, < |*/< т

а*е

с0|7| 
«о

Т) .х^С\Д

с0■= сона!

О

. х е С Л Д

Доказательство. Положим

Очевидно, что 
2* 2х
у/ж(х)</х = 0, Г/т(х)</хв2«. 

о в

Нетрудно видеть, что существует натуральное число •$) такое, что

|уг/,(2--։)е‘“л|<^Л. \п\<М. О)

Возьмем натуральное число N։ > Мо настолько большим, чтобы

й(х) = Т ^(х)А(2*’ х),
где
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а*’ ~ ЛI *’<х)в
2 к /

•Отсюда в силу (3) имеем

Продолжая это рассуждение, мы можем по индукции определить после­
довательности чисел 5|<^֊5’։<- -, М0 <С , функций ((£л1(х)1т-
множеств Ат и полиномов

Р.И- 2 а։.->е‘и,

удовлетворяющих условиям:

I Рт (։ ) - 8т ( х)| . (4)

о

1-Рт|(х) —^л.(х)|<-^’ «ФИ Х$Ат, (5)
4

р с

где
1к

8т(х) = Г^1т^'п-.), а(*т)= А ^(ф-'^х. (7)

б

Выберем натуральные числа ?о, <71 так, чтобы выполнялись следую­
щие неравенства:

<7о>(!1Т^У՜1 (103«՝՜՜՛’ (8)
\ % /

<7 1 __
2 — <Ч4|т!/|Л|+22)-(։+։’, (9)

т-ц9 ^7

_ 1 1
о<1- X 2 '*+։<5(2 + 2л||Д1)՜'. (10)

Положим

Е„, = {х £ [0, 2 к]; 1т (2*>п X) = — /.^1, (П)

(х) = 7-£^пд, (12)

Согласно лемме Д. Е. Меньшова (см. [7], стр. 440), в формули­
ровке которой берется
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[с, </] = Д =- [а, 6], 8 = •
X //с

можно определить измеримое множество бт такое, что

бтсД, |Сд,|>/1-5—/°
| 2 + 2 + ։
\ т

։1п п (/ — х) 

{— х
с/х -С с, 

2____ ’
։ • ։+•

х £ Ст,

(13>

(14>

п =1, 2, • • (с, — сопэ!).

Отсюда и из того, что

Iх) ” -^==- (*) — 7 V т % (*) (см- (!), (7). (12)>

при х £ Ст будем иметь

1& (», Ут)| < —— (с» — сопвО.
°о

Следовательно

аир т ’ + '| £ в1«)в<»-|<^11, х^Сл,. (15)

А/в-1<л</Л« ։Л6п-1<|Л|<л I 10

Определим множества Е, б, функцию ё(х) и полином Р(х) следу­
ющим образом:

и I ։

(16>

С “ Е П < п ^4|я П I (
I т-?, \

Я (х) (17>

т։

где

Я (х) = £ т 2+' Ят (хХ 
т-2.

Р(х)- £ т 2+*рт(х)= а4е'*-։’г (18>

։
а4- т +* а<«), /V. _»< |£| < (18°)
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ЛГ# <С Л^о ---  1, Л/ — А/д.

Очевидно, что (см. (1), (7), (9), (11), (17), (16))

|£| > 2 те — > 8 (л) = 0 вне Д.

В силу (1), (4), (7), (10), (18), (17), имеем

У 1^(*) — г (*)1 < у 1я (х) - 8 (х)| ах +

о *

Из (1), (2), (7), (9), (10), (17), (16) следует

УИх)|Лс= у |^(л)|</х+ £ т 2+\ирх<

д ьг\Е а
АП (О£л։)

_ 1 1
+ |7|- £ к 2*‘-к' •|Д|-|£,| < 

“-4։

<11|!А| [2 + (2 + е).е].<1т -\д|.

Ввиду того, что (см. (1), (7), (18))

У (х) </х=т։ У л (2 Г՞' • х) с1х = т’ | тдх + 

л 4 ^а£т
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(1

Д\£т

т

из (7) для всех 1 получим

X |а(«)|2' 

Мп-К|*|<Мп1<!*|<ЛГт

Т

отсюда и из

АГв<.|*| <М

’ 1

(9), (18°) имеем

т=Чо т^т-1 <\к\<Ыт

Ввиду ТОГО, ЧТО

<(2«|т1/|д| + 2)^ 2 -
/П=?от

£«<х) = ° вне л (см. (7))

при х £ [0, 2я]\
ь 8 1

а—уМк Ь + у|Д| I . <7о</л<<7

будем иметь .1

15.(։. «.«Г֊II. (»)! Лг < ■!]! <■%■ (см. (8», 

-|4| У 4

следовательно

2 при хНо-ЛЯ; 6+^1], (20)
АГт-1<|Л|<л I 2 н | 2 2 ] ՝ ’

Л =/Ут|-1 4֊ !,•••, Л/т.

Из (1), (2),. (6), (10), (11), (13) и (16) следует

|С|>2к֊г0|д|.

Теперь проверим выполнение условий 5) и 6) леммы 1. Пусть
и [Мо, М], тогда для некоторого натурального т0 6 [Чо, ?] имеем

2 «.“«=”£’ £ф+ 2 (21)
■Мо < 1*1 < п т~.ц0 7^. < |*| < Л

т
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Отсюда и из (1), (2), (5), (7), (10), (13), (15), (16), (20), при 
G получим

< |*. < * ’ /П»^О

+ у, 2" \gm (х)\ + I s “• ®*х I <
т^д. |

1 1

<֊ + ֊4lil| S т + ֊]Мх)<

2 2 I т-д. °о J

֊o!1J . X 6 G П △

<; ; св = const.
6о> х 6 С\Д

Учитывая соотношения (1), (2), (4), (7), (10), (19), (21) имеем

?к ___1_ >ж
Г Е а*е‘Х dx< £ т ’+< С |Pm(x)-gm (х)| dx 4֊

J М* < /ЛI < п »«7. J
о •

+ тЛ'( J [а(лт։,]2У +

____1_2к 1
+ 2 m 3 + 11 I lgmWI^<-֊-+4ma 2+’|1|]/}д[-т- 

m =q» J *

+ £ 111՞։ ?+‘1 / /тЛс+ У Т^=-|< 

՛ Р пл У т
ст (IЛ &\Ет

<•+111 £ ( /т|Д||Ет|+-^1)т 2+*< ОД |Д|.

т-д, \ V ТП /

Лемма 1 доказана.
2х

Лемма 2. Для любой, функции /(х)^ £ [0, 2 «],. |/(х)( < 1 и

о
Аля любых чисел 0<^в^1, 1\/0^>2 существуют функция (х) 6
££[0, 2«], множества С, [0, 2к] и иолинам. Р(х) вида

р(х)= Е с»е1^ • 
ЛГ.< |-| < К

удовлетворяющие условиям

= х^£, |£)>2к — ։,
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2 2«

2к 2х

։«1<я

гаах 
л֊.«.<-лг 1*1 <л

о

Д1/(х
/ +». хеа

// 1/(х)| <1х

У |/(х)|</х, В=сопз1.

Доказательство. Возьмем ступенчатую функцию 

?(*) = £ Т, *д,(Д’ имеет вид Ал**)

такую, что

(24)
о 

где

е0 = пйп

о

!/(х)|</х. (25)

Пусть

(26)

Очевидно, что

о

О

О

ЛГ.< |*|<ЛГ

Зе(
~2 (27)

Последовательным применением леммы 1 можно определить функции 

3-, (х)> множества Еу, С,; 1 О < е0 и полиномы Ру (х)

Л(х)= 2 а(,)е^, ^0<М<---<М։>
М-1 < |Л| < м “* е •’

которые удовлетворяют условиям

8.
о, х(А, 2

2«

(28)

(29)
4’

о
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]к(х)1^<4|тЛД|, 

о

(30)

шах
< л < уу, 

о
<|А| < л

31)

шах
М-1 < п < М

I 2I М-1<,

2
М-к ,л| < №>

с° 17’1
Л Л,

-^+г՛ хео,\д,,

|С,1>2«-8.|Д,1,

ь.мР+ч "о

Положим
Я, = [ х 6 [0, 2 «], |Л(Х) - г, (*)1 < •

П (6,ЛЯ,)лЕлЯ0,

#(*)=/(*) — (?(*) — ?(■«]). $(*)=£ 8ЛЛ

— 2 с4е։‘х,
д/0 < И

(32)

(33

(34)

(35>

(36)

(37)

(38)

2

сРо1**

где
с*=с*)» при Л,_։ < |£| •< ТУ,, Л = 7У,։.

В силу (29) и (35) имеем

(39

ео
2’

< 1՜ 1Л(х)֊^(х)1^<4-֊ 

4 4

Отсюда вытекает, что

|В,1>2.-Ал [0, 2*]\Я,).

Очевидно, что (см. (27), (33), (35), (36))

|Е|>2«֊в, |б|>2к — I/ («У 4х.

Из (24) —(30), (34), (37), (39) вытекает, что (х #х)=/(х). ( Е,
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։« 2«
||я(х)|«/х<4 [|/(х)|Лс, 

О О

|Р(х)-г(х)|*х<в. 2 |с/+*<։.

Пусть «£[/4). ЛП> тогда для некоторого у,<;у0 Л',,-1 < п М 
из (38) имеем

2 с*е'*х= 2 А (х)+• и с^Ме“-». (38)
ЛГ0<|Л|<л ,-։ ЛЛч-։<Н<п

Отсюда и из (28), (30), (34), при X 6 О будем иметь

2 ф’е«'
М,- 1 < 1Л| ч п

£ с*е'*х
ЛГ, < |Л| < я

+ 21М*)/ +

1/(х)|</х

Учитывая соотношения (24)—(31), (38) получим

В|/(х)|

2 с 2с
+ 2 |’к(х)|</х+ (’

■<—1Л и
о о

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть е > 0, если обозначим 

через
Л(х),/»(х),---,/л(х),---. (39)

последовательность тригонометрических полиномов с рациональными 
коэффициентами и последовательно применим лемму 2 можно найти пос­

ледовательности функций (х)}Г-1. множеств [£'а). {С*) и полиномов 

Р*(х) вида

Л(х)= 2 с?>е“*, 1<ЛГ0<^։<”-<^.
№-1 < |Л. <М,

которые удовлетворяют условиям

;,(х)=Л(х),х6Рх. |^|>2к-֊։+1 . (40).

6—199
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< |А|

(41)

(42)

тах

Положим

тах
№-1 < п < Ыа

(43)

(44)

(45)

(46)1Л(х)|</х-

1
1*1 < л

|С,|<2*-

Е = П Е‘- (47)

Я|/,(х)|

Ючевидно, что (см. (40)) |£|>2п—в. Покажем, что множество Е удов- 
.летворяет требованиям теоремы 2. Пусть /(х)^/-[0, 2 «]. Нетрудно ви­
деть, что межно выбрать ^подпоследовательность (/»5 (х)^ из после­
довательности (39) такую, что

■2ж 
Р I
I Д/*ЛХ)—/(*) рх = 0, 6*е“х, (48)

■о
2ж 

е Г* ՛ Е
2«(»+1) 1/‘*(х)|^х 8^-2, (49)

о

Предположим, что уже определены числа /<։ V, <^- • • < функции 
Я/(х)» множества Е], С] и полиномы

Л(х)= и _ «‘/’в"*, М/+։-М.+1>Му«М.+1, (50)
М]-л < |Л| С М]

.•удовлетворяющие условиям

(51)

(52)

£у(х)=/лу(х), =
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о

’» 9о< <?,

У _ 1а^|։+^ < .

М)-к1к\<М) 2

шах У, 
М< |А| < я 
2*

тах ।
М) -1 < л < М]

У, а^> е'*х 
< я

!Су|>2я-2-;+’.

Возьмем функцию <р(х) = /,?(х) и» последовательности (39) такую

в

О

Ввиду того, что (см. (49), (53))

о / = ։
22’’

на (56) вытекает

2«

о о

Положим

X с(?’ V -_ а« в 
М9<|Л|<Л1?

где

а!” = с(’’՝ . Мд = М,_1 < |&| < М, = Мд,

3

(53)

(54)

(55)

(56)

(57) 

что

(58)

(59) .

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

где
Сд — С,^ П />։ Ед — Ечд.

Ввиду того, что (см. (49))



84 М. Г. Григорян

будем иметь
|/>|>2«-2՜'. * >2- (65)

Учитывая соотношения (40)—(51), (53), (58)—(65), получим

(66)*«(*)-/*«(*)• ПРИ х^Еч՝

4х<2~я,

2г
тих С У, е1кх

Мд<п<МчЗ МдС\Ь\<П

(67)

(68)

(69)

'.при X £ Сд,

(70)

(71)

Е
Мд < |А| < Мч

(72)

Ясно, что по индукции определяются последовательности функций 

множеств |£’?|, (С?| и полиномов (Р?(х)|, удовлетворяющих 
условиям (66)—(72) для всех д > 2. Из (67) вытекает

2«
У I \?д (х)!^< го. 
4-1 J 

о

Определим функцию Я (х) и ряд £ с, е«х следующим образом: 

1*1

(73)
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где

8 (*) = Е Яд (*) +/», ( X) #Л. (*) = 2 ь. •
. \ 1*1 <м, )

2 с* е“' Е 6* е‘*х + £ ( 2 _ а?

I* ֊ ' . ч =։\-и,/ <) *; < л։.

6*. при |Л| < Л/,

<։**', при Мд «х 1*1 -С Мд, д >-2

О, в остальных случаях-

(74)

(75)

(76)

Из (48), (66), (73), (74) вытекает #(х) ££[о.։»], я(х) = /(х) на £== П = Ед- 
Пусть п—произвольное натуральное число. Тогда для некоторого нату­
рального числа ?, Мч<п < М'+ь из усолвий (62), (67), (69), (70), 
(74)—(76) следует

т. е. ряд (75) является рядом Фурье функции ё(х) и сходится к ней в 
метрике £*. Теперь докажем, что ряд (75) сходится также почти всюду 
на [0, 2п]. Положим

В = □ п (Ад П Вд П вд). 
т =1 в=я»

(77)

(78)

(79)

В силу (67), (68), (77), (78), имеем 

и?\>2к-2՜’, |В,|>2к-2՜’.

Отсюда и из (71)—(79) следует, что | В | = 2л.

Пусть х £ В, тогда существует натуральное число до такое, что 
-х6АПВ?П 6«, при д >д0.

Пусть, далее, Мд < п < Мч^\, д > д0. Учитывая соотношения 
(70), (74), (75), получим

^пс^-8(х) < [В/(х)-^(х)] +

7=2

2
7=?

2 а<”е4“
Мд < ,А| <П

г,(х) <з-2-’->о.



Из (48), (54), (67), (74) вытекает

Теорема 2 доказана.
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1Г. Գ. ԴՐԻԳՈՐ8ԱՆ. Ինաեգրելի ֆոտնկցիաների Ֆարիերի շարքերի համարյա ամենուրեք ■> /J 
մեարիկայով զուգամիտության և Ֆուրիեի գործակիցների մասին (ամփոփում)

Տանկտցած 8 թվի համար կառուցվում կ չափեյի £Շ2 [0. 2 տ] րազմոլթյուն |£| > 2 X - • է 
այնպիսին, որ յուրաքանչյուր ք (*) € 2(0, 2 «I ֆունկցիայի համար հնարավոր յինի գտնել 
Շ-ի վք Հ(*)֊ին հավասար արժեքներ ընդունող Տ (*) € Լթշ „յ ֆունկցիա, սրի Ֆոլրիեի 
չարքը համարյա ամենուրեք և Լ՝ մետրիկայով զուգամիտի և Ֆոլրիեի գործակիցների հա֊ 
չսրգականսւթյունը {հյ,{ք\Շ2 I րրոլոր թ > 2 համար :

M. G. GRIGORJAN. On the conwergence tn L՝ metric and almoit everywhere of the 
Fourier tarlee and on the Fourier coefficient» of Integrable fund lone (summary)

The following theorem in proved. Theorem. For every a > 0 there exists a mea­
surable set £c[0, 2x], |£| > 2 n— ։ such that for every function /(x)££ exists as 
integrable function g (x), (g)x) = /(x) for x££such that the trigonometric 
Fourier series of g (x) converges almost everywhere end in Z1 metric and

{c* («)) € for •։։ p>2.

2«

2tt J 
о
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. А. АНДРЯН

К ТЕОРИИ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ 
СОСТАВНОГО ТИПА С МЛАДШИМИ ЧЛЕНАМИ

Рассмотрим систему первого порядка вида

^- = А^ + Ви, 
Оу Сх (1)

где А и В—действительные постоянные матрицы порядка п, и= (ц1։
ип)—искомая вектор-функция. Предположим, что собственные значения 

л„ матрицы А различны и Л/ = /, т (1т к; < 0, к2т+1,

Характеристическое уравнение, соответствующее системе (1), 
имеет вид

det(k/- Др-В) =0, (2)

где р = ст-рт—комплексный параметр, а I—единичная матрица. Для 
корня Лу(р) уравнения (2) имеем представление [1]

>7 (Р) = Р (Ь + S САР՜’) . И » 1. (3)
\ tail /

Из (3) вытекает, что существуют полуплоскости Rep<a и Rep>6, 
вне которых корни Ai(p),..., Лп(р) различны и следовательно аналитичны.

В работе при помощи двустороннего преобразования Фурье-Лапласа 
{2] в полуплоскости я+ =։ {(х, д) |х £ R, и полосе D = {х։у)|х£
£/?, 0 у <Z 1) для системы (1) изучаются различные граничные за­

дачи.

§ 1. Граничная задача в полуплоскости

Пусть а, Р, а£/?. Введем классы функций

^,з(г. + ) = { ц(х, у)
у>о 

»6 1«. Ւ1

н?.* (/?) = {«(*) m .
sup У I exp (— ax) Dx uj, < co >

A",(2) = F{p, y)| sup exp (— ap)J(l -֊ |p|)m F(p, y)\t<_ °° ' 
у > о

»6 [«. Я
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где F(p, у) аналитична в полосе Д : к Rep р, р — а 4- если же 
F(p, у) не зависит от у, то соответствующее пространство обозна­
чим через Ат (й).

Через lj(p) обозначим собственный вектор матрицы Ар-\-В, соответ­
ствующий собственному значению hj(p). Из (3) вытекает, что аналити­
ческая вектор-функция lj(P) представляется в виде

Ь(р) р (ч + • IpI > 1.

где aj—собственный вектор матрицы А, соответствующий собственному՜

значению Ху. Пусть и £ НИ'э — решение системы (1), а и (р, у) = 
=< и (х, у), ехр (— рх)>—его образ Лапласа [2]. Из (1) имеем следую­
щее представление:

« (Р> В) = Д #/р) (exp (Ху (р)у) lj (р), а < Rep < р, (1Д)

где gj(p)—произвольные аналитические функции.
Имеет место
Лемма 1. В представлении (1.1) функции g։(p), ...,g2m(p) равны 

тождественно нулю.
Доказательство. В силу равенства Парсеваля преобразование 

Лапласа устанавливает изоморфизм между пространствами и 
Л«. Отсюда и из линейной независимости лекторов Ц(р),---, I, (р)< 
вытекает, что (р)е хр (Ху (р)у)£Атч, поэтому

I (1 + |pl)" +1gj (р) ехр (Х; (р) < cte exp (ay) У/у > 0.

Согласно лемме Фату, устремляя у->(И, получим J(1 4֊ \p/n+lg, (p)l^< 
■C cte, т. e. gj(p)£ Am+r Из представления (3) вытекает существова­
ние чисел 7 > 0 и 8 0 таких, что для j < m

J (1 + W)’(m+I,|^(p)l։ dr < Cte exp (-8-p),

что приводит, ввиду аналитичности gj(p), к gy(p) = 0, m-.
Точно также устанавливается, что g„.+1 (р), • - •, gin (р) = 0. Лемма 
доказана.

Пусть a(zR такое, что ЛеХу(р)<а, y>2m+l, a /V=|։։m+lr 
>•••. «4

Граничная задача А. Требуется найти решение си­
стемы (1), удовлетворяющее граничному условию

Ми(х, 0)=/(х) в /£>(/?), (1.2>

где М — постоянная матрица размерности (п. — 2 m, п), а / = (Д, • • •, 
/я-։ т) € и (Я). Справедлива следущая
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Теорема 1. Существуют числа я и ° (я<^£) такие, что для 
.корректности задачи А необходимо и достаточно, чтобы det MN=£0. 
имеет место оценка

(13)

Доказательство. Подставим и (р, у) и3 (1.1) в (1.2). Так как 
|exp(>./(p)jy)Kcte, у£[0, 1], то в силу теоремы Лебега о предель­
ном переходе под знаком интеграла и равенства Парсеваля, получим

M(p)g(p) = ?(p), «< Rep< Р, (1.4)

где / (р) = < f (х), exp (- рх), g (р) = (g2 m+J (р), • • •, gn (р)), М (р) = 
= р-МЛ/ 4- D + о (1), |р| '»I, D— вполне определенная постоянная 
матрица. Пусть det MN^Q. Тогда det М(р) = с-рп~2т о(рп~1т), 
где c = det MN. Выбирая я и Р мы добьемся того, что det Л/(р)^=0, 
р£2. Отсюда для элементов М1\р) обратной матрицы (р) имеем 

оценку \Mit (р| < cte |р|. Из (1.4) имеем g(p)= Л/-1(р)/(р)^ Д, (2).

Очевидно соответствующее решение и£До(2) и справедлива оценка 
.(1.3).

Пусть теперь detAf?V=O. Тогда, приводя матрицу MN к тра­
пецеидальному виду нетрудно заметить, что либо система (1.4) не 
имеет решения, либо некоторые из компонент g(p) принадлежат 
А (2)/ но не принадлежат Л, (2). А это приводит к тому, что 

«Т (2).
Замечание. Из вышеизложенного вытекает, что для корректно- 

■ сти задачи Коши в классах необходимо, чтобы собственные зна­
чения матрицы А были вещественны. Обратное не всегда верно. Дей- 

/ д д \2
-ствительно, легко проверить, что для оператора £-1=1------------ ) —

\ду дх/
„ тг г (д д\2— к корректна задача Коши, а для оператора L։= (------------ I —

\ду дх/
д

— — — задача Дирихле. 
дх

§ 2. Смешанная граничная задача

Введем классы функций

Н*₽ (Л±) = 1/1 / € НГ ₽ (R). зирр7<= ) •

Пусть Ми М2— матрицы размерности (п — 2 т, п) такие, что 
■де1М^^0, detЛf,^=/=O.

Граничная задача В. Требуется найти решение и(х, у) си­
стемы (1), принадлежащее классу Н°՝$ и удовлетворяющее граничным 
условиям •
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Mtu(x, 0) = Ar (x) в /4°, ? (/?+),
(2.1)

M3u(x, 0) ■= А- (х) в //«, р(Л_),

где h±€HH.?(R±) — заданные вектор-функции.
Перепишем (2.1) в следующем виде:

Мги = Л+ + Мги = Л_ + /+, (2.2)

где /± (Я±) — неизвестные вектор-функции. Переходя в (2.2) к

образам Лапласа и подставляя и (р, д) из (J.1) (?1 =■■■=«,„= 0), 
получим

Мх(р) g (р) = Л+ (р) + 7- (р)> (р) g (р) = А- (р) Н֊ /+ (р), (2.3)՛

где Mt (р) = рМ^ N + Dx + о(1), Mi(p) — pMtN -г Dt 4- о(1), g(p)~ 
= 8д(р))-

Выберем а и ₽ так, чтобы det Mt (р) / 0, det Mt (р) =/= 0 у р £ 2.
Исключая g(p) из (2.3), получим следующую задачу сопряжения:

7- (р) = К(р)7+ (р) + F (р), Р С 2, (2.4)

где К (р) =МХ (p) Mi'(p), F(p) = Mt (р) М՜^ (р) Л_(р) —А+(р)£
€ Н° ₽(/?), |tf(p)l<cte.

Пусть А (р) — некоторая невырожденная в Полосе a<^Rep<^^ 
матрица с элементами Aij(p), непрерывными в ней, включая точку р=оо.

Определение. Правой канонической факторизацией матрицы XI (р) 
называется представление её в виде

A(p) = A-(p)D(p)A+(p) (2.5)

с диагональной матрицей £>(р)= j [(p — p0)/(p — P1)J Л , Re р0 > р, 

Repine, где х, ?՝> ха^>--• х„— целые числа, а А+(р)—квадратные 
матрицы порядка п, допускающее аналитические продолжения, соот­
ветственно, в области Re р а и Re р<^ р, причем det А+(р) =/=0(Re р^>а), 
det А-(р) =/=0 (Re р Р), sup |Д+(р)|cte. Имеет место

Лемма 2. Матрица К.(р) в (2.4) допускает правую каноническую 
факторизацию.

р —plДоказательство. Дробно-линейное преобразование t = -------
P-Pt

отображает полуплоскость Rep^>a в круг С։^0- При этом полупло՜ 
-скость Re р > Р отображается в круг С։, касающийся окружности 60 
и содержащий точку 0. Очевидно функции det Мх (р) и det Mt (р) в 
области Rep > а имеют конечное число нулей, которые обозначим’ 
соответственно, через рп,—, р։ *, и рц,"", Pj*,. .Тем самым функ­
ция det/T(p) имеет в точках рц,-՛-, pt*. полюсы, а в точках

Ра*,—нули. Их кратности обозначим, соответственно, через 
mki и г։,՛ • •, г>։. Образы точек р։։,-• •, р2։ обозначим через 

,։>•••, Рассмотрим матрицу Л^(^) = (^ — Л,) й • • • (<—h *,У‘։^(а (0)<
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‘Р'—Рогде »(/)= ’ <7ъ •, такие, что в точках <п, —, £։ ։ элемен-

ты Л/(7) аналитичны. Таким образом, функция (1е1/У(7) в области Сх 
аналитична и имеет нули 6 *,> 7։*, с кратностями
пд։— /п։,---, пдк՝ — тк, г>։- Согласно работе [3] матрица Л^) 
допускает факторизацию вида

(2.6)
где М* (I) аналитичны и ограничены, соответственно, внутри и вне круга

{О 1Я
1 (

I о?*!։ — диагональная матрица, при этом
Л *| *•
Е »? ՝= Е 4- у г.. Заметим, что из процедуры построения
7-1 7 )- I '

факторизации (2.6) вытекает, что матрица А/-(О и действительности 
аналитична вне круга С2. Таким образом, для матрицы К(а^)) будем 
иметь

2С(«(0) = а:֊(0<о1(0К1.(0,
•где

к (։)-(—V1 ■■■(——У"(0. *+ (0 = л+ (0. (0 =

= Н ' 8/*1՞. «У = *7~ £ <?/• £ »/ = £ Г1~ ЕтГ 
/—1 /—1 у—I

Возвращаясь к переменной р, мы получим утверждение леммы.
Пользуясь леммой нетрудно доказать, что
Теорема 2. Задача, сопряжения (2.4) является нетеровой, её ин­

декс равен

* = £ */ = ^-[аггае1/С(р)]кер = ։. 
/-1 2«

Далее, подставляя решение /+ (р) или /_ (р) зад։чи сопряжения
(2.4) в (2.3), мы найдем вектор-функцию £ (р) ֊= (,?2 т+1, ՛ ՛'. £Л ), а за 
тем и и(х, у).

Тем самым получена .
Теорема 3. Граничная задача В является нетеровой.

§ 3. Граничная задача в полосе

Введем классы функций

К? >(£>) = м (х, р)| аир
₽]

О < у < 1

2 ։ехр(-сх)Д^и։£><оо 

у-0

Пусть /Л — номера строк, реализующих базисный минор
матрицы |2։,---, аст|, а /яч!,-”. /л—матрицы |։т+ !,•••, ая|.

Граничная задача С. Требуется найти решение и^/7«,₽(Р) 
«системы (1), удовлетворяющее граничным условиям
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U4 (*. °) = / A (*)• k = m + 1։' ։ '• n' 

uJk(x, 1) = /։(х), к — 1,- m, 

где Jjk € H*, j (/?), к = !,•••, n.
Поступая так же как и в § 1 относительно неизвестных функций 

g\ (₽)•• ‘ gn (₽)> получим систему

£ gj (р) в" (р) =f Jk (Р)> Е gj (Р) б* (Р) е*Р (>֊/ (р)) = (р),
j-1 J-1

{к = т + 1, • • •» л) (к = !,•••, т)
матрицу которой обозначим через L(p).

Используя теорему Лапласа об определителях нетрудно показать,, 
что существуют числа а и 0 такие, что функция detL(p) в полосе- 
а < Rep О не обращается в нуль, а элементы L1՛ (р) матрицы L՜1 (р), 
обратной к L (р), удовлетворяют оценкам

\LlJ (p)l < cte/lpl, \Lli(рЯ < ֊ (1 + lexp Ху(р)|>- «.
Ipl

(/ = 2m +I,- -, л) 2т)
Теперь нетрудно доказать, что справедлива
Теорема 4. Существуют числа а и 0 такие, цто граничная задача: 

С имеет решение и притом единственное, при этом

Ц < cte B/I
Wa0.?(D)

Ереванский политехнический
институт Поступила 16. VI. 1989'
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