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հմրադրռթյոլնր խնդրո,մ I այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա

կէ/ Հա/կական IIՍՀ դիտռթ/ունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա 'Մաթեմատիկա» ամ- 
I ադրոէմ, հաշվի աոնե/ հետևյա/ կանոնները'

I. Հոդվածների ծավայր, որպես կանոն, շպետք կ դերադանցի մեկ տպադրական մամուլր 
(այսինքն ո, ավելի քան տեքստի 2հ մեքենագրված կշ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա. 
յր' ոլ ավելի քան 5—fi մեքենադրված (քւ

Մեկ տպադրական մամոլ/ր դերաղանցոդ ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա. 
րակման րացաոիկ դեպքերս,մ' խմըադրական կոշեդիաշի հատո,կ որոշմամր,

ք. Հոդվածները պետք I ներկայացվեն դրամեքենագրված, երկու սրինակով։ Ռուսերեն 
/հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրամեշտ ( կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
I ռուսերեն լեդուներով,

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվե/ 
՝*տմ ա պատասխան /եււվովւ

3. Ս եծատտո չւստինական տաոերր, որոնք մ իանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք Լ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում.

Հունական տաոերր պետք է րնդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա-, 
տիտով, իսկ կուրսիվ տաոերր րնդգծվեն ալիքաձև դծովւ

4. Գծագրերր ներկա լացվում են աոանձին էյերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեգր տեքստում էշի ձախ մասում.

5. Գրականությռնր տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
Նշվում է, հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարա կչուք} յունր, հրատարակ- 
* ան տարեթ ք՚վր, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրր, 
համարը, տարեթ իվը և էջերը.

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում.

Հ • ^րրագրության մամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիշ թե շատ ղգաչի փոփո- 
*սոլթ յոցններր (օրիգինա/ի նկատմամբ) չեն թույ/ատրվում ւ

7. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման մ ամ կետ համ արվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռադրի մեկ օրինակը և 
իւմբագրությունր իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով>

•9. թողվածի վերջում անհրաժ եշտ է նշել այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյայ աշխայրանքըւ

։0Հ Հեդփնակւ) պետ, Լ. ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը.
II. Հևդ],նակներին ուղարկվում կ անվճար նրանց հողվածի 25 աոանձնատ/ պերւ
և.1սադրռ,թյան հասցեն' Երևան, Մարյա/ Բադրամյանի պոդ., H ր, Գիտութ/ունների ակա. 

,եյիա,ի Տեղեկագիր, սերիս. Մաթեմատիկա»,
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ՄաթԼմատիկ- XXV, № 5, 1990 Математика

УДК 517.51

Р. И. ОВСЕПЯН

О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ ХААРА И ЦЕНТРИРОВАННЫХ СИСТЕМ 

НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

Сначала условимся относительно некоторых обозначений и определе
ний, при этом будем исходить из того, что читатель знаком с системой 
Хаара {хп} (см., например, [1]).

Каждой функции Хп естественным образом соотносятся двоичные ин
тервалы Д+ и Д~, на каждом из которых функция Хп является постоян
ной соответствующего знака. В тех случаях, когда это не вызовет недора
зумений, значки ± мы будем опускать.

Определение 1. Вложенную последовательность двоичных ин
тервалов постоянства Л«, функций. 7.П1, 2-|Дя<+11 = назовем цепоч
кой.

Определение 2. Будем говорить, что ряд

2 “л-/« (I )

у довлетворяет 1/-дсловию, 1 < р -С °°» если на Каждой цепочке вы - 
полняется соотношение

Цщ|а., 'Хл^Мл>1=0, 1 < р <«•» (2)

ИтК • Мд’ Ср < 00 ’ Р = °° • <3)

Определение 3. Последовательность функций /п, п I, 
принадлежащих пространству И [0; 1] называется центрированной 
системой, если для любого п и произвольного элемента е а-алгебры 
ап, порожденной функциями /л,’ выполняется равенство,
С - п/п 4х — 0. Последовательность = £ /ь называется мартин՜ 

1 е
галом.

Очевидно, что соотношение, определяющее мартингал, можно 'записать 
и так

бх = |5ЛИ бх Ув€°л>Уп- 

г е
Если /я££։, то система (/Л)Г - будет ортогональной (см. [3] 

стр. 208).

* Լ։- условие равносильно известному условию А. А. Талаляна-^,' Г.'Арутюня
на (см. [2]).
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Будем предполагать еще, что /я непрерывны на [0; I] и 
Класс втих систем в определенном смыеле довольно широк (см. [4], 
[5]). Этот класс будем обозначать через Р.

Через Ф обозначим класс центрированных систем (Тл)1։ З'РлВ։՜։» 
состоящих из таких ступенчатых функций ?Л (на [0; 1]), что для про
извольного л на каждом из интервалов постоянства Ля функции уя ма
тематическое ожидание функции <?„+։ равно нулю. Определения 1 и 2 
для таких систем понимаются естественным образом. Очевидно, что 
система Хаара принадлежит классу Ф.

'Пусть Т — вполне регулярный теплицевокий метод суммирования с 
конечнострочной матрицей. В частном случае, когда элементы матрицы 
неотрицательны, метод называют положительным.

Результаты данной работы относятся к вопросам единственности для 
систем класса Е и систмеы Хаара. Для последней этот круг вопросов 
подробно исследовался рядом зарубежных и советских авторов. Централь
ной здесь является теорема В. А. Скворцова '(см. [6]): если ряд Хаара 
К'1) удовлетворяет Ь1-условию и его Т-средние 1п для какого-нибудь поло
жительного метода удовлетворяют неравенству

Нт (х) </(х)< Нт 6, (х) ух и. с. м. (4)

<г. е. всюду на [0; 1], за исключением, быть может, некоторого подмноже
ства, не более чем счетного), где }—конечная функция, интегрируемая в 
смысле узкого интеграла Данжуа 0 О*), то (1) является рядом Фуръе- 
Данжуа функции

Что же касается переставленных рядов Хаара с /.’֊условием, то здесь- 
известны такие результаты.

Г. М. Мушегян (см. [7]): Даже при наличии сходимости переставлен
ного ряда всюду к конечной функции / класса Ьр У/р 2, он не обязан 
быть рядом Фурье; если же [то результат оказывается по
ложительным и при более слабой сходимости: достаточно, чтобы 
некоторая подпоследовательность 8^ частичных сумм а-пере- 
ставленного ряда сходилась к /(х) всюду и. с. м.

Ранее нами было отмечено (см. [8], стр. 79), что условие

Ух £ [0; 1] и. с. м. 5Я (х) л- оо (5)

гарантирует положительный результат даже в классе О*, лишь бы пере
ставленный ряд Т-суммировался по мере к { £ О* (причем последнее тре
бование нельзя заменить на условие (6) хотя бы I и (£»»)“ были равно
мерно ограниченными).

Первые три результата настоящей работы относятся к системе Хаара.
Теорема 1. Если Т-средние 1яп ^-переставленного ряда Хаара с 

Т'-условием всюду на [0; /] и. с. м. сходятся к ограниченной функции [. 
то это ряд Фурье функции I.

В случае положительности метода Т это утверждение было установ
лено В. А. Скворцовым (см. [6]).

Из третьей теоремы следует, что приведенный выше результат теряет 
силу, если сходимость средних / ’ заменить на условие (6), даже если при 
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этом для ряда (1) выполнено £р-условие при всех р < оо.
Однако справедлива
Теорема 2. Если ряд Хаара (1) удовлетворяет к" -условию (3) 

и для Т-средних а-переставленного ряда выполнено требование

Нт /л (х) -С/(х) -'С֊ Нт (х) Vх и-с. м., (6)>

где {—ограниченная и непрерывная почти всюду функция (или I £ £)м не
прерывна всюду и. с. м.), то (1)—ряд Фурье этой функции.

Отметим, что без требования непрерывности почти всюду (или всю
ду и. с. м.) теорема не верна.

Теорема 2 справедлива для любой системы класса Ф; теорема 1 таж- 
же, если в ней условие (2) чуть усилить:

11т !֊Ь'л5л. ) = 0 на каждой цепочке (^я) (7)

(или же предположить некоторую «равномерность» разбиений в конструк
ции системы <рп).

Следующий результат показывает, что в теореме 2 А “ -условие нель
зя ослабить даже для ^=0.

Теорема 3. Существует ряд Хаара (1), не являющийся рядом 
Фурье, несмотря на выполнение следующих условий:

£|ал-Хл|Г։<~ УРС«'. ¥е>0 (8.)
1

и существует перестановка а ряда (1) такая, что

Vх € [0; Л Н л/ “ (х): •£/ (х) 0- (9)

Что же касается систем (/п)^° класса Е, то оказывается, что условия- 
типа (9) уже достаточно для положительного утверждения. -Более того, 
справедлива

Теорема 4. Если для Т-средних 1ап ряда

2а./.(х) (10)
1 

переставленного в порядке о, выполнено соотношение

11т Гп (х) < 0 < Ит £ у -х и. с. м., (11)

то все ан равны нулю.
Из доказательства легко усматриваются более сильные формулировки.
Отметим, что теорема 4 может иметь место и для полной ортонорми- 

рованной ограниченной системы (трнгометрических полиномов). Кроме 
того, практически любая ортонормированная система содержит подсисте
му, для которой справедливо это утверждение (см. [9]).

Аналогом теоремы 1 для систем (/п) является
Теорема З. Если Т-средние а-переставленного ряда (10) всю

ду на [0; 1] и. с. м. сходятся к ограниченной функции то (.10)—ряд Фу
рье этой функции.



■424 Р. И. Овсепам

Что касается класса конечных суммируемых функций /, то ситуация 
здесь более деликатная: для одних систем класса Е из сходимости пере
ставленного ряда всюду к I следует восстановление коэффициентов, дла 
других это не так.

Доказательство первых двух теорем изложим сразу для систем (фп) 
класса Ф, причем, с целью упрощения индексации, будем считать (без 
ограничения общности), что на всех интервалах постоянства Ап функции 
фп следующая функция фп+1 отлична от тождественного нуля.

Доказательство теоремы 1. Прежде всего заметим, что 
если бы частные суммы 5П ряда

(12)
1

были равномерно ограниченными, то утверждение теоремы 1 было бы вы
полнено. В самом деле: ведь ряд!(12) в таком случае сходился бы в метри
ке к2 и после перестановки о, следовательно, средние тоже сходились 
бы в Ьг, а потому и по мере, причем к самой функции /.

Таким образом, если теорема 1 не верна, то это значит, что для про
извольного существуют номер по и интервал постоянства До,
функции такие, что

5Я,(ДЯ.)>Л (13)

(случай «<—А» рассматривается аналогично).

Как и в работе [6] выберем цепочку Д*о Д* + 1=> • • •, к = п(, на 
которой выполняются соотношения

01п' *ря (Дя) о, уп^>п0. (14)
Из (13) и (14) следует

•$п(Дя) (АЯ(), уп^-п0. (15)
Покажем, что найдутся номер т >>л0 и интервал постоянства 8тс:Дя, 
функции также, что

8/П П Д/п = 05 (^т) Л. (16)
Обратное предположение означало бы

5т(х)</1 ух£Д".\Дп>, Ут>п0, (17)

а это, с учетом (15) и центрированности системы привело бы к 
соотношению

У = I‘$т У У- (5„։(ДЯ.) — А)-|Дя,|, ут>п0, (18)

• '*.*• “я, 4«»\4т
которое, в силу (13), противоречило бы условию (7) или £'-условию, 
если система <ря такова: для любого интервала постоянства Д/ суще
ствует а £ (0; I) такое, что для интервалов постоянства Д/ эД<+1, ле
жащих на Л/, выполнено соотношение• - '

1Дя-ы|: |Д/|<а, I, (19)
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Таким образом, из (13) следует существование интервалов постоянст
ва ДтЛ лежащих на Ля, и удовлетворяющих условиям

'Jm, Л Д|П։ = 0, Л, -Sm, ( Ал։,) > Л. (20)
Теперь, отправляясь от интервалов о,Л, и Д^,, построим новые 

цепочки о» э 8*+1 = • • •; Д*гэ Дй+1= • • • как выше (см. 14)). Ясно, что 
каждый из следующих рядов

£М*(5Д ЕМ.(Д*) (21>
при любом порядке членов будет сходиться к конечному или бесконечно
му пределу, а так как наш Г-метод является вполне регулярным, то 
средние /’ ^-переставленных рядов (21) будут сходиться к тем же преде
лам, которые в силу (20) должны превосходить число А.

Теперь уже ясно, что найдутся номера Nt, nt и интервалы постоянству 
(функции ®Л1)3Я1с:Дя„ Ад.сД^, удовлетворяющие условиям

8Я|ЛДя.-=0; /л-.(йЯ1)>Л, /д',(ДЯ1)>>4; $Я1(д,1։)>Л,5Я|(Дй,)>Л. (22)

Последние два неравенства (как раньше (13)) обеспечивают возмож
ность повторения изложенных рассуждений для (каждого из интервалов 
®л, и Дл > в результате чего получаются четыре новых интервала по
стоянства, удовлетворяющих условиям типа (22) с еще большим чис
лом А.

Очевидно, что повторяя эту процедуру бесконечное число раз, мы по
лучим некоторое множество континуальной мощности, в точках которого 
выполняется соотношение

lim &(х) = ос,
N 

противоречащее условию теоремы 1.
Доказательство теоремы 2. Пусть/—эграниченахя и на

рывная почти всюду функция. Допустим сначала, что частные суммы S,, 
ряда (12) равномерно ограничены. Тогда '(12) является рядом Фурье не
которой функции ф'(х) и сходится к ней почти всюду (см., например, [4}). 
Теперь убедимся в том, что если на каком-либо интервале постоянства 
Дп, выполнено неравенство (13), то на ДЯо найдется множество конти 
нуальной мощности, в точках которого ряд (12) сходится абсолютно и его՝ 
сумма превосходит А.

Выберем цепочку (Дп) с условием (14). Это условие вместе с предпо
ложением о равномерной ограниченности частных сумм ряда (12) гаран
тирует сходимость ряда

(23)

Может случиться, что для некоторого е0> 0, начиная с некоторого 
т0 > по, накаждом интервале постоянства rn> п, л i
полняется неравенство

ео- (2*
Предположим, что т0 велико настолько, что

S агъ(дл)<4- (»>
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Учитывая центрированность системы (<fn)> получим

откуда следует неравенство
|А„| >|Ат.\Д»1 Vm >-«’»■ (26)

Следовательно, <|Дж'^0 и >0. Ясно, что ряд (12) сходится
Л,
П

на множестве П Ая и сумма его превосходит А.

Остается рассмотреть случай, когда яе существует чиела с 
условием (24), г. е. когда для проиэвольиого ։>0 существует 
Аж,с Дт,_1\ А«,, т0>п», на котором

К. Гж. <М <*•

Если » достаточно мало, то в силу (137, <И) и (27) получим

•МД..)>А ֊W>A V^tlno; mJ; 5т(ПЛ,. = 0.

(27)

(2в)

Теперь надо повторить всю процедуру для каждого из интерва
лов Дж„ &«,. Если для одного иэ этих интервалов процесс оборвется, 
то утверждение об абсолютной сходимости будет установлено. В против
ном случае, мы получим для нового произвольно малого е четыре интерва
ла постоянства, удовлетворяющих соотношениям типа (28).

Ясно, что лродолжая этот процесс, мы или на каком-нибудь конечном 
шаге или через счетное количество таких процедур получим некоторое 
континуальное множество, в точках которого ряд (12) сходится абсолют
но и сумма его больше, чем А.

Пусть £ обозначает множество тех точек, в которых ряд (12) сходит
ся абсолютно. На основании вышеизложенного и условия (6) получим, 
что ряд (12) сходится к функции j всюду на Е и. с. м. Если допустить, что 
сумма ф(х) ряда (12) отлична от f (х) на каком-либо множестве положи
тельной меры, то найдется точка хо, в которой f непрерывна и отлична от 
ф (пусть для определенности ф (х0) >/ (х0)).

Нетрудно убедиться в том, что для произвольного е^>0 найдет
ся интервал постоянства Ад, ) х0, на котором колебание функции / не 
превосходит я и еще

5я.(Дя.)>ф(х,)֊е. (29)

Но так как на множестве Е f] Дя, существует подмножество конти՜ 
нуальной мощности, в толках которого в силу (29) сумма ряда не 
меньше, чем ф (.г0)— г, то ясно, что при достаточно малом е все это 
приводит к противоречию. Следовательно, в рассматриваемом случае 
(Sup 15я0и ос) 'И(х)=/(х) п. в. и теорема доказана.

Если же предположить, что hm|S„|_ = oo, то для произвольного 
j4>Sup |Дх)| найдется интервал постоянства с условием (13). 
Теперь надо выбрать цепочку (Ал) с условием (14). Ясно, что для ря
да (23) есть две возможности: сходиться к конечному пределу или к 
бесконечности. В первом случае, рассуждая как выше и учитывая ус
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ловие (6) и предложение А Sup\f (х),, получим: для произвольного 
։ > 0 найдется интервал постоянства функции такой, что

т» > по, 8/п, П ֊т, = 0; !аж,- ?«. (8т.)| < *. (30^

Отсюда следует, что прн достаточно малом е будут выполняться со
отношения (20).

Теперь, отправляясь от интервалов 8«, и Ал,,, построим цепочки 
(8J, (А,), удовлетворяющие условиям

а/'М-М >°> аг<р,(8։)>0 у /> т0. (31 >

Из (20) и (31) следует

51(А|)>5ЯЦ(АЖ.)>Д; 5/(։<)>5(И։(8Я։)>Л yf>m0. (32).

Пусть для каждого фиксированного ։ число /(/) обозначает мак
симальный индекс слагаемых входящих в г’-ую частную ;сумму 
Л’ а-переставленного ряда.

Очевидно, что из условий (13), (14), (30)—(32) следует суще
ствование чисел /д = 4(г>о)> (о=4(лц>) таких, что

$ (bj и ) > A i0, Si (Зу (о) > A (/.)сДу (/,-!։)•• (33)՛

Допустим, что множества Л Ал. П 8* непустые. Тогда ж
*-/«,։ *-ди

силу соотношений (33) о-переставленный ряд будет сходиться на этих 
множествах к сумме, превосходящей число А.

Теперь заметим, что случай, когда ряд (23) сходится к бесконечности, 
рассматривается аналогично, только вместо неравенства (30) надо поль
зоваться £ „-условием, в результате чего опять будут выполнены соотно
шения типа (31)—<(33) и еще

•Зг(Д;и.))>2-4. 5/1։(8у(/,))>2-Л. (34)

Следующий этап рассуждений таков: вышеизложенную процедуру 
повторяем для интервалов А^^։, 8у (1^, в результате чего появятся 
четыре интервала с соотношениями типа (33), (34).

Нетрудно убедиться в том, что повторив эту процедуру счетное число֊ 
раз (аккуратно манипулируя числами е из (30) и Л из (33), (34)), мы 
получим некоторое множество, континуальной мощности, в точках которо- 
го-0-переставленный ряд 'СХОДиТСя ՝и֊'суййа' его " превосходит "число՛ Sup. 
I)^,£Я^го,°& сйА}Я^^Ои'рё1у1^рн6с4церассматриваемых1 методов,' про-

ТажИм^бр^зсйл.^ео^йга' 2ндо'КаЗй'иа Для՛ 'того9 случая, ^когда f — огра
ниченная и непрерывная по^и всюду ^ункция.г^

Теперь заметим, 'что՝՝требование непрерыйнрсти почти всюду являет-

Фурье-Хаара которой после под-

;им-

ся существенным. В самом деде, как показал
с/1ц%'стёует й^՝пре^ьгвная'։։&унК'Ция°'ф, ряд ..
хЬДя1§ёй.°пе^еСТан%вКи՝ неог^айичейнр' ‘расходится ипочти всюду (точнее 
кВОДбй "£о4йе, ^лзР^ЙЬрВйа&Зялго& 'р!д не является՛ абсолютно ёходяши 
ей),0 причем0 Чййййскедовательнос^ь ՛ 5' равномерно “сходитсй.

к функции ф. Остается заметить, что между нижним и верхним предела-

точнее, в
XldHT'jCH
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::н последовательности S ° существуют ограниченные измеримые функции, 
существенно отличные от ф.

Теперь дадим схему доказательства теоремы 2 для случая, когда / ин
тегрируема в смысле широкого интеграла Данжуа (/ t D) и непрерывна 
всюду и. с. м. Сразу же заметим, что непрерывности почти всюду недо
статочно даже для суммируемых функций, как это явствует из упомянуто
го ранее примера Г. М. Мушегяна (см. [7] ).

Пусть х0— точка непрерывности функции /. Тогда в некоторой 
окрестности 7 точки xof будет ограниченной. Допустим, что интер
вал постоянства Дя функции ф» лежит в 7- По уже доказанной части 
теоремы 2 на каждом интервале постоянства ДтсД„ будет выполнять
ся равенство

Р‘ = 1Л (35)

Пусть l (j-o) максимально раздутый интервал, содержащий точку 
х0, наделенный свойством: .для каждого Дт, лежащегв строго внутри 
t(.vj), выполнено равенство (35). Если 7 (х0) совпадает с отрезком 
[0; 1]. то, пользуясь центрированностью и £'-условием, можно убе
диться, что равенство (35) выполнено на всех интервалах постоянст
ва, то есть ряд (12) является рядом Фурье—Данжуа функции /.

Если же 7 (xq.) не совпадает с отрезком [0; 1], то поступаем сле
дующим образом. Для каждой точки непрерывности х функции / строим 
свой интервал 7(х). Затем показываем, что интервалы 7 (xt) и 7 (х։) 
либо совпадают, либо не пересекаются и даже не имеют общих кон
цов. Но в таком случае система интервалов 7(х) сводится к счетно
му количеству попарно непересекающихся и не имеющих общих кон
цов интервалов такого же типа. Дополнение до [0; 1] — нигде не плот
ное совершенное множество (непустое) и потому содержит точку t 
непрерывности функции /. Ясно, что интервал 7 (Г) будет содержать 
некоторые из составляющих интервалов 7 (х), а это противоречит то
му, что 7(х) было максимальным.

Теорема 2 полностью доказана.
Заметим, что при доказательстве этих теорем мы на самом деле поль

зовались свойством более слабым, чем непрерывность в точке.
Доказательство теоремы 3. Если о = (а; 6)—какой-ни

будь двоичный интервал отрезка [0; 1] и 3 = Supp՜/.,, то обозначим 
r(3) = Zz/|Z,|]o։. Пусть 3, (=3), 5а, 38,--- — цепочка, стягивающаяся л- 
точке а, т. е. а является левым концом интервалов 3Z. Сумма

^(3;n)s^ r0«-m) — (и + 1)т(Зр+1) (Зб)
т —0

представляет собой переставленный полином Хаара, сосредоточенный на б.
Ясно, что на каждом из интервалов 8Z՜, 1 п, 8.£р, одна из 

частных сумм выражения А + /.-£(8; п) равна нулю, а на 8л~+1 вся 
«сумма равна 2 (п -)-1)-Л. Пусть d— левый конец интервала 3~и. Ясно 
что функция
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В>. = А 4֊ А • R (о; п) 4՜ 2- (п -j- 1) • г (Зя-»։) (37}

равна нулю в точке d и на интервалах of (примыкает к точке Ь сл е- 
ва), и 8^+։ (примыкает к точке а справа).

Интервал 8 естественным образом „разбивается* па конечное ко
личество двоичных интервалов постоянства 7„ fu '(։,••• функции Bi.

Пусть 7) и Та примыкают к точке d слева и справа Соответ
ственно-

Следующий этап рассуждений таков. Если на каком-нибудь у 
(г^>2) функции Bi, равна нулю, то на этом интервале процесс оста
навливаем, в противном случае т< разбиваем на достаточно большое 
количество равных двоичных интервалов (это нужно для обеспечения 
условия (8)) и на каждом из них повторяем описанный выше процесс, 
приспособив его к значению функции Въ на т< (вместо А}. При этом 
количество слагаемых нового полинома (см. п в (36)) можно брать 
произвольно большим (нужно для условия (8)). В результате этой 
процедуры опять будут возникать точки такого типа как d. Для са
мой точки d рассуждения таковы. На интервале (который нельзя 
подвергать предварительному дроблению) выбираем цепочку ( = 7։), 
Д։ • • •, стягивающуюся к левому концу d, и строим полином

У, 
Ill—О

Аналогичный полином строим на yi так, чтобы их сумма в точке d равнялась 
нулю. Теперь к функции В1 надо прибавить все полиномы, построенные? 
на втором этапе. Дальнейший ход рассуждений сводится к последователь
ному повторению описанного цикла. Подробные выкладки провести не
трудно ,и мы их опустим.

Доказательство теоремы 4. Если допустить, что теорема 
не верна, то найдется такой ряд (10), для которого выполнено условие 
(11), хотя не все частные суммы равны нулю. Отсюда следует, что су
ществуют число А (для определенности положительное) и номер п такие, 
что открытое множество А'п = 5^л (А‘, 00) не пустое и на каждой ком
поненте этого множества 5Л =y= const (для этого достаточно избежать 
того случая, когда компонента совпадает с отрезком [0, 1]). Для крат-, 
кости введем обозначение <(п = ап-/п-Вез ограничения общности мож
но предложить, что множество Bn+i ss П (0; °°) не пустое- 
Противоположное допущение означало бы, что <ря41 равна нулю на 
всем Ая (вследствие центрированности системы Л) и мы рассмотрели 
бы функцию <рп +а и т. д. Одна из них наверняка отлична от тожде
ственного нуля на Ал (см. (11)). Итак, Вя +i — непустое открытое 
множество, причем на каждой его компоненте или 5Л const, или 
Ч>я+1 =/= const (38).

В самом деле, если компонента а множества Bn+i совпадает с • 
одной из компонент Р множества Ап, то выполнено первое условие из 
(38), в противном случае — второе.

Рассмотрим случай, когда <ря+1 постоянна на каждой компоненте 
.бя+ь Пусть « — одна из них. По условию на а 5Л »/»const. Выберем^ 
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два произвольных непустых интервала /։, /։ с непересекающимися за
мыканиями, лежащими на множестве (inf Sn, Sup S’,,). Ясно, что замы

кания открытых множеств Bn+i П ' (А)» Вд+։П֊5л (А) также не пе
ресекаются и, кроме того, на любой компоненте этих множеств 

■ const, т. е., фигурально выражаясь, происходит „расщепление 
множества B„+t.

Теперь рассмотрим случай, когда <ря+։ т* const на одной из ком
понент а множества Вч+). Опять выбираем интервалы /։, А с усло
виями 7։ П/, = 0, lj c(inf «ряИ; Sup<p„ + ։) и производим „расщепление" 

а *
на ВЯ41 множествами

яЛ+1п?я-.МЛ). п<р4,(А)-

Нетрудно убедиться в том, что на каждой компоненте этих множеств 
выполнено условие (38). Таким образом, в любом случае мы получаем два 
открытых множества Вп». i и Вя+1, j из а-алгебры яЛ-ц, порожденной 
функциями /։,-.••• /я+1. Замыкания этих множеств не пересекаются. 
'На любой компоненте этих множеств хотя бы одна из функций 
•51» ՛ ՛ ՛» -Sfl + l, • • ■ > ®я+1 отлична от постоянной. Функция Sn+i на 

֊этих множествах превосходит А. Последнее обстоятельство вместе с 
■условием ;(11) гарантирует существование функции -р*, А^>п-|-1, ко
торая на одном из множеств Вп+1, ъ Bn+i. 2 отлична от тождественно
го нуля. Берем из этих функций ту, у которой минимальный номер. 
Пусть это функция *я+2. Если 2?п+1 , П ?„+j(0; »)тА0, то описанным 
выше способом производим „расщеплением" множества Bn+i,i. Если 
■?л+2 отлична от тождественного нуля и на Вп+\. г, то здесь тоже про
изводим „расщепление". В результате мы получим три или четыре 
открытых множества B„+t,mfa„+2 с непересекающимися замыкания, 
ми. На каждой компоненте этих множеств хотя бы одна из функций- 
*Sp <РР 1 п 4֊2 отлична от постоянной. Сумма Sn+2 превосходит 
А на всех этих множествах. Теперь опять берем ближайшую функцию 
ф*. к п 4֊ 2, которая отлична от тождественного нуля хотя бы на 
одном из множеств, Влу-1։ т и повторяем процесс. Ясно, что на этом 
пути каждое из множеств, полученных ранее, в конце концов будет 
расщеплено. Следовательно, мы получим некоторое множество мощ 
ности континуум, в точках которого Sn > А и все <рА, к^> п неотри 
цательны. Но в таком случае ряд (10) после любой перестановки 
сходится к конечной или бесконечной сумме, превосходящей положи 
тельное число А, а это противоречит условию (11).

Таким образом, мы установили, что в условиях теоремы 
(х)| А для всех п и х, а так как А — произвольно, то 5, (х) =0 у п 

т. е. теорима 4 доказана.
Доказательство теоремы 5. Из предыдущих рассуждений 

»следует, что в условиях теоремы 5 должно выполняться неравенство

Sup /S„(x)j< Sup |/( х)| < оо.
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Следовательно, ряд (10) сходится в Ьг и после ст-перестановки, а в силу 
регулярности 'метода, средние / ’ сходится в а значит и по мере, причем 
к функции I (это вытекает из условия (11)). Теорема 5 доказана.

В заключение заметим, что при доказательстве последних двух тео
рем мы пользовались свойством более слабым, чем центрированность 
достаточно было, чтобы на каждом фиксированном открытом множестве 
о-алгебры о(/„ /,,՝••» /*), У/к любая из функций /Л, п^>к, или тож
дественный нуль, или принимает значения обоих знаков.
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R. I. HOVSEPIAN. Some anlquene»» theorem» for Haar and contianuou» 
martingal difference» tytfemt (summary)

In this paper we prove uniqueness theorems for some classes of martingal diffe
rences systems.՝
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С. К. ПОГОСЯН

ВЕРОЯТНОСТИ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ 
ДЛЯ ГИББСОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

0°. В этой работе для гиббсовского случайного поля доказывается ло
кальная предельная теорема для вероятностей больших уклонений числа 
частиц в конечном объеме V. Полученное при этом асимптотическое соот
ношение по форме подобно известной асимптотике для вероятности боль
ших уклонений сумм независимых случайных величин [1, 2]. Однако, ко
эффициенты в этом соотношении не в точности равны константам как в 
упомянутом случае независимых слагаемых, а зависят от формы области 
V, точнее имеют вид констант с малыми (при больших И) поправками.

Рассматривается случай решетчатых гиббсовских случайных полей с 
общим парным взаимодействием при малых значениях активности. Анало
гичный результат получен и для частиц большого гиббсовского ансамбля 
в конечном объеме при свободных граничных условиях. Доказательство 
идейно свяаэно с известным методом Крамера исследования вероятностей 
больших уклонений, а технически основано на сильных кластерных оцен
ках усеченных корреляционных функций [3, 4]^

1°. Пусть X—'»-мерная целочисленная решетка. Для любого мно
жества <7 из 2’ обозначим через С (С) множество всех подмножеств 
С, а через СЦ(С) — множество конечных подмножеств С.

Рассмотрим случайное поле Е(/), 1^7' со значениями в множе
стве X — [0, 1}. Пусть X1 — пространство всевозможных функций х((), 
(^Х" со значениями в X. Интерпретируя функцию х(0 как конфигу
рацию частиц, при которой точка I занята частицей, если только 
х(/) = 1, пространство X7՜ можно отождествить с множеством С (X ). 
Обозначим через А (2’) а-алгебру подмножеств (конфигураций) из 
С(2’), порожденную цилиндрическими множествами (подробности см. 
в [5]).

Распределением случайного поля $ (#), ^Х' называется вероят
ностная мера Р на (С(2՝), А(2”)) такая, что

Рг{(ф), ^Х')ЬВ} = Р(В), 5£А(2’).
Согласно известной теореме Колмогорова задание Р эквивалент

но заданию согласованной системы конечномерных распределений (Р)у 
^Си(Х). При этом ’•

Рг 1(5(0, <€И)еВ]=(Р)и(5), ВеА(И).
где А ( И) — множество всех подмножеств из Со (И).
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Предположим, что частицы поля взаимодействуют с помощью 
парного потенциала Ф, где Ф : (0 + со^ -> R. Мы пока полагаем, что 
функция Ф такова, что

|Ф(М)|<оо.
/62’\<о>

Ниже нам придется наложить более сильное условие убывания на Ф. 
Класс потенциалов, рассматриваемых в настоящей статье, описан в пунк
те 2.

Распределение Гиббса в конечном объеме Ус. Г с потенциалом 
Ф и граничным условием с С(2Г\И) задается формулой (см. [5])

с6С(Ю. <։•։)
3 ( V, Р, г/с)

где Н — число точек в конечном множестве

^(с/с) = 2 Ф(1Х_|Г|)+ 2Ф(|х-5|), 
> х • У } С с хСс, уб с

нормирующий множитель'(статистическая сумма) ‘ \՜՜՜՛

3 ( V, Р, г/с) = 2 ехр (— Р £/(с/с), •
г€С(И)

а Р (обратная температура) и г (активность) — положительные пара
метры. Заметим, что если в качестве граничного условия взять пус
тую конфигурацию с = 0, то формула (1.1) задаст обычное распре
деление Гиббса Ру. в конечном объеме Р (конечное.՛ гиббсовское 
поле) с параметрами Риг:

Рк?.Ис) = д„(с/0) •-= —е^֊^-^(с))֊ ’сбС(И), (1.2) 

где (/(с) = Щс)/0), 3(И,р,г) = Е(И,р,г/0).
Распределение Гиббса Ру,р, г в конечном объема V можно трак

товать как распределение случайного поля Е (#), такого, что с 
вероятностью 1 Е (6) = О при а совместное распределение
случайных величин |Е (/), задается как Ру,ц,2.

Случайное поле ;(/), называется гиббсовским, если его ус
ловные вероятности задаются формулой (1.1). В настоящей статье мы 
рассматриваем только гиббсовские поля с малой активностью г (К^ г <^г, 
где г>0 достаточно мало. Известно (см. [6]), что когда [ФД оо и 
активность г достаточно мала, существует единственное гиббсовское 
распределение Рр,, с заданным потенциалом Ф и параметрами Риг, 
которое допускает следующее описание: для любых И£С0(£’) и

Со(0'), '1Г*  | £’ при 1с -*  сю, имеет место соотношение

в» (*Ч.  ₽, ,м*)  = (») и (5), в е а( и),

где (Р)у означает распределение вероятностей на (С(И), А(И)), ин
дуцированное распределением Р на (С(£’), А (^)). При втом сходи
мость в (1.3) равномерна по г при г<^г.
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Как было отмечено выше все распределения Рък, я, * можно счи
тать заданными на одном и том же пространстве С(Д’), А (Е ). Тог
да соотношение (1-3) означает, что распределения Р'Х'^, р, г сходятся 

слабо к распределению Рр. * равномерно по։<։ при к — «о.
Мы будем рассматривать также гиббсовские поля с переменной, 

т. е. зависящей от V, и, вообще говоря, комплексной активностью: г, 
в конечном объеме V и я, вне V. Соответствующее гиббсовское рас
пределение на (С(Е), А(Д))будем обозначать через Рр.*,.*,.

2°. Введем необходимые обозначения. Пусть Е — семейство всех 
финитных функций на Я со значениями в Д+, где = \г £ 22, 0).

Элемент X из Е удобно рассматривать как подмножество Х=֊зиррХ 
из каждая точка которого повторяется X (<) раз. Для X £ Е по
ложим: |ЛГ— 2 ХЦ-). XI = п Х(1)1- Мы будем писать Г, X, У^Е,

если для всех /£7’, У (О- Положим, кроме того, Еу= Х£Е,

XcV\, VcX.
Пусть —функция на Е, определяемая формулой

t₽W= S П (е-₽ф«'֊’0-1) при *|>1,
I«՜ (X) (X. У)€т

фр(Л) = 1 при |Xj = 1 и фр(Аг)=»’О при Х-=0. Суммирование произво
дится по множеству Г (X) всех связных неориентированных графов 'на 
X, а произведение берется по всем ребрам (х, у) графа •[. Функцию 
фр называют функцией Урселла (см. [7]).

Далее, обозначим через H(d), d^>Q, класс параллелепипедов 
Vc.Z', удовлетворяющих условию: diam И-<с/| И)17’.Пусть<^|сП И>Р, *— 
среднее число частиц поля, попавших в объем V, вычисленное отно
сительно распределения Рр,г, Со(Д’), т. е.

< |сП И>м- £ nP3,,(c€C(Z’): [с ПИ| = п).
II И=О

Для любого параллелепипеда ИсД’ через Р"” обозначим совокуп
ность всех его ш-мерных граней, а через |И|т= у |и| — суммар- 

Я .(1.1) Иолумяоф иотснгу-вн нто&нтеопес эшниол 
ный.объем всех ш-мерных граней Нараллелепипеда и. Например, У|о -<кдличес?в£ верши! V, /Мони/Ът мэвнидЖоэв^’ 
н бги! £М°И °Т‘- Д[о] .ь/оГ онтэ^яеТЧ ' .олгм овротстэоь 0<Гх эдл 

ч^ ги&совсжаго ^чанного паля^ .понавших в конечный ^бъе), 

у при гэЛ£о4|$ет??^ т§ж;?5т ^сй?1ае^он^го( г^бЦ,¥к^° 
поля составляет содержание теоремы 2. ‘

Опишем кла^Ы^фасс'м^+рйвАемы^ ни^кё^пбтенциал^й^Пусть б — эвкли- 

ек иквгРиантная относительно всех автоморфизмов 

мэниэлэдзцпэвд эоннваодкцуд.
•х>х иди х оп андэмонавд (£.[) 8 атэом
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Тг(р) Е (1+ И)'ехр (- -U(0, 
<ez’ \ 2 /

В качестве метрики 3 можно взять, например 3 (0, 0 = 7 к1» 7 > 0 или 
»(0,0=eln(l+7kl). 7>0, е>2р+2*.

Обозначим через Bi (р) класс потенциалов Ф, удовлетворяющих 
условию

А(Ф) = У |Ф(И)|е։л<,<оо.
ifZ’Mo)

Положим также
Мi (Ф) = 2 ехр (£>։ (Ф) 4֊ ехр £>։ (Ф) - 1). 

Теорема 1. Пусть z <_ [Л/։(Ф) (2е Tj (р) 4- I)]-1, Ф £Вг (р), р>*  
и пусть a = a(N, И, ₽, z)=N—< |с П И] >з, г, N^Z±. Тогда если

“ а = о(И) "Р“ И|2’, V^Hd, то имеет место соотно

шение: __________________

Р9„(с^С(Гу. (°)Х

(2-1)
х ехр 2TFT л’՛'(0)) 'хр ( - и а’-‘ (и)) 11 + °(£|)} ’ 

где Лр,։—т. н. функция отклонений (см. [18]), а через обозна
чен степенной ряд 

сходящийся в некоторой (не зависящей от V) окрестности нуля. При этом՛

in'1^AL(°)=(te*(?,i)iH«-*+/?(^, ₽, 4 ’• (2-2)
dx1 I»-о J

jj f v 13
И՜2֊ <Д0) = - £ a»(?,z)|7|._*4-/?(K₽, 4 X 

rfx3 [ Zo J
(2.3)

xly 1И, k I
1^0 rf(lnz) 1 rf(lnz)

где коэффициенты а*.  k = 0, !,•••, v зависят только от потенциа-

। s П1) d a (In z)]_
j = 1,2. ул^и.цоЦ» аж.»« (,о = «о логов .£ ,1 — \
KOTbQ^fi Д1Р tB ИйьчсНустццавЫ1Юлнены1л<увЛ0ви4тэ Л^эрейй af ^й^этом

a = о \|И| Тогда ertoT .
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Рассмотрим теперь случай распределения Гиббса Р\՛, з, х в конеч
ном объеме задаваемого формулой (1.2). Пусть |с|^>к. р, * ~
математическое ожидание числа частиц в объеме И относительно рас
пределения Ру. р, *>  т. е.

<|с|>и,р.х = £ пРи,р.х(ссИ:|с| = /V).
п^О

Теорема 2. Пусть х (Ф) 2е Т., (р) + 1)]-1> Ф 6 -5»(р). р)>ч 
и пусть а = а(П, И, ₽, г) = П— 1С1р, *,  Тогда, если

1а1 . >. 1 и а = о(1И), при У ] 2', У^Нд, то имеет место следу ю-
У\У\
щее соотношение:

Ру. ₽., (с е с (У): |с| = И) = ]/ Л V. р, х (0) X

(2.4)

Хе'Р(՜^ 5 ЛМ.И0))ехр('֊|И|2к,..(֊))х

где Av.fi, г — функция уклонений, а

п-з п! ахя
(ряд справа сходится в некоторой, не зависящей от У, окрестности нуля). 
При этом

1И՜’֊^ ЛИ.₽. , (°) = / È а*(Р,  х)|И|,_л-н/?(И.?, 
dx Н=0

—о ’ — — 1—3IH ^-Av.3.,(0)=֊ |£а*(₽,х)  1Н.-*+/г(И,  ₽, x)l X (2.5)

v ! V _^а*(₽» 2) irzf | <*Я(К₽,  2) I 
xlÀo rf(inx) |Z/’-* +~“tf(h7)~J’

где коэффициенты an, k = 0, 1,- • •, v зависят только от потенции
ла Ф и параметров р и =, а величина d—^' *) =0(l) при У + Z

а(1п z) ' г
J ~ 2՛ При этом а0 — а0 (см. ниже формулу (2.6)).

Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2 и при этом
/ Х±2\
( 2’ 1

а=о\| У1 / . Тогда

X
Ру. р,, (с 6 С( V) : |С| = N) = — 1 / _______

У2*\У\а0(?,г) Р\ 2|И|а0(?, г)
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Отметим, что метод доказательства теорем 1 и 2 позволяет получить 
разложения и для следующих производных функции уклонений, аналогич
ные разложениям (2.2) и (2.3). Явные выражения для коэффициентов ал 
и ал, А = 0, 1,..., V через функцию Урселла легко получить с помощью 
формул (4.10), (3.15) и (3.3), приводимых ниже. Например, приведем 
выражение для во:

- я|Х| I Л’?
ао(М) = ао(М)= Е (2.6)

где фр — функция Урселла.
Заметим также, что появляющийся в теоремах 1 и 2 ряд 

соответственно 2^,?. г, является обобщением известного ряда Краме
ра (см. [9]) на случай гиббсовских случайных полей.

Аналогичные результаты справедливы в случае классических спино
вых решетчатых систем с вакумом и общим П-частичным взаимодействием, 
а также в случае непрерывных систем с парным взаимодействием. В обоих 
случаях взаимодействие предполагается достаточно быстро убывающим на 
бесконечности.

3°. Рассмотрим конечное гиббсовское поле в объеме Й7(;СО(£’), 
заданное распределением Р\у, р, х на С (I?7), где X = 1п г. Введем обо
значения

Рг. X (УУ) = р», Л л (с е С( 1Г): |С П И| = /V)*,

* Для упрощения записи и-дкс Р, з дзльчейш-м. как правило, будем опускать.

<|сП И|>^х= £ Л(Р^х(Л/);<|сПИ։>^*=  Ё ЛаР^х(£>);
ЛГ-0 . Н-Ь

£\г,х1сП И| = <;сП И2>։г,х~ <|сп

т£,х(*)=Ё  '“"ЯМ 
Ы-0

Аналогичные объекты для бесконечного гиббсовского поля х будем 
обозначать, соответственно, через Рк (№), <^|сП И|^>>, /)х|с П И| и 
?х\ В случае гиббсовского поля с переменной активностью, прини
мающей одно значение в объеме V и другое — вне V, для соответ
ствующих величин мы сохраним те же обозначения, с той лишь разни
цей, что вместо парамнтра л будем писать упорядоченную пару Л1։ л2; 
при этом первый из этих параметров всегда будет соответствовать 
значению активности в объеме V, а второй — вне V. Например, 
Аг.х„ >-(Л7), РА„ х,|сП И| и т. д.

Пусть С — группа автоморфизмов группы 2', функция / на Е 
назовем С-инвариантной, если /(#(Л)) = /(Л) Для любых Х^_Е и 
£ £ С. С-инвариантная функция на Е называется трансляционно-инва
риантной (соответственно, эвклидово-инвариантной), если С7—группа 
сдвигов решетки Z’ (соответственно, группа всех автоморфизмов £’).
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Обозначим через пространство действительных функций д на 

.2' таких, что

Ы=Е 19(01(1 +И)₽<°°. р>')-

.Пусть —совокупность положительных функций из обладаю
щих свойством д (М = Я (^։)> как только |Л|=“1М-

Трансляционно-инвариантную функцию / на £ назовем кластер
ной, если существует константа </^0 и оценочная функция д такие, 
что для всех X £Е

1/(Х)|<</ и п д(х—у), (3.1)
Т61.(Х)(Ж,»6Т

где Г0(А՜) — совокупность всех цепей, построенных на точках множе- 
ства X. Напомним, что цепью называется связный неориентированный 

.граф, каждая вершина которого инцидентна не более, чем двум реб
рам. Обозначим через Кя семейство всех кластерных функций, удов
летворяющих оценке (3-1) с заданной оценочной функцией д. Приме
рами кластерных функций являются функция г|Х| Ф? (X), Х£Е, где 

— функция Урселла, а также определяемая ниже формулой (3.6) 
усеченная корреляционная функция при условии, что потенциал Ф 
принадлежит классу В։ (р), и г < (Л/։ (Ф))՜՜1 (см. работы [3, 10]).

Для любой кластерной функции с 1 определим вели
чину Ху(/), 1^6 Со (2 ), формулой

<3-2’

С помощью оценки (3.1) легко убедиться, что ряд в правой части 
»(3.2) сходится.

Следующая теорема описывает асимптотическое поведение вели
чины 2у(/) при У\7?. Прежде, чем сформулировать ее, введем не
обходимые обозначения.

Для любого параллелепипеда Ис2’, не уменьшая общности, мож
но считать, что начало координат является одной из вершин V. Как 
и в пункте 2, пусть V"1 — множество всех его /п-мерных граней. Каж
дая V —т-мерная грань И’ т, т¥=0, единственным образом оп
ределяет т-гранный угол содержащий И. Заметим, что любой 

./п-гранный угол £₽ является пересечением т соответствующих полу
пространств. Через обозначим вертикальный к 5-, т-граннный 
угол, лежащий во внешности И. Любая грань V £ У'~т, т =^0, одно
значно определяет /п-мерную перпендикулярную к V грань Vх,содер
жащую начало координат, при этом V = у X V1. .Пусть ох— пересе
чение и т-мерного подпространства 2*,  содержащего Vх. Пусть 
Л(5о) совокупность всех конечных подмножеств объединения т со

ответствующих подпространств, не лежащих в объединении ника- 
.кой подсистемы из т — 1 подпространств.
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Далее, пусть /—кластерная функция; определим вспомогатель
ную функцию Е на Со(7. ) формулой:

гм- 2 .(-»■ 2 .
|«и«,| „Хо.. *

Теорема 3 ([11], см. также [/0]). Пусть эвклидово-инва

риантная функция где Ч^Ор> -у и Тогда для

любого параллелепипеда У^На имеет место разложение

М/)=£ М/Ж-я + ад 
/п — И

где коэффициенты ЬьЦ) определяются следующими равенствами-. 
М/) = ^«0)).

6.(/) = МЛ «) = Е 2 Г(|х}ис), т/бИ’՜1», (3.3)
*е»! сбс,(57>

Ьт{{) = Ьт(/,«) = Е ((-1)т՜1 Е_ Л(х))ис) +
■гС-»! I <■€£•($„>

. + Е f<|x;)uc) , «6 и'՝՜՞1’,/п = 2,---, л
сел '$„> J

а остаточный, член R{V) удовлетворяет соотношению: Л(И) = о(1) 
при И| Z*.  (В силу эвклидовой инвариантности функции F коэф
фициенты bm(f, «)> на самом деле, >не зависят > от выбора

Заметим, что полагая в формуле (3.2) f(X) = ех՝Х| |i?(А), полу
чим 7.v(f) = 1пЗ(V, р, X) (см., например, [7] или [10]). Таким образом, 
теорема 3 описывает, в частности, асимптотическое поведение лога
рифма статистической суммы.

Пусть £:Z’-»C— комплекснозначная функция на решетке такая, 
что Щи)|-С1» t£Z’. Рассмотрим величину

3(У, Е,Р,Х)= £ еХ|с|ГЦ(/)е-?"Ч (3.4)
I&

Заметим, что при 5^1 формула (3.4) задает обычную статистическую 
сумму. Известно (см. лемму 1 работы [12]), что при Х<^— 1п^։(Ф), 
где Ф£В»(р), р > v, имеет место соотношение

1п2(ИЛХ) = Е еХ|Х| П(Ц0Х(° ’ (3.5)
лея у ~ А!

/ед

Пусть функция 7j:Z’->C такова, что |т;(/)|<С1 для всех 
а параметр X удовлетворяет условию Х<^ — 1пЛ/։(Ф), Ф£В։(р), р'^'1՝ 
Для HcZ’ положим

4*1
«»у.ч.х(Г)«= S е— П01(/))Х{%(АЧ- ?). (3.6)

x^ev Xl &
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Отметим, что при т) з= 1 функция ши, 1, х “и. х првДставляет со՜ 
бой групповую или урезанную корреляционную функцию (см. [7, 13]) 
и, как это показано в [3], является кластерной функцией.

Лемма 1. Пусть с и т)— комплекснозначные функции на Х'1 
такие, что |5 (01<1, М*)|<  1» *€  2”. Тогда при Х< — 1п Мь (Ф), 
ф£В»(р), р^>У, имеет место разложение

1 /И
1п з (V, Е, X) - 1п з ( V, ц, X) = у ֊֊ “И. % X ( у) п_(5 (0-

(3.7)
Доказательство. В силу (3.5), имеем

1п 3 ( V, Е, X) = у ех |Л| П (Е (О - 7, (0 + (0 )х (О = 
/ел Л!

= 2^^ 2 П(Ч0֊’։и))Г(/)П(ч(0)х<<>֊^ =
XI ։-

= У —- п (Ч0֊^))г(',2 ֊ПМП)* (0ЫХ-1-У), 
у*Еу Г! ,67 Х1 /€х

откуда следует утверждение леммы 1.
Следующая лемма дает полезное представление характеристической 

функции <рхи числа частиц гиббсовского случайного поля, попавших в 
объем V, и описывает ее важные свойства, используемые при доказатель
стве теоремы 1.

Лемма 2. Пусть X < — 1п 7И«(Ф) и Ф £ В։ (р), р > у. Тогда

1) 1П<РГ(3)= ?
лесу: л .-0 

где шх=

2) ~ Ь ф^(5) = г < 'с П И] >х+и, х;

^2
3) —а 1п тУ (5) = гаА+ь. X |с п И|.

Прежде, чем перейти к доказательству леммы 2, заметим, что из 
1) вытекает вещественная аналитичность характеристической функции 
ф/(5) по 5 ПРИ условии X < — 1п Ме, (Ф). Кроме того, для любого 
т’ т<—1пЛ£;(Ф)—X, в силу утверждения 3) леммы

А+., х |с П И - <|с П И| >х+-, х. (3.8)

Доказательство леммы 2. Как легко видеть 

ехл
>. (/V) = у ехр(Х|С։| —рб/(С1ис։)),

( • '•> С։СИ:|е1|

откуда, пользуясь формулой <3.4), для характеристической функции 
фиг, х получаем
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' = Е(1Г,՜)՜՜ ' (3֊9)

где 1у—индикатор множества V. Поэтому

1п «ри?, * («) = 1п 2 ( е 1, /.)—1пН(Н7,л).

Теперь, применяя лемму 1, получаем
X |Х| 

.(*)=*  ₽2^пЧг(е'։-1) в”г->(Х)- (ЗЛ0)
ХеЕу-.ХчкО л!

В условиях леммы 2 усеченная корреляционная функция является кластер
ной, в силу чего ряд в правой части 1(3.10.) сходится равномерно относи
тельно №сТ. Отсюда, с учетом того, что Ит х=ш,, получаем 

«• ♦ 2’ 
первое утверждение леммы.

Далее, как легко видеть

֊ 1п х (5) = 1п 2 ( )•) = /< |с П И >„, х+/л х,
аз аз

(3.11)

7^ 'п ?V, х (։)= г ~ *С1 с 0 И х+ х’
<1з7 <1з

Отсюда, так как Ряг, х слабо сходится к Рх при й՜ 1 2’, то согласно 
теореме непрерывности Леви—Крамера [14] с учетом аналитичности 

х при Х<— 1пЛ^в(Ф) получаем, что

Ит 1п х (з) = 1п<рх։'(з); Ит <|сП И>г . х+/,. х = < |с П И>к+/Л х; 
«712’ 1^12’

(3.12) 
Ит 2)^ х+и< х|с П И| — Ок+1. х |с П И

«7|2։
равномерно по в на любом ограниченном интервале вещественной оси. 
Следовательно, дифференцирование и предельный переход можно переста
вить, т. е.

— 1и <РхИ («) = Ит 1п х(з), к. = 1, 2. (3.13)
<75*  И712’ аз՛

Комбинируя (3.11)—>(3.13) с очевидным равенством

— *С|с  П х+/», х = ։2)1г, х+и, х|сП И|, 
</з

получаем утверждения 2) и 3). Таким образом, леммы 2 доказана.
Лемма 3. Пусть V ^На, Ф £Вз '(?)» Р^՛*  и *̂̂^։(р)  — 

= — 1п [М.(Ф) (2 е 7» (р) + 1)]. Тогда для логарифма характеристи
ческой функции справедливо разложение:

1п ^(в) =£ Ьк (X, 5) | И|, .к + R ( И, 1. з), (3.14)
*=о
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где величины ^^(5), Ь*(Х.  з), Л-О, I, --, * “ R (УЛ, з) анали
тичны по 5 в некоторой достаточно малой окрестности нуля, а 
R (У, К 5)։=о(1) при Иф г’*

Доказательство. Согласно формуле (3.2) и утверждению 1՛) 
леммы 2 имеем

1п (5) = Хи(/х, Д

где функция /},г(Х), Х£Е, определяется формулой /х, г (X) = ех ■*•  X 
Х(е“ — 1)1*1  <ох(Х) при Х=£0 и /х, ДО) = 0. В условиях леммы, как 
известно, »х является кластерной функцией (см. [3]), что влечет кла- 
стерность функции /х,*.  Отсюда полагая

6*  (), ։) = 6» (/», Д к — 0, 1, • - •, л (3.15)

с помощью теоремы 3 получаем разложение (3.14). Аналитичность ве
личин 1п ®хИ (з) и 6*  (>֊, з) при достаточно малых значениях |з| вытекает 
из их явных выражений, приведенных я утверждении 1) леммы 2 и 
формулах (3.3) соответственно.

Лемма 3 доказана.
В заключение этого пункта приведем результат об асимптотическом 

разложении в локальной предельной теореме для числа частиц гиббсовско
го поля.

Теорема 4 [15]. Пусть ^<Лъ(р), потенциал Ф принадлежит 
классу В*  (р), р и последовательность параллелепипедов Уп £ На 
такова, что У„ Т 2’ при п — Тогда для любого фиксированного 
числа а > 0 и всех натуральных П таких, что |Л— с П ^я| ^>х| 
<С а |/ 11/п| имеет место асимптотика:

Л(|сП УП\=Ч) = ________ 1 ____
/2«7,(Ия,л)|к„| ехр

(УУ-<|сПИ,|>х)«>
2ъ(Ип, Х)|ИЯ| Iх

х ( 1 ֊ 73 ( Ия’ ?) Г 3 л/— < |с П И|>». _ /V—<|сП И„'>х ]
I б/7з(.ия,/)|ия1[ Ут։(Ия,л)|Ия| /ъ(Ия,1)|ия| ] +

4- О('—))

равномерно относительно М в указанном промежутке. При этом 

|Ия|7я, (уп,А) = тжо^11й^Ш1^^(^^^)(х.(9)1^я|х_4։^.11։йкоЯ

1(4 0), -т^3։> Ь

с1т 1

м *<Ч.(ч) ;ЯЭФ .ДИМ дтоцТХ Е вммеЛ 
,ОнЕ£ ,[Ь

оамлдэавцпо пнцмниф
՝ х(։) (4.1)(М.£)

Р^Х(ЛГ)=2- | Х(5)е֊/№Л.
.(г .л ,\ ) 9х 2*  д!|\У'(г .л) аА = (г) П1

0-Л
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Далее, из определения статистической суммы следует, что 
3 (1У, X) аналитична по X на всей комплексной плоскости и отлична 
от нуля для вещественных X, Следовательно, в силу (3.9), функция 

։(л) аналитична по $ на всей комплексной плоскости при условии 
1т/. - 0, которое всюду ниже предполагается выполненным. Отсюд а 
для любого вещественного с следует равенство:

с я-Ь
[ Тг. 1 (*)  е՜'"' Л = У V*.  х И 2)

—« — х—/т

После замены переменной $ = ы— 1՜ в правой части (4.2), в силу (4.1) 
иолучаем

•С другой стороны, поскольку с учетом (3.9)

»(«-*)  3(1Г, е1/и+х)Ч1)
11т ——------гт—==11т-------------- ֊7----------

ф\г՝ Тяг.х( ^(^,е и, X) 

то совершив в (4.3) предельный переход при | 2’» получим

РГ (/V) .-= е՜^^- п) С уГрТ х («) е՜^“ Л» =
2к Л 

—с
= е-^ (_ ։Ч) к (7у)֊ (4.4)

Определим функцию ЛГ(х), — оо <^-с<^ 4-со, по формуле

Ах'(*) = «|с п К|>х+Т, X - < |с П и >х). (4.5)

В силу (3.8), функция Лх՜ (т) вещественно аналитична по т при усло
вии шах (X, ХЦ- т) < —1п Л/г (Ф).

Далее, из леммы 2 работы [16] следует оценка

х’с П И > С(Ф) > 0 (4.6)

для всех достаточно больших V и т из промежутка |т| — 1пМ։(Ф) —X.
Замечание. Некоторые известные результаты, используемые на

ми в настоящей работе |(в том числе н лемма 2 из [16]), доказаны для 
гиббсовских полей с постоянной активностью. Однако, как легко видеть, 
соответствующие доказательства, распространяются без изменений и на 
тот случай, когда активность поля принимает два значения.

Согласно (3.8) и (4.6), — ЛГ(т) > С (Ф) > О при пхах(Х, Х-|-т)

—1хх AG (Ф), откуда следует, что для всех достаточно больших V, 
в некоторой окрестности нуля: |х|<^х+, существует вещественно ана
литическая функция (х), обратная к (т). Как это следует из фор-
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мулы (46), в качестве величины х+, не зависящей от V, можно взять
величину — С(Ф) (1п М& (Ф) 4՜ М-

Теперь положим

_±1пТГ(-^Г:(х))։ |х)<х+. (4.7}

Следуя [8], назовем функцию А/ функцией уклонений. В силу 2) лем

мы 2 и формулы (4.5) получаем, что -*Ax V (*)  = S*  (■*)»  откУДа сле

дует вещественная аналитичность функции уклонений при |х| < х+, а 
также соотношения:

л,” (0) = (О)=о, £ лГ(ж) - « Г -
dx ах 'a' ։-<Kw/

=/— — < !с П И| >*  и, X V V = Г.77 D v |с п И V . (4.8} 
\|И| ^|7| x+rfcnx’ 7 т

Предположим, что <Jc П И) ^>х-и, х = где 7V^Zh, тогда сог
ласно теореме 4 имеем

при шах (л 4֊ т, л)<С — 1пМ(Ф) и V ] Z՝.
С другой стороны, полагая t = gV(x'), из (4.5) и (4.7) получим 

?/(—i’)exp(—5<с П И|>х+т, х) = ехр(—И|Ахи|(х).

Пусть теперь Ta=g',(— где величина а та же, что и в теоре- ‘ 

ме 1, тогда согласно (4.5) для достаточно больших И имеем
<|сПИ|>х._,у / и / а \\ <|сП К|>х+..,х <|сПИ|>х

И |И| (.*  й й

откуда <С Iе П ^>Х4-Т։,). = 7V. Таким образом, в силу (4.4), (4.8) и 
(4.9) получаем, что

А (ЛО = )/ Ах (—j exp ( - I И| Ax^-pj)) (14֊ О (yypj)) *

Отсюда, имея, в виду, что А/ (А) = АЦ0} + 9^,

A? A*(w)  = h (0) + ° (|pj) пр>։ И 1 Z’’

получаем соотношение (2.1).
Перейдем теперь « выводу асимптотического разложения (2.2}. Со

гласно (4.8) имеем
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Лу (0) = ~ |п (*)1  ) .
*/х \|И| с/з3 |5-о/

■С другой стороны, в силу леммы 3

£֊ 1п (0) = Ъ֊Ь> (X, 0) I и.-*  + £ R (К х, 0).
с/х й=о </83 с/х3

Отсюда, полагая

а*(г)  = -^-6л(1пх, 0), (4.10)

получаем соотношение (2.2).
Формула (2.3) доказывается аналогично. Таким образом, теорема 1 

доказала.
5°. Доказательство теоремы 2. Поскольку доказательства 

теорем 1 и 2 следуют одной и той же схеме, в этом пункте мы приводим 
лишь набросок доказательства теоремы 2.

Пусть Ру7).^)=Ру,х(ссУ:\с\ = /Ч). Согласно формуле обра
щения имеем

X
Ргл(Н)~~ | Фкх(0е-ЫЛГЛ,

—X
где характеристическая функция числа частиц в объеме V имеет вид

В условиях теоремы статсумма 2 (V, X) аналитична по X на всей плос
кости (см. [7]) и отлична от нуля при вещественных X. Поэтому функ
ция Ту х(0 аналитичная по t на всей комплексной плоскости. Кроме 
тог», очевидно

Таким образом, по аналогии с (4.4) получаем

'-'"Р^-.М-

Определим функцию Ку,х(х), —оо т + оо, формулой

Ку. х (') = « |с| >и, х+ % ֊ < |с| >/. х).

Имеют место следующие легко проверяемые соотношения:

<!с|>и,х- —1п5(И,Х),
(/К

(5-1)

— ,'с1 >>и. I ’=— Оу. х |с|.
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где £)у,х|с| — дисперсия числа частиц в объеме И, вычисленная отно
сительно распределения Ру. 1. В силу (5.1) функция Ли, х(х) аналитич
на по т на вещественной оси. С другой стороны, согласно лемме 2 
работы [17] для достаточно больших объемов V и для любого конеч
ного замкнутого интервала значений X имеет место оценка

Р֊£>и,х|с| >С(Ф)>0.

Отсюда для большил V в некоторой окрестности нуля, не зависящей от 
И, следует существование аналитической функции 8у։х’ обратной к

Определим функцию уклонений

Далее, повторяя рассуждения, использованные нами в предыдущем пунк
те при выводе формулы '(2.1), легко получить соотношение (2.4) теоре
мы 2.

Для доказательства (2.5) заметим, что

^-Ли.;(0) = |1/|('-~֊1пЕ(И,1) V 
с1х*  \.<Д։ /

Остается воспользоваться асимптотическим разложением логарифма 
статсуммы (см. выше теорему 3). Таким образом теорема 2 доказана.

В заключение отметим, что теорема о больших уклонениях для гибб
совских случайных полей может быть доказана также с использованием 
результатов 'В. Статулявичуса и его школы, полученных применением ме
тода семиинвариантов '(см. [ 18]).

.Институт математика
АН Армении Поступала З.Х1Д989-

U. Ч. ЧПЧПОЗИЪ. ffkk gb^auIUr|> £«и{ш(шЦш1ж1]»]а1ББЬгр ^awaBaljak ^арвкг)
ladar

Hrr-h t ptePij Фп*-
i-r У t-^^j P4J. jit tivuni,fP
*«*  meesgfmt t Ьшк ^кр1ш^р Jit mkeseJPlp

P4f ^etJmP ШЦШШ ишЫиЛшцрЬ ж)ш^шИЬР1, ^кя^ши!,

S. K. POGOSIAN. Probabilities of large deviations for Gibbs 
random fields (summary)

.... th' $ibb։ ,r։ndom field։ » local limit theorem is obtained for the probabi
lities of large deviations of the number of particles in a finite volume V V-*  ee An 
analogous result is obtained for the number of particles of the grand canonica*  
ensemble In a finite volume with free boundary Conditions.
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Г. Р. ОГАНЕСЯН

ВЕСОВАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Формулировка реаультата

Рассмотрим сингулярное при t = 0 эллиптическое дифференциальное 
уравнение второго порядка

(Й-Л(/,х,£>л))уО. х) = о, (t x)eio, Г[Х/?Л, (1.1)

лдесь символ а (t, х, 5) дифференциального оператора второго поряд
ка А предполагается положительным и стремящимся к бесконечности 
при t -» 4- 0 (например, А = d{t, х) — Д, d (4֊ 0, х) = Д = Ах — опера
тор Лапласа).

Хорошо известно, что для сигнулярных эллиптических уравнений за
дачу Дирихле надо ставить с весом (см., например, [1] — [6]).

Введем обозначения

7 (/, х, 5) = а (а а0 (t, х) = а (t, х, £)|е_0,

d.l') 
t

p(f, х) == /а0 (Л х) ехр ( | ]^a0(t, х) ds^, <?> = /1՜+^. 

г
Н — Н (К*)—пространство Соболева (з— вещественное число).

Настоящая .работа посвящена конструктивному доказательству тео
ремы существования решения в пространствах Соболева весовой задачи 
Дирихле

1кпи(/,х)у(/,х)=.ф1(х), у(7’,х) = Ф։(х), х6/?я (1.2)

ДЛЯ уравнения (1.1). Мы рассматриваем случай сильной (нефуксовой) 
сингулярности и допускаем неограниченные при /-*֊0 решения

Пусть
г

1). а(Ах,Е)£С’(]0, Г], С* (/?*)), у/в-(ГТл=«.

о

о <с։ < —’ ’ 2֊ <с։аох)։
> Оо

при ФиксиР°ваянмх (х, о ^7?^,
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П1». существует функция р (0 £ С1 (]0, Г] и постоянные 8, р, С<$ 
такие, что для всех мультииндексов а, 0 £ Z՞, |а| ■< 2 и ((, 5)6
6 Г1 X К*՞ справедливы оценки

1_ 
а

Р
Р։

+ <“‘И?#т(«, • )|) |3|< ՝ >~р *=о,1» 8>°. 0<р<1».
V а(5, •)

— 1
։|у). Т — достаточно малое число (меньше единицы), \р, р~'а |<

с < оо. ’
Теорема. В условиях 5) —1\) весовая задача Дирихле (1.1),

,5
Д+2 ,+ 2՜

(1.2) при Ф։(^Н , Ф^^Н имеет решение у 6 С։ (]0, Т], Н1, удов
летворяющее оценкам

|р а0 ' дЧу ((, • )[,_А < с /|Ф։ь + ВФЛ \ * = о. 1,2, 
\ >+|/

(1.3)

с постоянной с, зависящей только от постоянных, фигурирующих 
в 11) — 1|у).

Замечание 1.1. Однозначная разрешимость задачи (1.1, (1.2) 
в случае, когда а не зависит от х, доказана в [6].

Замечание 1.2. Вводя пространство В3 как пополнение про
странства дважды непрерывно дифференцируемых отображений ]0, 7], 
в Н3, 5^-2 по норме

Ы= зиР 5 |р(*» )а“Т(<, •) д^уЦ, )|,_*
'€ |о, Л £±0

получим, что в условиях теоремы существует решение задачи (1.1)՛ 
з ,+^՜-

(1.2), принадлежащее В3, если Ф։ 6 Н3, Ф։£7/
Пример 1.3. Пусть А = </(£, х) — Д, р(0(2 4֊ х/4х(х?)],

Р(О = Г’։ а >2, х(у)€ С'о“ (/?), 0<х(У)^1, 

х(^) = 1, |у| <֊-• *(») = 0. 1з1 > 1-

Легко проверить, что справедливы неравенства

а(бх,0 = ?’ + </>Е։+ р(0, — =— +КР + 1> 
а0 <1

Проверяя остальные условия теоремы убеждаемся, что для втого примера 
они выполнены.
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§ 2. Построение решения

Решение уравнения (1.1) будем искать в виде

у (t, х) == U (t) Сх (х) - Jе,х- u(t,x, Е) Ct (Е) dZ.

Подставляя это выражение в (1.1) и пользуясь формулой коыиовицин 
ПДО получим

(#-А)у~ S ֊ ^о(£>;и)С։(Е)^ = 0,
J «>о а!

откуда, полагая
“ -1 + 1 5 а? а,.

),,а “ТбР՜՜^’
получаем следующие рекуррентные соотношения для функций Ь/:

(Я - а (/, х, Е) - 7 (t, х, Е)) bt(t. х, Е) =0. (2.1)

(^-a-^bjd.x, Е) = -767-1 + Е (2.2)

7 = 1. 2.« • ••
Итак, общее решение уравнения (1.1) имеет вид

у (6 х) = (/(/) С։ (х) 4- ИО G (х), (2.3
-где

4/(0 Ct(x) - |՜ е'л и (t, х, Е) С, (Е) </Е, ИО Сг (х) =

= У elx(v(t, X, Е) С, (Е)</Е, (2.4)

«(#. х. о-6о(/, X, Е)(1 + £ bA, v(t, X, £) =
\ j-o Ьо /

-Лв(/,х,Е)Л+ J М. (2.5)
\ у-1 к0'

Точные решения уравнения (2.1) имеют вид

t
*а(^. х, Е) = а 1 (/, х, Е) exp | Va (s, х, Е)Л, (2.6)

т
т

ft \t, X, Е) = а {(f, х, Е) exp | V a(s, х, Е) ds. (2.7)
• /

Составленный из втих решений вронскиан равен

^(Ро. Ьо) = р0 bot — ро/ Ьо = 2. (2.8)

Решение р0 неудобно тем, что при Е — оо оно имеет экспоненциальный 
рост. Поэтому введем еще одно решение уравнения (2.1):
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Мб х, ;) =='(х, с)р0 (/, х,;), а = ехр s, ■) -Va(s, У) ds, (2.9)
О

ограниченное при с—*оо и фиксированных (t, х)£]0, 7՞] X Я".
Решение неоднородного уравнения 

(Й-а-т)««, •) = /(#) (2.10)
запишем в виде

«■(<) = f )/(t)<ft+ i
J l^(6o> Po) J W (^o> Po)
• t

■ли

уЧ'.-)- ftfb, t, .)-£$_<* + f (2.11)
t>, J Ms •) J b0(s-)0 t

t T
—(Л •)= С *b, ,)-/£1_* + fK^, t)^-dz, (2.12)
Pa J Pab. •) J Pob. •) 

• 0 I

де при т < t

K{՜'' t} = \ =~9l/4-^eXP (2 f <2֊13)
(6 ՛) (60> po) 2 V fl (x» •) J

t
■ при т > t 

t

кл՝- ° ~ ?»'՛՜ irV? —,V-X—».и»
Pob> ) ИЧоо-Po) 2J/a(t, •) J

Из i), ii) следует, что при фиксированных 5£Я՞ 
t

lim p60 = lim | рЛ£1ехр j (У a(s, •) -f-Koob» '))л|=0>

(2.15)
t

lim '^o = Ит | j /^-^exp p/ao b> •) ~ V°- (s» •) ) ds | = 1, 

о

откуда (применением теоремы Лебега о предельном переходе под знаком 
интеграла) следует, что решение краевой задачи (1.1), 1(1.4) имеет вид

у (/, х) = И(0 Q՜1 ф, (х) + U(t) U՜' (Т) (Ф։ (х) - И( Т) СГ'Ф՝ (х)), (2.16)

где Q — ПДО с символом £ —(0, х, £), т. е. 
i—o k0

(x)=lhn р И(0Ф (х) = Г elxi У -L (0, X, 5) Ф($) Л. (2.17)

3-443



452 Г. Р. Оганесян

§ 3. Вспомогательные оценки

Обозначим через Ч՜^1 множество всех собственных ПДО с сим
волами класса 5?. о (см. [7], [8]).

Наша ближайшая цель показать, что операторы U(t), опре
деляемые формулами (2.4), (2.5), являются ИДО класса 1Р"р . Введем 
удобное обозначение

(t, х, = (Л х, Е).

Лемма 3.1. Справедливы формулы
<?</■»(։) <?։>«)(?) </'*>(«)

<3.0

(exp(-/(()))<)Uxp/(S)- Sp,/U'’(ï) --/“'’(3. (3.2)

где ß— мультииндекс, а суммирования ведутся по всем мульти
индексам ju j„- • -, ja таким, что |/։| 4------- H/J = !ß/» rjt р{~ пос
тоянные.

Доказательство проведем индукцией по ß. При(Р)=1 формула (3.1) 
очевидна. Полагая (3.1) верным (предположением индукции) имеем

In g = d4 X rj —-----------— = -^rj  --------------— 4-
О О ООО

. v àtk gU՝> g(J*} v gw g"J
g g Гк g g '

где 1^14֊ |Aj| 4- |*p| = 1 4՜ |ß|. Формула (3.1) доказана.
Докажем одномерный вариант (EÇÆ) формулы (3.2):

«Р (-/G)))^exp/(E)= Е р,^^- • -/Ч Л4" * ֊ = п (3.2')

индукцией по п. При п = 1 формула (3.2') очевидна: (ехр (—/))дс 
ехр/ = /'(Е). Далее, полагая (3.2') верным, получаем

(ехр (—/)) dç+1 ехр/= (ехр (-/))dE[(exp/) £ Р]/Ш- • =

=/'(0 S pjfh>- • •/" + E /*”• • -Л’= E p/Äi>- ■

где |Л։|4—• + l^j| = l,/i4-------
Многомерная формула (3.2) доказывается аналогично.

Лемма 3.2. Для того, чтобы выполнялись оценки

а՜1 а, X, Е)|а&(>, X. Е) « С,3 Г131 < Е>р " (3.3)

для всех мультииндексов а, ? С Z" и (?, х, ;)f ]0, Г]Х R1՛' необходи
мо и достаточно, чтобы

рЕ<?*(1па); «;с;т։ р|<Е> р|” (3.4)
для всех а, ₽, |а| 4֊ |0| > 0 и (/, х, ;) £ ]0, Г] х Л,л.

Достаточность. Из (3.2) и (3.4 > имеем

в՜1! а$ I = I Е Р.₽ (1п <1 ■ • • (1п а)И .< С.? Г 'е <Е> ',
». е. (ЗрЗ).

Необходимость доказываем индукцией по а, р. При |а| 4֊ |р| == 1
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(3.4) очевидно. Далее, полагая (3.4) верным (предположение индук
ции) из (3-1) имеем

(1п «)(!’=£ 21' • ■ • < с., Г " <։>֊’«»«'.
а а

так как здесь суммирование идет по всем Т и Р таким, что

1Т11 + --- + !т,1~И-Н. ₽1 +--- + 1М = |?|.
Лемма 3.3. Пусть существуют положительные постоянные

р, I, С,р такие, что для всех а, р £ (<, х, 5) £ ]0, Г] X R
нены неравенства

,1я выпол-

'д^а^+г (т, .)Г (3.5)
о

Тогда имеют место следующие неравенства:

К^о)(ю1 ։ |(ро)сё>| 1 1 ^о(З)! < 0 < |

Ро ^0
(3.6)

-р 1«!
(3.7)

-»|«1

1(в) 1, 1РП?)1, Ио/*(Р)1 
(«Г ?0 ^0 (3.8)

Докажем вначале первую^оцецку (3.6). Так как^при |а| > 1 ввжду( 3.5) 
г г

Л. • )(₽>
(«-и

| = формула Лейбница)
(?)

)»-*) <

< С'ц X 7*''<Е>-И«1 Г«*-4<е>-КН- 1֊п< 

Г‘||»<е>-₽(Н-Ь (3 9>

/
то ^так как 1п Ьо «= ]/ а получаем

т

Ьё1 Ьо^= 2] Г — V • •• ( С/аЛ — <
, 4 /(?11 \ ) 4 /(я,)

< с'.р Т՝|?|«В ><’ <; 6 >-»1 .) < с<ф 7*114 <6>՜'1М.

1Ш

_ Г V С

2

2
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Остальные оценки (3.6) доказываются аналогично. Заметим только, что 
ввиду (3.2), (3.9) имеем

а из формулы Лейбница

£о’р) _ (ор0)(р> _ V р р0Т(«) 
' к0 ' ор0 11 Ро

Для доказательства первого из неравенства (3.7) заметим, что

К(х, {) = ехр 12 J V а (з) Л — 1п а (т) |, 

<
•г

Ш (х, 0 = Л(г. О 2^/2 [
\ з 2 /(«

Аналогично доказывается второе неравенство (3.7).
Далее из (2.2), (2.11)
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Опенки

(^-7” I < С«$ 7*(У+1 ?|) <Е>՜*(3.12). 
\ 60 /(3) /

докажем индукцией по /. При / = 1 это уже доказанная оценка (3.11).
Полагая (3.12) верным (предположение индукции) из (2.2), (2.11), (3.5) 
имеем

что и требовалось доказать.
Остальные оценки (3.8) доказываются аналогично.

Замечание 3.1. Из неравенств (3.8) следует, что

(Лх.а х, е)65°о. (3.13>
7=0 »0 ?=в «0

Действительно, при Т < 1 имеем

Далее из (3.5) нетрудно вывести оценки

а (а )(«. а (а’)։м, ) •

Лемма 3.5. В условиях леммы 3.3 операторы \>и (/) и р|/(0 
принадлежат классам и имеют место оценки

||1(6 -)(/(0Ф(-)Ь. 1н(6 •) И(0Ф(-)|,<с|Ф|з. (3.15)

Для доказательства этой леммы достаточно показать, что

Н*, х)«((, X, Е), р(Л х)о (<, X, Е)6 5р°о. (3.16)

Первое из этих утверждений следует, с помощью (3.14), (3.13), из оцеиок
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а второе доказывается аналогично.
Оценки (3.15) следуют из теоремы об /^-ограниченности операторов 

класса ° >(см. теорему 3.1 из [8] ).
Замечани.е 3.6. Легко убедиться, что операторы //(/), И (Г)

_ 1
являются ПДО класса Ф'

Так как ПДО класса Чг” является ограниченным оператором нв 
Н'+т в Н*, то для придания смысла выражению (2.16) осталось по- 
кавать обратимость операторов У (Г), О с символами

и(Т,х, ?)=£ Ь, (Т, х. 5). Ё ֊֊(°.*. О- 
/=0 у-о ко

Для этого воспользуемся следующим утверждением из [8] (теоре
ма 3.5):

Предложение 3.7. Для 'любых С > 0, 8։>0 и $>0 можно 
указать такие 0 и г > 0, что если

|р(-<. В)1>։։<е>т. (3.17)

для всех |а + ₽|.<Л, то оператор р (х, D) осуществляет изомор
физм между Н*+т и Н*.

Нетрудно проверить, что условия предложения 3.7 для и (Т, х, Е)
1 “ к]ст — — — и — (0, х, 5) с т— 0 выполнены.
2 у-о ко

Действительно, из условий ii), iii) имеем при
, , f 1—8,1

Т min {1, ------- I с,<^ с ^>։ а ( Т, х, ?) < с, < 6 >*,
I с )

-1 _1
сз < ? > < Ьо ( Т, х, 0 < с4 < ; > ’,

Ё (/, х,5) = 1+ J ^->1_с7’’>81>0.
/“О ^0 у—1 Kq

Отсюда и из замечания 3.6 получаем (3.17). Далее из (3.5), (3.13) при
IPI >0 имеем при малом Т

т. е. (3.18) тоже выполнено.
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Итак, из предложения 3.7 вытекает обратимость операторов 6/ (Т), 
и справедливость неравенств

с(|Ф/,<|6/(Г)Фк+5<с4Ф|„

К-
(3.20)

Замечание 3.8. Из локальной обратимости эллиптических опера
торов (см., например, [7], предложение 1.4 главы 2) следует, что обрати
мость операторов С/ (7՞), <2 имеет место и в том случае, когда область 
]0, Т]Х^П, в которой рассматривается уравнение (1.1), заменить яа 
]0, 7”] X где 2— достаточно малая область из R", а начальные 
функции Ф1.2 брать из класса Сё (2).

Замечание 3.9. Из представления (2.16), неравенств (3.20) и

И(7^^ЧЕгр вытекает неравенство (1.5) при к = 0. Действительно

Ых = |^^(0р-։Ф, + рб/(0£^։ (Л (Ф։ - И(П(2_’ф.)К
< с (|Ф։|, + |Ф,| (3.21)

'Ч)-
§ 4. Вывод оценок (1.5) при Л = 1, 2

Имеет место

‘ Лемма 4.1. В условиях 1) — 1/у для любых а, м (/, х, ?) £ 
£ ]0, Г] X 3?2я справедливы неравенства

Доказательство. Первая из оценок (4.1) доказывается с помо
щью формлуы (2.13) и неравенств (3.14):
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Вторая—из оценок (4.1) доказывается аналогично с помощью 
(2.14). Оценки (4.2) вытекают из 111)։ 1|у) и (3.14):

формулы

(<?ЛМЙ՛

+ т*и։1<е>_,|։|<с’«?/а(О Г131
\ р /

Неравенства (4.3) доказываются с помощью формул
I t

exp j (j/ в + Г «о) d՜ еХР J (I “в— V a) d~

рб, ________т____________ ։ _ °___________
Vo., Уаа0(1) Уа0 У аав (t)

ж неравенств (3.15).
Первое из неравенств (4.4) докажем индукцией по /. При / = 1 приме

нением формулы Лейбница и оценок (4.1) имеем

д, (тТ’“ Е с-՝ Idtf֊ S а'₽)D* ь՝>-т Y’՜'* <
X /(ft J \ о0 //>1 —1 /(P-j)о

<с;г <։>֊’" г“ । -ЩТ f-y===- ( S —Й1.
J Иа(-) \ bl-։ 60 /(3_„

< Са₽ 1 T(7j՜ 7’«(IW+։»<J>-*M.

Полагая (4.4)1 верным при /=1,..., т (предположение индукции) 
имеем из (2.2), (2.11) и формулы Лейбница

/

L \ (а—а) _____
֊֊т) d-< C^Va{t) S <;>-pl" г4"1 X

о« /(?-*>
I

Оценки (4.4)г доказываются аналогично.
Из оценок (4.5) мы, как обычно, докажем только первую, используя 

неравенства (4.3), (4.4):
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Наконец, неравенства (4.6) выводятся с помощью (3.2)

( £ р (1П а - 1п ао)!:՛; • • • (1п а ֊ 1п < С,₽ Г ₽։ X
\а0/(3) а„ к «•»>

У |в|

Из неравенств (4.6), определения класса ЧГ" и теоремы об огра
ниченности ПДО класса ՝Г'П в пространствах Соболева (см., напри
мер, [8^ теорема 3.1) вытекает

Следствие 4.2. В условиях ։)—НУ) ПД операторы

֊ ом, -77=^ У)
V аи V а0

принадлежат классу Ч/1։ и имеют место оценки

^^(ОфМ—И,(#)Ф <с|ф| . (4.8}
I И О(| д 1 оп 1' ։ |» + }•

Перейдем к доказательству оценок (1.5) при Л=1, 2.
Дифференцируя соотношение (2.16) по I получим

у<= и,(ос-։ф։ + (/,(^г/-’(г)(ф։- и(Т)(Г’ф.),'
откуда, применяя оценки (4.8) и (3.20) получаем неравенство (1.5) 
при £ = 1:

|-^=уг|<сЛф1| +|ф։| ).
I Оо 1։ \ ■ р ֊ | У ||.г+1

Оценку (1.5) при 1г=2 выводим с помощью уравнения (1.1) и неравенств 
(4.6):

Итак, оценки (1.5), а с ними и теорема, доказаны.
Чтобы проиллюстрировать появление весовой функции |Х в задаче- 

Дирихле (1.2) решим сингулярную модельную задачу Дирихле в круге

^={(х> У)6Я’> *’ + ։/</?), г = V х3 + у',

«хх+ иуу-=<7(г)м(х, у), (х, р)£Д — 0) = оо, (4.9)«

Нт (Мг)«) =/(?)£С”[0, 2к], (4.10)
г-я-о
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где
4 ___ 5 ____  i

(г) « у Яо (г) exp I )/<7o(s) ds, g0 = q(r) 4^5՜' (4-П)

Г
Переходя к поляргым координатам г, <f (x = rcoso, # = rsin?) 

■уравнение (4.9) запишем в виде

игг + ֊- + -^ =ч(г) и. (4.12)

Подставляя решения вида

u (г, <f>) = Af (г) 5(<f>) 

в (4.12) (метод разделения переменных) получаем

М (г) М (г) В (<р)

Уравнение В" (у) = '/В(ъ) имеет общее решение

В (о) = аа sin <р V f- + bn cos ? У \

где из периодичности 5(<р) с периодом 2 к следует, что X = п։, п £ 
Уравнение

М"(г) + ^) = дя (г) М(г), Чп = ^ + Ч (г) - -Ц (4.14) 
г 4 г1

_ 1
заменой М(г) = г V (г) сводится к

®"0 — дя(г)«(г). (4.15)

Общее решение этого уравнения имеет вид 

и(г)=С։о1(г)+С։и։(г), (4Д6)

։где в условиях ВКБ-леммы (см. [9] )

I р_____
1)- <7(г)>-^7։ 2)- I К?(р)

3). ,М6С-(0.Д, 4).^.’-^’€£,[., Я], ,>о.

дамеем

V я« ^ + ^( — Уяп) ЛI •

о
(4.17,

V дд (3)4/5^ ,

Нт в1. ։(г) = 0,г-^я-о

«»(г) — (1 +«։(/■))дя *(г)ехр( —
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причем v։(r) стремится к бесконечности, a va(r) стремится к нулю 
при г — R — 0.

Итак 
т Հ 

lim exp j (]/? — = Ср (4.18)
4 R

Решение и։ (г) можно гладко продолжить вплоть до г = 0 так, 
_ 1 

чтобы w,(0) = 0. Продолжая о։(г) до г = 0 получим, что г о։ (г)— 
~1пг стремится к бесконечности при г -*■ 0, т. е. М(г) неограничен
но при г = 0. Выбрасывая это сингулярное при г=0 решение получим. 

и(<, х)=^—+ V U;-)(a*cos£<?4-6*sin£v)> (4.19)
2 И г а-1 V г

Из краевого условия (4.10) и (4.18) получаем

Нт % и ~R 2 (Հ-i + Ё (a* cos k<f -f- bk sin k<?)\ = /(<p), I |(4.20> 
r-R-O \ 2 *-l /ДЙ

откуда коэффициенты Фурье fl*, bk находятся обычным способом.
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G. R. OGANESIAN. Weighted Dirichlet problem։ for the *econd order 
tlngalar elliptic equation։ (summary)

In tba paper the solvability in the Sobolev space of the weighted Dirichlet 
problem for a singular on the boundary elliptic second order equation is proved.

As the weight function the first approximation of the JWKB—asymptotie 
(Greea—Liouville function) is used.
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А. О ОГАНЕСЯН

ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ЛАГНЕЗА—ШТЕЛЬМАХЕРА 
НА ОДИН КЛАСС УРАВНЕНИИ. УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ 

ПРИНЦИПУ ГЮЙГЕНСА

Рассмотрим строго гиперболическое уравнение вида

£„(и) = и„ —£ а.Ч(1-х)ин + с(/,х, у)и = 0 (1)
/.7=1
(Л х, /?я+2>

где а11 (I — х), с(/, х, у) — достаточно гладкие функции.
Известно [1], [2], что при с = 0 и п четном уравнение (1) удовле

творяет принципу Гюйгенса, что означает существование заднего фронта 
волны, вызванной локализованным в пространстве и во времени источни
ком (принцип Гюйгенса в «узком смысле» [3]). В предлагаемой работе 
.приводится алгоритм построения уравнений вида (1) со специально по
добранными функциями с(/, х, у) и п четном, которые удовлетворяют 
принципу Гюйгенса. Случай постоянных 'Коэффициентов а!։ (г, /=1.• • •, п) 
рассмотрен в [4].

§ 1. Фундаментальное решение по Адамару и принцип Гюйгенса

Пусть (/0> х0, у«) — произвольная фиксированная точка, а Г
— квадрат геодезического расстояния между точками (/, х, у) и (?0, х0, уп) 
в римановом пространстве с метрикой

= 4? — 4х* — £ а1} (< — х) ду1 4уу,
I, у —1

где матрица |а/у|" у_1 является обратной к матрице А = [а'-^ у_։, Фун
даментальное решение для уравнения (1) имеет вид [3]

п

՛« (*» X, у; /0, *0. Уо)= X, у; (0, х0, уа) Г ՛ -}-
+ х, у; <0> х0, уи) 1п Г 4- R, (2)

тде

Т՜1
Vх Е О» х‘ У'՝ хо> Уо) Г’,

V = о
— II
X (6 х, у; 10, ХО, Уо) г 2 ;

__ п
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6/, (у = 0, 1,* • •), R — достаточно гладкие функции. При этом функ-а 
ция является решением задачи Гурса для уравнения (1) с данными 
на обратном характеристическом коноиде

Г (/, х, у; 1а, х0, у0) = 0 (3)
с вершиной в точке (/0. х0, у0).

Известно [3], что уравнение (1) удовлетворяет принципу Гюйгенса 
тогда и только тогда, когда для любой точки (<о, *о, Уо)

(«, х, у; /0, х0, уо) =0

внутри коноида (3). Это условие, в силу того, что R7 является решению։ 
задачи Гурса для однородного уравнения (1), эквивалентно условиям

1Г| ■■= и = 0. (4)
1 я|г -о 2 г =о

Квадрат геодезического расстояния Г считается по формуле >{5]

Г = (<- /0)։- (х —х0)’— £ А^е-х, /0—*о) (д — у01) (у/—у0,),

где матрица является обратной к матрице а
1-х

А՝' (1—х, /0—д0)=------------ -------------- Г а/у(о)^в.
(* —х) — (*о —х0) Л

••-х.

Для определения функций и, (* = 0, 1,- • •) найдем сначала гео 
дезические кривые. Пусть

НИ, х, у, -с,. 5, 7]) = х։— ?*— £ а13(1 — х)-ц{1у. .
/=։

Задача Коши, из которой определяются геодезические кривые, имеет вид

Л х/х ,— = т, — = — с, 
с/з Из

^1 = -^ача-х)^, 1 = 1,..., П, 
^5 "1

Iя
~ = V X «,Г
05 2 I, У = 1

2 а13'а-х)^,
08 2 յ-\

<5)

Л=0=/0> х|<=0 = х0, у/|,_о = Уор ։ = !»•••» п,

Т|»-О == То> ^|*-0=?0> 7!/|»=0 = п>

где т0> Ео, 7]щ — заданные числа. Отсюда
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t — x = t0 — ХО+ (т0-1- Со) (6)

Подставив функцию и в уравнение (1) и приравняв к нулю коэффи
циенты при отрицательных степенях Г и 1п Г, получим

2/л/.«г_адя:_ А а„(,_х)Ё£" «г\ + 
\ д1 д1 дх дх /,$1.1

+ |Л/-(у + 1)4] ^о = °. (8)

V 2/| л л дх дх 1։%У ду, 0ук

^,= -£я(б;_1), * = 1 2/1

Ьп ( Ш = 0,

у ао(г
1 л Й дх дх

+ (Л/-4) 1Г =-£„(£/ Л
2

д№ дГ 
дУ1 дУ/

!֊'•
(9) 

(Ю)

(П)

„ <?’Г д’Г „ „,х х ЙГ 
где м “ 1ё - о* ~ 2 а { ~ х) ’ Легко видеть’ что м за՜ 

висит только от (I — х).

-Пусть и_ц_ — решение уравннния (11), а ТУ >-75-----произвольное
2 -։

целое число. Рассмотрим функцию 
аг ЛЫ * —X“

1₽л/= £ а,г 2,

где [/■, — являются решениями тех же уравнений (9) для ’=---+ 1, 

•••> ТУ. Тогда в результате действия оператора Ьп на функцию
я ___ п п
2 ’2 2“

п„= 2 £ДГ + 2 У,г 1пГ
’ -0 л

получается функция /н(1, х, у), гладкость которой растет с увеличе
нием ТУ. Поэтому решение уравнения (1), имеющее особенности на по
верхности коноида (3), можно записать в виде

п 1 п п
2 1 2 ”՜ т

и= V и,г + £ (пГ+Ял-,
V— о <

'2
где — достаточно гладкое решение уравнения
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В силу 
в виде

и называть

произвольности функцию и символически можно записать

д____1 т д ■»____п

и= £ и,Г 1 + £ и,Г 2\пГ + К 
О д

2
параметриксом (асимптотическим по гладкости решением) по

Адамару уравнения (1). В случае сходимости ряда функкция и является 
фундаментальным решением по Адамару.

Преобразуем уравнения (8), (9), (11). Известно [3], что

дГ _ <?Г _ ։ 0Г _ -1
д( дх од1

или с учетом уравнений (5)
<?Г
д/ (1з

^1 = _25^, ^. = _25
с^х ds 1.^-1

25 —

<14)
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Так как М=МЦ — х), то из (6) и (12) следует,, что £/п=С/п(/ — х, 
^—Хо).

§ 2. Преобразование Лагнеза—Штельмахера

Процесс построения последовательности операторов, удовлетворяю
щих принципу Гюйгенса, опишем на модельном уравнении

Ь* («) = ип ֊ - £ а'а —х)иУ|У/ + с(/-х)6(у։)и = 0. (15)
/ = 1

Коэффициенты фундаментального решения и функции М, 1Г для 
уравнения (15) обозначим соответственно £/),(? = О, !.•••), П7։. Из
формул (6), (7), (13), (14), записанных для оператора А|„ следует, что 
1/ь = (/ — 'х, ух\ — *о> у0|) (* = 1» 2> • • • )•

Рассмотрим оператор он 2) с соответствующими функциями 
М\, £/ь (* *= 0, 1,-• •). Имеем

(Ло = сиехр Г 1 дх' (п 4-2 । -А л 1 ,I — М\ — ( — ----Ь 1 ) 4 </з =
3 4а \ 2 /
о

= <ехр[- [А1^-^ + 1)4Ьо- [А/2 л£ а/Л։_4\Л
I и 4 ОI \ 2 / ] .)4А /

О о

где

g(t — х, /0—хп) = ~ ехр 
Со

= (Ло(^ — X, 1О—Хо)8(* — Х, *0—х0),

(16)

Заметим, что

Л ("+2)[# (*~ *• 4- х0)Ф(< — х, у,; г0—х01 у0,)] =

8 № х, хи) £։ (п+2) [Ф (1 х, у։; х0, Уо1)]= Я

Поэтому, например, для функции £/п получаем
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Аналогичным образом легко доказать, что

и вообще из формул (12)—(14) следует
Лемма 1. Пусть операторы Цп и £։(л+2) имеют вид (15), 

Тогда

Uu = ^gUu, v = 0, !,•••, ֊֊֊1, (’o=ï)»

где функция § = — х, ?0 —х0) определяется по формуле (16).
Пусть в уравнении (15) с(/ — х) = а'(£— х). Рассмотрим опера- 

тор Л, =------ (-</(ух) и выберем функцию (уг) так, чтобы выполня-

лось соотношение
Лт — Ря-г + а1 (^ — х) 1У, 1У,. (18)

где

(у о.
б'У։

Для этого достаточно, чтобы функция (1 (у։) удовлетворяла бы уравнению

<{'-<? = - Ь.
„ и/
Если </(у։) искать в виде <1 —------- • то для функции р получим

Р

р"-6р = О. (19)
Рассмотрим оператор

^1я Рп—1 “4՜ a Lyt lyt* (20)

4-443



468 А. О. Оганесян

Соответствие Z֊je~*^ia называется преобразованием Лагнеза Штель- 
махера.

Пусть фундаментальное решение для оператора L\n имеет вид 
Л

û= ИГ 2 4֊ 1Й1пГ + R.

Лемма 2. Пусть = ~-----h d(yoi). Имеет место соотно
си

шение

^\(t-x, ус, t0—x0, ÿoi. Г) =-ly, W(t — x,yc, t9—ХО, ÿOi> Г),
(21) 

где (f0, х0, y0)^D, .(t, х, y)£D и лежит в коноиде (3).
Доказательство. Пусть Q — область, ограниченная коноидом. 

(3) и гиперплоскостью # = <*, а С" (2) — произвольная функция 
Тогда решение задачи

Lin и —f, 
4=/’ = °’ 

“/!/_/• = ° 

записывается в виде [3]

“>(G» хо> ffo) = a*J dtdxdy, 

о

_ «±։
~ (£2L?“2)llF1) J

1ГЛе “я--------------?i + 2 л--------- Отсюда
2к 2 J

G« “(G. *o> Во) = «л J G„ Wf dtdxdy. (22)

0

Из определения оператора Lin легко получить равенство 
/■w 

ly,Lln ~ Lïnlj,,
-Поэтому функция Zy,u является решением задачи

L\n v = 1У[ f, 
Ч-г- = °' 

= о.
■Отсюда

G« U (zo. Xt, yQ)= Я, b,f dtdxdyWf dtdxdy.
OQ

(23)
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Сравнивая (22) и (23) получаем утверждение леммы.
Сформулируем и докажем основной результат работы для уравнений 

типа (15).

Теорема 1. Пусть оператор Lin определяется по формуле (20). 

Тогда, если Lin удовлетворяет принципу Гюйгенса, то Li(n+2) тоже удовле
творяет принципу Гюйгенса.

Доказательство. Так как оператор Lin удовлетворяет прин
ципу Гюйгенса, то согласно (4) £/ I =0. Учитывая, что U * зави-

Т|г=о Т
сит только от переменных t — х, у1։ получаем, что U* = 0. Отсюда

Т

и из (13) следует, что Ü'i.sO, * = — 4- !,•• •. Следовательно ITsO- 
2

Из леммы 2 получаем

4 Г-0. (24»

Функция W является решением уравнения

Lin Г-0. (25»

Из (20), (24), (25) следует, что W удовлетворяет уравнению

Pn-I Г-0.

С другой стороны
я

Г= S t/ь (t — X, ÿ։; tü— х0, ÿo։)r ’» 
fl 

’“T

где определяются по формулам, аналогичным (13),.

(14) для оператора Г1Я. Запишем функцию W в виде

Г = S ус, tü—xQ, Уы)Г\
.-О

где Г= Г-г a1 (É - х) (ÿ։—ÿo։)2, а И, (v=0, 1,-• •) достаточно глад
кие функции. Заметим, что P,i-i(/,J=0 (м = 0, !,•••)• Подставляя

W в уравнение (26) и приравнивая к нулю коэффициенты при различ

ных степенях Г, получим

n[dV, дГ dV, дГ 4, дГ ]2[ dt dt дх дх * дУ1 dVi 1 +

+ [m+4(v-1)] /, = 0, у = 1,2,--,
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где М =— — — — У а1 (1- х)^-2- Это уравнение можно запи- 
дх1

сать в виде

45֊ 4- [ЛГ + 4(7-1)]И, =0,

где х—параметр на геодезических кривых, определяемых оператором 

р так как л7^-2(п4-1) при 5->0, то единственным гладким ре
шением этого уравнения является К, = 0, V = !,•••• Таким образом

Иои — х.уй #0—х0, у0|) и не зависит от Г. Поэтому из (27) еле.

дует, что №= и (^ — х, уу, х0, ущ) и 6/, = 0, V = — >
А 2
2

Из соотношений (17), записанных для операторов и £։ (я + 
получаем

йъ = 8йъ^О, у = ֊’■■■’

что означает, согласно (4), выполнение принципа Гюйгенса для оператора 

.£1(я+2)- Теорема доказана.

§ 3. О некоторых обобщениях теоремы 1 и примеры

Методом, изложенным в § 2, можно строить преобразования Лагне- 
за—Штельмахера относительно любой из переменных щ,..., уп с помошью 

^ + ^/։(ук)(к=1,операторов п) и получать уравнения

вида

Ькп (п) = и„ - ихх — а‘ (( — х) + сл (/ — х) Ьк (ук) и = 0, 

удовлетворяющие принципу Гюйгенса. Так как операторы 1Ук и 1Ут 
(к, тп = 1,- п) коммутируют, то применяя преобразования Лагне- 
за—Штельмахера р1 раз с помощью Операторов типа /У1, ра раза с 
помощью операторов типа /у, и т. д., можно строить уравнения типа

Л Р
(^) = ֊ ихх ֊ % а‘ (/ - х) и + X с{ а ֊ X) Ь1 (у) и =0.

1-1

удовлетворяющие принципу Гюйгенса.
В общем случае для построения преобразования Лагнеза—Штель

махера, надо уравнение (1) невырожденным преобразованием
■л

— х)ур 1 = 1,..., п

привести к виду
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(“) = ии ~ ихх ~ Д ~ х) их1Ч + с *.*)«- О»

где а1 > 0. Это возможно в силу строгой гиперболичности уравнения (1). 
Пусть при этом

с(1, х, г) = £ я* ({ — х) Ьк (гк).

Рассмотрим операторы /։/г = -з-----г </,. (хА) (к = 1, • • •, п), где функции<7гл
с/л(гд) удовлетворяют ураввению 

дк ^к =

Допустим, что для некоторого оператора /»4(1 ^1:<Сл) выполняется 
соотношение

Тогда для оператора 

д' д' п д'

оператор Ькп строится по формуле

~ д' д' п
^ = --3 -֊֊ 2а'«д1' дх' м

д'
д( дх

Методом, изложенным 

принципу Гюйгенса, то

в § 2, доказывается, что, если Ькп удовлетворяет 

£л(п+2) тоже удовлетворяет принципу Гюйгенса. От
членов первого порядка в уравнении

Ькп («) — 0

можно избавиться заменой неизвестной функции

относительно которой принцип Гюйгенса инвариантен. 
Рассмотрим несколько примеров. Оператор

д' д' 2 д'
де дх3 ,4*1

■удовлетворяет принципу Гюйгенса. Здесь 6 = 0 и из уравнения (19) 
а 1

получаем, чтор = а^։ -Ь р. Следовательно а=------------- — =------------я- •
«У1 + Р +

а

Пусть ₽==0, тогда /У։ = —-------- — и по формуле (20)
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Լ = -?-

’ де

Х(“Г՜՜\ оу1

Ժ2
дх' 

յ_\ 
У\/

д' 
де

- х) ^+ <։'(/— х) (--------—) X
ду} У1'

д' 2 . , д' 2 а1 (է —
дх' Я

Согласно теореме 1 оператор
д'! = и-ж)-^ +и де дх՝ Ы

2а1 (է-х)

удовлетворяет принципу Гюйгенса. Обозначим Լ, 

*** 2
ратор Լօ. Имеем 6 =-—5 и

1

у,

= Լէ и построим о г.е

շ

Отсюда |* = 1у\ +₽У[՜՛- Если взять а = 1, Р = О, то

~ д' д»
Լ°՜ծՐ дх'՛

При а = 0, Р = 1 получаем
Լ =±- 

0 де

Если я փ 0, р =/= 0, то

Ժ3
Оу] У*

ժ=-

Ժ’
дх'

Если преобразовать

то получим

- = Ժ2 _ _ժլ
в де дх'

Ժ։и д'-- ------ \\а‘ Լէ-х) —
дх' 4=ւ ду]дх'

2^?-7
(у, + 7)У։

- £ а1 (է- х) Л 4- а' (է - х) ^Ճ«ԼԼ_2.Ն).
& Ы (^+7)’

,7 , ժ
оператор Լլ—Լլ с помощью 1У,=------- - дг(у2>

дуг

Ժ*
У1

2а' (< —х) 
у}

Ճ 
и

и

ц де

6

в

6

7 =— а
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սկզբունքին բավարարոդ հավասարումների համար (ամփոփում)

Հոդվաեոլմ ուսումնասիրվում Է րստ Հա ղամարի հիմնարար յուէումը երկրորդ կարգի մեկ 
դասի խիսս, հիպերբոլական հավասարումների համար. Հադամարի հայտանիշի միջոցով հե
տազոտվում է Հյոլգենսի սկզբունքը այդ հավասարումների համար, Բերվում է Հյուդենսի 
սկզբունքին բավարարող հավասարումների հաշորդականոլթյան կառուցման ալգորիթմը.
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А. Н. HOVHANESIAN. Generalization of the Lagneee—Stellmacher method for the 
one claez equation*, eatiefqlng Haygent' principle (summary)

In the paper the Hadamard fundamental solution for a class of ;stMng hyper
bolic equations of the second order is studied. Using the Hadamard criterion the 
Huygens' principle for these equations is investigated.
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Г. А. БАРСЕГЯН, В. Г. ПЕТРОСЯН

СООТНОШЕНИЯ ТИПА ТОЖДЕСТВА КАРТАНА ДЛЯ 
ВЕЛИЧИН АССОЦИИРОВАННЫХ С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

Основные результаты, следствия, обсуждения

Мы полагаем известными основные определения и результаты теории 
распределения значений (ом. [1]).

В теории распределения значений мероморфных функций в качестве 
меры близости мероморфной функции ДО (г) к заданному значению а£ С 
рассматривается обычно неванлинновская функция приближения (г = ге1'1)

2к

(г, а) = I 1п 1 -—— ----- - с/у.
2 (з) — а|о

С конца шестидесятых годов активно изучается более тонкая характе
ристика близости до(г) к а, величина

I. (г, а) = тах 1п+------ - ------ -
|։| = г [а, (г) — а1

Установлены многочисленные аналоги в поведении функций Ь(г,а) и 
т (г, а), составляющие сегодня предмет теории роста В. П. Петренко (см. 
[2]), в которой, а։ежду тем, до сих пор отсутствовал аналог известного 
тождества Картана, эквивалентного следующему соотношению (см. [3]):

т (г, е1՝') с/0 = о [Т(г)], г со,

где Т (г) — характеристическая функция Р. Неванлинны.
В работах по теории мероморфных функций получение окончательных 

результатов зачастую упирается в оценки логарифмических производных 
функций до (г), которые, однако, рассматривались как вспомогательные, 
технические средства (см. [1], [2], [4] —[6]). Между тем в [7] было 
установлено, что следующие интегралы от логарифмических производных

ձ(ր. а)

и՛' (ге1*) 
ш (ге/?, — а Ժ?, А (г. а) = {г:|х| = г; ,'ա(շ) — а|<1},

обнаруживают свойства, аналогичные свойствам функций Ш (г, а), т. е. 
для них выполняется аналог второй основной теоремы Р. Неванлинны и, 
соответственно, аналог соотношения дефектов. Как следствия, получаются 
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обобщения некоторых известных результатов В. П. Петренко и В. Фукса 
из [2] и [4].

Тем самым указанные интегралы становятся объектом самостоятель
ного изучения. На актуальность изучения таких объектов указывает, кро
ме всего, следующее простое предложение: если мероморфная в |я| < оо 
функция ио (г) имеет по крайней мере два исключительных в смысле Пет
ренко значения, т. е. существуют значения и аг, для которых 
р(а։)>0, ₽(а։)>0, где

₽ (а) = ? (а, ш) = Нт

то для любого а £ С и г справедливы неравенства (з = ге1*)

т (г, а) =— I 1г
2 к.) 

л (г, .։)
■;------- «А? -С шах 1п+---------

4՜ 0(1), г (1)
* (л о)

— 1п —1- 
I ш (г) —

Г го'(г) 
г 1 ------------------

3 и; (г) — а 
4 (с. а)

(2)</<р.

В настоящей работе устанавливаются соотношения типа тождества
Картана для величин Р (г, а) и, как следствие, аналогичное соотношение 
в теории роста В. П. Петренко.

В дальнейшем через К. (0) обозначим постоянные, зависящие от р.
Теорема 1. Пусть и (х) — мероморфная в |з| < со функция՛, 

(г)—монотонная функция, стремящаяся к 4֊ оо при г -> оо 
(<р35 (г) < Л (г)), где А (г)— сферическая характеристика Л. Аль- 
форса՛. р = сопз1^>1. Тогда на некоторой неограниченной последо
вательности значений г выполняется неравенство

2*

< К($) <р8 (М Лад (₽г) 1пг + О [ А (?Г)], т - оо. (3)

Следствие 1. Если (Л(г)/1п10г| -*■  оо 'при г—>оо (в частнос
ти, если нижний порядок X функции ш (г) больше нуля), то на не
которой неограниченной последовательности значений г выпол
няется соотношение

2х

Р(г, е'*)  </ф = о[Л {₽/•)], г-*оо.  (4)
о

Теорема 2. Пусть ад (г)— мероморфная в |з|<^со функция, 
существуют значения а։ и а^ такие, что Р(а։)^>0, Р(а։)^>0; 
? (г) 1 + оо при г-г- оо (ч’5(г)<Л (г)): В = сопз1>1. Тогда неравен
ство (3) можно заменить следующим неравенством:
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2«
jrL(r, e'*)^</:(₽)<P 8(Pr)^(₽r)ln2 + o[H(₽r)]. r-oo. (5) 

О
Следствие2. Если (А (г)/1п’°г) ֊> <ю при г-»-оо (в частнос

ти, если нижний порядок X функции ги (х) больше нуля), то (5) 
можно заменить следующим соотношением:

2к
j £(r, e*)db  = o[A (₽r)L (6)

Далее устанавливается одна модификация теоремы 1, в которой фи
гурируют площади множеств, в, которых w (z) близко к а.

Такого рода множества встречаются в различных ситуациях, в част
ности при установлении оценок величин У, $“(а)> У ₽*  (а).

1«) (“)
Теорема 3. Пусть w (z) — мероморфная в |z|со функция, 

р = const >1, е^>0. Тогда неравенство (3) теоремы 1 можно заме
нить следующим неравенством:

г* ■
(>(г, < к (в։ р) + о[j4 (рг)]։ г _ (7)

J[5₽ (г, в«-)]2՜*

где

г Г
(г, е'*)  = I 1 da, da — элемент площади, К{е, £) — постоян-

rif л (1.
ная, зависящая от е и р.

§ 1. Вспомогательные результаты

Для доказательства теорем 1, 2 и 3 воспользуемся вспомогательными 
леммами, доказательства двух из которых базируются «а следующем ре
зультате'(см. [8], теорема 1.2).

Теорема А. Пусть w (z)—мероморфная в \г\<^<х> функция- 
?(r)t + оо при г-»оо (®зь(г)< Л(г)). Тогда в круге jz|< г можно 

указать Ф (г) попарно непересекающихся областей Ei(r), z=l, 2, 
•••» Ф(г), для которых справедливы следующие утверждения:

I- |Ф(г) — А (г)|==о[.4 (г)], г -> оо, Г~^Е, (1.1)
։де Е некоторое множество конечной логарифмической меры.

II. В каждой области Ei (г) функция w (z) одноместна; для 
каждой точки, принадлежащей dEi (г), существует некоторая ее 
окрестность, в которой w (z) одноместна; замыкание множества 
w(£i(r)). стереографически отображенное на риманову сферу, сов

падает со сферой с некоторым числом ki, исключенных из сферы 

односвявных областей 6j, j = 1, 2, • • •, hi.
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Ш. РД)<1/?(*),1 = 1,2.--,Ф(г),7=1,2,-.Лр (1.21

где р(Д/) — диаметр области к, в сферической метрике г^Е.
Ф (Г| — _

IV. £ к1 < 4 А (г) 4֊ о[А (г)), г-» оо, г(^Е. (1.3
1-1

V. ./(Е, (г)) К<(в(г)/А^(г), 1,2, . -, ф(г), (1.4)

где К постоянная, не зависящая от то (х), <1 (бДг)— диаметр об

ласти Е1(г).
Теорема А представляет собой обобщенную формулировку свойства 

близости а-точек мероморфной функции Сй(г), устанавливающую, что для 
«хороших» значений а и Ь а-точки и 6-точки функции и» (г) близко рас
полагаются друг от друга (поскольку они лежат в малых областях

£1 (г))- Тем самым теорема А включает в себя ряд основных результа
тов теории распределения значений, устанавливающих, что близки коли
чества таких а-точек и 6-точек. В [9] приводилась схема применения это
го свойства, одной из реализаций которой являются результаты данной 
работы.

Обозначим, соответственно, через п (г, а) и л (г, 6) — количество 
а-точек и 6-точек функции (г) в круге |г| < г, через я*(г,  а) и 

Ф (г) -
л*  (г, 6) — количество а-точек и 6-точек в области и Е( (г), через 

/ —1
л**  (г, а) и и**  (г, 6)—количество а-точек и 6-точек в области [|з| < г) \ 

г ф (г) ~ \
\ 1 и Е( (г) а через л*  (г, а, 6) — количество тех а-точек ец (а) €

1 /-1 >
Ф(г) ֊

££>(г)с: и Е{ (г), для каждой из которых находится 6-точка х*(6)  
1-1

из Е,(г).
Очевидно, что

л (г, а)= л*(г,  а, 6) 4՜ [л*  [г, а) — л*  (г, а, 6)] 4՜ л**  (г, а), (1.5)
л (г, 6) == л*  (г, а, 6) 4- [л*  (г, 6) — л*  (г, а, 6)] 4- л**  (г, 6). (1.6

Обозначим
2х

Д*  (г, р) = | л*  (г, ре|&) р > О, 
•/ о

2с

{г, Р|, р։) = / п*  (г, Р1 е/0, р»е“>) (&, р։ > 0, ра > 0. 

в
Лемма 1. Справедливы следующие неравенства:

2"Ф 'г) — о [А (г)] < Л*(г,  р) < 2« Ф (г), г—»ос, г^Е,
(1-7)

2кФ(г)-о[А(г)]<Д*  (г,Р1,р։)<2кФ(г), г-»оо, г£Е. (1.8) 
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где £—некоторое множество конечной логарифмической меры.
2*

Доказательство. Величина | п*  (г, ре®)рс?» показывает сум-

О

парную длину всех линий, лежащих на поверхностях ш (Е/ (г)), 
у = 1, 2, --, Ф(г), проекции которых лежат над |»:|ш|»=р). Опреде
лим величину п{ (г, ре10) равной нулю, если ни одна ре'8-точка не при

надлежит Ё^г), и равной единице, если существует ре,в-точка принад

лежащая Е] (г).

Поскольку (г) однолистна в каждой из областей Е](г), то вы
полняется 

♦ (г)
п*(г,  ре'8) (г. Ре®) (1.9)

и, следовательно, 
2ж

Д*(г,  Р) = X Г п}(г, ре'8)^0<2яФ(г), 
7=1 о*

т. е. правую часть неравенства (1.7).

По теореме А стереографическая проекция можества ш(Е;(г)) 

■а риманову сферу совпадает со сферой за исключением к/ штук 

односвязных областей Д?(/= 1, 2,• •-, к]), сферические диатетры ко

торых меньше Обозначим д/. р проекции на плоскость тех об

ластей Д/, которые пересекаются с (ш:|ш|=р); к}, р — их количество.
Тогда ясно, что

2я -г
Г 1 л р

г>*1  (г, ре'8)</а>2я-------у </(д/,,). (1.10)
0) р '֊'

Из геометрических рассуждений ясно, что при г>г0 (т. е. до
статочно большом Ч’(7՜))*

«Кд'.г)<(р + 2)։/?(г), / = 1, 2,-.., £у. р (1.Ц)

(ие„оль,,етм формул. («,, х + ~ °1 + |о|, ■ по„։м.ющм

сферическое расстояние между ш и а).
Из неравенств (1.10) и (1.11) получаем

2ж
( и] (г, ре'8) > 2к — 2)*  2 х _ (р + 2)д __

? Р*(г)  р?(г)
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Следовательно, согласно (1.9) имеем
2>

(о 4- 2Р ф(г )- 
-֊֊֊ £ к,. 

и РТ (г) ) =1и
Отсюда, используя неравенство (1.3), получаем

2ж
п*  (г, ре19) </& >2тт Ф(г) — о[А (г)], г -♦оо, г^Е, 

о

• Здесь Е — то же самое, что я в теореме А.

т. е. левую часть неравенсва (1.7).
Доказательство неравенства (1.8) следует из геометрического смысла1 

Д*  (г, Р1, ра) и теоремы А.
Обозначим 

2ж
Д**  (г, р) = |՞ п**  (г, ре'9) </&. 

в
Лемма 2. Справедливо следующее соотношение:

Д**  (г, р) = о [А (г)], г֊> оо, Е, (1Д2).

де Е — некоторое множество конечной логарифмической меры. 
Доказательство. Согласно определениям имеем

2х 2*  2х
Д**  (г, р) = § л (г, ре'9) </8 — | л*  (г, ре'9) с№ = (г, ре'9) М — Ь*  (г, р).

о в о
(1.13)֊ 

Для заданного р > 0 обозначим через ро расстояние от стереографическо
го образа на сфере Римана числа р до оси сферы Римана, соединяющей 
точки 0 и оо. Тогда величина 

2х 2х
-Д- (л(г, ре'9) Ро Г Л (г, ре՛9) (1.14).
2«Ро 4 2КЛо о

показывает среднее число накрытия над кривой, являющейся стереогра
фическим образом окружности | и? | = р. Следовательно, согласно теории 
поверхностей наложения (см. [1], гл. XIII, стр. 338 вторая теорема о по
крытиях) из (1.14) получим

2х

л (г, ре'ь) с№ = 2 к А (г) + о [Д (г)], г —► оо, г^Е. * 
о

Отсюда и из (1.1), '(1-7), ‘(1.13) следует утверждение леммы 2.
Лемма 3. Пусть ш(г)— мероморфная в ‘|г/00 функция', аг 

Ь£С — комплексные числа такие, что |а — 6| 2. Тогда выполняет
ся неравенство (г = ге'т)
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р' (») 
ги (г) — Ь

1
гЛуЛг < ККА (R), (1.15)

где А"=Л(а)соп51<^ оо.
Д о к а з а т ельство.

А(г, а).
•Следовательно

Очевидно, что [«>(*) — 6| 2> 1, когда

«/ (г) 
ш (г)— Ь

R

гЛуЛг < |«/ (з)| гг/тг/г —
6 а (Г. а)

|ц/(*)| (1 4՜ I«* (*)Р)
(1 + 1«, (г)|=)

гЛ^Лг

и, так как х(;Д(г, а), |ш (г)) ЛГ(а), то

Г [ I ш'(г) 
„I „՛ I а, (г) — Ь
• Мл<0

R

, , ч (' С !и,/ (г)1 . .гЛ<?Лг<К(а)\ ————
Л 1+ ш(г)։
о л (г. о)

(1.16)

Оценим интеграл в правой части неравенства (1.16), используя неравен
ство Коши—Буняковокого

Г Г |ц> (г)>
] ] 1 + |~(я)|։
О * (Л «)

гЛъЛг<, 1«'(*)Р'՜
(1+1«, да*

( | г^Лг

о 4(7,»)

Отсюда и из неравенства (1.16) получаем утверждение леммы 3.

Лемма 4. Пусть ш (г) — мероморфная в |г| со функция՛, а 
•Ь^С такие, что |а.— 6|^>2, а։, а։—постоянные 0 «1<^ 1, е^>0.
Тогда выполняется следующее соотношение;

■*1Я  _ ■ I
г<*р/г < I к,/?’“՛+ л,д’՜*(/г) ] [5(/г,а)Г՜*,  (1.17)

г Ле

5(/г, а֊) = | у

а,R 4 (г, о)

К, — постоянные.*

<п/?д (R).

Ло, Ло — элемент площади,

* В дальнейшем обозначаем через К(, I = 1, 2.....  постоянные, не обязательно оди
наковые даже на протяжении одной цепочки неравенств.
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Доказательство. Пользуясь неравенством Г ельдера при 
р=2 — е, <? = (2 — е)/(1—е) и тем, что при г£Д(г, а) |ш (г) — 6| >. 1,
получим

•iR

*։*  д ('. “)

Если

w (х) — b

’«Я
< ( Г

<■։R а (г. а)

ТО

[$(/?, а)]2՜'. (1.18)

«։Я 2

(1.19)
а,?? Д (г. о)

имеем
При \w' (z)| 1, имея в виду, что |w(z)|</T2, когда z£A(r, а)՛

Из неравенств (1.18)—(1.20) получаем утверждение леммы 4.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Пусть «ц, о։ — постоянные, 0<^<։։<^а։<^1; а, 6 £ С — комплексные 
числа такие, что arg а == arg Ь = ф, |а| = 1, |а — 6| 2> 2; Rn-*  со при 
п֊*оо.  Обозначим, соответственно, через z, (а) и хи(6) а-точки и 
6-точки функции w (z), лежащие в круге 'zj < Rn.

Используя формулу Неванлинны и .равенства (1.5), (1.6), полу
чим (а = relv)

4RH а (г, а)

w (7?дег1>) —а 
w(Rne‘d)-b
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В«/?я» (Яя. а) - Л' (₽я. ») / Л |7/(вИ <^г |

Д .՛ ] |Я£—г/(а)«|
У՜ «,/?„ 4 (г, а)

,; =/։ (яя, ю+• • •+ /, (я„, ф), Ял ^Е.

(2.1)
Оценим эти интегралы. Обозначим

2х
но £\ 1 I । то(Ялв'5)—а ,й

о
Если |то (Я„е։®)|>тах (|а!, |6|) + 1, то вклад таких величин в 

{2.2) есть величина 0(1). Если то (ЯЛ е/5)| < тах (|а|, |6() + 1, то

/(Ял, а, 6)<>п(яя, ^Д)+лл(ял, — V 0(1) < 
՝ то—о/ \ то—а/

т (ЯЯ։ а) + т (Еп, Ь) + 0(1). (2.3)

Следовательно

/։ (ЯЛ, Ф) < X, (/п (Ял, а) + т (Яя, 6) + 0(1)) Я» 
м так как (см. £3], стр. 28) 

1х
|т(ЯЛ, ре'*)</ф  = 0(1), Р>0, Ял-а», (2.4)

О 
то получим

2к
р|(Я„, Ф)</Ф<я։я„.

(2.5)
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Обозначим через /X, (г) — { г : |д — г01 -С г }, р( = \г1 (а) — (6)|, 
/ = 1, 2.•••> л*  (Ял, а, Ь).

Имеем
л*  (Яя. °՛ •)

(о) D*l (4)<’f>|)

J՞ Г 1
; |г —х. (а)|’|

^(О)(։лл)\о2։ (а)(₽?։)

Отсюда исходя из геометрических соображений нетрудно видеть, что
л'(Яя, л. 4) л«(/гл, а, 4) 1

Ф)</г։1п/?я Р/ + *։ % Р։1п4- <2-б)
1-1 1-1 Р<

Так как р|<^</(^(г)), /-=1, 2, п* а, Ь), то из неравенств, 
(1.4) и (2.6) получим

/=(Я„, *)<  а, Ь), &>*,.
Л(??л)

Отсюда и из неравенства (1.8) леммы 1 следует, что

J Л (ЯЛ, ф) </ф < к. . ф (/?„). (2.7)

о

Используя неравенства Р/<С^?8 {Rn)IA" (Rn)> i =1. 2,- • •» п*(/? Л, а, 6) 
имеем

°։/?/։
, / Р . \ К ф*  (Ял) Ял f f __________ rd,fdr_________

J' ' ’ ’ Л‘'-(Я) J J
' 4 (г. О)

К. ^^Rn^ Rn „*  IР. П А к
А *(Я я)

Следовательно
2с

[ л (яЛ, ф) </ф < к2 ф (ЯЛ).
.1 А (Кп)о

Имеем

(2.8)

<Л’4(л*(Я я, а) — л*(Я я, а, 6)) Rn~ 

Отсюда, учитывая лемму 1, получим 
2с
( 7^Яя, ф) </ф < Кк R» 'о И (Я„)]}, Яя - оо, Rat Е. (2.9)

5-443
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Аналогично получаем, что
2т
| /ь (/?«, Ф) < Къ Еп (о [А (/?«)]), /?Л - /?лГЕ. (2.10) 

о
Используя лемму 2 имеем

?т
I*  /в (*л,  {о[А (/?„)]), /?„->• оо, Е^Е. (2.11)

о
И аналогично приведенным выше случаям получим
Зв
[У/(*л,  ФНФ<*//? Л(о[А (/?«)]), /?.-*,  ЕЯ~^Е, /=7,8, --, 11.

(2-12)
По лемме 3 имеем

Зв

У։։ (/?«, Ф) </ф</Г։./?лЛ։/* (/?„). (2.13)

о

Из неравенства (2.1) и из неравенств (2.5), (2.7)—'(2-13) получаем 
следующее неравенство:

“•л„ 2«

|՞ j Р(г, е‘*)^с/г  <ЛГ։

«։/?л 0 

?в(^л)ф(/гл)/?л1п>?л 
ач,(еп)

+ к. Еп |о [А (/?„)]) < ?”(/?„) А”а (/?„) /?„ 1П Ял +

4- К, Еп |о [/?„)]}, Еп — оо, рп ^Е (2.14)

»(здесь мы использовали соотношение (1.1) теоремы А).
Отсюда ЕЬ.буа1 для заданного ₽>1 число “1=1/Р, а а, £ (а։> ]) 

получаем неравенство (3) теоремы 1.
Доказательство следствия 1 вытекает из неравенства (2.14) и из 

соотношения (1.1) теоремы А.
Доказательство теоремы 2 следует из неравенств (1), (2) и теоре

мы 1.

§ 3. Доказательство теоремы 3

Рассмотрим интегралы, приведенные в (2.1), проводя их оценку с уче
том площадей, фигурирующих в теореме 3.

С учетом оценки (2.3) имеем

У1 (Ел, Ф) < Кх Ел {т(Еп, а) 4֊ т (R... Ь) Ф 0(1)1 1՝ Г
.) 3 (Ел-гУ
а,Кп^(г՛ а)



Соотношения типа тождества Картана 485

Используя неравенство Гельдера при р = 2— в, д = (2 — е)/(1— 
имеем

/1(ЛЯ, ф) Яя 1[т(Яп, а) + т(ЯпЬ 4- 0(1))Х
•Ап Ы

| го'срд'г^ = Ку Я\ 1 (п։ (,*?„,  а) 4֊ т {Я„, Ь) 4֊ 

а,/?я д (г, о)
1-։

+ 0(1)) [5(/?я> а)]2՜', (3.1>

где

«.л„

</з, с/а — элемент площади
«1ЯЛ 4 <М՝

По неравенству Гельдера получаем

2_ _ Л* («Л> °>
/։(Я„, ф) С [.^(А’л, а)] V [/[А^Яп, Ф)։ (3.2}

где
«.«„ _£

Л1(/?лЛ) = (' Г | |г_^(а)|2-.^_гд6)|2-. ) >

а։я„ д(г, а)

г=1,- •» п*(/? я, а, Ь).

Обозначим через О։„а,(г) = г:

,Лг) = Оги я.(г)\{ОХ։(г/2) 6/Ог։(г/2)).

Используя неравенство (2 с,)“ < £ с“, 0<^а<^1, £„■>(), имеем;

1

|г-2/(а)’-и-з,(6)|։-) +
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*^4) <2ЯЛ> ։«>■ *1 <л> <Г1 1

= Л’.1(/?Я, !)+•••+Л*  4 (Я., Ф).

Оценим эти интегралы.
Так как при 2 £ (а) (р,/2) выполняется неравенство |г —я,(6)|>

2-2«
я — 2—1 ՛-^'Р//2, то нетрудно видеть, что Л, 1(/?я, ф) С К{ р/ . . Точно так же 

_ 2-2 «

֊//, ։(/?я, Ф)-С^։Р1 2 '•
Исходя из геометрических соображений получаем, что

_ 2~2‘ _ 2~21
Л*,  з (/?«. ф) Р< । Л, 4 (*»,  ф) К, 2 ‘.

՛ Суммируя полученные неравенства имеем

_ 2-21
Л5(^я, ф) < К3 р/ 2՜՛, г = 1, 2, - п*(К„,  а, Ь).

.Отсюда и из неравенства (3.2) получим

я*  (Л,|. и, Ь) _«_

У,(/?Л,Ф)<^[5(/?Л. а)]2՜' 2 р?-.
1=1

1 
2

Так как р, < X'ф8 (/?л)/?Л/Л (/?л), л*  (/?„, а, 6), то

81 1
1—1 2^ -----

А(*л,  Ф) < К,[$(/?„, а) ]’- /?՞՜' и*  (/?„, а, 6). (3.3)

[^(/ёл)]202֊*'

Применяя неравенство Гельдера, аналогично получаем

г
1 ~1

/з(/?Л, Ф) < К3 [5 (/?„, ‘ Л* (/?л> а, Ь), (3.4

а\кп)
1—1 1

Л (Лл, ф) < К, [5(/?л, а)]531 |п* (7?л, а) ֊ л* (£„, а, Ь)\, (3.5)
1—1 1

Л(/?л,ф)<^15(/?л,а)]2-/?Г։(п*(/?л, а)-л*(/?я, а, й)), (3.6)
1-« 1

/о (/?л, Ф) < Кй |5(/?л, а)]2- /г2-Л»* (/?„, а)], (3.7)
1-1 1

У1 (^л> ф) < К-։ [£(£„, а)] 2 " /?2՜* л** (2?л, а), (3.8)
1-« 1

Ув (/?л> ф) < К6 [$(/?„, а)]2- (л* (/?„, 6)-л* (/?„, а, Ь)}, (3.9)
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Л (Яя, I) < [5 (/?.,, а)]2՜*  Л2՜’ (п*  (Ял, 6) -п*  (/?,., а, 6)),. (3.10)
1 ■ ■

./М, է) < адя/?л, а)]2՜' я2՜' (/?„, 6), (З.иу
1—» I

/и (Яя, Ф) < [Տ (/?„. а)]2- Я2՜*  п**  (Яя, 6). (3.12)

Учитывая неравенства (2.1), (3.1), (3.3)—(3.12) и неравенство (1.17У 
лемм 4, получим

Г Ր < К, Я2՜ ք |т (Я„, а) + т (ЯЛ, ծ)) Ժ1ք +

а,ЛЛ О [^ (^»’ а)1

8<

[Л(/?л)]773=7) л’(/гя)

■ 2к
+ Кк яГ‘ յ |п*  (Яя, а) + п*  (Яя,

2к

R2,։ ' п*  (Ел, а, 6) ժ<]) + 

о

6) —2п*(Я я, а, 6)| ԺՓ 4֊

,2« ,2։

+ Кь յ п** (Я„, а) <0ք + кл 7?^ յ п** (Лл, 6) ԺՓ+ 

е о
2 1

+ к. к2- +кв [А (/?«)]’-, /гя> /е0.

Используя леммы 1, 2 и соотношения Հ1.1), (2.4), из неравенства:
(3.13) получим (/?Л -» со, /?я £ Е)

«։й^ 2։
Р(г, аНфе/т + Л2_։ (о[л (/?д)])

2—■■ 
[£(/?„, о)]

Отсюда выбрав для заданного ?^>1 число 04 = 1/13, а аа£(а1։ 1), 
получим неравенство (7) теоремы 3.
Институт математики

АН Армении Поступила 24. X. 1989'

Գ. Ա. ՐԱՐՍԵՂՏԱՆ, Վ. Գ. ՊԵ8ՐՈՍՑԱՆ. 
էհրի £Ьт աօոցիացՎած մեծռւթյունէւերփ 
ЬЬг թամփոփում

Մերոմորֆ ֆունկցիաների լոգարիթմական ածանցյալ- 
Տամար Կարաանի նույնության աիպի առնչություն-

Մերոմարֆ ֆունկցիաների տեսության բազմաթիվ վերջնական արդյունքների ապացույց
ները հանգում են լոգարիթմական ածանցյալների գնահատականներին/ որոնք սովորաբար հան
դես են գալիս որպես օժանդակ տեխնիկական միջոցներ։ Աջխատանքում ցույց է տրվումլ, 
որ հետևյալ ինտեգրալների համար
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յ | ա(։) - օ | 
ձ (ր, օ)

որտեղ ձ(ր, օ)={։«|«| = ր; |ա(«) — օ|<1). » («)-/! մևրոմորֆ է վերյավոր հարթության 
վրա, տեղի ունի Կարտանի նույնության տիպի առնչություններ։ Որպես հետևանք ստացվում է 
այդ առնչության անաչոդր Վ. Պետրենկոյի աճի տեսո։թյոլնոլմլ

G. A. BARSEGIAN, V. G. P3TROSIAN. Cartan identity type relations for the 
quantities associated with the logarithmic derivatives of mernmorphlc fanctlons 

(summary)

In the paper it is shown that for the integrals of the form

r ( »'W
J w (г) — a 

a <r, a)

where A (r, a)=(z: |z| = r; |w(z) — a | C 1> m (։) >» meromorphic in the finite plane, 
the Cartan identity type relations take place. An analogous relation in the V. Pet
renko theory of growth is also obtained.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 
УДК 517.5

X. МАЛОНЕК

СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ В ГИПЕРКОМПЛЕКСНОМ АНАЛИЗЕ

Как известно, в классической теории функций одного комплексного 
переменного, существуют разные подходы к понятию голоморфности. Про
странственные обобщения этой теории на основе одного гиперкомплексно
го переменного '(включая кватернионы) осуществлялись до сих пор толь
ко рассмотрением некоторой обобщенной системы Коши—Римана (ср. 
[ 1], [2]). Результаты разных авторов ([3], [4]) подтвердили мнение, 
что этот подход Римана является единственным, чтобы определить доста
точно широкий класс алгебразначных функций, аналогичных голоморфным 
функциям (подробные сведения об этом можно найти в [2]).

Настоящая работа показывает, что такие функции можно в опреде
ленном смысле представить в степенной ряд, зависящий только от одного 
гиперкомплексного переменного. Тем самым получается возможность под
хода в смысле Вейерштрасса, который, однако, здесь не будет изложен 
полностью.

§ 1. Определение моногенных гиперкомплексных функций

В основе наших исследований лежит пространство R“*1, элемен

ты которого обозначаются через х = (х0, х) = (х0, х։,---, хт). Одно 
временно рассматривается система образующих е։, е։,•••, еп, п>т 
клиффордовой алгебры А над R со следующими свойствами:

в/е, + е7 е/ = —2Sye0 i, j = l, 2,- • п, (1)
e/(e/e*) = (e/ez)e* j, l, к=1, 2,-• •, п, (2)

где е0 = 1—единичный элемент. А обладает 2՞ базисными элементами» 
вида

’ ’ > вл, вц вз» • ’ * » вл—1 вл» в^взвз, • ' • » CjCj • • • ßft
и каждый элемент Х£А представляется в виде X = Sk4eA

А

cXa€R> ед = ел,ел.՜''%> А = (А։,---, А,)£Р{1,---, п},
- 1 ‘ АГ '^֊ П, еф :=ж Bq.

Тем самым можно характеризовать А как линейную, ассоциатив
ную, дистрибутивную и некоммутативную алгебру над R с единичным 
элементом. Очевидно, А-значные функции имеют вид

/(*) = Е fA (х) еА, (3)
А

•где /a(x)^R.
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Такие функции называются моногеннымн функциями (см [2]), если 
они вещественно днффернцируемы и удовлетворяют обобщенной системе 
Коши—'Римана в гиперкомплексном виде:

Df(x) = (^-e0+-^—eli-------—ея^/(л)=0, (4)
\(?х0 Охт /

причем различают моногенность слева или справа, смотря на то, с какой 
стороны действует оператор D.

Мы в дальнейшем ограничиваемся случаем моногенных справа функ
ций. Моногенные слева функции рассматриваются совершенно аналогично.

Очевидно, что (4) в случае тп = 1, е0'= 1, е։= — i действитель
но является системой Коши — Римана в комплексном виде (г — х -\-i-y) 

2^г1-(г+,՝г)/(г)՜0՛ <5)
OZ \0х оу/

Следуя этому подходу, пространство R” н отождествляется с мно

жеством А с А, элементы которого и деют вид гиперкомплекснэго пе 
ременного

z — х„ е0 + л‘|в1 + • • • 4- хтет

и тем самым рассматривается /(х)=/(г) как отображение из А в А. 
'Важно заметить, что г (и тем более z ", п—натуральное число) не обладает 
свойством моногенности и тем самым не может служить в обычном виде 
для образования степенного ряда. Выход из этого положения дает опреде
ление П-местного произведения, которое мы сейчас введем в рассмотрение.

§ 2. Определение п-местного произведения

Оказывается целесообразным следующее определение: Пусть И+ — 
произвольное, быть может некоммутативное кольцо, а* £ И+ 
(А==1, 2,•••, и) п-местная операция „хи

агХ а^Х-■ Хап = ^- Е а/,а/, ••• а։п, (6)
п1

где суммирование совершается по всем перестановкам 6, ։֊2, ...։п, назы
вается «х»-произведением.

Какие свойства дают право рассматривать такую операцию как про
изведение?

1. В случае V = R или С (6) переходит как для каждого коммута
тивного кольца в обычное произведение из П. множителей.

2. Операция (6) обладает перестановочным свойством. Это сравнимо 
с обобщением свойства коммутативности на случай п-местной операции.

3. Операция (6) дистрибутивна относительно сложения в силу ди
стрибутивности кольца У+,..

4. Выигрыш перестановочного свойства в случае некоммутативного 
И+». в общем влечет за собой потерю ассоциативности, как показывает 
пример
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,, , ч а)а։а3 + ака.^аг +• а3а3а։4- а^а^а.՝ах/ (а3 а а3)-------------------------- - >
4

(а / а ) / а = а‘°аДз°*а1аз ~т~аза1Дт~*՜ а3аза1 ։
4

когда ад (к = 1, 2, 3) попарно различны.
Взамен имеем некоторую реккурентную формулу, которая позволяет 

л-местное произведение свести к (п—1)-местному произведению.
Теорема 1. Для произведения (6) имеют место следующие соот

ношения:

а1 X в3Х • • • X ап = — а։ (а։Х3Х • • • X ая)Н------- НлХ
п

Х(а։Хо։Х-Хая_1)] (7)՛
и соответственно

а։ X а։ X • • • X а«= — [(а։Ха3Х • • • X ая) - а։Ч- • • • + 
п

+ (а։ X а»Х- • • X а«-։)-а„] (8)
для всех п ^1.

Доказательство. Выражение

а։ X а։Х • • • X ап = —- £ ац • а/, • • • а.
п1< №.•••./,) п

содержит ровно (п—1)1 членов под суммой, в которых аь аг,..., ап соот
ветственно стоят на первом месте. Если выведем из этих п. частичных сумм 
а։, аг,..., ап, то остается в каждой частичной сумме (п—7)1—раз «х»- 
произведение остальных множителей 
и т. д., т. е.

а։ X а։ X • • • X ал—т 1а1 (л — 1)1 а։Х • ■ • X а„) ֊Ь 
л!

+ а։((л—1)1 а։ Ха3Х --Хал)Н------- |-ал((л —1)! а։Ха։Х • • • X а„-1)]=

«= — [а։ (агХ* • • Хал) + а7(аг X а3Х ■ • • Хал)Н------- 1- ап- (а։Ха։ X • • • X
л

X а.-։)].
Тем самым (7) доказано. (8) устанавливается аналогично.

В случае, когда множитель а] участвует V) раз в произведении (6) мы 
условимся писать

^Х уХа, X а3Х - Ха3 X • • ■ X аяХ • • • Хал= арХа^'Х • • • Ха;«, (9)- 
»1—раз *։— раз *л—раз

причем надо поставить скобки, если степени не понимаются в смысле 
х-произведения.

Например,
а\ X а։=а1Ха1Ха։=а1Ха։Ха1 = а։Ха1Ха1,
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•но
(а,)’Ха,= (а1Ха1)Ха5=(аг^а1) X а,.

Лепко следует отсюда обобщение теоремы 1 в виде формулы 

арХ • • • X а;» = -Д- [*га։ • (ар-’Х арХ • • • X а^Н------ +

+ *л оп (арХ • • • X а’«՜1)] 

и соответственно

(Ю)

(И) 
где *=(*!> *„•••, ■*«) рассматривается как мультииндекс и М = >։ 4֊ 
4՜ *»4՜ ‘ —Н *л-

С другой стороны, объединяя равные перестановки в (9), при помо
щи (6) получим

арХ • ’ • X Дд» = ,—— 2 аг.аг,'- •'а,, (12)

где суммирование производится только по различным перестановкам 
й, 12,.... й».

Это рассуждение ведет к следующему предложению.
Теорема 2. Степени суммы из п различных слагаемых съ, а2.....

ап произвольного кольца V (быть может некоммутативного) разлагаются 
при помощи Х-произведения в обычном виде, т. е.

(а, 4- а,4՜ • • • 4֊ ап)1‘ = У ( ) а’. 
/

/ к\ к! к\где ч — мультииндекс, ( ) = —- = —— ------ и
\ у / у! у,!*а! • • ■чП ։

а’ = ар X а’>Х • • • X а’«.

(13)

Пример.

(а։ 4- а,)3 = а? 4֊ (а,а,а, 4՜ а,а,а, 4՜ 0,0,01) 4՜ (0,0,0, + а2а{а2 + а,а,а,) 4՜

4-а? =а? 4-За? Ха, 4-За.Ха? 4-а?= £ ( 3 ) ар X ар. 
М = з \ /

.Это следует и прямо в силу свойств х-произведения

(а, 1 а,)’ = (а։4-а։) X (а։4֊а,) X (а։4֊а,) = а։Ха,Ха|4-

4՜ (а. Ха,Ха,4֊а։ Ха,Ха, 4-а,Ха։ Ха,)4՜ (а. Ха,Ха, 4-а,Ха,Хр,4- 

+.а,Ха։Ха.,) 4֊ а,Ха,Ха, = а?+ За? Ха,4-За,Ха34֊а?.
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§ 3. Разложение моногеннон функции в виде степенного рядя

Чтобы найти разложение моногенной функции / (з) в виде степенно
го ряда по д=хоео 4՜ х։е։ 4------- 1- хтет введем оператор О, сопряжен
ный к £) из формулы (4). Как принято определяется (см. [2]) 

д д д \
е0 е։ • • ет 1 .

•*0 УХт /
Так как имеет место

О О = О О= Дт 411

где Дщ 41 -лапласиан в (/п 4֊ 1)-мерном пространстве, мы найдем, что 
/(г) гармоническая функция и все ее компоненты /л(з) гармоничны. 
Следовательно, если допустим для простоты изложения, что область 
определения /(г) содержит нулевую точку, то /д(г) в окрестности 
нуля разлагается в ряд Тейлора формально в виде

- 1 / Л д д \*
/л(*)=£ —) /л(0). (14)

1е=0 к\ \ ОХ^ 0X1 ОХт/

Умножением на вл и сложением всех выражений получается для [ (з) ряд 
в аналогичном виде

- i / д д д \*/(*)= S тг (+ х* + • • •+ Х”Т՜) ^0)-

Аг! \ UXq 0X1 ОХт'

Учитывая 

(15)

dx0 ° дХ1 1
df 

дхт
Ст »

в . илу моногенности справа, из (15) получим
» 1 / г) д \*

/ (z) = 1! 77 (л—(х։ео — Хов։)4------ h ~—(хте0 — хоет)) /(0). (16)
*—о к\ \oXi Охт /

Но поскольку

хе* = хое* 4՜ х,е։е«-|--------- x*e0H------- 1՜ хт етвь,

елз = хое* 4՜ х։еле։4---------х*е0-|--------1- хтекет,

мы получим из (1) 

(хе* 4- e»z) , ,---------- - -------— (зХв*) = х*е(1 — хое*

и (16) переходит в

- (—П* / д д \*
-7Г-(7- • (^Хе։)4---.4-~ (зХеп.)) /(0). 

А«о ki \иХ1 ОХщ /

Отсюда следует в силу теоремы 2

/(-)= S -Цу-( E (*Xe1)’*X---X('zXem)’'"l, (17)
*.-о *1 |м=. ՝ * ' I
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где как обычно
_*_ =_____ дЛ____ , л=м.
дх' àxi---dxmm

Если рассматривается ряд Тейлора без упорядочения по однородным 
многочленам, то (17) имеет вид

/(.) - У ^j֊ à-^ Г. (18>
bPovl дх

где под Z' понимается
Г = (-1)'’' (zXe։)’*X • • • X (гХеп,)'т-

Аналогично получается разложение для моногенной слева функции, в ко
тором производные стоят справа от Z\

Тем самым доказана
Теорема 3. Каждая моногенная в области Gc.Rm^' справа 

функция f (z) в окрестности точки a^G разлагается единствен
ным образом в степенной ряд относительно z вида

f(z) = S 4 И/(а)-[~ (֊-о)Хе11ъХ [-(z-а) Хе,]’«Х-Х 
1’‘ = 0*! дх

X [—(z—а) Xem]’m. (19)

Замечание. Формула (18) дает повод к заключению, что целе
сообразно рассматривать вместо гиперкомплексного переменного 
z = х0е0 + xt е։ Н----- + хтет некоторый вектор Z — (z։, z։,- • -, zm),
z* = xsе0 — л0е*> le = 1, 2,--, т гиперкомплексных переменных и на 
основе этого создать теорию моногенных А-значных функций в отличие 
от существующего до сих пор метода. Этому приему и естественным об
разам следующему из этого подходу Вейерштрасса посвящается отдель
ная работа.

Добавим еще, что для т = 1 получается из ՛( 19) обычный ряд по 
z = x-)-i у, так как, в силу голоморфности, тогда

д . д дг _ е, —- 
oz Оу ÖXy

Относительно этого случая в [2] находится замечание, как будто бы было 
необходимо вместо z = х -+֊ iy рассмотреть z—y — ix = х։е0 — хое։, но 
как мы видели, этого не надо.
Секция математики и физики
педагогического вуза им. Н. К. Крупской

г. Галле, ФРГ Поступила ЗО.ХП. 1988
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Т. Н. АРУТЮНЯН

ФУНКЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ И ТЕОРЕМА 
ЕДИНСТВЕННОСТИ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ 

ОПЕРАТОРА ДИРАКА С ДИСКРЕТНЫМ СПЕКТРОМ

Рассмотрим каноническую систему уравнений Дирака на полуоси

<1И [ Ժ '|
1у= I в^՜ +Չ(-ք)|^ = Դ- 

где
/ 0 Iճ=Հ-1 0 (2(х)=

/ р(х) <?(х) \ 
\ <?(х)-р(х)/

а р и 9—действительные, локально суммируемые функции, т. е.

Р, Ч € (0, оо; R). (2)

Через а) будем обозначать самосопряженное расширение оператора, 
•порожденного дифференциальным выражением I на множестве гладких, 
финитных (справа) вектор-функций, удовлетворяющих краевому условию

у} (0) ԸՕՏ а + у։ (0) Տ1П а =0, а £ R. (3)
Будем предполагать, что спектры операторов а) (чисто) дискретные, 
т. е. состоят только из собственных значений (с. з.) А-п(а) (по поводу до
статочных условий см. [1] — [3]). Заметим, что если при некотором 
а = ао спектр оператора дискретен, то дискретны спектры опе
раторов О((2, а) при всех действительных а.

Известно [1], что при условии (2) существует единственное (сре
ди линейно независимых) решение и(х, 1) системы (1), принадле
жащее Ь2'(0, оо;С2) при (решение Г. Вейля). При условии чи
стой дискретности спектра решение Г. Вейля можно выбрать таким (сре
ди линейно зависимых), чтобы его компоненты (х, >> и (х, л
были целыми функциями параметра л (при любом фиксированном 
х£]0, ос)) и для любого с. з. /а (а), и(-, ).л (а)) £’(0, со; С’) 
(см. 11], 14]).

В дальнейшем важную роль играет следующая нумерация собствен-

ных значений. Сяачгла прэгумэруеи с. з. /.,( — у оператора в

порядке возрастания, причем через Л, обозначим наименее удален-

ное от нуля неположительное с. з., т. е.
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(известно, что все с. з. простые [1] и оператор Дирака неполуограничен 

[1]. [2]. [5])- Далее, дадим нумерацию К. (“) для а £ •

Для этого рассмотрим функцию

т,(Х)= 2
ц,(0,).) cosg-l-UatO'՜) sing

u։(0,X)
, а (• (------ —
’ 2’2 (5)

где и(х, X)—решение Г. Вейля. Легко видеть, что нули числителя есть

с. з. Хп(а), а нули знаменателя—с. з. Хп **о

знаменатель в (5) есть целые функции и (см. [6])

и числитель и

У |и(х,Х) |’</х COS а

(1)|=!---------|«,(0>)Т,т х-

то mi ().) есть вещественная (т. е. mjIni2_a)} = 0 при Im). = 0) меро՜ 

морфная функция, переводящая верхнюю полуплоскость в верхнюю. 
Известна (см. [7])

Теорема 0. Чтобы некоторая вещественная мероморфная функ
ция переводила верхнюю полуплоскость в верхнюю, необходимо и доста
точно, чтобы эта функция представлялась в виде

).—ап X \ л \-1
=с—7֊П'(1 )(1֊7- ) , (6)

2 >-—о0 а.: / Ьк / •
где

6л<а*<6,+1, Л=0, ±1, ±2, — , а_։<0<6|։ (7

и с>0. Штрих при. знаке бесконечного произведения означает, что ин
декс k принимает все целые значения, кроме нуля.

Из этой теоремы следует, что в формулах (6) и (7) мы можем при

нять лк=).* (а) и Ьк
■к к

и что при a £ (—2֊ -2-

^•(■5՜^^ 2). п £ т, (8)

т. е. то единственное с. з. оператора которое лежит между

и ).л+/ ^*2՜^' мы пронумеровали номером п. Для всех остальных 

действительных чисел у (которые, очевидно, можно представить в 

виде т = а—кщ, где а £ ( |, т £ 2) мы примем следующую

нумерацию:
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'-(Т) = >л(а—кт)=ля+я|(а), п, т £ Z, (9)

где /*(а) для г £ (—уже пронумерованы через (4) и (8). 

Из периодичности '(с периодом я) краевого условия (3) очевидно 
следует, что нумерация (4), (8), (9) непротиворечива. Таким образом, 
каждое собственное значение Лп мы рассматриваем как функцию (от па
раметра а, входящего в краевое условие (3)), определенную на всей дей
ствительной оси.

Определение. Функция А)(у) действительной переменной у на
зывается функцией собственных значений семейства операторов {D(Q, а), 

я к I 1 г к \
а Е 2- [ (коротко ФСЗ), если для любого а £ (——, ~2 )

и любого т £ Z
Л (։֊nm) =Хт (а), (Ю)

где А,,,(а) пронумерованы согласно (4) и (8).
Из (9) легко видеть, что свойством (10) обладает Ad(y), т. е. суще

ствование ФСЗ очевидно.
Обозначим еще через <pi(x, X, а) решение задачи Коши

(sin а. \
), а £ R. (HV

—cos а / ՝ '

Если спектр оператора D(Q, а) дискретный, то из единственности реше
ния задачи Коши следует, что ф (х, ).п,(а),а) есть собственные функции 
оператора DfQ.a). Числа

def def f
an(a) =j®(-, Xn(a), a)J։ {| <p։ (x, (a), a) 4-1<ра (x, A, (a), a) j։|rfx-

0
называются нормировочными постоянными.

Теорема 1. Функция собственных значений Х(у) есть веществен
ная аналитическая функция. Ее производная обладает свойством

dX(?) 1 it я I
~е (~’-21’m Z. (12)

Существует такое, что л (яо) = О.“° ( " 2 ’ 2

Для доказательства рассмотрим функцию

F(l.1)=ul (0, a) cos 7 + и3 (0, a) sin 7.
Очевидно, что FfX.y) есть целая функция двух комплексных переменных

я я
J. и 7. Пусть а0€(— 77’Т f0 = a0— кт, где т—произвольное це

лое число, а )0 есть зничение ФСЗ в точке 70, т. е. >֊о—Мао к,п) 
= Am(a0). Тогда из леммы:
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Лемма 1 (о предельной точке). При условии (2) для лю
бого комплексного X существует не более одного линейно независимого 
решения системы (/), принадлежащего /- (0,оо, С )• 

доказательство которой мы опускаем и из того факта, что ф(-,Хо,а0) = 
= <р(., ).ш («о)- %) С следует, что и (•> 'о) линейно зависимо с 

<р (•, >֊т («о), ®о) и, В частности

(з1п а0 \ / 5։п \ /1ОЧ-созап / Ч-соз^Г ( 3)

-,где С| = ± с =/= 0. Поэтому

дX л = ло д '■ <"՝
= _ 1 /^ц, (0,М Ца(О,).о) - -^Ц^_Ц| (О,/о)). (14)

с։ \ <?Х а>- !

Лемма 2. Имеет место равенство

д“> (О2о)Цз (0; (°’;о) = Г I и (X. >о) I’ ^х. (15)
д X о). J

В процессе доказательства леммы 2 мы используем непрерывность 
ФСЗ Х(у), которая доказывается на основе строгой убываемости функ
ции Х(*у). Строгое убывание Х(у) доказывается так же, как и неравенства

(8) (перемежаемость) на основе теоремы О, где вместо гп - (X) рассмат- 
£

ривается функция

mp (X) = и, (0, X) cos я + ua (0, X) sin а 
и, (0,Х) cos 4֊ и2 (0, X) sin Р

Из (13), (14) и (15) следует, что И(а-о, То) = 0 и |0^-у= 0. 
д՝1.

Отсюда, согласно теореме о неявной функции (см., например, [8], стр. 
166), следует, что для любой точки уо 6 R существует некоторая ес 
окрестность У(сС, в которой единственным образом определена аналити
ческая функция Х=Х(у), которая для действительных у совпадает с ФСЗ 
Х=Л(у)). Так как на пересечении любых двух пересекающихся таких 
окрестностей 16 и У2 эти однозначные аналитические функции совпадают, 
то, в силу единственности аналитического продолжения, существует един
ственная аналитическая функция в некоторой комплексной окрестности 
действительной оси R, которая совпадает с ФСЗ Х(у) R. Таким 
эбраозм, доказано первое предложение теоремы 1.

Для доказательства (12) заметим, что из определения ф (х, X, а) как

решения задачи Коши (11) легко получается тождество Р 6 (—
it к
22

рл(«)— >-«(₽)] (?(•, Х„ (а), а), <р(.,Х. (Р), Р)) = sin (р—а), (16)
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где (/, #)—скалярное произведение в I? (0. ос; С’), Можно доказать 
также, что (<?(•, Хя(а),а), ?(•»>» (Р), ?))֊►(? (-,ЛИ (а), а), <? (•, Хя (а), а» 
при р—»а. Учитывая, что )■„ (а)—X, (₽)='• (а—кд)—X (?—*п)՛, разделим 
обе стороны (16) на а—р и устремим р— 
Так из (16) получим

<П(т) I =I = _ 1
О'! ГТ-«-« II Ч>(-,М«),«) И ’ аЛ(а)

Из аналитичности (достаточно здесь непрерывности) ФСЗ К(у) следует,

что, при изменении у на она принимает все значения от

— 0. Следовательно, существует

такая, что Х(ао)=0. Теорема 1 доказана.

Из неполуограниченности множества с. з. следует, что значения ФСЗ 
заполняют всю действительную ось, из чего, в свою очередь, следует, что 
и (•, X) £ I? (0, со; С։) при любом действительном X.

В дальнейшем будем использовать обозначения ^(у) —Х(ф, у), что
бы подчеркнуть зависимость ФСЗ от «потенциальной» матрицы С. Ана- 

. литичность ФСЗ подсказывает следующую теорему единственности в об
ратной задаче:

Теорема 2. Пусть спектры операторов И (О\, а) и £> (ф։, а) 
чисто дискретны и пусть Х(<21։ 74) == X (<2։, ук), Л =1,2, 3, •••, где 
{ Та }—сходящаяся последовательность. Тогда ф։(х)=(2։(х) почти 
всюду. к ,,

Для доказательства этой теоремы мы используем теорему единствен
ности «по двум спектрам»:

Теорема 3. Пусть Х„ (<2։, а0) =-Хя (<2։> а0) и Х„ (<21։ ро) = Хя (<2։, ро}

для всех п £ 2, «о ¥=₽<>.
„ _ , чг к 1 

«°, Роб (֊֊, Тогда 01 (*) = <2а (х) почти

всюду, доказательство которой можно провести почти дословно так же, 
как доказательство аналогичной теоремы для оператора Штрума-Лиувилля 
[9], и которое, в свою очередь, опирается на теорему единственности по 
спектральной функции, формулировка '(в терминах ФСЗ удобная форму

лировка такова: из X (ф1։ а0 — •кп)= X (а0 — т.п) и <П((?1>Т)
(?7 Т—«,-гя

(?7 -[-«О-™
для всех п £ 2 следует, что с— 1 и (х) =<2։ (х)՛

почти всюду) и доказательство которой также совершенно аналогичны: 
случаю оператора Штурма-Лиувилля [9].
6—443
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Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 2. Пусть и(х,Х) 
есть решение Г. Вейля системы Ви' 4՜ (?։(х) и — Хи, а V (х, X) ана
логичное решение системы Вх>' 4- Оу (х),и=^՝и. Рассмотрим целую 
функцию = х) (0 х) __ (0 (0>

Согласно условию теоремы 2 функция /(X) обращается в нуль при 
X = X* = X ((?„ т*) = Х(<2», 1*). Ибо при этих значениях X обе функции 
(ии«) удовлетворяют одному и тому же краевому условию (3) с 
а = 7* (см. (13)). Поскольку последовательность <7*) сходится, то схо
дится и последовательность | X* ]. Следовательно, целая функция /(X) 
тождественно равна нулю. .Поэтому она равна нулю, в частности, на 

спектрах (Х„(С1,О), п£2| и [Х„(0։,—л £ 2}. Но согласно (13),

/и (0,Х„((?,,.0))=/° , и (0, МФ» где с„=/=0, </„У=0.
՝с„ / 2// \ и /

Из этого и из /(>■) = 0 теперь следует, что «։ (0, Х„ ((?,, С))=0 и

(0,Х„ ~ ^ = 0для всех л^Д а это значит (поскольку '»(•,Х)^£։

при всех действительных X), что спектр {Х„(ф։, 0), л £ 2 ) оператора 
./> чЛ?։, 0) содержится в спектре [Хв (ф։, 0), л £ 2) оператора О (р։, 0).

ТС ։
Аналогично в случае “= —. Но поменяв местами £>((?|, 0) и £>(<2։, 0)

мы получим обратное включение. Аналогично для операторов

£)((?„ £) и £>((?„ £).

Таким образом получили, что Х„ (р„ 0) =Х„ (ф։, 0) и Х„ (ф։, ~у =

Хл (Р։> — для всех л £ 2. Согласно теореме 3 отсюда следует, что

Р։ (х)=С։ (х) почти всюду. Теорема 2 доказана. Отметим, что ана
логичная теорема единственности для обратной задачи Штурма-Лиувилля 
на [0, 1] доказана впервые в [10]. Заметим также, что теоремы типа 1 и 
2 можно доказать совершенно аналогично и для регулярного оператора 
.Дирака на конечном интервале.

-Ереванский государственный 
университет Поступила 12.1. 1983
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