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1»մբա գրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կն/ Հայկական ՍՍՀ գիտություններ ի ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյայ կանոնները'

1. Հոդվածների ձ ավալը, որպես կանոն, /պետք Լ գերազանցի մեկ տպագրական մամույր 
(այսինքն ոչ ավեյի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' *1 ավԿՒ Տ~Տ մեքենագրված էջ։

Մեկ տպագրական մամույր գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմւսմբւ

2. Հոդվածները պետք ( ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է ^9^1 ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռուսերեն /եգուներովւ

Օտարերկրյա հեղինակների Հոդվածները, իրենը ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
Համապատասխան լեդվովւ

1. Մեծատաո /ատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք 4 ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ւ

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում ւ

8. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կ°ղմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո- 
խությոլններր (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնեյու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումովւ

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշեյ այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր և հայրանունը!
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամչանի պոդ., 24 բ։ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԽՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա XXV, № 3, 1990 Математика

УДК 517.5

А. М. АВАКЯН

О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ КЛАССОВ ФУНКЦИИ 
С ОГРАНИЧЕННОЙ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ КУСОЧНО­

ПОСТОЯННЫМИ В ОДНОМЕРНОМ И ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЯХ

1°. Вве дение. Обозначим через LP = LP (0,1) и LP (Г) простран­
ство измеримых по Лебегу соответственно на [0,1] и / = [0,1]Х[0,11 
функций f(x) с обычной нормой, а через Wp и WP(I)— единичные 
замкнутые шары в этих пространствах. Пусть, далее, Lp(0,1) (г = 0, 
1, 2, •••, — множество г раз дифференцируемых функций
/, у которых абсолютно непрерывна на [0,1] и £ Lp (0,1), 
a L'pk (г, к = 0, 1, 2,-• •) — множество всех функций f(x, у), опреде­
ленных на I таких, что f՝՛՛^ (х, у) (0 О < г — 1, 0 ц к — 1) неп­
рерывны на I, /г'и)(х, y)!rLP(0, 1) (0 <1 |i < к) для всех фиксирован­
ных у, f(r’k)(x,y) абсолютно непрерывна по у для всех фиксирован­
ных х,/('* к> (х, у) £ Lp(0, 1) (0 -< v -С г —1) для всех фиксированных 
х, /’’ *՝ (х , у) абсолютно непрерывна по х для всех фиксированных 
у и /'՛■ *’(х, y)^Lp(I) (К р < уз), где

причем смешанные производные не зависят от порядка дифференциро 
вания.

В множествах Lp и Lp ՛՛ выделим классы

f\Wp}, 

Г’Ч wp(D, ]/(’'fe,(i> .)|p<

<l(0<v<r-l), 1)Ь<1(0<н<Л-1)),
где

(i, yypdyy,p.

Наилучшие приближения классов Wp и Wp к (1 < р -С °°, г, к = 
= 0,1,2,...; WP=WP, W°p^Wp(I)) подпространствами NczL, и 
ЯХс£7(/) (1<9<оо) соответственно, определяются следующим об­
разом:

E(WP, N),= sup inf\f — Д, 
fewrp
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Е( Wp к, SR),=sup inflf — gh. 
W՞ 4 «6 SR

Рассмотрим задачу наилучшего приближения в метриках различных 
пространств функций на [0, 1] и I. Речь будет идти о нахождении наилуч­
шего приближения введенных выше классов подпространствами кусочно­
постоянных. Метод исследования основан на использовании соотношений 
двойственности и специфики .пространств кусочно-постоянных.

2°. Одномерный случай. Прежде, чем перейти к основной 
теореме этого раздела, докажем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть q՛, 7, I—произвольные положительные чис­
ла, причем 1 <?' < °°.

Положим
I

А (д', 7) = I g : g (0, /), | I/ (и)Г' <Лг<7,
О

g(O) = g(Z) = O| (1<д/<°°)
и пусть A՝y(q', 7) (1 < q՛ °°) состоит из всех функций g£ A (q‘, 7), 
которые в начале сегмента [О, Z] строго монотонно возрастают, 
потом могут принимать постоянное значение, а в конце сегмен­
та [О, Z] строго монотонно убывают. Тогда

а) Для любого р՛ £ [1, оо]

sup, Ыр' = sup Ыр (1 << <=*՝>•
<елк7'.т) гбл°(?’.т)

в) Если q — число, сопряженное с q' (1 о + 1 q՛ = 1 ՛, то 

suP^L^G/l(g', i)}=-pV’'.

с) Если р’ £ [1, оо] и p’-^q՛, то

sup м֊-g^A «7)} <-֊-(—Ур ilp՛ i'!p'"'q>
2 \р + q/ 

если р'~> q', то
•ч> I и, ■ г 6 А ы, ,)| < ± Л ֊ ։ f'w,

2 X 2 р + q/ . 
где q, как и прежде, число, сопряженное с q'.

Доказательство. Часть а) будет доказана, если для любой 
функции g^.A(q',i) мы сможем указать функцию g ь А° (q'։ 7), та­
кую, что

Мр'<кЬ' (!<₽'<«).
Поскольку g£Lq (.O, Z)<=Li(O, Z), то ([1], гл. 8) |g| — функция огра­
ниченной вариации. Обозначим через v(x) и w (х) (0-^.x^l) соот­
ветственно полные вариации функций |g(Z)| и |^(Z — Z)| на отрезке 
[О, х] и определим функции р (х) и q (х) равенствами

р (х) = + lg(x)l, 9 (х) = + Jg(z ~х)1 .
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Ясно, что /»(0) =7(0)=0. Из курса математического анализа изве­
стно ([2], гл. 6), что р и q монотонно возрастают на [0, Z]

te(x)|<p(x), |g(/-x)| <9(х) (0<x<Z), (1)
причем /j(x)= const в тех промежутках, где tel монотонно убывает, 
р (х) = |g (х)| + const — на остальном множестве, q(x) = const там, где 
|g| монотонно возрастает и q(x)=g(l—х)|-f-const — на остальном 
множестве. Поскольку число интервалов постоянства функций р и q 
не более, чем счетно, мы можем пронумеровать их. Пусть ((ар 6z))f— 
все интервалы постоянства функции р, а {(су, </у))у — все интервалы 
постоянства функции q. Из вышесказанного заключаем, что

p'(x)-h+(x), q'(I — х) = — h~ (х) (0<x<Z), (2)
где

h+ (x) = 4 (I |g|') (x) I 4- (X)), h- (x) = 4 < I tel' (*)l - tel' (x)) 

соответственно положительная и отрицательная части производной 
функции |д|.

Положим £= [0,/]\ ( U (ар F =• |0, /]чДи (Су, d;)) и опре­

делим функции р и q равенствами

р(х —S (6։ —az))=p(x), х^Е 
btrx

Ч(х— X (dj — Cj)) = q(x), x£F. 
djiX '

Допуская некоторую вольность речи, можем сказать, что графики 
функций р и q получаются сжатием к оси ординат графиков р и q, 
причем полученные таким образом графики строго монотонно возра­
стают.

Нетрудно убедиться в том, что р и q определены соответствен 
но на [0, а] и [0, 3], где

«==/֊£ (^-а։), ₽ = Е(^֊Су)

и « + 3 С /• Теперь можем определить g:

р(х), если 0<х<։

р («), если а < x < I — В 

g(Z — х), если I— {J<^x < I.

Наши предположения о функции а показывают, что g — абсо­
лютно непрерывная функция, £ (0) = ^(/) = 0, а из (1) получаем

1#<#(•*)> 0<х < I.

Поэтому |Д».<к|р, и доказательство части а) будет завершено, если 
покажем, что < 7.
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Но в силу (2) 
• '1

о’ /Л

ВВ
I

4- ('(Ль(х)+ Л~(х<'<А = |’(Л: (х) + Г(х)|’'</х = 

՝Р о

=^.'£:=Н:<ъ
в) Пусть функция Л'г Л (д', •;) фиксирована, А(н) = /(ы) (0 < 

-< п < 1), а Л (и) и Л (и!—положительная и отрицательная части 
функции а' (и), т. е.

л-(и)в .

Ясно, ЧТО |о'(и)| Л ’ Л (а), а'(и)=Л (и) — Л՜ (и), а из усло­
вия д(0) — <?(/) следуют равенства

/ / /
Л (и)</и= | Л (и)с1и — 

и о
Поскольку для любой функции ^\х) из А'д’, т) имеет место пред­

2 и о

ставление

то с помощью неравенства Гельдера мы можем сверху оценить вели­
чину М*:

= шах |я(х)|- птах О X- / 0^х<1
| /(и)</и <

ь
.г / I

-< тах I Л+ (и) <1и < I Л+ (и) = — I |®' (и)| с/и •<
о х I.՝ : 2 J

0 0 о

. 1 / I* . , . V'’’ / / ^ V'’ . 1 1д- ,УЯ
-( 1я («)1 ‘

՝ о о

Таким образом

1 „։<«' М (3)
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и чтобы завершить в) нам необходимо построить гкстремальную 
функцию 1)> Для которой неравенство (3) превращается ь
равенство.

Легко проверить, что функция

[ 0<х<//2
р0(х)=

принадлежит классу А (д', 7) и, кроме того

„ / _ 1 /1/« I'«'Цт)՜՜2' 1 ՛

т. е. является экстремальной.
с) В силу части а), часть с) будет доказана, если в требуемых 

доказательства неравенствах множество А (д', 7) заменить множеством 
А° (ч'< т)- Сначала докажем 2-е неравенство, т. е. случай, когда 
р'-^д'. Пусть 8^А°(д՛, I) фиксирована и точка с£ (О, I) выбрана 
таким образом, что монотонно возрастает на (0, с) и монотонно 
убывает на (с, I). Не нарушая общности считаем, что с < 7/2, так 
как в противном случае рассмотрим функцию §(1— х).

Определим числа 7_ и 7_ равенствами
с I

1+ = Ц(Л+(и ))"'</«, 7_= [(Л՜ («))•'Л

О с
и положим

. Н^'х1'*, 0<х<7/2
• 17-** (/—։ х)։/*, //2<х</.

Заметим, что § не обязана быть непрерывной. Применяя неравен' 
ство Гельдера мы можем поточечно оценить ё(х) на сегменте [0, с]:

<7’+’’х։/?=2(х) (0<х<с).

Ввиду условия а (х) £ А.° (д', 7), для любого х£ [0, 7/2] имеем

8 (х) < 8 (с) < 7^' с’/? < 7+’'х1'’, 0 < х С 7/2.

А это означает, что £(х)<#(х) для любого х£[0, 7/2].
Аналогично, рассматривая функцию ՝§(1 — х) и учитывая равен­

ство §' (I — х) = /1 (I — г), 0<х<7/2, получаем
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Поэтому
g(x) <7-’՜ (/֊х)м <g(x), //2<х</.

Итак, g(x) Cg(x) Аля любого х£[0, /] и мы може .։ cvpxy оценить 
14>:

I I /;7
I<= f(g(x))'’,rfx4 Г ^x})p dx=. Г^^'^х-г

0 О о

//2

dx= —ч— 4- >'«՛) ( .1-\Р
р + <1' X 2 /

Но сумма -{Р19 4֊ -,р ч (р' < д') при условии 1+ 4 1_ = “ принимает? 
свое максимальное значение тогда, когда 7к = Т_ = Т/2-

В самом деле, если

£ (7+, 7_) = 4 7<՛»՛ - л7+ - лТ_ - / 7

— функция Лагранжа, то из необходимых условий экстремума 

заключаем, что 7_~ 7 ~7/2- Нетрудно проверить, что точка (7 2, 
7 2)> при условии р' < д', является точкой максимума для суммы 
Т+ 4 7£ /9’. Следовательно

/ _<? /_1 х"’ *'9 /_1 \₽/’'+1,,, „+1 _ / 1 V'' ’ 
р'4дЫ 4 2/ ~\~2/ ''

X 9 / \р * .(Р'ч՛ »/''/у՛-|-1 д /1 у' I՛'ч' у' •> -
р' + д\ 2 / ‘ р'-^-Ч\ 2 /

д J/'՛

Для того, чтобы доказать второе неравенство части с) (случай, 
когда р' > д'), рассмотрим функцию

„««• не 1 ^9 при 0 < х <:12я

1 „У 19 1У9
2 '

при Z/2’< X < 1-1 2я

7M'(Z-X)4 при 1 —12“ < х</.

Если g^.A°(q/i ~),то для любого [0, l/2Q]

о о о
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т. е.
Я(х)<а*(х), 0<х<//2’.

Аналогичным образом, для любого х£ [О, I 2’]

I

О
т. е.

(х)| < 71՛’՜ (/ - х)։/’ = (х), X е ( / (1- ֊), I

В силу части в)

Таким образом, ^(х) < §* (х) (О-С.г֊</) и мы можем оценить ||#59, 
через норму функции £*;

1124 Ц2
ё1рр. = 2 I 1՛ Чр'"1'хр",^х+ 1՝ 1Р'՝^х =

0 ՝Г.2Ч

1 V (л Р՛ ՝2? ( <7)Г

Значит

Ы, ։/«' ,։/?+։/р'

Этим доказательство леммы завершено, поскольку последнее неравенство 
верно для любого ё£ А°(д', у). В заключение отметим, что функции, по­
строенные в части с) не являются экстремальными в том смысле, что они 
не принадлежат классу А (д', у).

Легко заметить, что лемма 1 остается в силе и в том случае, когда 
рассматриваемые в ней функции определены не на [0, /], а на произволь­
ном сегменте [а, &]. Поэтому мы можем сформулировать утверждение с) 
леммы в следующем виде.
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Следствие 2. Пусть f > Q — произвольное число, 1< д'<^оо, 
q — число, сопряженное с q' и

6
A (q't f, а, 6) - | g '■ g € (“- b), j Ig' (u)]*' du < 7, g (a) = g (6) =o|.

u
Тогда 

b
sup [ !g(xV'rfx<( ly -^֊■ip"q' (6-a)'7’*1 (4)

gzA ь "• *) J \ 2 / p r qa
для любого 1 •C p' -C q' и 

ь
sup (*te(x)|p'rfx<7 1У71-■֊ -^-\fl4\b-a)p'“'^ 

«.»)J 15 \2/ \ 2q՜1 p' + qГ
u

zr (5)
для любого q Р \

Перейдем к оценке, а в некоторых случаях нахождению наилучще- 
го приближения классов (1 С р < <х>) подпространством кусочно 
постоянных. Пусть Д:0 = х0<С х,< •*։<? ' <СХ\ j < xh~՝l~ произволь. 
ное разбиение отрезка [0, 1], Д^х, — х| _ъ (/=1,2,-■ •, N), Д=тах Д6 

килт 
а 5° =5°(Л)—пространство кусочно-постоянных относительно этого 
разбиения:

5° = (s (х): s (х) = const на (xf|, х։)/=1, 2, •••, N\.

Известно (см., например, [3], §3.5), что для любых р, д£[1, »]

Е (W՝P, S°)q = sup • : g e IF*. (S«)o|, (6)

где I/р + I/р' = 1, 1/q 4֊ 1/q' = 1, а

IFj-(S0)0=^:ge IFi'. ?(x/) =0, z = 0, I,---, N[.

Теорема 3. Допустим, что p, q£ [1, oo), a p' и q՛ числа, 
сопряженные с p и q соответственно. Тогда

а) Для любого 1 < р < и q — со

E(W}, 5о)я = ±д։/<

в) Если р — 1, 1<9<со, то

E(W\, Sc)1 = ^6i՛4.

с) Если q= 1, 1<р<оо, то

В частности, если Д* — равноме рное разбиение, т. е. узлы 
разбиения Д*определяются формулой х?‘ = г/М = 0, 1,- • М то 
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где •5л’—пространство кусочно-постоянных относительно этого 
разбиения.

с!) Если 1<^д<^оо, а р ֊С 4՛ т0

~ УР'д1'"'+։ ’< Е (<
2 ՝ р +1/ 
„ 1 /, 1 р' Ч1'^'т։/р'+। у

4 •

е) Если 1 <С 00 и р^> д, то 
1 / 1 _____ .1 _... 1/1 \։/р'_

2 X р' 4-17 ՝ 1 7
а в случае равномерного разбиения

р<
2 ՝р'+д‘

/V ՝ ' " ■ 2 \р'-\-д)

[) Если р= ■х՝, 1 < д со, то 
1 ֊1

֊-2Д?<£(П. •*%<֊֊ ֊А- 
4 "1 2 д + ]

пр' ]
77

В частности, когда Д=Д*—равнолгерное разбиение, то

4-֊7<£<^. Л?՛. д 1
1 + <72/7

Замечание. Разумеется, что в случае равномерного разбиения 
пункты а), Ь), с) не перестают быть верными, если в этих пунктах 
Л заменить числом 1/Л/. Если Е ( И^р, 5°)? рассматривать как функции» 
от переменных р и д, то результаты, приведенные в теореме, удобно 
написать в виде квадратной таблицы с вершинами (1, 1), (1, со), 
(со, оо), (со, 1), по горизонтали которого меняется р, а по вертика­
ли— д. Например, в случае равномерного разбиения Д* таблица при­
нимает вид:

В монографии [4) (гл. 6) показано, что в треугольнике с верши­
нами (1, 1), (1, оо), (оо, оо) (случай, когда 1 + р < д оо) для про­
извольного разбиения Д имеет место оценка

причем точность установлена лишь в случае р — ос, д — оо. Когда 
Д = Л*—разбиение равномерное, 77 = 2 п— число четное, в [5] через 
нормы сплайнов Эйлера сверху оценены величины Е (5°п )9 и 
£(^,5^),,. В частности доказано, что

4п 2Л' 8п 4 ?/
Е^\, 4- = Л-

4 и 2 Л
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E(W\,£n)t '֊ = — 
4п 2N

Из теоремы видно, что приведенные выше опенки сверху на самом 
деле являются точными.

Доказательство теоремы 3. а) Сначала предположим, что 
р = 1, g=oo(p,= oo, q'- 1). В силу (6)

Е (IF}, 5°)ю = sup : g £ IF}, g (xi) = 0, i — 0, 1, • • •, N}. 

Зафиксируем функцию gf Wl (5")o И положим 
max (x)| = jgk.

Существует точка с£10, 1] (предположим из интервала (х£_։, х^) та­
кая, что М— |£0 (с)|. Ввиду того, что Я (х/֊1) — ^ (х4) = 0 заключаем

Поэтому

g'(«) da

а, значит, |Л> <1/2 (яб (5®))в).
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Функция
(1'х,)х, если 0 < х<х,/2

(1 г,) (1-х), если х,/2-.<х<Х|

если х, < х < 1

принадлежит множеству и^5(5")о1 « кроме того

Следовательно, £( и?}, 5°)х = 1/2.
Пусть теперь 1<^р < °о, ч = оо (1 < р'< °о, <7 = 1) я 8^. (до­

определим числа 7, равенствами

х,= |\'(«)!</«, 1=1, 2,---։ м

■*։-։
л՛

Тогда из условия < 1 имеем V ^1, а из ортогональности функ- 
1-1

•ции %' к подпространству 5° следует, что 

1 р/ у
/ц+I |^՛ («)1 <^и=~ ’ /=1, 2,•••, /V,

*<-։ 4-1

где Л/ — положительная часть сужения функции на отрезке [х։_р х/ 
Поскольку на каждом сегменте [х^,, х։]

Т? И՜ 7? Н------- Н7^у-С1» ибо 7/ -С 1 и р' > 1. Следовательно
/—«1

£(^,50),= зир Ир,<АД1/р'
#€17} ($•), 2

(1<р -<оо).
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Чтобы построить экстремальную функцию, для которой последнее не­
равенство превращается в равенство, выберем индекс /, при котором. Д. = 
= X]—и для достаточно малых е > 0 положим

(1/2 в) (х —х;_։), если ху_։<х«.хл_։.4 а
1/2, если х, , г а х < х, -■ а

а (х) = ■ 7 1
* (1/2е) (ху — х), если ху — в^х<ху.

О, если х£ [х/-։, х/].
Нетрудно убедиться в том, что (х) £ (5°)« для любого в>0 и

Нт|^=( | =У^։<

х)-1 '

Этим часть а) теоремы 3 доказана.
в) Если /?=1, 1<С7<^°’ и 86 №՝ч (£"), (!/<?' 4 1 я — 1), то оп­

ределим числа у, следующим образом: "

7։ = 1՜ 'г'(и)|’' Л, /=1,2,..., М

х1-1
Ясно, что 2 7, ֊< 1. Чтобы сверху оценить тах|#(х)| на каждом про­
межутке [Х|_։, х,] применим неравенство Гельдера:

гаах |£(х)|<-^-1У’'Д}/7,

а значит, Ыоо < (1/2) д1,? ’ ибо 7/-С 1 для любого /.
Функция

О, в остальных случаях
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{/ — индекс, при котором ху — ху_։ = Д) принадлежит классу (5°)0 
и, кроме того

м_=?(ху_։+4)=4"’-

Следовательно

Е (1Я, 5°)» = ֊֊ Д1/? (1 < ч < ос),

и часть в) доказана.

с) Пусть теперь д = 1 (д' = •»), 1 < оо и №‘а (5°)0, т. е.
< 1 и Я(х() = 0, 1 = 0. !.•••> М.

Рассмотрим функцию

х — х։_г если х4_։ С х < х,_ 1 + Д,/2 
х, — х, если х£_, + Д£/2 х < х.

и покажем, что |#(х)|<£(х) на любом сегменте [х£_։, х4], /=0,1,--- 
• • •, /V. В самом деле, если х £ [х£_։, х4-1 + ^</2]. то

?'(и) 4и <1и < х — х, #(*)•

Если же х£_։ < / < Д£/2 + х£_։, то

Положив х = х<_1+х։ —< будем иметь х^[х£_։ + Д£/2, х£] и

£ (хХх, —х=#(х), х£-1 + Д,/2 < х < хг

Таким обрааом, ^(х)К^(х) (0<х<1), а значит, Н«'Для 
любого р՛ ^[1, со]. Поскольку (5°)0, то на основании (6) мо­
жем утверждать

т, £(К-5°)։=1Йр'-
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Поэтому

Е(^р, 5°).=
Р'+Л',р' р - 

д.

Когда же разбиение Д = Д* равномерное, то Д/=1/Л/ для любого 
1 = 1, 2, --, и

£|ЛЛ|'4(^Г 1
ТУ

Часть с) доказана.
Пусть теперь 1<^р, ч<^аз и Определим числа 7,

равенствами
*1

7,= ^'(«'1’ ^и> ։ = 1» 2. М.

г1-1

Ясно, что 7/-<1.Так как g^ №'д՛ (5°)о> то сужение функции g на 
сегмент [х։_։, хД (1 <- г<- ТУ) является функцией из класса А (д', -ц, 
х1—1> (см> следствие 2) и мы можем воспользоваться неравенства­
ми (4) и (5).

с!) Если р<.Я (р ^>я')1 ТО в силу (5)

[/|я(х)|р'Лс<(֊-У г = 1,2,---. ТУ.
J \2/ \ 2 р+д/

*1-1
Просуммировав последнее неравенство по I, получаем 

1 х,Г , лг г1 
1< = !?(х)|₽</х=^ |г(х)|'</х<

V I =1 ֊о х1-։

Но ^7^'/?’՝С1, поскольку У, 7։1 и р'~>д՛. Поэтому, в силу (.6)

E(W1P, 5°),= 7Р ЫО'<

֊-Т” ^1/₽'+1/’(1<Р<д<«’)-
2 \ 2 р +я/

Чтобы получить оценку снизу, положим

8о (х) =

Д -1/’ (х — ху_։), если ху-1 < х < х']_г 4֊ Д/2 

д֊1/в,(ху —х), если ху_։+Д/2 <х<ху

О’, если х£ [ху_։, хД, 
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где индекс у выбран из условия х]— х].\ ~ Непосредственной про 
веркой легко убедиться в том, что #0 (■*■)€ ^ч' (5°)о« С другой стороны

а значит
£(И- 5°)?>ЫР< = 4 

Л

е) Если р ^><7 (р'4^ д'), то на каждом сегменте [х,_։, х^, ։ —1, 2, • • •, 
/V мы можем воспользоваться оценкой (4), которая при указан­

ных выше обозначениях запишется в следующем виде:

3 \ 2 / р +<7
*1—1

Суммируя по ։, получаем

с 1—1 V
" X/ _ 1

1 У ? V -Л'9' Д1+Р'/9'*(2) 11 ' •

Поскольку 0<^р7?7•С!» то в силу неравенства Йенсена (см. [1],. 
с. 62)

Л' \Р'/в' «И-Р'/А'

' Л՛ =
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Этим правые части неравенств пункта е) доказаны, ибо в случае равномер* 
ното разбиения Д = 1/Л.

Чтобы получить оценки снизу, рассмотрим функцию ё, определенную 
в е). Тогда

т. е. g £ Wq՛ (5°)о- С другой стороны

откуда видно, что
. 1/1 \1Ф' / л' , ,\Ур'

2 \р -|-1 / \i=l /

Когде Д— равномерное разбиение, то bt = ].IN, z = l, 2,---, N и сум­
ма, стоящая в последнем неравенстве, равна 1/N.

0 Допустим, что р = по (р' = 1) и 1<д<.ос. Тогда для любой 
функции #(: W'q՛ (5°)0, в силу е)

kill= Mo- 1*т (—-—= —— —-— >
т. е.

E{W\, 5»),= sup 
gtw\՛ ($•),

J 9
2/V 1 + g

С другой стороны, для функции ё (которая принадлежит классам 
^'(5°)0 ири любом д'), рассмотренной в пункте с) теоремы 3, 
имеем, что

E{W\. Я>)ч > Й, = =
p'-l

В частности, при равномерном разбиении Д = Д*

Итак, оба неравенства пункта f) установлены. В наших расжуждениях 
мы существенно воспользовались тем, что |g|p>—’Й։ при Р ՜*՜ 1 АЛЯ про­
извольной непрерывной функции g. Докажам этот факт.

Пусть р'П — произвольная сходящаяся к 1 последовательность и

g„М = к(*)1 Р'> п=1, 2, З, --.

Тогда gn (х)-» |g (х)| для любого х и по теореме Лебега об ограничен- 
1НОЙ сходимости
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Следовательно

g„(x)dx =
1

I glx)\dx.
О

о
---Ы1-

Таким образом, для любой последовательности р'п, которая
р„

сходится к единице, что и требовалось доказать.
Доказательство теоремы 3 завершено.
3°. Двумерный случай. Пусть т, п—натуральные числа,

— одномерные равномерные

i
п

разбиения, Д = Д։ X Д։, Д;, j = -----  ,
I п

п; j =1, 2,- • ■, т) и — пространство

кусочно-постоянных относительно разбиения Д квадрата I, т. е.

50 — |s(x, y):s(x, у) — const на Ду|.
Через So и 5о обозначим пространства кусочпо-постоянпых функций 
одной переменной относительно Д։ и Д։ соответственно.

Рассмотрим класс 1Рр'։, определенный во введении и найдем наи­
лучшее приближение этого класса пространством кусочно-постоянных 
в метрике Как в одномерном случае, здесь мы тоже воспользуем­
ся общими соотношениями двойственности для двух переменных, при­
веденными в [6]. В нашем частном случае там (с. 41) установлено, что

E(W}P’\ 50)ю= sup 1ЫР'+к(-, 4-|?(1,.)!₽•}, (7)

где
М’ ՛ (50)о = 6 £.՛'1: Ь°' < 1> g(h "֊LSo. g (х. 0) =

= g(0, у)=0, g(x, 1)€^'(5вх)о, g(l,g)6 1?№7>о1.

(So )0= {g££՛(0, 1): Jg'il, 1, g(i/n) — Q, 0<г<п|,

.< 1, 0
“ g 'JJJ_So означает, что j I g^’(u, v) dudv = 0,

*1'
։' — 1. 2, • • •. n; j = 1, 2, • • •, m.

От стим, что из определения множества L}՝1 и из условий g (0, у)=- 
о ' х, 0) 0 следует, что каждая функция g£W'l’> (So)o допускает

представление
х у

g(v. у)= | |g(’-i)(u> v)dudVi (ж>

(I (I
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Теорема 4. Для любого р£[1, оо]

е^\ И“' + 1^)”՜ + (8>I \ п / 2\7п/ 2 \ тп /
где р՛— число, сопряженное с р.

Доказательство. Пусть функция % С №'!՛' (50)0 фиксирована. 
Поскольку §(х, 1)£ 1^1(55)0, а #(1, у) £ №՛ (5о)о, то в силу пункта 
а) теоремы 3

1/1 Х'Чр' 1/1 \Ир'ИМИ֊1 ,к(1. •^֊<֊(֊ • (9)
д у л / л \ т /

Докажем, что

Ы,<-| /т + л -
\ 7ЛЛ

Определим Функции А/֊г (и, о) и числа (/=1, 2,- 
следующим образом:

У =!>• •> т)

л 1и> „) = ) й(1,1)(и> г»), если (и, г>К Д//
1‘ 1 1 0, если (и, и) £ Ду,

Тг/— I ^А/у (и, и)| бийо.

ЛИ 4у
Очевидно, что У, Ту < 1 (здесь и в дальнейшем вместо суммы 

О л т
2 £ напишем у) и 
г-1 ;-1 I,

?(1‘ ։)<и, V)— у Ау (и, и), (и, о)^1. 
и

Если

(1л</ + Лу ).А</ (и, «) = -֊- (|Аг/ — А//)

соответственно положительная и отрицательная части функции 
Ау(ц, и), то

‘Ч/

и, V,\dudv — <^и<1'и= | I Си, о) бисРи = 0,

Из последних равенств имеем, что

4О

1и

2
4и

для любых г=1, 2Л- --Л а; у — 1, 2,- т.

4 И
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Положим

Е,)= г-1
тп

. 1
п п • 1 X т

т).
о и

Нетрудно видеть, что Ни (х, у) О вне множества Е, а во всех точ 
ках (х, у) множества Е

Аг/ («. V/ с/ис/и—
2

(х, у)£Е.Нц(х, у)֊<

Таким образом

а из (7) и (9) следует, что

14 < 7

т. е. левая часть (8) не больше его правой части.
Чтобы доказать обратное неравенство для достаточно малых е > О 

рассмотрим функцию

А, (и, о) —

1/2б։, если 0< л в։ 0< у < е 
— 1/2 г3, если 1/л — е < х-< 1/п, 

1/т — е<у<1/ш,
О, в остальных случаях
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И ПОЛОЖИМ
.Г У.

д, (х, у) = | Л. (и, и) <1и<1и.

о о
Ясно, что £ И5'!’ 1 (50)0 при всех достаточно малых в>0. Так как

.?.(*• 1) =

х/2в, если 0Հ*Հ։
1/2, если в .Հ. х •< 1/и — в
( 1 /2 е) (1/и — х), если 1/и —в <, х С 1/и

если 1/п С х Հ. 1,

то легко проверить, что
1/1 \ЧР՛

• -« 2 \ п /

Аналогично

1/1 \ЧР՛ limj?։(l, -)J =֊-/—) • 

• 2 \ т /
Непосредственной проверкой можно убдеиться в том, что

п — 1
тп

Таким образом, для любого 6 > 0 можно указать е > О такое, что

+ +k(i. ֊V >
I(1 /"Հ1 ք-Լ\’/Քև J-(m 1 ÿ"' 
2 \ л / 2 ՝ m / 2 \ тп ՛

Но g, 1х, у) (լ W}'՝ (5ц),,, поэтому

Е(^р ’ 5о)в>֊(֊Г 1 , m -1- п — 1
2 \ тп /

Комбинируя последнее неравенство с (10), получаем (8). Теорема 4 дока­
зана.

В заключение отметим, что утверждение теоремы 4 в случае р = оо 
(р՜ =1) ранее было получено автором в работе [6].
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A. M. AVAKIAN. On the best approximation of functions wttsh bounded first 
derivative by piecewise constants in one and two dimensions (summary)

In the paper exact error bounds are obtained in arbitrary Lq spaces, when 
Sobolev classes are approximited by piecewise constants. Some exact estimates are 
generalized for functions of two variables.
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В. Б. ДЫБИН

КРАТНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ В ВЕСОВЫХ КЛАССАХ ХАРДИ 
И РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ РАСХОДЯЩИХСЯ ИНТЕГРАЛОВ

К настоящему времени достаточно хорошо известно, что вопросы по­
строения базисов и задачи комплексной интерполяции в модельных под­
пространствах классов Харди, порождаемых внутренними в смысле Бьер­
линга функциями [1], имеют содержательные приложения в теории син­
гулярных интегральных уравнений с ядром Коши. Для примера укажем 
лишь на недавние применения результатов Б. Я. Левина [2], а также 
М .М. Джрбашяна и его учеников [3—5] при описании решений краевой 
задачи Римана с бесконечным индексом в пространстве Ьр (Г, р) [6—11].

В данной работе мы касаемся еще одного подобного приложения — 
проблемы регуляризации интегралов, расходящихся на счетных множе­
ствах. Ниже эта задача (см. § 3) решается для множеств X = {х3՛, / £ 2] С 
с: R, которые в дальнейшем будем называть вещественными карлесонов- 
скими множествами. Именно, точки такого множества либо удовлетворяют 
условию

либо найдется такое дробно-линейное преобразование ф, оставляющее ин­
вариантной вещественную прямую R, что условию (1) удовлетворяют 
точки множества Ф (X). На множестве X регуляризуемые интегралы име­
ют особенности степенного вида целых ограниченных кратностей. Предла­
гаемый здесь способ регуляризации отличается от регуляризации 
И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилова [12], гл. 1, § 3. Вместо бесконечного 
разбиения единицы он использует процедуру интерполяции и предназна­
чен в первую очередь для описания обобщенных решений сингулярных ин­
тегральных уравнений с коэффициентами, вырождающимися на множестве 
X, и растущих на со решений одномерных уравнений в свертках с вырож­
дающимися на X символами [13—15]. Процедура интерполяции опирает­
ся на работу М. М. Джрбашяна [16], в которой исследованы вопросы 
кратной интерполяции в классах Харди Нр (1 < р <оо) на множествах 
(хл|сП + , Щ = [в|1т г > 0}, подчиненных о-условию Карлесона [17]

Խք П
»ег 1 1 тег

•*՜<ո

*т — 2 к
> 8 >0. (2)

Ряд основных результатов этой работы сформулирован ниже в виде тео­
ремы 2.
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В § 1 интерполяционные результаты статьи [16] в целях обеспечения 
указанных выше приложений к краевой задаче Римана в случае кратного 
вырождения ее коэффициента на множестве X (см. [27]) распространены 
.(теорема 3) на классы где р — общий вес Ханта-тМакенхоупта-Виде- 
на, т. е. вес, удовлетворяющий условию

где / —произвольный интервал на R. Обозначать это будем так: 
£ Ар. При этом предполагается, что множество нулей (я*! лежит в 

полосе 0 А, 1т А3 со. В этом случае элементы модельного 
подпространства Кв, порождаемого функцией Бляшке

аналитически продолжимы в полосу — А։ < Imz 0, и поэтому в каче­
стве интерполяционных множеств в Кв вместо множества {Zk} можно брать 
надлежащие карлесоновские множества, лежащие в этой полосе, в частно­
сти, множества X, удовлетворяющие условию (1). Соответствующая ин­
терполяционная теорема (теорема 5) доказана в § 2. Метод ее доказатель­
ства, возможно, представляет самостоятельный интерес и может быть ис­
пользован в других аналогичных ситуациях.

В случае степенных весов специального вида кратная интерполяцион­
ная задача в Нр рассмотрена В. М. Мартиросяном [28, 29].

Ниже символами ◄ и обозначаются соответственно начало и ко­
нец доакзательства.

§ 1 Интерполяция в П.

Пусть Р^Ар. Через Z..,(R, р), 1<^р<^оо, обозначим лебегово 
пространство измеримых на R функций g(x), суммируемых в степени 
р с весом р,

/С п \>/рМ = ( \ IX (*)l ?(x)dx ) <со.

я

Введем стандартное субгармоническое продолжение |р± (х + гу)\ веса 
р(х) в полуплоскость П , где П_ = (я| Imz<^0|,

|pu. (х 4- iy)\ = |х -Цу’ 1) /Р'՜2-
(5)

■expI ± — f In (|r + zf՜2’ p (-.))  ----- —-
I " J (x-x)։-rz/J

R

Известно, что |pj_ (x)| = p (x) почти всюду на R [19, 20]. Определим 
lip, Р(П±) как пространство аналитических функций в полуплоскости 
П±, для которых
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sup J|^ (х + п/)1р Р± (X + ф)| dx < =О.

Отождествляя функции g (х) из Нр, Р(П±) с их угловыми предельными 
значениями при у -* 0, будем в дальнейшем рассматривать Нр. Р(П-ь) 
как подпространство в £P(R, р) [19|. Через Р обозначим проекторы 
в £р (R, р) на Нр, Р(П±) соответственно. Известно, что Р — Р~ = I, 
Р+ — Р՜ = 5, где 5—преобразование Гильберта.

Пусть а^/ЦП*). Введем модельные подпространства — 

= Р* а* /(Нр, р (Hqz)) и отметим ряд их свойств.
Предложение 1. Пусть а (П ), (а ) 'б/ЛДП ). То­

гда.

1) К u = ker ( Р —- / в пространстве Нр. Р(П-.); 
° \ а~ /

2) (С~ 2^7 .{° d-.~ g - 6Ка±,

R
ггде А ^Нр, Р(Пг) и удовлетворяет условию ah' — g-r

3) /Ур,Р(П^) = /С,<± + а±/(А/Р, Р։Пд)).

Эти свойства подпространств К известны при менее общих 

предположениях относительно функции а՜ и веса р (см., например, 
[9, 16, 21, 22]). Однако использованные при этом методы доказатель­
ства предложения 1 годны и для данного случая. В дальнейшем 
функцию а1, удовлетворяющую условиям предложения 1, будем на­
зывать модельной.

Рассмотрим один из важнейших примеров модельных функций, 
так называемую функцию Бляшке. Пусть |zA]“ — последовательность 
комплексных чисел из П.Р, удовлетворяющая условию (2), в котором 
множество Z необходимо заменить на N. Через Р-у)։՜ обозначим пос­
ледовательность, в которой число z!t повторно nk раз, к £ N, причем 
выполнено условие а = sup п.< оо. Следуя М. М. Джрбашяну [16], 

*еь
введем числа sft, равные кратностям появления чисел на отрезке 
(/.ylf, этой последовательности, а класс всех последовательностей 
Ру}“» удовлетворяющих двум отмеченным выше условиям, обозначим 
через Д(п). С последовательностью Pylf ассоциируется функция 
Бляшке

В(г)=П 
/-։

Р +3>L 

1 + >7
(6)

удовлетворяющая условиям В^Я<О(П+), В ^//„„(П֊) и порождаю­
щая модельное подпространство /Св = Р+ В 1(НР, р (П_)) в простран-
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стве Нр. ։ (П + ). В работе [16] в предположении 1 рассмотрены
эквивалентные определения подпростванства Кв и изучен ряд его свой­
ств, на которые в дальнейшем мы будем опираться. Приступая к 
описанию этих свойств, рассмотрим функцию

В (г)

и ее разложение в ряд Тейлора в окрестности тонки г

V։—
Выделим систему полиномов

(I

к\

и связанную с ними систему функций

о _______ (7)

которая обладает следующими интерполяционными свойствами:

а}"’ ('•? ֊=

О, ' О т < пк— 1.

1, ;7 х= ).г т = - 1.

О, /у = '/ л, т — 1, 0 ■ т < п] - 1 = пк — 1.

Приводимая ниже теорема 2 является переформулировкой ряда ре­
зультатов работы [16].

Теорема 2. Пусть |'7|։''( Д(п) и /<^Кв а /7Р(П.), 1՝\Р<С'Х’> 
где функция В (а) имеет вид (6). Тогда

а)
I |Л'Л/)Л1т МР''' 

У-։

7

к

/ег,

-1)4-1

<А(3, Л)|/Г,

где постоянная АР (о, л) зависит лишь от р, о и л,

б)
/-1

где ряд сходится в метрике ЛР(Я), функция (2] имеет вид (7), а

И/Г < Ср (8, л) £ |Л" 11М'(1т /./ ։'/"։)И,
;=1

где постоянная Ср(р, л) зависит лишь от р, 5 и п,
в) система функций [2/}Г образует в подпространстве Кв 

базис.
Пусть теперь {**]“„ — последовательность комплексных чисел, 

лежащих в полосе (г|0<Л։<1гп2<^Л2<оо) и удовлетворяющих
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условию (2). Через (>•;)-«> обозначим последовательность, в которой 
число повторено раз, Потребуем выполнения условия
п=зирл*<^оо. Оставляя за числом 5* обозначение кратности по»вле-

ния X* на отрезке |Х,]֊.И, класс всех последовательностей р, удов­
летворяющих двум отмеченным 1десь сбсзгачы ‘ерез

Д (и). Введем функцию Бляшке

В(г) = П2±Л^֊г, (8)
/6 г '•։ ') г

множество нулей которой |Х/)-- принадлежит классу Д (п). Бесконеч­
ное произведение в правой части равенства (8) сходится в П., по­
скольку этим свойством обладает функция

я(--)֊ п-^,.

/ег г *
множество нулей которой лежит в ограниченной части П ([1], с. 62). 
Таким образом, функция В (г) удовлетворяет условиям предложения 1 
и порождает модельное подпространство Къ—Р*В1 (Нр,, (П )) в 
пространстве НР։ Р(ПГ).

Через 1Р, ■[ (2) обозначим пространство последовательностей 
/=(//),/£ 2. суммируемых в степени р с весом 1 = где 
Зу > 0

Л*
Нашей ближайшей целью является следующее обобщение теоре­

мы 2.

Теорема 3. Пусть [Ху|2- £ Д (п) и/£ЛГв в Нр, р (П+), 1<р<оо, 
где функция В имеем вид (8). Тогда

а) I/“' '1 (>•/)) € 1Р, 7 (2), где =|рт-('-/)|, а функция |р+(я) имеет 
вид (5),

б) /(*)= ЕЛ"П(Ч’)«/(х),

где ряд сходится в метрике £.р (R, р), а функция 2у имеет вид 
(7), где функцию В следует заменить на В,

в) отображение, определенное в пунктах а) и б), есть изо­
морфизм Кв — 1Р, т (2).

Как обычно, доказательство этой теоремы опирается на соответствую­
щий результат типа теоремы Шапиро-Шилдса [23].

Предложение 4. Пусть множество {Ху} удовлетворяет ус­
ловиям теоремы 3. Тогда для любой, функции Р(П+) спра­
ведливо неравенство

Е 1Л-1)(ХуГ|р+(х7)]<с(/Г,
/с^

где постоянная с не зависит от
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> Вначале покажем, что справедливы неравенства вида

£|!/",,(*/)ИР+(« )<с(т)|/Г» т-0, 
лг

где постоянные с(т) не зависят от /.
Заметив, что ввиду условий предложения г/—ял1 ,> </^>0, у =р к 

(см. [1], стр. 285), рассмотрим систему непересекающихся кружков 
к, — ! |д — д, < —] » где р = пнп |Л։, </'. Воспользовавшись оценкой

7 Г 7 3]
для /<т’(г;)|, заимствованной из работы [4|, и применяя неравенство 
Гельдера, получаем что

/"’(«у1|<аж |’||/(г)|^(г)< 

'»У
I _ч_ 1

р/(г)|"|р+(я)| </-(г) |Р+(-г|) "(г) | °՜ ,

' *1 *1

где а н не зависит от /, а г/з (=)— плоская мера Лебега.
Точку г, и отрезок /, 7сИ, следуя Е. М. Дынькину [24],

будем называть связанными, если

с1Р(я, И)<р(г, /), |/|<с։р(2, R),

где с։ ։ — фиксированные постоянные. Полагая гу — гу 4-ге'°, где

0 < г< -£■. ху = Ие яу, 0 < г<֊£- > 7/ = [ху — е, Х/ + е], 9 £ R, 
О о

получаем, что точка яу и отрезок 7у связаны одновременно для всех 

у £2, б С | 0' ~3՜] ’ ТаК КаК ДЛЯ Указанных значений у, 9, г и е

А. ֊ R) < Р(7у, /у) < А, + • 
О о

Отсюда, учитывая, что р = р Р £Ад, д ——— ([25], с. 45), где
р— 1

| р+(г)| = |р+(я)1 —стандартное субгармоническое продолжение веса 

р в П+, видим, что

где с не зависит от у ([24], с. 82).



242 В. Б. Дыбнн

По принципу максимума найдется точка ;' - $ е1’’, 6' (■ R

такая, что справедлива оценка 
_ _՛/

[рР+ (х>| " •; ֊֊1 |р ( •

**/

Учитывая эту оценку и неравенство (3), имеем

<С, (т) £ |р„ (гУ)||7+(.;)!" " Л |/(г)" ’■ <7= (з)

<с, (ш) £ (-֊ [ р <„} ( р ^у"'' 1՜ 1/НПр <д՝.|Л (2) <

О 7У ' *)
Л,

< с-л(т) у | |/(х+ 7д)|" р+ <х + /у) вх<1у < с (т)|/|/’> 

О R

где с(т) не зависит от
Для того, чтобы получить утверждение рассматриваемого предложе­

ния, остается повторить доказательство теоремы 3.1 из [16]. ►
Ч Перейдем к доказательству теоремы 3. Утверждение а) является 

следствием предложения 4 ввиду того, что КвсНр р(П+).
Пусть !//! <֊!,,, 7 (2). Покажем, что ряд Х/У2У сходится в

а его сумма 5(х)СКв. Заметив, что Нр, ?(П+)=// ~ (П+), 
ч. р 

рассмотрим отрезок ряда

г>(».г(х)= % (х).
У—я

Учитывая, что

я7 -"/+'/
2у(х)=Д(х) 2] а„(х->7) 1 ‘ 

л=о

где коэффициенты аду, 0£-С п^. — 1, у 6 2, равномерно ограничены 
([16], с. 1373), получаем

||5т, г ||= Зир
вен (П ) J 

ч. Р « 
ия*1 <։

՝т.г Мя(х) (1Х = Бир /У
У=т

г п/ а)

<зир Е 1Л1 2
в )—т *-™0
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п— * ~|Л

' <-/>1 ,
* У /п »-0 (rij — Sf— À-)! 

где
I \ \ % I • г TJ I П \

J?(2) =—- -------—dx(zn -|ПГ).
J х — г q, f
R

Последнее утверждение является следствием ограниченности преобразо­
вания Гильберта в пространстве Вр (R. р) [25] и рассуждений из [26], 
с. 54—55, приведенных там для степенных весов и справедливых в. 
общем случае для весов р£Лр. Поэтому, продолжая оценку и исполь­
зуя вновь предложение 4, получаем

где постоянная с не зависит от т и г. Отсюда следует сходимость 
рассматриваемого ряда к функции S(x) из/7АР(П.,.) и оценка ||S(х)|^ 
< с М Но 2; (г) [В (г)]՜1 е Нр. г (П_), / 6 Z, (-.'Л ) 6 Z=>5(x) С Кв֊

Остается показать, что функция f^.Ka разлагается в ряд

Jt»
•s —1)

Так как Кв^Нр, Р(П+), то в силу предложения 4 \f > (՛'■/)] £ lP։ 7 (Z) 
и, следовательно, ряд в правой части сходится в НР, Р(П + ), а его 
сумма S[x)£Kb. Рассмотрим функцию h (х) = / (х) — 5(х) £ Кв. С од­

ной стороны, ^НР։ Р(П_) по определению класса Кв. С дру- 
B(z)

гой — по теореме Ф. Рисса ([1], с. 62) с учетом предложения 2.4 из

[19] £НР. hB = 0 почти всюду на R=*-A = 0. ►
B(z)

§ 2. Интерполяция на R

Пусть Л>0, гл = хк + 2 ih, где |xt|2.cR и удовлетворяет ус­
ловию

Iх; ~ х*1></>°> (9)

Тогда ([1], с. 285) множестве подчинено условию (2) и, следова­
тельно, существует произведение Бляшке вида (8). При этом Х*=?*+ 
+ 21’Л, где вещественные последовательности {$*} и [лс*| связаны тем 
же соответствием, что и последовательности {)■*) и [г*].
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Введем еще одну функцию Бляшке

Л (я) = П — .“* = ’*+ (Ю)
*ег “» иц-՜2

аналитическую в Пц. и ограниченную в Н+, \А (я)| < 1, и рассмотрим 
функцию

а (я) = А (я + /А)- П - , (И)
ик >•* — 2

аналитическую в полуплоскости 1т я > — А и ограниченную в полу­
плоскости 1тя> — А. |а(я)| -С1. Очевидно

• \ п Л*~ ։А ** ”г У*а ^я) = 1 I ------- —----------—------
*₽я + ։п х* — 2 /А —я у

и, следовательно, множество [хк]“֊ удовлетворяет условию (1) и 
является множеством нулей функции а (я) соответственно кратностей 
{пл}“_. Следуя § 1, рассмотрим функции 

гоу(я) = (я — ?/)Пу 
а (я) /62,

систему полиномов

"/ аИ*)(;Ли/<2)= £ -֊^(*-«‘./€2
Л-0 К1

и связанную с ними систему функций 

а(я)иу(я)
(х) = (5/-1)!(я֊^)п/-,Л1 ’ ' 1 • (12)

Основной целью § 2 является доказательство следующей интерполя­
ционной теоремы.

Теорема 5. Пусть функция Бляшке В (г) имеет вид (4), мно. 
жество ее нулей {ял} ={хА 4-2/А} удовлетворяет условию (9) и 

в Нр, Р(П+). Тогда

а) 1/ 7 («>)) 6 1р. т(2)> где 5/= |р+(5/4՜ ։А)|, а имеет вид 
(5).

б) /(*) = £/' (В/)а/(х),
,бг

где ряд сходится в метрике Ьр (R, р), а функция а] имеет вид(12), 
в) отображение, определенное в пунктах а) и б), есть изомор­

физм Кв^х1Р ,т(2).
Прежде чем приступить к доказательству этой теоремы приведем не­

сколько вспомогательных результатов.
Предложение 6. Пусть В (г) имеет вид (4), а множество 

ее нулей (ял) удовлетворяет условию (2) и лежит в полосе 0<\А։<^
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<{т<1«п гА<՜ А2 < <х>. Тогда функции В (я), т = 0, !,•••, ограниче­

ны в полуплоскостях П։ = {х|1тх^>— Кх + в։}, П։ = {х| 1тх—— 
— Ч/> ։ДС Ч 2 > О-

4 Ввиду ограниченности последовательности {пА}_” можно рас­
смотреть лишь случай лА = 1, к^Т.. Пусть -* = х* + где А։<у4<^ 
<А։. Сходимость бесконечного произведения (4) в полосе По={г|О>

—Л, 4-В|| доказывается стандартным образом ([1], с. 61—62). 
Для того, чтобы доказать ограниченность функции В (х) в По вос­
пользуемся оценкой ([1]. с. 286)

2 |у| ук
в М| < & <х֊х.)> + (9+9,)> > ‘֊ * + ^

Из условия (2) ввиду [1], с. 285, следует, что |х7 — </^>0, ] =/= к.
Поэтому существует такое натуральное число что в окре­

стности |х— х| <1 любой точки х^Я лежит не более Ы проекций х 
точек х.. Проведем следующее разбиение вещественной прямой 
Я, К = и Он, где Он — [кс/, (к +1)«/). Пусть х^Ок,, тогда р(х, О;)> 

»62
Х|АЫ —У| —1) с> для всех / £ 20, где Т.о =■ |А £ 11 |А0 — 1}. Поэтому

1п|В(г)|<2А,л։( £ 2 (у + ^гч

4-Х £ (х-х7Г։)<2А։А։^<-|- + ^£а-=)<оо

равномерно по всем А0£2: Отсюда следует ограниченность функции 
В (г) в По.

Равномерная сходимость бесконечного произведения (4) в окрестно­
сти точки х, где £ П,\{х*}_^, равносильна равномерной сходимости 
в этой окрестности ряда

1п В(х) = X 1п^——— 

«ег \гк х— х* )
при соответствующем выборе ветви функции 1п 2. Дифференцируя это ра­
венство, получаем

2 уь 
(1п5(х)У= •

*6д (х — х4) (х — ХА)

Но тогда в окрестности указаннной точки 2 функция В^г) разлагается в 
следующий равномерно сходящийся функциональный ряд:

—. 2укВь (г)
В'(х) = В(х) (1пВ«= 2 -֊֊֊’ 

(х — х»)

где Вк(гУ-=В(х)֊----
г — гн Покажем, что на самом деле этот ряд схо- 

3-227 
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дится в любой точке х£П։, а его сумма ограничена в ГI,. Отсюда бу­
дет следовать ограниченность функции В' (г) в П։.

Действительно, при всех к £ |2?л (г) | < 1 для г£Пч и \В,.(г),
' |5 (г)! для г (; П(>. Поэтому

у »>»*»<»> <су.. .
• е* (г — г«)’ ‘е* |г —

где постоянная с не зависит от г£Пг. Повторяя рассуждения, прове­
денные при оценке 1п В(£11, получаем, что )В (г)| -< г, << <х в П,.

Если т 1, то
.т

В(г)^В (։)-* \пБ^)-О(В,В',--. /Г"-։‘) =

= (֊1)”(т֊1)!Г(г)Х [(х-Ь) '"-(х 2 )՝"']!-
*<:£

- О (В, В',---, В՝п։
где — многочлен от п. переменных с вполне определенными коэффициен­
тами. Соответствующие индукционные рассуждения приводят к справед­
ливости предложения в общем случае. Случай полуплоскости 77г рассмат­
ривается аналогично. ►
к Предложение 7. Пусть В (х)—произведение Бляшке, вида (4), 
о рни которого лежат в полосе 0 < /,, < 1т г !>-. ас. Тогда для лю­

бого а, |а|<Л։. отображение /(х) —/(х г'а) является изоморфиз­
мом подпространства Кв = Р В (х) I (Нр, 0(П֊))՛ на подпростра н- 
ство Кг — Р+ Б(х -- г’а) 1{НР. р(П֊)).

4 Пусть а > 0, / £ Кв. Тогда /(г) £ Нр, Р (П + ) и допускает интег­
ральное представление

/(*)=֊֊. I В[/)~В{г} по*. Щ, 6 = в/,2яг.) 1 — г
R

определяемое предложением 1. Аналитическая продолжимость функции 
/ (2) через вещественную ось доказывается так же как и в предложе­
нии 1.4 из работы [9]. Поэтому для любого у, —^<д<. 'г~-

/(х + гу) = ֊ | + я (13)
2 яг( — х — гу

Так как ядро к (В х) -- (/—х+ /а)՜* является ядром Кальдерона—Зиг­
мунда ([25], с. 82--85), то с учетом предложения б получаем, что

«(х- ։М< -֊| I

R

к(1, х) В(/)^ (/)Л

В(х— га) | Щ, х^~(Т){Н < с < с |Л-

R

Отсюда следует, что /(х — г’а)££р(К., р). Далее покажем, что /(г — 
— г'а) £ НР։ р (П+). Полагая в равенстве (13) у = — а и действуя после 
этого на него преобразованием Гильберта 5, видим, что
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(£(/(' - /«])(х) = Л [ .— — 1՜ В(т) Г СО* » 
кг ? / — х 2 *г ? ' — <4-1®

R R

ВЦ — 1о)— В(т) л , {1 ..—--------- . ■ --------= / (х - га),
{ — ' — га ( — х

так как при всех • £ R ———-----6 Нр. г (Щ-) ввиду оценки
( — ' — г'а

1՜ I _8и^-й)-В(й|> ((+ /₽)| А
.1 | / + 'У — " — га
R

В а 4- 1՝у — га) — 2?(т) , _,чЧ Р
< зир ---- ■---- у----------- Н- (* + 1 (у +1)) I •

И-Н I / -г ։у — — 10.

Г 1р+ (х 4- ф)1
. |х4-г'(у 4-1)|" 

R
где у > 0, а постоянная с от у не зависит. Справедливость этой 
оценки является следствием предложения 6 и того факта, что 
+ (г)(г4- г') 7’£//։(П.) ([30], с. 15). Далее

/(х — г'а) 1 |’ В(-} — В(х— га)
В(х — га) 2 к/.' В(х — г'а) (- —х т/а.)

Действуя на это равенство оператором 5 и учитывая при этом, что 
, р |7?(/ — га|]-1— [’5(т)]՜'

для всех а £ R —--------- —՝—------------------ £ Нг„ р (П_), имеем

— й)
В (( — га)

/(х — г'г) /(х - га)
В(х — га) В(х — га)

енр,р(п_)^

=>/(х — га) £

Обратно ։(П+), 1И1(х4-й)|<с1|/1| и

/1<х -ь га)֊ 1 Г

2 кг? 
R

Я (т — га) — В (х) 
" — х —г'а

(х)

5

где Яг (т)=[5(т — г'а)] '/| (“)• Пэ\угзяное отсюда тем же, что и выше, 
способом соотношение

р[ /1(^+ г'а)
I В(0

1)(х)= Л (х 4֊ г'а) 
В(х)

показывает, что (х 4՜ г'а) £ Кв- Остается положить /։(х) = /(х—г'а). 
Случай а < 0 рассматривается аналогично. ►

Следующее предложение показывает, что при построении модельных 
подпространств с помощью мероморфных функций полюса последних иг­
рают определяющую роль.
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Предложение 8. Пусть ։ = ?— А, где р £ (0,2 Л)

А (. -,«) _ П В(։ -,■?)= П + '1- .

К, = Р+Л(х-га)Я,,Р(П_). К,= Р*В(х-$))Нр,,(П ).

Тогда АГ։ = Л։.
■< Прежде всего заметим, что множество нулей [и! г /։} функции 

А (г — га) лежит на прямой г/ = Р(> 0), а множество нулей р ; 4֊ г'Р) 
функции В (г — г‘Р) — на прямой у = В 4֊ А (> 0). Кроме того, эти функ­
ции имеют одинаковое множество полюсов |х7 + г'(Р — 2 Л)| сП_ с 
учетом их кратностей. В силу предложения 6 функции Л (г —га) и 
В (г —гр) аналитичны и ограничены всюду вне полосы {г ||у — р -|- 
+ 2 А|<^е}, е}>0, в частности в Пч .

Введем функцию С (г) = А (г — га) [В(г— гр)]՜’ и покажем, что 
С±։(г)6//,(П-) и

С (г) = П ’/ 
гег

и/ 4՜ г’а—г

>•/ 4-1‘Р — г
(14}

Для этого рассмотрим бесконечное произведение

С(г(?+ А) 4֊ О 4 и

и.
Так как

1֊^/ и;—С

1-֊4-
1 г2 т “/1 Ч ч  ------- г-

1- —

<и֊:’ч,Н----------—1-1 <,Ц/л+
1——I I“'11 

и/1 \

то последнее бесконечное произведение сходится равномерно и абсолютно 
на любом компакте, лежащем в полуплоскости у *С՜^՜ • То же самое верно 

для бесконечного произведения (14) в полуплоскости у 2 < 3 4֊ — 

и поэтому оно представляет собой функцию, аналитическую на любом 
компакте, лежащем в полуплоскости у < о, а на любом компакте, ле֊ 
жащем в полосе 0 <^у <^В

Л
Ит П С/ ■»)/ 
я-*- у- -л

и/ 4֊ *'а— г
4՜ /₽ — г

= Ит( П С/“/4-^֊^. П Т!, Х? + ^~-г) = С(г). 
՝/—л и/4՜ —г г=-« 11) 4՜ ։'Р—
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По принципу аналитического продолжения равенство (14) выполняется 
всюду в полуплоскости у <. 6.

Повторяя фрагмент доказательства предложения 6, получаем, что 
при у *5 О

1п|С(х)|<С(С1-у).
В силу принципа Фрагмена —Линделефа — 1п |С(?У֊<С<оо в полу­
плоскости П_=>|С(г)| 1 со в П_. Кроме того, |С(г)|< 1 в П_, 
т. к. + ~ * <1 в П.,

'4 + /₽ ֊ г
Пусть /(/С|сЯд,р(П.;), тогда

/(х) = ֊^֊. ( Л(<-1х)-Д(х-г=) (0 Нр (П)
2 кг„՝ / — х

R

Используя прием, неоднократно примененный при доказательстве предло­
жения 7, получаем, что

о,?'1.»՝ 1)(л) = А |',֊ 5Т [ С('),<('’\ В ({— гр) / кг — х 2 кг 3 
R R

|Д (’-*)»-(’)* Г ------------/--Т ■2 -I.! *г л <— X В(х — гр)
R R

так как
С(0 К а, г)=С (О ([Л (/ ֊ га)]-1 ֊ [А (Т ֊ га)]֊’) (т - О՜1 € Нр, , (П_) 

при любом Таким образом, Аналогично доказывается,
что Поэтому Кх = К^. ►

Ч Приступая к доказательству теоремы 5, в качестве функции
В (г) в предложении 7 возьмем функцию Л (г) вида (10), для которой 
А։ = А2 = А. Положим а = £—А, где (3£(О,2А). Тогда

д (, _ й) _ п (- С,) ■ 'ч֊$~— = «(; - #>,

/ +г(р — 2 А) — г

где а (г) имеет вид (11). Пусть Кд = Р4՜ А (х) Нр, р (П_). По тео­
реме 3

/(*) = ^Л"1,(>7)2/(Д 

1ЯХ(Е1Л-1)(МГ/Р+(^Я)1/Р.

В силу предложения 7 /б =>/, (х) = /(х — г'а) £ =►

Л (*) = (>֊■) (х - га) = 2 У!17՜1’ (>•/ + «) 2/ (х ֊ га),
1 1

1А1*И- ( 2 |Д''-11 (Ч + г?)|р |р+ (•/֊7)|)1<

Пусть теперь / Кв, где функция Бляшке В (х) определена усло­
вием теоремы 5. В силу предложения 7 /(х —- гф) £ Кг, а значит вви­
ду предложения 8 / (х — г"Р) /С։. Поэтому
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/ (х - /₽) = £ Л-1)(5/) 2; (X ֊ /«), (14')

При этом ряд в (14') сходится в £р(Я, р), а следовательно и в 
НР։ Р(П+). Осуществляя в равенстве (14') замену х -► х 4- /?,1, учиты­
вая при этом, что в Нр, Р (П и) (з 4- /?)5 < |? (х)‘, получаем

/(х)==£ /,'_11(;/)Й/( Г -+-/(?-«))•

Остается заметить, что
А (х 4 /А) q, (х 4- /А) 

2/(х+н?-»))= — —- ֊у,—,֊+г=а/(х), ► 

§ 3. Регуляризация интегралов

Пусть 1,? = Ь; (R) пространство, состоящее из бесконечно-диф­
ференцируемых функций, квадратично суммируемых яа| R вместе со 
всеми своими производными. Сходимость в Ь? определяется счетным 
набором норм

Н = шах ( I \~] (х) 
о / * \ .) (1x1

R

2 \ 1.<а
<1х ։ . к — 0, 1, • • •.

Пусть далее Ь г” = (Ь_> )* — пространство обобщенных функций над !/• 
Функция а(х) вида (11), в силу предложения б, является мультипли­
катором в пространстве Ь-.>. Поэтому в пространстве Ь” Допределен 
оператор Т умножения обобщенных функций па фунцию а

< 7’х. /> = < ?. а/>.

Задача обращения оператора Т в Ь՜՜ эквивалентна задаче регуляри- 
1(х) г, . .зации интеграла от функции ------- > где имеющей степенные
а(х)

особенности вида (х—х7) 1 в точках множества X. Ниже дается ре­
шение этой задачи, опирающееся на интерполяционную теорему 5.

Оператор Г не является двухсторонне обратимым в ЬГ”, так как 
имеет бесконечномерное ядро, которому принадлежат, например, все 
функции 3 (х— X)), Однако оператор Т в Ь? ” непрерывно обра­
тим справа, а один из его правых обратных операторов Т 1 имеет 
вид

/(х)֊(1/)(х) 
а(х) 

где
(1/)(х)=2/^-1,Сч)ау(х), ' (16)

аДх) имеет вид (12). В самом деле, если равенства (15) и (16) кор­
ректны, то

Г՜1 ?,/> = <«.
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<ГГ-1 g, f>-< Г1 g, af> = <g, af I(°Z)> = 
a

= <?,/>. / W. так как [I («/)](x) = 0.
Таким образом, вопрос упирается в доказательство непрерывности в 
пространстве Lj“ оператора I вида (16) и оператора

(Nf) (х) ==/(х).—П/) (5} . (17)
а(х)

Предложение 9. Пусть выполнено условие (9) и / £ L?. Тогда
(Si/'՜” (5/)|։)’в<с1Л„

где п = sup п„ а постоянная с не зависит от /.
>ez ’

< Покажем, что в условиях предложения для любого к — 0, 1, ■ • •, 
выполняется неравенство

Для этого зафиксируем малое число г, 0<^е<^-^-« Функцию / можно 

считать вещественной. По теореме о среднем для любого / 6 Д най­
дется такая точка ■>)/£ [х/֊ • е, х; + е]. что

--у+.
/"’(М-Л [ /“՛(<> Л.

2е J

Откуда

(X <( S l/(ft)(.ry) -/(4) wi։)w+ (Е\f(k' M։)w =
i J J

/ Г 2\12 / Ilf 2\1'2= (s /‘+j,om ) +(s!֊ ) <
\ / J / \ j 78 ֊' /

XJ XJ *

Поскольку ДЛЯ любого j Z 1 <; Sj < n, TO
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Предложение 10. Пусть Тогда
|1Д <с(4)^я, 4 = 0, 1,-...

◄ Пусть /бЬ? и Л = 1/. Тогда в силу теоремы 5 и предложе­
ния 9 |Л|о =В1/|о С5Л,- ДАЯ °Ценки старших норм воспользуемся дру­
гим представлением функции к^Кн) Из работы [16] следует, что

с, 
‘И- £ - ■

(х — лу) 7 
где

с, = - [ Л (Л УДО * ( £ |с/)։ 1 < а №.

а ряд сходится в метрике Д (R). Далее

л<-)= 2 ֊֊-- ■։֊ 2--------֊—С57Й-

" 1

֊ (х - 2 ----------------------------- г.
/уя(г0-/7)(х- /.,)

где коэффициенты всех рядов в правой части принадлежат пространству 
1г (2), поскольку

Поэтому эти ряды допускают почленное дифференцирование любое число 
раз и

֊ (֊1)л'(*

Су-(х,— 1)ху (Ху-г т — 2) 
л . + т -1

(х0 ֊ */) -- '■])

„ с^Ху--- (5;+/п—1) 

лу)(х- }7)>

(-1Г
„ Су-Яу-• • (х,+ тп—2)

771 а 1 . , т 1
и«-М(х- М'

Ху - • • Ху(х; + л։ — 1)

(х —
— я .-\-т

/п!
11 С.

ГУ + т~1)! с/ 
лг~(х.-1)| (х-Ту//+,Я
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Наконец

' - аир 
0

Н-։ R

4- т —1)!
■75;тт^~

•1» (х) </х

(а +«—1)
<а(п, т)$ир £ |су |։1> (МК 

* у

< а (п. 771) вир 
Ф

и/2<М1’) <ат1Ч>

ввиду теоремы Ш. Григорян [18]. Откуда следует, что

ЦА<в*|1Д<с(А)|ЛЛ, 4=0,1,.... ►

Предложение 11. Пусть /£Е", х0(;Р. Тогда

ап /(х)-(?У)(х)
<^хт (х—Хо)'*1

2 Х,+<
*х<пт/ | |/(х)(т+'+1>|’</х,

где

(7’//)(х) = 2о^^(х -х0)\

а постоянные вт} не зависят от }, /и, у — 0, 1, - • •.
4 Введем операторы А,„, /,

<Г‘ /(*)— (Г,/) (х)
(А..,/)Ы - • ». = 0. 1..., У=-1,0,1,. ■,

Т_,/м0.

Справедлива следующая элементарная формула

Ат-гЪ //= Ат, ]Г — (/+ 1) >4т,/+1/. (18)
Кроме того, в силу неравенства Харди

<йбг|А'+1'-1/|՛ (19)

Формулы (18), (19) и принцип индукции приводят к справедливости до­
казываемого утверждения. ►

Предложение 12. Пусть выполнено условие (9), функция а(я) 
имеет вид (11) и И.— комплексная е-окрестность множества

Х={х}}^-ш. Тогда для любых т"0,1,>։- ив, — >
2 
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где П,= (ж|х£К, !у|О}, а постоянные ст{г) от г не зависят.
◄ По лемме (1.2 ([1], с. 286) для всех

-к- = ----- - -------< с (в) ехр У -------2(у+ /1)Л------
|а(х)| |Д(л4֊г‘Л)| /ея (х — х/)։4-(# +Л)*

Оценку

|а (г)Г։ < с0 (в) < со, г П. \ И., (20)

получаем так же как и при доказательстве предложения 6. Если же 
т 1, то

</'п _ 1 _
<1хт а (х)

I ' («)»• д (а, а ,• • •, а ),

где <7 — многочлен от 1П 4՜ 1 переменной с вполне определенными коэффи­
циентами, зависящими от т. Используя предложение 6 и неравенство 
(20), получаем справедливость доказываемого утверждения в общем слу-

Предложение. 13. Пусть выполнены условия (9). Тогда опера­
тор П вида (17) непрерывен в пространнстве Ь“ и

|Л/Д<В(А)։а.+я, А: = 0, !,•••,

где /£Е“, а постоянные В (к) от ,/ не зависят.

4 Пусть по-прежнему V, ■- е-окрестность множества X, 0<Ч<^ —

(Г//) (х) = у՝ (х —Х])1 = (Т/Ц) (х).

Используя предложения 10 и 12, получаем, что
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|ЛУ1а ^У ’< с (а) (|Я0 + Ц Л>) < а, (е) Ю-.

где постоянная а։ (е) от f не зависит.
* * у

Функция ~՜ Х|)— аналитична в 
а (г» 

принципу максимума с последующим 
получаем, что

круге К} = {х;— х/| < е}. По

применением предложения 12

птах 
те*

"'•с0(е),

откуда следует, что для х^[ху—г, X) + г) 

(х — .

равномерно по /£2. Поэтому применяя предложения 10—12, видим.
что

||^Х/8о й-2 (=■)

я

<«.(•) (ВЛ. + 1Ш< 6(0)|/Ь
Аналогично для х > 1

х/֊‘
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где постоянные 6/, л зависят только от / и 5. Используя предложения 
10—12, так же как и в случае $—0 получаем, что

= так ]-£-«/]
» |</х' Ги т

В заключение рассмотрим регуляризацию расходящихся интегралов 

в случае, когда точка х сгущения особенностей лежит на конечном 

расстоянии. Пусть х = /. (#) = (х — /) , / — /. ' (х) — х — х՜ , где х£₽. 
Введем операторы (В/) (<) =(х — /) */('(#)), (В 1 я) (х) =х-1 £(/.-1(х)), 

осуществляющие изоморфизм пространства 1^ (R) па себя. Через Ьг* 

обозначим пространство В (!_“), а через Ьг пространство (В (!,“))*. 

Сходимость в ЬГ определяется с помощью набора норм

0' Н1 1 2 \ 1/2
— (В ё)(х) с/х) , £=0, 1,-•••
dx3 /

R

Пусть функция а(х) имеет вид (11), а(/) = а (>.(/)). Оператор 

Т умножения на функцию а является непрерывным в пространстве 

ЬГ', а задача его обращения эквивалентна задаче регуляризации ин­
теграла, множество особенностей которого имеет вид ((/— где

последовательность /* = х—хГ\ к ^2, сгущается к точке х.

Переходя к обращению оператора Т, построим вначале опера­

тор I, интерполирующий на множестве (/»). Заметив, что

а«) = П Ъ = р ,
(х-и,։)-‘-(х- О՜1
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где

-* = х —1\ = х- /7։, г'*=~’ = нй)(х~-*Г1),

введем функции

<1^)1. ֊ (()=V

*=о «1
а (О

'Оператор I имеет вид

(1я)(0= 2 8 7 Vе/) ву (*Ь
/ьг

где

' (()_----- ElthnSn

Как и в предыдущем случае задача обращения оператора Т сводит­

ся к доказательству непрерывности операторов I и N, где (Ng) (t) = 

= ^—)—[Г?) (0 t в ПрОСТранстве L”. Последнее’утверждение очевид- 

а(/) 
ным образом вытекает из следующего предложения.

Предложение 14. На пространстве Lj՜ справедливы сле­
дующие соотношения։

7 = DID՜1, N=DND~\

◄ Докажем первое соотношение, являющееся здесь- основным. Пред­
варительно заметим, что

^■(й-<г7а«))= s • (21)
dt 1=0 (х — f)*+1+1

<(х֊1 g О ֊1 (х))) = f о ։ (22)

Здесь du,, О С I < к, к=0, !,••• —вполне определенные целочислен- 

ные коэффициенты. Пусть далее g£L”. В разложениях Ig и DID g 
выделим группы членов, отвечающих какой-нибудь фиксированной точ­

ке tT = X — Ху .

i(0= S Zy"։’(^)ay(O. 
,у-1

Пг , (31-1)
1г (0 = Е (D-1 g) (x,)(Day)(0.
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Ясно, ЧТО
1$ = ВПГ։ Ъ, Г 6 2, (Ь) = (֊~Ъ)(М--

\ а[ /

-(£1')('')=(£О11Г1*)('')- ‘“°՛1
Воспользовавшись формулами (21) и (22) получаем, что

(£ ОШ՜1 г) (6) = £ Л+/+1 <*, (-^֊ иг1«) (Хг) =-. 
\Л* / "в \ dx^ /

= Е 2 (֊ 1)т+,л./<*< - г“’ (*,)» 
ш—0 / -т

т. К.

շ (-ւ՝;՚+Կ„ււր/11է= 1, т — k, 
О, 0 -< т <Լ к.

Последние равенства являются следствие»! тождества

Ё ——— 

л ... _ „<.»>

= շ -- У. (-1) du, d,
л/л—0 / .\h — m i—т(x — է)

справедливого для всех k = 0, 1, • • •. ►

Ростоэский-ва-Дону
государственный университет Поступила 15. VII. 1986

Վ. P. ԴԻԲԻՆ. Պաաիկություննհրով ինաերպոլյացիա Հար ղի ի կշռային ղասերում և տարամեո 
հնաեղրալների ոեզուլյարիղացիան (ամփոփում)

Աշխատանքում պարունակվում են կիսահաբթությունում n ատի կութՀուններով ինտերուր- 
Աացիայի վերաբերյալ Մ, Մ, Հրրաշյանի որոշ արդյունքների ընդհանրացմանր A յ “կշ1,։՝~ 
*երով (7<թ<օօ) Հարդիի տարածությունների դեպքի համար։

Ապացուցվում է ինտերպոլյացիոն թեորեմը H ^-Ոէմ այն դեպքում, եյ.ր ինսւերւՀՈլյացիան 
իրականացվում է կաոլեսոնյան իրական բազմության վրա։ Այդ արդյունքը սզտադործվ ում է 
հաշվելի բազմությունների վրա տարամիտյալ ինտեզրայների ռևգույյարիզացիա յի 'ամարւ

V. B. DYBIN. Multiple interpolatizu in weighted Hardij space։ 
and regularization of divergent integrals (summary)

The paper contains a generalization of certain results of M. M. Djrbasliion 
concerning multiple intepolation in a half-plane (Rz. Mat., 1979, 3 B 90) to Hardy 
spaces with Ap — weights, 1 < p <Z co. An interpolation theorem in Hn is proved in 
the case, where the interpolation is done on the real Carleson set. The later result 
Is used for regularization of integrals divergent at countable sets.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА В ВЕСОВЫХ 
РЕФЛЕКСИВНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА 

ДЛЯ СОПРЯЖЕННОЙ ФУНКЦИИ

Введение

В 1948 г. К. И. Бабенко [1] для ш (х) = |х|’ (— I <С от < р — I) по­
казал справедливость интегрального неравенства

т. я
I |/(х |р ш(х) </х < С | |/(л);р и> (х) с/х, рЖ (1.1)» 

— X —X
где С > 0 не зависит от / и

К
7(х)-= — у.р.— I /(/) с1г֊^—— л. 

дьТС и) 2.
— X

Затем В. Ф. Гапошкин [2] нашел достаточные условия на весовую 
функцию со (х), чтобы интегральное неравенство (1.1) было справедли­
вым для функций /(х) ££?,(—-, к1.

В 1960 г. X. Хельсон и Г. Сегё [3] получили полную характеризацию 
конечных положительных мер р. на [—я, я), для которых неравенство

X X
Г|Т(х)|։</р(х)<С |’|Т(х)р </р(х)

справедливо для всех тригонометрических полиномов Г, где Т гармониче­
ски сопряженная функция для полинома Т.

В 1972 г. Б. Макенхаупт [4] описал псе те весовые функции со(х), для 
которых имеет место неравенство

[М(/, х)]р ш(х) 4х<С [ |/(.г">(х) с1х, 1 <р< оо, (1.2) 

Л" кп
где С^>0 не зависит от /(х) и ЛУ(/, х) — максимальная функция. 
Харди—Литтльвуда. Используя эту работу Р. Хант, Б. Макенхаупт 
и Р. Уиден [5] доказали следующую теорему.

Теорема А. Пусть ш(х)— неотрицательная, 2«-периодичес­
кая измеримая функция. Неравенство (1.1) имеет место тогда и
4-227
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только тогда, когда весовая функция ^>(х) принадлежит классу 
Ар (/?').- существует константа Ор~^>0 такая, что

для произвольного интервала /сГ=[—с, к).
Неравенства (1.1), (1-2) играют важную роль для исследования 

вопросов сходимости и суммируемости системы (е/<,г)*-__ в весовых 
пространствах £« (—". «), Р~> 1- Следует отметить, что если рас­
сматривать вадачи сходимости и суммируемости системы 'ад(х) е"'-г)“=_.. 
в пространствах £р(—«)> то эти задачи эквивалентны их аналогам 
для системы |в'*-г|£—- в весовом пространстве //.',(—г., г.) с весом 
ш (х) — \ги (х)|₽. Однако в пространствах Орлича, где классы Орлича 
определяются через функцию Юнга Ф(<), подобные вопросы не экви­
валентны, так как равенство Ф (ху) = Ф (х) Ф (у) в общем случае не 
выполняется- В связи с этим вопросы сходимости и суммируемости 
систем и |ш (х) е'*г| “=_» в пространствах Орлича сущест­
венно отличаются от аналогичных задач в пространствах /.р.

Так как все необходимые определения и обозначения были даны в ра­
боте [6], то мы их не приводим. Отметим только, что пространство Орли­
ча будет рефлексивным пространством, если функция Юнга Ф(0 вме­
сте с сопряженной по Юнгу функцией удовлетворяет Аг условию.

Сформулируем теорему Р. Кермана и А. Торчинского [7].
Теорема Б. В рефлексивных пространствах Орлича следующие 

условия эквивалентны:

(а) Ф (Л/(/, х)) ш (х) с/х < С Ф (/(х)) ю(х) </х, (1.4)

/?՛ /?’
где константа С^>0 не зависит от функции /(х).

(б) у!охально интегрируемая, неотрицательная функция ՛» (х) 
принадлежит классу Аф (/?"):

(|пГ ? " й"' (1,5)
' '0 -) / • 1С‘ .1 \зш(х)/ /

<? с?

для всех кубов ОсЯ", стороны которых параллельны координат­
ным осям п-мерного эвклидова пространства Вп, и произвольных 
чисел в > 0.

(в) и(х) принадлежит классу А (R"), где интегрирование про- 
»о

.водится в R" и р'о нижний индекс функции Юнга Ф(/).
Если «оператор х; определить следующим образом 

■Н» (/, х) = вир —■
хе<? <2| <?

Ж л. 
а>(/) (1-6)
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где Qc Rn — произвольный куб, стороны которого параллельны коор­
динатным осям Rn, то тогда -праведлива [6]

Теорема В. Пусть p'Q, pj, соответственно, нижний и верх­
ний индексы Ф(/’ и аналогично q’Q, 7?— нижний и верхний индексы 
функции ՝։՛ (/). Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(я„) Локально интегрируемая функция w (х) принадлежит 
классу B<t,lRn), т. е. для произвольных кубов QczRn и произволь­
ных чисел в О

^-j-Zpwa -^֊1 <£>Ф, (1.7)
|'J| l* s w |]гЛ

где fq — .характеристическая функция куба Q и D<p > 0 не зави­
сит от Que.

(б„) ы(х) принадлежит классам В *(Rn) и В - (R"}, т, е. для 
Po Рг

всех кубов QcRn, соответственно, справедливы нераленства

IZq wJ • ֊^— < D „
iQl 4 Pol ш . Po

L Lq'-
(1-8)

где О . > О, Д.^>0 не зависят от С?.
Ро Р1

(в0) Существует некоторая константа Сф^>0 такая, что 
для произвольного г }> 0 выполняется неравенство

|Н.(ЛВдф<Сф|/|дф. (1.9)

(г0) Существует некоторая константа Сф > 0 такая, что 
для произвольной функции

У Ф (И. (/, х)) бх < Сф | Ф (/ (х)) бх. (1.10)

R и Яг

(д0) Существует некоторая константа 1\> > 0 такая, что 
для всех кубов Со. R՞ и произвольных чисел е > 0

5Ф(е|ш (х))| бху ( Ч7 1 ^</зЛ-<Вф. (1.11)
ЧС1 V՛ \б|ш(х)|/ /

о
(е0) Справедливы неравенства

< С. Ц£,;. 'К. <Л|£„; < С • И/. (Ы»

где С .> 0, С , ? 0 ?/•> зависят от {(х).
Ро р|

1 Г
IQ! J
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Используя теоремы Б, В в настоящей работе мы докажем интеграль­

ные неравенства для сопряженной функции ( (х) и функции

7.Ы — <-./..-!-«■։«)
Г

при некоторых необходимых и достаточных условиях, налагаемых соответ­
ственно на весовую функцию со (х) и функцию ш (х). Эти неравенства 
Дают возможность исследовать сходимость систем {е/Ах]"=_« и 
ш (х) в рефлексивных пространствах Орлича.

§ 2. Предварительные результаты

Сформулируем те основные утверждения, которые мы будем исполь­
зовать для доказательства теорем.

Для функции Юнга Ф(0 имеют место следующие свойства (см. [8], 
стр. 25, 37, 98)

(2-1)
/<Ф֊1(/։ ^"’(0 < 2/. (2.2)

Для функции

... ф(л/)Лф (/.) — зир------ -
об Ф (/) 

справедлива следующая (см. [9], стр. 35)

Лемма А. Функция Л'ф (л) ограничена на каждом компакт­
ном множестве и существуют числа р0 и р՝ (ри <. р,)

Бф (к) = 0(тах(л/’՛, ՝1Р')), (2.3)
при > ->■ 0, или — о՜.

Для нижнего и верхнего индексов функции Юнга Ф (/) имеем 
р’о = зир р0, р, — 1п(р։. Из леммы А вытекает, что „ри р„ <՜ р’п и р՝ ~^>р\

5Ф (>.}--= о (тах(<л, (2.4)

Из определения функции 5;> (>) следует, что существует такая 
константа С>0, что

Фр/) < С гаах (>.р*. ՝1Р'] Ф (/), р0 рх. (2.5)

В этом случае, следуя работе [9]. будем писать Ф£Л(ро. р։) 
или, чтобы фиксировать константу, запишем Ф£Л(р0, р։, С). Если 
справедливо условие (2.4), то Ф имеет р + нижний тип и р~ верхний 
тип, что запишем в следующем виде : Ф £ Л (р^, р~).

Определение 1. Положительная функция р-называется псевдо- 
вогнутой, если существует эквивалентная ей вогнутая функция ф(/).

Справедливы следующие утверждения (см. [9]).
Лемма Б. Функция р (/) псевдовогнута тогда и только тогда, когда 

р€Л(0» 1). гп. е.
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р('О < С шах (1, /.) Р (#)• (2-6)
Множество тех функций р, для которых выполняется неравенство 

(2.6) обозначается через 7(С>. Множество функций р, для которых 
выполняется условие (2.4) при ро = О и р։ = 1, обозначим через 
Г-(С).

Лемма В. Если Ф £ Л (р0, р1։ С), то существует такая функ­
ция ։Ъ (I), эквивалентная Ф((), что ф£Л(р0, р,, 1).

Лемма Г. Если Ф^Л.(ри, р։) и Ро^>О, то Ф֊։^г\.(р-1, р՜1).

Лемма Д. Пусть Ф(г) = 1Р' а Тогда Ф £ Л (р0, р։> С) в
том и только в том случае, когда = ^1(С).

1 2____ 1

Лемма Е. Пусть Ф(/) =з(//’|-р“) и Ф '(/)=< ' ')■
Тогда для того чтобы а ({)£■( (С) необходимо и достаточно, что­
бы р(/) 6 7 (С).

Заметим, что вышеприведенные леммы справедливы также для поло­
жительной, непрерывной, строго возрастающей функции ф(0, определен­
ной на положительной полупрямой и удовлетворяющей Дг условию. Если

().)= О(тах(/Л, /Р1)),

то мы будем говорить, что ф имеет нижний тип Ро и верхний тип Рг. Для та­
ких функций ф справедливы следующие леммы (см. [6]).

। _1_____ 1_

Лемма Ж. Пусть ф (/) =/р"з (/Р|-/’‘) и ф 1 (/) =^Рр (/Р° Р'). 
Тогда = 8 том и только в том случае, когда р (I) £ т+՜(1).

Лемма 3. Пусть ф (0 = Л (/Р1-Р>). Тогда ф £ Л (р0՛, р[՜, 1) в 
том и только в том случае, когда —(1).

Пусть ££(6) — пространство измеримых функций и(х), для ко­
торых

Для £;(€») справедливо следующее утверждение (см. [9]).
Лемма И. Если положительная, непрерывная, строго возрастаю­

щая функция ф(0 имеет конечный верхний тип и положительный нижний 
тип, то пространство Ь*(С) является квазибанаховым пространством с 
квазинормой

о
Определение 2. Оператор Г называется сублинейным, если

При доказательстве основного результата нам необходима следующая 
теорема (см. [9]).
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Теорема Г. Пусть фо(0 и М>*(0 — положительные, непрерывные, 
строго возрастающие функции, имеющие конечный верхний тип и поло­
жительный нижний тип. Пусть F—линейный непрерывный оператор, или 
сублинейный непрерывный оператор, для которого выполняются следую­
щие неравенства :

V Д|1 S S

где > О, Q,, > 0 не зевисят от /.
Тогда если ф՜’ = фо՜’? (ф՜’,фи՜1). где р€т+-(1)« то существует 

такая константа 0, что

Для дальнейших рассуждений нам нужны также следующие утвер­
ждения (см. [7], [10]).

Лемма К. Если w (к) £ Аф (/?"), то w (х) £ Аг (Я"), г '^> р‘о.

Лемма Л. Пусть ш (х> £ Ар (Ля). Тогда сугцествует такое 
число 3 > 0, что ш(х) принадлежит классу Ар֊ь(кП).

§ 3. Доказательство теорега 1 и 2

Теорема 1. Пусть w{x)—2я-периодическая измеримая функция. 
Тогда следующие утверждения эквивалентны.

(а։) Функция w (х) принадлежит классу Вф(П'), т. с. для 
всех интервалов Ic: Т и произвольных чисел s 0

1 7-1 S
/р7./и1*(п՛ <D'"’

t-iir, 

где у,— характеристическая функция интервала I.

(61) Для произвольного е>0 функция fv,(x) удовлетворяет ус­
ловию

ИЛ:1 Ф < С'Р /3 ф • 
Д, <Л Г., {Ti

где Сф>0 не зависит от функции f (х).
(в։) Существует некоторая константа Сф]>0, не зависящая 

от f (х) такая, что

f Ф (7W to) d.x < Сф [ Ф (У(х)) dx.

Т Т

Доказательство. Докажем импликацию (а։)=>(б։). Согласно 
теореме В из условия (а։) следует, что существуют числа D . > 0,.

Ро
^р’г > такие1 что для любого интервала Ic. Т справедливы неравен­

ства
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!/□

•*’Л’ (ЗЛ>
л д’։

17Г|Х'“’’,;!|՜^-!.;*0,:’ (3.2)

* £

где р’о, р\, соответственно, нижний и верхний индексы функции Юнга 
Ф (/), а д\— нижний и верхний индексы дополнительной к Ф(И 
функции (/).

Из теоремы А и условий (3.1), (3.2) следует, что существуют числа 
С .>0, С .>0, для которых выполняются неравенства 

Р0 Р1

Р/Л . , (3.3)
ДР"(Т| Р0 ^°(Т)

. <С.'Л . . (3.4)
. *(Л Р‘ С՛’1 (Т)

И наоборот, из теоремы А и условий (3.3), (3.4) следуют неравенства 
(3.1), (3.2) для любых интервалов I С Т.

Отсюда и из лемм К и А следует существование таких чисел 
РоОо и что

,1 -С Ср, |/,, , (3.5)
ДЛ(Л

р/Х ^сл|я • (з.б)
ср'{Т> 1Р'(Т)

Так как р'а и р\, соответственно, являются нижним и верхним ин­
дексами для Ф, то согласно лемме А для выбранных р0 и р։ получа­
ем Ф£А(Ро՜՝ р[՜, С). Отсюда в силу леммы В существует такая не­
прерывная, строго возрастающая функция ф (/), эквивалентная Ф(<), 
что ф£ Р\՜՛ Из лемм Ж и 3 вытекает, что если ф՜1 (/)

1 _1_____1

представить в виде ф՜1 (£) =£ ₽‘р(£Р' " )> то р6т+-(1). Таким обра­
зом, ф(0 удовлетворяет условиям теоремы Г. На основании этой те­
оремы и из (3.5), (3.6) получаем, что для произвольного а > 0 спра­
ведливо неравенство

4, (Л А (Л

где Сф>0 не зави.ит от /(х).
Согласно неравенству Йенсена для функции Юнга (см. [8], стр. 18) 

и из эквивалентности функций Фиф находим, что для некоторого С>1

Ф (тО<,ио<ф(С/)՛ (3.7)
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Так как

и

то согласно (3.7) получаем

С \ (Г) 4, (Л

Аналогично доказывается, что

М „ <СМФ •
4, (Л 4, (Л

Таким образом, отсюда получаем

1Ф <С.|/1Ф .
4, (Г) 4, (Л

Импликация (а։) =>(б։) доказана. Докажем импликацию (б1)=>(а։). При 
< — х| < 1 существует такая постоянная С’ > 0, что

>,(Нх)<21г-^<С(/-х). (3.8)
О 2,

Пусть /ос Т — произвольный интервал такой, что |/0| < 1. Допустим, 
что 7։ и /։ половины интервала /0. Пусть функция / равна нулю вне 
А и / (х) ш (х) > 0. Тогда

I/«, (х)1 > с 1«, (х)| 1՜ <н ] Х/։ (х). (3.9)
\|Л| 2 ти(*) /А

Поэтому из условия (61) получаем

«зло» 
л

Подставляя в (3.10) /(/) = //։(() ш (() находим

к/.№1Ф<ЯХ/։№| ф. (3.11)

Анналогично получаем, что

к/. < С|х/։ ф. (3.12).

Из (3.10)—(3.12) имеем

7Н-0хл»| Ф ГЛЖ-еЛССШ ф .
Н11 2 з и}(()Л
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Следовательно

֊77 |Х/, «4 Ф зир С------— / (О а сП < С
|/,1 1 ։/։ А .) е(О/.♦ - 1 Л

и, тем самим, импликация (б,)=>(а։) доказана.
Докажем импликацию (а1)=>(в1). Положим

(/х\ = )/(*)• при 1/001 > *■
' 10, при I/ (х)| -<

((х\ = !/(*). при И(*) < •՝
I 0, при |/(х)|>>.

Из соотношеий (3.1) —(3,2) и лемм К, Л вытекает, что сущест­
вуют такие числа г։ < р’й и что (х)Г' принадлежит калссу
Аг. {R') и |ш(х)|г' принадлежит классу Аг,(^'). Поэтому в силу тео­
ремы А имеем

| 1/։в(х)Г дх^Сг, |'|/1(х)|Г։Лг, 

т т

11АО ։*)Г։ ^х < с,, 11/։ < х)|Г։ ах. 

т т
Следовательно

1(1/. (х)| > / )| < Сг, | I/, (л)Г ах, (3.13)

г
ш72.(х)|>м < Сг, 4г С |/։(х)Г*</х. (3.14)

л ։ 
т

Для функции [1Г используя свойство (2.1) функции Юнга получаем

|’ф(|7ш(х)|)^х<с(’н|7։г(х)|>/.||^^.. (3.15)

т ' о
Так как

ПЛ, (*). > Ч=(1ЛЮ (х)| > Д и [|/2в, (х); > Д),

то из (3.13)—(3.15) находим

[|{|7в,(х)։>хц^-)^<2г* с^ [ 1/(х)Гх

и т
. (зд6)

х( I 7^г^)л + 2''^./|/(х)Г‘( у
0 т |/(х)|



ф (/ (х)) с/х.
\/ (х)|

О

Ф- ) Ф (|/(А-)|) <1х <֊ Сг

Подобным образом получаем

Ф (>)

Т

Отсюда и из (3.15), (3.16)

с/>.^ с/х < Сг‘ ' Ф (/(х)) с/х.

вытекает справедливость импликации

Докажем импликацию (в։) => /б,). Вейлу неравенства Йенсена для 
выпуклой функции, условие (в։) можно записать в следующем виде ֊

С/(х)

т 
С, (Т)

Следовательно

.) \ СШ ф
Г 4, <о

(3.17)

Используя определение нормы в пространстве Орлича из (3.17) получаем

(Г.-

Доказательство теоремы 1 завершено.
Теорема 2. Пусть 0) (х)—2п-периодическая, неотрицательная, из­

меримая функция. Тогда следующие условия эквивалентны.
(а։) Весовая функция и» (х) принадлежит классу Аф (R1), т. е. 

для всех интервалов 1а Т и произвольных чисел е^>0

(бц) Существует некоторая константа Сф^>0; не зависящая 
от {(х) такая, что для произвольного £^>0 сопряженная функция 

/ (х) удовлетворяет условию

^.а(П
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(в7) Существует некоторая константа Сф>0, не зависящая 
от / (х) такая, что

| Ф (/(■*)) (х) Сф Ф (/ (х)) «и (х) ах.

Т т
Доказательство. Справедливость импликации (а3)=>-(б]) сле­

дует из теоремы Б и лемм К, Л по той же схеме рассуждений, что 
и при доказательстве импликации {а։)=>(б|) теоремы 1.

Докажем импликацию (б։)=>(а։). Возьмем произвольный интервал 
ЦсТ и пусть |/(>|<1. Обозначим через /։ и /а половины интервала 

Пусть неотрицательная функция /(х) равна нулю вне /։. Тогда 
используя неравенство (3.8) получаем

|7(х)1>с^т С/(п«ф/։(л),
/,

где X/ (х) — характеристическая функция интервала Д. При /(/) — 
== /! (/) имеем

йХ/,1| Ф <֊ ф • 
'* < Ч ** 1М>

Поменяв местами интервалы 1\ и /г таким же способом получаем

izz.ll ф < сад ,„.
^։>о

Следовательно

4т 17.,.!;.. | /<■•) л г С|/. <3.18)ф

Выберем функцию /(л՜). определенную на Л так, чтобы з/? ф =1 и

( ((0 сН ~
I,

Тогда из соотношения (3.18) находим

етЧг,- <с՛ (ЗЛ9)
СШ

Проводя аналогичные выкладки, что и при доказательстве теоремы Б, 
из соотношения (3.19) получаем, что ш (х) £ Аф (R՝).

Справедливость импликаций (а2) =ф-(в,) и (в3) => (ба) доказываются 
точно так же, как и соответствующие импликации из теоремы 1.

Теорема 2 доказана.
В заметке [11] сформулирована также следующая теорема, которая 

является следствием теоремы 1.
Теорема 3. Пусть и-'(л)—2л-периодическая измеримая функция и
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Тогда следующие условия эквивалентны: 
(а։) ад (х) принадлежит классу
(б3) Существует некоторая константа Сф такая, что

(в3) Существует некоторая константа Сф 0 паке я, что

[ ф (5„,л (/, х)) с/х < Сф | Ф(/(х)) с/х (п = 1, 2,- • •).

Г Г

(тз) Имеет место соотношение

| Ф(|/(х) — 5»,/։(/, х)|) с/х-> О, при л-юс. 

Г

Из теоремы 2 следует справедливость следующего результата.
Теорема 4. Пусть со(х)—неотрицательная, 2я-периодическая из­

меримая функция и

Тогда следующие условия эквивалентны:
(а։) «>(х) принадлежит классу Аф (R').
(б() Существует некорая константа Сф > 0 такая, что

|ЗД)1ф <СфИф 01 = 1, 2, - ). 
см С^*) » (Т)

(в$) Существует некоторая константа Сф^>0 такая, что

У Ф(5,1 (/, х)) ч» (х) с/х Сф Г Ф(/(х)) ш (х) с/х (п = 1, 2,- ■

Г Т

(г*) Имеет место соотношение

Ф (I/(х) — (/• х)|) со (х) с/х — 0, при п -» со.

Иннститут геофизики и инженнерной
сейсмологии АН Армянской ССР Поступила 13. XI. 1987՜
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IL Ս. ՂԱԶԱ՚ք՚ՑԱՆ. I’GinLդրա լային անհավասարություններ համալուծ ֆունկցիայի համար
(Խլիչի կ^։»ային ոեֆյեքսիվ տարածություններում (ամփոփում )

Հողվածում կշոային ֆունկցիայի համար որոշվում են անհրաժեշտ և բավարար պայման-֊ 

ներ, որոնց ղեպքում համալուծ ք (.X) և ք(X) ֆունկցիաների համար տեղի ունեն հետևյալ 
ինտեղրալային անհավասարությունները։

I Փ (/(х}) ա (xl dx •< С.,. J Ф(/(х)) w(x) dx\ 

— n

Г Ф (Լ (*)) dx< Сф f Փ (/ (x)) dx :

S. S. KAZARIAN. Integral Inequalities l.l Orlicz reflexive weighted epacez for the 
conjugate function (summary)

The paper suggests necessary and sufficient conditions on weight functions un­

der which the following integral inequalities for the conjugate functions /(x) and 

/„(x) hold:

K X
<1> (/(x)) ։o (x)dx -< C.i> I <J>(/(x))w (x) </x; 

— X — X
K X
|՝^ (/„(*)) dx.<C* J<P(/(x)) dx.
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Մաթեմատիկա XXV, № 3, 1990 Математика

УДК 517.53

А. А. НЕРСЕСЯН

АППРОКСИМАЦИЯ ГАРМОНИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ 
НА ЗАМКНУТЫХ ПОДМНОЖЕСТВАХ

ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ

Пусть О—область в конечной комплексной плоскости с непус­
той границей в расширенной плоскости (<?£>=/= 0); />*  = О и {ЛР| — ее 
одноточечная компактификация и Е— замкнутое в О подмножество 
(£сй). Из результатов работ [1], [2]. [3] следуют необходимые, а 
также достаточные условия на Е, при которых функции класса /7 (Е) 
(функции, непрерывные на Е и гармонические на его внутренности 
£°) можно аппроксимировать с любой точностью равномерно на Е гар­

моническими в £> функциями. В частности, множество £>*\Е  должно 
г-

быть локально связным п идеальной точке (<$£)}, где Е— объедине­
ние Е с предкомпактными в £) компонентами О\Е. В настоящей ра­
боте мы будем рассматривать равномерную аппроксимацию на мно­
жествах, вообще говоря, неудовлетворяющих упомянутому необходи­
мому условию. Полученный результат находит применение в решении 
задачи, поставленной Л. А. Рубелем (см. [4]). Теоремы 1 и 2 анон­
сированы в [4| и |5] в случае Е°=0.

Будем говорить, что множество А линейно достижимо из области 
V (Е, ксС). если существует такой непрерывный путь у : [0, 1)-» И, 
что для произвольного открытого и, Ц1)^и, для значений
параметра / £ [0, 1), достаточно близких к 1.

Через Сх (дЕ) будем обозначать класс ограниченных непрерыв­

ных функций на дЕ = дЕ П Е и для положительной на дЕ непрерыв­

ной функции V обозначим через С, (дЕ) класс непрерывных на д Е 

функций, растущих при г -> дЕ не быстрее функции V (/£С\ (дЕ), ес­

ли 1/1 < на дЕ, при некоторой постоянной с} > 0). Через Но(Е) 
обозначим класс функций, равномерно на Е аппроксимируемых с лю­
бой точностью гармоническими в £> функциями.

Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны:

а) Сх (^Е)п//(Е)с/7о(£).

Ь) С, (дЕ) п Н(Е)^.Н[) (Е), при некоторой положительной не­

прерывной на дЕ функции ՝1 такой, что (г)  ~ со, при. : _ уЕ.*
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с) 11) Если V — область, О Ис Е и дО и дО линейно недости­
жима из V, то Уп<1Е—0. (П) Для произвольного компакта КсО 

существует такой компакт КсО, что если V—область, дИс 

с Е Ц К\) дО и <!О линейно недостижима из V. то (Рг\Л)П<^£=0.
Для множеств, удовлетворяющих условию с), допустимую скорость 

возрастания аппроксимируемых функций (т. е. функцию V) можно опи­
сать с помощью метрических характеристик множества Е, в частности, гар­
монической мерой определенных порций его границы в надлежащих от­
крытых множествах. Такое описание содержится в следующем утвержде­
нии, характеризующем класс Но (Е) для множеств, удовлетворяющих 
условию с).

Пусть В . п — 1, 2, • • • —компактное исчерпание области £). СЛ— 
объединение тех компонент множества /.)'՝՝՝(£ \) В.,), из которых &О 
линейно недостижима, но которые линейно связаны с <Ю впе Е и Вп-й 
п=2, 3, ■. • )

Теорема 2. Пусть Е удовлетворяет условию с! теоремы 1. 
,?.։я того, чтобы функция /£Н[Е) принадлежала Нп{Е), необхо­
димо и достаточн >, чтобы при любом я > 1 и компактном КсО 
выполнялось г՛ •равенство

где — гармоническая мера на границе открытого множества 

U и-1 Gn; U п=1 (•„, а т > и — произвольное натуральное число.
Легко видеть, что условие (1) не зависит от выбора конкретного ис­

черпания.
Докажем два вспомогательных утверждения.
Лемма 1. Если подмножество FcdQ линейно недостижимо 

из открытого множества 2, то его гармоническая мера в 2 рав­
на нулю.

Доказательство опирается на следующие замечания.
I) Если гармоническая мера подмножества Ес: 32 положитель­

на в (некоторой компоненте) 2, то

sup Р-е = 1

(см. [6], стр.264).
II) Если гармоническая мера замкнутого подмножества Ес 

сд'2 тождественно не равна единице ни в одной компоненте 9, то в 
каждой точке х0£д2\£ выполнено условие

lim (г) 1 •
. ։-xu»g3

В самом деле. Выберем о>0 такое, 4toD(x0, %){}Е=0 и обоз­
начим гармоническую меру Е относительно множества 2*  = 2 U
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и-О(хп, 8)(0(хо, ։) = {г€С:1_- — х0|<8)). Согласно принципу расши­
рения инеем в 2 и, в частности, в 2П^(хо. ®). причем р е
тождественно не равна единице. Так как х0 £(-*)"■  то ~ ’<О՛

Поэтому в 2р) £4*0»  8/2) имеет место неравенство р£ < а, из чего 
следует требуемое соотношение.

Благодаря регулярности гармонической меры как борелевой ме­
ры на компакте <)£2сС достаточно доказать, что рг(֊)=0; г £2, в 
случае замкнутого линейно недостижимого Рс.д_. Предположим, 

что Рр > 0 в некоторой компоненте 2 с 2. В силу замкнутости и ли­

нейной недостижимости Г имеем 0<^р<1 в 2. Согласно замечанию 

I), А։ = [г£Й; рр(?) > 1/2) является открытым не пустым подмно­

жеством 2. Обозначим Ау некоторую компоненту А։. Имеем рл=1'2 

на дАх П 2. Ясно, что <)Д։П<?2 может состоять только из иррегуляр­
ных точек 2 и поэтому имеет гармоническую меру нуль в Д, (см. 
|6], теорема VIII на стр. 253 и замечание на стр. 265). Если бы гар­
моническая мера дА, П/7՝ была бы равна нулю в А,, то мы имели бы 

" 1/2 на Д։. Поэтому вир р^ = 1, так как 2)>р/,(я, Д։);

*€Д/. а чир чД.՛, Д()=1.

Фиксируем произвольную точку д։ £Д( и обозначим Д։ некото*  
рую компоненту -епустого открытого подмножества Д։, на котором 
^>■2/3. Фиксируем точку £ Да. Продолжив этот процесс получим 
последовательность вложенных областей Д։гэД։гэ--- и точек г^Д, 
таких, что

Р/?(з)>1-------- — ։ г = 1, 2,-.
/ + 1

Из замечания II) легко следует, что какова бы ни была откры­
тая окрестность V множества Р, начиная с некоторого номера все 
Д/с: И. Соединим ломаной 11с=А1 точку х/ с х/1_1 при всех ։>-1. Рас­
сматривая путь 7 = II /-1 легко видеть, что его предельное мно­
жество принадлежит Р, что противоречит его линейной недостижимо­
сти. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 2 — открытое множество, регулярное в 
смысле задачи Дирихле, РадО.— линейно недостижимо из 2 и 
/^С(дО\/-). Если существует гармоническая в 2 функция и та­
кая, что и֊/ на д12\р,, то и является решением обобщенной 
задачи Дирихле в 2 для произвольно продолженной на д& функ­
ции /. В частности

= [ /^;хС2, (2)

дб\Р

причем интеграл сходится в каждой точке г~~.
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Доказательство. Рассмотрим случай неотрицательной функции 
/. Сначала заметим, что интеграл (2) конечен в £2. В самом деле, согласно 
обобщенному принципу максимума, доказанному в [7], имеем 1/^0 в 
Й и

■ /л < У (г). п > 1, 
аахГ

где /Л = 1п( (л, /). Согласно лемме 1, для произвольно продолженной 
на оО, функции / имеем

^(г)= [/^Н։ = зир I /„ < и (г); г £ 2.
и Л 

0’2 02

Так как, учитывая регулярность множества 2, функция № явля­
ется гармонической в 2, совпадающей на д2\Е с /(теорема М. Бре­
ло, [8], стр. 110), согласно упомянутому обобщенному принципу мак­
симума имеем и — в 2.

Доказательство теоремы 1. а) =>с). Предположим, что Е 
не удовлетворяет условию с /). Тогда существует область V, из ко­
торой дО линейно недостижима, дУ<=.Е\)дО и Пусть
£о£ V [\дЕ является точкой пика алгебры R (X), где X — (С\ V) и Е 
(см. [9]). Существует рациональная функция г с полюсами вне X, 
удовлетворяющая условиям

1)

5 ... 1. ՝(3)
, И) Нх'С ’ “О Их\֊о(»», «) < ’

где з^>0 такое, что Е(г0, з)с1А Функция [Яе г — гармоническая на

X и удовлетворяет тем же оценкам (3). В частности, Яе г £ С_ (дЕ), 
Если бы Яе г ^Но{Е), то существовала бы и £//(£>) такая, что

2_ 
4

|Яе г — иЦ£

Согласно (30 имеем

1« («•)!>֊֊•£>
(4)

Далее, с учетом (3и0 имеем

I 
откуда, согласно обобщенному принципу максимума работы [7], 

Ни < у ’
что противоречит (4). 
5-227
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Предположим теперь, что Е не удовлетворяет условию с։!) и 
пусть Вп, л = 1, 2,------ произвольное компактное исчерпание области
2). По предположению существует последовательность (необязатель­

но различных) областей V„ с О, п = 1 > 2> ■ • • таких что д к „ сг Е К 
(п0>1), ой линейно недостижима из ИЛ и (1/п \Вп,+ я) Л дЕ 0, 
л>1. Пусть Ил\2?л.+л) П ֊ точка пика алгебры R (Х„), где 

х = (С\ИЛ)и£иВл.+я, Л>1, причем гп=^гт, если п т. Для чи­
сел е„>0, 27=1е«<1/4, существуют рациональные функции г, с по­
люсами вне Х„, удовлетворяющие условиям:

О |глил)-И<։-

в) 11гл11х <։+ел» ։։*)  Лгл1х \|ои .«> <^е՞՛ 
Л Л л л

где 75(ял, зя)с КЛДц+я, л>1, и £>(£„, 5„)П Е)(гт1 зт) = 0, При 
п=!=т.

Сумма / ряда гп является мероморфной в О функцией, огра­
ниченной на Е, причем

01/1д\ии <4՜ и п>1' <5>

Функция Ее [ будет гармонической на Е, также удовлетворяющей 
оценкам (5). Если бы существовала гармоническая в О функция и такая, 
ЧТО 

¥֊4< 4 >
то мы имели бы согласно (50

Ци|| ~ <՜ —
идИЛ\ЯЛ, 2 (6)

и согласно (5(0

1“(-'л)֊1|<֊> п>1. (7)

На основании предложения 2.1 работы [10] можем утверждать, что из 
оценки (6) вытекает 

Вт
*еи Уп

что, очевидно противоречит (7) по меньшей мере для достаточно боль­
ших п.

с) °*՜  Ь). Пусть (5Л) — некоторое компактное исчерпание области 
й, а множества вп и гармоническая лера |*։, г и Сп, определены 
как в теореме 2. Так как множество Е = дС„(}дО линейно недости­
жимо их С„ = 2, в силу леммы 1 и теоремы Дини, при произвольном 
л 1 имеем
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н(г, dG„\B/n)-*0,  при т -*֊  + то>

* р (I, dD) — сферическое растояние точки С до мнояесства dD.

равномерно по г^А'пСл, для произвольного компакта Kc.D. Следо­
вательно. существуют положительные функции *я£С((0, 1)) такие, 
что >,(/) ՝ - при I хО.и для любого компакта K.C.D

sup j j чЛ (р (С, dD)) (С) : z £ КП Gn| <4-00, п > 1*.

r> а . в /I п

Выберем функцию >£С((0, 1)) такую, что

~ v (.t) <■ п, при kn^-tykx+i, п = 1, 2,---,

где кп находится из условия
min (■»„•••, чя)>и при t < к„; п = 1, 2,---

(кп 'м 0). Будем иметь v (f) / -J- ос, при t \ 0 и 0 < v < vn> при t < ка. 
Поэтому

{С 1
j v z £ К п Gn| 4՜ °°i

7о \а 
п п

при любом n 1 и компактном К с D, т. е. для v выполнено условие (1) 
теоремы 2. Таким образом, для завершения доказательства теоремы 1 нам 
остается фактически доказать достаточность в теореме 2.

Доказательство теоремы 2. Достаточность. Здесь мы вос­
пользуемся следующим утверждением, вытекающим из результатов ра­
бот [2], [3].

Теорема 3. (Готье. Гольдстейн, Оу, Хенгартнер, Лабреш). Пусть 
F—замкнутое подмном-ство области D. Тогда, если Fc = D*\F  
связно и локально связно, то H(F)czHd(F).

Мы покажем, что для множества Е и функции /, удовлетворяю­

щих условиям теоремы 2, существуют: а) множество Е со связным и 

локально связным дополнением в £)*,  Еа.Е и б) функция с

сужением f\E = /.
При построении множества Е мы будем часто опираться на следующее 

замечание.
(*).  Если [<?£)} линейно недостижима из попарно непересекающих- 

ся областей И/, dVjcEU К, 1 j < N (1 -С W -С + °о), где К — ком­
пактное подмножество Е (возможно К = 0) и для некоторой точки 
z06 П;=: И/ существует окрестность L4. такая, что U^cEU jLiVj, то 
существует область V, из которой dD линейно недостижима, 

dVczE\] К и Uу=1 Иус/, Легко видеть, что требуемыми свойствами 
обладает область V = USt U Uy-iH).
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Будем считать, что {2?л| является исчерпанием области Е ком­

пактными областями, 0. Множество Е определим как объедине­
ние некоторых замкнутых подможеств АЛс2), построение которых 
проведем по индукции.

Обозначим Е1 = £11 Справедлива

Лемма 2. 1) Дополнение к Е1 лингино свяхн) в О*.  п) ОЕс.

сдЕГ
Доказательство.։) следует из определения множества

Если Л) не выполнено, то существует точка т. е. су­
ществует окрестность £/», точки х0 такая, что £/։.с/: и С,. Тогда, сог­

ласно замечанию (*)  существует область V, д1/аЕ. :>И линейно не­
достижима из И и *о€ Но это, очевидно, противоречит с1).

Пусть при некотором п ,> 1 построено замкнутое подмножество 
Еп ~ А'1) и»-1С*  (Сц, — некоторые подмножества множеств (7«), облада­
ющее свойствами:

<1) ()Ьс.дЕп.
с) Е*  \Еп линейно связно, причем для некоторых натуральных 

чисел /п։ = 1 /пя, точки г^(Е, и 2?т ,) могут быть соеди­
нены с д[) непрерывными путями вне ЕП{) Вп, а точки г^Еп 
П (ЯтА \£«#_։) — непрерывными путями, лежащими вне Еп и Вц-1, к — 
= 2, З,- -, п.

Обозначим М\" подмножество точек (Еп)с, обладающих окрест­
ностью, лежащей в ДиСЛ4֊ь Согласно си) и замечанию (*),  найдем 
число 31^>тп такое, что М\'" (] ЕаВ՞, и пусть М12՝ = М\п}\В3>. Су­
ществует число з։ 5։ такое, что замыкание объединения предком- 
пактных в /) компонент дополнения Мг'цВ,, содержится в В?,. В 
противном случае, с помощью замечания (*)  можно было бы постро­

ить области V, д]СсЕ\3 В3„ из которых дО линейно недостижима, со­
держащие точки дЕ, как угодно близкие к дЕ (в сферической метри­
ке). Рассмотрим множество Мз0 = М{-՞' В3,. Имеем М'з” п£’= 0, так 
как Мз 1 =М[‘^\В3, и Вл,аВ3.. Обозначим М\՛' объединение компо­

нент охватываемых Е и (т. е. предкомпактных в Е под­
множеств множества М^, граница которых содержится в ДиМз"1). 
При эмом заметим, что согласно выбору х։, связности Вп и замеча­
нию (*),  можно утверждать, что Л/?'՝ Л 2?.. = 0, что влечёт М\а) П Е= 
= 0. Возьмем теперь

£«+1 = &и Сп+г, где Спц = Мъ‘ и Л/)՞1 и /п;141 = 5а.

Для замкнутого в 2? подмножества ЕЯ^\С.Е имеет место
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Лемма 3. Условия с!) и е) (с заменой п на п + 1) выполнены 
для множества Е„:.\ и числа тп+1-

Доказательство. Если не выполнено 3), то учитывая, что 
Е„1 получается прибавлением кЕ некоторых подмножеств I) 

согласно замечанию (*)  можно построить область V, ЗИсЕиВл+։, 
из которой дО линейно недостижимо, имеющую непустое пересечение 
с дЕ, что противоречит выбору тя+1.

Множество (£’л1|Ся+1)< линейно связно согласно определению 
<7Л1-1 и линейной связности (Еп)с. Так как точки а:^Сл+։\СЛ+1 могут 
быть соединены с путями, лежащими вне Ес.Вл, то линейно связ­

но и (Еп ֊1)г ~ (Еп и СЛ4-1)Г и (СЛ <-1\Сп+1). Точки я^(Ел+1и5«л+1)С мо՜ 
гут быть соединены с дВ путями вне Еп+х и Дц-ъ так как они могут 
принадлежать Ск только при Л>п + 1. Далее, (Ей4-1)еи (Етл+։\Етд) 
с.(Еп и В„п)е'\М\"\ которое означает, что точки этого множества мо­
гут быть соединены с дВ путями вне Е„ал II Вя. Наконец, так как 
(Еп+х)՛ П (В„к\Втк_}) = (ЕпУ П (Втк'\Вт!'_}); 2<£<п, то точки к-го 
множества могут быть соединены с дВ вне Еп+х и В*-1.

Для построенной по индукции последовательности множеств Еп 
возьмем

Е — и п-х Еп — Е{1 и„11 (7Л (С1 = б։).

Отметим, что при каждом к > п + 1 пути, по которым осущест­
вляются указанные соединения, согласно определению множеств С*  
можно взять лежащими вне Еп- .\ II С». Поэтому, так как порции мно­
жеств Еп на компактных подмножествах В совпадают для всех доста­

точно больших п, условия <1) и е) означают, что Е замкнуто в В и 
.Е*  \Е связно и локально связно.

Доопределим теперь функцию / до функции класса Н(Е) следу­

ющим образом: продолжив сначала / по непрерывности с дЕ до функ­

ции /, определенной на дЕ, обозначим через <р решение задачи Ди­

рихле на открытом множестве Ег\Ес1|Л=1 Сл для граничной функции 

/. Это решение существует согласно теореме М. Брело (см. выше), 
лемме 1 и условию (1), совпадающему с условием упомянутой теоре­
мы в нашем случае. При этом, решение задается интегралом

(?СЛс<?СЛиЕтя).
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Согласно лемме 2 работы [11]» условие (1) обеспечивает, чтобы 

lim ? (z) = f (՝)
* - t; E

в любой точке 1^д((Е)°\Е). В частности, функция
, /, на Е

<р, на Е'\.Е

принадлежит классу Н(Е). Согласно теореме 3, ? 6 Hd{E), что, оче­
видно, влечет / = fig £//о (20-

Необходимость. Предположим, что функция f^Hn(E) и {ВЛ) — 
произвольное исчерпание области D компактными ;областями. Не на­
рушая общности можем считать, что функция f непрерывно продол­
жена на oGn Л Вп; п > 1 и неотрицательна. Для произвольного ком­

пакта Kc.D возьмем компакт Kc.D такой, что Кс-(К)0. Обозначим 

<2Л=с„и(Л^"_1)л/Г) и заметим, что все точки являются
регулярными в Qn, так как принадлежат невырожденным граничным 
континуумам (п^>1 —произвольно фиксировано).

По условию существует гармоническая в D функция U такая, что

Для некоторого (ограниченного) продолжения на dQn ограничен 

ной на dQn функции /— U существует решение задачи Дирихле в 
Qn- Обозначив это решение Ия, заметим, что функция В^Л = (7+ ИЛ — 
гармоническая в Qn и совпадает с f в регулярных точках &Qn- Для 
т > п таких, что К^В°т, имеем dQn\Bm = dGn\Bm, причем соглас­
но условию с), для достаточно больших т все точки —
регулярные. На основании леммы 2 можем утверждать, что

wn (z) = р = j + J • (ю)

— - д О К В
« <? О ЧпПЕщ - Я т

где — гармоническая мера на dQn в Qn. В каждой точке
Л К имеем 

lim 1ГЛ(г) = 7(:). (П)
«-с; *6<? Л

В силу упомянутой леммы 2 работы [11], согласно (11) имеем, 
что Wn ограничена в некоторой окрестности каждой точки С£д<?ЛГ|А\ 
Из-за компактности К отсюда следует, что Wn ограничена на А՜ Л Qn- 
Из равномерной на К Л Qn ограниченности 1^Л н первого слагаемого 
правой части в (10), следует равномерная ограниченность второго на 
Е Л Qn> и тем более на К Л Gn- Это замечание завершает доказатель­
ство необходимости, так как по принципу расширения на
dGn и учитывая, что / неотрицательна, получаем оценку (1).



Аппроксимация гармоническими функциями 283

Недавно П. М. Готье любезно прислал нам рукопись, посвященную 
решению упомянутой задачи Л. А. Рубеля, в которой приводится доказа­
тельство пункта с) => Ե) теоремы 1, без явной формулировки этого утвер­
ждения, в случае, когд. Լ1' = 0.
Ереванский государствен..՝-:։

университет Поступила 14.1.1988

Ա. Նէւէ՚ՍԻՍՏԱՆ. Մոտավորության հարմոնիկ ֆունկցիաներով հարթ տիրույթների փակ 
եէթԱՀացմո։թյունների վրա (ամփոփում)

նկարագրված են հարթ տիրույթի ոչ-կոմպակտ փակ ենթաբազմությունները, որոնց 
վրա տիրույթում հարմոնիկ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկվում են բազմության 
վրա անընդհատ, ներսում հարմոնիկ, իսկ եզրի վրա սահմանափակ ֆունկցիաները։ Ապա­
ցուցվում որ այդ դեպքում գոյություն ունի այնպիսի արագություն, որ եթե բազմության 
վրա անընդհատ, ներսում հարմոնիկ ֆունկցիան րազմությտն եզրի վրա աճում կ ոչ ավե­
լի արագ, բան նշված արագությունը, ապա այն նույնպես մոտարկելի կ։ նկարագրված բազ­
մությունների համար տրվում Լ նրանց եզրի հարմոնիկ չափի տերմիններով ինտեգրալային 
հայտանիշ, որը բնութագրում Հ բազմության վրա հավասարաչափ մոտարկվող ֆունկցիա­
ների դասըւ

A. 4. NEKSESYAN. A ppr xirmtion by harmonic function։ on closed Subsets of 
planar domains (summary)

The paper describes non-compact closed subsets of planar domains where the 
functions which are continuous on a subset, harmonic in its interior and bounded on 
its boundary can be uniformly approximated by functions harmonic in the domain. 
It is proved that for such sets a speed can be pointed out such that the functions ■ 
continuous on a set harmonic in its interior and increasing no faster then the noted 
speed on the boundary are also approximable. In terms of harmonic msasur e on the 
boundary an inttgral criecrion is proposed, characterizing the class of appro ximabl® 
functions.
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В. В. ВОСКАНЯН

ПОЛИЭДРАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА: КРАЙНИЕ ОПЕРАТОРЫ 
И РАССТОЯНИЕ БАНАХА-МАЗУРА

§ 1. Введение

Определение 1. Конечномерное вещественное нормированное 
пространство X называется полиэдральным, если его единичный шар 
5(Х) = |x£X:|rj(-■£ 1| является многогранником, т. е. выпуклой обо­
лочкой конечного числа точек.

Такие пространства просты в том смысле, что полностью описываются 
множеством вершин, т. е. крайних точек, своего единичного шара, которое 
мы будем обозначать Ext S(A'). С другой стороны, из возможности 
аппроксимировать выпуклые компакты в R’’ выпуклыми многогранника­
ми (см., например, [1], т. 20.4.) следует возможность аппроксимации ко­
нечномерных вещественных нормированных пространств полиэдральными 
пространствами, а именно: если — некоторая норма в арифметиче­
ском пространстве R", то для любого г >0 найдется полиэдральная 
норма J-J', т. е. норма, являющаяся функционалом Минковского неко­
торого многогранника, такая, что ух £ R՞ |х[' < !|х||-С (1-1-s) М’. По­
этому полиэдральные пространства могут быть использованы и для 
построения примеров конечномерных нормированных пространств с 
теми или иными метрическими свойствами. Напомним следующие on՜ 
ределения.

Определение 2. Крайним оператором из банахова пространствах 
з банахово пространство У (соответственно, крайним функционалом в X) 
называется крайняя точка единичного шара ( /- (X, У)) пространства 
А(Х, У) непрерывных линейных операторов из X в Y (соответствен­
но, единичного шара XfX'i сопряженного к X пространства X’].

Определение 3. Расстоянием Банаха-Мазура между изоморфны­
ми банаховыми пространствами X и У называется число d(X, У) — 
= inf; НГЦ jT Jj|, где inf берется по всем изоморфизмам Т:Х-- Y.

В настоящей работе описываются крайние операторы и расстояние 
Банаха-Мазура для полиэдральных пространств X и У через крайние точ­
ки шаров 3(Х) и 5(У).

§ 2. Крайние операторы

2.1. Описание крайних функционалов. Пусть X — по­
лиэдральное пространство размерности п. Впредь всякое такое 
пространство, как линейное, мы будем отождествлять с арифметиче­
ским пространством R ՛. Тогда единичный шар S (X) представит собой
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некоторый симметричный относительно нуля выпуклый л-мс-рный мно­
гогранник со множеством крайних точек Ext S(X) = { — е։,- • ег}, 
где г л.

Геометрически очевидно и легко доказуемо, что крайние функционалы 
на X определяются (n — 11-мерными гранями многогранника ■S(A'), 
т. е. для всякого e'£5(.Y') гиперплоскость {х ~ X: е (х) = 1} прохо­
дит через (л --1)-мерную грань шара S(.-Y). Так как каждая такая 
грань содержит как минимум л линейно независимых крайних точек 
шлра .5(.¥), то отсюда вытекает следующее

Предложение 1. Пусть X — полиэдральное пространство 
размерности п и пусть Ext 5(^¥) = {֊ е,,--՛, ег}. Для того, чтобы 
функционал е ~ X' был крайним, необходимо п достаточно, чтобы

а) Существовал базис в X, состоящий из точек е/,, •••, 
е, £Extd’(A'։ такой, что 1 п

е (е, 1 = 1 для р = I, • • •, л и 'р
б> е' (е։)՛ < 1 для i— 1,- • •, г.

Если координаты крайних точек явно выписаны, то легко дать ал­
горитм нахождения всех крайних функционалов в явном виде.

Теорема 1. (Описание крайних функционалов в терминах матриц).
Пусть X—полиэдральное, пространство размерности п, и пусть 

Ext 5(АГ) = {± «„•••, ± ег\, где е{ =( <гц, а.1л} ддя ։ = 1, •••» г. 
Обозначим через А = |ар " матрицу, строки которой состав­
лены и., координат крайних точек е,.

Для того, чтобы функционал е' был крайним, необходимо и достаточ­

но, чтобы нашлись обратимая п'Х.п подматрица А матрицы А и вектор 
£ = (st,-՛-, £я) с координатами г/ = 1 или —1, такие, что

< I det AV я/ det Aj 
/*» 1

։ = 1,- r

и

e -—-—(detzl!, det/4Я),
det A

(1)

(2)

где Aj — матрица, получающаяся из А заменой j-го столбца на 
вектор е.

Доказательство. Пусть е՛ — (7,,-• ■, ~п)—крайний функцио-
нал. В силу предложения 1 имеем: а) существует базис в X из эле­
ментов е/։,•••, е/ £Ех1Д(ЛГ) такой, что е՛ (е,) = 1, р = !,••■, п, от- л р

п
куда е' (е, ) = £ а,Tk = 1 или —1, р = 1,- 

р я-1 р
л, что запишется в

матричной форме А е = в, где А = „ и s = (s։,---, е„), где 

4 = 1 или —1 для ։ = !,•••, л. Так как матрица А обратима, то от­
сюда следует (2).
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Вдобавок, из условия б) предложения 1 имеем

для всех i = !.•••• г.

Подставляя сюда значения у; из (2) получим (1).
Таким образом, в силу предложения 1, если для некоторой матрицы

А и вектора в с упомянутыми свойствами выполнено (1), то формула (2) 
определит некоторый крайний функционал е' и обратно, каждый крайний 
функционал порождается таким образом, ч. т. д.

2.2. Описание крайних олерато ров. Для дальнейшего 
нам впредь будет удобно представлять линейнные операторы как элементы 
тензорного произведения. Напомним, что всякий оператор Т £ L (ЛС, У՜), 
будучи конечномерным, отождествляется с конечной > суммой1 
V х'^у, такой, что \jx^X Тх — х\{х)у1, где х'^Х, а у^ К.Та-
i t

ким образом, как линейное пространство ЦХ. Y) = X' 0 Y. Обычная 
операторная норма {ТЦ па L(X, Y) совпадает с инъективной \/‘ноРмой 
соответствующего элемента тензорного произведения, т. е. если 
7’== £ то

1Л=|1£ = su₽ I IS xi(x)v (Ур1: хб-Ь’(Л), y'£S(Y')\. |(3)
‘ < I

Этот факт записывается равенством нормированных пространств: 
V

ЦХ, У) = й('0 Y. Заметим теперь, что тензорные произведения X'ffi)Y 
и X^Y՛ двойствены как линейные пространства. Более того, рассмот­
рим на Xf&Y՛ проективную Д-норму (ядерную норму ^соответствую- 
щего оператора), определенную по формуле

где inf берется по всевоможным представлениям у х1^у\ эле-
I

мента и. Как известно (см., например, [2]), нормы \/ и /\ двойстве­
ны. Для нашего случая это даст

ЦХ. У) = ^'0 У = (Х(% Y')'. (4)
Перейдем теперь к рассмотрению крайних точек.
Теорема 2. Пусть X и Y — полиэдральные пространства размер­

ности пит соответственно, и пусть Ext S(X) = {± е(,- • •, — ег} 
Ext 5(К/)={± к\,---, ± Л,). Для того, чтобы линейный оператор 
T:X-*֊Y был крайним, необходимо и достаточно выполнение сле­
дующих двух условий.

а) В пространстве X® Y' существует базис вида Je։ 0 
®^pip'll такой, что (eip®kjp) (Т՝) = 1 или —1,.и

б) уе e Ext S(X). yk' e Ext 5 (Y') |fc' (Te)| <1.
Для доказательства теоремы мы используем нижеследующее предло­

жение 2, которое известно ([3]), но для полиэдрального случая мы пред­



Полиэдральные пространства 287

почитаем привести наше доказательство этого предложения, разбив его 
на самостоятельные этапы.

Предложение 2.

Ext S(X<§) y')=ie^)k':ee Ext S(X), к' £ Ext S( Y՛)}.

Доказательство предложения 2. Этап 1. Покажем, что 
все элементы из L (X, Y) вида е' 0 к, где е' £ ExtSi-A") и &£Ext S( У), 
являются крайними операторами.

Если е! £ Ext S(Xr), то в силу предложения 1 существует в X 
базис вида е. , •••, е. такой, что е'(е. ) = 1 для р = !,•••. п. Отсюда ՛։ *л *0

(е (%) к) (е^) = к для р - 1, • • •, п. Поэтому, если е' 0к — “(Л + ?։)» 

где Ту, T^S (L(X, У)), то к — $ (Г։ t Т, е^} \jp = !,•••, п. Так 

как к(^ Ext S(Y), а Г, е. . Т2 е, £ 5( У), то к — Ту е. — Т2 е. для •р р ‘р tp
р = !,-••, п. Отсюда 7’,= Тг = е&)к и точка е (£)к — крайняя для 
S(L(X, У))-

Этап 2. Покажем, что если е£ Ext 5 (X), а к'£ Ext S (У'), то 
etyk'f; ExlS(X(§) У').

В силу предложения 1 найдется базис в X' из крайних точек 
ej,---, е'п шара З(А') такой, что е^(е)=1 для р = 1,--, п. Анало­
гично, найдется базис в У из крайних точек ку,---, кт шара S(Y) 
такой, что £'(&z)=l для г = !,••■, т. Тогда \ер^к1: р = 1,-• •, п, 
i — !>•••, m| будет базисом в Х'б?) У таким, что

(ер0^/) (е0*') = 1 для р = 1,- • •, п, i — 1,- • •, т. (5) 
Кроме того

= И !Я=1. (6}

в силу свойства кросс-нормы /\ (см. [2]).
Из соотношений (4), (5) и (6), в силу предложения 1 вытекает, 

что е®к'£ ExtS(A"0 У').
Этап 3. Используем сейчас следующее утверждение, названное 

в работе [4] .теоремой о наилучшем представлении“.
Пусть X и У — полиэдральные пространства, Ext S(X) = {±е|։ • • •, 

± ег} и Ext S(Y) = {± ку,-• •, ±kt}, и пусть У. Тогда суще­
ствует матрица {cty}jli՛՛..՜.՜; {■ такая, что

ц = Д S։ cij ei О и JuL •= £ |cj.

Эта теорема показывает, что в нашем доказываемом случае всякий 
л

элемент из шара S(X(£) Y') является абсолютно выпуклой комбина­
цией элементов вида el^k'J, которые, согласно утверждению этапа 2, 
являются крайними. Следовательно, элементы вида е$к', где 
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е£Ех15(?0, 7/^Ех15(У') исчерпывают вег крайние точки шара 

5(Л0У") и предложение 2 доказано.

Так как ЦХ, У) — (X® У')' в силу (4). то остается применить 
предложения 1 и 2. Теорема 2 доказана.

Приведем теперь алгоритм нахождения всех крайних операторов в 
случае, когда крайние точки единичных шаров пространств X и У' заданы 
в՛ явном виде. Заметим, что если задано Ех/ 5(У) вместо Ех / 5(У"), то 
последнее может быть получено с помощью теоремы 1. С другой сторо­
ны, для построения примеров с требуемыми метрическими свойствами 
можно сразу же строить У', задавая набор крайних точек его единичного 
шара.

Теорема 3. (Описание крайних операторов в терминах матриц).
Пусть X и У — полиэдральные пространства размерности п и т соот­

ветственно, и пусть

Ех1£(г¥) = {± ± ег|, где е, = ։> /=!,•••, г,

Ех1Л\ У) - |± /гр- • •. /<|, где к\ ■ - г -= 1,- у.

Тогда все крайние операторы X ->■ У находятся следующим образом. 
Возьмем некоторую обратимую матрицу Л размерности пт'Хппг вида

f z 11 712 * * ' i 1 ni 7 2J ’ * ’ 7 2 т * * * 7 пт 
.............. ...

711 7J2* ’ * 11/п 7 21 ’ ’ * 7 Чт * * * 7 пт

< \пт\пт -пт тп ՝ //<•» ■ тт /
41 z*12 ’ * ‘ 7721 * * ’ Мт * * ’ *՝пт

ч.де
y'l) — Iq,!, 1 < I < пт, 1 р, < г, 1 < qt ՝>,

т. е. полученную с помощью некоторых строк (которые могут повторяться) 
матриц /1 = 1вр/) |̂'։՜.՜:.'," и Г == I Т.г, I£2’;.՜крайних точек шаров 
5'(X) и А(У') соответственно. Возьмем, далее, некоторый пт-мер- 
ный вектор е = (а։,-.., вят) такой, что г/= 1 или —1, г —!,•••, пти. 
Обозначим через Л* матрицу, полученную из А подстановкой век­
тора е в ее к-й столбец. Если 

a-i 70; det Л(/ _|;m у/ <֊ I det А, (8)

для любых -• = 1,- , гиз = 1,..., v, то пара (А, е) определит 
крайний оператор Т из X в У, чье матричное представление [2՞] 
в канонических базисах будет иметь вид

m = = (9)
I det Л

Доказательство. Через 6/ (соответствепно Ьг) будем обозна­
чать ։-й элемент канонического базисл в арифметическом простран­
стве R' (соответственно в R'’ Каждый оператор Т'.Х— У допу-
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ч т ~
скает единственное тензорное представление Т= У У с,/&z(g) 6/, »

I “I
легко видеть, что [7']={с<(}г. По теореме 2 оператор Т — крайний 
тогда и только тогда, когда выполнены два условия, а) Существует 
базис : f -I,- ■ -, nm'f в Z® У"такой, что (е9,® (7) = 1 или

— 1, с = I,- -, пт, откуда (ер, (g) У с1} 0 = У У с0-

' Vi''<z// = 1 ИАИ ' l» t= 1*‘ ' ’• пт- Обозначив > '2/= ар//7,/У> по- 
п т

лучим У V Cjjiij — } или — 1, / = !,•••, пт, или в матричной фор- 
/—1 7^1

ме Лс — з, где з = (а,;- • -, зл„) и з< = 1 или — 1, i - 1,- • пт, 
с = (сн,---, Спт), а матрица Л имеет вид (7). Так как матрица Л об­
ратима ввиду базисное™ ее строк, то по формулам Крамера получим 
выражение (9) для |cZ/|. По условию 6) теоремы 2 уе£ ExtS(À՜) и 
уЛ' £ Ext 5(У") \к' ( Ге)! < I, откуда

п т п т |
У У cz/e;(6z) АДб,) «= ÿ у czy7.z 7,г, = V
/|-1 1-1 ,-։ I

что равносильно (8), в силу ',9). Теорема 3 доказана.
В качестве тривиального следствия теоремы 3 отметим случай, 

когда Х~ Г{ (n-мерлый аналог пространства /,), a Y = Г" (т-мерный 
аналог пространства /.). В этом случае легко получить, что крайние 
операторы это те и только те, чье матричное представление в кано­
нических базисах состоит лишь из элементов, равных 1 или — I. Этот

V
факт очевиден, если учесть, что I ՛՝. (g /™== /1՞'.

§ 3. Расстояние Банаха—Мазура

Для того, чтобы выразить расстояние Банахз - М_зура d (Z, Y] — 
= inf ||7'u'jl7' Il через крайние точти шаров S(X) и 5(К) можно было 
бы, учитывая выпуклость, использовать равенство

ЦП = sup | у' ( 7х)| :xÇ5(Z), У£.$(У")| =

= sup 114' ( 7е)| : е t Ext S(X), к՛ < Ext S(ÿ')l-
Однако, тогда в формуле расстояния участвовали бы одновременно край­
ние точки единичных шаров самих пространств и их сопряженных, что 
сделало бы ее малопригодной для практических целей.

Следующая теорема выражает норму элемента в полиэдральном про­
странстве через крайние точки единичного шара.

Теорема 4. Пусть X—полиэдральное пространство размерности п.
Каждому элементу X поставим в соответствие множество

Л/(х) = | 7 = (71, • • - , 7„) £ R՞ : 2 [е։,- • - , еп| — базис в X такой, что 

e,(z Ext S(X), i = 1,- • -, n, и x=y7zez|, Тогда |.r|=min {(Jïll!: 7^Л7(х)1,
i=i J

n
где frjj = ÿ |tz/.
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Доказательство. Для случая х = 0 теорема верна. Пусть 
.х£Х' {О}. По предположению, для любого т֊Л((х) существует ба- 

п
зис (е,.---, еЛ!с: Ех15(А') пространства X такой, что х = от.

1-1

куда |х) < £!п1 = М1 У-гбМ(х). 
/=1

С другой стороны, нормированный элемент Х принадлежит не- 

которой (л— 1)-мерной грани 5, шара 5(X) и, по теореме Каратео- 
дори (см., например, [5]), является выпуклой комбинацией т (т ՛ п) 
аффинно независимых точек е,п £ Ех15(Х>, лежащих на 5։.

„ т w
.п== S ^ei>где *<>0> - > т- У ՝,“1։ и°)
||*|| 1-1 1-1

Точки е։,•••, ет также и линейно независимы. Действительно,

пусть У ,Jlei 0. Обозначим через е' крайний функционал на X, со- 
i-i

, т т
ответствующий грани St i e',s, 1. Тогда 0 = ед V = У ар от­

куда а։ — • = лт — 0, в силу аффинной независимости точек e,, •• •, ет.
Дополнив множество (г։,-՛-, е,„| точками eCT.i.---, e, , E ; t S (X) до 
базаса в X, получим из (10)

S 1° ei> гДе и =
jjxJ;/, для ։ = !,•••, т.

0, для i— т 1,• ■ ■ п.
(И)

Из (11), (10) следует

£hui==SM=/=t4 
1-1 4—1

Итак, существует вектор ։°= (*?,•••, 7՞) такой, что х, = и тео­
рема доказана.

Она поясняет связь между многогранником и порождаемой им нор­
мой. Так, если многогранник есть октаэдрон (натянутый на элементы ка­
нонического базиса), то из теоремы 4 сразу следует, что он порождает 
/1-норму.

Теорема 5. Пусть X и Y—похиэдральныз пространства 
размерности п,

ExtS(X) = {±e„---, ±er}. Ext 5( Y) = ! ֊ • • •, - к.},
где

ei ~ ։ = г, kt-= (?у)у_։> i ~ !.•••, s. (12)

Обозначим соответствующие матрицы:

А = ;• в = ;•. пз)

Тогда для любого оператора ТXY

||Г||= max т1п|Д/[7’]7'(2?)-’|1, (14)
I < I ч г ь
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где [7՜] — матричное представление оператора Т в канонических 

базисах, В пробегает множество обратимых п X п подматриц В, 
Аг обозначает i-ую вектор-строку матрицы A, J • |, — Ц-норму 
вектора.

Доказательство. Функция [7xJ выпукла на S(x) и поэтому

|Г(= sup |0 7ej: е £ Ext 5(Х)| = тахЦГе^. (15)

Зафиксируем i, 1 < i < г, и вектор 7 = (71,---, '(„) £М( Tet). По 
определению существует базис &Р/>| с Ext S( У) пространства

п
Y такой, что Tet = У 7, Отсюда, используя (12) и (13) и обоз-

начин через В матрицу, составленную из строк матрицы В с номера­

ми р, - -, рп, получим Т^ — ^В. С другой стороны, 7е, = .Д։[Г]г и 

поэтому 7 = Zh[T’]7 (5)՜ ՛. Теперь из теоремы 4 и равенства (15) сле­
дует формула (14), и т. д.

Из доказанной теоремы немедленно вытекает формула для расстоя­
ния Банаха-Мазура между полиэдральными пространствами X и Y.

Теорема 6. В условиях теоремы 5 при аналогичных обозначениях

d(X, Y) — inf ! (max min ||Д/Д (В)՜՝],)-(max min [В/ Л՜1 (Л)՜1 ]()1 , 
л I г — 1<1<а ~в Л

(16)

где Д пробегает множество обратимых п-Хп матриц.
Отметим, что нахождение расстояния Банаха-^Мазура вообще, поэто­

му и использование формулы (16) в частности, даже в простых случаях— 
довольно трудоемкая 'задача. В совместной с Р. Халди работе автора, ко­
торую предполагается опубликовать, с целью выявления общих закономер­
ностей, разбирается случай, когда X =1’, a Y—двумерное шестиугольное 
пространство, т. е. пространство, чей единичный шар 5(У) есть выпук­
лый симметричный шестиугольник (его можно описать, с точностью до 
изометрии пространств, двумя числовыми параметрами). Вычисленная 
там с помощью (16) довольно громоздкая формула для искомого расстоя­
ния показывает, что d (If, Y) пробегает весь полуинтервал ]1, 3/2], 
когда Y пробегает множество шестиугольных пространств. В частно­
сти, полу чается результат Асплунда (см. [6]): d (Z?, Y) =3/2, если5( Y) = 
= Рй — правильный шестиугольник. Отметим также, что в работе [7] 
Стро ях вист показал, что диаметр двумерного компакта Минковского 

(£D?a) - sup|rf(X, K):dimX=dim Y = 2} равен 3/2 и достигается 
лишь (с точностью до изометрических образов) для пары Х = 2, и Y 
■с шаром 5 (У) ■= Рй.

Ереванский государственный 
университета . Поступила 22. VI. 1988
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Վ, Վ. ՈՍԿԱՆՑԱՆ. *էոլիէպրալ տարածություններ. ծայրային օպերատորներ և Բանսփւ- 
Մազուրի ներւավորությունբ (ամփոփում)

X է Yվերջավոր չափանի պոլիէդրալ տարածությունների զույգի համար մատրիցային 
տերմիններով նկարագրվում են X֊fig ¥ <Pt'*'"L ծայրային օպերատորները, ապա նաև 
d (X, ¥) Բանտիւ-Մազոլրի հեռավորությունը այն դեպքում, երր Տ (X) և Տ (¥ ) միավոր 
գնդերի ծայրային կետերը դուր* դրված են բացահայտ ծևովլ

V. V. VOSKANIAN. Polyhedral »pace*: extremal operator» and Bonuch—Mazur 
dielance (summary)

For a pair of finite-dimensional polyhedral spares X and Y the paper descri­
bes the extremal operators from X to Y and the Banach—Mazur distance d (X, Y) 
when the extremal points of unit balls Տ (X) and Ճ ( F) are written in explicit form.
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А. М. ДЖРБАШЯН

О РАВНОМЕРНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ 
ОБОБЩЕННО-ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА В ПОЛУПЛОСКОСТИ 

И АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ АКУТОВИЧА

Введение

Статья посвящена установлению двух теорем о равномерной аппрок­
симации с произвольной точностью в классах мероморфных функций 
обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости [1], [2], [3] посредством 
произведений типа Бляшке [4], [5], а также установлению аналога в ука­
занных классах хорошо известной теоремы Акутовича [6] (см. также 
[7] .стр. 191, [8]. стр. 198).

1. Прежде чем сформулировать установленные в статье теоремы, не­
обходимо привести ряд определений и результатов, лежащих в их основе.

Классом (—1<а<-|-оо) функций обобщенно-ограни­
ченного вида в нижней полуплоскости 6,{՜’ = [w:lmw <0) впредь бу­
дем называть множество мероморфных в 1 функций, допускающих 
представление вида

В (то) = I Г(1+а) Г----- (_ с j
Вл(п,\Ья\) Ч к J [/(ш _,)]'+« J

(1) 
где С—вещественное число, р(£)— функция ограниченной вариации 
на любом конечном отрезке из (— со, + оо), подчиненная условию

1՛ (/)'

I + °°^-»елое- р֊1<<х<р)- (2).
— а»

Далее, в представлении (1)

B'(w, Iam|) = n6e(w, an),Ba(w, [6„|) П (ш> 6П) 
т п

— аналитические в G функции, суть произведения типа Бляшке для 
полуплоскости G1՜՝, составленные по нулям |a„]cGl-> и полюсам

) функции F (w). При этом, произведение В» (то, (6Л)) схо­
дящееся (^0), ибо впредь для последовательности {6Л} предполагает­
ся выпол ненным условие сходимости этого произведения

Е |1ш />л|1+‘<-1- оо. (3),
п

>ճ-т
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При любых а(— 1<а<+°°) и С-Н/Ч^б1՜’ элементарный фак­
тор д«(ш, С) произведения Вл — аналитическая в С(՜՜’ функция с един­
ственным и простым нулем в точке С, представимая в виде

Ь„ (о», С) = ехр { — 2. (то, 0), (4)

где

2.(№, С)= Г (|7||-^1Г^.^-1огб.(ш, (5)

—1’11

Классы функций обобщенно-ограниченного вида в <7(_) ассоциированы 
с оператором дробного интегродифференцнрования Вейля. На множестве 
допустимых функций этот оператор определяется следующим обржзом:

+ ՝
К7՜’ и(то) = —-— Г о“՜1 £/(ш — /з) 0

Г(«) 3
<1

1?06»=(/(ш),

V* г/(ш) I. О < а < + о

(р — целое число такое, что р — 1 а .< р).
2. Основными результатами статьи являются нижеприведенные три 

теоремы. Первые две из них относятся к равномерной аппроксимации 
функций классов Ка (—1<<х<+о°) и являются, своеобразными
аналогами результатов М. М. Джрбашяна и Н. У. Аракеляна (см. [9], 
стр. 524 и теоремы 5.12, 5.13) о равномерной аппроксимации функций 
обобщенно-ограниченного вида в круге. Третья — напоминает вышеупомя­
нутую теорему Акутовича для аналитических и ограниченных в полупло­
скости функций, однако установлена для значительно более общих клаг- 
сов#а{С<->} (—1<а<-|-оо).

Теорема I. Класс Л/« {С( (—1<^а<^ ■ со) совпадав п. с
множеством функций, допускающих в представление вида

Г(т) = —^т’ X 
5«(«> 16л))

X ехр ]------~ ) Иш । . * “ ( 1о£ 6։ (и, { 4- г՞) с!ч (?) -Ь /С I» (6)
( 2 к ч-»-оИ| J ]

где предельный переход равномерен внутри (£>„} с С<-)— пос­
ледовательность, подчиненная условию (3), р(/).— функция ограни­
ченной вариации на любом конечном отрезке из (—оо, 4-оо), под­
чиненная условию (2), а С — вещественное число.

Теорема И. Пусть функция {Сс-)) (—1 < э <; оэ)
имеет вид ֊'
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F (w) = В, (w, {ат}) ехр | — Г (1 g- 1 ------jtyJlL— !; w £ G'( (7)՛

— •»о

где р(Л — монотонно неубывающая функция, подчиненная усло­
вию (2).

Тогда при любых натуральных ՛/• п N существует треуголь­
ная таблицг отличных: друг от друга комплексных чисел.

ZV))cG(֊1 (A = l,2,։--; Z = l,2,---, к), такая, что

1°. Для любого к 1

Im шГ’(х, /V)=tj,(x, N) (1=1, 2,..., к), 
причел։

sup IA |tj* (X, ZV)|,+a; < Г-(|±±> | И |1 + 1 I •

2°. Из ассоциированных с этой таблицей конечных произведений

Вл™, !W/*’ (х, Л')|Г)=П 6« (tO, W?’ (х, N}) 
1-1

можно извлечь последовательность (В. (w, (х7, /V/)'jy)7=i — та­
кую, что равномерно внутри Gl֊)

F(w} = В, (w, |am|) lim В, (w, |шР7>(х;, 
j--

Замечание. 1. Эта теорема является аналогом теоремы Шура 
[10] о том, что любую аналитическую и ограниченную в единичном кру­
ге (либо в полуплоскости) функцию можно равномерно аппроксимировать 
последовательностью произведений Бляшке. Однако, в случае a = 0 ее 
утверждение по существу отлично от указанной теоремы Шура.

Замечание 2. Факторизационную формулу (1) можно предста­
вить в виде отношения двух функций вида (7), умноженного на число с 
модулем, равным единице. Поэтому из теоремы II непосредственно выте­
кает аналогичная теорема о равномерной аппроксимации произвольных 
мероморфных функций класса Иа {G(_)} (—1<a<+°o) посредством дро­
бей от двух конечных произведений типа Бляшке.

Теорема III. Пусть Fl w) £ /Va | Gl-։| (—l<^a՝< + oo)u/: (ш)^ 
^0- Тогда

1°. Если

lim f | W՜ ° log F(u + ro)| | ֊^֊ -- 0, (8)
o--0 J l-f-t?

to F(vi) имеет вид
F(w)=e,cB'{w' la,,|) » (9)

B«(w, (M)
где C—вещественное число, а Вл — сходящиеся произведения ти­
па Бляшке с нулями [am] сС(֊) и {6n|cG(->, подчингнными. усло­
виям вида (3).
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2°. Обратно. если F(w) имеет вид (9), то

lim 
v --0

|'| IF՜“ log |/ (« 4 iv).\du = 0. (Ю)

Замечание. Как и в случае с теоремой II, теорема III, являясь 
аналогом теоремы Акутоэича для классов ^a в случае а = 0 пере­
ходит в утверждение, по существу отличающееся от нее.

§ 1. Доказательство теорем I и III

1.1. Доказатлеьству теоремы I предпошлем следующую лемму.
Лемма 1.1. При любых т (— 1 а -}֊ со) и t >• ir^Cj ' спра­

ведливо представление

2„ (w, г 4- i'i) = —------ ------------ ,р~;՛ 4 *4). w £ 6՝( (1.1)
(1 4- tt)[i(w - /)]

где величина R, такова, что для любого компакта С՛ \ любых 
w £К и f С ( ос> 4՜ °°) илгеет место оценка

\R; (w, t -г ։Ч)| < —’ Ы < 4՜ min lJm ш1> (1-2)
1 ։ ,<| Z Я,К

в которой C-. (К) — постоянная, зависящая лишь от а и компак­
та К.

Доказательство в силу леммы 1.2 из работы [5] сводится к 
установлению оценки (1.2) для функции

7?« (w, t 4- ri]) =

Это, в свою очередь, следует из легко проверяемых неравенств

2|f(w- /)±а|>{ 16 При (0< = <Н).
I Р, при |/| <2х 4֊ р

где к = max |4е wj, ар- min !Im и։|.
«ек wfK

Доказательство теоремы I. Покажем сначала, что если 
функция F(zo) £ Л'« |G< ’) (—1<а<4-со), то она допускает также 
представление вида (6). Для этого заметим, что в силу (5) и (1.1) 
при любом т, < 0

______1________ __  1т» log bn (w, f-i-ifi) 14-o ՝Rn (w, t 4՜ if])
[r(«>-Z)]I+B ‘ 2 |i։|1+“ 2 i^1՜^

Подставим это равенство в (1) и приведем экспоненциальный множитель 
•факторизации функции F(id) к следующему виду:
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(то, / 4- г’т() </и (/) —I Г (2+а) ехр 1 " “2՜

Г(2+ «) •г »4) (О + ։ (1.3)

Заметим теперь, что в силу оценки (1.2 )и условия (2) для любого ком­
пакта КсС , равномерно по то £ К выполнено соотношение

11т |т,| 1 ’ 
ч —г.

и, тем самым, справедливо представление (6), где предел равномерен от­
носительно О’ внутри С։՜’.

Из представления (6), ввиду (1.3) и (1.4) следует, что 
/(то)б^ {С{՜'}-

1.2. Доказательство теоремы III. Утверждение 2° теоре­
мы доказано в работе автора [5] (соотношение (3.11)). Для доказатель­
ства утверждения 1° отметим, что из формулы (1) (как нетрудно убедить­
ся воспользовавшись равенством (2.6) работы [5]) следует представле­
ние

и/-’!ог!Л(то)|-= иг֊'!ог |°те1М ■?
/>« (то, ;бя1 |

«|7------„ = „ + е С(֊1. (1.5)
п ] (а-/Ь С

При этом функцию р(0 можно представить в виде разности р(0 = 
= 1*1(0—На (0, где Н, г(0—монотонно неубывающие функции, под­
чиненные условию вида (2).

Пользуясь представлением (1.5) и соотношениями (8), (10) получа­
ем, что обозначая

(то, / 4- г«}) (/) = 0 (1.4>՝

ф<и,)_ы
" 3 («—/)• т V3

будем иметь

1. 1՜ Ф (« 4 й>)нт ----------------
։>->■—о 1 -г ц֊*

ди — 0.

(1.6)

Заметим, что 
место оценка 

У ---- -------------- -------- ----- I— СО и -Х>|, 
« (х— а)3 4՜ у1 1-4 и3

где С(х, у)>0 — постоянная: зависгщая лишь от х и у- Поэтому

при любых х £ (— со, 4֊ со) и у £ (0, + оо) имеет

С(х,о) _ 1 , ' . ч
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lim У ' Ф(И * 7W՝ ,------------------ а и
• (х — И17 4֊ у'1

= 0. (1.7)

Введем теперь обозначения

ч (w) = M '[ , w « U 4 iv e G(~\ (1.8)

и ?l ••(« + /w)
/1.2= - ®<°- (l-9)

" .! (x — u)‘ 4՜ y*

Тогда, в силу формулы

у |и| Г du  _1 у + |и
т֊2 J [(< —ы։։+№J[(“ — О’ hv2] " (х —0’ Ну +- М)։

"будем иметь

у , = у 4- Iu,' i' ______ ^1, _______
к J (х — ty 4- (у 4- ,и/)2

Заметим теперь, что при любом и < 0 справедлива оценка

у + М С'(х, у)_____  < 1
(x—ty + (у 4-М 2 1-г

где С (х, у) > 0 — постоянная, зависящая лишь от х£ (— х>, 4՜ и 
у€ (0. 4՜ ос)- Следовательно, в силу теоремы Лебега

lim 1 i,i =■
у I՛

17 J (х - /)-' |- у1
(МО)

Однако, ввиду (1.6), (1.8) и (1.9)

у i' Ф (и г iv)
J (х — иУ 4-у2

du > |7,

что вместе с (1.7) и (1.10) приводит к равенству нулю величины

у_ Г ^(t) = _у_ +Г уИ| (/) _ у_ Y (j)

—О’ + у2 - J <х-/)’4-у2 г. ,| (х_/)2 4-^։ ■

Отсюда, в силу произвольности х^ (—со, 4֊ и (0, 4- °о) сле­
дует, что р (/)-= const, и, тем самым, формула (1) сводится к виду



О равномерной аппроксимации функций 299

§ 2. Доказательство теоремы II

2.1. Предварительно докажем следующую лемму.
Лемма 2.1. Пусть д ( 1 < ։ < т о->) и Л' > 1 — любые, а

лг
.- ( л/< ( ։ ։ 14“а) । </р (?) | /-(—)/V) = ехр-------------- ------------------------ .

I -

где р(0— непрерывная, монотонно возрастающая функция на 
[-И, И].

Тогда существует треугольная таблица отличных друг от 
друга комплексных чисел ({«•, /У)|/-։с(к -- 1, 2,- • •), такая, 
что

1с Для любого 4 ,> I
1ш «4*’(Л Л') = т(г(ч. Лг) (/= I, 2,- ., 4), (2.1)

причем
|'Н.'Ъ Л)Г'։=4՜ Г,^+я) У?. (2.2)

к 2֊ -я

2՜. Внутри С(~) равномерно выполняется соотношение

/V) —Иш Е,(ш, |ш/‘(р, М|7). (2.3)
А՜֊* <

Доказательство. Для любого 4^-1 ^произведем разбиение 
отрезка [-- /V, /V] точками — И = /1՜՛ < {‘>՝} \Д*' 6’+1 = П таким
образом, чтобы

' 1 Л'
Р (?!;’>)֊ ֊7 V '^{1= \,2,---,к}.

к -К
Будем полагать

. ... | Г (2-1-а)" ьЬ
Ъ = Ч, (р, /V) = ֊ | -2— ’■ У р -

Л4) = ?/’ + гт։*(&=1, 2,---; 1=1, 2,- -, к).

Тогда, очевидно, утверждения 1° выполнены.
Заметим теперь, что в силу (5) и (1.1)

1огВа(ю, (р, /V)}*) = 2 1О£ба (ш, (р, М) =

 Г (!+«) 2, р(4У1)-н(</*))
« Н [։(ет-4*,)]и<‘

֊ 2/?«(№, (\к} 4֊/^). 
/=։

Однако, если КаС1 ’—произвольный компакт, то, в силу (1.2), рав­
номерно по то £ К выполняется оценка

[ 2 /е։ (№, 4?» + г^) | <С« (К) к |т,*Г։ = о (!)• 

(. 2 л ■
Далее, очевидно, что равномерно по ш (К
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а >■ «1-). >-»;*’>

* -- <=1 [։(ш — {։ >]
</н(/)

[,-(№-о]1+*

и, тем самым, справедливо соотношение (2.3).
2.2. Доказательство т е о р е м ы II-Пусть а ( —1 <а< си) —

любое, и

/(ш)^ехр
Г (1+а) 7___</М0

Д [/ (ш — 0]’+’

,. лм I Г(1-Ь а) Г </|л(/) /(ш, /У).= ехр--------------  ---------------
I ~ [/(»-О]

где ц(0—монотонно неубывающая функция, подчиненная условию (2).
Предположим, что {К/}Г — исчерпывающее б’(՜’ семейство ком­

пактов, то есть, что

ку = к/+։(;=1, ?,-••) и и к>сн.
Далее, для любого /'> 1 выберзм Щ > /V;) настолько большим, 
чтобы при имели

-/(«., Л/у)| < А . (2 5)
3/

Введем теперь в рассмотрение последовательность непрерывных, моно­
тонно возрастающих на [—/V, (Л^ 1) функций

!*,(/)“* I ^Х(х)<7х 4- ----- , 7. — 1, 2,- ..,
.' 2/.Л

где

И (Л'), при / /V

(0 =
|И/), при — /V 4֊

I1 (— /V), при — .V < < <. — /V-ь
х

Как нетрудно убедиться, при любом 1^ [— Л/, Л] 

Нт |л։(0 = |А(г)

и, одновременно, при любом х 1

. Л' " V
.М/)|<1р(֊/У)| 4- V р+1. ИщС /ц+1.

-л՛
Поэтому, в силу теоремы Хелли о предельном переходе в интеграле Стиль- 
тьеса
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•V А'
,. I՜ *I»«W I d-Llf) ճր'->Jim -----------------;— = — ------- — > w է G .
’ * A. ['(w-0] ՜ 2V [/(«’—0]

(2.6)

При этом, легко проверить, что это соотношение равномерно по W внут­
ри б<՜!.

При любых 1 и у 1 пологим

N)
г , v. I Г (14-а) (• т/|ч(О 1 Z Z>(֊I/,(и՛, Ay)-=-exp-------------- I-------------- — .w(;G .

1 r

Тогда, в силу (2.6), можно подобрать последовательность натуральных

чисел |ху|Г так, чтобы при любом у<? 1

՛/(«>, N,ւ) - ք, յ ՝ и՝, (2.7)w^Kj.

В силу леммы 2.1, при любом / 1 существует треугольная таблица
отличных друг от друга комплексных чисел {«4*’ (*у> Л/()} (к — 1, 2, • • •, 
1 = 1, 2, * • •, к), подчиненная условиям (2.1) и (2.2), такая, что рав­
номерно по -ш внутри й՛՝ 1 выполнено соотношение (2.3). Следова­
тельно. можно выделить последовательность натуральных чисел 
}к)]Г такую, что при любом у > 1

В- (то, jw J (»у, N. )|i ' )— /Ху(ш, w £ Ку.

Отсюда и из неравенств (2.5), (2.7) следует утверждение теоремы.
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Հողվածում ապացուցված է երկու թեորեմ հավասարաչափ մոտարկման մասին կիսա­
հարթ ութ յան մեք ընդհանրացված սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների դասերում ^Աա1^նլի 
տիպի արտադրյալների միջոցով. Այդ թեորեմներից մեկը Շուռի հայտնի թեորեմի յուրօրի­
նակ համանմանն է։ Ապացուցված է նաև Ակուտովիլի հայտնի թեորեմի համանմանը մերո- 
մորֆ ֆունկցիաների նշված դասերի համար։

A.- M. DJRBASHIAN (JERBASHYAM). On antform approximation of functions 
of genaraltssd bounded type in the half -plans and the analogue of Akutowlcz’s 

theorem (summary)

In the paper two theorems on uniform approximation by Blaschka type products 
are established in the classes of functions of generalized bounded type in the half­
plane. One of these theorems is an original analogue of Schur’s well known theorem. 
There is also proofed an analogue of Akutowicz’s well known theorem for the pointed 
classes of moromorphic functions.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.53

Р. Аб. АВЕТИСЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
РЯДАМИ ПРОСТЫХ ДРОБЕЙ

Вопрос о представлении функций рядами вида у А/, ЦСь — г) с 

определенными ограничениями на последовательность полюсов С* и 
коэффициентов А,- изучался в ряде работ (см. [1]—[12])- Д- Вольф 
[1] доказал следующую теорему.

Теорема [1]. Пусть О — ограниченная жордановая область, и 
пусть ( аналитична в замкнутой области О. Тогда { допускает представ­
ление

f(z)= £ Կև|< + ~, z^G. (1)
*-i -k — 2

В работе [8] (см. также [9] — [12]) получено обобщение теоремы 
Вольфа для случая единичного круга. Чтобы сформулировать его введем 
некоторые определения. Пусть И = {г-. |г| < 1}. Через Е обозначим мно­
жество функций, аналитических в О и допускающих в О представление 
(1). Введем в Е норму по формуле

ll/և = inf s И*|, —J
(2)

где inf берется всем представлениям / вида (1).
Через F обозначим множество аналитических в D функций таких, что

/^=—
ձ~1 J Լ — z 

i)D

Норму в D введем по формуле

2к J 
dD

(3)

(4)

где inf берется по всем представлениям f вида (3).
В работе [8] доказана следующая теорема.
Теорема А. Пространства Е и F с нормами (2) и (4) идентичны. 

С другой стороны, в работах [2]—[7] изучался вопрос не только о пред­
ставимости определенных классов функций в виде (1), но и об оценке ко­
эффициентов Ah в представлении (1). В настоящей заметке мы обобщим
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теорему А на случай жордановых областей со спрямляемой границей так. 
чтобы получит։» гахже некоторые оценки коэффициентов Ан в представле­
нии (1). Отметим, что эти оценки будут несколько иного вида, чем в ра­
ботах [2]—[7].

Введем некоторые определения. Пусть G — ограниченная жордановая 
область со спрямляемой границей Положим G֊ = С/G. Пусть ю — 
функция, непрерывная в G. Через В.„ (G) обозначим множество функ­
ций /, голоморфных в G и допускающих в G представление вида

/։«>=S,A ■ -О». 6 (5)
*=։ -.к— z *-1 .'“(ч*)!

(если ։»('.)= 0, то считается тогда, что и А* = 0 и соответствующий 
член в (5) опущен).

Норму в пространстве B„.(G) введем по формуле

(6)

где inf берется по всем представлениям / вида (5).
Через Fu(G) обозначим множество голоморфных в D функций 

таких, что

х£>-л,
. — г

00 00

Норму в г’., (G) введем по формуле

■Лга(О) ~ |

00

(7)

(8)

где inf берется по всем представлениям / вида (7).
Введем теперь подходящий класс функций Ы. Для этого обозначим 

через Ф(ч) функцию, конформно и однолистно отображающую область 
G- на дополнение к кругу D, и пусть Z-—b(«-՛)—функция, обратная 
к Ф. Отметим, что Ф не предполагается нормированной условием 
ф(со)=о°, Ф'(оо)>0. Через Аа обозначим множество функций ш, 
непрерывных в G-, таких, что допускают представление

•«^)= Еся|Ф(С)Г, 1]|с„|< + оо, (9)
Л=о • л=о

Отметим, что в частности, если ш— голоморфна в и ш/£
(;Е(С-}, где — известный класс В. И. Смирнова.

Теорема 1. Пдсть С — ограниченная жордановая область со 
спрямляемой границей. Если т > пространства 5. (С) и
Ет(С) с нормами (6) и (8) идентичны.

Доказательство. Мы будем использовать метод обобщенные 
преобразований Фабера (см. [13], стр. 126). Пусть «։£ Аа и Ф(^) — 
отображающая функция, участвующая в определении (9) функции <՛»• 
Положим
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?,(/)“ (■'(/ ') — «) для ( £ [), г £ (7.

Так как область С имеет спрямляемую жордановую границу, то сог­
ласно известной теореме о соотвествии границ (см. [14], стр. 46, т. 4) 
функция 'Г допускает непрерывное продолжение на дО такое, что Т 
взаимно-однозначно отображает дО на дС. Отсюда следует, что о (/) 
также допускает непрерывное продолжение на дО такое, что (^) 
имеет ограниченную вариацию на дГ). Следовательно (см. [15], стр- 
105), функция «р*(0 абсолютно непрерывна на дО и имеет абсолютно 
сходящийся ряд коэффициентов Тейлора. Последнее означает, что

Ё-Н— ’ ЁМ«>К+-. зес. НО. 
V / 2 /4=0 * /!«։1

где Ь,I (г) — полиномы степени п. Отсюда, учитывая (9), получаем 

г—= Ё /Д’-’ Ё + .-ее, (10)
- — г п֊֊.\ I'1’ (•))

где /?„(?)- полиномы степени п, зависящие только от и Ф.
В силу абсолютной непрерывности <рг(Н, функция ՛!*(/) также аб­

солютно непрерывна на <)Г). Поэтому мы можем отобразить простран­
ство У7. (С) на А’оператором Т՝,.,, определенным по формуле

г,..(/) (п.)- ֊֊. [ /-^Ф(/)) л, /ея» (С), и< с о.
2՜ I .] (— и> <Ч1'>(|'))

Очевидно, функцию g в представлении (7) можно выбрать так, чтобы 
* У1՛ (/)Jf ** Vif (0, + г, s^>0. Следовательно, по теореме А функция 

допускает в D представление вида (1) такое, что

Ё1л-<^,,(О(г2- (И)
Jt = l

Обозначим через а. коэффициенты Тейлора функции Очевидно

v_j4*_=JL fxJSL—£__
11 À wk՜' ‘i-i .' œ(C) [Ф(’)|"

i)G

где ил—полюсы в представлении (1) функции 7’ш(/). Учитывая (10) 
и полагая £* = ф(глл) для /£^»(6’) имеем

во
л?„ " r2r.i .) шС) [Ф(С)]Л 

дО

= È Ё
л-0 *— 1

в.
‘-к— г

где Вц = Ак-ш (L*) wk. Учитывая (11), имеем

!'!».(« < 2,тЧ< ЁИ.К1/|,.,ф + 2>-
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Следовательно, если f£F»(G), то /£ и |/||я (0) <(0, . 
Докажем теперь обратное утверждение. Ьудем считать при а — •х 

функцию —-—si. Отобразим пространство B.Af) на F оператором 
а — z

К«,, определенным по формуле

*.(/)(») = s ' /ea՝(G)> “’-■а
Ш (s*) (Ф (-*) — w)

Так как при |а| > 1, I—-—' =1 и F есть банахово пространство, то 
|'а — wr

можно выбрать такое представление (5) функции /, чтобы Kw {f)\p 
<|Л„ „ 4-е, г 0. Следовательно, допускает в D представ-

ление вида (3) такое, что

~ У^(О||Л|ЧИ'(։и(б, +2г. (12)

OD

Обозначим через ап коэффициенты Тейлора функции

—* 0° А Ь
а = V--------—-------" А «>(С*)[Ф(Сх)1

1
Ь֊ф'(С)^.2՜ г J 

дб

Вновь учитывая (10), для / (-В,..(G1, имеем 

,, , Д Д* Д
п =и

п

1
2г/

ÔO
(Ф(С)]"' 2-1 .

дО

d'-., 
: - г

где gi (С) = ^(Ф(С))Ф(С)-Ф'(’)֊0,(՝Ь Учитывая (12), получаем

№,.«<֊; .1-ног |л!=2=
да ՛ чп

Теорема 1 доказана.
Задачу о представлении функций в виде (1) очевидно можно считать 

задачей о нахождении «дискретного» аналога интегральной формулы Ко­
ши. Естественным продолжением этой задачи является нахождение «ди­
скретных» аналогов формул Шварца и Герглотца. С помощью метода 
Вольфа [1] может быть получена следующая теорема («дискретный» ана­
лог формулы (Герглотца).

Теорема 2. Голоморфная в круге О функция { такая, что 
Ие/(г)>0, /(0)^>0, допускает в О представление вида

/<г)= Ес*֊֊֊’ с*>0, £с,<+оо, (13)
*-։ г» 2 ьй

тогда и только тогда, когда
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те
1 1' е" — z/(*) = ֊ V՜-n(e")dt, (14)

2 т. J е" — z 
о

где и - положительная полунепрерывная снизу на ÔD функция из 
класса L' (ÔD).

Доказательство. Если f допускает представление вида ( 13), то 
в качестве uÇ''1) в'(14) можно взять функцию

«(*") = S c,Re^i֊■„ ^[0, 2с],
*-i zk е

которая, очевидно, положительна, полунепрерывна снизу на dD и из 
L՝ (oD). Обратно, пусть теперь f представляется в D в виде (14). 
Положим u(z) —Re/(z). Так как и — полунепрерывна снизу на dD, то 
существует последовательность непрерывных функций (иЛ (ez/)}7-i та' 
кая, что 0< ия (е") < u„+J (е1') и (е11) и lim un(e“) = и(е“), t £ [0, 2к].

Л—ОО
Обозначим через «„(с) решение задачи Дирихле для функций ип(е,(). 
Возьмем последовательность sn > 0, е„ 1 0 при п — Существует ni 
такое, что u(zl—un (z)^>0 при z^D и u(z) — ия (z) < е։ при |z|

Так как un (z) >0, то найдется 8 0 такое, что 28<ия(г)

при z^D и 48<^в։. Далее, найдется г։ 0 такое, что |иЯ1 (z)— 

—и (r,z)|<8 при z^D. Отсюда получаем 8 < ип (г) — (и (rtz)—28)< 

<38 при z£D. Функция un(r։z)— 28 гармонична и положительна в 
круге Dur,. Поэтому из формулы Пуассона получаем, что функцию 
ия (z) можно приблизить в D следующим образом:

0 < “л, (2) — £ С1 Re -ï' -jj—~ < 43 ПРИ z^D, 
k-l Zk z

где c]^>0, |z^|^>l. Положим

m, z\ z
Vi(z) = u(z)— £ c\ Re — — при z^D.

k—l Zk Z
Из предыдущих неравенств получаем, что v։(z)^>0 приг££> и^։(г)< 

<2®t при ]z|-C — • Заметим теперь, что граничные значения функции 
2

Vi (z) вновь образуют положительную и полунепрерывную снизу функ­
цию v։(e/z) на dD. Следовательно, предыдущие рассуждения можно 
повторить для функции и, (е11) и числа е։ 0. Повторяя таким обра­
зом эти рассуждения п раз можно получить, что

, п z{ z 1
0 < u(z) - J] J] Re —j—— < 2ь„ при |/ -< • » 

!-\k-l zn z 2
где cJk > 0, |z/|^>l. Устремляя здесь п -* œ, получаем нужное нам: 
утверждение. Теоржа 2 доказана.
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Замечание. Из теоремы 2 нетрудно получить также «дискретный» 
аналог формулы Шварца. Отметим также, что с помощью теоремы 2 мож­
но получить еще одно доказательство теоремы А из работы [8].
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УДК 517.5

О паилучшсм приближении классов функций с ограниченной первой 
производной кусочно-постоянными в одномерном и двумерном случаях. 
Авакян А. М. Известия АН Армянской ССР, серия «Математика», 1990, 
XXV. № 3, 215—235.

В статье получены точные оценки погрешности приближения Соболев­
ских классов кусочно-постоянными в произвольном пространстве Не­
которые оценки обобщены для функций двух переменных. Библиографий 6.

УДК 517.5,517.9

Кратная интерполяция в весовых классах Харди и регуляризация 
расходящихся интегралов. Дыбия В. Б. Известия АН Армянской ССР. 
серия «Математика». 1990. XXV. № 3, 236—260.

Работа содержит обобщение некоторых результатов М. М. Джрбашя- 
на, относящихся к кратной интерполяции в полуплоскости (Р. Ж. Мат., 
1979, 3690) на пространства Харди с Ар весом 1<р<оо. Доказывается 

интерполяционная теорема в в случае, когда интерполяция реализует­
ся на действительном множестве Карлесона. Этот результат используется 
для регуляризации интегралов, расходящихся на счетных множествах. 
Библиографий 30.

УДК 517.444
Интегральные неравенства в весовых рефлексивных пространствах 

Орлича для сопряженной функции. Казарян С. С. Известия АН Армян­
ской ССР, серия «Математика», 1990, XXV, № 3, 261—273.

В настоящей статье найдены необходимые и достаточные условия на 

весовые функции, чтобы для сопряженной функции ( (х) имели место, сле­
дующие интегральные неравенства:

| Ф(ш(х)/(х))</х

Библиографий 11.



УДК 517.53

Ллпроксимдция гармоническими функциями на замкнутых подмноже­
ствах плоских областей. Нерсесян А. А. Известия АН Армянской ССР. 
серия «Математика», 1990, XXV, № 3, 274—283.

Описаны некомпактные замкнутые подмножества плоской области, на 
которых равномерно аппроксимируемы гармоническими в области функ­
циями функции, непрерывные на подмножестве, гармонические внутри и 
ограниченные на границе подмножества. Доказывается, что для этих под­
множеств существует скорость такая, что функции, непрерывные на под­
множестве, гармонические внутри и на его границе возрастающие не быст­
рее данной окорости (при стремлеюти точки к границе области), также 
аппроксимируемы. В терминах гармонической меры границы втих мно­
жеств указан интегральный критерий, характеризующий класс аппрокси­
мируемых функций. Библиографий 11.

УДК 517.98

Полиэдральные пространства: крайние операторы и расстояние Бана­
ха—Мазура. Восканян В. В. Известия АН Армянской ССР, серия «Ма­
тематика», 1990, XXV, № 3, 284—292.

Для пары конечномерных полиэдральных пространств X и У описы­
ваются в матричных терминах крайние операторы из X в К, а также рас­
стояние Банаха—Мазура (X, У) в случае, когда крайние точки единич­
ных шаров 5 (X) и 5 (У) явно выписаны. Библиографий 7.

УДК 517.53

О равномерной аппроксимации функций обобщенно-ограниченного ви­
да и полуплоскости и аналоге теоремы Акутовича. Джрбашян А. М. Изве­
стия АН Армянской ССР, серия «Математика»,' 1990, XXV, № 3 
293—302.

В статье установлены две теоремы о равномерной аппроксимации с 
произвольной точностью в классах мероморфных функций обобщенно- 
ограниченного вида в полуплоскости посредством произведений типа 
Бляшке. Одна из этих теорем является своеобразным аналогом известной 
теоремы Шу.ра. Установлен также аналог хорошо известной теоремы Аку­
товича для указанных классов мероморфных функций. Библиографий 10.

УДК 517 53

О представлении аналитических функций рядами простых дробей. 
Аветисян Р. Аб. Известия АН Армянской ССР, серия «Математика» 
1990, XXV, № 3, 303—308.

В настоящей статье рассматривается вопрос о представлении анали­
тических функций рядами простых дробей в областях в со спрямляемой 
жордановой границей. Показывается, что если функция /(г) есть интеграл 
Коши функции £ интегрируемой по определенному весу ы яа дС, то /

можно представить С в виде ряда — я) и оценить коэффи-
1

дИенты Д*. Библиографий 15.
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