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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հոդվածներ հրապարս.֊ 
■ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա "Մաթեմատիկա* ամ֊ 
գրում, հաշվի առնեք հետևյալ կանոնները'

I, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Լք), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա֊ 
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված Էջ»

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոյեդիայի հատուկ որոշմամրւ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցեյ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներովդ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ ւիոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա֊ 
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին Լչերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում Էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրկերի համար 
նշվում է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ֊ 
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և Էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում Լ քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա֊ 
'ոասխան տեղռւմ։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ դգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում. որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Տ. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր է։ հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի ’25 աոանձնատ[ պեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ թազրամյանի պոդ., 24 բ։ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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А. А. ВАГАРШАКЯН

ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ Н. ВИНЕРА И Р. ПЭЛИ

Введение

В настоящей работе обобщается следующая теорема Н. Винера и 
Р. Пэли [1].

Теорема 1. Класс целых функций экспоненциального типа а, 
удовлетворяющих условию 

во
У |/7(х)|։ <1х < со,

совпадает с множеством целых функций, допускающих представление 

а
/=(*) =

—д

»Де /(/)££,(—а, а).
Эта теорема послужила бсновой для многочисленных обобщений.
В исследованиях М. М. Джрбашяна, подытоженных в его монографии 

[2], была построена теория гармонического анализа в комплексной обла­
сти. На ее основе им были установлены теоремы о параметрических пред­
ставлениях широких классов целых функций произвольного конечного по- 

1 рядка р — и нормального типа.

Приведем частный случай одной теоремы М. М. Джрбашяна, в кото­
ром как специальный случай содержится теорема Н. Винера и Р. Пэли.

Теорема 2. Класс целых функций экспоненциального типа а, 
удовлетворяющих условию 

| 1/(х)1а 1*1“

гле — 1 < «о < 1, совпадает с множеством функций, допускающих пред­
ставление

/(*) ’’• | £ւ Н гх, 1 + (■։) +
Գ
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+ 1 + у ) Та (') *.

О

։ле <р| (т), ?։(")^^а(О, а).
Здесь

|*)= У------ -------Л Г(л + н)

С любезного разрешения В. М. Мартиросяна отметим, что, как он не­
давно показал, теория гармонического анализа М. М. Джрбашяна позво­
ляет получить результаты, содержащие в себе ранее известные обобщения 
теоремы 1, предложенные С. Бохнером, Н. Ахиезером, В. Гурарием для 
некоторых весовых пространств, в том числе для .пространоств целых функ­
ций экспоненциального типа а, удовлетворяющих условию

]'|/(х)1։(1 +1х|)_։л+в^<оо, 

— яэ
где п > 0 —целое число, — 1 < ш < 1. Среди сообщений теоремы Вине­
ра—Пэли следует отметить результаты Л. Шварца [8] и Р. Боаса [9].

В настоящей работе предлагается новое обобщение теоремы Винера— 
Пэли. Получены приложения этих результатов в вопросах полноты систе­
мы экспоненциальных функций.

1. Введем некоторые обозначения. Пусть 5з( - а, а', 0 °°
— пространство Бесова, состоящее из тех функции /(х). —а<С т 
для которых сходится интеграл

2 п-0 - з 3 |х — у\
- м —а —а

где [□] — целая, а {з| — дробная часть числа а.
Обозначим через О пространство бесконечно дифференцируемых функ­

ции с финитным носителем с общепринятой топологией. Пусть О* — про­
странство, сопряженное к О.

Пусть з — вещественное число. Следуя [4], обозначим через //(*> 
пространство всех тех для которых преобразование Фурье

и(/) является обычной функцией, удовлетворяющей условию

К, = ֊ |й)(։ (1 + <։М< (1>

—м

Заметим, что при 0<^а<^со каждая обобщенная функция и по­
рождается обычной функцией из А2(—оо, °о). Хорошо известно, см. 
[4], что при 0 < о < оо следующие две величины эквивалентны

Ы„,жМ . (2)
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Некоторые частные случаи приведенной ниже теоремы 3, ранее были 
опубликованы в работе автора [5].

Теорема 3. Пусть 0<а<^«х> и 0<^а<^^=. Пространство 
целых функций П(х) экспоненциального типа <■ а, удовлетворяю­
щих условию

(’|/:(х)р(1 + *«)’Л<со (3)

совпадает с классом функций, допускающих представление
п
(’ еи//(0Л. (4)

где: 1. если 0 •< « <С՜^՜ ’ то /(0 € В? (— а, а);

п 1 / 12. если — <о и а-------—не является иелым числом.
2 2

С Вг (— а, а) и

то /(ОС

/'*’(-а+ 0)=/'*’(а — 0)=0, 0<£<э (5)

3. если — < ։ и а-----------целое число, то /(I) С В% (— а,
2 2

дится интеграл

а), схо-

(6)

1 . и при — а выполнены условия (5)-

а

2

Д о к а з ат ель с т в о. Пусть целая функция Р(г) удовлетворяет 
условиям теоремы. Тогда она допускает представление (4\ где /(ОС 
С^>։(—а> а) (см. теорему 1). Более того из (2) и (3) следует, что 

/(0, продолженная нулем вне интервала (— а, а), принадлежит прост­
ранству В2(—оо, оо). Поскольку сужение на (—а, а) любой функции 
из Вс(—ос, оо) принадлежит Вг(— а, а), то /(ОС^г(—о, а) при всех 
0<о<оо. Далее, в силу включения

В? (—со, 4-оо)сС‘*)(— °°, + °°)>

1 при-

метим, что

<^о выполнены условия (5). Наконец за­
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Поэтому выполняется условие (6),когда а-------— целое число, так

Обратно, предположим, что /(/) удовлетворяет перечисленным 
условиям. Ясно, что формулой (4) определяется целая функция экс­
поненциального типа <а. Докажем, что для /?(г) выполнено (3).

Так как /(/)£ В?(—а, а՛!, то при а=—из (6) и (7) следует, что

/(<), продолженная нулем вне (—а, а), принадлежит В։(—со, то). От­
сюда, на основании (2), получаем (3).

рассмотрим случай — <^з<1. В этом случае /(0 — не­Теперь

прерывная функция и /(—а)=/(а) = 0. Введем четную функцию
— а), 0<х<^2а,

I /(—х — а), — 2а < х < 0.
Поскольку

то/0(х)^В2°(-2а, 2а). Далее, пусть /։ (х) =/0(х) W (х), где Т (х) — 
чётная функция из D, в окрестности нуля ЧГ (х) = 1 и supp ЧГ СГ [— Ь, 
6], где 0<^Ä<min (2а, я). Поскольку /1 (*) £ Вг (—«, я), supp/։c(— 
it) и (х) — чётная функция, то
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где ая — а_п, п^О, !,•••• Ясно, что мож>:о /, (х) считать периодичес­
кой с периодом 2~, продолженной на всю вещественную ось, поэтому

/_ Г fС f И,(*)-/.(*+у,х,, 
J .1 х — yl J J |f|—X — X — I — с

и в силу равенства Парсеваля имеем
nt

(V V! fl fSln 21 > J J ----7+s----dx)dt = £ I f>+2.— dt >

X -bnT.

Значит

2 |aJ’ln|2-<-.

Далее имеем
о 1 1

f ■ dx<A+B \ dx < A В f (9)P dx =
J (a2—x’)2 J x"’ .1 x*
—a 0 0

1 2
= A +Bt I x-2al £ a„(l — cos n x) । dx <

J lrt-i
о

J [i]
<A+Bt H £ |a„| n’x2'։ + x՜’ Ё dx.

J

Введем функцию C(x) = |a[xI|, x >0. В силу неравенства Харди, см. 
[6], имеем

J x4֊2“ Ç J С (tï t։ dt dx j ( j С (0 f1 dt j’.v2’-6 dy < 

0 1 10

<M\^C^y}y^ dy.
ô

Учитывая, что 2a— 1 >0 и воспользовавшись неравенством Харди имеем
1 •• ас 4» аг
J (—- J QO dt у dx = f Ç j C(t) dt') y*֊' dy < C» (y) y^ dy.

о 1/X f1 y о

Таким образом, мы получаем
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Аналогичным образом доказывается сходимость интеграла

С 1/(х)р
(а։-х։)Ь 

и
</х < оо.

Следовательно, в силу (7) /(/), продолженная нулём вне (— а, а), 
принадлежит 4 со). Откуда, на основании (2), Г (г) удовлет­
воряет условию (3).

Теперь рассмотрим случаи 0 < а -1_. В этом случае мы опять

строим функцию /։ (х) и продолжаем её нулем вне [ — г., х]. Получен­
ная функция принадлежит Вг(— со, оо) и её преобразование Фурье 

/։(х), в силу (2), принадлежит /У(։). Так как (1 +х։)*, при 0 < а <

является весом Макенхоупта, то преобразование Гильберта (5/։) (х) 

функции (х) опять принадлежит Однако обратное преобразова­

ние Фурье функции (5/,) (х) совпадает с нечётным продолжением 
/։ (х), »/"О на отрицательную полуось и в силу (2) принадлежит 
В?(—со, ֊г со). Значит /։ (х), х > 0, продолженная нулём на отрица­
тельную полуось, также принадлежит 5г(-- ос, + оо), так как чётное 
продолжение указанной функции также лежит в 5?(— оо, оо).

Так как для некоторого 0<^о<х, /։(х)=/(х— а), то в силу 
(7) сходится интеграл —л 4-

Аналогичными рассуждениями можно доказать сходимость интеграла

Отсюда вновь, в силу (7) и (2), получаем (3).
Наконец, пусть 1 О < 2. В этом случае, произведя в (4) интегри­

рование по частям, с учетом (5) получаем 
а

Г(г) — — (г) = — [ е1*1/' (О Л. 
г г 3

—а
Легко заметить, что /' (?) удовлетворяет условиям теоремы 3 с за­
меной а на а—1. Следовательно, так как О-Сэ— 1 <^1, то в силу вы- 
шедоказанного

]՝|Г։(х)|« о + х’Г^хС«,. 

— ев
Поэтому выполняется условие (3).
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Аналогично можно убедиться в справедливости (3) при 2<Га<3, 
3 < а < 4 и т. д.

Лемма. Если , - со), то в каждой, точке х для
функции /((} выполняется условие непрерывности в среднем:

»ч- ։ х
Пт (’ / (0 ֊ 4֊ 1/(0 Л") = 0. (8)
г-о \ о м1 о /

*• х— г
Доказательство. Не теряя общности можно предположить, 

что х = 0. Умножая, при необходимости, /(/) на гладкую функцию с 
носителем в (—«, к), можно получить функцию /0(х), которая в ок­
рестности нуля равна /(л-), яирр/оа(— г., г.) и /0(х) £В\12(— «>, ос). 
Функцию /0(х), — к<х<^« представим в виде

/<։(*) = У апе1пх,

причем у |а(1|։ |п| < оо. Положим
Л—-*

Значит

где М не зависит от о и т. Отсюда следует, что /(о)-»0 при 8-» 0.

Замечание. При в теореме 3 на функцию /(х) бы­

ли наложены условия/(—а4֊0)=/(а— 0) = 0, которые обусловлены
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непрерывностью функции из Вг (— , °°)- В случае, когда <։ = —.

согласно (8), функции из со, °°) обладают свойством непрерыв՝
н°сти в среднем, поэтому на концах интервала [— а, а] в теореме 3 
/(О должна в среднем стремиться к нулю. Но видимо это не может 

заменить условия (6) при з — — •

Теорема 4. Пусть а<^0. Пространство целых функции Р(г) 
экспоненциального типа < а, у довлетворяющих условию

| 1Р(х)/я (1 + х։)’ с/х < то,

совпадает с классом функций, допускающих представление

Р (г) -- ф (е,г

где (•) — распределение из пространства {В> ’ (—а, а))*.
Доказательство. Пусть /'(г) удовлетворяет условиям теоре­

мы. Тогда преобразование Фурье функции Р(х), ՛*> < х<^оо, при­
надлежит пространству (2?2а(—со, ос))* и её носитель содержится в 
интервале [— а, а]. Докажам, что существует распределение ® £ 
£(5Г’(— а, а)Г, которое на функциях вида /(х)/, , и] (/), где /(/)€

совпддает с Л՝(■).
Обозначим через Р(/) многочлен порядка 2 та-+ 2

кой, что
а) ==/'*’(_ а), Р(к,{а)^Г)(а),

7|

при О -С А <^ — в-------- Введем функцию

/*(0 =
/( —2а-?)-Р(-2а-0. ֊2а</<֊а.
/(/)-Р(0, -а</<а,
/ (2а—/) — Р(2а— /), а \ / <2а.

Пусть Ф(<) — некоторая функция из Со (—от, со) с носителем в 
интервале (—2а, 2а) и такая, что в некоторой окрестности интерва­
ла [— а, а] равна единице.

Наконец, введем оператор

5:5з’(—а, а) — Вг ’(— , ос) 
следующим образом:

(5/) (#) = Ф(0 (/*(0 + Р(0).
Определим распределение Ф (•) следующей формулой:

?(/)-֊= ^(5/).

где а, а). Легко проверить, что <р(-)£ Вг” (—а, а))* и удов­
летворяет нужным нам условиям.
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Теперь пусть «> (•) £(#Г’(—а, а))**. Так как сужение любой функ­
ции оо) на интервал [—а,՛ а] является сжимающим
оператором из ВГ’(— °°> со) в Вг (—а, а), то ?(•) можно рассмат­
ривать как элемент из (5г ’(— =о))*. Теорема доказана.

2°. В этом пункте рассматриваются вопросы полноты системы 

из экспоненциальных функций в пространстве Вг (— а, а),---- 2՜ <а '՝

оо.
Пусть >-л, п = 1, 2,••• — последовательность комплексных чисел, 

среди которых некоторые могут равняться друг другу. Следуя М. М. 
Джрбашяну, обозначим через количество чисел, равных а* в семей­
стве а։,-Выражение “(ал}“-1 — нули целой функции <р ().)* озна­
чает, что в последовательности рЛ}7— ։ каждый корень функции (а) 
встречается ровно столько раз, какова его кратность.

Аналог приведенной ниже теоремы для пространств Ьг [—а, а] хоро­
шо известен, см. [7].

Теорема 5. Пусть ф (Л)—целая функция экспоненциального ти­
па, удовлетворяющая следующим условиям:

1. А? (՝2՜) (---- 2՜ ) $а’ где — индикатор функции.

<Р ('֊).
2. сходится интеграл

3. расходится интеграл

I и-Г х։) в4/х=оо,
*/ 

— а:

1 - где-------< з < сс.
2

Тогда система [хл*՜' еА*г)?=|, где {'■*)*_! — нули целой функции 
?(>■), полна_в пространстве —а, а).

Доказательство. Предположим, что теорема не верна. Это озна­
чает, что существует нетривиальный функционал Т £ (Вг (— а, а))* такой, 
что

’Г(х*я՜1 2 * * 5 * * В еП/гГ)=0, п = 1, 2, - -.

Введем следующие функции:

/р.) = Ф(е'’г} и я(л) = Я±. 
'Р(')

В силу теорем 3 и 4 сходится интеграл К..Л *□.
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J j/(x)|։ (1 + x’F’rfx < OO.

Следовательно, (1 + x։) 1 log ! i/(x)| £ £.t (—co, <x>).
Далее, из условий теоремы следует, что для некоторого С 0 

функция <р (A) е1,с является аналитической в верхней полуплоскости и 
там принадлежит пространству Неванлинны. В силу первой основной 
теоремы Неванлинны (14-х’) log~|<p(x)] £ L{ (—ос). Следова­
тельно

flog’ g(x)l-—( 1ог'1/(х)1-т֊4--ь
J 14-х J 14- х’

4՜ I log~,'<p(x)i —-<сг,. (9)
J 1 ч- х

В силу теоремы М. Картрайт, см. [7], индикатор функции g (А) имеет вид

(0) = Л |sin9;.

Так как g (А) и <р (А) — целые функции вполне регулярного роста, то 
в силу условия 1 теоремы, с учетом того, что f (А) — экспоненциального 
типа а, следует, что k = 0. Следовательно, g (А)—целая функция нуле­
вой степени. Из сходимости интеграла (9), в силу принципа Фрагмена- 
Линделёфа, вытекает, что g (А) = const. Тогда имеем

/(>) = С <р (X).

Если С=/=0, то приходим к противоречию с условием 3 теоремы.
Для формулировки следующей теоремы нам придется ввести некото­

рые обозначения.
Пусть задана некоторая последовательность положительных чисел 

Мп, п. — 1,2,.., удовлетворяющих условиям:
1. Мй = 1, Мп iZMn+i, п = 0,

2. Для любого х^>1, lim 77-= 0; 
Л-- Мп ■

3. М„ < Мп+1 Мя-1, п = 1, 2, •••;
4. сходится ряд

“ Мп
у-----------< 00 •

Л — 1 пМп-^Л
В дальнейшем, для краткости, последовательности Мп, Л = 0, 1,..., ко­

торые удовлетворяют перечисленным выше условиям, будут называться 
допустимыми.

Обозначим через С9 {Мп} нормированное пространство бесконечно 
дифференцируемых функций, определенных на действительной оси, для ко­
торых
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|fle = sup sup / | Jj— <00■ -<x<« л>о q ni Mn
где q Пространство C{M„\ является индуктивным пределом то­
пологических пространств Cq {ЛЛ,}.

Пространство распределений, порождающее непрерывные линей­
ные функционалы на С{Мп\, обозначим через С* |Л/П).

Теорема 6. Пусть Мп, п =0,1,... —некоторая допустимая 
последовательность, и / £ С* Для того, чтобы система
(х*՞՜ 1 где {'«}«—1— нули целой функции f^e0^), была полна

в пространстве ВЦ — а, а),---- — < а<^ со, необходимо и достаточ­

но выполнение следующих условий-.
1. supp f^[ — а, а], причем концы интервала а и — а принад­

лежат носителю f‘,
2. ^(ВЦ-а, а))*.
Доказательство. Достаточность непосредственно следует из то­

го, что целая функция f (ebJC) удовлетворяет условиям теоремы 5. 
Действительно, из допустимости последовательности М,„ n=0, I,--- 
следует сходимость интеграла

I log+ |/(е'Н1(1 +>։Г։А<оо.

Из условия зцрр/с^[—a, aj следует, что /(е,Хх)—целая функция не 
более чем экспоненциального типа а. Условие на индикатор для функ­
ции f(elx) следует из того; что концы интервала [—а, а] принадле­
жат носителю /.

Необходимость условия 2 теоремы очевидна.
Предположим, что supp/S[— а, а] и один из концов интервала 

[—а, а| не принадлежит носителю /. Тогда с помощью сдвига х -> 
—>х4֊о можно добиться того, чтобы оба конца интервала [—а, а] не 
принадлежали носителю /. Пусть (х) £ С {Мп} и supp<f>C [—5, 8], где 
8 > 0. Введем функцию

g(x) =/(<р(х + /)), — со<х<оо.

Число о можно выбрать настолько малым, чтобы supp g CZ [— а, а]. 
Выбором можно добиться включения —а> а))*- Осталось за­
метить, что нули функции /(е/1Х) являются нулями также и функции

а 
е,Хх g(x) dx.
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Ա. Ա. ՎԱՂԱԸՏԱ՚յՅԱՆ. Ն. Վիներ և Ռ. Պեյիի թեորեմի ընւյհանրացումթ (ամփոփում)

Տվյալ աշխատանքս! ընդհանրացվում է ն. Վիների և Ռ. Պելիի թեորեմը կշռային տա­
րածությունների համար։ Ստացված արդյան քներ՛ը կիրառվում են կքսպոնենցիալ ֆունկցիա­
ների սիստեմի լրիվության հարցերը ուսումնասիրելիս։

A. A. VAGARSHAK1AN. The extension of N. Wiener and R. Paley theorem (summary)

In thia paper the N. Wiener and R. Paley theorem is extended fcr weighted 
classes. The results are applied in the study of completeness of exponential systems.
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Г. Р. ОГАНЕСЯН

ВКБ-ОЦЕНКИ ДЛЯ УРАВНЕНИИ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
И ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Пусть (/.(/» х, Ох) — эллиптический, классический, псевдодиффе-

I ренциальный оператор (ПДО) порядка определенный при 2 ]0,

7], х£2? (например, О = <1 (2, х)—А, </{>0, А — оператор Лапла-
► са) с неограниченным при 2-»0 символом д((, х, 5):

11т у (2, х, ?) = оо, равномерно по (х, Е)(;ЛЛ X К”.
1-и

Хорошо известно (см. [1]—[7]), что сингулярную при 2 = 0 задачу 
Коши для гиперболического уравнения

£ == (о1. 4- (?‘ (2, х, 7>х)).у(2, х)=0, (2, х)£]0, Т[ X Я" (1.1) 

надо ставить в весовой постановке. Это объясняется тем, что уравнение 
(1.1) может иметь решения стремящиеся к нулю либо не имеющие предела 
при приближении к начальной гиперплоскости 2 = + 0, что приводит к то­
му, что дан1։ые Коши для таких уравнений теряют смысл.

Например, общее решение сингулярного уравнения

(с։< 4֊ /.'({) дх) и = а (Г) и({, х), а = 2՜10, а=2՜20, (1-2)

имеет вид (С(х) — произвольная функция):
о(/., х) = С(х — л(2)) ехр {а (2)} = Ф(0 С(х),

здесь, если /.(2) — вещественная функция, оператор Ф (2) = ехр {а (2)— 
— к(1) с*г’ является интегральным оператором Фурье. Из вида обще­
го решения мы получаем формальнее соотношение

С(х) =Ф 1 (2) и<(2, х) = Пт Ф՜1 и = {ехр (X дх— а)} и(1, х), 
/-о

которое мы будем трактовать как обобщение начального условия Ко­
ши, имеющего смысл при всех 2, в частности, и при 2 = 0. Отметим, 
что оператор Ф»(2) можно найти, решая задачу Коши для (1.2) с дан­
ными при 2 = 7’ > 0, где уже нет особенностей.

В настоящей работе предлагается весовая постановка задачи Коши 
для уравнения (1.1), в которой начальные данные при 2 = 0 задаются с 
помощью весовых интегральных операторов Фурье. Идея этой постанов­
ки та же, что и для уравнения (.1.2). Именно, из теории интегральных опе­
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раторов Фурье ([10], [11]) известно, что общее решение уравнения (1.1) 
записывается в виде

у = ф։ (/) с։ (х) + Ф։ (0 Ct (х), где Ф1, а — некоторые интегральные опе- 
р торы Фурье (ИОФ). Дифференцируя это соотношение по t полу­
чаем систему

у = Ф, + Ф։ Ct, у, =Фн С։ + Фг< Сг, (1-3)

разрешая которую относительно функций С։, 2 (х) мы получаем формаль­
ные соотношения (см. § 3):

С] (х) = о'_ у = ((Ф3"ЛФЛ)՜1 (Фз’Л у)„ j = 1, 2, (1.4)
Ф

которые трактуем как начальные условия

limCL(y)=C(x), С(х) = (С։, С։), О,(у) = (О՝Лу), Ol(y)) (1.5) 
/■•0 Ф Ф Ф Ф

для уравнения (1.1).
Замечание 1.1. В случае регулярного уравнения (1.1) эта поста­

новка начальной задачи эквивалентна (см. замечание 3.2 ниже) обычной 
задаче Коши, а в случае, когда оператор Q не зависит от х совпадает с 
вронскианной постановкой начальной задачи, предложенной в [5], [6].

Доказательство ’основного результата статьи об однозначной разре­
шимости задачи (1.1), (1.5) '(см. теорему 3 ниже) основано на примене­
нии ВКБ-оценок для уравнения в частных производных (теоремы 1, 2). 
Ранее ВКБ-оценки были известны, по-видимому, лишь для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (см., например, [9]), поэтому теоремы 1,2, 
как нам кажется, представляют самостоятельный интерес.

Для каждого вещественного числа т через 5“ & мы обозначим 
класс символов Хёрмандера, а через 5с — класс классических (поли- 
однородных символов (см. [10], [11]). Обозначим, далее, через 
(Wc) множество всех собственных ПДО с символами класса 5"։(5Г). 

Пусть Н3 = Н3 (R՞) — пространство Соболева с нормой —- 
= J и (х)|’ dx, где Es—ПДО с символом (1 + ]E|’)J'2. Пусть

С([0, Г], Н3)— пространство непрерывных отображений [0, Г] в Н3, 
а Li ([0, Г], Н3) —пространство интегрируемых отображений [0, Г] в Нг.

Обозначим через Р множество вещественных, положительных непре­
рывно дифференцируемых на ]0,Т] функций р(0, удовлетворяющих усло­
виям

-А
р'(0>0, p'(t)p 4 (<)££,[0, П 1йп֊^֊ = 0. (1.6)

'го р3 (t)

Пример 1.2. Функции р(^)==£-т, exp > *~2(—Ь 0Т> { €

£]0, 1[ прииаялежат классу Р при f ]>2.
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Если ПДО <2 обратим, то имеют смысл следующие вспомогательные 
ПДО первого порядка:

Л։, 2 (/, х, Ох) = ± ,(2’ - ОТ1 0։• (1.7)

Обозначим через Ф;(6 Т), у = 1, 2 разрешающие операторы сле­
дующих гиперболических псевдодифференциальных уравнений первого 
порядка:

х) = А}({, х, Ох) х), у = 1, 2, (1-8)
переводящие ‘»/(7’,-) в ш/ (/,•), т. е.

«/(Л-)=Ф/(6 Т)^(Т,-). (1.9)
Отметим также, что Фу являются точными решениями операторных 
задач Коши

д,Фу«. Г)=Л.у(#, х, Д,)Фу(6 Т), Ф^Т, Т) = 1. (1.10)
Для краткости мы будем иногда писать Ф вместо Ф։ {I, Т).

Замечание 1.3. Для существования операторов Фу, Ф/’ при {>0 
достаточно предположить (см. лемму 2.1 в следующем параграфе или 
[10], [П])» что С? обратим

<7(б-,-ХС’(]0, 7], с°(/ггп)), (1.11).

Лу£ и главный символ ։Л/ является вещественной функцией. (1.12) 
Для наших целей нужны еще равномерные по £ [0, 7’] оценки нормы 
оператора Г= Ф՜1 Ф2 (см. лемму 2.2 в следующем параграфе), поэто­
му мы накладываем более жёсткие ограничения на <2 (см. условие Ш) 
ниже).

Пусть
1). Оператор <2 однозначно обратим в Н " = и Н*,

И). £-»-д (£,-,•) является дважды непрерывно дифференцируемым 
отображением ]0, Т] в С* (R2՞), причём существует функция р (0 £ Р 
такая, что

_2_ 2- ]
Р 4 Зб*2, Р 4 (֊—) /=1, 2, (1.13)

I
Р4 С2՜'€՛։■"» (114) .

.4 1
(О [О, С2К՝Р՜2, (1-15У

Р и)
где через [ , ] обозначен коммутатор

Ш). (? ֊((?’)* £ ՝Г°։ [Ф(Г, 0(2։Ф(6 Г), 
равномерно по ££[0, Г].

Отмстим, что условию ։) удовлетворяет эллиптический ПДО Ф, за-- 
гисящий от пгргметра t. Это вытекает из следующего предложения (см..
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Предложение 1.4. Для любых С > О, о^>0 и ։^>0 можно 
указать такие IV >0 и в>0. что если

3(1 + |5|)"<р(х. ։).

Hi + ß) • Ißl-o, 
»il + i!)'n-'|։|> i?j=#=o:

(1.16)

(1.17)

для всех мультииндексов «, 0 таких, что |а 4- 3’ < М то оператор 
Р(х, О) осуществляет изоморфизм между Н' т и Н՛.

Сформулируем основные результаты настоящей работы.
Теорема 1. Пусть выполнены условия I), 111), (1.11), (1.12) и 

существуют положительные функции 0, 2(;/,։|0, 7] такие, что 
.для всех /(До. Г]

֊4т <2՜2«?"%<?. <У 3[С?/, <?]<?€*'•. (1.18)
Р։ (О Р։ (О

Тогда для произвольных С,(х)^Н* уравнение (1.1) имеет ре­
шения уг 2, представимые в виде

У1 2(/, х) = Ф/(/, П{СДх)4֊։у(/, х)}, у = 1, 2, (1.19)
где

й -о, >1.1 ,
Теорема 2. £сли выполнены условия теоремы 1 и существует по­

ложительная функция у (О такая, что

limi(0 = 0, ֊4֊ Q-’Q/Çn /£[0, Г], (1.20)
‘-° I (О

то существуют линейно независимые решения j/i, 2 уравнения (1.1), удовле­
творяющие соотношениям (1.19), (1.19х), причем эту асимптотику можно 
дифференцировать по t, т. е.

àtyj = <bp(t. D IC/(x) + 8.+2(t х)), ; = i, 2, (1.21)
или

21—1
à,yj=i <2аФ/(л T) \c,(x) + ^(t, х)}, ;=1, 2, (1.22) 

где
Jim I», (/, • )|д = 0, j == 1, • • •, 6. (1 23)

Замечание. Теоремы 1,2 остаются справедливыми, если интер­
вал ]0, Tl заменить на [Т՝, оэ[, а в соотношениях (1.19'), (1.23) заме­
нить /—»0 на / -»-со.

Теорема 3. В условиях i) — iii) уравнение (1.1) с начальны­
ми условиями

lira {Фу ( Т, /) (Q՜2 àt 4- i2'՜1) у} = Cj (х), J = 1, 2, (1.24)

при Cj(x)^H,J" имеет единственное решение у £ С’ (]О. Г], И1), 
причём имеют место оценки
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2*-1

^у^<ср 4 «){|С'1||,+։+|С4х+<ь к = 0,1,2. (1.25)

Злесь постоянная с зависит только от постоянных, фигурирую­
щих в И), а

* = О,
1, к = 1,
2, Л = 2,

(1.25')

§ 2. ВКБ-оценки для уравнения (1.1)

Уравнение (1.1) заменой

и1 = ^-О֊2(^-л2)г/> и3 = -!-(Г2(д1֊А3)у (2.1)
2г 2

сводится к системе

(<?/ — Л։) «1 = 5(и։ 4- гг։) + Я (и։ — и։),
(2-2)

(^ — Ла) ц3 = — 5(и։ + «։) — £ (“1 —Иа),
где

5=4 (2՜’«?՜*)« с» я = 4<Г3[а> <3$ (23)
Л А

Отметим, что т. к. операторы 5 и R имеют нулевой порядок, а Ль г — 
ПДО первого порядка, то смысл преобразования (2.1) в том, что преобра­
зованная система (2.2) является почти диагональной.

Обозначим через Ф/1 = Фу (Г, /) операторы, обратные к Фу = 
= Фу (/, Т), которые будут существовать благодаря эллиптичности 
ИОФ Фу.

Преобразованием

иу(Л-) = Ф(^> Г)--у(б-), Ф = Ф1։ у = 1, 2, (2.4)

из системы (2.2) получаем

яп = 5ф(г։ 4- г3) 4՜ Яф(г։ — яа),
(2.5)

(Л! Л։)ф = ■֊։<(-։ “ • а) Ф (г1 гг)<

где
5Ф = Ф ( Т, П 5 Ф (/, Т). (2.6)

Далее заменой га =/?(/, Т) гл, где Г) — точное реше­
ние операторной задачи Коши

^Г4-(А։-Ла)фГ(Л Г) = о, Г|,_г=д (2.7>.

второе уравнение системы (2.2) примет вид

г3, ~ — / (Т, () (5ф (Х| 4- л») 4- 7?ф (ях — Яа)].
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Интегрируя по / [О, Г] полученное уравнение и первое уравнение систе­
мы (2.5) получим систему интегродифференциальных уравнений

I
г, (0= С{ (х) + у (5ф(2։ + г,) 4- /?♦(*։ ~ г,)] (х, х) 

и
(2.8)

/

х«(0-^(6 Г) С։(х)-ь|л(6 Т)Р{Т, т){/гФ(г։֊х։)-5ф(л։4-х։)|</г. 

0
Из (2.7), обозначив

Р(О«Г(<, Т)р(Т), (2.9)

получим задачу Коши

Рг4-2|Ф(Г, оС’Фи. 7’)р(0 = 0, ?иГ=1. (2.10)

Рассмотрим вспомогательное ПД уравнение первого порядка

«, + а(ь х> Дг)«(х, х)=0, х£]х1։ х։[. (2.11)

Будем предполагать, что
а) . Символ а(х, х, Е) принадлежит ограниченному множеству в 

.3։(/?2") при Iх։. х։1.
б) х-»-а(т, х, с) является непрерывным отображением [х1։ х։] в 

С° (/?2я),
в) а (:5с и главный символ а чисто мнимый.
Хорошо известна следующая (см. [11], теорема 23. 1.2)
Лемма 2.1. В условиях а), б), в) для любого вещественного $ 

м а(х/։֊)£^' . у = 1։ 2 существует единственное решение а£С([т1։ 
х։], Н3) уравнения (2-11) с начальными условиями

’(х.-)иу = «(х/.-). у=1. 2.

причём любое решение а удовлетворяет оценкам

1а (х1) е- Ч < I* (х) е֊Ч < I» (х.) е-
(2.12) 

1° (х։) «Ч < |]з (т) еЧ < р (֊։) еЧ.

— достаточно большая постоянная, зависящая от символа 
а(т, х, £) и з и не зависящая от =(х), т։, т։.

Замечание. Из леммы 2.1 следует существование ИОФ Фу, 
Ф/1 при ^2>0. Уравнение (1.8) преобразованием

Г _ 1_
х — У Ур («) а = ± /р Лу ({, X, Ох) о I (х), а (т) = ш (/) о ( (т), (2.13) 

1



ВКБ—оценки для уравнений 129

■сводится к (2.11) с *։ = 'о. Применение оценок (2.12) к (2.11) приво­
дит к экспоненциально растущей при 1—0 норме оператора Р ( Т, 
Это делает невозможным обращение интегродифференциа\ьных урав-

а нений (2.8). Ужесточив требования леммы 2.1 в следующей лемме 2.2 
< мы добьёмся ограниченности нормы оператора Е, что позволит полу- 
• чить утверждение теоремы 1.

Лемма 2.2-Если равномерно по £^[0, Г] выполнены условия

О’-«2։)*6«^ (2.14)

£֊,[(<2% &]€*”, (2.15)

■то для любой функции непрерывно зависящей от па­
раметра Т> О, справедливы оценки

— М Г Д, < ]£(<» Т) V ( Т, Д, < с Ь (Т, •)(,. (2.16)
с

где постоянная с зависит только от символа оператора физ.
Доказательство. Из (2.14) и теоремы Егорова (см. [12]) 

следует, что
Ф ( Г, О ((<?3)* — (?») Ф (/, Т) ֊ 4го.

Отметим, что здесь теорема Егорова применима, т. к. из условия 
_ 1 1

4 2
р 0. € 4Г следует, что операторное уравнение ф/=Лф с особен­

ностью при / = 0 сводится к уравнению без особенностей Ф- — 
_2_ 

2 — —
= р Л Ф, ф(т) = ф (/)»/(-).

Далее, из уравнения (2.10) и равенства

— <Мр, Р) = — (Рг Р) —(Р. Р,) =2г(((С’)Ф — (<22)ф) Р. р)

получаем оценку И*-“С с|рр. Из этой оценки заменой р —» Е^, (<2’)ф-»-

— £,((?։)ф Е-1 ввиду (2.15), получаем оценки —с < д։Нл.< с.

Интегрируя последние оценки по [/, Г] получим неравенства

е-сГ |р (Т, ■ )|, < Ир (л • )|, < е" |р (Г, • )|„ (2.17)

из которых и вытекают (2.16).
Перейдем к оценке решений *1,2 системы (2.8).

Из условий (1.18) и теоремы Егорова следует, что -у- 5<₽, £ 4го,
Р1 Р։

т. к. функция, зависящая только от I, очевидно, коммутирует с опе­
ратором Ф(£, Т). Отсюда, в силу теоремы о непрерывности ПДО 
класса 4՜° в пространствах Соболева ([10]—[12]), получаем для лю­
бых и £ Н‘ оценки

₽1 (0 (*)
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Применяя эти оценки и лемму 2.2 к системе (2.8) и обозначив 8 = 
= ₽1 + Рз (т)» получим

/
<JCX + c + ьу К-) J = b 2. (2.24)

6
Сложив оценки (2.241 и применяя лемму Гронуолла (3 £ £։ [0, 7]),
получим

|х։ (Л • )Ц, + U, (#, • )t < (|<Ч 4֊ |<Ч) ехр (2с | ? (s) л). 

ci

Применив эти оценки ещё раз к (2.8) получим, что величины

Ь('.-)֊^(6 7՜) CJ, 

мажорируются сверху выражением 
I

֊֊ ( ֊ 1 ь ехр (2с С ₽ (s) rfs) ) (ЙС.1, + i|C։|J. 

О

Возвращаясь к обозначениям z} — Ф 1 и; получим

t

— 14֊ exp (2с j 8 (si

|Ф(Г, 0 м, - С,|. |Ф(Г, f) и3 - F(t, Т) С,«, ֊< ----------------- ---------------- -

(2.25)
Доказательство теоремы 1. Обозначив через у у ։(f, х) 

решения уравнения (1.1), которые получаются из (2.8) при С։ = 0 и 
Су = 0, соответственно, из (2.1) имеем

У = о։ 4՜ и։, У։ - Л։ и, 4֊ Л, и1։ (2.26)

поэтому при С։ = 0, ввиду (2.25), получаем

։ф (Т, t) у у - CJx < |Ф -1 иу - + |ф -1 <

t
< | — 1 +- ехр (2с | з (s) ds^ j . (2.27)>

о
Аналогично при Су s= 0 получаем

8Ф(Г, Oy։--^CJ ^|ф-։и,| 4-|Ф 'u.-FC.l с

I
•< { - 1 4- ехр (2с | fl ds') I . (2.28)

о
Из этих оценок, обозначив s, = F՜' (ф՜1 у,—FC^, е։ = ф ( T, t)yy (t, •)— 

Су, получим (1.19), (1.19') и утверждение теоремы 1, учитывая, что
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Ф։</, Г|=Ф, (/, 7). (2.29)

Последнее соотношение следует из того, что опер 1торы Ф։(/, Т) 
и Ф։7 являются решениями задачи Коши (1.10) при / - 2. которая, в 

։э силу леммы 2.1 имеет единственное решение.
Доказательство теоремы 2. Из предположения (1.20), 

оценок (2.25) и соотношения (2.29) имеем при Сз = 0:

|Ф՜’ О 2у. - <|(0 2 ла)ф ф-: о,|։ 4-Л,),. С, - /С,1,-Ь

/

+ || <2 2 Л1)|.(Ф՜’«I — С*։)Ь < с 7 (0 — 1 4՜ ехр^2с | (2.30)

о
т. к. из (1.7), (1.20) следует, что Ф ‘ С՜2 Л;Ф£4՜ , /=1. 2- 
Аналогично, при С1 = 0 получаем

'11 |ф-* с՜2 Ч։1 + и-՝с^ < К (Г2 Л։)ф (ф֊։ Из - + (С-2л,)ф Ф֊։ 4-

։
4-|1(С՜2 Л։)ф 4- /} РС^с (7(0- 1 4-ехр [ 2с | 3^)^. (2.31) 

•>
Представление (1.22) получается из 2.30), (2.31), если ввести обозначе­
ния

5;, = - ,ф ֊։ (2-֊’ Уи - С„ з0 = /Г՜1 {Ф՜1 О՜2 у21 - ։Р С3}.

Формула (1.21) следует из (1.22).
Для завершения доказательства теоремы 2 осталось показать линей­

ную независимость решений у! и уз, для чего достаточно показать, что из 

у14-уа = Ф1С1(14-£1)4-Ф։С։(1 Т1։), (2.32)

для всех (/, х)£]0, 7) X R" следует С\ (х) = С։ (х) =0 
Ввиду (1.21) имеем также

?/п 4-у2,= Л։Ф, (I 4- е3) 4֊ Л,Ф։С,(1 4- 8։)=0. (2.33)

Подействовав на (2.32) оператором А, слева и вычитая (2.33), полу­
чим

Са(1 4-з,) = Ф։(Г, 0(Л1-Ла)-1{Л։Ф|С1(е1 -а։)т

4- Л аФа Са (г։ — а4)) — о (1), .* -> 0, х £ R ", 
-откуда следует, что Са(х)^0. Аналогично, из (2.32), (2.33) следует 
С,(х)Э0. ' 

§ 3. Упрощение начальных условии и энергетические оценки 
элементарных гиперболических уравнении

Из формулы (1.5) следчют формулы преобразования оператора 
О^. .

Ф(у) относительно
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* п 1а) обратимого преобразования В: у — Ви, — В Ф/,

О-(у)= Оф-(у), 
Ф

б) преобразования подобия о —И 1 у А, '1 у = 4 1 Ф/ А ', где А. 
— обратимый оператор, не зависящий от I:

0ч (о) = А"1 О_ (у) А, 
Ф

в) преобразования /:■։-»■/, х — х :
О-(у) = Оф-(у*), Ф

здесь

Ф* — ф (О □ I (-), у* = у (/) с. I (т).

Отметим, что при £ = 0 преобразования а), в) могут быть вырожден­
ными или сингулярными.

Определение 3.1. Начальные данные мы будем называть эк­
вивалентными, если они отличаются преобразованиями, указанными в 
а), б), в) или же отличаются от О֊ (у) на величину, стремящуюся к 

Ф 
нулю при £ — 0.

Замечание 3.2. Если уравнение (1.1) регулярное, т. е.

£ [0, Г], то нетрудно показать, что Ф,~1, Фа (, /0, и (1.5)՛
эквивалентно обычной задаче Коши.

Отметим также, что если операторы Фу и Фу/ коммутируют (а 
это имеет место, если, например, коэффициенты уравнения (1.1) не 
зависят от пространственных переменных х), то постановка задачи 
(1.5) совпадает с вронскианной постановкой начальной задачи, пред­
ложенной в [5], [6].

Покажем, что пользуясь представлениями (1.19), (1.22) формулу 
(1.4) можно упростить. Действительно, действуя оператором —г‘0՜2 на 
представление

у, = г 0’(Ф, (С, +Ъ)֊Ф,(С։+ е0>)

и сложив с равенствами

±У=± +в։) ± Ф։(С։ -|-8։)
получим, учтя (2.29), после несложных преобразований, соотношения

Ф՜' (У ~ 'ОТ* У։> = 2С։ + г։ -Ь г., + В (։։ — ев),

ФГ՛ (У + гО՜2 у() = 2С2 4֊ е։ — е0 -1֊ Л (£։ — в.),

из которых следуют начальные условия (1.24)..
Перейдем к получению энергетических оценок для ПД уравнений 

(1.8). Заменой

и = <2 ч>/, (3.1)
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получаем из (1-8) уравнение

V/ — + / (27 V. (3.2)

Т. к. уравнение (3.2) получается из (2.10) заменой 2 (<2и)ф^-*± <22, 
т то из леммы 2.2 получаем оценку

«V (/. • )В, < с Цо (Т, •)[,, I е [О, Г]. (3.3)
I ։
4 2

>> Далее т.к. р (2€^ / то
13‘«/(< < сЬ(Г,-)|1,<Ь(Г,.)| (3.4)

'+т
или, т.к. (/, •) = Ф/ ( Т,-), то эту оценку можно переписать в виде

||ЗФ/</, П •о/(7’,.)1/«с|а»/(Г, )| (3.5)
*"Т

Лемма 3.3. В условиях ։) — Ш) любое решение уравнения (1.8) 
| удовлетворяет оценкам

2»-|

рм»/(/.-)!,< ср 4 (ПЬ (Г, )|։+„ к=о, 1, 7=1, 2, (3.6)

где а определяется по формуле (1.25՜), или
2»-1

|^Ф/ш/(Т,-)|г<ср 4 и)\^(Т,-))г,к=--0, 1,/=1, 2. (3.6՜)

1

Оценка (3.6) при к — 0 следует из (3.4) и р О 1 £ 'Р0.
Далее левая часть (3.6) при к — 1 оценивается сверху через

I I

р4 ։ 4֊ В<2՜2ОЛ ։) * р' (М7>Ц+1 + ВО՜3 <2/
*+т *+т

откуда и следует >(3.6) при А = 1.
Перейдем к получению оценок (1.25) для начальной задачи (1.1), 

(1.24). Оценки (1.25) при А = 0 получаются из у=у1+у2, (1.19) и (3.6). 
Остальные случаи доказываются аналогично. Для завершения доказатель­
ства теоремы 3 остается показать, что из и) следуют условия (1.18), (1.20). 
Это вытекает из теоремы о композиции ПДО (см. [10] — [12]) при вы­
боре

_ 5 _ 5 _ 3_

Р։(*) = Р?Р (О/₽։(О=РГР 4»1(0 = Р,Р ’•

Пример. Рассмотрим гиперболическое уравнение вида

У и֊ н(6 х)уях-\-а(1, х)ух-\ </(/, х)у(1, х) = 0, (/, х)6]0, Г[ X R, 

где р и «/ — вещественные функции, р(/, х) >с^>0, р, о^С°°([0, Т]Х 
X/?). Пусть существует функция р(/)£Р такая, что для всех (/, х)£ 
С[0, ПХЯ. ՛
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d (/. х) հ ср (I), \а\ ժ, <. ср (է), !ժ* f'j </| < cp2ilp (/)> 0 >օ, 
է

p 1 dnxd < c, »1, |Հր 1*1 < ։. 1*| > 0.
для достаточно малого е.

Тогда нетрудно убедиться, что все условия теоремы 3 выполнены, по­
лагая

= Р Dx -Ւ h Dx - d(t, ж) 
и представив символы операторов Q и В -- в виде асимптотичес­
ких сумм, включая d в главный симнол q i<7։ = Р 4՜ d и т. д.).
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 16. II. 1987

Գ. Ռ. Հ11ՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Վէւհ-դէահաաակահներ և Կոչու խնդիր երկրորդ կարդի սիհդոլլ- 
յար հիպերբոլական հավասարումնհրի համար (ամփոփում)

ձոնվածում ապացուցվում են ՎԿԲ-գնահատականներ մասնակ), աեանցրպներսվ հիպեր- 
րոլական հավասարումների համար,

Սինգոլլյար սկզբնական հարթության վրա հիպերբոլական հավասարոլմների համար աոա- 
շար կվում է Կաշու կշռային խնցիր և ապացուցվում է նրա կոռեկտությանը, Կոշս լ կշռային 
տվյալները տրվում են Յէուրյեի ինտեցրալ օպերատորների օգնությամբ,

G. R. OGANESIAN. JWKB -estimates for the parti il differential equation* and 
the Cauchy problem for the second order singular hyperbolic equations (summary)

In the paper JWKB — estimates for the hyperbolic partial differential equati­
ons are proved. It is proposed to consider the wsightel Cauchy problem by means of 
the Fourier integral operators on the singular initial hyperplane. The unique solvabi­
lity of this problem in the Soholev <paces is proved.
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Л. Г. АРАБАДЖЯН, Н. Б. ЕНГИБАРЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА-ХОПФА 
СО ВПОЛНЕ МОНОТОННЫМИ ЯДРАМИ

Настоящая работа посвящена следующему хорошо известному клас­
су интегральных уравнений Винера-Хопфа второго рода

ОС

/(х) = г(х) +- |к(х-о/(п л, (1)

О

х

(— а , <■?), Л 0, р = к 4- р_ = А (х) <1х < I. (2)
—■X 

ж

Здесь рх = | А-(х с/х, К (х) = К( + х), х>0. 

о
Основное внимание будет уделено случаю, когда функции К± (или 

хотя бы одна из них) представлены в виде
ь

к4.(х)= (3)
//

Здесь —неубывающие непрерывные слева функции на [а, 6]с 
с [0, ое) такие, что выполнено условие р < 1, причем р_ = 

ь

Представление (3) означает, что функции вполне монотонны.
В случае р\ I уравнение (1), (2) называется диссипативным 

(ДС), а в случае р=1—консервативным (КС). Случай К+. = К-=К 
симметричный. Тогда в представлении (3) имеем — а.

Уравнения (1)—(3) принадлежат к числу наиболее изученных инте­
гральных уравнений математической физики. Особое внимание было уде­
лено симметрическому случаю, в связи с их приложениями в теории пере­
носа излучения (см. [1—14]) и др.

С уравнениями (1)—(3) сопряжены известные нелинейные уравнения 
В. А. Амбарцумяна (УА) (см. [3—11, 15]). В случае симметрического 
ядра УА имеют вид

Т(,) = 1 + Т(8)[т(^‘й^). (4)
Л 5 4֊ р
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В несимметрическом случае УА является системой из двух уравнений

(-<р (р) (р)?^(5)==1 + <р±(5)- ] в —------- (5)
I/

УА (4) и (5) играют важную роль в вопросах изучения и эффективного 
решения уравнений Винера-Хопфа (1)—'(3), а также — соответствующих 
уравнений на конечном промежутке [0, г] (см. [17]). УА легко решают­
ся численно, развита их содержательная аналитическая теория, относя­
щаяся в основном к случаю ц 1. В работах М. Г. Крейна и Ю.Л. Шмуль- 
яна [13, 14] найдены новые доказательства (методами комплексного ана­
лиза) ряда результатов [9, 10] по уравнениям (1)—'(3) в КС, а также — 
новые факты по указанным уравнениям в «эакритическом» случае р>1.

В настоящей работе изложен ряд основных положений теории уравне­
ний (1)—(3). Наряду с новыми в работу включена часть результатов 
препринта авторов [10].

§ 1. Нелинейные уравнения факторизации

1°. Пусть К — интегральный оператор Винера-Хопфа
ж 

<1еГ « йеГ Г
(К[)(х) = К(х -«/(ПЛ, Р= | |К(х)|</х<4֊сс.

и —00

Пусть Е +—одно из пространств Ьр (0, о-՝), р > 1, ЛГ[О, со) и 
Со[О, со), К действует в Е~ (см. [22]), причем |К|| + < ц. Если /^>0, 

Е
ТО

акцв+=р. (6)

По необходимости мы будем рассматривать оператор К в специаль­
ных классах локально интегрируемых на [0, °о) функций, неограниченно 
растущих в оо.

Перепишем (1) в операторной форме (/ — единичный оператор):

(I - К)/ = ?. (7)

Если К >0, то I — К обратим в каждом из пространств Е тогда и 
только тогда, когда р<^1.

Теория уравнений (7) тесно связана с факторизацией

I —К = (I — V..) (I — У+). (8)
Здесь У± — искомые вольтерровские операторы:

лег р <ыт р
(У+ /) (х) = V, (х - /) /(<) Л, (V-/) (х) = И_ (< ֊ х) / (О Л,

0 х ■

где ¥±£1^- (8) понимается как равенство операторов, действующих
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Равенство (8) эквивалентно следующей нелинейной системе относи­
тельно И± (см. [9, 11]), которую мы назовем нелинейным уравнением фак­
торизации (НУФ):

ОС

И֊ (х) = (х) + j (/) (х + о Л, (.9).

о
<1е(

К± (х) = К(± х), х^>0.
При [I С 1 НУФ (9) обладает так называемым каноническим (или ос­
новным) решением (КР)(И+, И_) представляющим собой предел» 
(£1՜ )’ следующего итерационного процесса (см. [9])

00

ИЯ41 (х) = К± (х) т V? (О К (х + О л,
6

(10). 
Ро* (х) = 0. п = 0, 1, 2, •• , х>0.

КР обладает свойствами
00

аеГ йеЧ (•
Т±вПЧ , ՝< I*. С1 — М > (< н)> где Р+= \ !*•* (*) <*х- С11

1 о
Если Л > 0, то У 0 и

(1-т_)(1-7+) = 1֊н. (12)

В симметрическом случае К+ = К--= К имеем У± ~ У.
2 . Рассмотрим факторизацию (8) в КС К > 0 и р = 1. Из (11) и 

(12) видно, что тогда 7-С 1 и выполняется хотя бы одно из равенств: 
7^=1 или 7_ = 1. Каждое из этик равзнзтз означает, что соответст­
вующий фактор I— V ь или I—У в факторизации (8) необратим. Если 
же 7 < 1 (или 7_ < 1), то ЦУ4|| . ~ 7+< 1 (или |У_| = 7 < 1) и

Е т Е
соответствующий из операторов I — Уч. обладает положительным об­
ратным в Е+.

Одним из важных вопросов, связанных с факторизацией (8) в- 
КС и ее применений, является следующий: какое из чисел 7± равно 
1, а какое меньше 1? Этот вопрос будет изучен в § 3. Ясно пока 
только одно, что в симметрическом консервативном случае, в силу 
7+ = 7_ имеем 7± = 1.

3°. Введем функции <р±, играющие важную роль в дальнейших: 
исследованиях:

?±(з)=[1֊Ит(з)]-1. (13)

Здесь У— суть преобразования Лапласа от У? :
. 00

Р± (։) = е՜" У± (х) <1х.

О
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Оценка (11) показывает, что если p-'Cl, то функции И-j. голоморфны 
в правой полуплоскости С+ = (Re s 0) комплексной плоскости С, 

непрерывны на мнимой оси, | И-}-(sl| < ~ при Re s > 0 и принимают 
вещественные значения на полуоси R+{s^>0}. Поэтому функции 
голоморны в С+ и принимают положительные значения на R1՜.

Пусть ХГ>-0 и |*<1, что представляет для нас основной инте­
рес. Тогда I/j. > 0, а функции ?± будут обладать свойствами: они на 
[0, со) положительны, непрерывны и монотонно убывают, причем 

lira <p±(s) = l. Если 1+ <. 1, то 'Р_6С’[0, со), причем <р_ (0) = 

= (1 — 7+)՜1. Если же у., = 1, то lim <р_ (s) = +со. Аналогичные факты 

справедливы для <р + .
Функции ф± являются естественным обобщением функций Амбарцу­

мяна (КР уравнения (5)), для случая, когда не предполагается выполне­
ние условий (3) (см. §2). Поэтому мы их назовем также функциями Ам­
барцумяна.

Пусть теперь хотя бы одна из функций К± представлена в ви­
де (3).

Лемма 1. Пусть К (или К-) представлен в виде (3). Тогда 
для и V.,. (или И„՜ и И..) справедливы формулы

Ь

Ил (л)= | e-rJ«p±(s) da±(s), х>0, (14)

а 

b

И± (х) = j е~х՝ <р± (s) da± (s), х > Q, (15)

а

где <р определены из (13), а у* — из рекуррентных соотношений.
оо

(s) = 1 + f* (s) • J Vi (0 e֊“ dt, (16)

о
= 0, n = 0, 1, 2. • • • .

◄ Достаточно рассмотреть случай, когда представление (3) име­
ет место для К+. Заметим прежде всего, что (16) определяет моно­
тонно возрастающую по п последовательность {ф^} непрерывных на 
[0, со) функций. С учетом Vn < 1/_ и (16) легко проверить индукци­
ей по п, что <р+ (s) -С<р+ (з), которое влечет за собой поточечную сходи­
мость последовательности <р+. Из (16) следует, что <р+ -> ? + . Из не­
прерывности <р+ на [0, со) и на (0, со), на основании теоремы 
Дини заключаем, что <р+ -► <р+ равномерно на каждом компакте из 
(0, со). Если же Т+<^1, то <₽*—*■ <р+ равномерно на сомкнутой полуо­
си [0, со].
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Докажем формулу (14) индукцией по п. Пусть Уп представле­
на и виде (14). Из (10) имеем

4 ~ ь
И,.։(х) = (з) + Г «֊<■*♦') *т+(5) </а+(5) =

а/ 0 а

Ь -
= | е-" </з. (5) | 1 + «р; («) [ Уп (/) е֊"Ж | = 

Н 0
Ь

= | е"г'?Л+1(®) *»+ («’•

Остается совершит!։ предельный переход в (14). Из (13) и V* У±- 
имеем

ь

I е-ж’<р*(з) </з+(з) < И+(х).
и

откуда согласно теореме Б. Леви [21] следует сходимость интеграла в пра­
вой части (15) и неравенство

ь

I е "^(։)(/։+(։)< И+(х). (17}՝

С другой стороны, из (14) имеем
ь

Ил+1(х)-< | е—х* <Р+ (з) </зт ($),

а

откуда следует противоположное к (17) неравенство.
Одним из важных качественных выводов из формулы (15) является 

тот, что полная монотонность функции К+ или К- влечет за собой 
аналогичное свойство функций У+ и У- соответственно, 

.т
Введем новые меры с/р± посредством р , ($) = <р± (х)</\(х)- Име-

о 
ь

ем | —</р± (з) = ?±. ^р+ и </р, —положительные меры, носители кото- 

а
рых совпадают с носителями мер с(я + и с(з_ соответственно. Из (15} 
имеем

ь
■ И±(х) = |е֊^</р±(5). (18>

<2
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Формулы (18) для И,, или справедливы, как только соответству­
ющая из функций К- допускает представление (3).

Теорема 1. Функция У+ (или У-) является вполне моно­
тонной тогда и только тогда, когда таковой является К, (или К-}.

•X Нам остается доказать, что из полной монотонности У+ сле­
дует полная монотонность К . Пусть У+ представлена в виде (18). 
Используя первое из уравнений (9) ииеем

К¥ (х) = Г+ (л) - у V- (0 и+ (х + п Л -= 

о
ь

= уе-"[1-И-(з)]</р+(5)- 

и

С учетом неотрицательности 1 — У - (5) на [а, 6] мы приходим к фор- 
։

муле (3) для КТ, причем о (з) =■ ^ [1— И_ (*)] (-). ►
а

§ 2. Уравнение Амбарцумяна

1°. Пусть обе функции К¥ представлены в форме (3). Ниже бу­
дет показано, что тогда НУФ (9) сводится к уравнениям Амбарцу­
мяна (УА) (5).

Пусть и Ь՜— банаховы пространства измеримых на [а, 6] 
функций, порождаемых мерами (классов смежностей функций, сов­
падающих на носителях мер и соответственно), с конечными 
нормами

ь
[<Р±| ±= ( [<р± (5)1 — (։).

а

Проверим (см. [9]), что если пара (։р+, ։р_)£Ь+ХЬ՜ удовлетворяет 
(5), то НУФ (9) обладает решением У± вида (15).

Перепишем (5) в виде

<Р_ («) = 1 + Ч>± («) У <РТ (р) сЬ* (р) | е-^+^'гИ, 

а 0
откуда

Т±(5) = 1+?±(5)р-"Ит(ПЛ. (19)

о
Умножая первое из уравнений (19) на е՜" (ж^>0) и интегрируя по 
мерам </з+ и соответственно, получаем (9), где У+ заданы по­
средством (15).
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Заметим, что условие <р± С Ь՜ согласуется с условием
Нетрудно проверить, что если уравнение (9) обладает решением 

вида (15), то на носителях мер функции <р+ удовлетворяют УА 
б) (5). Действительно, подставляя выражения (15) для У± в (9) полу­
пи ' чаем 

ь ь -
I е՜" («) (з) = у е՜" </з± (з) 4-

а о
Ь эо

+ У в՜” ?± (з) в՜0 (О л

а • • •** ф О
н ИЛИ

Г Г Г (х) (т) 1
е-жл Т± (з) -1 ֊ <Р± (в) * ■ *± (з) =0.

и I и •։ + з ]
а а

о откуда следует наше утверждение.
Из доказанного вытекает важный факт: функции ф±, определенные 

э согласно (13), в силу равенств (19), удовлетворяют УА (5).
Интегрируя (15) по х от 0 до оо получаем

I? Х1 ± = (±<1. то есть <Р± £1Л

Нами доказана разрешимость УА (5) и способ построения его реше­
ния с помощью функций У±. Однако на деле мы развиваем противополож­
ный подход: построить функции ф± путем прямого решения УА (5) (или 
(4) — в симметрическом случае) после чего функции У± определяются 

I из (15).
2°. Приведем результаты [9] по сходимости к решению уравнения 

1 (5) итераций

Т*+1 (5) = 1 + Т? («) [ . (20)
3 3 + р

?^ = 0, п = 0, 1, 2,-.. .

Их предел в Е+ X Ь+ назовем КР уравнения (5). Хотя функции <р* (з) 
) (как и ®... (з)) достаточно знать только на носителях мер 4а±, однако 
£ удобнее их рассматривать на всем интервале [а, Ь). Итерации (20) 

определяют монотонно возрастающие последовательности (<р±) вепре- 
? рывных на [а, 6) функций.

Умножая (20) на — </<»± и интегрируя от а до Ь получаем 
5

Ь
I (где (з) — (зЛ

\ 5 /

: 3-163



142 Л. Г. Арабаджяи, Н. Б. Еигмбаряк

T.-WrtW а, W, 
s(s-f-p) 

ь ь

' J ■ ,(з+,)'Л’(։)Л-М + ՝"

складывая которые приходим к основному соотношению 

т£н+17+1“и+т;Н;г- (21)

Из (21) и монотонности последователности (20) легко следуют оценки

— ։*•

Скорость сходимости итераций (И^| и И. оценивается посред­
ством

S »:!.£< 29я n-V'iz:T*) н<1. (22)
± L

/ |А |М \
где q = max (т+, ?_) < max ( _ ,t \ О-

В симметрическом случае справедливы оценки

(1 — V՜! — н)"+։> П.ри р< 1,
2 1
п па ’

|т - ? „В < при р = 1.
(2з>

Для уравнений (4), (5) получаются также результаты, аналогичные ре­
зультатам § 1, относящиеся к случаю (л <С 1:

а) Каноническое решение является единственным его решением, удов-
летворяющим условию

։фД1 + + ЬЦ_<2(1+/1-н).

б) Если в (21) в качестве исходных итераций взять произвольный 
элемент (<р^, <р՜) такой, что + + _-С2г. где р < г < 1, то

соответствующие итерации будут сходиться со скоростью геометри­
ческой прогрессии со знаменателем г. Заметим, что последовательно­
сти {?„}, определяемые согласно (16) и (20), совпадают. Что касается 
оценок (22) и (23), то можно было их получить из соответствующих 
оценок для И*, исходя из связи (14) между И« и <р±. Однако мы 
предпочитаем изложить самостоятельный способ՜ изучения уравнения (5).

Отметим также, что в симметрическом случае <£<г± = </а функции 
®+ = ։рл- = <ря, где <ря определяется посредством
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1֊Г

?л+1 (։)=-! ֊г?,

ь
Р Ч„(р)4°(р) > (24)

<р0 = 0, л = О, 1, 2, • • • .

Их предел (р является каноническим решением уравнения (4).
Рассмотрим другой итерационный процесс к решению (5), несколько 

отличный от (24). < .«
Пусть (•!/+, '1՜) определяется из рекуррентных соотношений

■ <•+։
Г ф; (р) </= (р) I ՛ 
՝ ։ + Р I (25). = 0.

л = 0, 1, 2,

Легко проверить индукцией по л, что (25) определяет возраста- 
и ющие последовательности {ф*| непрерывных на [а, 6) функций, причем 

ч где |<р^| определяется из (24), а <р± — КР уравнения (5). Из отмечен- 
н ных свойств ф* следует, что они сходятся к <р± быстрее Однако 

для построения фя на каждом шагу итераций (25) следует выполнить 
ь дополнительную операцию деления. Поэтому трудно отдать предпоч- 
* тение какому-либо из указанных итерационных процессов.

Отметим, что итерации вида (25) для симметрического случая 
2 </а(з) = С($) применялись рядом авторов ([15, 16]). Была установ­

лена равномерная сходимость фя при ;л < I. Однако оценки скорости 
э сходимости не были получены.

§ 3. Моменты функции классификация 
в консервативном случае

1°. В ряде вопросов теории уравнений (1) и связанных с ними уравне­
ний факторизации (9) важное значение имеет вопрос существования мо- 

։ ментов функций У±:
ОО

4 « ? (0 л, £ > о
о

I и получение соотношений между этими моментами.
В работах [10, 25] получена богатая информация в указание»։ на- 

I правлении.
Для уравнений (1)—։(3) аналогичную роль играют моменты отрица- 

г тельного порядка функций ф±:
4 ь

?»* - У п Ы и=[ ֊ <’>• к > »• <“)
а а

в

։ где Р (5) = I <Р± (т) (т).
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Существует следующая очевидная связь между а± и PJ: 

pt=_Le±
* Л! * (27)

Она позволяет перефразировать результаты [11] по моментам а* в 
терминах . При атом можно сформулировать соответствующие 
свойства ядра К с помощью мер

2°. В § 1 было указано на важность вопроса о значениях 7+=а^ 
в КС. Ответ на этот вопрос тесно связан с существованием и зна-

<1Н р
ком момента «= I хК(х)4х ядра К. Использование величины о в

вопросе существования решения однородного консервативного уравне­
ния (1), (3), по-видимому, исходит из работы Линдлея [18] (см. § 5).

Пуст функции К± представлены в виде (3). Тогда Р == £ X 
ъ - й х
С da,(s) , def (* Г da.(s)՛

X | «1). Обозначим v4-= I ж К± (х) dx = —֊֊-< 4֊ ос.
5 J ,/ S

« О а
Имеем H=tt+ — Число & определено, как только конечна хотя бы 
одна из величин &±. Ему мы будем приписывать значение 4՜ со, если 
ft h — 4֊ оо, 0_ < 4֊ оо и значение — со, если fr+ 4֊ •», = 4՜ оо.

« ь
Пусть, как и прежде, Т± = J Kfc U) dt = J ■ В- § 1 было 

О а
отмечено, что Т±-С 1 и в КС (р=1) хотя бы одно из этих чисел равно

1. Вопрос о том, какое из этих чисел равно 1 решается с помощью 
знака Ъ. Соответствующие результаты, полученные в [10, 25], сформули­
руем в виде следующей теоремы.

Теорема А. Пусть 3$6[—°°> <5°]- Тогда
а) 0 < Ь < 4- оо <=> 7+ = 1, т_ 1;

б) — оо < & < 0 <=> у+ < 1, т_ = 1;

в) & = 0 <=> Т± = 1- ►

Результат этой теоремы 'позволяет классифицировать факторизацию 
(8) в КС.

В [26] рассмотрен вопрос о величинах 7± для КУ (9) в случае 
= 4-зо. Учитывая, что если 3 3, С- > 0 такие, что d°+(s)< 

•< С- do(s) на [0, 3), то К+ (х) < С- К- на [т, оо) (х > 0), а также, 
def

что из (A (s) = о+ (s) — о_ (s))
Ь оо

f < 4֊ оо |=>- V. р. С хК(х) dx,
J s’ J
а ——

то из теорем 2 и 3 работы [26] следует
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Теорема Б. Пусть в КУ (9) функции К- представлены в 
ь 
f da_(s)

виде (3), 0± = J ---- —---- -=4-оо, причем меры da (s) удовлетвори-
а

ют одному из условий а) или б)
a) da* ($) ֊< da_ (s) на [а, 6); (28)

v Г|rf(Ms)-°-<։))! n
a) j ----------- ^5----------- < т °° и 3° > О такое, что

а
da^(s) <С_ da_(s), s£[0. 8)с[а, 6) (29)

(здесь С- = const 2> 0).
Тогда Т_ = 1.
Если выполняются неравенства, обратные к (28) или (29), то 

1+ = 1- ►
З’. Существование (конечность) моментов функций <р зави­

сит от существования соответствующих моментов функций К;.. Из ре­
зультатов работ [10, 11] следует

а) В случае ?_ < 1 (например, если р<1 или р=1, 8 > 01

б) В случае ?_ = 1 (например, при р=1, 8 < 0)

ь ь
Г </а_(з) Г </р_($)

Аналогичные соотношения имеются между (  ---- и ) ---- —— ■
а а

р = к, к — 1.
В добовленир к сказанному отметим, что для приложений важно 

также получение соотношений между моментами разных порядков 
функций К± и ф±.

Если ба = ба_, то К+ = К-, «рх = <р_, следовательно р+ «=р_ = р.
В этом случае лемме 3.4 из [10] можно придать следующую форму : 

ь ь
а) Если Г —а-—- = + оо, то С— = -|- оо.

3 з3 3 з3
а а

Ь
ех -С Г ба (&) ,
о) Гюли | —— < 4֊ со, то справедливо равенствоI е8
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Учитывая связь (26) между а* и 8((, можно написать соотноше- 
ь 
С (з)

ние между моментами РА и I —— > аналогичные соотношени-
и

ям (4.6— 4.8) из [10].
Имеем

& + р2-* = 0« + £ ( -1)' с/, ₽7»
1-0

(31)

где •-=
В симметрическом случае </з$֊ = ?՜ ~ ? из (31) получаем

1 1 24 , ,Р»« = - + Г £ (- 1/ С/А Р/.
2 2 у-и

§ 4. Применение факторизации к уравнениям 
Винера—Хопфа

1°. Применение факторизации (8) к уравнениям (1) и ряд других во­
просов теории уравнений (1) связаны с изучением следующего уравне­
ния восстановления:

Ф(х) = И(х)-Ь И(х-/)Ф(()Й, (32)
о

а?

И>о. 7=э | И(Л 1.

и

Такие уравнения представляют самостоятельный интерес в ряде во­
просов теории вероятностей и др. Их изучению посвящено большое коли­
чество работ.

Уравнение (32) обладает единственным локально интегрируемым ре­
шением Ф на [0, оо), пра ։э< Ь >0. Е :ли у <1, то Ф £ £^(0, оо), причгм 
|ф[ =т(1—1)՜'. Если же 7 = 1, то Ф £ . Справедлива следующая

ь7

лемма (см. [24]).
Лемма 2. При у = 1 справедлива асимптотика

^Ф(0Л= О(х), х-оо. (33)

о
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1 Если а։ — j t V(t) dt< n’o j Ф (t) dt — X- при x — œ. 
<> .»

i Если же в| = 4- ce, то | Ф(/) Л = о(л), x-> ос. >
о

В [24] было установлено одно важное свойство решения Ф уравнения 
(32). Оказывается, что если функция V вполне монотонна, то таковой яв- 

'■ ляется также функция Ф. Соответствующие результаты работы [24] по 
Ч уравнению (32) можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема В. Пусть в уравнении (32) функция V вполне монотон- 
л на, т. е. представляется в виде

ь
V(к) = J е՜ " rfp (s). (34)

и

q р — непрерывная слева, неубывающая функция на [а, 6), причем 
ь

Ч р(а) —0, а
J S 
и

Тогда Ф допускает представление

ь 
ф(х) = | е"Х!' d‘" (р), 

и

5 где ы — неубывающая функция на [О, Ь), о»(0) = 0.
Если характеристическое уравнение

ъ
[ = 1 (35)

и 5 — Р 
л

։ обладает решением р = Рх^[О, а], то Ф имеет вид
ь

Ф(х) =— е~Р՝х + I е֊хРб^(р), (36)
т1

»
Г 4р ($) . .։ где т, = - < + со.
J (։ -РхУ
а

Если же уравнение (35) не обладает решением р6[0, а], то 
ь

Ф(х)= | е-хРби(р). ,з7ч
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В консервативном случае ~ = 1 решением характеристического 
ь

уравнения (35) служит р։=0. Тогда тп։ = • ►
и

2°. Рассмотрим теперь уравнение (1). Приведем сначала некоторые 
общие построения работ [9—11].

Используя факторизацию (8), уравнение (1) можно переписать в виде 

(1-У.)|1-У+)/»<։ (38)

(38) сводится к следующим двум уравнениям

(1-У_)Г=?. (39)
(1-У+)/=сГ. (40)

Введем резольвентные функции Ф- и Ф+ уравнений (39) и (40) соот­
ветственно. Они определяются из следующих уравнений восстановления:

Ф± (х) = И± (х) + У± (х ֊ <) Ф± (<) Л. (41)
о

Если у֊ < 1, то решение уравнения (39) записывается в виде
ОО

Нх) = я(х) +^Ф~ и-X) .?(/)</'• (42)

Если V- = 1, то при некоторых дополнительных ограничениях на функцию

ё (обеспечивающих сходимость интегралов в правой части (42)) из (42) 
определяется одно из решений уравнения (39) (которое в [11] названо 
основным решением (39)).

В [11] доказано, что если 7_ = 1, gk.Lt, то равенством (42) оп­
ределяется решение /' уравнения (39), причем

/7(0 Ж = о (х), х —» оо,
о

«с

Если /1#(£)| Л <[ + ос, то
и
Что касается уравнения (40), то у/'££.1/’с оно имеет единствен­

ное решение /££1°с, причем

/(х) = ^ (х)4-|ф+(х-#)Г(0Л. (43)

о
Специально рассмотрим случай уравнения (1) при ё^х^^Се՜33 
(где з > 0 — параметр)
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Р(х, 5) = Се֊" + К(х-^ Р((, 5) Л. (44)
о

Из (42) имеем

Г, (х) = Р(х, з) = С е-" [1 + Ф_ (з)] = С е֊"------- ------------
1֊И_(з)

С учетом (13) получаем

Л (х) = С <р+ (з) е՜" . (45)

Функция /(х)=Р(х, з) определяется согласно (43) и имеет вид

Р(х, з) = Се "<р+(з)|1+ | Ф+ (Ое֊"л|. (46)

о
В частном случае для уравнения (44) с симметрическим ядром специаль­
ного вида формула (46) была получена в теории переноса (см. [5, 7]).

Полагая в (46) х = О, получаем

Р(0, з) = С<р+(з).

Эта формула имеет интересную физическую интерпретацию (см. [7]). 
Если ?+ •< 1, то формула (46) справедлива также при 3 = 0.
Рассмотрим тот частный случай уравнения (44), когда р < 1, 

с = и 3 = О :

Рр (х) - V 4- (’ К (х ֊ О РДО Л. (47)

о
Имеем

.г
Рих)=1+ |’ф+(0 л. (48)

1>

Если р—»1, то Ф.1՜ -* Ф по топологии £10С. В выражении (48) совер­
шив предельный переход при р -* 1 получаем

11т Р?. (х, 0) = 1 + I Ф+ (/) Л, (49)
р-1 .)

и

где Ф+ соответствует консервативному уравнению р = К Сходимость яв­
ляется равномерной по х на компактах из [0, оо]. В конце параграфа бу­
дет получена одна новая формула для функций ф±. Из '(18) и теоремы В 
следует, что Ф± допускают представления

ь
Ф±(х) = е-"«/о»± (з). (50)

о
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Свойства функций о։± аналогичны свойствам о>. Применяя к (50) преоб­
разование Лапласа с учетом (41)получаем

г </»։ . (з)
(1 - Г. (s)>՜ =1 -t-------------,1 s -f- р 

о

Используя (13) приходим к искомым формулам

г (о)
?, (s) — 1 4- |------------ (51)

т J 5 ֊♦ Ро

§ 5. Однородное уравнение

1°. Одним из центральных вопросов теории уравнений (1), (2) явля­
ется проблема построения положительных решений однородного уравне­
ния

5(х) j К( с- /) 5(/J dt. 

и
(52։ 

5(0) « 1, 1

н изученние асимптотики решения S при Х-*֊оо. Частным случаям этой за­
дачи посвящены сотни работ как чисто математического, так и прикладно­
го характера.

Уравнение (52) представляет большой интерес в связи с известной 
проблемой Милна в теории переноса. Оно имеет важные приложения так­
же в теории вероятностей.

Факторизация (8) сводит уравнение (52) к системе

(I-V_)£—О, (53)

(I —V+)5—F. (54;

Пусть выполнено равенство у- = 1. (Например, если функция К четная 
или выполнены условия теорем А или В). Тогда уравнение (53) кроме 
тривиального (основного) решения £ = 0 обладает также очевидным не­
тривиальным решением F = 1 (или F = С). Подставляя в '(43) F = 1 по­
лучаем

S(xl = H |ф+(/)Л. 
о

Первые математические результаты по существованию положительных 
решений консервативного уравнения (52) для тех случаев, когда не кон­
кретизируется вид ядра К, получены в работах Линдлея [18] и Спитцера 
[19]. Работа [19] посвящена доказательству того, что уравнение (52) с 
симметрическим ядром Л обладает положительным решением S, и изуче­
нию асимптотики этого решения.
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В работах [9—11] были получены обобщения и уточнения результа­
тов [18, 19] по ряду направлений.

Если 7+<1> то функция 5, определенная согласно (54), ограни­
чена, стало быть и удовлетворяет уравнению (52). Если же
7 =1, то 5 неограничена. В [11] доказано, что и тогда 5 из (54) 
удовлетворяет уравнению (52).

Сопоставление (54) и (49) приводит к интересному равенству

5(х)= Пт Рц(»; 0)

(сходимость равномерная на компактах). Этот факт для частного случая 

ядра вида К(х) = -— (|х|) на „физическом уровне строгости“ был полу­

чен в исследованиях по теории переноса (см. [7]).
2°. До сих пор в этом параграфе мы не использовали представления 

(3). Рассмотрим теперь тот случай, когда функция К имеет представление 
вида (3). В этом случае функция У+ допускает представление '(18), а 
функция Ф֊— представление (59). Поэтому для решения 5 однородного 
уравнения (52) в случае симметричного ядра или в случае Я & = 0 из 
(54) и (37) имеем (в этих случаях р, = 0, т. к. 7+ = 1)

ь
г Г 1 —а~хР

.Я (х) = 1 + — + ■ </«) (р). (55*
»1 .1 Р

а

В случае 8<^0 из (54) и (37) получаем
ь

, Г 1 —е~хр
5(х) = 1 4- -—-— (р). (56)

о Р

Формула (55) впервые была получена в работе М. Г. Крейна [12] 
для случая симметричного ядра К, обладающего моментами до четвертого 
порядка включительно.

В работе М. Г. Крейна и Ю. Л. Шмульяна [13] были получены (55) 
и (56) при предположении о конечности V. В [14] формула (56) получена 
в случае (уже разобранного в [11]), когда &.;֊<[ 4՜ ос, 11- = 4- сс.

Приведенное нами доказательство содержит обобщение в следующем: 
плане:

а) в случае симметричного ядра не требуется существования первого 
момента V.

6) В несимметричном случае требуется полная монотонность только- 
функции К+ (а не Л-). Кроме того, требуется выполнение любого усло­
вия, при котором имеет место равенство у֊ = 1 (например, если

8~ = ^ х К-}, (х) е/х<[ 4- ос, то должно выполняться условие 0=&+ — 

о
— или если выполнены условия &_ = 4-°с, 0+< 4՜ °°> или ес­
ли выполняется одно из условий теоремы Б или теоремы 1).
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Таким образом, метод нелинейных уравнений факторизации дает об­
щий и простой путь изучения консервативного однородного уравнения 
(5-2) как в общем случае, так и в случае вполне монотонных функций 
К+ и К-.

Из (55) имеем

5(х)-1 + — + г(0) -г(х), (57)

ОО

где г (х) — вполне монотонная функция, а х V(х) </х.
о 

др
Обозначим д(х)=5(х)------- . Легко показать, что д удовлетво-

’1
ряет равенству

<7 (*) = <7о(х) + И(х — 7) <?(<) <//, (58)
и

Если

н = К (/) Л < •+- «», то а* ос, ^=1,2,3, т. е.
о

Г^£)<4 ОО. 
$*+*

Имеем
ь

Чо (р) = —
(^ + р)

(ф0 — преобразование Лапласа функции д0).
ь »

С учетом Г =1 имеем 1 — V (р) = р Г-

а

Из (58) получаем

Г с/р (х)
1 т’(’Н р)

Г </р(х)
I ц*+ р)

откуда, с учетом (37), получаем

Р(р) = ֊|д(р)------
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= + „, Д.
’) ՝■(-+?) 3 + р) / .' р!

и и а

Из последней формулы следует, что

И + - г (0) = -У«-*’ < + ос, (59)
ы <4

Я Я “
г(0) (60)

»1

Формулы (59) и (60) были получены в [10] исходя из представления (57). 
3 Отметим, что указанное 'Представление является свойством решения урав- 
н нения восстановления типа (32). Поэтому оно справедливо как в симмет- 
1 рическом, так и в несимметрическом случаях (см. [11]). Формулы (59) 

и (60) в несимметрическом случае были выведены в [14].
3°. В конце работы отметим, что в [23] развит редукционный метод 

1 решения уравнений (1)—(3), основанный на замене К конечными линей- 
I ными комбинациями экспонент. Этот метод является уточнением и обобще­

нием метода дискретных ординат Чандрасекара [4] в теории переноса из­
лучения. Его применение означает замену а± ступенчатами функциями. 
Тогда УА (5) превращается в нелинейную алгебраическую систему. Су­
щественно упрощается также УВ (40).

Институт прикладных проблем
физики АН Армянской ССР Поступила 3. X. 1986

Լ. Դ. ԱՐԱԲԱԿԱՆ, Ն. Բ. ԵՆԳԻԲՍ-ՐՏԱ.Ն. Լիովին մոնոաոն կորիզներով Վիներ-Հսպֆի*; 
ինտեգրալ հավասարումներ (ամփոփում)

Հողվածը նվիրված է

90

/(X) ֊ շ^) /((յ—~ է)ք(է) ժէ,
$

ճ > 0, [* = յ (X) հ, 1.

։
-Հոպֆի ինտեգրալ հավասարման ուսումնասիրմանը) • .

Արդյունքների հիմնական մասը վերաբերվում Լ այն դեպքինէ երբ ;

Ե

Հ(+^)^տ | ք՜1*11 (տ), *^>0, օ± (Տ) ք տ-ի:

էէ
ֆակէոորիզացիայի ոչ գծային և Համբարձումյանի հավասարումների միջոցով ստացվել են 
համասեռ և անհամասեռ (1) հավասարման լուծեյիության պայմանները։ Ստացվել են նաև 
(1) հավասարման լուծման “ ռեդուկցիոն մեթոդի և լուծման հատկությունների վերաբերյալ 
արդյոմէքներ։
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L. G. ARABADZH1AN, N. В. ENGIBARIAN. Wiener-H>pf Integral' equation 
with complete monotone kernele (summary)

The Wienr—Hopf integral equations are studied in this paper.-.

/(*) = «(*) + $ К 

0

where H K. (x) dx-^ 1.
— oo

The larger part of the results correspond to the case
b

K(± x) = j 3 da . (s), x > 0, ay f by s.. 
a

Using the nonlinear equation of the factorization and generalized Ambartzumyan equ­
ation results on the solution existence of nonhomogeneous and hompogneous equation. 
(1), and about reduction method of solution are obtained.
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УДК 517.53

Г. В. МИКАЕЛЯН

О РОСТЕ ФУНКЦИЙ ОБОБЩЕННО-ОГРАНИЧЕННОГО 
ВИДА В ПОЛУПЛОСКОСТИ

1. Пусть/(г) (/(0) =/= °°) — мероморфная в С функция. В добав­
ление к общеизвестным характеристическим функциям Р. Неванлинны

2։
Г(г>/) = т(г,/) + С 1од+|/(ге">)1</3 ֊

2 тс 
о

+ ^-^ЛЛ(0<г< + со), 

6
где П (/, |)—считающая функция полюсов, введем в рассмотрение также 
функцию

2с 
1 1 Ր р/2րոէ(ր,ք)= - I (1օշ|/(ր6|ծ)|]։ Ժ0 . 

12 " յ I
о

Майлс и Шиа [1] для целой мероморфной функции { порядка X полу­
чили точную оценку следующего вида:

.|-ЛГ(г,Л + ^1ОТ>с(0.
Г- - та (г, /)

(1)

где с (X) > 0 зависит только от X.
Используя оценку (1) они уточнили установленную в работе [2] Эд- 

рея и Фукса оценку снизу для величины
ք) + Ա(ր, ւ/ք)

Т(г, ք)

Сонс [3], [4] получил аналогичные результаты в случае круга для 
семейства произведений к,(֊)(—!<•< + °°) М. М. Джрбашяна [5], 
[6] при натуральных значениях параметра а (оценка вида (1) была по­
лучена лишь в случае я = 1). При этом эти произведения, по-видимо- 
му, ввиду отсутствия надлежащей научной информации, приписыва­
лись Цудзи [7].

Настоящая статья посвящена установлению оценки типа (1) для од­
ного семейства классов мероморфных в полуплоскости функций обобщен­
но-ограниченного вида, введенных А. М. Джрбашяном в [8]. При этом, в 
основе результатов статьи лежат характеристические функции, восходя­
щие к Цудзи (см., например, [9]).
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2. Прежде чем сформулировать основные результаты статьи приведем 
ряд результатов, лежащих в их основе и введем некоторые обозначения. 

Пусть последовательность комплексных чисел {юА}” = {иА
'Л лежит в нижней полуплоскости С/ = (го :1т ш<^0], и такова, что- 
п при некотором я (— 1 <Г а + то)

(2) 
»—1

Тогда бесконечное произведение типа Бляшке А. М. Джрбашяна 
] НО], [11] 

ОО
Вл (ш) = П ш>)> (3)

*=1 

։ где
Г*1

шА) = ехр (— j ([т + г(ш — шА)] 1-в-|- 

о
+ [։(»-®։)-тГ։-*)^Л|, (4)-

> сходится в полуплоскости С'~\ определяя там аналитическую функ 
! цию с нулями

В частном случае а=0 функция 5«(ш) принимает вид 

’ ш — ш.
В0(ю) = П-------=֊ •

Ряд сущетсвенных свойств функции В, (ш) описывается посред­
ством применения оператора интегро-дифференцирования й^՜“ Вейля.

Пусть /(то) =/(ц + го) — произвольная функция, определенная 
почти всюду в б1-). Оператор 1Г՜* формально определяется сле­
дующим образом:

V
1Г՜' /(и 4- IV) = —I (и — О*՜1/(и + й)й(0<«< + оо), 

Г (а)

Ж"/(и 4՜ й») = / ։и г IV՝,

1Г-*/(и + го)= Г п+” д /(к 4-го) (_1<а<0), 
с/и

где Г (а)—гамма-функция Эйлера.
Следуя [8] обозначим через Л/Г (0<Ся<С-г °°) множество анали­

тических в нижней полуплоскости С( ' функций / (и>), подчиненных 
следующим условиям:

(а) Для любого р<С в полуплоскости бр֊)={п1:1тш < р) ле­
жит не более чем конечное число нулей функции /(«>).
4—163
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(б) Существует угловой сектор вила Л (д„. л,,)—< w

+ arg w < ։0. Iw| > VrAe 0 < 3e < ~ Л(, < 4- 30 .такой, что

..для любого компакта /СсЛ(80, /?0)

где р>0— целое число такое что р— 1 <՜ ։ р.
(я)

4 ж?
sup I jlF՜“ log f(u + ։«)|| du '■ 'Г.
V 0

В работе [8] установлено параметрическое представление классов 
/УГ. Классы Л/Г совпадают с множествами аналитических в полупло­
скости С( 1 функций, допускающих факторизации

/(w) = В, (w) exp 4 ic (5)Г(1-:а)

где В, (w) — сходящиеся произведения типа Бляшке (3), (4), с нулями, 
подчиненными условию (2), с — вещественная постоянная, а функция 
|i(f) ограниченной вариации на оси — •֊ оо.

Пусть /(ш) — мероморфная в G' ’ функция с нулями = 

= [и։+гёА}® и полюсами ixA|1<B= |/A+Z₽J* (lim - lim рА = 0). Для
Л* • Л -»зо •

любого v ( — < г < 0) введем в рассмотрение следующие величины:

i [ W՛ * log |/ (н 4- du

п (v, /) = £ 1.

N(v,f) = ( n(t, f)dt= 2 (о — vk) -t £ (о —рА).
J v*<’ v—К

Будем говорить, что функция N(v, f) имеет порядок л, если

НпГ = .
’—* |log|vli

3. Приведем теперь основные результаты -статьи. Они относят­
ся к произведениям типа Бляшке Bt(w) и классам аналитических 
функций 7V« обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости. Однако 

• следует особо отметить, что аналогичные примененным в статье ме-
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•т тоды в круге приводят к подобным результатам для произведений 
!т ' типа Бляшке ~в (г) и классов мероморфных функций П* обобщенно- 
о ограниченного вида М. М. Джрбашяна [5], [6], [12] (гл. IX).

Теорема 1. Пусть последовательности комплексных чисел 
= |пд + го*|1 и лежат в полуплоскости (л

к для фиксированного значения параметра а(0<^а<^Н֊со) удовлет­
воряют условиям

У Ч1։+*< + со> Ё 1р*114։< + от> (б)-
«-1 *-1

I и для какой-либо из функций

/։(1,(ш) = Вв(ш; {ш4})= П ьа(ш; (”)=-£ ’
*-։ #>(№;[**))

П (и, /Г'2') имеет порядок X. Тогда при а — 1 < X < а;
1°. Справедлива оценка

р— |«;-1/ал/(о./11>2)) . . .. ...
11т г.. >с։(а,Х), (7)
о--о Е(у, /; )

где с։ (а, X) 0 — постоянная, зависящая лишь от а и X.
2°. Если для некоторой последовательности ия —•—0.

£(«Л. /Г'։’)>ЧГ՛. тпо?<Х-а+ А.

Теорема 2. 1°. Если функция /(«>)£ АС и (ш4|"с=С( ։ ее ну­

ли, то для функции |и\|) £ ЛГ* справедлива

формула 
+ ОО

[£(«, ^1։= У е’г‘>(х)|8</х, (8)

где н(х) — преобразование Фурье меры р(х) из представления (5)

?(->) = ֊2- |’в-,л'</՛>(/։.

— ю

2’. Пусть последовательность комплексных чисел («?1}1а' = 

= с удовлетворяет условию (2) при некотором
а(0<а<+<ю), и функция П(и, В, (го; (а>д))) имеет порядок 
/ (1— 1 <Х<^а). Тогда существуют функции /(ги) = Вл(ш; {юА)) X 

X ?.(«»)€ ПТ , для которых

|.т () = 0. (9>
■ .1 Ь о,;)
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Теорема 3. Если нули В, лежат на конечном числе верти- 
-кальных полупрямых из б( 1 и выполняется о ано из еле жующих 
.двух условий

&) <։>!, б) Ит 0<л<я. то
И(«, В.)

тг-'х>Г՝п м(V, В,) 
Е (V, В.)

(Ю)

Замечание 1. В теореме 3 по существу доказана точность выбо- 
-ра степени а-----^-величины | V | в оценке (7). Вопрос об уточнении кон­

стант С1.2 (а, X) в оценках (7) и '(10) остается открытым, что, впрочем, 
имеет место в работах Сонс [5], [6] (оценки типа (10) у Сонса не имеет- 

• ся).
Замечание 2. Если при —1<а^0 выполняются условия (6), 

то как нетрудно проверить

Пт Л'(и, (0, /1''՜’)<5 -г ос,
V—— О

поетому, мы рассматриваем только положительные значения а.
4. Доказательства теорем 1—3 основаны на леммах этого и следую­

щего пунктов.
Для мероморфной в полуплоскости О' функции /(«>)=/(и 4֊ 

+ ю) формально обозначим

2 (х, V, /) = —Д= I е՜ 1хи 1Г՜’ 1одг |/(м 4֊ /и)| </и
V 2г. — 00

(—оо Х<^ 4՜ 30, —— 1 < а < + со).

Следующие две леммы доказаны в работе автора [13], где исследован 
вопрос об ограниченности величины Е(о, Ва) при и —----- 0.

Лемма 1. Пусть последовательность комплексных чисел|(т*)Г = 
={ид + го*|* ։= (7,-) удовлетворяет условию (2). Тогда для любых

—°о<^и<0) и «(—1<^а<^4֊оо) преобразование Фурье 2 (х, V, 
В* (и>;(то։|)) существует и определяется по формуле

___
2 (х, V, В. («,; [№*))) = ֊֊ % (|< - НГ е՜1х(т+”1 •

(11)
•52п(-:-|-1>)«Л ( — зо < л- < + со).

Лемма 2. В условиях леммы 1, если----- — <^а<^4- оо, т0 дЛЯ
2

всех V (— оо V 0)

1ог|В. (и 4֊ ю; !ш։})| £ £։ (֊■ со, 4֊ ои),
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и справедливо равенство Парсеваля
4֊'Х5

[£<и։ад= | р(х. у, в^ах. 

- -л

Отметим, что функция № ’ 1о£ |6, (и 4-։»А; и>д)| при—1<։-С-----~

в класс £,(—'», 4՜ ՝х>) не входит (см. [13]).
Пусть последовательность {ид 4֊ го4)Гс (7<-' при некото-

Ч ром а(—1 < а 4՜ 00) удовлетворяет условию (2). При —оо<х< 
> <4-00, — оо < V < 0 введем следующие обозначения:

. •—1хи I
К{х,о, Вл)=—2, е * I (1^*1 — |т|)ае-|-г։'+’>| в^п (т 4֊ б)с!՜, (12)

** * л
֊1’*!

'’к1
Цх, V, В') нэ е|х|" X е 1хи* I (|«*|֊|'|)։ е |х|' (13)

։’*>о л,

— I«’»1

В силу формулы (11) имеем

а (х, V, В«) » - 2֊г^— [А (X, и, В<) 4֊ £(х, V, В.)]. (14)

Лемма 3. Пусть последовательности {шА}“ с > и {«*}“ с С/ ։

1 при некотором я -----— < а < 4֊ ֊о удовлетворяют условия м (6)

Тогда если Д2)— функция из теоремы 7, а функция Г* имеет вид.

В։(ю) = В։(ш; {/1т тоА}) В։ (то; {71тгА}),

то при любом V (— оо < о < 0)
£•<<,,/?’)<£(«, Г.). (15)

Доказательство. Отметим сначала (см. [13]), что при vk֊<^v

Г*՛
I (|и4 (■—4)* е՜ г4։’)| ։ £п ('• 4՜ «) < 0.

Поэтому в силу формул (12)—(14)

|2 (X, V, /?)| = I а (х, V, В« (ш; {«*})) -

— а (х, V, Вл(т; {гА}))| <|8 (х, V, Ва(ш; [71т »*}))! 4՜

4֊|2 (х, V, Вл(ш; (։, 1тхА!))| = — 2 (х, V, /\) = |2(х, и, В«)|.

Отсюда и из леммы 2 следует (15).
5. Для удобства изложения условимся обозначать

Л, (х, «) ев К(х, V, Вл(т’, [։ 1т »*))) 4՜ ^(х, V, В*(т; {։ 1тх։1))»
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Д, (х> «) = Цх, V, Вл(ги՛, |;1т ш։|)) + А(х, V, 5, (ш; |։ 1т гд))), 

и всюду писать В»(х,«), Л'(<), п (#)• соответственно, вместо 2 (х, о,

Лемма 4. При выполнении условий (6)

НтИ1+*п(0=0(-1<а<+ -ю), (16)
- о

11т|<ГЛф) = 0 (0<«< + оо). (17;

Доказательство. Очевидно, что 
о 

[(- #)։+*Л(0< + «», (18>-

— в» 

о
Нт Г (—О'+*«М<)=0. (19).

и-*—о J 
V

Для любого 8 < 0, в силу (18)

+ (! + ’) [(-0"п(/)Л>(14-а) |(— 

— ОС — 00

тем самым 
О 
| (— #)’ п (/) <Н < + ос. 

— 00
Ввиду (19)

11т [ Нт (— /)' г< п (I) — (— о)* п (и) + 
V—0 /-*—О

О
+ (1 + а 1' (—#)*«(/) л) =0,

•и 
и поскольку

о
(1 + в)§ (— 0* п (О Л > (— и)'' “ п (и),. 

V

то справедливо соотношение (16).
Применяя правило Лопиталя из (16) при 0< а -С+ оо. получим.

Нт |<Г (/) = Нш —1<|։+* л (;) = О-
*--0 /—о а • •
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Замечание. В силу леммы 4, если при ։]>0 выполнены усло- 
вия (6) и Л'(0 имеет порядок /, то

Для оценивания П(1) мы воспользуемся нижеприведенной леммой 
роста Пойа (см., напр., [14], лемма 4.7).

Лемма 5. Предположим, что <р(/) и ф (/) — непрерывные поло­
жительные функции от I при #д, ф (0 — неубывающая функция

и .и далее, что
Нт ®(0 = -Ь °°>

11т 1^ = 0. 
ф(0

Тогда существуют сколь угодно большие значения г такие, что одновре­
менно выполняются неравенства

?(0 <?(/•) и0 <*</■)
-и

Ф(/) ф(г)

Пусть функция Л’(0 имеет порядок X. Полагая <р (0 =
- -л,(-7)/'՛՜՛

т 'применим лемму 5.

ф(/)=/2‘, где е — малое положительное число, 

Это дает

Отсюда получаем, что для любого е > 0 существует последовательность 
1 ֊/п —»-----0 такая, что

*(0< Лфн)(֊ ОС <* <'-).

л/(0< — П((п) (*„<<<0).

(20)

(21)

6. Доказательство теоремы 1. Введем следующие обозна­
чения:

— I
<р։ ((, о )= — ( (— / — М)'е՜ |-г(т+’и з£п (х 4- о) (— ос <г < и < 0),

Л
-/

ф» (?, о) = е г| г | (— I — Н)“в1х| (о С #<0).

I • •
Нетрудно проверить (см. [13]), что при а 0

о«Р.(^)<Ц^-(-о\ (22)
1*1
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- И' .14»
ф. (/, V) < е1'1’ ------- ------------(֊О’- (23) •

Это следует из очевидных равенств 
-/

<Р։(6г,) = еи<’֊0 յ’ ге-г'”^ +
V—I 

— / 4-1
+ еи <’֊о С ,«е|х| -• - е|х> ։/-*’> (* г* е|х|’</т, 

о о‘
—/ —>

|՝ л). (24)

и О
Далее ,в силу формул (12), (13) и оценок (22), (23) имеем 

- 1 — е։ 1x1 ’ "
К.(х,ъ) = | <ра(<, и)</п(0֊<------ —------ ^ (—0’<М0> (24)

— • —ОО

О О
Г «И * Г

£«(х, и)< ф» (6 V) (Г) < — х | (—0е (е”|хИ — еИ ') (/л (г). (25).
•7 VI*!
V V

е- |Х| / — е\х. I
Так как дробь ---------- -------- (и</<^0) — невозрастающая функция от

/, то из (25) следует также оценка 
о

(26)

Произведя в интегралах (24) и (26) дважды интегрирование 
стям, ввиду соотношений (16) и (17) полу.им

„ , 1 — е2 /х| 0 (, , , ...

по ча-

V

(27)

1 — е1 |Х1 V I
------ГТ------ ~ |»1* п(«) — (1 +а)Ь|’-1/У(о)4-

л

+ М (28).

Для оценки интегралов в (27) и (28) воспользуемся неравенствами 
(20), (21). Это дает

(—о*՜2 лг (0 л < ^0")1<"1* 1 
՝ Х-а+1-е
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о
(֊/)-’ Д^)<^ < -У(6,)|6,Г , при /.<а. 

а — — з

Остается заметить, что последние оценки ввиду лемм 2,3, формул 
) <(14) и

п приводят к утверждению 1° теоремы.
Доказательство 2° также получается из оценок <(27) и (28). Так как 

Л/(0 имеет порядок X, то существует постоянная с0 > 0 такая, что для 
.любого малого е >• 0 при V -► — О

3 X —а+Ц-е
— СО 

0 
г ы* -х-в

(-П’֊։Л/(0Л < ------- (/.<«).
а — л — е

V
Следовательно существует постоянная с (а, Х)^>0 такая, что для 

.•любого малого е 0 при V —» — О
Е(ъ, /.’'”)< с (а, >•) М’-’-”2-*.

Отсюда очевидным образом следует утверждение 2°.
Доказательство теоремы 2. 1°. Воспользуемся следующим 

.представлением (см. [8]):

1Г-1ое|^(«)| = Ке( \
I и ш — г )— ОО

'Отсюда в силу формулы

в՜'" К _ |ах| / .

----------- с1и=- е ' (а=^0) 
и’ Н- аа---------|а|

,(см. [45стр. 323) и теоремы Фубини следует, что

р—1хи
— </и = (ц —О։

«<х.о.г.) = ֊-^ У «!֊(») 

— ОО

4-о°

= 77= [ е՜““^ (О =?(*)• 

— «о

Оджако В7՜* 1о£ |#։ («>)| 6 £։ (— <х>, -Ьое)П/-а(—оо, + со) и по­
этому справедлива формула (8).
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2'. Для любого р (0 < р 1) положим

н(/) =
О, при t < О

— при 0<<<1

О, при / >■ 1.

Тогда при х>0

|i(x) = (p — 1) |
„~i*i
^֊-Л-(₽֊

Г

.-и
———dt.

е “

J 
а

Л=Г(1 —Р)е

(см. 115], стр. 322), то при >*о О
Г(2֊Р) 2-1

2

Из последнего неравенства получаем

[ еИ ” |? (x)i’ dx > [Г(2~ Р)? [ e" х” "։ rfx =

= 1.П2 [ e֊V?-2</x>c(P)M։՜23, (29)
4 &

X. |V|
где c(P)^>0 постоянная.

Так как при а>0 IF՜“ log|B., (w)| -<0 (см. [10], [И]) и IF՜’ log] 
|g։(w)/<0 по набору J*(0. то для функции (5) в силу оценки (29) 
и представления (8) имеем

E (V, f) >Е (v, g,) > J/71P7 М12

Следовательно, для любого е > 0 существует и0 <\ 0 такое, что при 
и> и0

м Е(^՝/} <[с (Р)]_1'։ |и|“+?՜1 л < Iе (ЭД-г/։ /«г3՜1՜՛՜՛- 

Выбрав Р>Х—а. -|- 1, получаем(9).
Доказательство теоремы 3. Рассмотрим сначала случай, 

когда нули В« лежат на одной полупрямой, т. е. [ш^]“ а (ш = и0/А : 
— оо < А<^0) (— со <^и0 <-|- оо). Тогда в силу формул (12)—(14) спра­
ведливо неравенство

_— » о

|2 (х, V, в. )< > - /2”_ [ [ (6 «) </Л (о + Гф, а, V) dՈ (о) • (зо) 

2 1 ( 1 + а) 1 и )
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Примениив дважды интегрирование по частям в последних интегра-
•ь/_лах, получим

| Т, (*, «) <^п (?) — п (и) *,(«,«) — Л (и)
и)

(#, V)
-----------  <Н (31)

о ,
Г •!՛, (/, и) дп (/) — Вт п (О ՛!>, (/, о) — Вт Ы (<)
I /—о /--о

V
0

Гл«> ?*■«>»> д.
д( д?

V
Легко можно проверить, что 

— V , —V

<р։ (и, и) = ф։ (V, и) = | е՜|х| ’ <7։ + е2е|х|" </т,

б и*

(32)

<7<р։(и, V) «*?.(»> V) р
Л д( 1 1 3

о
—V

+ |х| е2 М " е*ж|' <7՜ — 2 (— и)’ е|х> ’.
о

Замечая теперь, что в силу леммы 4

Вт п (7) ‘1>а (6 V) -- Вт (/) дф«^* °) _ 0, 
(--О 1--0 о/

из (30)—(32) получаем
__  V

|2 (X, V, Вл )| > 1 —-----( (՛ Лф)
2 Г (1+ а) 13

<?8Ч’, (7, у) 

дР
<Н +

о
<?’Ф« & «)
—лЗ՜“" ■

Далее, нетрудно проверить, что при а > 1

V)

д? = Ы’ «) + 2 “ (- О*՜1 е' г| ’ — 2 а (и - О“՜1,

<?Ч,Л,О) = |х|’ ф«0, V) + 2 а (֊ П-1 еИ ’, 
ог

д’ф (6 V)
----- —------= »(։ —1)<Р._2(7, и)>0.

(33)

(34)

(35)
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Из формул (33), (34) и неравенства (35) вытекают следующие: 
оценки:

_ о
|2(х, V. I (֊/)-* Д'(<)Л>

Г (а) .՛ 
V

>-г֊^е'Х'г' (а>1)-
1 (1 + «)

Отсюда, в силу леммы 2 при а > 1

«(». г.)> пмЛ-М-'^М-
Предположим теперь, что выполнено условие 6). В сиду очевидных: 

оценок 
__ о

|2 (х, V, во)| > ^2֊ I % (Л V)л (/),
21 (14 а) .) 

*
(— Л’ *■“ ■1»« (/, и) > --------- е|г1

1 +»

по лемме 2 будем иметь
г___  О

£(»■ в-> > ОГ/Л
2 1 (/ г а) ,)

Далее, применяя дважды интегрирование по частям в последнем инте­
грале, приходим к оценке

£(«. В.) **

2Г(2 4.а)|«|«^(„)
о

— |п|,+ап (и) — (1 4-а) |«Г (у) т-<։(1+ а) | (—0’՜’ Л^(«)л|

(36).
Заметим теперь, что

о
[ (—О“՜1 М (/) М

Ит -
V-.—О ,»|*Л^(и)

= Нт ֊(֊У)-1 Л/(у) = 1
°--о—а(— у)*՜1 IV (и) + (—у)*п(у) а.— X 

Следовательно (36) переходит в неравенство

Н-1* ^У(у) < 2Г2 + а) а-х .
ч--о £(у, В.) ֊/2к Х(Х + 1)
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Доказательство утверждений теоремы в общем случае, когда 
.V

4- со, т=1, 2,- •П’+/£:֊«,< А<0|(-

՛ приводится к рассмотренному посредством оценок

[£(о, £,)]’ =
"< и

2 IF ’log'6. (и
֊<

շ
у IF log|6, (ս г /и; wA.)| die, т = 1, 2 

и,՜ "<7

которые вытекают из неравенства

1
IF " log |6, (w;
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Դ. Վ. ՄԻՔ ԱՑԵ ԼՑԱՆ. նիսահարթությունոԼմ թնղ£անրացէ[ած-սա£մանափակ աեսքի ֆունկ-- 
շիաների անի մասին (ամփոփում)

Կիսահարթությունում անալիտիկ / (է») = / (ս 4- Խ) ֆունկցիաներ ի 1Լ Մ, Հրրաշյանի՜ 

մտցրած (0<Հ 1 < ~ր՜ 00 ) դասի համար ուսումնասիրվում է

•Ւ •»

յ 1օշ|/(։/֊|- ւ«)|]։ժս

մեծության աճի կապը զրոների հաշվման № (ս > ք) ֆունկցիայի աճի հետ (երբ -♦—0)- 

որտեղ Վեյլի ինտեգրալ օպերատորն է։

G. V. MIKAELIAN. On the growth of generalized bounded type function» 
in the half-plane (summary)

The interplay between

I [W logl/(u + ro)|]’ du

and functions which count the numder of zeros of f («•) = f (n -f- tv) as v -»— 0 is 
investigated, where P7՜* is the Weyl integral operator for the A. M. Djerbashian 
classes of analytic functions in the half-plane.
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Л. А. ГАЛСТЯН, В. К. ДУБОВОЙ

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ 
ПРОБЛЕМЫ ШУРА

Введение

1“. При применении методов теории аналитических /-растягивающих 
матриц-функций (/-теории) [1, 2] в решении различных интерполяцион­
ных задач типа проблемы моментов [3, 4] в качестве центральных объек­
тов выступают те или иные элементарные /-растягивающие матрицы-функ­
ции. Они же появляются (в несколько иной форме) в схеме, предложен­
ной в [5] для решения других, родственных задач.

Связь этих элементарных матриц-функций с интерполяционными про­
блемами настолько тесна, что всякий раз удается решить в известном 
смысле обратную задачу: задачу о восстановлении исходных данных ин­
терполяционной проблемы по заданному конкретному элементарному мно­
жителю. В таких случаях принято говорить, что проблема адекватна зада­
нию соответствующего /-элементарного множителя.

В работах [6—10] авторов настоящей статьи методами /-теории ре­
шается интерполяционная проблема Шура в следующей постановке:

Пусть д— класс голоморфных в круге |С| 1 сжимающих мат­
риц-функций 9 (С) размерности р X д.

Даны постоянные матрицы порядка р X <7 : с0, с,,՛ • •, сп.
Требуется: 1) найти необходимые и достаточные условия, при ко­

торых существует матрица-функция 6(ч)£5р. имеющая заданный от­
резок ряда Тейлора :

9(9 = 00+ д։С +--’ + сн Г+•••;

2) при условии разрешимости проблемы описать ее общее решение. 
Условие

/-сяс;>о, (0.1>

где через С„ всюду здесь обозначается матрица первых п +1 тейло- 
ровых коэффициентов матрицы-функции О (С):

Со 0 ••• 0

с..= С1 Си •• • 0

_с. С.,-1 •• с0

является критерием разрешимости проблемы Шура. Если в (0.1) выпол­
няется строгое неравенство, задача называется невырожденной. В против­
ном случае—вырожденной.
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Вопрос об адекватности невырожденной проблемы Шура заданию 
-растягивающего кратного множителя полного ранга решен в [6].

Иная возникает ситуация при рассмотрении вырожденной задачи.

В работе [8] по исходным данным C« строится -элементарный крат­
ный множитель неполного ранга

в(с) = 1 * *<֊>  1.7= -'-° .

* Мы часто переходим от матричной терминологии к операторной, имея в виду
• стандартный ортонормнрованный базис.

' | e(t) rf(Q I 0 /,

посредством которого общее решение В(£) вырожденной проблемы Шура 
представляется в виде дробно-линейного преобразования

9(С) = [а (ч) «։(-1 + 6 (О] [с (Q « (О 4-(С)]՜1 (0.2)

произвольного параметра 0>(£) € Sp.<i> равного на конкретном, определяе­
мом данными задачи, подпространстве унитарной константе.

В другой работе [7] того же автора доказывается (теорема о парамет­

ризации), что произвольный /-элементарный кратный множитель В(£) (не­
обязательно полного ранга) представляется в виде

В(С) = °|1Д (Р-СС*) (-”[Р, С]х
v J I V

где Ar(Q=Ari „(■;)=[/,, С/г.---,Сл Д], (r = p, q),
Р-- ортопроектор*,  действующий в пространстве

Е^ = Ер®ЕР®---® Ер, 
л+1 '

С — сжатие, переводящее пространство

Е{ЧП} = Ед ® Eq Ф- • -ф Eq

в Е{р} (Ег — r-мерное линейное пространство).
При этом параметры Р и С, которые по матрице-функции В (С) 

определяются одназначно, удовлетворяют соотношениям :

1) V‘P.nP=P Vp,„P,

2) с Vq.„ = P И,,„С, (0.4)
3) Р—С С  > 0, rang (Р—С С)  = rang Р, 

в которых
* *

'0 •
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Анализ, проведенный в [8—10], показывает с одной стороны, что при 
^построении по исходным данным СЛ матриц Р и С существует определен- 
■ шый произвол. С другой стороны, произвольно заданному кратному мно- 
'«жителю неполного ранга либо не отвечает никакая проблема Шура, либо 

։ 'юна восстанавливается не однозначно.
Таким образом, становится очевидным, что сама проблема Шура не 

'.является задачей, структурно связанной с /-элементарным кратным мно­
жителем. Тем самым возникает необходимость в составлении новой интер- 
тполяпионной задачи, находящейся, в упомянутом выше смысле, во взаим- 

опнооднозначном соответствии с /-растягивающим кратным множителем про- 
снизвольного ранга.

Именно этой цели и посвящена настоящая статья.
2°. Мы исходим из конкретно заданного элементарного кратного мно- 

-и.жителя (0.3), не задаваясь вопросом, связан ли он с какой-либо задачей 
-ИШура, или нет.

Составляя дробно-линейное преобразование (0.2), с произвольным 
уже параметром ч» (С) £ после несложных, но утомительных вы- 

шчислений*  убеждаемся, что результатом преобразования (0.2) являет- 
пхя матрица-фун кция 6 (С) £ Sp. q, т ef/срсть е гсгГ г» с i ты с0, с։,- • с 
■ жотороп удовлетворяют уравнению

* Эти вычисления подробно изложены в [10]. 
. 5—163

РСп- с.
Отсюда и из соображений, связанных с соотношениями (0.4), заклю- 

и чаем, что искомая задача, названная здесь ’-касательной проблемой Шу- 
q ра, должна быть сформулирована так:

Заданы: 1) ортопроектор Р, действующий в пространстве Ер՝^ удов- 

л летворяющий условию

РУР.,-РУР.пР; (0.5)

2i оператор С, переводящий Eq'} в Е{р ՛;
Требуется: 1) найти необходимые и достаточные условия, при кото­

рых в классе SP։4 существует матрица-функция

0(С)-=со + с։С + --- + с„Ся + •••,

у которой первые 'П-|-1 тейлоровых коэффициентов удовлетворяют соотно- 
: шению

Р С„ = С; (0.6)

2) при условиях разрешимости описать множество решений задачи.
Нетрудно заметить, что неравенство Р—СС*̂-0  является не- 

о 'обходимым условием для разрешимости’-касательной проблемы Шура-
В том случае, когда rang(P—СС*)  = га-gpпроблему естествен­

но называть невырожденной. В противном случае она вырождена.
Очевидно некоторое сходство нашей задачи с рассмотренной в [12] 

касательной проблемой Неванлинны-Пика. Она в некотором смысле явля­
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ется сопряженной к этой проблеме (чем и обусловлено придуманное нами՜ 
название задачи). Но благодаря введенной здесь՛ нормировке (напомним, 
в касательной задаче Неванлинны-Пика вместо оргопроектора Р фигури­
рует относительно произвольная матрица А) мы имеем՛ дело с задачей, на 
наш взгляд более естественной с точки зрения /-теории. Последнее моти­
вируется хотя бы тем, что именно ‘-касательная проблема Шура является: 
задачей, адекватной заданию элементарного кратного множителя произ­
вольного ранга.

Этот факт, являющийся в этой статье основным;, устанавливается в՛, 
конце § 2.

А § 1 посвящен критерию разрешимости ‘-касательной проблемы 
Шура. Примечательно, что этот критерий, одна сторона которого есте­
ственным образом получается в рамках /-теории, является прямым след­
ствием теоремы Б. Сёкефальви-Надя и Ч. Фояша о дилатации коммутан­
тов [13].

В § 2, помимо упомянутой уже теоремы об адекватности; выводится 
также традиционное в подходе В. П. Потапова основное матричное нера­
венство, позволяющее представить общее решение *-касательной|  задачи в; 
форме (0.2).

§ t

1°. Теорема 1. Для разрешимости *-  касательной проблемы Шу~ 
ра необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1) Р-СС>0,*
(1.1)՛

2) P i/,.„c = c vq,n.

Доказательство. Необходимость. Пусть матрица-функция 8(0՛ 
является решением нашей задачи. Тогда соответствующая ее матрица Сп 
будет сжатием, удовлетворяющим уравнению (0.6).

Отсюда сразу находим

1) Р- СС‘ = P-PC, С՝пР=Р{1-С„ Сп)  Р> о,*

Таос же легко проверяется выполнение условия 2), если иметь в виду 
перестановочность матрицы Ся с оператором V(Ся И»,я = Vp, я Ся) и. 
свойство (0.5) ортопроектора Р.

Достаточность. Воспользуемся теоремой: 11.2.3 из [13] (стр. 81). 
Выберем в ней

Т=Р Ур,п՛ дР, Н=ьРсЕ$\ Г =Vq.„, H' = E(qn\

X=C-.Éf^üP,

В связи с последним обозначением заметим, что хотя в задаче 
матрица С задана как отображение Е^ в Е(р\ из условия 1) Р— 
— СС*  ^0 следует однако, что ДСсДР, и следовательно С можно 

рассматривать как оператор С из Н' в М=&Р..
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Требуемое в используемой теореме соотношение ТХ = XI' экви- 
ог валентно условию 2) Р Ур, ЛС = С Уд, п.

Далее, чтобы придать необходимую форму утверждению упомя­
нутой теоремы, нужно построить минимальные изометрические дила­

ст тации и. и и I сжатий Т и Т' соответственно.
Обозначим

£, = пр Д£ (£','”= £р)

и составим бесконечную ортогональную сумму

= £<,")= Ер® Ер®--- .

Сформулируем теперь лемму, доказательство которой будет дано в 
я конце этого параграфа.

Лемма. Пространство К+ является пространством мини- 
и. мальной изометрической, дилатации 1/+ сжатия Т=РУр,,\^Р.

՝: Сам оператор '1/+ совпадаете односторонним сдвигом Ур, - с блу­

ждающим .порождающим подпространством, совпадающим с Ер.
Проще строится минимальная изометрическая дилатация П + сжа- 

т <гия Т' = Уд. п.
Непосредственно проверяется, что

К+ = Ед 1 — Ед ® Ед ®- - ■ ,

в а 1} + совпадает с односторонним сдвигом Уд, х с блуждающим по- 
3 рождающим подпространством Ед.

Согласно указанной здесь теореме существует сжатие У, отоб- 
Ч ражающее К. в К+, удовлетворяющее соотношению

и+У= УИ'+ (1.2)

и « такое, что

(1.3) 
тгде Р+— орт.опроектор из К+ на Н — ЛР.

Имея в виду матричную структуру односторонних сдвигов У± и 
' У+, соответствующую разложениям пространств К+ и К+, сжатие У, 
о-обладающее свойством (1.2), можно отождествить с бесконечной мат- 
} рицей всех тейлоровых коэффициентов некоторой сжимающей голомор

5 >фной матрицы-функции 0 (С)*  размерности 8гХ у, где 8г—кратность 
э одностороннего сдвига £7+.

* Си. [6], замечание на стр. 206.

Далее обозначим

р=р+1 4՞՝ (Е(РП) = ад Ер ® •. ■ © Ер) 
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и пусть С, — матрица первых п 4՜ 1 тейлоровых коэффициентов мат- 
рицы-функции 0(С). Из рассуждений, проводимых ниже, при доказа­
тельстве леммы, следует включение ЬРс.Е'У.

Тогда из (1.3) легко находим

РС„ = С. (1.4).

Нам остаётся дополнить нулями матрицу Р до ортопроектора Р 

и матрицу С„ до матрицы коэффициентов Ся, соответствующей неко­
торой матрице-функции О (С) В итоге из (1.4) получим требуе­
мое соотношение (0.6).

Теорема доказана.
2°. Перейдем теперь к доказательству использованной в теореме 

1 леммы.

Чтобы убедиться, что оператор 17+ = VР։ - является минимальной 
изометрической дилатацией сжатия Т — Р Vр, П\^Р, достаточно прове­
рить выполнение следующих трёх условий:

1) ДРс?/’;

2) Г = Р, ]/Р. -|ДР(ДР. = ДР);

3) V ((>;, .ДР) = £։,“’= К+.

1) Заметим сначала, что подпространство ДР, как это следует 
из свойства (0.5) ортопроектора Р, инвариантно относительно операто­
ра У'Р.п. Выберем произвольный вектор /(.-• •, /Я)£Д Р<=.Е(р\

По определению пространства Ер имеем : /0 £ Ер.
Но И/Л/==(/*,•••» /л, О---, 0)£ЛР, следовательно 

= 0, I,--, л).
Отсюда следует :/= (/0, /я) ^ЁР&ЁР@- • -6 ЕР = Е1Р}

так что ДРс£,(/,) с: £р" \
Рассмотрим пространство Ер“^ = Ер $ Ер © • • •, ив нем од- 

нэдгэр ։чч<й сдвиг » с блуждающим порождающим под­

пространством Ер. Ясно, что Е[р} является подпространством в Е^. 
Так же легко усматривается, что оно приводит оператор УР,.« к ин­
тересующему нас одностороннему сдвигу Ур,- : Ур. . = УР,

Из этого и из того, что ЬРс.Е1р} следует:

р. и;..|др=рю и;.„|др, (.1.5)
где

о](^", = ^Я,Ф^П)\ АР.=ДР)-
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Заметив ещё, что Р« Ир, . | ДР = Р Ир.,! ДР = Т, из (1.5) находим 

к и;._ |др = р- . • р. ир, р. ур,, |др=
= РИр.л-Р Ир.,- ... -р Ир.,|дР= т\

Остается проверить выполнение третьего условия.

3) Так как ±Рс.Е[?\ то

V (Г;,, \Р}^Е{р՜'. 
։«0

Чтобы доказать обратное включение, достаточно убедиться, что

£рС V (Ир, ДР).
Р—0

Пусть /пбРр- Из определения пространства Ер и из того, что 

Д ДРс£рП), следует существование векторов /։,•••,/„ из Ер таких, 
р что /= {/0, /„• • •, /я) £ ДР.

Но тогда, ввиду инвариантности ДР относительно Vр, я, имеем 

г/». о)= и;„(/0,/„•••,/,)с др.
Представляя /0 в виде /0~(А>, 0,-- 0) = (/0, /։»•• •, /п) — (0,

I /п- ■ /л) =/— Ир, . g, /^УР, 8^ЬР, находим

/о€ (ДР) VI Иг,-ДР) с V (?;,.ДР), 
р-0

։ или, что то же самое, Ера V (Ир, ДР). 
Р-0

Лемма доказана.

§ 2

Займемся теперь вопросом об описании множества решений нашей 
задачи.

1°. Теорема 2. Для того, чтобы голоморфная матрица-функция 
9 (О порядка рХц была решением ^-касательной проблемы Шура, необ- 
димо и достаточно, чтобы она удовлетворяла неравенству
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Доказательство. Необходимость. Пусть матрица-функция

0(С) = с„ + с,С + • •• + с„Ся+ • ■ •

является решением задачи.
Составим интерполяционную задачу Шура с исходными данными, сов­

падающими с коэффициентами Го, ci, —i сп матрицы-функции 8(0-
Записав основное матричное неравенство проблемы Шура [8] и умно­

жив его слева и справа на эрмитовую матрицу

с учетом (0.6) получим неравенство (2.1).
Остается заметить, что матрица-функция 0(C). заведомо являющая­

ся решением составленной нами задачи Шура, удовлетворяет упомянутому 
матричному неравенству, а вместе с ним и неравенству (2.1).

Достаточность. Пусть теперь голоморфная матрица-функция 8(0 
удовлетворяет неравенству (2.1).

Из неотрицательности блока С следует принадлежность 8(0 .классу 
Зр.ч-

Далее, при стремлении £ к нулю, блоки А и С остаются ограниченны­
ми. Отсюда следует, что для выполнения неравенства (2.1) должен быть 
ограниченным также блок В.

Преобразуем блок В:
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В последнем выражении матрица-функция

ф (С) =
>0(0

.<(9

голоморфна и удовлетворяет условию Ф (0) = 0. Из этого легко следует, 
что для ограниченности блока В при сколь угодно малых С необходимо вы­
полнение условия

Р С„ - С = 0.
Это означает, что 0(0 является решением ’-касательной задачи 

Шура.
Теорема доказана.
Неравенство (2.1) по традиции назовем основным матричным нера­

венством задачи.
Параллельно с основным в схеме В. П. Потапова рассматривается так­

же дуальное матричное неравенство. В случае нашей задачи оно приобре­
тает такой вид:

I /-0(9 о*  (9 
_ * ։ 1 -17

Решая каждое из них мы получим исчерпывающее описание совокуп­
ности решений ’-касательной проблемы.

2°. Ввиду полной аналогичности рассуждений ограничимся лишь рас­
смотрением неравенства (2.1).

Ниже решается это неравенство при предположении

rang(P — CC’) = rangP, (2-3)

то есть при условии невырожденности задачи*.
При решении неравенства (2.1) используются рассуждения, проводи­

мые в [8].
Разложению пространства на ортогональную сумму

Е^’^ДР® ДР1 

соответствуют матричные представления

С
о

Р-СС*  = /-СС*  0 1 
о oj (2.4)

(в связи с представлением С вспомним включение ДСсДР).
Хч *ч

Отметим, что из (2.3) следует невырожденность блока / — С С*.
В соответствии с представлениями (2.4) неравенство (2.1) принимает 

вид

Вырожденной задаче будет посвящена отдельная работа.
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/- СС*  0 1 1 I / о | .• I 1 \ 
---  ՜՜5՜ Iо о । ■: I о о | /

I /—0*К)0(С ’
! ՜ 1՜՜-՜ I'.P

Последнее равносильно неравенству 

А В 
Б*  С

из которого, применением леммы о неотрицательной блок-матрице [2] по­
лучаем неравенство

-- _ճ1մձևԼ._ Б*(1- СС*)՜ 1 В>0, 
I - |С|։

совпадающее, как это легко заметить, с неравенством (10.22) работы [8]. 
Используя теперь лемму 10.2 из той же работы и принимая во внимание 
также теорему 2 настоящей статьи, получаем:

Теорема 3. Общее решение &(£) невырожденной *-касателъной  
проблемы Шура представляется в виде дробно-линейного преобразования 
(0.2) произвольного параметра ю(£) € 5Р,7, матрица коэффициентов ко­

торого является ]■ растягивающим элементарным кратным множителем, 
совпадающим с (0.3).

3°. Сопоставляя эту теормеу упомянутой во введении теоремой о па­
раметризации [7], приходим к основному результату данной статьи:

Теорема 4 (об адекватности). Невырожденная *-касательная про­

блема Шура является задачей, адекватной заданию j-растягивающего эле­
ментарного кратного множителя произвольного ранга.
Ерева.т:кин государственный

университет Поступила 15. IX. 1987

Լ. Հ. ԳԱԼՍՏՅԱՆ, Վ. Կ. ԴՍԻԲՍՎՍՅ. Շարի ինտերպոլյացիոն խնդրի մի ընդհանրացման 
մասին (ամփոփում)

Ինչպես ցույց է տրված հեղինակների այլ աշխատանքներում , Շուրի դասական ինտեր- 
պոլյացիոն խնդիրը, որը լուծվում է ] -տեսության կարևորագույն օբյեկտներից մեկի' տարրա­
կան բազմապատիկ արտադրիչի օգնությամբ, այնուհանդերձ իր կառուցվածքով լիովին չի 
համապատասխանում վերջինիս։

Հոդվածում առաջարկված է մի նոր խնդիր' Շուրի *-շոշափող խնդիրը, որը հանդիսա­
նում է Շուրի խնդրի ընդհանրա ցումը և որը որոշակի իմաստով տարրական բազմապատիկ 
արտադրիչի հետ գտնվում է անմիջական փոխմիարժեք կապի մեջւ
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L. A. GALSTIAN, V. С. DUBOVO1. On a generalization of Interpolation problem 
of Shur (summary)

In the article a new problem, which is called by the authors the Shur ’-tan­
gential problem, is suggested.
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О. В. ГЕВОРГЯН

ОЦЕНКИ МОНОМОВ ЧЕРЕЗ КВАЗИПОЛИНОМЫ 
И КОЭРЦИТИВНОСТЬ КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ

В работе приняты следующие обозначения. Пусть R' —п-мерное 
евклидово пространство R =(?£/?; •••<«=/= 0|. Для *£/?'', ; £/?'՛
и некоторого числа ? 0 положим

?*=(₽■*,•••» Р՛՞). 5* = 5? •••??. 
где

(l — sgn?/)|, п.

Через (’,՛) обозначается скалярное произведение в R".
Равенства и неравенства между векторами a, b - R" понимаются по­
координатно, т. е. а С Ь означает, что at bt, а г։<а«$г,
где r1։ r։ 6 R, а £ Rn и г։ < г։ означает, что г։ < at < r3, i = 1, • • •, п 
Записи : = и = : означают равенства по обозначению, где двоеточие 
стоит со стороны обозначаемой величины. Через обозначены поло 
жительные абсолютные константы.

В § 1 рассматривается вопрос оценки мономов через модуль данного 
квазиполинома '(определения приведены ниже). В § 2, используя результа- 
тыпредыдущего параграфа, доказывается теорема типа Литтльвуда-Пэли. 
с помощью которой решается задача о коэрцитивности системы квазидиф- 
ференциальных операторов. Отметим, что эти вопросы для обычных поли­
номов и дифференциальных операторов рассмотрены в работах ряда авто­
ров и некоторые из них будут указаны в тексте.

§ 1. Оценка мономов через квазиполиномы

Пусть (Р) — конечное множество точек из R'. Сумму Р (;) =

= У 7 V, где ;£/?", т — комплексные числа, назовем квазиполи- 
*

номом. Пусть
Л(;>- 2 Л/Л £ = М, 

1

некоторая система квазиполиномов. Выпуклую’ обэлочху множества 
м
11 (Рл) назовем многогранником Ньютона (м. Н.) системы квазиполи- 

1
номов Р1,-’-, Рм и обозначим его через Ы.
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Пусть I —произвольный единичный вектор из Л”. Тогда мно­
жество |а; (а, /)=п։ах1?, л)| определяется корректно и называется 

зеи
гранью многогранника 14, а вектор >. называется внешней нормалью 
(или М-нормалыо) этой грани. Множество всех внешних нормалей гра­
ни Г обозначим через Аг. Если (а, /.) = <1 для всех а £ (Р), то квази­
полином Р называется >-однородным порядка </. Обозначим также 
через

А,г(В)= X ь«։“.

Очевидно, что Ри, г (В) является /.-однородным квазиполиномом 
для любого вектора л£Лг.

Определение 1. Систему квазиполиномов Р1г---, Рм назовем 
регулярной, если:

а) квазиполиномы Р\,-• ■, Рм не имеют общего нуля в R" ;
б) для любой грани Г м. Н. N квазиполиномов Р*. г, к — 1, • • •, М 

е о11не имеют общего нуля в Л .
В работе рассматривается следующее неравенство:

м о
|Г| <;С^|Р*(;)|, (1)

4-1

где С— С^, Рц) положительная постоянная.
Легко видеть, что максимальное множество точек ч £ Rдля ко­

торых возможна оценка (I), является м. Н. И. Поэтому возникает 
вопрос описания систем квазиполиномов Р1։---,Рм, для которых не­
равенство (1) верно для всех точек ч£1Ч. Для обычных полиномов, 
когда М — 2 и Р։ (;) — 1 при некоторых ограничениях полноты (когда 
И имеет отличные от нуля вершины на каждой координатной оси), 
вопрос решен В. П. Михайловым [1]. Затем С. Г. Гиндикин [2] дока­
зал неравенство (1) для полиномов при М = 1, без требования пол­
ноты Ы. Для квазиполиномов при Л/ = 2 и Р1 («)=•! задача решена 
автором в [3]. Отметим, что для нерегулярных полиномов и квазипо­
линомов задача исследовалась соответственно Г. Г. Казаряном [4] и 
автором [5]. Для квазиполиномов при произвольном М решение зада­
чи дается следующим предложением:

Теорема 1. Для того, чтобы неравенство (I) имело место 
для всех ч £ Ы, необходимо и достаточно, чтобы система квазипо­
линомов Рм была регулярна.

Доказательство достаточности проведем от обратного предполо­
жения. Пусть система квалиполиномов Ру,՛--, Рм регулярна и для 
некоторой точки ч(^ неравенство (1) не выполняется. Это означает, 

__ о

что существует последовательность £ РЛ, /V такая, что

(
— / Л1 — \

1(П’|/ Е 1Л(?')|) = <*. (2)
/ *-1 /
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Обозначим через Е* = (|Е?|,• • -, | Ej1), s£N. Тогда Е* Ç Rn и Е* = 
= Е' sgn Е*, где sgn E’ = (sgn Eî,---,sjfn Й). Положим р։ = ехр ||1п Е'| |, 
).я = 1п Ел/Пп И, Здесь |1п Е*| означает евклидову норму в R՞ век­
тора (InEf, • - -, 1п Ед). Очевидно, что EJ=p/, s£N, где X*— единичный 
вектор в Rn, и что р5 -»■ со, если некоторая координата Е} (1 < / < п) 
стремится к нулю или к бесконечности при s-»-oo. Тогда, ввиду (2), 
переходя к подпоследовательности, можно считать, что pj -> со при 

s-.co, так как квазиполиномы Р։,•••, Рм не имеют общего нуля в R՞. 
Поскольку векторы л*, s £ N единичны, то у последовательности >■“, 

s^N, есть предельный вектор XÇS’՜’ (5я՜1—единичная сфера прост­
ранства R"). За счет перехода к подпоследовательности можно счи­

тать, что /. -» Из выпуклости многогранника N следует, что /. явля­
ется N-нормалью к некоторой грани м. H. N. Возьмем в R" какой-ни" 

будь ортонормированный базис (е11, • • ■, е1я), где е1։ = л, а остальные 
векторы произвольные. Пусть в этом базисе имеет следующее раз­
ложение :

Х'= £ х|։ е«, 
/=1

причем, так как ).*֊»•).= е11 при s—* ос., то xfi-»■ 1 и хн = о(хп), i — 
■= 2, • • •, п. Обозначим через В։ подпространство R" с базисом (е,а,- • • 
•••, е1"), а через И'— ортогональную проекцию вектора X* (s^N) на 
5։. Если за счет возможного выбора подпоследовательности — О 
для всех достаточно больших s, то базис (е։։,-• -, е'՛") обозначим че­
рез («՛,•••, е”). В противном случае, за счет перехода к подпоследова­
тельности, можно считать, что PÎ =/= 0 для всех s^N. Положим /•'= 
= И*/|И11, s£.V. Опять же, переходя к подпоследовательности, можно 

считать, что '/•։ — •11£5Я՜3—единичной сфере в Rn~ . Перейдем в под­
пространстве к какому-нибудь новому ортонормированному базису 

(в։։,՛-՛, е2"), где еа։ = л։, а остальные векторы произвольные. Тогда 
п

= 2 Tjj eil, где ти ֊> 1 при s ֊► œ и = о (^i, i = 3,- • - , n. Пусть 

вектор XJ(s^/V) в базисе (е11, е”,---, е2") имеет разложение

Х*=х*։ е11 4- 2 /-и е11.
1^2

Так как H ='î | К|. то x{z = | Гj|-м, г = 2,--,п. Откуда, учитывая, 
что |К||—>0 при s -»֊ œ, будем иметь xjj = o(xn) и *2/ = о(*л), г=3, 

п. Поступая аналогично в подпространстве с базисом (ел1,• • •, е-п) 
и т. д. получим в итоге (после переобозначений), что
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I — 1

где (е',-"-,е'1)—ортонормированный базис в R. При этом сущест­
вуют числа т и $„ такие, что для всех $>5о, х* О, /— !,•••, т; 
х» = 0, ։ = т 4֊ !,• • •, л. Очевидно, что ֊* 1 и /.]., = о(хр, ։=]... 
•■•,т при 5->оо. Без ограничения общности можно считать, что 
$0 = 1 и х’ > 0, I՛— 1, • • •, т; Действительно, можно считать
з0=1, перенумируя последовательность, откуда отброшены члены с 
номерами, меньшими чем $0- Если существует бесконечное множество 
индексов 5, для которых х* > 0, то переходя к подпоследовательности, 
достигнем цели, а в противном случае заменяем вектор е1 на — е'.

Рассмотрим грани Г։,---, Гт м. Н. Ы. выбранные следующим 
образом :

Г։ — (а, е՛)—тах(Р, е1)),

Г։ = |а£Г։; (а, е’) = тах(?, е’)|,
Зег,

Гт = |а£ Гт-1; (а, ет)= тах (^, ет)}.
Кгт- 1

Очевидно, что =г= 0, и из выпуклости многогран­
ника Ы и его граней следует, что построенные таким образом грани 
Г։,-.-, Гт единственные.

Сравним при -> оо поведение монома (?4)’ и Р(С): = 
м

= £ |Р*(?’ )|- При этом, за счет возможного выбора подпоследова- 
я-1

тельности можно считать, что при некотором г(1 < г ■< т), р, -*оо и
Г4-1 , / .

— о -1 (при г = т = п положим по определению х„+։=0). Тог- 
.да вектор / можно записать в виде

«’ = Pj

где в՞՜'՜1—.произвольный единичный вектор. Пусть а£Гт, т. е. а — 
произвольная точка, принадлежащая всем граням Г։,---,Гт. Для 
удобств! изложения введем об'значение: r0:=N. Очевидно, что 
Рц, г,=• А {к — !,• • •, М). Теперь квазиполином Р*, г, (к = 1,- • •, М; 
j — г — 1՛) представим в виде

Рк. Г] (5) = Р., гу+1 («) + Qk, /+1 (S), (3)

где

«6(0*, ж ):-1Р4>шГу\г/+1)
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Докажем, что при $ -► оо и / = 1

(2к,)՝ = <^ . / (р>

Действительно

зйп Е*) = р, (4).•0(1).

Цк.) — Ра

Л+1 \ /г I

= : РгХр,

Так как (а, е^) • шах (₽, е1) по определению грани Гу, и 
₽€«?*, /) «*

= о(*у)> 1 — У + !»••■» п + 1,то для некоторого положительного 
т и для достаточно больших з имеем

/ Г , \ / Л+1 , \

числа

( а, V х/ е — шах ( р, V х( е I т.. 
V & ) Ре«?*, у) \ /“у /

Отсюда немедленно следует, что Рк, у (р^) = о (1) при зоо, т.. 
е. соотношение (4) верно. Из определения квазиполинома P^,.Гյ (/=К 
•••, г) следует

л-И л+1
V V »а

Рк, Гу (Ря вяп Е ) = Р, 

Теперь, по рекуррентной формуле 
(5), легко получить

5£П ;*).

(3), используя соотношения

(5>

(4) и.

Л+1

5?п Е') + (2*. 1 (р, 5?.П Ё*)|=-

Л+1

М («. »1 е')
= 2 Ра 173*, Г, (р з^п Е') + Ря О (4)1 =

Ля*

|7>*, Гг(р, (6)

Для мовома ( Е')' имеем

(?)’ = Р> Р* Сз£п Е*),\ (7)-

л \
= Ё Ря агш Е"; + оД1)К
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г я+1 , .
Положим /Л? : — V х/ «' и Л]: = £ х(е , Так как

/ 1 !=/•+։

*/+։ ... *2 ,7՜' . - р» п
»4:8»* — Ь > 1, то ?, з^т» -> Ь ==: т). Очевидно, что 0 <т,< ж, т. е.
Г К^.. Переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно счи-

п тать, что «•■’1, и так жак R", то Поэтому А.,: =
= = |т/’| 0. Поскольку система квазиполиномов Р։.՛-՛, Р.и регулярна,

м
т то /4։.: = ^ |Р*(’>)|2>0 и из <(6) и (7) получаем: 

±Г։

.Р(О=А;>* <1 1 о(1)), (8)

(’• *')
!(^’1=Ар.։ (1то(1)). (9)

Теперь докажем, что для всех

•(», Л') < А?). (10)

Так .как ч£Ы, то (ч, е')<(։, е1)- Если (•/, е')<^(։, е1), то тре- 
8՛ 'буемое неравенство очевидно. Рассмс трим случай, когда (V, е*)= (л, е1). 
~ Последнее .означает, что точки чиа принадлежат одной и той же 
т грани Т։, но тогда по опоеделению грани Г։ имеем (ч, е’) < (а, е։). 
1 Если (ч, е։) <՛(։, еа»), то требуемое негавенство очевидно, так как 
* 11»'' ’ > г'՝ 5 Рассмотрим случай (ч, е։) = (а, е’), что
э. .означает принадлежность ч « а одной и той же грани Г։, тогда 
) ’(՛'*■ е3՝) (’• в3) и ,г- Д՛ 'Очевидно, что после конечного числа шагов
1. .получаем (ч, ё1՝) = (а, е,), / = — 1 и (ч, е’) <С(®. е7). 1-С<7՝Сг,
> .откуда и следует .неравенство (10). Теперь соотношения (8) — (10) 
1 противоречат .(2) и завершают доказательство достаточности тео- 
[, .ремы !.

Необходимость. Пусть неравенство (1) выполняется для 
.всех ч֊й, но система квазиполиномов Р։,՛՛՛, Рм нерегулярна. Оче- 

: .видно, что Р|, -՛, Р.и не имеют общего нуля в R . Следовательно, 
в определении 1 не .выполнено условие б), т. е. для некоторой грани 
•Г м. Н. М квазиполиномы Р*,1г, ^ = 1,՛՛՛, М обращаются в нуль в 

о
некоторой точке . По произвольному вектору >֊ £Лг квазиполи- 

г ном Р։;(к =•■ 1,-• ՛, М) представим в виде

А(т)-л.г(5') + а(;)= Е т4։г+ 2 7Л.։г. 
(«, (։, к)«1у

X , агПри ; = / ч), еде /^>0, .получаем |Е’| — Сг , где С^>0 постоян­
ная величина и 

м лг '
I] 1^е-')1 = ^ 1(Ме.)1=о(<г). 

Ь-1
Отсюда следует, что ֊при (-»--|-оо неравенство (1) не выполняется. 

Теорема .1 ֊доказана.
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§ 2. Теорема типа Литтльвуда—Пэли и коэрцитиькостъ 
квазндвфференцнальных операторов

В этом пункте существенную роль во всем изложении играют иссле­
дования П. И. Лизоркина, относящиеся к дробному лиувиллевсксму диф­
ференцированию и мультипликаторам в пространствах со смешанной нор­
мой (см., например, [6]). Приведем нужные нам определения и факты. 
Пусть 5—пространство Шварца бесконечно дифференцируеуых функций, 
убывающих на бесконечности быстрее любой степени |х|’, а $—сово­
купность таких функций ф, что

<р (.г) = 0, у = 1, • • •, и; к - 0. 1, 2, • • - .
R

ф — замкнутое подпространство 5, рассматриваемое в индуцирован­
ной топологии. Обозначим через Ф образ Ф при преобразовании 
Фурье /г(Фс5, так как Г—автоморфизм 5), а через Ф' и Ф՜'— соп­
ряженные пространства (пространства обобщенных функций)՛ к Ф и Ф 
соответственно. Преобразование Фурье функции Ф' определяется 
по формуле

(Г/, /’?)-(/,
где <р£Ф, /"ф £ Ф, г/£Ф'. Важнейшим свойством пространства Ф яв­
ляется то, что дл? любых а (-R'' иф£Ф функция *’•'•(?) также при­
надлежит Ф. Это дает возможность определить, оператор дробного 
дифференцирования порядка а£/?л для обобщенных функций из Ф' 
следующим образом:

£>7=Г-1(£*/7).

Пусть р£(1, Измеримая на R՞ функция <р ($)՛ называется 
мультипликатором в Ьр (определение пространства Ьр. см. в [7], стр. 9),. 
если 77՜1 (<р/7/) является ограниченным оператором из՝£р.в Ьр.

Для —множество целых чисел) положим.

А,= (5 6 Я՞; < М < 2՛' Л ։ - 1. • • ■.

и »ведем оператор взятия частной суммы формулой

&/=£-*(х,Г/), /£Ф',

где X«—характеристическая функция множества Д», Нам понадобятся сле­
дующие две теоремы, доказанные П. И. Лизоркнным в [8].

Теорема А. Пусть <р(«) в любом множестве Дг, &.£ Д.я пред­
ставляется в виде

где — конечные меры, для которых sup Var К.. Тогда. явля­

ется мультипликатором в Lp, причем՛
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где с не зависит от / и ?.
Теорема Б. При р£(1, 00)" существуют постоянные Ар, Вр£ 

£(0, со) такие, что для всех /£Ьр

3
Р/г М Рк

Обозначим через И Мр : — [[ №р* пространство функций 
к-։ м

< ф' с конечной полунормой £ ЦЛ (/>) /|р. Положим также а, =- 
к-1 

м
= £ |Л(2% . Имеет место следующая

*—I

Теорема 2. Пусть р£(1, оо)Л и система квазиполиномов 
Ру,---, рм регулярна. Тогда существуют постоянные Ар, Вр^ 

р
€(0, ос.) такие, что для всех /6 П № р'

.и ,~ м
АР 2 ял (£>) Лр <Ц(£ < вр X |л (Я) Др. (11) ■

*=1 а к-1
Замечание. Эта теорема при п = 1, М = 1 и А (5) = 1 совпа­

дает с классической теоремой Аиттльвуда-Пэли (см. [9], тл. 15), поэтому 
мы называем ее теоремой типа Литтльвуда-Пэли. При П > 1 для смешан­
ной нормы и для функций периодических по некоторым переменным теоре­
ма ЛиттльвудаИэли доказана О. В. Бесовым (см. [10], там же ссылки на 
другие работы). Отметим, что при М = 1, Рг (5) = 1 теорема 2 совпадает 
с теоремой Б, а при М=1, Р։ (?) = «“> где а^Еп она доказана Г. Г- 
Магарил—Ильяевым [11].

Доказательство. Так как Р(Рк (О)/) — Рк (;) /•/, то легко 
установить соотношения

Р*(^)/=Г-1(®ЛГ(2 а,5,/)), ^=1,...,М, (12>
3

м 1 
2 «,5,/ = Г-’СЬ* Г(Рк(О) /)). (13).

где £ Ьк> Ф* : = £ Ф,*. Ък ' =х, (’) Р*я( “ ’ 
3 3

/=>
Покажем, что (к = !,•••, Л/) удовлетворяют условиями

теоремы А и, следовательно, являются мультипликаторами в Ьр,. 
Обозначим через р,,, меры, для которых

д" Л* յ д" Фз* л и-
“ <я,• ■ • дъ = Л1 ■ ■ ‘^'п‘

Полные вариации таких мер складываются из их вариаций по всем: 
граням Д», включтя сам «параллелепипед» и его вершины.. Пусть. 
₽ =(?։.■■•» ?я), где [‘/-=0 в\ч 1. / •-=!, ••. п. То1,ц 
6—163
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вир \/аг -С вир
б А
3 3

о\\ • ■ д'п

< вир вир
о ъ

з. 3 
д'Х • • д?я

I , 3 |

։. 3 I

п

= (1п 2) вир 
гс-ля

О <р,

?. 3
О«։ • •

Ограниченность последнего выражения вытекает из неравенства (1) 
путем несложных преобразований. Полная вариация меры V«/, оценивает­
ся совершенно аналогично. Теперь, с помощью теоремы А, из соотноше­
ний (12) и (13) получаем неравенства

С, £|РИЯ)Л/,^|£ а,5,/|, С2 £р*(Я)Л,. (141
«-1 з /—1

Тогда неравенства (11) следуют из (14), если заметим, что функция 
У 31/ удовлетворяет теореме Б. Этим доказательство теоремы 2 
з

завершено-
Используя теорему 2 можно решить задачу о Коэрцитивности системы 

квазидифференциальных операторов в пространстве П р .
Определение 2. Система квазидифференциальных операторов 

р
Рм называется коэрцитивной в если для всех и
я,

П №р выполняется неравенство
м 

Р’/Ь<С£|Р*(ад (15,
Л = 1

с постоянной С, не зависящей от /.
Теорема 3. Пусть р£(1, оэ)". Для коэрцитивности системы 

Рк
Рц---, Р.м в ПФр необходимо и достаточно, чтобы она была ре­
гулярна-

Доказательство. Для доказательства необходимости заметим, что 
при произвольном р С (1, оо)” условие (1) является необходимым для 
справедливости (15). Этот факт для квазиполиномов доказывается совер­
шенно аналогично.
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Для этого достаточно применить обе части (15) к функции и(х) = 
== = § (ех) е‘ , где £ достаточно гладкая финитная функция, равная 

единице в окрестности нуля, а ։ > 9 достаточно малое число.
Достаточность также доказывается просто. Пусть система квазиполи- 

н номов Рм регулярна и V - 14 — произвольная точка. Тогда с
п помощью теорем 1 и 2 получаем неравенство (15) следующим образом:.

р''՛”յ
/И 2Ա/Ն. «И
£|Л(2')| 5а/ ) ք £|Л(Я)/11р-

л-։ / р *=■

Теорема 3 доказана.
В заключение выражаю свою благодарность инициатору написания 

данной работы профессору О. В. Бесову.

Ереванский государственный 
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Հ. Վ. Դ1>Վ111լԴՅԱՆ. Մոնոմների գնահատականներ քվազիթագմանգամներով և քւ[ազիգ]ւ— 
ֆերենցիալ օպերատորների կոէրցիաիվոլթյունը (ամփոփում)

Աշխատանքում քննարկվում է քվազիբազմանդամների տրված համախմբության միջոցով 
մոնոմների գնահատման հարցը։ նկարագրվում է մոնոմների այն մեծագույն րագմությոմւը- 
և քվա գիբագմանգամների համախմբությունների այն դասը, որոնց համար այդպիսի գնահա­
տականը ճիշտ խ Օգտագործելով ստացված գնահատականները, ապացուցվում է Լիթլվոլդ- 
Պկլիի տիպի թեորեմ, որի օգնությամբ լուծվում է քվագիդիֆերենցիալ օպերատորների տըր-- 
ված համախմբության կօէրցիտիվության հարցը։

Н. V. GEVORGIAN. Ettimate* of топоте* by quatipolynomiils and coercltivene** 
of quaeldifferentlal operator* (summary)

We consider the problem of estimation of monomes by the given system of qua-- 
sipolynomials. We describe the maximal set of monomes and the class of collections 
of quasipolynomials for which the resulting estimate holds. Using such estimate* we- 
prove a theorem of Littlewood—Paley type. As a corollary the coercitivity of the 
given collection of quasidifferential operators is established.
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Г. А. КАРАПЕТЯН

РЕГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПАРАМЕТРОМ

В работе [1] М. С. Аграновича и М. И. Вишика достаточно подробно 
изучены эллиптические задачи с параметром и на этой основе параболи- 

■ческие задачи общего вида. В дальнейшем в работе [2] (см. также [3]) 
изучены полуэллиптические уравнения с параметром в /?” и В на­
стоящей заметке доказываются теоремы существования и единственности, 
а также теоремы о гладкости решений для одного общего класса диффе­
ренциальных уравнений, зависящих от комплексного параметра.

§ 1. Регулярные уравнения с параметром в Рп

Обозначим через R"1 т-мерное евклидово пространство, /V™—мно­
жество мультииндексов, т. е. т-мерных векторов с целыми неотрица­
тельными компонентами. Если 5 £ R՞', а г то положим V = $? • • ■ 

••• ;т"', О' « /??• ••£«'”, где £>; = — ] = т- Пусть А =

[а1,-.-,ал,| набор мультииндексов.
Характеристическим многогранником или многогранником Нью­

тона набора А назовем наименьший выпуклый многогранник N=N (А), 
содержащий все точки набора А.

Многогранник МсР՞* с вершинами из /V“ назовем вполне пра­
вильным, если а) N является полным многогранником, т. е. имеет вер­
шину в начале координат R"՛ и отличные от начала координат 
вершины на каждой координатной оси R՛”; б) координаты внешних 
нормалей всех (тп — 1)-мерных некоординатных граней И положительны.

Обозначим через М<0) внутренние точки многогранника И из М” 
и положим Ы = (Ы \ №0>) П

Пусть п>-2 целое число. Рассмотрим в R' линейный дифферен- 
цальный оператор Рр., О) с постоянными действительными коэффи­
циентами, зависящими от комплексного параметра к

Рр., £)) = £ в^-»£Г. (1.1)

Здесь сумма распространяется по некоторому конечному набору (Р) 
(п + 1)-мерных мультииндексов (Р) = 1(а0,а)с^+л хе(?=
= (р^С, а։ <аг£и-С°։), где в։, з։ заданные числа:—оо^а։<а։-^—со, 

С каждым оператором Р (/., О) вида (1.1) свяжем два многогран­
ника: (п 1)-мерный характеристический многогранник М = М(Р)с 
с: Ря + 1 набора (Р) и л-мерный характеристический многогранник
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N = N (Р) а R՞ набора мультииндексов |а| таких, что (я0. для
хотя бы одного а0.

Предположим, что оператор Р(>-, D), определенный формулой (1.1).- 1 
является регулярным в следующем смысле: если в символе оператора 
Р(Х, D) заменить X на 5°£ А”, то существует постоянная *>0 такая, 
что для всех т) = (?о» •

|Р(т))/>хрм(т;), (1.2)1

где
N ,1

Рм«7») ---- E h I.1=:
а ei (/ =■ 1,. • /V) вершины х. м. М (Р).

Из результатов работы [4| следует, что вершины многогранника 
М имеют лишь четные координаты. Обозначим через М/ проекцию 
многогранника М на гиперплоскость а, = 0(/=0, 1, • • •, п), тогда оче 
видно, Мо = N.

Пусть Na/?՞—произвольный в. п. многогранник и t > 0. Поло­
жим (см. [5]/, Nz = (/a, a£N). Очевидно, что для произвольных нату­
ральных чисел /։ и /։ и j для 'любого мультииндекса 0£N/1+/* суще­
ствуют мультииндексы 0' 6 N J(i = 1,2) такие, что 0 = 0' -j- 0։. Нако­
нец, обозначим через //(М, О — //(М, t, Rn+') множество измеримых 
функций |и) с конечной нормой

!«.’'&= 2 №в'Р'СЛП). (1.3)

Лемма 1.1. Пусть 1^-1—натуральное число и >п > 0. Опе­
ратор Р(Х, D) действует ограниченным образом из /7(М, I) в 
Н(М, / — 1). При этом существует постоянная С}>0 такая, что 
для любого p|^>\՝/֊ol и Ал.я всех и Z) справедливо нера­
венство

ЦР(А, D)u, л)|м/-1 •< Cju, X|Mz. (1.4)

Доказательство. Из равенства Парсеваля и эквивалентности 
U6/V)

Рм'О-. 5) = S 1'Г N Г~ ( Е РГ |ЕГ)'= pi, (>, ;I
(«..«чез'м' («..«)е'м

следует, что норма (1.3) эквивалентна следующей норма:

ju, >|м<~|рм(1, Qu (?){£, (Я").

Отсюда, из (1.1) и из очевидных соображений имеем

JP (л. D) и, :)Р(;-, «)“(’)|2, (Я’) <

<С|?м(Х, ?) и(0^։я") < С|и, Х|мС 

Лемма 1.1 доказана.
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Теорема 1.1. Пусть оператор Р(/., О) удовлетворяет не- 
равенству (1,2). / — натуральное число, >о^О и /£Л(М, /-1). 
Тогда при 0 • / С О существует одно и только одно решение 

И и^Н(М, /) уравнения Р(г, О>и = /, при этом существует по- 
'■> стоянная С^>0 такая, что при

|и, >|м/ < СУ, >|мг-». (1.5)

Доказательство. Очевидно, единственность решения следует 
из неравенства (1.5). ^Допуская, что функция и£//(М, I) является 

>о решением уравнения Р{>, О)и=^/, докажем неравенство (1.5). При- 
м менив преобразование Фурье по х, получим

Р(К ?)и (9 =/(:).
Н Если 0 £ ф, то отсюда и из регулярности оператора Р (к, £)) имеем

и (?)== Р֊'(к, ;)/(;).

I Применив неравенство (1.2) в последнем равенстве, получим

Й)1<С'(рм(>, «))“։|/(«)1. УИЛ".

Умножая обе части полученного неравенства на 5) и интег- 
I рируя его. получим

к >€' = | ?’м'(М) !«(>-» ;)!’ 

R՞

?2М‘'֊։’(>, 5)|/(>, *)М = Су, >|м,_։<оо.

R"
что и доказывает неравенство (1.5).

Докажем теперь существование решения и<~ Н(М, I). Пусть 
/£ Л/(М. I — 1). Тогда, так как к -■£ 0, то из вышесказанного следует, что 
функция и (х) = Я՜1 (Р՜1 (к, ;) Е/} принадлежит классу //(М, I) и яв­
ляется решением Р(>., /))«=/.

§ 2. Регулярные уравнения в Р.\, зависящие от параметра

Пусть К — вполне правильный характеристический многогранник 
Р". В R" . =={хСР"; хя>0) рассмотрим линейный дифференциальный 
оператор с постоянными коэффициентами, зависящий от компактного 
параметра к £ <2

Р(к, £>) = /Лт + 2 а«., «'/.*’£>*', (2.1)
(•><>. »16 к

где
л' = (“о- ■ал-0 £ П+՜1-

Обозначим через М многогранник, соответствующий оператору 
Р(к, £>). Пусть оператор (2.1) регулярен в смысле .§ 1, т- е. удов­
летворяет неравенству (1.2). Из неравенства (1.2) следует, что при
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п 1 для любых фиксированных Х£Я, | =?^ О многочлен
(по *) Р(Х, V, ') не имеет действительных корней, при этом число 
корней с положительными (отрицательными) мнимыми частями -* (X, «') 
(т-()., ?')) равно т. Положим

Р1 (X, т)= П (х-т? (X, V)) = £ ар (л, Г)-.т-р.
х=1 />-(«

Р? (X, х)= 2 а? (X, -?-р, у = о, 1,- • •, т -1.
р-0

Каждому оператору (2.1) сопоставим т граничных операторов.- 
Пусть О С Р'> 1 ~ ՛ '> т> положим

В, (X, £)) = £#+ £
(’«, «■)€Л'/У

(2 т1]> если оно целое число 
ГАег) = \

| 0, если 2гиГ/ нецелое число.
Рассмотрим следующую граничную задачу

Р(), 2>)и(Х, х) =/(Х, х), х„>0, (2-2)՝
Д/0» £>)и(Х, х)|Гд_0 =<ру(Х, х'), у = 1,..., т, (2.3-

где х'^Я"՜1, /, /и)—заданные функции, а принадлеж­
ность их некоторым классам объясняется ниже.

Для разрешимости задачи (2.2), (2.3) на операторы Р (л, £>), 
В) (К, £>) (у = 1,-.., т) наложим условия типа условий Шапиро—Ло- 
патинского (Ш—Л), именно буде.ч считать, что для любых фиксиро­
ванных ՛>, V, |Ц + |с'1=£0 полиномы (по ') В^'г., "),•••, В.п ()., т)
линейно независимы по модулю полинома Р+ (л, ■:), т. е. если обо­
значить

В/ (X, £', 6/* (V, X) •։*-։ = В/ (л, -) (тос! Р՜),
к— I

то для любых X, |Х/ 4- |$'| О

</(Х, Е')=<Ы|6У*(Х, И1¥’О.
Лемма 2.1 (см. |6]). Существуют многочлены по"Л*(Х, V, ") 

(к = 1,- • •, т) такие, что
1 г ЛИХ, г, Т) в, (•/, г, Т)

2֊։..՛ РТ(Х. 
т

ъ..,, у, к = I, • • •, т.

Пусть I—произвольное натуральное число. Будем говорить, что 
ЯЯ(М, Л R+ ). если конечна следующая норма:

(«.. ем' 1 ՛
Для любого вещественного з обозначим через Н(К, з, R'՜') множе­
ство обобщенных функций и£5'(кп 1), преобразование Фурье каждой, 
из которых является измеримой функций с конечной нормой
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!'• Чк.',)= | «')|։Рк(> . 5')</;',

я"՜1
М՛. где

Рк(>, 
с»...»; ек

Лемма 2.2. Для любого ]՛, 0 у •< 2 т —1 отображение и —• 
(А Х?п (ио, (х'։ хп), и £ Со (R-) ограниченным образом распространяется 
>п по непрерывности из //(М, 1, /?") в Н (16, 1--------------- —, R \

\ 2 т 4 т /
т где через Со (Л-.) обозначено множество бесконечно дифференцируе- 
м мых в И+ функций, равных нулю вне некоторого компакта из .

Доказательство получается из доказательства леммы 2.2 работы 
] [7] для случая о = 0, РМ(5) = РМ('Л. «')•

С задачей (2.2), (2-3) свяжем оператор
Ац=|Р(Х, П)и, В^1, О) и\Хп^1,- ■ •, Вт(՝1; £>) и|.Г/1=о].

Тогда справедлива следующая

Лемма 2.3. Пусть 1 /1։=тах(1, 4------- ) целое число. Тог-
\ 4 л։/

да оператор А действует ограниченным образом из Н (М, I, Л՞) в 
/7(М, I- 1, Я՞) X П н(к., I—I]--------• R4 и имеет место нера-

/=1 \ 4 т /
венство

Г'» /1н(м. 1-1./?+') + 5211'• ^(К. I- I,- — .я’֊1)՜** /,/?£)>
/=1 V 1 4 т ’

(2-4) 
где С — не зависящее от и, /, т>р /. постоянное число.

Доказательство. Сперва покажем, что

А:/У(М, I, Я"+)-^Я(М, 1-1, Я1) X П Н(К, I - t] - — , /Г՜’'). 
\ 4 т /

Если а I, /?"), то продолжим и по Хестенсу на все прост­
ранство R՞ так, чтобы продолженная функция «0£//(М, I, R") и

!'•> “Л/пм. / С1) > “Цм.л/?£)•

Тогда из результатов § 1 имеем

Р, Р 0֊, И) и0 |1Я (М>, _ I дя < С ЦХ, иЦ^ (М ,_1։ лЛ) -С 

< С|/> и0|я Ср-, яп-у
С другой стороны

Р-> Р(К ^)и1я(м,։-1, ^Р՜’ “^(м, I, я^)‘ (2.5)

Покажем, что для любого
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О}и\Хп..лн(к, *-</֊֊;- г՜’).

если и£//(М, /, /?Т)-
Если и £/7(М, I, /Л), то из леммы 2.3 следует, ч.то/??,’ и КцоС

£Н( К, I-----—------ —- • Следовательно, имеем
\ 2 т 4 т /

|Х, В1 (X, £>) п|х„—о ։ К.

։)
£>л'уты/хя=о | X +

к "(к-'֊ 4֊ Л,՛ « )

+ РГ-|х,р*'и| 0
(«., *) ек н(к,1-1. -1- ./?"֊! 

՝ у 4 т

Оценим слагаемые по отдельности. Из леммы 2.2 имеем

г - 2(/_0_т-)
I \В\'' и (X, 0)1 рк (X, V) <£' < со.

ля-1
(2.6

Для второго слагаемого получим

X |х|ч|х,о*'и; _0| г
" ц( к 1-1 - 1)

՝ I А т '

= 2 //Н-Г Г«,2’'|и0)!’РкЬ ‘ 4л,)(/, 

») ек ‘ \ 3 >
Л"՜1

Докажем неравенство (2.4). Из неравенств (2.5)—(2.7) следует, что 
лемма 2.3 будет доказана, если покажем, что при I 0

2 (/-/-֊) ~
рк П1 (X, Г)|Р2/"|И(Х, Г, 0)1’ .< с Нрк (X, г')|И(х, е, хл)|’</х„ +

о
ао

+ |р2/ти(Х,Г,хл)|’</хлк (2.8)

о
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Неравенство (2.8) при 7. = 1 доказано в работе [7], лемма 2.2. Для 
.произвольного 7. доказывается аналогичными соображениями.. Лемма 2.3 

. доказана.
Наша дальнейшая цель доказать неравенство, обратное неравенству 

-) (2.4). Отсюда в частности будет следовать существование и единственность 
'4 решения задачи (2.2), (2.3).

Для этого сперва решим задачу (2.2), (2.3) с [ = О,
Л ՛ где

«рЛн/к, Я՞՜’ т.
' \ 4 т /

После преобразования Фурье по переменной х', задача (2.2), (2.3) 
) '(при [=0) примет вид

/>(>.. V, О„) и (л, хп) =0, х„ > 0, (2.9)

Ду(/, ։/(', ?' хп ля_с— 'Ру- /='>•••, т. (2.10)

Вместе с задачей (2.9), (2.10) рассмотрим следующие задачи:

р(>, V, — и* (>, V, х1։) = 0, хП > 0, (2.11)*

В](I; -• —— и*('.хп)!л. ,и=Ч/. к, ), к ■=■!,•• т. (2.12*)
\ г бхя/ ’"

Из леммы 2.1 следует, что ограниченными решениями задач (2.11)*, 
(2.12)л (к = 1, /и) являются функции

- .. » 1 Г е1-х" Мп ('•,։', ■։) , /а ю\«*('•> < х„) = — | —֊.֊ к = 1,- • -, т, (2.13)*

т+
где 1+ — контур в верхней полуплоскости, охватывающий все корни 
многочлена />+ (>., т).

Тогда очевидно решение задачи (2.9), (2.10) задается формулой

«(>•. Хп) = £ ТуЦуОч ՝'> Хп), (2-14)
1=1

т. е. решения и։(>., хп),- хп) образуют базис в множе­
стве ограниченных решений задачи (2.9), (2.10).

Теорема 2.1. Пусть выполняются условия (1.2) и (Ш-Л). Тогда 
при ненулевых и для любых функций. 1 — 1, /?+),
<р,ен(к, — Rn՜1^ , / = 1,---, m, существует одно и

.только одно решение и задачи (2.2), (2.3), принадлежащее классу 
Н(М, I, /?՞). При этом для |>֊| > р0| (10 ¥= 0 произвольное число) су­
ществует постоянная С^>0, не зависящая от ՝/֊, u,/, <tJ։ j=l, —, т, 
для которой имеет место неравенство
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„<<7(4/1 т + £J'-и,|<к-1 .I*՞՜1 )•
//IM.Z, Я?) \ .)• JTl Z/KK.Z /у —•( /

(2.15).

Доказательство. Сперва покажем, что общий случай сводится 
к случаю f = 0.

Продолжим функции и, f на Rn по Хестенсу. Тогда решение уравнения՛

РО, D) и0 - fn

(где и0, fo продолжения функций и, f) в R' по результатам § 1 будет՛ 

Uo = F-։ Р E)F/0, Z tQ, / =/=0.

Так как u0£/7(M, I, Rn), то его сужение на R"> I, /? + ) и:
при |'| р- имеет место оценка

“U(M, z, я" » ։>֊’ “°'я (м, z. я”)

< ср, f^H (м z_։ л,} < Ср, fi/f (м .

Положим «=и0 + и։> где ut решение задачи
Р(>, D] «, =0, хп > 0,

В, (X, D) щ\Хя^ = Vj- ВД՛, D) zz0)|x,_t.

Пусть ?оу a Bj(>; D) uo!x„-o-
Если допустим, что уже доказана оцеака

Я" ) г^н{к.1-1/ — • я՝ ’)’

то отсюда для решения и имеем

։՛' - Ч, (м. Z. яп+) < !'•’ А (м, Z. я|) * I'-՛и'L (м. /. я;) < 

т

< С J'., /J н (м> jz., (к 4'от ՛ !Я'-։)
т

+ <7 S р֊, гоЙ// (к. [_/. - —. я’՜’)* 
J—1 ''4т >

Но так как по лемме 2.3

Л ?0'В// (к, 1-tj Я" -1) мо8/г (м. Z, я") ** С р-, /Iff (м./_1, я«) 

то теорема 2.1 доказана. Следовательно общий случай сводится к случаю 
/ = 0.

Так как решение задачи (2.9), (2.10) задается формулой (2.14), то 
решение задачи (2.2), (2.3) будет иметь вид (при /=0)

u (Z, х) = Ff ’ | Д (л, V) Uj (•>., Е', хл) . (2.16)

Оценим слагаемые в равенстве (2.16) по отдельности. Так как

к; (к, Е')\ ~ pV2՞ (X, Г), j = 1, • • •, т, уXI).
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°՜1 то из представления (2.13), следует, что для любого k; /г=1,.... 2т

J (Г֊Н
Այ (', /)' < С(ох X ехр | - С„ է (рх (', ;')) j .

О Отсюда, интегрируя по է, получим 

- */ Ր , \>։ _ 2т-~Ч,. / г ( . 2_ \։/2
। М |D* Uj (/,։ , <Срк ('•»;)( I ехр| ֊ CutfK m {՝>, ?') dtj C

~ , /■ > 4 m

Следовательно

( V /.2*v։*՜ 1՚խ7(>, 5',п։лу 2 + 

c
•* լ լ 1

+ (Jp; 2яЧ(>, r. om)’2֊<c(pk i>, г» '-։и 
о

Умножая полученное неравенство нн |Р<Р7.|’ и интегрируя по հ'ր 
t получим

К РГ I?, «у(Л> ’ > ^)ւՏ/Հ( м z< Rn j 'fjl/j I K, J?՞-1) ’

что и доказывает неравенство (2.15).
Для доказательства существования решения задачи (2.2), (2.3) надо 

положить

и=Р0/ + fj — Bj('> D) Яо/К-о), 
)—։

где RJ = F~X p-’G-. 0/7. Р/?=Р’՜1 {P’f/u/l.

Легко доказать, что I, /?+). Теорема 2.1 доказана.
Ереванский государственный
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Դ. Ա. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Պարամետրից կախված пЬфпцшг Տավասարոլմնհր (ամփոփում)

Աշխատանքում պարամետրից կախված րւեգ/ՈԱար հավասարումների համար ապացուցվսսէ 
են գոլության և միակության, ինչպես նաև ողորկության վերաբերյալ թեորեմներ R» ֊ասք 
և ֊ում Կիսատարածոլթյան դեպքում ուսումնասիրվում է ընդհանուր եզրային պայման­
ներով խնդիրւ

G. A. KARAPETIAN. Regular equation* wtth a parameter (summary)

Theorems of existence and uniqueness of solutions as well as on their smooth­
ness are proved for a class of hyperelliptical equations in and 2?^,.For^^ the 
notion of a regular equation with general initial conditions in introduced which pro­
vides the necessary framework for the study.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ՜

А. А. ГАЛСТЯН. К. А. ЯГДЖЯН

ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИИ

1. Целью настоящей работы является доказательство единственности! 
решения задачи Коши для эллиптического оператора с вырождающимся 
символом. Вырождение описывается с помощью функции >• £ С (/?") 
такой, что 0 < (х) < 1/2. Обозначим Л’Д= (х £ R՞ |/ (х) Ф 0|, дГ = 
= |хр(х)=0|. Предполагается, что для каждого а существует кон­
станта С« такая, что

|£П(х1 < С. А/'*'' '(х) (|/ (х)|+ г'•(*);), при х^ЛЛ (1> 

где /С(х)=(р.(х)| 4-|?'֊(х)|),'р.(х)|, а также для некоторого положи­
тельного е < 1/2

А/(х) < С, |>- (х)Г', при х£#2Г. (2)ь

Рассмотрим оператор (££./=[—Т, Т՝], Т/Х))

Р(*,х,А, ЯХ) = О7 + 2 ал,(/,х)/>!£>{, (ЗУ
• >+/«1 < т< !<">

где как обычно О] — — хд— хд/дх/, = — Ю/ ——хд}д1.
Пусть М и Л—положительные постоянные. Обозначим через Д, (/V) 

множество |(х, 5) £ Я2՞ Р՝а (х) ЛГ21п։ где
<5>’== е’ + |5|։.

Рассмотрим |т/(#, х, —множество нулей полного символа 
оператора Р, то есть корней уравнения

т* + 2 аЛа(/, х)-4;* = 0. (4)
7+ |>| т. ]<т

Предположим, что функции ~х ({, х, ;) (/ = !,•••, т} удовлетво 
ряют следующим основным условиям:

(а) существуют М, IV и положительная постоянная а такие, что 
для всех I при (х, ;) ^2? (IV), выполнено неравенство

|1т т/(/, х, 5)| > (х)| < ? >. (6)
(в) для всех /, I, для любых а, £, к с некоторыми постоянными 

С*, <։. £
|т/(*, х, «) — ■։;(<, х, ?)| >8։р-(х)|<5>, 1=Ь]Г (б>

^О1П^ха, X. Е)|<Сл>.>|։р.(х)|<5>։-1։|/:|е|(х} (7)

при всех (х, 5) £ (/V), / ], а при |Р| =0, /а| =1 — для всех (х,;) £ ZxR՚l-
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(с) существуют а/։ 0Z, (/ = !,•••, т', где т' •< т) такие, что 
ßz — к — е։> 0, [а/։ 0,] Л ]։*, 0*]= 0 ПРИ / =г= &> и для любого 
т, (/=!,-••, т) найдется i такой, что arg ~z (f, л-, ։)(• [ар ßj при всех 
(х, l)^Zr{N),t^J.

Из предположений (а» — (с) следует, что при всех t £ J, x^NZ, 
|jc| < 1, и всех /, «, W^O, выполнены неравенства (см. [1]):

|£>? aj..(t, x)| < C*. з Mx)|W U) I in >’ (x)|m՜7՜’*', (8)

и x)=0 при x^Z, К ¥= 0. Обозначим R"^ — {(t, x)|t>0I.Mu 
докажем следующую основную теорему.

Теорема. Существует открытая открестность U' начала 
координат в R՞՝1 такая, что если C“ (U), supp ис/?++1, удов­
летворяет уравнению Ри = 0 в U, тР и = 0 в U'c.U.

Для оператора (3) в случае, когда в правой части (8) отсутст­
вует |1п >•* (х)| теорема единственности анонсирована в работе [2], а 
случай вырождения по временной переменной рассмотрен в работе [3].

2. Как обычно, осуществив преобразование Хольмгрена s=/-f-|x|։, 
у = х, получаем уравнение для новой неизвестной функции v (s, у) 
suppv<=|s>0, |у|։ <s), причем, как нетрудно убедиться, ;преобразо- 
ванный оператор удовлетворяет тем же условиям, что и первоначаль­
ный оператор Р. Поэтому можно с самого начала считать, что 
suppuc(f>0, |х|։</|.

Пусть / компакт в R՝, t£J, и пусть 5՞ г—обычные классы сим­
волов.

Определение, (см. [1]). Пусть mt, m։, т3—действительные 
числа. Через Sp, s (m1։ mJt m3) обозначим пространство всех функций 

-а (6 х, Ъ) f; С” [J X RxX R") таких, что для некоторых р1։ 8,, т

а^СГ(Л S“։,(#X/??)) (9)

и для каждого k, л, 0 существуют положительные постоянные Ck,«, р 
такие, что для всех t £ J, (х, Е) £ Ze (N) верно неравенство

\DfDW?xa(f, х, E)|<Ct.«.ß<S>'ni-₽1*1 + ։i|i||)i(x)lB'։№։։+,f'1 (х). (10)

Пусть теперь х(г)—функция из С" (/?') такая, что 0 ^x(z)<l, 
•х (z) = 1 при |z 8 Г/lO и х(г) = 0 при |г| >■ 9 Т, 10. -

Выберем постоянные dlt cz (cz > 0), /=!,•••, т такие, что </։
< dm, следующим образом. Если argtz£ [az, 0J, то и dt С- 

€[а<» 0/1 > и если arg tz и arg т, попадают в один и тот же сегмент 
[аР 0/]» то d, = dj, причем с/<^с/ при |'Z'<|-J. Отметим, что в силу 
(а)—(с) такой выбор возможен.

Построим функции
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+ ֊-1а, х, 5)

Ясно, что А(х, 5), х, Е)£5{1, 1, 0). Пусть И (х, Ох)—диа­
гональный матричный ПДО с элементами Нц = Ъц А (х, Ох), г, ]= 
= т, а //* (х, Ох) — его параметрикс. Если вектор (п, Р/и,-• 
Рт-1и) обозначить через I/, а вектор Н(х, ОХ)И через И1։ то урав­
нение Ри = 0 можно переписать в виде системы

Р, V. + А а, х, Ох) И։ + /?£/= 0, (11)

где $“’), а Л (Л х, 1)^5 |1, 1, 0].
Составим по системе {<?*(*> х> 9/Л (х> 01՞ матрицу Вандермонда 

М*(Лх, 0» и пусть х, Ох) — параметрикс для М* Ц, х, Рх)(см. 
[1]), тогда вектор 1И = Л/(^, х, Рх) Р։ будет решением системы 
£1Г4- Я։{/ = 0, где Ь № = Р/ В74֊ О(#, х, Ох) № + В({, х, Ох) ^/при­
чем Р(/, х, Ох) — оператор с диагональным символом с элементами 
?։>•••« <рт, а Я(1, х, Ох) £ С" (/; ’Г՜՜"). Относительно оператора 
В(1, х, Их) можно сказать, что В(/, х, 5) £ 5 [0, 0, 0} и при всех 
(х, 5)^Дг(2Л/), ДЛЯ произвольных к, &, р

|Р? Р?Р^ В и, X, 5)1 < Ск., < 5 >-|։| + 1311п <5 >. (12)

3. Как обычно, в доказательстве теоремы используется следующее не­
равенство карлемановского типа (см. [4]):

Р ^уе₽(Г-°։|И|’</хЛ<С |,р₽(Г-')։|ОИ)։</хЛ, (13)

здесь р — некоторое достаточно большое положительное число,

С — + ։Р(6 х, Вх) + 1В1 (£, х, Рх),
(л

в. и,х, ^ = (1—4֊—֊У}В(1,х,^ 1/(х) = х(0^.
\ \/V21п։ < 5 >//

Отметим, что V имеет компактный носитель, лежащий в R" X [0, Г], 
а СИ—компактный носитель, лежащий в X [ЗГ/10, Г].

Осуществим замену V (։, х) = Ио (Л х) ехр (—р(Г—^։)/2. Тогда 
(13) перейдет в

Р + р(7’-ОК+гРИо + гВ1 Ио 2<1х<Н. (14)

Разложим операторы в правой части (14) в “сумму их самосопряжен­
ных и косопряженных частей: г’Р = Р+ 4֊ Р՜, г'5 = В+ -р В~. Интегри­
руя по частям, учитывая то, что Ио(/, х)—функция с компактным по 
х носителем, получаем

И
^0 х * 1’
— + р (Т ֊ о Ио+ Р+ Ио+ р- Ио+ 5+ и0+ В- Ио | йй = 

7—163
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<?1/0 ’
֊5^+ £)- Ио+5" ио </хЛ 4֊ 
(Н

2

+ В+ Ио </й/х + 2 Ие
о

+ В+,р-+В-] Ио, Ио) Л, (15)
) / о

где (, )0 — скалярное произведение в Ц (/?").
Для доказательства К14) теперь уже достаточно показать, что с неко­

торой постоянной х > 1 выполняется неравенство
т

-х|’({֊֊(Р+ + В+) + [^+В4, £Г + В-]} и0> И0)оЛ< 

о 
г г

<У|(֊ + + И0'2Л+ ^|(р(Г-6 + Д+ + В+) +

о о
г

4-^]՝1Иорл. (16)

и

Докажем (16). Обозначим через Д оператор---- — (// г В*՜) 4՜ [О “ 4՜
д{

4֊ В4՜, £>՜ 4֊ В՜], тогда о (Д) (; 5{1, 1, 0). С другой стороны, соглас­
но свойствам символов операторов 5, и О при (х, ;) £ ДД/У), 7 6 У 
имеем Вз (/, х, 5) = 0, а при (х, с) £ 'Ае (ТУ) с некоторой постоянной С։

|Д(*, х, ։)|<.с,р.(х)|<;>. (17)

По предположению (5) с некоторой постоянной ^1 > 0 имеем

|Р+(6 х, 5)|>г,р.(х)|<5> при (х, Е)€Д(ТУ), '€У- (18)

Обычным образом с помощью символического исчисления ПДО (см., на­
пример, доказательство леммы 6.2, [5]) показывается, что существуют 
постоянная Сг > 0 и ПДО Т такие, что

С’2ОН (7, х, Вх) £Г (Л х, £>Д - В\ ((, х, Ох) В2 (#, х, £>х) -

- ТЦ, X, Ох) Г(/, X, Дх)(С’ (У; Ф-’ (7?՞)). (19)

Поэтому с R6 С* (У; ЧТ՜’ (/?")) имеем ||В։ < СЗ |]£>+ Ио^։ 4-ЦЯ '/0|2-
Итак 

г г г
У (Вз Уо, Ио)о Л < Сз У р+ ио1|в Ио| Л 4- Сз I Ио|’ <н < 

о о -о
т Т

< Сз Г р+ у0 4- в+ у0 4- р (т-0 иовдИо| л+с,удв+ и0||и0|л + 

о О



Единственность решения задачи Коши 207

т т
+ (?т+с>) (* |ИоРл<֊֊[р+ >%+ 5-И0 + р(Г֊ОИ0рл +

6 о т

+ /7’ + ^*\ (20)
\ Р ' 3 

о

н и для завершения доказательства (14) достаточно взять Т и С*/ р доста- 
т точно малыми. Итак, (13) доказано.

4. Пусть <2 — матричный ПДО, являющийся решением следующей 
а задачи

С/ + (/В + /В) (2-0(/2> 4֊ /В։) 4֊ ЦВ - В։) £ СТ {]-, Ф՜“), (21)

<2|/-о = 0. (22)

>, Докажем, что такой (2 существует. Ддя этого заметим, в первую 
> очередь, что (2(1, х, Е) = 0 при (х, Е) £Д,(2 2У). Поэтому, если мы 
։ перепишем (21), (22) в виде

С/ + 7? (0 <2 + (У) + /?о 6 СТ (Ф~), (23)
С|/-о = 0, (24)

то R (У), В։ (У), Во (У) удовлетворяют условиям следующего предло-
I жения.

Предложение 1. Пусть R (У), 2?! (У), Ео (У) — матричные ПДО
> с символами г (У, х, Е), гу (У, х, 5), г0(/, х, Е) соответственно. Пред­

положим, что с некоторыми постоянными р, К, т, р, 8 (0<6<р <Д), 
для любых «, Р с некоторыми положительными постоянными Ся,р, 
Со, при всех У £ [0, 74, х £ R11, Е £ R*, выполнены нера­
венства

|В?В₽г(У,'х,01+Р?В₽г1(У,х,ЕЖС..(։<Е>-р|։|+։’Р|г (1, Е), (25)
Р? В’ г0 (/, х, Е)| < С.. ₽ < Е >₽р ՛“’+ ։ 1Р18 (У, Е), (26)
т
|«(Ъ 5)Л<ЛПп<Е>, г(У, Е)<СО<Е>'П. (27)

О
Тогда существует решение С2 (?) задачи (23), (24) с символом 

7 (У, х, Е), удовлетворяющим при всех У^ [0, Т'], х^Кп, Е £ R" 
Е Л/, неравенствам

|Р“^д(У, х, Е)|< Св',?<Е>АГ+р-0|։1 + 8|?|(1п<Е»|։+в! (28)

и, следовательно, принадлежащим классу Сг ([0, Т]: Г) (Р»
0<«<1

7՞]; А 5Р,։Р т+։). Это решение единственно по шос1С«[0, Г], 5՜”). 
0<а<1

Покажем, далее, что у операторов /+ (2 (У) существует парамет- 
рикс. Действительно, таковым, как следует из предложения 1, будет 
оператср 7+С#(У), где С* (У) есть решение задачи

(27 4- аи+/р,) (2* ֊ с* (/и+/в) -г /(в, - в) е ст (фг), (29)

С?*՛,-о = о. (30)
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Перейдем к завершению доказательства теоремы. Пусть <2* (/) — ре­
шение (29), (30). Расмотрим функцию И(/) = /.(0((т<2" (0) гДе 
V = МНи. Тогда

си= (/ + <2'; (0) / (0 Ъ и, (31)

где /?։СС“(/; ’Г՜"). Применим к И(0 неравенство (13)
т г.

р С е'(Г-'»’|И(п|2л<С [ер(Г_<?М0(/ + 3*(0) ичо|о^ + 

о «
г

+ С | ер ։Г-/)։ /»(<)1/?։ Л. (32)

о
Очевидно, что в соответствии с выбором V с некоторой постоянной 
5>0 при достаточно малом Т, имеем

Х(0։ШПЬ <С(И(/)|10. (33)
Так что 

х(<)|/?։(п£/а)|о<ср(/)|(1. (34)
Из (34) при достаточно больших р получаем

т т
Р ер(Г-'П1/(^Ж^< С (՝ер'г*',։Г//(^(/-РС*(О) 1Г(')И (35) 

о о
откуда

Т12 т
ерГ'/4 | |И(*МЗ -< СерЛ/Ю ^|(/+ (2е (0) ПЛОИ Л- (36) 

О Т.5
Из последнего неравенства, устремляя р —• со получаем И(/) = 0 в 
£։ (/?") при < Т\1, так что (7 (0 = 0 в Н.1(Кп) при тех же /.
Межвузовский научный центр 
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В нашей заметке «О коэффициентах Тейлора произведений Ва {г; г^)», 
о опубликованной в журнале «Математика» Известий АН Армянской ССР, 
Ч г. 23, № 6, 1988 г., 588—593, для доказательства формулы (8) была не- 
п правильно применена теорема о вычетах. Следовательно, основной резуль- 
т тат работы не доказан.

В. С. ЗАХАРЯН, И. В. ОГАНЕСЯН



УДК 517.53

Обобщение теоремы И. Винера и Р. Пэли. Вагаршакян А. А. Изве­
стия АН Армянской ССР. серия «Математика». 1990, XXV, № 2. 
111—122.

В данной работе обобщается теорема Н. Винера и Р. Пэли для весо­
вых пространств. Полученные результаты применяются в вопросах пол­
ноты системы экспоненциальных функций. Библиографий 9.

УДК 517.946

ВКБ-оценки для уравнений в частных производных и задача Коши 
для сингулярных гиперболических уравнений второго порядка. Оганесян 
Г. Р. Известия АН Армянской ССР, серия «Математика», 1990, XXV, 
№ 2, 123—134.

В работе доказаны ВКБ-оценки для уравнений в частных производных, 
известные ранее лишь для обыкновенных дифференциальных уравнений.

С помощью этих оценок доказывается однозначная разрешимость в 
пространствах Соболева весовой задачи Коши для сингулярных (на на­
чальной гиперплоскости) гиперболических псеедодифференциальных урав­
нений второго порядка. Весовые данные Коши задаются с помощью инте­
гральных операторов Фурье, удовлетворяющим вспомогательным уравне­
ниям в частных производных первого порядка. Библногафий 12.
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Интегральные уравнения Винера—Хопфа со вполне монотонными яд­
рами. Арабаджян Л. Г., Енгибарян Н. Б. Известия АН Армянской ССР, 
серия «Математика», 1990, XXV, № 2, 135—155.

Работа посвящена изучению интегральных уравнений Винера—Хопфа

Z(x) = g(x)+ [/С(х-/)/«) Л, 

9
(1)

Основная часть результатов относится к случаю, когда

А(±х)= [ е |г15 с/з±(з), х>0, з±.(5)|по 5.

а
Путем привлечения нелинейных уравнений факторзации и обобщеннных 
уравнений Амбарцумяна получены результаты по разрешимости и свой- 
.твам решения неоднородного и однородного уравнения (1) по редукцион­
ному методу их решения. Библиографий 30.
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О росте функций обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости. 
Микаелян Г. В. Известия АН Армянской ССР, серия «Математика», 1990, 
XXV, № 2, 156—170.

Для введенных А. М. Джрбашяннм классов jV™(0 < а <оо ) ана- 
л итических в нижней полуплоскости функций / (ш) = / (о + ft») иссле-



■ удотся взаимосвясь ростов считающей функции нулей № (о, /) я роста 
самой функции вблизи вещественной оси, выраженного величиной

+»
[1Г՜’ 1о£ |/ (и + го)|]։ с1и,

где ®г-»_ интегральный оператор Вейля. Библиографий 15.

УДК 517.547

Об одном обобщении интерполяционной проблемы Шура. Галстян 
А А.. Дубовой В. К. Известия АН Армянской ССР, серия «Математи­
ка», 1990, XXV, № 2, 171—181.

Имея в виду неадекватность классической интерполяционной проблемы 
Шура заданию элементарного /»растягивающего кратного множителя 
произвольного ранга, в статье предлагается новая задача, названная ^ка­
сательной проблемой Шура, находящаяся, в известном смысле, по взаимно­
однозначном соответствии с таким множистелем. Библиографий 13.

УДК 517.5

Оценки мономов через квазиполиномы и козрцитивность квазидиффе- 
ренциалъных операторов. Геворгян О. В. Известия АН Армянской ССР, 
серия «Математика», 1990, XXV, № 2, 182—192.

В работе рассматривается вопрос оценки мономов через данный набор 
квазиполиномов. Описывается максимальное множество мономов и тот 
класс наборов квазиполиномов, для которых такая оценка верна. Исполь­
зуя такие оценки, доказывается теорема типа Ляттльвуда—Пэли, с помо­
щью которой решается задача о коэрцитивности данного набора квази- 
дифференциальных операторов. Библиографий 12.

УДК 517.95

Регулярные уравнения с параметром. Карапетян Г. А. Известия АН 
Армянской ССР, серия «Математика», 1990, XXV, № 2, 193—202.

В работе доказываются теоремы существования и единственности, а 
также о гладкости .решений одного класса гипоеллиптических уравнений в 
/2՞ и В /?+ вводится понятие регулярного уравнения с общими на­
чальными условиями. Вышеуказанные теоремы в доказывыаются для 
задачи с общими начальными условиями. В заметке применяются методы 
работы [1]. Библиографий 7.

УДК 517.95

Единственность решения задачи Коши для вырождающихся эллипти­
ческих уравнений. Галстян А. А., Ягджян К. А. Известия АН Армянской 
ССР, серия «Математика», 1990, XXV, К։ 2, 203—208.

В статье приводятся условия на полный символ вырождающегося по 
части переменных оператора и, в частности, на коэффициенты при млад­
ших производных, при выполнении которых доказывается теорема един­

ственности. Библиографий 5.
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