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ԿԿ
Խժըագրությունր խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապւսրա- 
Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ-

Ծաղրում, հաչվի աոնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մ ամ ուշը 
(այսինքն ո շ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Լ ջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա
լը' ոշ ավեյի քան 5—6 մ եքենագրված էջւ

Մեկ տպագրական մ ամ ուշը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբադրական կոլեգիայի հատուկ որոչմամբւ

2. Հոդվածները պետք ( ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով, Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ ( կցեջ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
ե ռուսերեն լեզուներով!

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում.

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով,

4» Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում.

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
Նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում , տեքստի համապա
տասխան տեղում ւ

0. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինՀւ^ի նկատմամբ) շեն թույլատրվումւ

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը,

ճ. լոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրագրաթյունր իրավունք է վերապահում շզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով,

9. ւոդվաձի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված Լ տվյալ աշխատանքը,

10. Հեղինակը պետք ( ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր և հայրանունը!
II. Հեղինակներին ուղարկվում Լ անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշա/ Բազրամ-անի պող., 24 բւ Գիտությունների ակա

դեմիա {ի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»,
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Г. М. АЙРАПЕТЯН

РАЗРЫВНАЯ ЗАДАЧА РИМАНАчПРИВАЛОВА
СО СМЕЩЕНИЕМ В КЛАССЕ L1

1°. Пусть G+—некоторая область на комплексной плоскости, ог
раниченная простым замкнутым контуром Ляпунова Г, a G~ — допол
нение множества G~ U Г.

Обозначим через Н (Q) класс функций, определенных на мно՜ 
жестве 2 и удовлетворяющих условию Гельдера. Соответственно че
рез А?0(Г; f|, tj,՛ обозначим класс функций, имеющих разрыв 
первого рода в точках £*£Г(£ = 1,2,•••,п)и удовлетворяющих усло
вию Гельдера на каждой замкнутой части Г, находящейся между та
кими соседними точками.

Пусть, далее, а(/) — заданная на Г непрерывная функция, кото
рая удовлетворяет следующим условиям:

a) i(t) взаимно однозначно отображает Г на себя, сохраняя ори
ентацию.

в) Производная a-'(f)=dv(t) dt отлична от нуля на Г и принад
лежит классу Н(Г).

Приведем классическое определение граничной задачи сопряже
ния со сдвигом: найти голоморфную в U G՜ функцию Ф (z), имею
щую конечный порядок на бесконечности, по граничному условию

t^V, (1)

где Ф(г) н Ф(г)—сужения функции Ф (z) соответственно на G+ 
и 6->£)(£)и /(f)—некоторые функции, заданные на Г, а а (f) удовлетво
ряет вышеуказанным условиям а) и в).

В случае, когда D(t) и f(t) принадлежат классу Но (Г’
/|, ^>•■•,6,). и функция Ф(г) ищется в классе' функций, не*
прерывно продолжаемых на Г слева и справа, кроме точек разрыва 
/։, A,->-,f„ функции D(t), где предполагается выполнение ’ неравенст
ва |Ф (z)| Const-|z— f*| 1(0<а<1, к. — 1, 2, •••,п), задача (1) пол
ностью изучена в монографиях Н. И. Мусхелишвили [1] и Ф. Д. Гахо- 
ва [2]. В (I), ввода понятие классов A(f,. £а, • - •, f?) (д < и), вычисля
ется индекс соответствующей задачи и устанавливается, что общее 
решение неоднородной задачи в классе A(f(, f։,---,f?) можно предста
вить в виде
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где S (z) — каноническое решение задачи (1) в классе h (t,,-• •, tq), а 
P(z) — произвольный полином.

В работах [3, 4] Б. В. Хведелидзе рассмотрена задача (1) в том 
случае, когда / (t) £ Lp (Г; р), р 2> 1 и р— вес специального зида- В 
этом случае, если требовать, чтобы решения Ф (z) были представлены 
интегралом типа Коши от функции из класса А°(Г, р), 1 р <С то 
общее решение также можно представить в виде (2). Отметим, что в 
этой работе рассматривается также случай, когда коэффициент D(t) 
в точках /*(&=!, 2,•••, и) может стремиться к бесконечности или к 
нулю со скоростью любого порядка.

Задача (1), когда /(#)££'(Г), изучена в работах
Г. А. Хускивадзе (см., например, [5]). Им было установлено,, что ес

ли решение этой задачи ищется в классе функций К„ (Г), состоящего 

из Л-иатегралов типа Коши с кривой разрыва Г, то общее решение 
также может быть представлено в виде (2).

Случай, когда функция D(t)— произвольная измеримая функция, 
рассмотрен в работе И. Б. Симоненко [6]. Полагая, что D(t) удовлет
воряет условию А (р), /(/)£//(Г) (1 < р<^оо) устанавливается, что 
задачу (1) можно решить в классе Ер (1 </>< ос) Смирнова и реше
ние представить в виде (2).

В дальнейшем эти результаты были обобщены в различных нап
равлениях. Отметим обзорную работу Б. В. Хведелидзе [6], а также 
монографии И. И. Данилюка [8] и Г. С. Литвинчука [9], где можно 
найти подробный литературный обзор.

2°. В настоящей работе рассматривается задача (1) в том случае, 
когда/(/)££.'(Г), а £>(/)£/70(Г; fl։ fa,•••,/„). Для формулировки за
дачи введем некоторые обозначения. Пусть D+ — единичный круг, Т— 
единичная окружность, a D՜ — область ;z| > 1. Обозначим через w(z) 
и (н(оо) = °о) функции, конформно отображающие области и 
D~ соответственно на <7+ и G՜. Для любого r(0<^r<^ 1) положим.

>-r(z) =U»(r<0՜1 (z)), при z£G+,

/>-1(г) = н(г՜1 Н՜1^)), при z£G".
Под задачей сопряжения со смещением в L' (Г) будем понимать сле
дующую задачу.

Задача А. Найти голоморфную в G^UG՜ функцию Ф(г), об
ращающуюся в нуль на бесконечности, по граничному условию

lira ЦФ+ От(а (0)) ֊ D{t) Ф՜ ().,-! (f)) -/(/)!, = 0, (3>г-»!—О
где f(t) ££' (Г), Z)(f)6^o(rJ Л. fi,-‘tn), £>(f)=#0, а. || J։ — норма в 
пространстве L' (Г).

В случае, когда граничные данные принадлежат L' (Г), краевые- 
задачи для эллиптических уровнений приводятся к. задаче А, где гра
ничные условия понимаются в смысле (3).
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При решении задачи А, как и в случае /)(/)£//(Г) (см. [10]), 
при помощи интеграла типа Коши строим семейство интегральных 
операторов, которые равномерно ограничены в Д'(Г). Доказывается 
нетеровость задачи А, вычисляется её индекс и построены все реше
ния.

Отметим, что если D(t)^H„ (Т; fl։ и ZJ (Г) — произ
вольная функция, то вообще говоря не каждое решение задачи А мо
жет быть представлено в виде интеграла типа Коши от функций из 
Д' (Г).

Для того чтобы формулы приняли более обозримый вид, сначала 
будем рассматривать случай, когда Г —единичная окружность. В этом 
случае (3) примет вид

lim 8Ф* (га (/)) - D (t) Ф" (г ’ t) = 0. (3')

§ 1. Некоторые свойства решения задачи А
1. Выбирая обход окружности Т в положительном направлении 

точках разрыва функции 0(1) положим а* + / б* =
= ^-(в*а»-0)-г*«л + 0)), где ^(0-1п £>(/)•

2 т.1
Рассмотрим функцию

1-г
5։+ (г) = е Г , пои г £ О'*

(4>

31 (г) = е Т , при г О ,
где £։(/)—функция, обратная *(/), а (#) — решение уравнения 

к <р т (0 _ _ь; (7-1- - ? е) *=(0. (5)
2т.I\-.-t а(-.) — а(<)/

Легко проверить, что функция 5, (г) удовлетворяет граничному усло
вию

5f(«(0)֊ D (t) S{(t) = O, t£T, (6)О
Так как ядро

к (г, t)^ —---------- Я (Т) (7)
' а(т)֊а(0

в этих условиях имеет слабую особенность, то из (5) следует, что 
в точках /!,•••,/п функция <р (/) также имеет разрывы первсго рода

и = — 0) — <р(/*4-0)).
2 к։

Положим Ц=л((л) (к = 1, 2,-■•,/։). Из свойства интеграла ти
па Коши для функций из класса Н0(Т) (см. [1]) вблизи точек Д (к = 
= 1, 2, • • •, п) имеем
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5Г(х) = (х-4)“а ;

где йГ (г) — голоморфная функция в той части окрестности /*, кото
рая входит в область В՝, при этом 2* (г) имеет отличный от нуля 
предел при г -*■ 6, Соответственно, для функции 5։ (г) вбли
зи точек = 2, • • •, п) имеем

5Г(я)-(.’֊<*)* *-2Г(я),

где ЙГ (г) имеет отличный от нуля предел при г -* /*, г £ В~.
Рассмотрим теперь граничную задачу

Ф+(»(/))-Ф"и) = 0, /^7, (8)

где Ф+ (г) и Ф՜ (г) — аналитические в £> ՛ и В՜ функции.
По теореме о конфорном склеивании существует такое решение 

Х(г) задачи (8), что > +(г) и л՜ (г) конформно отображают области 
В+ и В՜ на некоторые области Д+ и Д_ (>. (оо) == оо) и удовлетворя
ют условию Липшица в/)՛ и У и /Э О Т соответственно. Теперь по
ложим

Ф։ (*) = П (Х+(г)—Ь+ (**)) *» при г^В*, 
*= 1

ф| (г)-• п ('• (г) — '- (<*)) к, при ,
*-։

где = 2«"*>п) — целые числа, удовлетворяющие условиям —
— 1 + X* •< О (Л = 1, 2, • • •, п). Ясно, что функции ФГ (г) и ФГ (г)
удовлетворяют условию (8) и вблизи точек ±к, 1к (&=1, 2-• •, п) имеем

Ф5*՜ (г) = (г - 4)' * 2? (г), ФГ (г) = (г — <*)'* 2? (г), (9)

где й*՜(г) и 2? (г) обладают такими же свойствами, как и 2* (г) и 

Если Ф+ (г) и ф-(г) — некоторые функции на В+ и В՜, то под 
Ф (г) будем понимать функцию

[ Ф+ (г), гС/Г,. Ф(г)==
1ф-(Д г^В՜.

Если же Ф(г) определена на В^{]В~, то под Ф՜ (г) и Ф՜ (г) будем 
понимать сужение этой функции на В и В՜ соответственно.

Для дальнейшего введем в рассмотрение функцию

5 (г) - 5, (г) Ф, (2), г е В" и В՜, (10)
где 5։ (г) и Ф|(г) — функции, построенные выше.-

Из определения функций 5, (г), Ф։ (г) и 5 (г) непосредственно 
следует
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Лемма 1. Функция 5(z) удовлетворяет условиям

a) S~(a(/)) ֊ D(t) 5 (/)=0, /е Т-,
в) 5*(а(/)), и (5+(д(/)))Л (5 (0Г‘бГ(Г);

с) в достаточно малых окрестностях V/, и V точек f* и tk 
k=1, 2, 5* (z) и S (z) представляются в виде

S+(zJ=-------- ,U?2) ... . zÇD+n Иь
. k

(г-6)

5՜ ы=—Kk {?֊ • * e d- n и*.
(z-M* *

где 5*= — (в* 4-<՛•*) и 0<?*<С1» а '•* (г), /*' (г) — голоморфные в 
О П Из и О՜ П кз функции, стремящиеся к определенным, отлич
ным от нуля, пределам, при и г — £», г££>~.

3°. Теорема 1. Пусть Если Ф(г) есть решение
граничной задачи (3')> имеюгиее конечный порядок на бесконечнос
ти, то оно представимо в виде

Ф-(г)_ЭД |ЦН£йл,„д„։ер*,
2 r.l J I - z

Т

(П>
Ф (г)=£1£1 dt+ S(z) P(Z), при zïD՜, 

2vi J t — z 
r

где P (z) — некоторый полином, a <p(f)—решение уравнения K<d = 
= P(t)+f(t) (5+(«(П)Г։.

Доказательство. Пусть Ф (z) — некоторое решение гранич
ной задачи (3') и пусть fr(t) — последовательность функций из Н(Т) 
такая, что ||/г(0 — /(Oüi “* 0, при г ֊► 1—0. Если Ф(г) удовлетворяет 
условию (3'), то будем иметь

lim |Ф՜ (г a (f)) — D(t) Ф՜ (г-1 /) —/г (f)j| = 0. r-*l—û
Учитывая лемму 1 имеем

lim
<■-н-о

Ф+(га(/)) 

i S~(a(0)
Ф (г֊՛/) /г (О |

5-(а(0) I, (12)

Обозначив
. (0 = Ф--(Г«(Ь) _ Ф~(г֊У) _ fr(f) 

S~(t) S+(a(f)) ’
(13)

= 'У֊֊ (։ÇD+). Л'Ы - (։6Р՜).
ô W О (z)
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из (12) получим

(«(*))-/>(#) /АО
+ («(О)

1, (14)

где фг(0€^|(г) и ЙФ, (ОН. °> п"и г -’1—0. Так как функции 
и Л/(ж) ограничены в £)1՜ и 22 , то из (14) будем иметь [4]

1 (?(<))
------- <Н,

Г

1 (4(0
2 к/ I / --  2 

(15)

где Рг(ж)—главная часть функции Рг (ж), а уг(1)—решение уравнения 

К<Р =4 (0 г Л(0 + /АО (5+ (а (О))՜1.
Имеем

1։т РГ(г) = 
г-1-0

ф* (г)
5+ (ж) Нт Е г (ж) 

л-1-0
ф- (А
5՜ (ж)

и Л(ж) равномерно сходятся к полиному Р(ж), при г -*• 1 — 0, где 
Р(ж) — главная часть функции Ф՜(ж) (5՜(ж))՜1 на бесконечности.

Так как

Нш|одО + Л(0 + ^^-Р(0 1^о, 
5* («(0)11.

то к, (0—<г(ОЙ|—’0 (см. [10]). Переходя к пределу в (15) и учитывая 
(13) получим доказательство теоремы.

Из теоремы 1 следует
Теорема 2. Пусть /(/)£//„ (Г). Тогда общее решение гранич

ной задачи (3') в классе функций, удовлетворяющих условию 
|Ф (ж)| < СопзЬ|ж — бГ (0 <с < 1, к=Л, •••,п) в окрестностях то
чек Vе и имеющее конечный порядок на бесконечности, задается 
формулой (11), где ®(0 (:#<>( Л«

Если граничное условие понимать поточечно, кроме точек разры
ва /п, то эта теорема известна (см., напр., [4], [6]). Пусть гра՜
ничное условие понимается в смысле (3'), тогда согласно теореме 1 
она представляется в виде (11), где <р (<) является решением уравне
ния 1С® = Р(0+/(0(5+(«(0)Г1. Так как/(П(5+(а(0))-* £ Нп (Г), 
то решение этого уравнения также принадлежит классу Нп(Т).

§ 2. Предварительные леммы

Iе. Положим

т — г-Ч
1АДт, 0 = (16)
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Нам в дальнейшем необходимы следующие неравенства из [10]:
/1_ r't чOK^j^+l). (17)

|«W — га(0|>Л։ |т — Н/, (18)
где A, At — положительные постоянные.

2°. Пусть ч>(-։)^£'(Г) и а <С 1- Положим

(Аф) , 1 f ? <х) <то - V
(т0 — г ty J 

т •
где т0» а Рг(՜, О = (1 — г’) 1֊ — rt| 2 — ядро Пуассона.

Лемма 2. Существует число С, не зависящее от г такое 
что для любой функции

Доказательство. Так как | |т0— ф—|т0 — г/]*« Const |т—rf|e’’ 
то

|(Аф) «)| < с, ( j (х)| Pr (х, 0 И + 

г

будем иметь |р4^«р|]։ < СМ։-
Лемма доказана.
Для любой функции <р (т) ££■ ( Т) положим

(^Ф)(О== - ,jrg.(<)) 2 К/
Лг(х, t) d*.

Имеет место
Лемма 3. Существует число С, не зависящее от г такое г 

что
^ф։1<СМ«. (19}

Доказательсво . Для простоты изложения приведем доказа
тельство при п = 1, то есть когда функция С(£) имеет разрыв толь
ко в точке t = tt. Согласно лемме 1 имеет место неравенство

с։ 16 - Д-։‘ < |5+ (z)l < Ct 16 - Д-։‘, (20>
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где с(, С,—положительные постоянные, 8։ == — (а, 4֊ > ։). Учитывая 
неравенство (18), получим

с |/, -г /Г4'<|5+ (га(0)1 < С|Л - г /Г*1. (21)
Применяя неравенства (17) и (21) при будем иметь

|(Н,<?) (01 < 1 ( (՝1<?(')1Ю--Г1Л(-, П|л|т- ( |=(01к.֊-Г).

отсюда и из леммы 2 следует лемма 3.
3°. Лемма 4. Пусть 1^Т, тогда

Доказательство. Из неравенства (18) и свойств функции 
а(-) следует, что существует число 8 > 0 такое, что

а (t) — г а (t>
rt а(т)-а(/)

Ясно, что |1п х| < А |х — 1|, при х^>8. Поэтому

In а(т) — га U) 
— rt

— In |а (т) — га (Ql х —f| 
Ь-Н| |а(0֊а(0!

< А 1 _ /«(а) — га(Ql |t —О 
r/| |а (х) — а (0| 

< А 1(1 - г) <(а (?) - а (/)| - (т - /) [а (Q - rz (Q ] . 
I’ ֊ rt\ |а (0 - а (0|

1-г , |?-<| 1 —г \
|- —г/| ' |а(0-а(0| |--Н|/

Теперь доказательство леммы следует из неравенства |а (?)— г (/) | 
> а |т — Г, где а — положителяная постоянная.

Лемма 5. Пусть т, 1^Т, тогда 
г — t

argx—Г С——— 
|т — г/|

где С — постоянная, не зависящая от г. Под arg (t — 0 1՜ — г ’/) 
мы понимаем угол при вершине треугольника с вершинами t, 
rt.

Доказательство. Обозначим этот треугольник через Д. По
ложим ? = arg(T — 0 ("—г0 '• Из определения у следует, что 0< 

тс
• Когда точки т и t достаточно близки, угол при вершине t

Л к птреугольника Д мало отличается от---- Применяя теорему синусов, 

можем утверждать, что
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isfc’<cib^r
где С не зависит от г. Отсюда, учитывая неравенство |®| <֊ |sin <р|

0 <р • получим доказательство первого неравенства леммы.

Аналогично доказывается второе неравенство.
Лемма 6. Пусть Г+=(т1։ ха)—некоторая дуга окружности 

Т, соединяющая точки "։ и та в положительном направлении, а 
/. (т) = 1, прп -£Т+ и /(') = 0, при т£ Г\ Г+.
Пусть далее УаТ—некоторая окрестность точки т։, не содержа
щая точку т։. Тогда существует число С, не зависящее от г та
кое, что для любого / £ У

П —------- krJxN^-xwkc-r1 г • (23)
rt -z—r-H] | Ft —rq

Доказательство. Пусть t = elf, ■t = e‘°. Для простоты из
ложения будем считать, чго Т+ есть верхняя полуокружность, то 
есть ®i=l, t» = —1. Рассмотрим функцию

U (г, ?) = ~ | —------- —— х (t) d՜.
2 ~i J т—rt -с — г՜1/ 

т
Так как

(—!-------------- ---------------------------------------------------««,
\ т — rt ' — г 1 t / 1 — 2r cos(0 — ?) 4՜ г։

то U (г, <р)—ограниченная гармоническая функция, равная х(0 на Т- 
Эту функцию можно представить в виде

Hi m\ 1 । 1 1 4՜ reiip 11 2r sin ©

где arg (1 4՜ re1*) (1—re'f) 3 = arg (1 -|- re1*) — arg (1 — г е'т) и под 
arg(1 +и arg(l— re1*) понимаем те значения, которые находят- 

/ к -к \ _ся в промежутке (------ > — 1 • Учитывая, что при 'х| —♦ оо

arctg х =

֊— — — + О к) ' ПРИ 1.
2 X \х3 /

* , 1 п/1\ . .+V+ при х<-1’
будем иметь

nt 1 । 1 . 2г sin <рU Т) = — 4-----arctg -- ----- j- =
Д к 1 — г1
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1 1 ( к I 1 ~ r I 1 ~r \ 2r Sin® 1
2 к \ 2 2r sin? \ 2г sin® / 1 — га

1,1/ « , 1 — г’> । п/ 1 ~г‘ У 2r sin<? 1
2 к \ 2 2г sin<p X 2г sin® / 1 — г*

Поэтому

|£/(г, ?)-х(е'91<С111=-г<С1 -1^-.
I®/ И — rd

если 2r|sin<p| (1—га) '^>1. Но при 2r|sin®| (1—га) '<^1 неравен
ство (23) очевидно, так как |1 — г/|>а(1—г), где а>0.

Лемма 7. Пдстъ Т^сТ—некоторая окрестность точки tk 
такая, что ti~ Tk(t^=k). Тогда для любого t^Ti,

|5+ (га (П) -£>(/) S-(r-> t)| < С|5+ (га (0)| (֊~ + (1 - г)Л, (24) 
\|4 —rf| /

где 3>0, а С — постоянная, не зависящая от г.
Доказательство. Из определения функций Ф։ (г) и S(z) име

ем

(га (0) - D(f) 5՜ (г-> 01 = |5+ (га (0)111 - ФГ (г1 0;
֊!— |’лг(т. П ?(т)Л- lnD(-.) 
2 к/ .1

[ФГ(га(0)Г։е Т |.

Из свойств функции /.(в) и (18), при 7* следует

Г (г֊1 0-I՜«)
(га (0)֊>+(»(/*)) 1^ — г/|

Учитывая это неравенство и (17), будем иметь

|S+ (га (0) ֊֊ D (0 5՜ (г-1 t)i < С |S ’ (га (0)f
|ü — г

d~ — In £> (0 •

Из формулы Сохоцкого—Племеля и определения функции ®(т) 
дует, что

(25)

сле-

lim I hr(', I) <f (x) <f: = |n D(t), t T, 
r-,1-0 J

Г

причем при D(0=^=0, имеет место неравенство

hr{', 0<p(t)d-֊lnD(0 <С(1-г)‘, (3>0). (26)

Ясно, что в окрестности Ть функцию 1п£>(0 можно предста
вить в виде 1п £>(0 — С х(0 + ф։ (0. где 'Ь։ (0 € Н(Т), а х(0 = 1> при 
•*€(0, /*+1) и х(0=0, при Тх(й, 4+1). Так как функция ® (0 
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удовлетворяет уравнению 1п £>(<) = К. <?, то в этой окрестности она 
также представима в виде

?(0--=С/.(0֊?։(0. ф։(О?Я(Г). (27)
Заменяя в (25) 1п £>(0 = /С? и учитывая (27) и неравенство (26), 

получим
(га (О) - й{Г) 5՜ (г֊» О/ < С 15и (гл (0)1.

.( [7 “'И-------- -----------------------------—)։Ы*-
г т

Перепишем это неравенство в следующем виде : 
|5+(га(0)-£»(0 5՜ (г֊1 01 <С|5+ (га (0)1-

Г/ *'(*)____|7 л'^______________ +
V՝ \я(х) —га(0 Т—Г</ 3\а(0—а(0 т — I)

тк тк

+ —֊. |7—-----Ч()л-х('> + (։ ֊'■՝*••
2г. ։ 3 \-— г/ ■ — г Ч/ 

Тк
Применяя лемму 6 и производя интегрирование в первых двух 

интегралах, получим

|5+ (га (О) - D{t) 5՜ (г֊1 01 < С|5* (га (0)1 fin я(й),- гя(0 
\ tk — rt

—In а [tk) — а (Q 
it- t

+l «fo)-40
I. ։(/*)— га (0

+ arg А—Ц + -^֊ + (1 ֊ r)4 -4- O((l - r))) • 
it — r# ՛) — rq /

Теперь доказательство леммы следует из лемм 4 и 5.
4°. Пусть т, t^ Т. Для любого г(0<г<^1) положим

} (- п _.|5Чга(0)-Р(05-(г֊«О/
' ՝’ |5+(а(т))||т-г֊Ч|

Введем в рассмотрение оператор

{Вгу) (0 = t) <? {-) d-. (28)
т

Лемма 8. Существует число С, не зависящее от г такое, 
что

IBrfjh < Ch>||. (28')
Доказательство. Для простоты опять изложим доказатель

ство, когда n = 1. Учитывая неравенства (21) и (24), будем иметь
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Г |(Ят) (01 |Л < Const (| ։֊f ^7—' И И +

т Г Г

+ f J iT(|^\7rt|8՜M H = Const (У 1 (г) + 7։ (г))- 
Т ’ т

Так как ||^i—’Р— |Л— НГ'| Const |t — г /|։‘, то, учитывая оценку 
1^1.1 

а'-b* а’+₽ + 6*+э ’
получим

Л О’) < Const ( | If (г)| [ -- -------֊=֊----- I^H^I b
\ J J Ki — r q • |T — rf I

+ IIf (01 f-—Ц——-|<ft||*|V
J J Ki— Hli՛։ — rf / 

T T

< Const ( | If (x)| I ~~r |Л| |rf֊-| 4- 
V Jk.-re

+ J I 7 M lrfTl) Const Ilf К,, 
г г

Соответственно, имеем

Л(г)< f(l֊r)‘ |֊1^|ЛцЛ| +

, f ,1 _ rv f If (QI l^l I+ J( r) Ji^-r/i’-h-r^ 
T T

< Const (l-r)։ln֊^֊|f|։+ f(l-r)’ (7—L-■ +
1 - r J J \|f, - r f|

+ 7—If (О! /Л| l<ft| < Const Uf .՝,.(t — rt)/ 
Лемма доказана.

§ 3- Исследование задачи А
1". Террема 3. Пусть f (t) £ L՝ (Т). Тогда общее решение г роз

ничной задачи (3'), имеющее конечный порядок на бесконечности,, 
определяется формулой

Ф+(0 = ^- |dt, при z^D+,
2« i J t — z

(29)'
ф֊(г) = ±10 С 110. ^+5(z).P(z), при z^D՜,

2ii i j t — z
T
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где Р (z)— некоторой полином, <р (О— решение уравнения К<? = 
= P(t) + /(0 (5 + (а(0))՜', а ₽(0 — обратная функции a(t).

Доказательство. В теореме 1 мы установили, что каждое ре 
шение задачи (3՜), имеющее конечный порядок на бесконечности, 
представляется в виде (29). Теперь докажем, что любая функпия ви
да (29) является решением задачи (3'). Из (29) следует, что Ф(г), 
определенная этой формулой, имеет на бесконечности конечный поря
док.

Пусть fn (t) £Н( Т) и |/„ (/) — /(#)!, ֊> 0, при я—оо, a явля
ется решением уравнения Къ = P(t) + /я (t) (5+ («(f)))՜1. Положим

5(z) (₽(*))Фп । t — z dt' при Z^D ’

т

5(z) Г?я(0
Фп (г) "оТТ՜ 3՜ ֊ rff+S(z) P(z), при Z^D . 

г
Так как функции Фя (z) и Ф7 (z) на Т удовлетворяют граничному ус
ловию Фп (а (О)— D(t) Ф? (0=А(0 и*в окрестности точек = а (ft) и 
tk имеют порядок \z — f»|՜ и |z — f*|՜*, где 0<^8 < 1, то ясно, что су
ществует некоторое число р„ (р0 > 1) такое, что для любого г (0 < 
<1)

||ФЯ (га (0)i*M< Const, j |Ф7(г-Ч)|л|Л|<Соп81 (31)

г т
и поэтому для любого п, п >1

;”>.(Г)=ЗФЯ (г«(О)-Я(ОФ7(г-Ч)-/Л(<֊*0 (32)
при г-»1—0. Положив теперь (О = ®я (f) — <р (f), из (29), (30) и 
(31) будем иметь

I |ф4 (га (f)) -D(t) Ф"(г֊։ O֊/(f)||<ff| = 
т

= । (ФЧг®(0)-Фя(^(0))֊£>(0(Ф_(г-1 О-ФГ(г-Ч))-г 
f

+ (ФТ (га (0) - D (t) Ф7 (г֊1 /) -/„ (f)) -1֊ (/„ (О -/(f))| |Л| <

< с ( 1՜ |5+ (га (0)1 J |Аг(-, 011Ф» (01 И |Л| +

+1՝ г
т т

■+ j'n (г) + ։/« - я < с(/„։) (г) + /;> (о + /<։) (г) |/„ ֊ лэ.
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Так как Хфв=(/«)-/л (П)(5+(«а))_1).то

_/(*)-/«(*) ! [ 7(0 -/л U)
5+(а(х)) J S+(a(f)) 

т
к (х, t) dt, (33)

где ядро k("i, t) имеет слабую особенность (|А- (х, f)|< С|х—f| ’ , 
к<1). Обозначим

/(О—/л (О 
5+(а(0)

к (х, t) dt.

Так как | |х ֊ f0|* - |f ֊ <оГ1 < C\t — х|4 (0< 8< 1), то
1 t ֊ /of =1, |х —/0|* — —/0|8 

к—/Г ’-/о' л֊/р ММ1‘

Отсюда следует, что

где С| не зависит от t, t0. Используя это неравенство, легко дока
зать, что

l-$+ gn (т)|,< Const I/-/4..

Поэтому функцию 'l'n(x) можно представить в виде 
MT) = ^U 
' U 5+(а(х))

где 1Г„ (x)ji < А Ц/ — /Л|]| и Л не зависит от п. Отсюда, применяя лем
му 3, будем иметь (г) Const [/— /4г Соответственно из леммы 
8 имеем _/n3)(r)-С Const |/ — /Л|. Учитывая теперь (32), завершаем до
казательство теоремы.

2°. Для каждого целого к обозначим через ?А(0 решение урав
нения K<f = t*. Положим

Ф*+
1 J тхгг ". ч» ^-D ■
1 С ч> (Л

Ф* ^ = 9Т՜- 7^----гк, при :^ГГ.
Т

Ясно, что любая конечная система функций Ф* (г) линейно независима. 
Пусть, далее, =/(/) (5+(а(/)))-1. Исходя иа этих обозначений,, 
для любого Р(я) = с0 + • • • 4г сп г" функцию (29) можно представить в; 
виде
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а.+ / л (*) I Ч> (?(•*)) Л.+ / \
ф <*) = о • ------- л + 5 (г) £ ск Ф* (г),2 - I } t —я .=о

(34)-

ф-(д)=4г֊ 1՜с* ФГ (я).
Д~ I J ( — г *=о

т

Положим 1. = — 0-1+•—!-'•„). Очевидно, что —х есть порядок функ
ции *5(г), при г—» ос. Число >■ будем называть индексом функции 
£>(/). Теперь из теоремы 3 и (34) следует

Теорема. 4. /7։/стпь/(/)££'(Г), тогда общее решение задачи. 
А, равное нулю на бесконечности, в зависимости от индекса х 
можно представить в виде:

а) если /■ > 0, то

ф+ (г) = (* Л ,, + 5+ (г) *£ с ф; (2),
214 3 1-г

Т

ф-(г)== л + £-(2)։Ё\фГ(г), (35>
2-г ,М — г *=о

г

где с0, с,,- ••,с։_1— произвольные комплексные числа, при х 1 
и с0=С| =• • •= с։_[ =0, при х = 0.

в) Если х< —1, то задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда

?(/)/* 4/ = б, к =0, 1,.., -(х-|- 1),
г

при этом решение определяется по формуле (35), если положить 
Сд с^ — ՝ * • — сх_। — 0.

3°. Пусть теперь Г — кривая Ляпунова, а т = л(//) (£/0 <£7< их) 
— ее параметрическое уравнение. Предположим, что л (£7) и Х(՜) дваж
ды непрерывно дифференцируемы по параметру. Для любого С £ Т 
положим ։С) =-• «и՜1 (а(ш(0)) и 8 К) = у.-։ (ш(Г)). Обозначим

;,(С; -------------- (ЭД

“(“ (^)) —‘о(г®(«)) ։ч?(’)) -- 1*(г-1Р (?))
Имеет место оценка [10]

|Лг(С; +1)(С; «е Г). (37)
\|ч — г£|' /

Аналог функции 5(л) обозначим 
вид

). Она имеет следующий
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_2_ Г 
2к1 .1 / — г 

~ ~ г 
5+ (л) = Ф։ (г) е , при г £ б՜1՜,

1 1' ■? (О
I / - я

5֊(г) = ФГ(л)е , а £6՜
где р(/) — обратная функции <։(/), <р(/)— решение уравнения 

к<р = ®(<)_-1֊С(—Ц- —)?(՜) л = ь £>(о.
2к^\т — I а(т) —а(Л/ 

г

а через Ф, (х) обозначен аналог функции Ф, (г).

Далее аналоги преобразований Нг и В, обозначим через Нг 

Вг, соответственно. Используя оценку (37) можно установить оценки 

(24) и (28) для преобразований Нг и Вг.
Пусть теперь Л"? =■/(/) (5+(а (/)))“',

ф; (г) = 2֊ 1՜ 2 &։
2т.( Л / — г 

Г

Ф* (г) = ~~ ! - - <11 + г*, г £ С ,
2-1 .» { — г

Г

где ф* (/) — решения уравнения /Сф = I (к = 0, 1, 2,-•-).
Применяя отображение / = ш (г.) в условие (3) и исг.ользуя ука 

занные оценки аналогично теореме 4, получим решение задачи А.
Теорема 5. Общее решение задачи А, в зависимости от ин

декса х, можно представить в виде
2) если х > 0, то

Ф+ (Л) = + 5+ (г) ск ФА (г),
2г. г t — г

(38)

ф- (2) = А-Ф. 1՜ + 5՜ (г) ск Ф* (г),
2^ г I — г к-ог

где сп, с1։ -• •, сх֊1 — произвольные комплексные числа при х^-1 и 
Со = с։ = • • • — , с։-1 = 0, при х = 0.

в) если —1, то задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда

(՝ф(0«*Л = 0, к = 0, !,•••, -(х + 1), 
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при этом решение определяется по формуле (38), если положить 
Со = с։ = • • • = сж_։ = 0.

4'. В качестве применения рассмотрим следующую задачу: най
ти в единичном круге |z| < 1 решение уравнения Лапласа àU = 0, 
удовлетворяющее граничному условию

а (t) 4- 6(0 -^*L=/(f), «С Т,
ох оу

где / = ?4-г»Ь U (t) = U (î, fi), a(t), b(t)£H0(T), a(t) ֊t֊ ib (f) =f= 0, 
f (T). Так как /Ç£*(D, то естественно граничное условие так
же понимать в смысле L1, То есть

lim [а(0-^֊^ + 6(0 ^֊^ ֊/(0’|Л| = 0. (39)
Ох Оу |

Так как U (z) представляется в виде £/(z) = Re T(z), где Ф (г)— 
—аналитическая в единичном круге функция, то (39) можно предста
вить в виде

liai JRe D(t) Ф (rt) -/(f)j։ = 0, (40)-
г ֊»֊1—0

где D(t) = a (О + ib (t).
Введем теперь функцию

Ф (я), при |z| < 1

тогда условие (40) примет вид

-гШ -°֊
который является граничной задачей типа (3), когда а ( է) = է.

Автор признателен профессору H. Е. Товмасяну за постоянное- 
внимание при выполнении данной работы.
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2. Մ. 2ԱՅՐԱՊՍՏ9ԱՆ. Տեղաշարժով Ռիմաե-Պրիվալով|ւ խզվող խճղիրթ 2,1-ում՜ (ամփոփում)-

Աշխատանքում դիտարկվում կ խզվող գործակցով Ռիմ ան-Պ րիվա լովի խնդիրը այն դեպ
քում, երբ աջ մասը պատկանում է Լ1 դասին. Դասական եզրային խնդրի պայմանը փոխարին
վում է միջին իմաստով զուգամիտության պայմանով. Ապացուցվում է դրված խնդրի նյոսոերու- 
թյունը 1Л դասում, հաշվվում կ այդ խնդրի ինդեքսը և կառուցվում են բոլոր լուծումները։

H. M. HAIRAPETIAN. Discontinuous Riemann—Privalov problem with shift In Լ' 
(summary)

In the paper the Riemann—Privalov problem with a discontinuous coefficient 
and the right hand side belonging to L1 is considered.

The classical boundary condition is appropriately changed to fit the Lt case.
The NoethernrsS of this problem is proved and the index is calculated. All so-- 

lutions of the problem arc constructed.
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Г. А. БАРСЕГЯН, Г. А. СУКИАСЯН

СВОЙСТВО БЛИЗОСТИ ДЛЯ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 
С БЛИЗКИМИ НУЛЯМИ И ПОЛЮСАМИ

Согласно основному выводу теории распределения значений ме 
роморфных функции (теория Р. Неванлинны и итеория поверхностей 
наложения Л. Альфорса), если значения а и b „хорошие“, не дефект
ные, для заданной мероморфной в С функции w (z), то количества 
a-точек и 6-точек в кругах |z|-Cr примерно равны, близки. Этот вы
вод оказался частью более общей закономерности — свойства близости 
a-точек, которое устанавливает, что близки не только количества 
этих a-точек и 6-точек, но, одновременно, близки их модули и аргу
менты.

Общая формулировка „свойства близости о-точек“ излагается в 
терминах, рассмотренных в 12] „однолистных областей наполнения“ 
£Дг), —областей из {z : |z| -Сг|, удовлетворяющих усло
виям: а) в каждой области Et(r) функция w (z) однолистна; б) мно
жество C\w(£(lr)) состоит из некоторого числа kt (г) односвяз
ных областей, сферический диаметр каждого из которых стремится к 
нулю при г-*СС.

* Мы полагаем известными основные положения теории Р. Неванлинны и поль
зуемся стандартными обозначениями (см. [1]).

В работе [2] была доказана следующая
Теорема А. Пусть w (с) — мероморфная в С функция; 

?(r)tcc, г-*оо.  Тогда в круге |z|-С г можно указать Ф (г) попарно 
непересекающихся однолистных областей наполнения Ei(r), 
1=1, 2,•••, Ф (г), для которых справедливы следующие утверж
дения:

ф(г)—Л (гУ, г -* ио, r^E, (1)
где Л (г) — характеристика Л. Альфорса.*,  Е — некоторое множе
ство конечной логарифмической меры.

II. Ф^,(г) <2 Л (г) ч ог-со, гё՜^. (2)
1 = 1

III. d(Et (г)) < Г > z = !,•••, Ф(г), г~>ос, /С= con s/. (3)
A*  tr)

Поясним вкратце сущность свойства близости, содержащуюся в 
теореме А.

Мы видим, что области Ei(r) „малы“ и в каждой из этих обла
стей w(z) принимает всякое значение а£С, исключая множество зна-
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чений пренебрежительно малой сферической площади. Следовательно, 
для любых значений а и Ь £ С (за описанным исключением) а точки, 
принадлежащие £/(г), близкс располагаются друг от друга. Подроб
ные разъяснения этого свойства см. в работе [2].

Здесь отметим, что все оценки теоремы А точны, из них выте
кают вторые основные теоремы теории распределения значений как в 
форме Р. Неванлинны, так и в форме Л. Альфорса, а также выте
кают результаты, предельно уточняющие проблематику о лучах Бо
реля и кругах наполнения.

Пример функции Вейерштрасса показывает, что однолистные 
облачти наполнения в кругах ,’г/ < г заполняют почти весь круг |а|^г, 
т. е. имеют относительную плотность 1. Естественно, интересны слу
чаи классов функций, для которых относительная плотность՛ нулевая 
(так как для этих классов большинство а-точек окажется лежащим на 
множестве пренебрежно малой площади).

Ниже вводится класс функций, характеризуемых близостью их 
нулей и полюсов, для которых диаметры однолистных . областей на
полнения оказываются существенно более маленькими, чем в общем 
случае, соответственно объединение этих областей имеют нулевую отно
сительную площадь.

Пусть ш(г)— мероморфная в С функция конечного порядка, 
|6*)*=։  — ее полюсы с учетом кратности (&*  занумерованы в порядке 
возрастания их модулей). Скажем, что и>(г)£Мо, _, если существует 
такая нумерация ее нулей (с учетом кратности), что выпол

* В дальнейшем через К будем обозначать абсолютные постоянные, не обя- 
зательно одинаковые даже на протяжении одной цепочки неравенству зависящие толь
ко от выбора функции (и с).

няется
Ок — Ьк

Ьк
< + со. (4)

на (4) легко следует, [что 'на любом ограниченном 
комплексной плоскости равномерно и абсолютно сходится 
ние

П(г) = П^^.
к г — Ьк

Таким образом, если ш (г) £ Мо,», то согласно известным 
представлении функций в виде произведения, имеем

множестве 
произведе

теоремам о

ш (г) = е Н --------- » (6)
к г —Ьк

где Рт (г) — многочлен, степень которого т не превосходит порядка 
функции IV (г).

Теорема. Пусть и> Мо, Тогда в теореме А неравен
ство (3) можно заменить следующими

<1(е1 (г))<^(г)^Н2:, 
Л (г) т = О, К = К (и?) = сопз!*,  />г*, (7>
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(о, — V 
\ 3 /

</(£/(г)) <К,ф(г)1пг ' —-г-^-5—тп 1,г>г;, (8)
\А(г) Аш(г)\

где ։ = т1п {г, 1). в — любое число из промежутка

Отметим, что неравенства (7) и (8) усиливают неравенства (3) в 
том случае, когда Иш 1п։ г Л (г) = 0.

Для доказательства приведенной выше теоремы установим пред
варительно несколько лемм.

Лемма 1. Пусть то (с) (; Л/ц. . . Тогда произведение (2) для лю
бого г удовлетворяет неравенству

I < Кг (1 + 1п- г), (9)

Доказательство. Пользуясь тем, что
г де О(г) - |г : |г| < г .

ММ? =7, 4- /а.1 1
(е1‘— а» 'е1*—Ьл

(Ю)

Для оценки У, обозначим через
о*  (г) — шах | [а*  — 6*|,  

16*1  ?г(
2 г ) 

п (2 г; оо) I

Л (г) — | г : |г — г*|  о*  (г), г*  = ■
I * }

где п(2г; оо) — количество полюсов в круге |г| С2 г с учетом крат
ности. Тогда, поскольку для |6*|  < 2 г и £>(г)\£>*  (г), имеем
-*■  — V |х — а*|  < 3 и — 6*!,  ТО

|6* 2г|

1 с1! <7?

аг-- Ьк\
п (г)

1' /<//</?
|/е'* — 6*| ։

О*  (Г)

Г |

3 !/е'’֊6*|
о*  о-)

Зг 2к
С |-г/7?с/0

6* (г)

5
з ‘4 (О 0

а«
р/?<Й [

1‘л'
0 0

I 'а*  - 6*|  1п 3 п (2 г; оо) 4

Й4 (г)

֊На*  — 6*Н . (11)
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Так как |2—при |6*|>2г  и г£О(г), то используя известное 

соотношение

] 31^֊ «I 
О (г)

получим
/,< £ |<Ц —..<8*г  2 ֊-I- <12> 

1&*|=>2л  3 3 /е'* — а*|  |(е,։₽ — Ьь\ 1**1  'Ъ 6*
й(г)

Если п (2 г; °о) = 0, то /։ = 0 и из (10) и (12) следует, что
КЦ^Кг. (13)

Если же л (2г; оо)^-1 (тогда 1пЗп(2г; оо) > 1), то из (10), (11), (12) 
будем иметь

ККг(1 +1пл(2г; оо)); (14)
фактически из (13) и (14) вытекает, что для любого г справедливо 

/< Кг (1 + 1п+л(2г; оо), 
а поскольку 1п+л(2г; °о)^^(1 -|-1л4՜ г) для любого г, то тем самым 
утверждение леммы доказано.

Лем'ма 2. Если через Е(г) обозначить множество

Е(г) = {д:М<г. |1п|П(г)||>ф(г)}, 

где ф (г) Т °°> г “*■  °°> то А ля любою г

5[£(г)]</Сг>(1 + |1°г|)\ (15>
ф (г)

где 5 [Л] — площадь множества X.
Доказательство. Поскольку Е (г) — Ех (г) и Ег (г), где 

£1(г)=(г:Н<г, 1п|Ц(х)|>ф(г)}, 

Е.И «= {г: |г| <г, — 1п/П (г)| > ф(г)], 

то достаточно вычислить площадь каждого Е[ (г), г = 1,2. Из опреде
ления множества Е՝ (/■) имеем (z — fe։՚f) 

5|£։(г)]ф(г)<7= [(’1п|П(^)|^МТ< 2 Г ]п I а* ' +

Е, (г) Е, (г)
(1б>

+ £ С С1п — —~ I =ц+ц.
3 3 <е'* — Ь„
Е, (г)

Поскольку при |6*|>2г  и г^Е1(г) имеем |а—6*/  > . то

/>< Е ((ь 1 + ^-^-1мыт< 2 ГС

£,(7) 1
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I 2 ак — Ьк
Ьк |4*1>2Т

ак — Ьк
Ьк

Обозначим
(17)

через

А(г)=[

2 тах ! |а*  — 6* 1, -------------1>
I4*։  ”г ( и (2 г; оо) ]

• I . R ' I \ ак + Ьк 1. 2 --  91.1 Оь (г 1. = —«« ■ ■ ՛ 1
2

Тогда применив неравенство Коши-Буняковского получим, что

1 И,1”

£, (г)Х О,л (г)

/е‘*— ак
1е1г— Ьк

г I 1п ]/е/? — а*|  tdtdч 4֊

МП (г)

( Г 1п —-— I

(Г)nDt.tr)

1П« 1 4. —ал
(е1*— Ьк

1
1п811е1г — tdtd^q г I =

О*  (г) О^г)

(18)
Так как для |6*|-<2г  и г £ имеем

Ьк — ак ՛ _2
г — Ьк , 3

2то из известного неравенства |1п (1 +-)|։-^ 9 |г|։, |а|—получим, что

о (и\ (г)

1**1

1**1 2-

Сб/2кК1пп(2г; оо) |а* —6*1.  
1**1  2<-

(19)V**

Интегралы /1 и 7? оцениваются аналогично, т. е.

Тг?'>з.
+ 2 2( Г С(1п։/?)/г^еу.<

1**1
о о
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о

+ < А у г. S i„ (г) (|in г; (г)| + 2)^ Кг (lin r| + Un п (2 г, 00)1+1).
4/ 2 1**1

(2°)
Если п (2 г; оо) < 1, то /։ = 0 и из (16) и (17) следует, что

5[£։(г)]ф(г)^Кг) 5[£^Л. (21)
Если же л (2 г; «=) _>1, то нз (16)—(20) будем иметь

/< Кг У5[Е,(г)] ( /1пп(2г; со) + |1п г| +
+ In л (2г; ос ) 4- 1 ). (22)

Из (21) и (22) вытекает, что для любого г

1 < Кг у S[E, (г)] ( 1 + У In+n(2r; œ) + |)n rj + ln+ л (2 г; a»)), 
a поскольку ln+г. (2 г; со) С^(1п+г+1) для любого г, то последнее 
неравенство примет вид

Кг V 5[Е, (г)] (1п+ г + 1 + |1п г/) < Кг У5[Е։(г)] ( 1 + iln г). (23) 
Из (16) и (23) получаем

5[Е, (г)] < К r-(1 + |lnr|)*, г> 0.
Ф*(г)

Точно так же оценивается и 5[Еа(г)]. Таким образом, лемма дока
зана.

Лемма 3. Пусть а. = о, е1'', v = 0, т — произвольные комп
лексные числа и пусть k(г) | 4" °°> 1—* °°> причем такая, что

2т InÆ(r)
--------—— <+ < 1, г > г0, с = const < + со.Зт Г

Тогда в кольце D ( Г > г ) = < г : — -С kj С г ! при г > г։ можно ука- 
.2/12 J

зать множества D(r; k(r)) и D*  (г; k(r)), лля которых справед
ливо следующее:

I. |explamzm-i--- +a0]!>«(r), z^D(r; к (г)),
II. |expiamzm-i------Ьа0)|<-А- > z^D(r,  к (г)),*

к (г)
III. Hr))UP(r;  &(г))||<Л/АА0-։.*

где М= const+ со.
Доказательство. Полагая z = telt, получим
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«(ft 9) = Re (ат zm 4------ Н а։ z4֊ao)+ao) =

= omt cos (;л» +/по)
m-l •Յյ t1 COS (tj-j- յ՜6) 

cos (5m 4֊ /п9)

(24)

и։ (ft 5) = — ат tm т sin (5Ш + /п&) 1 4՜

■յ т-J 
֊>֊ S 
От Г т յ ֊0

aj V j sin (5/4-/9) 
sin (5m •+- 7Ո0)

(25)

Пусть <p (t) 4 0, f -*■  o° и bf (t) — co t — co. Рассмотрим ф (/) —окре
стности нулей функции cos (5m +/п&), т. е. рассмотрим совокупность 
интервалов

r»(0 = f— (4+ -‘НО; —f-֊- + ^-5m>) +?(0
\ т \ ձ / т \ 2 /

к = 0 ± 1,±2---.

Так как вне этих интервалов, т. е. при 9^^\

|cos (5m4-mS)| > cos

1. sinx 1то применяя известное соотношение հա----- = 1, получим, что

1 "у1 °; cos (Կ + ;0)[ < м 1 
=mtm fa cos(5„4-/n&) р to М՝•=■■■ const. (26)

Если 6 (; U Г*  (է), то

|sin (5m 4՜ /п0)| > sin

1

и следовательно

1
,m От է т

m—1
2

J =0

аյ է՛ (5/ sin 4՜ /9) 
sin (5m 4- m9)

< M.t > t >• ta , M2 = const. (27)

Из (26) следует, что величина в квадратных скобках (24) стре

мится к 1 при է — оо равномерно по 6 7? \ ) (J Г*(Ж>  т. е. для 
[*=-<»  J

этих 0 и для каждого է t to функции u(f; 6) и i"‘ ^nt COS {հու 4- /пб) 
имеют одинаковый знак. Из (26) следует, что величина в квадратных 

скобках (25) стремится к 1 при f — оо равномерно по 9 £ U Г*  (/)> 

т. е- для этих 0 и для каждого t^-t ^>to функции nj (<; 9) и 
— ат tm sin (5m 41՜ /п6) имеют одинаковый знак. Мы получили, что на 
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любом Г*  (о для каждого f > /։ = max(f*.  /♦♦) функция и(/; 9) строго 
монотонна по 9, а на концах Г*(/)  она имеет разные знаки. Следова
тельно уравнение u(t; 9) =-= 0 на Г *(/),  к = 0, ±1,-»- имеет единствен 
ный корень, т. е. количество решений уравнения u(t; 9) = 0 на отрез
ке (0; 2՜] совпадает с количеством нулей функции cos(:m 4- тп9) для 
каждого / Окончательно мы получили, что для каждого I > на 
окружности |z| = / это уравнение имеет 2 т решений, лежащих на 
Г*(/),  и поэтому при /֊»оо эти решения (точки на |z| = t) описывают 
кривые (обозначим их через р/, / = !,•■•, 2m), которые асимптоти-

е f 1 / г. , . ,чески приближаются к лучам a/ = /z.argz = — ( — -*- r.j — в .
I т \ 2 /]

у = !,•••, 2 т. Эти лучи, в свою очередь, являются геометрическим 
местом решений уравнения Re(am zm) = 0, т. е. om tm cos (;,п4-/п9)=0.

Рассмотрим уравнение |ехр (ат гп -|------ 1- а։ za^+a0}l ■= к (г) или,

и (/; 9) = In к (г), г > г0, -у •< f < г, 0 < 9 < 2 г..

Буквально повторяя предыдущие рассуждения (только вместо <р(0 — 
окрестностей нулей функции cos (;m-f-т9) нужно взять <р (/) — ок՜ 
рестности решений уравнения ят tm cos (£m 4֊ — In Л (г) =0, r> r0

-C t < г, 0-С9<;2к), получим, что для r -rb решения этого урав

нения представляют собой 2 т кривых (обозначим их через Т,(&(г)), 
j — 1,- • », 2 т), асимптотически приближающихся к кривым, которые 
являются решениямии уравнения от t'n cos(;m + /п9) = Jn к (г), г гй,

< г, 0-<9-С2п; причем ■{. (к (г)), j = 1.» • •, 2т попарно лежат

в тех криволинейных угловых областях, где u(t; 9)^>0, £>• /։ (см. рис. 1) 
Если обозначить заштрихованные области, обведенные штрихами

через D(r; к (г)), то нетрудно убедиться в том, что

|exp[am/m-|------ h а։ z-) а0| > k(r), r£D(r; к(г), г > г0.
Точно также находим кривые (к (г)), / = !,•••, 2 т, которые-

являются решениями уравнения и(/; 9) = — 1пЛ(г), — < t < г,
2

Они попарно лежат в угловых областях, где u(t; 9)0, 
(см. рис. 1). Через D*  {г; k(r)) обозначим заштрихованные области, 
обведенные точками. Ясно, что если z^D*(r;  к (г)), то

lexpi'amZ՞1֊!------ f-ai+zû0)K —7—’ г ,>гй,
к (г)

Множество r^\(D(r; &(г); üD*(r;£(r));  состоит из 2т ком

понент, которые обозначим через Ej(r; к (г)),./= 1, • • ■, 2 т. Так как

1/ - 1 2m _
D (-֊ ; r)x (D (г; к (г)) и D*  (г; к (г))} = £ S[Ej (г; к (г))], г > г0, 

X 2 J /=։
то достаточно вычислить площадь каждого £/ (г; к (г)), /=!,• • • ,2 т.
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Пусть 6(0—аргумент точки г £ 7, (к (г)), 0*  (/) — аргумент точки. 
(*(»•))•  Тогда

и [(; 9(#)) = 1п6(г), и(0 6*  (0) =—1пЛ(г), < I < г, г > г0,

и по теореме Лагранжа получим

|6*(О-6(О| =—?-֊֊.’ ֊о, г>7и, (28}
|ад(Л 9 (0)1

где 9(06 [6(0> 9*(0].
Так как г?>г0)

1п&(И 1 т~‘ ,
со5(;т4- т9(0) =------------------ — £ з/<' соб (;/+ >9 (0),

] = О

1п !с (7") 1 1 гс05(Ет -ЬЛ10*(О)=--^^ ------ !- £ Оу^/-О5(;у +/9*(0)
■“т I Зт ‘ У =0

и выражения в квадратных скобках этих соотношений стремятся к. 
нулю при {—»■ со, то функция соз(£т4-т9) на отрезке [9 (<)> 9*(0]  
монотонна по 9 для достаточно больших I. Поэтому из того, что
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2m Ini(r) г0, следуют неравенства [cos (;т +/п0)|< с <1,

[sin (sm + 7пб)| > г 1 - с» > о, в е [0 (о. 0*  (о]. -֊-<#< г, г ;0.

Из (25) и (28) и последнего неравенства будем иметь

0*  (<) ~ ° (*)■  < 1՞ r^>r0, М3 — const < 4-оо.

Значит при г .&■ rt = max (г0, г0)
г Ь‘(1,

S [£, (г, к (г))] = Г (’ tdtdrj .< 2" ֊1 М3 1п*(г) •
J J гт—л
r:i е </)

Аналогично вычисляются и остальные Ej (г, к (г)). Поэтому при г г։,

5 D

что и требовалось доказать при 7И=2,„2 1

|<2„,2д-1л/3 1пНг?
I гт՜2

М3.
Лемма 4. Пусть гн (г) (; Л^о, . Тогда справедливы следующие 

утверждения:
I. Если в (6) т = 0, то

w' (/е'01
.' J 1 4- I w (te,f) 2 
D(r)

tdtdy Кг (1 4֊ 1п+ г), г՝> 0.

II. Если же в (6) т >1, то для любого 0<^е<^-у- существует

> 0 такое, что

ГС |w'(^e/?)| F , I VA (г) I.1)14 |w Ut* < ~,Ц +1 • '>rv
О (г)

-где а = min (s; 1).
Доказательство. Используя лемму 1, получим, что для лю

бого г>0 справедливо (т~ 0)

I [ ~П—tdtdv< [ [ |П-(—tdtdy < Ar (1 + 1п+ г).
J J 1 + |w (fe^)|a Т Jj|II(fe‘v)| ’

D (г) D (г)

Тем самым утверждение I доказано.
Пусть т 1, ’[»(г) f оо, г — оо и 'Ь։ (г) f ео, г-*  со, причем 

(г)— т -*•  0, г —► оо. Обозначим через

Е (r)= J г : ~ < \z' < г, |1п[ П (г)| [•>- •!» (г) ՝ . 
к 2 J

D (г; е՝“(г)) = | z : — < |z| < г, |ехр (аот гт + •
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£>*  (г; е՜'1(п) ~ ] г : ~ < |г| -< г, |ехр {ат д'”֊!----- (-а, х+а0|1 < ———! •

Тогда согласно леммам 2 и 3 можно найти такое г։, что при г^>г, 
5[Е(г)]<кГ^, (29)

Г (г)
5[£ (г) = £>('-֊-5 г)\{£>(г; е* ։(и)иД*(г;  еф“'։)|] . (30)

у / г

К тому же г։ выберем настолько большим, чтобы справа в (9) стояла 
величина Кг\пг, г^>г։.

Сперва для г г, оценим интеграл

СС '«/(а*)!»
] J 1 + |ю (/е'?)|! 

о (—
Л 1 + |ш(/е'?)Р

Е(г)иЕ(г)

|—'ив'»)1 ____ ,
-------------------------- /асаф -г
1 + |»ае'?)13

о,(г,։ЬМ)\е(г>

Применяя неравенство Коши—Буняковского для 1, из 
лучим

(31)
(29) и (30) по-

1п3(г)\1;д
Ф2И/

4-1 (г)

Если г^О(г; е’’’1ГИ)\£’(г), то

и поэтому, используя (9) будем иметь

г 1՜ Г I» (<е'»)1
/2 I । ------------ ;--------------------> ’ 4- Рт (/еМ) 4-

вФ (.') - ф, (г)

О(г,еФ> И)\£(/->

. П/(^) 
' Пае'?) е+1 (г) - ф <г)

Аналогично можно показать, что

1
-т+1

^(О-Ф(г) +'

Из (31), (32), (33) и (34) следует, что

(34)

1^КгА1Л 1п։ г V2
еФ. (г) - Ф (Ф)

Пусть Ф, (г) = гт ~2‘, ф (г) = ф։ 1п г, где 0 < в < —• Тогда
3
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1 < Кг А ” (г) -у + К (■_ ֊ ~j,_ In /■ + г In Г ) < 
г' \е г / 

< К, (г1- А™ (г) 4-г In г), г > г, > г.
(35)

Теперь оценим интеграл от сферической производной функции и> (г) 
в области О (г). Для г>г3 выберем неотрицательное целое чи'.ло /

такое, что I С 1о£։ — < I + 1 и разделим отрезок [0; г] следующим
Г1

образом:
[0; И = | «/+1 1 и „/+1 * ՝хг I и ■ • • и ту ’ г ] •

[ £ | л» £ | Д ]

Так как —I՜՛ то применяя (35) получим, что

D (г)

|w' (<е'*)|
l + |wUe‘»)|։

|w' (/е<?)|
1 + |w (Ze'f)|J

tdtdy +■

|w,(fe<ip)| 
l+|w (fe'ni’

,7.1

tdtdy С K,

+ K^-'A^ (r) JI + • • • т (2')՛՜՛ 1 + Ktr In r J1

Поскольку (I + 1) < log։ 2 — и
Г1

(36)

1 + 2-։4------ 1- 2'1։-1) = Z 4- 1, e = ],
. i о(Ж) («-•)l-|֊2,֊1+...-|-2f(,-4 = 1 . e

то из (36) следует, что
/< K՝r In г 1^.А (d. _|. 1} , r>r,>r2,

где a = min (e, 1). Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Доказательство неравенств (3) 

теоремы А вытекало из следующего неравенства (см. [2], стр. 418— 
419):

У՜’ d(Et (г) < К /Т0՜ 1՜ [ ՝w tdtd-o + Кг, 
£1 J J 1 +|w(te'*)| ։

D(r) 
где К = const.

Если ш(г)^Л/о, », то воспользовавшись леммой 4 будем иметь
• ф(г) г______

У d(Ei (г)) < К } <р (г) г In г, т = 0, г^> г*,  
i = l

(37)

d(Ei (г)) < К /<р (г) г In г -г 1 j ’ г > rj.
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Чтобы получить неравенство (7) выбросим из рассмотрения те обла
сти для которых ձ(£լ (г)) г г- • Так как согласно

Л (г)
(37) количество таких областей о[Л(г)], г->оо, то сохраняя для ос
тавшихся областей все обозначения теоремы 1, получим неравенство (7).

Аналогично можно доказать неравенство (8).
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 22.VI.1988

Գ. Ա. քյԱՐՍԵՂ5ԱՆ» <^’ Ա՛ ՍՈԻՔԻԱՍՑԱՆ Մոտիկության հատկության մերոմորֆ ֆունկ
ցիաների համար, որոնց զրոները Լ քևեոները մոա են (ամփոփում)

Տվյալ աշխատանքում ՛С-ում մերոմորֆ Հէ)(շ) ֆունկցիաների համար, որոնք ՚բնութագրը֊ 
վում են զրոների և բևեռների մոտիկությամբ, ճշգրտվում են որոշ գնահատականներ այդ Ակ
ցիաների а-կետերի մոտիկության վերաբերյալ, րոտ արի ]շ| շրջաններում կարելի կ 
ցույց տալ փոքր տրամագծովդ А(г) տիրույթներ' լցման տիրույթներ, որոնց լց-պաակեր- 
ները միաթերթ ծածկում են համարյա լրիվ հզրրթսւթյունըւ

Պարզվում է, որ այդ դասի ֆունկցիաների համար նշված լցման տիրույթների տրամագիծը 
ավելի փոքր է, բան ընդհանուր դեպքում г

G. A. BARSEGIAN. G- A. SUK1ASIAN. A proximity property of meromorphic 
functions with dote xnrot and point (summary)

In the paper for certain class of meromorphic in C functions w (z) with close 
-zeros and polos some estimates relating to the proximity property of the a-points 
are made more precise. By the property in question one can point out in the circles 
։|^r approximately A (r) regions of small diameter (regions de remplissage) such 
that their w — images cover univalontly almost the whole plane.

For the functions from'the class under consideration the diameters of the men
tioned regions de remplissage have been found small in comparison with general case
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УДК 517.51

М. Г. ГРИГОРЯН

О СХОДИМОСТИ ПОЧТИ ВСЮДУ РЯДОВ 
ФУРЬЕ-ЛЕЖАНДРА СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

Введение

Вопросам сходимости рядов Фурье— Лежандра посвящено много 
работ. Полард [1] показал, что любая функция {{х)£Ьр разлагается 
в ряд Фурье по многочленам Лежандра в пространстве Ьр, если 
4

— <^/><С4, и указал примеры функций, для которых разложение рас- 
3

, . 4 . ,
ходится, если 1 -С Р <1 — или р 4.

4
Нейман и Рудин [2] установили, что для р =— и д = 4 разложение 

3
функций может расходиться в пространстве Lp(—1; 1). Ес
ли функция / (х) интегрируема на сегменте [—1; 1] и, кроме того, 

_ 1

произведение (1 — ла) /(х) также интегрируемо на этом сегменте, 
то (см. [3], стр. 144) для всякого х из интервала (— !;■ 1) выполня
ется условие

1

lim[j«(x,/) — (1 — х։) -Sn(arccosх, А’)]: = 0>, 
л-»«

причем сходимость равномерная на всяком сегменте [— I + и; 1 — а} 
а > 0, где

F (0 = l^sinf-/(cos t), f£(0, к),

2х / 1 \1 A* sin ( и-Ь-—)(/ —х)
5„ (t, F) = — / it) —------- ---------------- dt,.

J 2 sin----- -
в 2

^(x,f) = Y ak(f)Pk(x), ak(f)= \f(x)P.(x)d* 
k=o ■!

(Рп(х) — ортонормированный многочлен Лежандра). Вместе с тем из
вестно, что ряд Фурье — Лежандра функции /о (х) = (1 + х)՜34; х£ 
С(—1; 1) (см. [4], стр. 321) расходится всюду на (—1; 1);
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В настоящей работе рассматривается вопрос сходимости рядов 
Фурье—Лежандра суммируемых функций /(х) в зависимости от изме
нения их значений вне заданного множества. £

Идея улучшения сходимости рядов Фурье путем изменения раз
лагаемой функции вне заданного множества принадлежит Д. Е. Мень** 
шову.

Теорема 1. (Д. Е. Меньшов [5]). Пусть /(х) — любая сум
мируемая на [0; 2п] функция, <2— любое совершенное нигде не 
плотное множество на [0, 2к]. Тогда можно найти такую сумми
руемую функцию у(х), что у(х)=[(х) на (}, и ее ряд Фурье по 
тригонометрической системе сходится почти всюду на [0; 2к].

Оказывается, что эта теорема верна для рядов Фурье—Лежан
дра. Более того, справедлива следующая

Теорема 2. Пусть О. — любое совершенное нигде не плотное 
множество на [—1; 1]. Тогда сушествует ряд по многочленам 
Лежандра

2адР*(к), (I)
*=и

обладающий тем свойством, что для любой функции /*(х)££(—1; 
1) можно найти такую функцию (7(х)££(—1; 1), что С(х) ™Р(х) 
на (2, ряд Фурье—Лежандра вновь полученной функции С(х) яв
ляется подрядом ряда (1) и сходится к ней почти всюду на 
[-1; 1].

Замечание 1, Теорема 2 верна и для рядов Фурье и Фурье— 
Уолша.

При доказательстве сформулированной теоремы мы будем пользо
ваться следующей леммой, доказанной в работе [б] автора.

Л е м м а 1. Пусть даны: интервал Д= (а; 6)а: [0; 2к], совершенное 

нигде не плотное множество (?СД, числа у =/= 0, г^>0, У^>1, V > 8. 

Тогда существуют измеримое множество Е, функция та
кие, что

[0 ине Д,
2) ||<?(О1Л<2М|Д|*,

А

3) <?)| <С Дг**Ы + 8 при 1^Е для всех п,

4) ’£|>|Д|(1-8/*),

5) !•$«''(#, «р)|<е для всех п>1, при [а——5 64֊— •
[ к V

б) 1(6 <р)| <^> ^[0, 2к], г.< К.

Через [£| обозначена мера Лебега множества Е.
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Отметим, что в доказательстве леммы 1 существенно использу
ется одна лемма Меньшова о ствойствах интеграла Дирихле (см. [7], 
460). Отметим также, что в отличие от доказательства теоремы 1 
Д. Е. Меньшова схема доказательства теоремы 2, приведенная в нас
тоящей статье такова: строится ряд (1) такой, что после изменения 
любой функции Г(х) вне (2, вновь полученная функция С(х) пред

ставляется рядом У /7* (х) в метрике члены которого выбраны 

из ряда (1), являются непересекающимися полиномами 
7й* _

Л7л(х) = У Мь < Мк-ц; к 1,

внутренние колебания которых стремятся к нулю, т. е.

lim sup
*֊►“>[ Mk<n .M* l-Mk

n. B.
= 0.

Замечание 2. В лемме 1 можно добиться того, чтобы функ
ция ?(/) сохраняя условия 1)—6), удовлетворяла и следующему ус
ловию (см. доказательство леммы 1):

Я
С у (/) Р* (cos /) I sin/ о7| < —- а — > k<N, (2)
J Z (Л + 1) c.v,
о

Cn= max ( max |P*(x)l).

§ 2. Доказательство основных лемк

Пусть
P0(x)sl, Рл (х) =-֊—[(х^ - 1)я](л). xCHhll, П>1 (3}

z • п!

— стандартизованные многочлены Лежандра и

P«(x)=|/^tlP„(.x)> (4>

— ортонормированные многочлены Лежандра.
Пусть P(/)^Z.'(—я; к) и /(x)£L‘(—1; I). 

Положим 
Я

5, (/; Р)= У 6*e**f; 61=4՜ dt„
k=-n 2т: J

— ж

I
’»(x,/) = Sa*Pi(x), at= f/(x}ft(x) rfx. (5)

*=o J
— I

Известно, что частичную сумму ряда Фурье — Лежандра функции 
/(х) можно представить в виде
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Ок (х, /) = 2—1 | Pn(t)------Pn+l(t) Л, (л) (6)
2 J .г — t-J

Мы будем пользоваться асимптотической формулой многочленов Ле
жандра (см. [3], стр. 128)

j/sin/ Рл (cos /) = Л, cos j! п 4- t---- — | -г Рп (/) It 6 (0. «), (7)

|>я| < ~=՜ (Со = const), (8)
I п

Pn(t)\<----- ^7— ։ t (z ho; к - «о], (9)
«о- к ’ .

|/г;(/).< ; tеЬ; «-»„], (о <ап<к). (10)
»«• I Л

В дальнейшем через /_£. (х) будем обозначать характеристическую 
функцию множества Е.

Лемма 2. Пусть даны : положительное число 0 а < 1, ин
тервал [а; 6]с[— 1 + а; 1 — а], функция f ьу, /(х) = 0,
х(- [а; 6]. Тогда для всех п и при 9£[а; к — а] имеет место нера
венство 

а
|аж (cos 6, /)| С “77 I |/ (cos /)| Vsin t dt -j- 

c

. л. ,,— .m („+!)(։-o
— I f (cos f) ] sin t ---------------г----- --------- dt .

И’o J 2sin —
c 2

где An — const, 6 = arc cos x, c = arc cos a, d = arccosi a0 = arccos в- 
Доказательство. В силу (6) имеем

<1
с (cos6 у) _ П + 1 I՝ Pn^-i(cos6) - Рд (cos/) — Рп 11 (cos/) Р„ (cos6) х

2 J COS& — cos/

(И)
''

Xf(t) sin / dt = -П- I —--------/(cos /) J sin t dt,
2. )' SinöJ COSÖ — cos/

где
?„(&> /)=) sin6| sin/[P«+i (cos&) Pn (cos/) — Pn (cosS) P»+i (cos/)]. (12).

Из (7) и (12) получим

(®> = *■''•'•«+1 (cos I п+ — ] 9-------cos [п-г —-^/-------— 1 —
I Д 2/ 4 I 2/ 4 J
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+ (/?я+։(б) КпШ - К„+1 (О /?п(6)). (13)
Итак, интеграл из (11) по четырем фигурным скобкам (13) представ
ляется в виде суммы четырех интегралов ’ + /п} + У?’.

Оценим их. Начнем с четвертого. Выражение в последних фи
гурных скобках в (13) приводится к сумме

/?я (О [Я,+1 (9) ֊ /?«41 (#)] + /?.+! (О [ /?Л (О - Л» (0)]. (14)г
Учитывая соотношения (7)—(10), получим

(4), _ П + 1
* 21'^0

а
Г Rn+i (t) \Rn^ (0) - /?„+1 (Q] + (Q [/?„ (t) - Rn (0)] х 

cos0 — cos<

X/(cosf) Ksinf dt -С В.
aa-n] sin 0

d
X Г I/ (cos 01 v sin t |9֊<l

2

d

c

|/(cosf)l V sinfrfL (15)

Выражение в третьих фигурных скобках (13) представляется в виде
I

COS I ( пт t---- — I [Вл֊1 (0) — Вл + 1 (0] +
I \ 2 / 4 J

(16)

Следовательно, из (8), (13) и (17) следует

|Л3>1 < f I/(cosf)|—1 dt +
V »о J ■ 10 — «I

с

— d

+ I I/(cos 01 Vsinf (Ox 
> ao J

c
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Аналогичные рассуждения применимы к второму интегралу в (13), т. е
4 

о ** ___
|/?1 < ֊^2֊ | !/ (СО5*)1 /вш* л. (19)

аи
г

Теперь оценим интеграл Ул '. Легко видеть, что

А —■ / / о *■. о »
— соб (п Н- 1) (9 — /)аш——-------2 соб ( л+ — ) (5 — I) бш — -------

/ 1 \ д । /
— бш ( п~.------) (9 — 0 бш —-----
\ 2 / 2 (20>

Следовательно, первый интеграл в (13) можно представить в виде

*•«+։ (п + 1) 
2]^

—— соб(п н- 1)(0 + О 6+< 
2б։п-------

СОБ ^) I Бт?

/ 3 \
соб ( пН------ ) (9 — /)֊ -9;/2 б։п —=—соб —

[ ' БШ

I / (соб 0 ] Б)П< ------ (21>

В силу (8) и (Я) будем иметь
4

| |/(собО| V<11 4֊ 
“о и

4

4
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cf

В, /(сО5 О У 5Ш/ 2 • f~ 9 dt
2sln —

(22)

Учитывая соотношения (11), (12), (13), 
б £ [а0; ж — а0] для всех п получим

Л

(15), (17) - (19) И (22) при

к (cos 0, /)| < „ I 7(cosf)| Vslnf Л +

sin f п-4
/(cos f)l sin/------------

֊•)«֊’)
di

2 Э1П

О

t- 0
2

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть даны: числа 7 0; 0 — . ՝с>8, Л>1 a,

интервал Л — (а; 6)с[—1 + ®; 1—а], и = соя<г(,' и совершенное нигде 
не плотное множество Р—(а, 6). Тогда существуют полином по 

м
многочленам Лежандра Н(х}= у а* Р*(х), измеримое множество 

к-Н
£с(а, Ь) и функция / (х), которые удовлетворяют условиям:

1. Функция (1—х։) -/(х) ступенчатая и

2.

3.

4. sup
.V псМ

5. sup > 
N n<M

(1֊

----
а0

•Т, хбР

А
®o

а„
Л

En={t; х — cos t(~E

(aQ = arccos Ь; b0 = arccos а; До = [а„; 6,.].
Доказательство. Положим а0 = arccos ։. ай = arccos Ь, Ьл = 

= arccosa
Qo=[f; t = arccosx; x£P}. (23)
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Согласно лемме 1, в формулировке которой берется

Д = Д0=[а|); 6о],О=(?о, 7=т;

и учитывая замечания 2, определяются ступенчатая функция <р (<) и 
измеримое множество £ос=[ао; 60] такие, что

<р(С=(Т’ ■ (24)
(О, #сД0 = [а0; 60],

«к <21т|4М. (25)

8

о
2(Л + 1) Си'

п (см. (2)), (26)՝

(См— тах ( шах |Р*(х)||) 
хб(-։. 1] о--*<лг

|До1
“о —■ „ ’ + (27}

е у । 
"2А

±0, (28}
о

(29)

Положим

(1֊ ? (агссозх).
(30}

Ясно, что

¥(()=/ (со$ 0 }лз(п#։
_2_

/(х)= т-(1 -х’) 4; х£Р 

0, х £ [о; 6] = Д,
ь

(31>

(32}

Ь, .։
(33}

а а0
Теперь применяя лемму 2, учитывая (31), (33), получим 

ь.

V
л +

п+— V0֊ 0 

/

ь.

А 
/“о

5Ш
? (0—

2 б։п
1^1------- •“ (34}

2
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<^.тНА| + ^М5-(*т)|. 

®о г ®<>

• Отсюда и из соотношений (26)—(29) будем иметь 
। . Л| А-'тН^ , В0-т-1т|-А, , \f._l Г Т II ---—  -----  -4- — —- — ■■

^«0 (35)

п<>1, Еа (t = arccosx), 

Я-Ill-Pl+ 4” к- ֊ (36)

Р 
1»я(х,/)|<у. х6[-1; 1].

Поскольку ряд Фурье—Лежандра функции /(х)^£։(—1, 
дится к ней в метрике £’, то можно найти такое натуральное 
ЛГ>Л^, что

(37;

1) схо. 
число

Следовательно, в
-1

силу (37) будем иметь

6 
dx<^ —

2
(38)

" 3ЛГ- 1 (39)

Положим
Я(х)= f akPk(x)=.M(x, f)-'„(x, f), 

k=ff

Е = {х; x — cost, t^E0}.

Из условий (35)—(37), (40) следует

(40)

зир
Ы<п<М

sup
Nin .И k=N

ли <4 

П)

х £ = arccosx£ Eq),
<4п1֊|Д|+е. *€ о 

0

в,

(8 \1------- )• Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть даны: совершенное нигде не плотное мно
жество (?с[ —1, 1], числа е0^>0, и ограниченная функция 1 (х), 

. ... , 
удовлетворяющая неравенству (7к) \ Тогда су-
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ществдют функция Г(х)(:И—1, 1), ивмеримое множество Ес. 
м

с[—1; 1] и полином Н(х) = У акРь(х) по многочленам Лежандра,

обладающие свойствами:
а) Г(х) = /(х), х^. (2,

И) вир
Н,<п<М

|/(х)| </х +

*£Е
а

е) |£|>2(1 -7,(/Ж|).

Доказательство. Положим

7° = [(] 1/(х>1</х) 

-1
Возьмем ступенчатую функцию вида

«+։
? (*) = £ 7* Хч(*)> То = 7,+1 = 0, (42)

Л=0 • .............

’ ао = V2- е = “0- (41)

До = [—1; -1 + а], Д?+։=[1-а; 1], Дл = [6*-։; 6»], (43 .у
; ։• I , . • 

п__ а_
с = соз а0, 6* = (—1 4*а) + ~---- — к, к = 0, 1,- •, 7 (44)

Я
такую, что

(45)

(46)

Пусть



44 М. Г. Григорян

Очевидно, что

1 -
I

I |/(х)|Жс)(см. (45) и (46)). 

-1
(47)

Применим лемму 3, полагая в ее формулировке
Д = Д։; М = = а0=^-։, е = в0, Р = <2пА։.

Тогда определяются функция (х), измеримое множество £, с:Д, и 
л։— 1

полином Л| (х) = 2 ак Рк (х), удовлетворяющие условиям :

функция — х‘‘ ^gl (х) ступенчатая и

I 0 ; х(;Д|

I |£։(х)|<*х< —
3 «о

зиР„ 2 а* Рк Ск)1 <

>1(вГ2-|Т1|-|д»Ц-«^։'а-*о-|Т||) + ев хСЕ,

А «„ ™ 1п|-|М +з0 4, 140)-<+ ՛■—-
I *0 л>

(48)

■ ] |Л,(х)-։,(«)|Л<2-^1).

|£(.0)| > К’1 • 6 - —У £1” = и С М°‘; х= со։ # б £.}• 
\ *0 /

Предположим, что уже определены функции g^ (х), (х), • • ■
-••,^*։(х), множества £1։ Ег,---,Е^, числа Nl<. • -<^ Nк, и по- 

лг*-1
л и номы Л*(х)= У а(Л(х)(1<£ кй) такие, что функция

-/1 — г’ •2к(х) ступенчатая,

։ ё (х)=1(1֊^)՜14 Ъ. хбЗПД* (49)
* I 0 ,хбДь (50)

1

|^(х)|^х< —•|7а1-1Л*՛, (51)
3 *0 •
֊1

1
ГI А* (х) - я* (х)| < в° . (52)

Л 2(д + 1)
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sup £ а( Pi (х) < 
я V. .

^(%'7/2-ii*l IM-г v”-vli*l + у>

ЕцС.Ь.к, а^0) = arccos bk' к —О, 1, 2, •••, к0

1МЧ > |Л(*в)| (1- - ) - = (t, х = cos* € Ek) С А<*։) (54)
\ vo

а՛.01 -(«KL,,«?].
Если теперь применить лемму 3, в формулировке которой берем

А = М+ь N^Nk., * = >։,«o = V։« T’U+i’ Р = <?ПД».*։« s = so»

то можно определить функцию (х), множество £л,+1, полином 

Лчч-1 (х) = £ а{Р[(х), которые удовлетворяют условиям (49)—(54),

где вместо к взято Ао + 1.
Таким образом будут определены функции (х), (х), • • •, (х),
множества £(| Е1г-,Ед, полиномы Л։ (х), А»(х),-• •, Л7(х) такие, что 
для каждого к, \ < к < д удовлетворяются условия (49)—(50).
.Положим

£ (•*)=££* (*). (55)
՛

Ет~( и£10))п( и + eg”_l^]);
'*=1 ) \*—I I v0 J/

a(“J = arccos 6» к = 0, 1, •••,<?,
Q I <7 ,ЛГ*-1 \ M

//(x)=£ Л*(х)=£ ( £ a/P/(x)U S a£P,(x) 
*-։ *=i K/= ՝*-j / r-x.

(A/=/V<,-l); F(x) =/(x) + |g(x) - -J±L֊' •

(56)

(57)

(58)

Покажем, что функция E(x). полином H (x) и множество Е — 
= Е(\Е0 удовлетворяют условиям леммы 4; Е = [х£[—1; 1]; t = arc 
cos х£ El0>}.

Из условий (43), (44), (48) — (57) вытекает, что функция 
■/ 1 — х’ • g (х) ступенчатая и

Я(х) = (1 ֊ х։)-’/4-в(х); x6Q, 
1 1

I |g(x)|rfx<— I |?(x)/rfx.
J «о J
֊ I ֊1

(59)

(60)
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|Н(х)-^(х)|</х<в0/2,

|£| > 2 1-6 к

(61)

(62)

£с[- 1; 1].
Пусть Л/о< п < М, тогда для некоторого к9, 1 С к9 < д, Л/л, < 

< п < Мн-1 ■ Следовательно
Л ».-1.ЛГ*-! . Л
£ а,Л(х)= £ ( V а/А(х)1+2] а^^х). (63)

ь-м. *-1 '*-«*-։ ' 1-Хц,

Отсюда и из (42), (53) при х £ Е будем иметь

?1^(^)|<2Л(%7'2^'!т(^)1^ + ^Д|т*1хДА(х))+е(,. (64)

Очевидно, что (см. (41), (58), (59) и (62))

И*) = /(Дх £ (?, (65)-

|£| > 2 (1 ֊ 7х • Н |/(х)| , (66)

-1

_ _։_
(*) — 8 (*) = (1 — *’) -(^1 — х։/(*) —<р(х)). (67)՛

Ввиду того, что (см. (45))
1 1 1
1՜ |у (х)| </х < С </х < 3 (*|/(х)| </х, (68)-

•) J у 1 — ха 3
—։ —։ —1

из (44), (45), (60), (61), (67) имеем
11 11

У ^(х)! </х < у |^(х) — ^(х)| </х 4- р#(х)]</х<2 ^|/(х)|с/х4- 

-1 -1 ֊1 -1

(69),

|Я(х)- Н(х)։ </х<е0.
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Из (41), (42). (46), (56) и (64), (68) при х££ получим

sup Y atPt(x)\<6A^ |’|/(х) rfx+֊^-^L+Be<
N,<a<M t_Nt । J p ։0 V 1—x’

— I

1
< 64 Mj J'I/(x)I dx 4- 2A (vj |/(x)| + v֊*) + V2 <

<6^Q’|/(x)|Jx՝)1/8+ 

— I

---- ------------ 1 - —
j |/(x)| dx + 24 |f (x)|( 1՛ I/ (x)| dx'j 4 < 

-1 ֊1

4- (2 А +

(С = 64 4֊ Зк’ 4- 3).
Леяма доказана.

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим множество функ
ций Ф = |/(х); /(х)= £ 6/Л(х)|» где коэффициенты 6/ пробегают 

множество всех рациональных чисел, (х) — многочлены Лежандра.
Перенумеровав множество Ф, мы можем представить его в виде 

последовательности

/.(*). /։(х),-.-,Л(х), -.. (71)
Нетрудно видеть, что путем последовательного применения лем

мы 4 можно определить последовательности множеств (£։|7=1> функ
ций (ж)|”֊1 и полиномов

тХ+1
Л,(х)== £ а<>) Р*(х), 1, (72)

/?՜лп^-|-]

которые обладают следующими свойствами:

^,(х)== Л(х); х£ф, (73)

’ /г
I 4х<С С-( ||/,(х)|</х^ > (74)

-"-ч ' -|

1

| )Л»И -- ?,<*)! <1х 10՜ 30 *. (75) •
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Sun

при х

(76)

(77)

Определим ряд по многочленам Лежандра

Ит

֊2(4

Положим

/7։ (х) = А*,(х), •

— 10՜

Е**А(х) (78).
*=о 

следующим образом.
Положим

<։* = а*\ /п> + 1 к < т»+г-

Установим, что ряд (78) удовлетворяет условиям теоремы 2..
Пусть А’(х)^£(—1, 1). Легко видеть, что можно выбрать под

последовательность (/*, (х)}Л.1 из последовательности (71.) такую, что

(79);

(80»

(81 >

(82)

(83) .
Предположим, что уже определены функции (х),мно

жества £}, С] и полиномы .

77/ (^) = £ 4У) (*)• л^< м> (84)»
1-^М]

удовлетворяющие условиям

8) (х) =Л/ (*)> <2. . (85)*

^(х)|.^<Зс 1076«-”„ (86),-
—։

Е2 = Е),,
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1 < Чо < ч. (87)

зир 
м^п 'м}

если х(^Е։Г\С), то для всех М] •< л ЛГ, имеет место

|£-,| > 2 (1 ֊ 10-'), | 6,| >2 (1 - 10-').

(88)

(89)
Возьмем функцию ср (х) = / (х) из последовательности (71)

7*« + 1
что

такую,

(90)т/^чч > Мд

Г | «Р (х) ֊к,+1 (х) - % \Н, (х) - а. (х)]| с/х < ю՜30^1’. (91). 
о I I )--2 '

Ввиду того, что (см. (80), (87))

2_10֊20(?+1) 
4

(х) - % [Н, (х) - (х)1 с/х < 2 • 1О-20 ”+։) (92)

из (91) следует
1 I

у ю՜20 ։’+։> < У /Ч+1 (х)| *х = у |ф (х)| с/х < 3- Ю-20 <’:+ ։). (93Ь

— 1 — 1
Положим

/4+1 (х) = А^?+1 (х) = £ а!’+1) Л(х)= 2 с<’+»Л(х), (94)‘
'=т^+1+1 /=л։’+1

с}’+1) +аГ%+։>, Мд+1 < /СМ,+Ь М =тл, ' Ц-1; Мч+}=т , (95)- 
«+1 л«+1 ^0+1+]

^+1 (х) =/*,+1 (х) + н - 6у,+1 (х).

<4-н==1х6(-1; 1], |/^+1(х)|<ю-12’),

£՛7” ==

(96)-

(97)

(98)

В силу (73) -(75), (90), (91), (96) получим

(99).

Чх +

(100)-.

+ 1?л.в+։ (х)! <1Х + у | (х) ֊ 8. (х)]| с/х < Зс- ю՜5’,...

0 04-1

4—707
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'^»+1 '«+։

(101)
7 \ I

4+1 <*)- 2 1^(х)֊«/(х)1)^х<2С10-ЗО(’+1’.

Если £^41 Л то в силу (78), (79), (93), (97), (98) имеем

зир_ | £
■И7+1'-" л»+1 1

(х)|</х-(-------- 1/л«+1(х)1
(102)

Из условий (77), (93), (97), (98) вытекает

( * 1 \ ~т\^,+11 = 1^ + 11>2 (1֊7^р |'|/^(х)|</х1>2(1-10 ’ |

(103)
|С,+1|>2(1֊10՜’). (104)

Ясно, что по индукции определяются последовательности функций 
|^(х)}”=2, множеств (£7!*«2, |С,|“_2 и полиномов.]!Нч (х)}“=а. удовлет
воряющих условиям (85)—(89) для всех д^>2. Из (100) вытекает

2 Я,(х) 
ц֊1

|/х <оо. (105)

Определим функцию С (х) и ряд у с/ Р/(х) следующим образом: 
(-0

ад=л,(х)+у ^(х), (Юб)
Ч=*

2с, А(х)=у ( у с'/)Л(х)). (107)
1-4 »=1 /

[ с}”, при М,/ -С I Мх =0, Мх —
С1 = )

I 0 — в остальных случаях.
Очевидно, что ряд (107) является подрядом ряда (78).

В силу (79), (80), (99), (105), (106) получим С(х)^А(- 1, 1),
С (х) = Г(х), х£ф
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Из условий (87), (105), (106) вытекает

Следовательно, ряд (107) является рядом Фурье—Лежандра функции 
б (х) Покажем, что ряд (107) сходится к С (х) почти всюду на [— 1; 
1|. Положим

в, = 1x61-1; 1]. S[^(x)֊g7(x)] 
I j 2

10՜5’ . (108}

£= U П {£,(]С,ПВ,П А,}. (ПО)
Z-1 <?-/

(109>

Из условий (89), (108)—(110) следует |£| = 2.
Пусть х(Е, тогда существует натуральное число i0 такое, что 

при q /о
X 6 Eq П Gq П Вq П Ад. ։ •

Пусть далее тогда найдется натуральное число такое,
что Mi -С п Mi.
Учитывая соотношения (88), (106), (108), (109) при х£Е получим

Mi

|ая(х, G)

Теорема доказана.
Замечание 3. В работе [8] автора анонсировано, что теорема 

2 верна и для кратных рядов по многочленам Лежандра, по многоч. 
членам Якоби, по тригонометрической системе, а также по системам 
Уолша и Хаара.

Замечание 4. Теорема 1 Д. Е. Меньшова для полной орто- 
нормированной системы 1ф* (х)|*֊ь построенной Б. С. Кашином [9], не 
верна. В связи с этим в работе [10] автора установлено, что если 
|։рл. (х)|Е_1—полная в к2 (0, 1) ортонормированная система ограничен
ных функций ие^>0 — положительное число, то существуют измеримое 
множество £с[0, 1]; |£|՝>1—։ и возрастающая подпоследовательность 
натуральных чисел [т4)“_1, обладающих следующим свойством: для лю
бой функции /(х)6Е(0> 1) можно найти функцию /г(х)=/(х) на £ и
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F(x)£L такую, что подпоследовательность Smil (х, F) частичных сумм 
ее ряда Фурье по системе (х)} сходится к F(x) почти всюду 
и в метрике Լ'.
Ереванский государственный

уииворснтет Поступила 15.V.1987.

1Г. Գ. ԳՐւ՚Գա՚ՑԱՆ. 1Հաեզրե|ի ֆունկցիաների &ոս-իե-Սե<1անզր]ւ շարքերի նամարյա ամենուրեք 
.զուգամիտության մասին (ամփ,փսսէ)

'w
Հոդվածում տրված ամենուրեք նոսր Q բազմության համար կառուցվում է у* ((ք Р к (х) 

ջարք ըստ Լեւհսնդրի բազմանդամների հետևյալ հատկությամբ,

V/(x)eM-l. 1); ^F(x)^L(-\, 1)
-) Л(х)=/(х), x£Q,

F)(x)-F֊h ՅաԱք/Հև-ՀԱան/քրի ւարքը համարյա ամենուրեք զուգամիտում է իրեն և հանդիսանում է

У а* (х) V-րքՒ ենթաշարք,
*-0

M. G. GRIGORIAN- On the almoet everywere convergence of Fourier—Legander 
eeries of integrable function» (summary)

Let Qczj — 1; 1J be an arbitrary perfect and nowhere dense set. Then for’each 
unction f (x) Z>(— 1; I) there is a function F{x)(. L (—1, 1) such that F (x) - / (x) 

on Q and the Fourier—Legader series of F (x) convergens to almost everywere.
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В. А. ОГАНЯН

РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ С РАЗРЫВНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Введение
Пусть О — верхняя полуплоскость у > 0, R — ее граница. Рассмотрим в 
области О эллиптическую систему

Ад’“ м-?֊“֊ + С-^0, 
dx'J dyJ о у* (1)

где А, В, С — действительные постоянные квадратные матрицы т-го 
порядка, и(х, y)=|u,(x, у),-”» unl(x՛ ^)j — искомая дважды непре
рывно-дифференцируемая действительная вектор-функция.

Напомним, что система (1) называется эллиптической, если 
detC=/=0 и характеристическое уравнение det (А -|- 2>/?-|- )?С) — 0 не 
имеет действительных корней.

Пусть х։, х։,-■•, х„— конечные точки на границе R области D; 
Л» /։•'•'» 4i. Ah-j—неотрицательные числа.

Обозначим через /V/?(x։, x։,---,xn, оо; /։, 1.1։-■ •, 1„, /Я1])— класс 
действительных вектор-функций /(х) = {/։ (х), /։(х),• •/т (х)|, не
прерывных всюду на R, кроме, быть может, точек х1։ х։,---,хя, в 
окрестностях которых они удовлетворяют неравенствам:

/(х)| < С(1|х — xj * (к = 1, 2, • • -, п),
а в окрестности бесконечности

|/(х)| < Си|х|"Л где Сп — постоянная.

Обозначим через Мо(хь хп; со; /։, /։,---, /я, /яц) класс
действительных вектор-функций и(х, у) = {и։ (х, у), --, у)}, не
прерывных всюду в О со своими частными производными первого по
рядка, кроме, быть может, граничных точек х։, х։,---,хя, в окрестно
стях которых они удовлетворяют неравенствам

(И (*)| Сл р — хА! *+’-1п|г —х4| \

(Л)
—- С\ |х — х,| *• 1п \х — х.| 1 (к *= 1, 2, • • -, п),

а в окрестности бесконечности-

ди

иУ
где Ci -т- постоянная.
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Пусть IxJ“—монотонная' последовательность, стремящаяся к 
Ч- оо на границе R области D, a {/*)“ — произвольная ограниченная 
сверху последовательность неотрицательных чисел, l3 _>sup J/^li • Обоз՜ 

начим через Nk(°°> xj> xv'' ՛• ^о> •) класс действительных вектор-
функций /(х)=(/>(х), /а(х),•••,/«, (х)|, непрерывных всюду на R 
кроме, быть может, точек xj, xj,•••, в окрестностях которых они 
удовлетворяют неравенствам

1/(х)1<с։|х֊ж;г\ л = 1, 2,...,

а в окрестностях бесконечности

|/(х)|< С։|х|/։, где С։ — постоянная.

Обозначим, далее, через Л#о (со, х’, х'2,---; /0, Л, /։,•••) класс дей
ствительных вектор-функций и (х, ^)=[и։(х, у), ■ • •, ит (х, у)}, непре
рывных всюду в Д со своими частными производными первого поряд
ка, кроме, быть может, граничных точек Хр х2, • • •, в окрестностях 
которых они удовлетворяют неравенствам

|и (г)|< С3 |х — хд| •1п|х —х*| , 

,~'к . -1
< С3 |з — хд| • 1п |х — х*| , к = 1, 2, • • •,

а в окрестности бесконечности

|u(z)|<C։|z|^Jln|։|, 1 ди
I дд С3 |z/Z*-In |z|, где С3 — постоянная.

Рассмотрим задачи Неймана:
Задача 1. Найти в области регулярное решение

системы (1), принадлежащее классу Мп (х։, ха,---, хв, со; /։, I,,... 
•••, 1п, 1п+г) и удовлетворяющее граничному условию

ди(х, у) .
------Т------ =/(х), х = х1։ х։,-х„, (2) 

иу у-е
где /(х) — заданная вектор-функция класса • • •, хП, со;

‘
Задача 2. Найти в области О(.у>0) регулярное решение 

системы (1), принадлежащее классу Мо(оо, х', х',«--; 10, Ц, 1Ъ • ••) 
и удовлетворяющее граничному условию 

у) | г, ч , ,
----- —----- =/(х), х = хг х։,--., (3) 

|у=о

где /(х) заданная вектор-функция класса ж1։- • •; 10, • •).
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Задача Неймана для эллиптических уравнений рассмотрена во 
многих работах (например, см. [1]). В этих работах граничная функция 
или непрерывна, или принадлежит классу Гельдера.

Задача Неймана для системы (1), когда областью является внешно
сть единичного круга, а граничная функция принадлежит классу Гельде
ра, рассмотрена в работе [2], где получены необходимые и достаточные 
условия для ее разрешимости.

Задача Неймана для эллиптической системы (1) в области, граница 
которой достаточно гладкая, а граничная функция непрерывная, рассмотре
на в монографии [3], где доказана разрешимость задачи.

В настоящей работе рассматривается задача Неймана для системы 
(1) при условии, что граничная функция имеет особенность на Л.

Рассмотрим случай, когда характеристическое уравнение системы (1) 
имеет только простые корни. Обозначим через 11, 1г, ..., Хт корни харак
теристического уравнения с положительными мнимыми частями, тогда об
щее решение системы (1) дается формулой (см. [3])

и(х, у) = Ке а <р,(х-4-1/^։. (4)

где 1. (у=1, 2,— ненулевое решение системы (Л+2‘/В-|- 

Н-Х^С)а7 =0, а (х-г Х/у) (/= 1, • • •, т)— произвольные аналитичес
кие функции относительно аргумента х + >./у.

Система (1) называется слабо связанной, если векторы «1, аг,.... а», 
линейно независимы (см [3] ).

Мы будем рассматривать слабо связанную эллиптическую систему. 
Основные результаты работы содержатся в следующих теоремах.

Теорема 1. Если система (1) слабо связанная, то для любой 
функции {(х) класса х։,”-,хп, го; /,,••-, /пи) задача (1), (2)
имеет решение в классе Мо(х{, х։,՛--, х„, со; 11։ • • •, /л+1).

Теорема 2. Соответствующая однородная задача (1), (2) имеет 
п ‘ 1 \

г = т(2+- У [(*] 1 линейно независимых решений, где [/*] — целая 
\ к=1 '

часть 1к, т— число уравнений системы (1).
Теорема 3. Если система (1) слабо связанная, то для любой 

функции /(х) класса М?(<», Х1, х՝.։-։; /0, 6, /г,-- ) задача (II, (3) 
имеет решение в классе Мп (со. .п, к,"’)•

Заметим, что в теоремах 1 и 3 не только доказывается существование 
решения задачи, а в каждом случае строится одно такое решение.

§ 1. Доказательство теоремы 1
Докажем теорему 1 в частном случае, когда п = 1, Х1 = 0. В общем 

случае доказательство аналогично.
Обозначим через Ц — I, [/] -- т0, I — т0 =. 7, -- й, [</] = з, </ —

—з — '. Представим граничную функцию из класса /V/? (.0, ос; /, </) в виде

/(*) = Л (*) + /։(*). (5)
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гДе '
1 • /1(х)=/(х)а(х);/։(х)=/(х)(1-а(х)), (6)

а а(.х).— непрерывная функция на R и такая, что

О, х£(-1, 1).

Рассмотрим функцию

где — ,-ая строка матрицы, которая является обратной той матрицег 
стрлбцами которой являются векторы а։, 2)=х+'К]у,
20 = хо+^о. С = £ 4-все указанные точки из О. Для определен* 
ности возьмем х0 = 0, у0 — 1.

Очевидно, что вектор-функция и(х, у), определяемая формулой (8), 
удовлетворяет системе (1). Покажем, что эта функция удовлетворяет и 
граничному условию (2).

՝ Имеем

А (<)</<
(9>

. В работе [4] доказано, что функция ——> определяемая форму
лу

лой (9), при (х, у)->(х0, 0) (у>0) имеет предел /(х0). Остается до
казать, что вектор-функция и(х, у) принадлежит классу ЛГо(0, <то; 1Г
</)•= Для этого оценим и (х, у) в окрестности точек г = 0 и г = ос. 
Представим и (х, у) в виде

1

И (х, у) = — Г —-Т-- + и (х, 1), у > 0. (10)
.ч . 3 ..

у

Сначала оценим первое слагаемое в правой части формулы (10).
В работе [4] показано, что в окрестности точек 2 = 0 и 2 = ос функ

ция, определяемая формулой (8), удовлетворяет соответственно оценкам
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ди ( const |z| 1 In |х| ։, если Z = [f1,

ду ' const |z)-z, если /==՛[(],
и

——I < const |zld In |z|.
I

Из неравенства (11) в окрестности точки z = О получим

ди (х, ■$) const
р In (х* + т(։) 1 dr.
I L±1

у (x’+tf)’

< const / (x, y) In |z| \ 0<\ |z| < 1,

(11)

(12)

(13)
где

/(«» y)= Г ---------^֊tt

У (x։+ -n3) 2

Очевидно, что в окрестности 2 = 0 можно считать 0 < у < 1. Оценим
J (х, У) в окрестности точки 2 = 0. Возможны следующие два случая:

1. у > х, тогда 
1

it \ х г drl const const .J (х, у) < const —— < —— < —• (14)
J v+1 у 1*1 
У

2. х>у, тогда 
X 1

V Г dt) Г df] const
J у) = -------------ГТ- + ------------- ГТ՜ < —- • (15)

у (x’ + tf) 2 * (x։4֊TJ։)2 W

Так как в окрестности х = 0 функция U (х, 1) ограничена, то из нера
венств (13—(15) в окрестности 2 = 0 получим оценку

|и(х, у)| -С const |z|-/-ln |z|՜'. (16)

Теперь оценим функцию и (х, у) в окрестности z = оо. Заметим, что для 
достаточно больших | z | имеем

I const |z|rf+1 In |z|, у>1, 

const (x։ + l)d 2 In (x5 + I)1'՜, 0 < у 1.
(17)

Ясно, что в окрестности бесконечности при 0 < у < 1 имеет место нера
венство

х։ + 1<2|*|։, (18)
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поэтому
(х* + l)rf։ 1п(х7 4֊ I)1 2 < const |z|rf In |z|, 

следовательно, в окрестности бесконечности имеет место неравенство

(19)

Остается оценить второе слагаемое, входящее в правую часть формулы. 
Имеем

х+Ху и.
+ К.£.,к( I — (И1.

,»։ . А .1 «а, J <•"/
Ху

Ясно, что

Г Г՞՜1՜1 /, (п dt 
J С"' ](f-Q (21). (22>

— аналитические функции комплексной переменной C=?-f-iq, следо
вательно в формуле (20) можно интегрировать по отрезку, соединяю
щему точки ) j и х 4՜ >•;. На прямой у = Jm i.j переменная С имеет вид: 
С = » + i Jm X/ (— œ> < : <^ -j- ос). Обозначим Ф։ (с) — Ф2 (; 4֊ i Jm )./) че
рез 4f(;). 4P՜ (с) непрерывна на действительной оси Оценим ее в ок
рестности бесконечности. Для этого представим функцию Ч*՜ (;) в виде

чг(;)= J + I + J -чмо + тдо + ад). (23) 

|/| kl 1=1 UJ<2|E| 1/1 2:12 2
Имеем

|ЦГ,(О1= f Р+Ош^),+7«1(1-««Н < 
’ J . — ; — ijm/y)

/'I -2

< !« + * > >֊/Г։ f ֊г+т֊;; 1-1 F֊-■ ~֊ < const |?j'. (24)..) -if — î — г Jm
— -i in ; £ 

2 2
!*1Г2 (c); ֊< const |;|d In I'Fa (;)l ՝< const |?|d. (25)

Используя (23) — (25), а также ограниченность функции Ф։ (z) на пря
мой ÿ = Jm/.y, из (20) получим

|u (х, 1)| -С 1 In /z/ в окрестности Z — «>. (26)՛ 
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Из оценок (16), (19 , (26) и равенства (10) следует, что и(х, у) £ 
£Мо(0, °о; I, </). Теорема 1 доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 2
В классе Мо(0, I, d) рассмотрим однородную задачу

Д и„ + 2Виху+ Сиуу = 0, (1)

ди
дУ у-о

= 0 (х=£0). (27)

Пусть ип (х, у) — решение задачи (1), (27), удовлетворяющее допол- 
ди0(х, у) „нительным условиям:---- —---- — непрерывна в замкнутой полуплоско-

дх
сти 
рой

D(y $5-0), кроме, быть может, точки (0; 0), в окрестности кото- 
удовлетворяет неравенству

^2- const |z 
дх I

окрестности бесконечности 

ди„ ---- - con։
Ох

/
(28)

(29)

Так как и0(х, у) удовлетворяет системе (1), то она дается формулой

Ио(*. у) = Ке £ а.] фу(х֊гХуу), (30)

где фу(х -4֊ Хуу) (у = 1, — аналитические функции относитель
но аргумента х 4- Хуу.

Рассмотрим следующую аналитическую вектор-функцию:

7’(г)=Х, а, •^(г)+---4-Хя,ая'^(х) (]тх>0). (31)

Очевидно, что

ди^' У} = Ре Т (г)1у= 0, х 0. (32)
00 у=0

следовательно, функцию Т (г) можно аналитически продолжить в нижнюю 
полуплоскость по следующему закону:

(^(г^ >*>0, г¥=0> 
(-7(7), Jmx<0. (33)

Ясно, что

± (а, (2,) + .. . + ат фт (ZJ +- а, £ (г,) + • • • + ат (х,,)). (34)
Ох 2.

^-0= | (’. X, •?; (х,) +• • • + ат>тфт (хт) + а.)-.?; (х.Н- • -Д-а^О»)). 
Оу 2

(35)
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Так как (см. [5])

бе! а։ ■ • -«/п °| • • • ат
! jO| • • 1 ,-та-п >|®|" ' ' ' т ат 1

О,

. и <?«пто 1»; (я,■?„,(«,„) линейно выражаются через — > —

Отсюда, в свою очередь, следует оценка

(36>
— • Jm z~^> 0, 2 J

const 1 In |z|, |x| 2>2, Jm z > 0.

Следовательно, функция ifi (z) представляются в виде 

фу(д) = а^т 3՜"’’ 4------ аУ\ z՜’ 4֊ а*/1 4֊ a\'}z 4-------Р a^։z‘+\

•. т).
Из (37) имеем 

с* ип /
-----= Re V a, (
Off

(37

'՛! а(2{
12т.+1

7 (38>

Учитывая условия (27) из (38) получим

Ее £ауКуа</» = 0 (Л = -т0,---, - 1, 1, 2,-• •» « + 1). (39)
/-1

Пусть ел = /|0, О,---,^, 0,։--,0) — столбцы. Рассмотрим системы

£ >•/ аАУ)== ег (к =■ — т0,-■ з 4֊ 1), (г = (1,-• •, т). (40)
У’*

Так как векторы а,,-• ■, зт линейно независимы, то система (40) имеет

единственное решение аг^(а{?), •••, а)՞1՝). Очевидно, что

а«/”! = с, а։ 4---- + ст ат.

Обозначим через «лг(^, у) вектор-функцию 

(41)

иЛг(х, у) = Ее У ад г*(к= — т0,- • •, — 1,1,- • •, 5 -И, г = 1,- ■ -, т).

(42) 
Подставляя (37) и (41) в (30) получим, что общее решение однородной 
задачи определяется формулой

*+1 т
«о(*> У)=а0 + 2 2 слг “*г (х> »)> (43>

А — т, г—1
где Скг— произвольные действительные постоянные.
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Из линейной независимости векторов Щ..... ат следует линейная неза
висимость функций.

Легко доказать, что любое решение однородной задачи (1). (27) без 
дополнительных условий (28) и (29) представляется линейной комбина
цией решений (х, у). Теорема 2 доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 3

Так как последовательность |х^)“ монотонно стремится к ֊+֊ со, то 
для любого х'к (к — 1, 2, •••) существует число ?*^>0 такое, что мно
жества (х* — РА, х*4-₽*)П(х} —х^ Т Ру) (/7=4), /> к = 1, 2,--- пу
стые. Обозначим через Л(х) (4 = 1, 2,---) функции

/*(х)=/(х) а»(х)(4 = 1, 2,- •), 
где а* (х) — непрерывная функция на всей оси и такая, что

0. х £ (х* — о*, х* + о*),

а '>■, определяется так: 3* = пнп(Р*, 2 *) (к -1, 2,•■•). Функциональ- 
«■

ный ряд у /> (х) сходится всюду, кроме, быть может, точек х* (к = 
Л-1

1, 2, •••). Его сумма в любой точке х интервала ( х^---- ^-> х'к 4-

-г՜^) равна /(х) кроме, быть может, точки х* (4 — 1, 2,-՛). Опре

делим функцию / (х) следующим образом:

ь х |/(х)֊2Л(х),х=х;,
У(х)= » = 1

0, х = хк (4 = 1, 2,•••)•

Очевидно, что функция /(х) непрерывна на всей оси.
Пусть р (х) — непрерывная функция на всей оси и такая, что

8(х) =
и, хТ(-2, 2)-

Представим ^(х) в виде Л
7(х) =/-! (х) 4-/0(х), где /-1(х) = 7(х) ₽(х), /0(х) =

=7(х)(1-₽(х)).

Теперь рассмотрим задачи:

^“хх+2^ + С'Иуу = 0, (1)
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=/*(х), х^хк. (44)
ду 1у—о

Как уже доказано в § 1 функция ^(х, у)(к = 1, 2,-• определяемая
формулой

а*(х, у) = ^е
I 1 +г (*՜՜**) *+2/*(о
I «&/ _•[(с-х;Г*+2(*-:) Л, (45)

является решением задачи (1), (44) и принадлежит классу ЛГя(со, у' 
х'2, •՛••; 10, где целая часть числа /*(£ = 1, 2, ■•■), а а;,

— векторы, которые входят в формулы (4) и (7), интегрирование 
от X, = X; до г) = х + производим по отрезку, соединяющему точ
ки г0 и х,. Как и в случяе и*(х, у) (к = 1, 2-- ) легко доказать, что, 

■функции

т

в_1 (х, у) - Ие
I Г 4/,|+7-,1 (О 1 \ 

3 ?Г>|+’(/-2у) ।

являются решением задачи (1), (44) при к = — 1, 0 и принадлежат 
классу ЛГо(оо, х', х',--; /п. Л. /»»•••)•

т
Покажем, что функциональный ряд £ ик (х, у), где ик (х, у) опре- 

* = 1
.деляются формулами (45), сходится в верхней полуплоскости у 0. 
Для этого рассмотрим последовательность замкнутых полукругов:

г х’ )
Ок = \(х,у):^ + у^ С֊‘ «>0р (^ = 2, З,-..).

Докажем, что функциональный ряд £ ы*(х, у) равномерно сходится в 
4>=1

любом из полукругов
Действительно, пусть х + /у £ £)*, тогда для любого натурального 

■ д^-к имеем
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к/ — *ol< consi о,- . (46)
(Т)

Имея в виду, что \z{—|xj>4, из (46) получим

|u*(x, yj| <const-—• (47)

Из (47) получим, что функциональный ряд £ и։(х, у) равномерно схо-
* = 1 

дится в области D*.
Ясно, что последовательность замкнутых кругов £>*(£ = 2, 3,•••) 

покрывает|верхнюю полуплоскость^Отсюда^следует и равномерная схо

димость ряда у ид(х, у) в любом полукруге £д= |(х, у) : x’-f-ÿ2 <Æ2). .
re

Таким образом, функциональный ряд £ ил (х, у) сходится в полуплос- 
»—1

кости у > 0.

Обозначим через и (х, у) сумму следующего ряда :

u(x, ÿ) = У «*(x, ÿ), ÿ>0 (48)՛
*--i

и покажем, чтои(х, у) является решением задачи (1), (44).
Действительно, функциональные ряды, полученные из (43) почленным 
дифференцированием по х и у любое число раз, равномерно сходятся 
в любом полукруге Er. Так как каждая функция ик(х, у) <к=— 1, 
0, I,- ՛-) удовлетворяет одному уравнению (1), то отсюда следует, 
что функция, определяемая формулой (48) в верхней полуплоскости 
у>0 удовлетворяет уравнению (1).

Очевидно, что и (х. у) œ, х', х'2,- ■ •; Zo, Z', /2,- ■ •).
Теперь покажем, что функция, определяемая формулой (48), удовлет
воряет и граничному условию (44).

Пусть л'о — любая точка множества 7?, отличная от точек хк (к=

= 1> 2>"*)- Покажем, что ^-стремится к f(xQ), когда точка 
дУ

(x,i, у) стремится к точке (х0, 0)> оставаясь в верхней полуплоскости. 
Рассмотрим следующую разность :

֊Ц('О’ У)֊/(-П.)= £ У) _ £ л(хо) (49>
Оу *"։ ду ,fii 
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в окрестности точки (лго* 0)- Ясно, что точка (хо, 0) вместе с неко
торой окрестностью принадлежит одному из множеств Так как
ряд У —( 0> и) . равНомерно сходится в £>,я, то для любого 

»±11 ду
существует такой номер л։, что в указанной окрестности

V с*иА(хо. у) е
А. ду 3 '

0

(50)

Из сходимости ряда £ /* (х0) следует существование такого нату-
*=-։

рального числа ла, что

С ‘ • » . 1! Л(*о)
е

V- ■ • (51)
*«»Л1 О

Обозначим через п0-= тах(п։, ла) и представим правую часть
равенства (49) в виде

у дик(х0, у) _ ~
*“.1 ду к*±

я.—1
/*йо)= £

1 *3-3—-1
дик (*о> у) _ , , 1 _1_ 

ду | Н

у дик(ха, у)
К ду (52)- Е Л(хо).

Л = л,.

В работе [4] доказано, что выражение
I *«*(*<» У)

*±111 ду /*(*о) стре

мится к нулю, когда у -> 0, следовательно, для любого в^>0 сущест
вует 3>0 такое, что если 0г/ < В, то

Я։՜1 I диь (х„, у) ] а*511 ду /* (*о)] <з֊’ (53)

Т4з (50)—(53) следует, что для любого г^>0 существует 2 ^> 0 такое,

Таким образом

• ди (х0, у)
что если 0 у 3, то 8

<?։< (х0, у)
11т -----т--------У—+0 Оу = /(х0), х0¥=х’, х2,

Так как х0 любое, то теорема 3 доказана.
В заключение выражаю благодарность профессору Н. Е. Товма- 

сяну за обсуждение результатов работы.

Ереванский государственный 

университет Поступила 1.ХП. 1987
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• Վ. 2. 02ԱՆՅԱՆ. Խզվող եզրային պայմաններով էլիպսական տիպի դիֆերենցիալ ճավա- 
սարումների համակարգերի համար Նեյմանի խնդիրը (ամփոփում)

Վերին կիսահարթությունում

Л^- + 2В^+С^- = 0 
дх2 дх ду ду1

երկրորդ կտրգի հաստատուն գործակիցներով էլիպտական համակարգի համար դիտարկված ՛է 
Նեյմանի խնղիրւ

Քննարկված է երկու դեպք։ Առա չին դեպքում- ենթադրվում է, որ եզրային f(x) վեկտոր - 
ֆունկցիան անընդհատ է, րացաոությամր թերևս վերջավոր թվով կետերից' XL, X2, •••» xn , 
որոնց շրջա կայքերում տեղի ունեն հետևյալ անհավասարությունները,

I/(x)| •< const |х — х„ к (к — 1, 2, • • л),

որտեղ 1/,-երը — ոչ բացասական իրական թվեր են, իսկ անվերջի շրջակայքում'

|/(x) < const |x|/։ (/0>0):
Երկրորդ դեպքում եզրային ֆունկցիան կարող է ունենալ խզումներ անվերջ թվով կետերում» 
Լուծումներ ր փնտրվում են որոշակի դասերում»
Աոաջին դեպքում ապացուցված է նեյմանի խնդրի լուծմաֆ գոյությունը և գտնված է հա

մապատասխան համասեռ խնդրի լուծումների տարածության շափողականոլթյունը։
Երկրորդ դեպքում ապացուցված է խնդրի լուծման դոյությունըւ

V. H. 0HAN1AN The Neyman problem for ihe elliptic System of differential equa
tion» with discontinuous boundary conditions (summary)

For an elliptic system
A^L + 2B-^-+C^- = 0 ,

дх* дх ду dy՛1
-two boundary problems are considered in the domain Z)(y>0), (dD = R). In the 
first problem, the boundary function is of the class AZj?(xt. Xj.---, xn, oo; Z։, Z2,---, 
In, !»+'■)• The solution is looked for in the class Afo(x|. xt,.---,xn, oo; llt In,---, In, 
/-+1).

It is shown that the problem has a solution.
The number of the linear independent solutions of corresponding homogeneous 

problems is found.
In the second problem the boundary function is of the class Nq(oo, x1։ x2>-• •, 

If The solution is looked for the class Мд (oo, x։, x,,--.; l0, կ, l2,-՛-).
It is shown that the problem has a solution.
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К. Г. КАЗАРЯН

РЕШЕНИЕ КРАТНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 
В КЛАССАХ Н“ В ПОЛУПЛОСКОСТИ И ПОЛОСЕ

§ 0. Введение

0.1 (а). В работе М. М. Джрбашяна [1] была поставлена следующая 
задача свободной интерполяции с кратными узлами в классах Н,, (0< 
< р < + °°) Харди-Рисса.

Пусть |<**)Г — произвольная последовательность комплексных чи
сел из единичного круга, и для данного к(1 < к<^_ г оо) 1— крат
ность появления числа а* на отрезке А/)*.

Выявить условия на последовательность {«*}? и на пространство 
последовательностей /, при которых имеет место совпадение

{(А"П :/е я>}=(0.1>

и построить аппарат для эффективного представления решений интерпо
ляционной задачи

/'*-1,(а*) = 7*(А:= (0-2)

В том специальном случае, когда !»*)“ —суть отличные друг от 
друга точки круга |х| < 1 и, таким образом, $4= 1 (к = 1, 2, • •), эта 
задача сводится к интерполяционной задаче с простыми узлами:

/(а*) = К(Л = 1, • (0.2')

б) Критерии существования решения задачи (0.1)—(0.2') в к\ас 
се ограниченных в круге |г| < 1 функций, либо в классах Нр. 
(1 ■Ср’СЧ- °°), были установлены в работах У. Хеймана [2], Д. Нью
мена [3], Л. Карлесона [4], Г. Шапиро и А. Шилдса [5] (см. [6], а 
также [7], где приведены подробные литературные данные).

В работе В. П. Кабайла [8] было получено эффективное решение за
дачи (0.1)->(0.2) в классах Нр (0 < р •< 1).

В случае, когда различные точки последовательности ։* появ
ляются двукратно, либо с одинаковой кратностью, в классе Нг задача бы
ла рассмотрена в работах Дж. Розенбаума [9], [10] и Б. Л. Чалмерса 
[11], но вновь лишь в постановке существования ее решения.

Следует отметить, что эти работы существенно опираются на методы 
теории гильбертовых и банаховых пространств.

На вопрос о существовании решений кратной интерполяционной за
дачи (0.1)—(0.2) в классе /7°° в круге впервые был дан полный ответ в 
работе А. М. Джрбашяна [12].
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0.2 (а). В работе М. М. Джрбашяна [1] был предложен новый, ана
литический метод для полного решения сформулированной выше общей 
интерполяционной задачи (0.1)—(0.2) в классе Нг, метод, позволяющий 
дать также аналитический аппарат для представления решений этой зада
чи. Он основан на построении специальных систем аналитических в круге 
|г| < 1 функций, ассоциированных с последовательностью (“*]“ и би- 
ортогональных на окружности |з| =1.

В цикле работ М. М. Джрбашяна [1, 13, 14], Ф. А. Шамояна [15], 
Г. М. Айрапетяна [16—18], В. М. Мартиросяна [19—21], А. М. Джрба
шяна [12] и Ш. А. Григорян [22] применением метода биортогонализа
ции М. М. Джрбашяна было получено полное и эффективное решение за
дачи (0.1)—(0.2) в классах Нр в круге, в полуплоскости и угловых обла
стях (в этом случае Iе*)Г —последовательность точек из круга, полу
плоскости или угловой области соответственно) (см. [7], [8], где приведе
ны подробные литературные указания).

(б). В случае их существования эффективное представление решений 
задачи (0.1)—(0.2') с простыми узлами в классе Н°° в круге было дано 
П. Джонсом (препринт). Модификация этого построения приведена в ра
боте С. А. Виноградова, Е. А. Горина, С. В. Хрущева [23].

Этот результат был обобщен В. М. Мартиросяном [24]. С примене
нием метода биортогонализации М. М. Джрбашяна им был построен ана
литический аппарат, позволяющий, в случае их существования, представ
лять решения интерполяционной задачи (0.1)—'(0.2) в классе Н°° в круге.

0.3. При рассмотрении интерполяционной задачи с узлами ограничен
ной кратности в классах Нх в полосе или в полуплоскости естественно по
пытаться свести ее к случаю единичного круга при помощи конформных 
отображений. Этот путь приводит ж необходимости решения бесконечных 
систем линейных уравнений для каждой конкретной интерполяционной за
дачи. В конечном итоге приходил։ лишь к существованию решения.

С применением метода биортогонализации М. М. Джрбашяна в дан
ной работе дано эффективное построение решений интерполяционной за
дачи с узлами ограниченной кратности в классах Н°° в полуплоскости и в 
полосе.

Автор приносит благодарность профессору М. М. Джрбашяну за по
становку задачи и полезные обсуждения.

§ 1. Эффективное решение интерполяционной задачи с узлами 
ограниченной кратности в классе № в полуплоскости

1.1. (а). Пусть (рк|“—произвольная последовательность ком
плексных чисел из полуплоскости С(+) — (ш : R« ш > 0], а и Р]— 
кратности появления числа р, на отрезке |РА|/ и во всей последова
тельности [р*1Г соответственно. Пусть, далее

д, , п П’՜1^ 11-։**! Д(ю)= П —— —------ у
ш ՝■ Р4 1— Р>

— сходящееся при условии

(1.1)
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- Керч
! + №

(1.2>

произведение Бляшке для полуплоскости 6( ՝.
Наряду с будем рассматривать последовательность шя)“ 

попарно различных точек этой последовательности. Тогда последова
тельность |«>п|“ также будет удовлетворять условию Бляшке

" Ке
. (1-2')

Из (1.2') следует, что члены «последовательности а>„;“ 
считать расположенными таким образом, чтобы имели

Ее шн, Ее и>„,
1 + 1 +

б) Рассмотрим функции

можем

(1.3)

Ее
֊ (и = 1,2,...).
«' + Ш/ |

(1.4)

Поскольку из условия (1.2 ) вытекает абсолютная и равномерная схо
димость рядов

^(«')=У
/>»

Ее ш/ 1 4֊ в)
Ш + и>/

Ее«>>0 (л = 1, 2,--.) (1.5)

внутри полуплоскости и так как при любом о՛ (Ее то >0)

( Ее Г,1 1 — № Ш; |
1 1 + |гоу|2 а) 4- ш/ ՛

Ее»у Ее о> (1+|а>у|2)-4֊ Ее а'/(1-|-|ш|։) 
я 1+1«»/ |ш + > °’

в 

то функции ^л(ш) (п = 1, 2, •••) аналитичны и ограничны в С՝՜'՜' и не 
обращаются там в нуль. Положим

/՝(«»;
•ш + 1 \2

V) + р* '
(1.6)р4) = /"„(»

Ие Нь
Л+Н*

при 11* = и’Л> и отметим, что Л'(е»; н*.)» если РА> = Р4։.
1.2. Произведение В(и>) (ш—Ир՜** (“^ аналитично в 

и не обращается в нуль в некоторой окрестности точки = р4. По
этому для любого целого к^1, положив

(ш — Р4р ։ 
5(ю) Л(а>; р*) (1.7)

можем утверждать, что в достаточно малой окрестности точки ю = цл эта 
функция разлагается в степенной ряд

'к («>) = а, (Н*) («> — рд)’, | ш — рв[ < 
>-0

(1-8)
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где 1.1) н ГЭ.1) .(V.!) -//.из з отр .эжявт мнтЯиигО

1 \ (ш — и*)''*;, 11 /О С V т 00 \
<1< (1-9>

Введем, наконец, в рассмотрение полиномы 
! л’и зЯ । .

Я*— --------- ------------------ ' ЧХЭ
7*(») = у аДр*)(*> 1/2,1.-) (1.10>

■ИГЛТЬВОВДГ.ЭОЛ июЗ. .С. 8 м и э Л
и последовательность й«.(ш) Г аналитических и>ограниченны^՛ в• (3^ ՛ 
функций, положив . <•>.„>՝/ о,

,, . . _ («> —7*(«Н _ 
г—;>гжО1.ип - (б) ЛЬ- 11.;

г, л- П-И)
В (и) Г(ц; р*) .֊^ о, (рД п .. ь Е я О Д, 

(։* “ («>—р*)‘ ^атэоналэтлаохялэоп "к4։! оп

Рассуждая, как и в работах [1], [13], подучим следующее утвержде- 
___ эЯи не.

Лемма 1. Функции системы [й* (ш)|‘ обладают следующими: 
интерполяционными свойствами: ДУ-Г.՜'!. —

’ I
2^՜” (“,) ՝՝ ккУ. (&Г.Г) .«М2)։

1.3. (а). Последовательность комплексных чисел |рл}“ (Rep* >0) 
условимся относить к классу А(Л 3) (0 < 5<^1, Р<^-\- <х), если она
удовлетворяет условиям 1* .<

Н/ —

sup \Рк\ = Р< + «о.

(б) . Приведем теперь формулировку леммы 3.1
Лемма 2. Если последовательность (w„|~ 

вию (1.13), ТО

Re w ■ Re w._____ j______ j
-r w/|-

иннъи։щП 
дэзбцпэ (VI .1) 

(1.14
Ч ьЯ] 

из [14].
удовлетворяет усло+

зтэвэявд

TOZ. «КЕЯ

(1Л5)-
1 1

п = 1. 2,-

Введем в рассмотрение функции

ф(«’: ^) = тг^—г(Д=1.2.--1 
/•(»; и*)

(1.16>

и заметим, что ввиду (1.7)

тд(№) = Ф(Ш; HI)(Wg(^P(fc = l,2,-- ). (1.17
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Отметим также, что в силу (1.7), (1.6) и (1.16) 

. . ч /1 + Р* ш + V
< Ее ш-|-1 ■'

(1-18)
Хехр|у Кет' . 1+ 1№_|,2,...).

Лемма 3. Если последовательность (|*4] ։~ удовлетворяет усло
вию (1.13), то справедливы неравенства

(1.19)

где М} (8) — положительные постоянные, зависящие исключительно от 
г и 8.

Доказательство. Пусть |*А = шЛ, где |шл!։" _ определенная 
по [^(7 последовательность. Учитывая, что

Не ш/

Не ш/ Не ш„ 
|»Л + ®/|2

1 -г Щ/ШЛ ) = 
Шл + Ш/ |

[ Не 1+ |ш. 
1+1«»/Р Него

по (1.3), (1.18) и в силу леммы 2 будем иметь

|Ф(И^ М<4ехр{2У
I ;>л 1шя + Шу! )

( 1 / 1 \) 4в1 ։ ,< 4 ехр | —( 1 +21о£—11 — —— •= ЛГо(о), 
9 \ о / о

где Л/о(о) = 4е1,։/8, т. е. неравенства (1.19) справедливы при г = 0.
Применим теперь полную индукцию. Предположим, что неравенства 

։(1.19) справедливы при 0 г •< V, т. е.

[Не ^Г|Ф(,)(н*;м (1.20)

где Мг (8) > 0 зависят только от г и 3. Докажем справедливость не
равенства (1.19) при г = * + 1. С этой целью заметим сначала, что 
взяв логарифмическую производную функции Ф(ш; р4), приходим к 
тождеству

2 2Ф'(ш; н*) = Ф(ш; н4) {
и1

(ш + ш/)а I
(&=1,2, (1.21)

Ие ш ]

1 я

4- н*

Положив

2
(«*; н*) = —т— ш + р4 ш+1

Него; (ш;)2—12
(1.22)
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будем иметь
•Г(,п> («,; н4) - 2 (֊ И“ ш! | ------- Ц

| (» + }!*)
1

(а՛ -г1)т+1

( - I)"1՜ 1 Ее Ц); [(ту)'-1 — 1](т 4- I)! .
'Ч 2 (ш + »/)"' ~2

(1.23)

Следовательно, если учесть также. что Цл = и'п, можем написать

|Ч'((я)(|х.; 4 т!
(Ее н*)՞"’

(т т-1)! Ее и>/ 1 + |тцу|а
2 ДИ 4 |«'/7 !«»„ +

(1.24)

Однако
К.еи>)

, 'ПШп +- И-'/|

Ее •ш) Ее и>Л 
|и>,, 4-

1
(Ее шЛ)"''г1

Из этих неравенств, леммы 2 и (1.24) получаем

|՝Г‘т)(Р4; нД < (Не (т+։» I 4 т! 4- -֊ ( Ц- 2 1ог у)] • (1.25)

Из формулы (1.21) и (1.22) следует

Ф'(ю; |1*)=Ф(։о; !^)Ф'(։о; р4) (к = 1, 2, • • •).
Отсюда

Ф^’Чю; Н*)- £. С:Ф(,,(ш; Н4) ч^՜'’(ш; н4), 
г=и

так что

14)11^’՜° (н*. нД. 
г-.О

Воспользовавшись теперь предположением индукции (1.20) и нера
венствами (1.25), можем написать

|Ф(,+П (Нр Р*)| ֊< ( V С\м\ (й) в!_г(8)} [Ее <Г” 
1г—О I

причем постоянная

^и։(й) = % с:^(б) в1_г(Ъ) 
г-0

зависит исключительно от ՝> + 1 и о, поскольку таковыми являютс я
7И?(5) (ОО XV), в силу предположения индукции, а

В1_г(8) = 4(у-г)! 4- -1-(ч_г + 1)|Л+21ог 2_\. 
8 \ о /

Таким образом, неравенства (1.20) справедливы также для г = и 4՜ 1г 
и лемма доказана.
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(в) . Теперь дадим оценки коэффициентов разложения (1.8) в предпо
ложении, что [Рд^" € д (А $)•

Лемма 4. Если при некоторых /’(1<Р<4-<®) и 8 (0 < 3<1) 
последовательность (р4|” Удовлетворяет условиям (1.13) и (1.14), 
то для коэффициентов разложения (1.8):

’* (w) = U а. (Н*) (w — р*)', |w — pj < 7j, 
v=0

справедливы неравенства

|a,(P*)l <Ct(8; P)(ReR/‘"’(0<v<pA-l; l<jt<+oo), (1.26)
I
де Ci (о; P), зависит исключительно От 3 и P.

Доказательство. Ввиду (1.17)

Л”(«) = х с 
л-0

(w — р*/* 
Л (то)

W
Ф(’-,)(то; рА)(*>0). (1.27)

В силу леммы 3.2 из работы [14] справедливы оценки

I —п7-‘- Г ' < С,(3) (Не (0 < з < -- к> 1), (1.28) 

где С4(6)— положительные постоянные, зависящие исключительно от 
« и 6. На основании оценок (1.28) и (1.19), из (1.27) заключав»։, что

4”(н4)1 < I Е С3, С,(8)Л^_,(3)1(Не н*)Р*-’(^0; к>1). (1.29)
I Х-0 ]

Учитывая еще равенства

а, 0*4) = -у (Н4) (0 <* < 4- оо; 1< к < 4֊ со)
■»!

ввиду условия (1.14) из (1.29) получаем (1.26).

1.4. Через I" |p*j обозначим класс комплексных последователь
ностей удовлетворяющих условию

J*-l
sup [|т*| [Rep*] I <4- ОО.

Через /7°°[G(+)] обозначим класс ограниченных и голоморфных 
функций в Gf՜’.

Теорема 1. Пусть |р4|[° последовательность комплексных 
чисел из G'l+>, которая удовлетворяет условию

suplp*|< + oc. (1.30)
. *1

Тогда имеют место следующие утверждения:
1՜. Для справедливости равенства

{(Л՜1’ (ра))Г=! [GM]} = r (p4i
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необходимо и достаточно условие

к 1
П

/ = 1 I Ну -- Р*
>0; (1.31}

2е. Если (Р*| —произвольная последовательность ком
плексных чисел, то при условии (1.31) ряд

/(“)= 2 Т*2*(®)> «'.€С(И, 
Л—1

(1.32)

сходится абсолютно и равномерно внутри и определяет
функцию /£//" К»(+)]> удовлетворяющую следующим интерполя
ционным данным:

/“ (р*)=7* (л=1,-• - )• (1.33}

Доказательство. Сначала докажем утверждение 2°. Отметим,, 
что ввиду условий (1.30) и (1.31) последовательность (Р1*)“ £ б (Р; 8) 
при некоторых 3 (0 < 8 < 1) и Р(1<^Р<-|-оо).

Далее, ввиду (1.6)

(ш) <
^(ш)!
(зл֊1)! 1 + н*

В(ю) 
(ш — р/*

р*-*к
1].к(М1ю

V֊«}
- ИМ (1.34>

ш 4- 1
Ш + Й*

1

X

Однако

1; рк~Ч
I» +՛ р/ ,?0 |а,(и*)1|«» —НлГ+,‘ ’<

< Х‘|а,(н*)|(Кер4) ₽‘+’+,*'։^РС։(8; Р) (Кер/4-1 
,=о ‘ '

Из этих оценок на основании (1.34) имеем

ККе р*)

՛ Ее рА ш + 1 V

<1+р* ш + ./

‘|1.35)

/•п(ш) > Ееш>0, £=1,2.

Теперь напомним, что че£ез |шя}^ мы обозначили последова-
тельность попарно различных чисел 
да, во-первых, следует, что 

последоватёльностй )Р*}։՞. Отсю-

Ее р4 ш 4֊ 1

1+Р* + Р*

Ее ш

п
—-=- (Л-1,2-. ), 
ш +

.(1.36)



74 К. Г. Казаря

С другой стороны, в силу условия (1.30), число шп появляется 
в последовательности 1^)7 не более, чем Р раз. Из сказанного, на 
основании (1.35), заключаем, что ряд (1.32) мажорируется рядом

£РС,(8; Р) 117*1,-1« (Кеш >0). (1.37)
\ 1 + О>Л Ш + Шл/

С другой стороны, если ап 0, то

£ °л ехр[ ֊ X ая! <1 

,.-1 I ул)
<СМ. [23]).

Заметим теперь, что при Яе а՛ >0

(1.38)

Ие шл ™ + 1
1 Гол ш 4- Шл

< 2 Ке Ке «ул 
1+|шл|։

1 4- шдш 
ш 4 ш„ .

(п - 1, 2,-

откуда на основании (1.5) и (1.38) следует, что ряд (1.37) сходится 
абсолютно и равномерно внутри С(+*.

Из приведенных выше рассуждений, на основании (1.35) и (1.36), 
заключаем, что ряд (1.32) сходится абсолютно и равномерно внутри полу
плоскости О(֊,) и определяет функцию Н' [С(՜ )]•

Наконец, равенства (1.35) вытекают из леммы 1, и утверждение 2 
доказано.

Из утверждения 2° следует, что если {|*д| ’ £ Л (Р; ?), то

[КвР*]'4՜’)*“., :/€«" =>Г. (1.39)

Докажем обратное включение. Пусть (Р; 5). Из интег
ральной формулы Коши имеем

2к/
I 

(С֊Ы*4 
|:-Н*! = Иеа*

Следовательно

(Ке Р*Л՜ (з.-1)!
то есть

|(/,*-1’(|‘*) [Ие н*]1*՜1 );=1 :/С Н' [<7<+>]| с Г. (1.40)

Из (1.39) и (1.40) следует достаточность утверждения 1е, а необхо
димость доказывается рассуждениями, аналогичными приведенным в [6] 
(гл. 10) для круга.

§ 2. Эффективное решение интерполяционной задачи с узлами 
ограниченной кратности в классе Н™ в полосе

2.1. (а). Пусть IX.*},® — произвольная последовательность комп
лексных чисел из области 5л = (г:|1тх| < А) А^>0), а Ху и ру.— крат
ности появления числа Ху на отрезке [*֊*]{ и во всей последовательно
сти {Ь*},’ соответственно. Пусть далее
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'1 _ е-*/Л|- «/<։*)_ 
Вп (х) = _։ р А)

*_1в +е

е«к*,(2Л) 

='■*'(։ л։
(2.1)

— произведение Бляшке для полосы ֊$л, как легко видеть, сходящиеся при
условии

(2.2)

(б). Наряду с {X*)“ будем рассматривать последовательность 
{хл|Г попарно различных точек этой последовательности. Тогда

Так как

(2.3)՛

(2.4)

то из (2.3) следует, что члены последовательности (хл}“ 
тать расположенными таким образом, чтобы имели

Не

можем счи-

-••35.Т?ИИ

(2.5)

(в). Рассмотрим функции

Ая (х) = ехр {—ЧГл(х)} (п>1), (2.6)՛
где в силу условия (2.3) ряды

л։ ”։•

Уя(д)= 2 
я

соз ( — 1т X; 
\2А

«/(2 Л) хе ЦП)
1 т е е 1

Ие г]
«/(2 Л) хе /(2 л)

е + е 1
(2.7)

сходятся абсолютно и равномерно внутри области 5П. Кроме того легко 
убедиться, что

Ке |ФЯ (х)} >0, х£5л(п^-1),

и следовательно функции (х) (п = 1, 2,...) аналитичны, ограничены 
в полосе и не обращаются там в нуль.

Положим
1 । «/(2 л) \2

Г(х; л*) = Гя(х).С> (х), СА(х)^ Кее^-Д). —(2.8> 
\14֊е е Ч֊е й )

при 1* = хя. Тогда Г(х; Х*,) = Г(г; X*,), если X*, =Х*։.
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([/_ 2.2. Из (2.8) вытекает, что Вл (г) (« -- >*)’/’'՝ ^(?; /.*) аналитич
но а Вл и не обращается в нуль в некоторой окрестности . точки 
1 = зннэдэаен

гм- (2^- ■ “" (г.»)
?.о

можем утверждать, что в достаточно малой окрестности токки г = к* эта 
■функция разлагается в степенной ря о

-,'гэо».։՛ гвяо1у>ЭДры= 2>гщ»(й^)Б^ш.4л)м>|^£ихЗ|т^ VAPqaH .(01(2.10) 
лд «оТ ,нтэонс։л»<1 воделпоп йоте хя>■՛ ՛ ынрнлевц ондапоп ’

где / ֊
1 / г (Л?л)^А«Г '

<£•'■) <*,(>•*) =------4|. [г У ‘Н----- (*..Х0; ^1). (2.ц)
v! dz | Вл (x)(/-(2; М' А>.*!и ՛“

\ А £/
Введем наконец в рассмотрение полиномы

Рц-\ ~ / ' < »\
<?*(*) = £ (212)

- - ———— ֊
Ч _ »1+1 (о«я — 1 К',

и последовательность '^*(z))“ аналитических -и ограниченных в по-
֊ЛОСе.-ВлофуН^ЦИЙ, ;ПОЛРЖИ$-Б;{ОДЭЛЭОП МИЭЛЕ OTP .ТЭ^ДЭЛЭ (€.£) 6Н ОТ

Qt (z).iS=i
-Л-֊֊' «tH^Z |Г ' f fjfpj'

= Bh (g) '-k) Y * 

0.S) " <«-։>',< ■ -’J) A

нлэмк "здотн jKot-^rebo-глнхьт яминнэжо/.опэбц «ггвт

эЯ . “ ՛ . эЯ(s* — 1)! т*(^) .
■ |в-Н ?| ” ч| И

а, (лл) ннди^ф .(п^

Рассуждая как и в 
ние.

работах [1], [13], рл^у^^ее удвер.жде-

Лемма 5. Функции сМт^мы |^л(г))? обладают следующими в • • г> - г /[ангерполяцИЬ'нИыми свойствами — ——-— ------------—------ д
1 ՝ - В ( -)Я f j rfo

2(*, ։) (Ч = = I п k, = J- (k’ j = 1։ 2’” ֊)- (2։14)
oxi>< пот 3«oqX ,lt<i нтэвлдо'AqTWtr^HqsMOHBfiq w онто»лоэд(. я ■■-..от.

2.3. (а). Последовательность комплексных чисел {^*)Г с 5л) 
-условимся относить классу АН Р', (0<пЙ<^Я, Р<С. 4՜ °°), если она

,.Уд0ВД^нрр^,^^)<ям: £ г _ п) (х) 1/А НКуйН<ф онаг.этпводэл^ и

^8•^, '
* з +

л - I .inf

sup [р*| =Р- 
нлл>։( ,ал ;х)Л

1к։тогащеС|до эн н ц2> ээолоп я 
мнжолоП

>8,- (2.15)
id ,(х) л'О-Сз)/^ — (*л

S (,*л՜ ;х)Ч вдчоТ
(2.16)

.мх=4л nqn
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(б). При помощи отображения е"с 'и> и° известного результата 
(см. [14], лемму 3.1) легко получается следующая

Лемма 6. Если последовательность (хл}։՜ удовлетворяет 
условию (2.15), то

Не е в'<2*։ Ие е"я (2Л
". «Л (М) ._«/։’*) р " 4 \ / * С I с

Введем теперь в рассмотрение функции

Ф(г, Х.) = ^---- 2,-),

Р (г; М
и заметим, что ввиду .(2.9) *М Э£ ՛

7*(я) = ф(д; л*) (Аг-1, 2,-••).
/>л (2)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Отметим также, что в силу (2.6), (2.8) и (2.18)

ф (Х; к*) =.- ехр {-^я (г) | , при X* = (к > 1).- (2.20)
С«4 (2)

Лемма 7. Если последовательность {X*} " удовлетворяет усло
вию (2.15), то справедливы неравенства

<Л/?(3) (г>0, *>1), (2.21)

где Мг (3) зависит исключительно от г и о.
Доказательство аналогично доказательству леммы 3.
(Ь). Теперь дадим оценки коэффициентов разложения (2.10) в пред

положении, что последовательность ( а“ £ ДА (Р; 8).
Лемма 8. Если при некоторых Р(1^Р<[+х и 8 (0<^ 8 1) 

лоследовательность 1Х»|]° удовлетворяет условиям (2.15) и (2.16), 
то для коэффициентов разложения (2.10) справедливы неравен
ства

|а,(ХА)| К С. (8; Р)
/ я

С0Б \2А
р,

(2.22)

где Сг (8, Р) зависит исключительно от Ъ и Р.
Доказательство. В силу '(2.19)

>) — 'к> *’I В„{г) Р х*)(у>0),

откуда на основании леммы 3.2 из работы [14] и (2.21) заключаем, что
• • ■ г

ХСзМЛ/;..
<л5։ '1 “

(8л.2)
(2.23)
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Учитывая еще равенства

(>*) = -֊ ’*”(к*) <’>0’ к>^ 
я

ввиду условия (2.16), из (2.23) получаем неравенства (2.22).

2.4. Пусть /”(*■*։ — класс последовательностей комплексных чи
сел |т4]։" таких, что

I /к \ |**'-։1
яир|17*| соз(^ 1т>.* I < 4֊ оо.

Через № [•$*] обозначим класс ограниченных и голоморфных 
функций в 5*.

Теорема 2. Пусть р*“(—последовательность комплексных 
чисел из 5п, которая удовлетворяет условию

(2.24).

Тогда имеют место следующие утверждения: 
1°. Для справедливости равенства

1(/<։*-1,(Х*))*“=։:/6Я*[5А]) =Т (/.*)

необходимо и достаточно условие

зЬ
1п£
*•..1

4А
сЬ| —

I 14Л

(2.25)

2°. Если 1 “ € I Р֊*) — произвольная последовательность ком
плексных чисел, то при условии (2.25) ряд

/(*)=£ 7*3* (■*).*€•* л, (2.26)

сходится абсолютно и равномерно внутри полосы 5* и определяет 
функцию удовлетворяющую следующим интерполяцион
ным данным'

(’4 ։,(Ч = 7* (^ = 1> 2.” ). (2.27)

Доказательство. Докажем утверждение 1°, отметив, что вви
ду (2.24) и (2.25) 1>.*|ГеДл(Л 8) при некоторых

Ввиду (2.8)
2

X

X £ |о,(М/ 
»=0

«/(2Л) 
е

|Гл(я)|
<л../(2Л)

Нее *
(5*֊1)! <Х./(2Л)

1 + е 4

х»/(2Л) »^/(2*)
е — е_____
«/(2Л) х~*/(2Л)

е +е

хл^М2*) 
+ е

|2 -Ы (2.28)?

,«(2Л)
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Легко показать, что существует число Р > 1, не зависящее от г и Л
такое, что

Отсюда, учитывая опенки (2.22), получим

** ~
I«. (>•*)!

»=0

«.(2Л) гА (ВЛ)
е — е *

«/(М) ֊ /(2Л)
е 4- е *

—1

Из этих оценок на основании (2.28) имеем

Х|<7.(х)|-|?я(г)!, я65а (£>1), (2.29)
где А (6; Р)—положительная постоянная, зависящая исключительно от 
5 и Р, а

Далее, при Ал = 24
КеА™

«л.,(2Л ։
1 + е .

«.(2Л) 
е

«.'(•'Л) 
е

еГл/(М) 
е

па ,(2Л)
Нее п

«а <»)
• 1-г-е

«/(2Л) 
е

«(2Л) 
е 4 е

кгп/(2Л)

(2.30)

(й = 1,2,---).

С другой стороны ,в силу условия (2.24) число 2п появляется в ■после
довательности не более, чем Р раз. Из оказанного на основании
(2.29) заключаем, что ряд (2.26) мажорируется рядом

Сходимость ряда

? (■г) =

КС /(2Л)
Кее "

1-|-е
£ РА& Р)8(-г*!1Т 
1 -1

2 Г $!։■

ж» ।
Кее ”

к։ /с.Л)- 
1+е п

г-։ (2Л) 
е + I

«я I2") 
е 4-е

(2.31)

доказывается также на основании неравенства (1.38).

(2.32)
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Нетрудно убедиться далее, что при г £ 5д 
ы (2Л> «։Д2Л)

Re« ’ е +1.
к» /(2Л) ' ։։/(2Л) /(2Л)

’ 1 I 1 П

2

в е

м„/(2Л) 
Ree "

« ,(2Л)

«՛'(“։ «։П;<2Д) 
е

и;(2Л) ■ ։ ։-/(2Л) 
е. - -f- е

откуда на основании (2.7) и (1.38) следует, что ряд (2.32) сходится абсо
лютно и равномерно внутри полосы 5л и определяет функцию ?£//“’[•&։].

Из приведенных выше рассуждений, на основании (2.29) и (2.30) за
ключаем, что ряд (2.26) сходится абсолютно и равномерно внутри полосы 
$л и определяет функцию / £ /1” [5л].

Наконец, равенства (2.27) вытекают из леммы 5, и утверждение 2° 
доказано.

Из утверждения 2° следует, что при {>>*)* £ Дд (Р; В)
<•> » ■1

то

Im i.k

Обратно, пусть Ал (Р, о). Поскольку

՛•* J (С֊-М
Л — Jm > 4|

(s*֊l)

о

А — | Im / л] 
(A-|ImX*l)'*

и, следовательно 
(г,— 1) з.— 1

|/* (>.»)|(А—|1тл*1) * <(зй-1)!Шх-

Но очевидно А— |1тХ*| 1/А с6з(к/(2А) 1т ••»), и значит
2.34)

<**֊«
Im л* * (sA-l)l|/U

(2.33)

(2.34)

в силу

Таким образом

I / Г
( / (>֊*) cos — 1m >֊* 

2Л

Из (2.33) и (2.35) следует достаточность утверждения 1°, 
димость доказывается так же как и аналогичное утверждение 
(см. [6], гл. 10).

а

(2.35)

необхо-
для круга.

Еревански! государств енный 
университет Поступила 13.IV.1987.
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կ. Լ. 'ԼԱ9.ԱՐՅԱՆ. կիսահարթո։թյո։նում և շերտում /7х դասերում րադմապաաիկ ինտեր- 
սլոյսյդիոն խնդրի էֆեկտիվ լուծում (ամփոփում)

Աշխատանքում կառուցվում են ֆունկցիաների համակարգեր, որոնց միջոցով ներկայաց
վում են կիս ահ տ ր [I ո լի շուն ում և շերտում Н" ղասերում բազմապատիկ ինտերպոլա ցիռն խնդրի 
լուձումնևրրւ

К. H. KAZARIAN. The effective solation of the multiple Interpolation problem In 
the do։Set IT in the halfplane Or In the strip (summary)

Special system of funntio-is are constructed. The solutions of the multiple inter
polation problem im the classes in a halfplane or in a strip are represented, 
by this systems.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Г. М. ГУБРЕЕВ

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТИПА ДЖРБАШЯНА 
И ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ЦЕЛЫМИ ФУНКЦИЯМИ КОНЕЧНОГО

ПОРЯДКА

Теория классов Харди в угловых областях и со степенными весами 
была развита в цикле работ М. М. Джрбашяна и подробно изложена в 
монографии [1]. В заметке основные факты этой теории распространены 
на случай произвольных весов Макенхаупта: построены интегральные опе
раторы, которые в случае степенных весов совпадают с преобразованиями 
М. М. Джрбашяна с ядрами Миттаг-Леффлера. Полученные результаты 
применяются к решению кратных интерполяционных задач в классах це
лых функций порядка р >1/2, квадрат модуля которых суммируем с 
произвольным весом Макенхаупта w-2(z) на правильной системе лу
чей Гр (в статье они обозначаются через Ла(Гр, ш՜2) и представляют 
собой обобщение соответстующих классов М. М. Джрбашяна [1]). 
Эта тематика имеет давнюю историю и берет свое начало с работы 
[2], а в последствии такого рода интерполяционные задачи (р = 1, 
up(z)=l) исследсвались в [3]. В случае степенного веса и произволь
ного р>-1/2 постановка задач принадлежит М. М. Джрбашяну и пер
воначальные результаты изложены в статьях [4—9], где рассматрива
лись и другие интерполяционные проблемы. Отметим также работу 
[10], в которой теорема Б. Я. Левина [3] обобщается на случай весов 
Макенхаупта.

Рассматриваемые здесь интерполяционные задачи исследуются с по
мощью теорем п. 1—2 настоящей статьи и операторного метода проектиро
вания, который возник в работах Б. С. Павлова [11—12] при решении за
дачи о безусловной базисности систем экспонент, а в дальнейшем приме
нялся к изучению базисных свойств более общих семейств функций [13— 
17]. В работах [13], [17] были сформулированы соответствующие интер
поляционные следствия.

1. Как уже отмечалось, все теоремы этого пункта в случае w2i(z) = 
= |z| ® (—1 < со < 1) впервые были доказаны М. М. Джрбашяном, 
причем его доказательства опираются на асимптотические свойства функ
ций типа Миттаг-Леффлера и получены с помощью тонких аналитических 
методов теории функций в классическом смысле. Доказательства теорем 
1—3 основаны на других соображениях и возникли в результате пере
осмысливания некоторых фактов из книги [1] с позиции теории опера
торов.
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Произвольному числу Р>1 2 отнесем контур 7р в комплексной 
плоскости С, представляющий собой угол с вершиной в нуле, аргу
менты точек сторон которого равны — к/р, 0 соответственно. Для 
образовавшихся областей будем использовать обозначения:

7՜ = |а £ С : — К р<аг£ х<0}, 7+ — : 0<аг£ х < к/а),

а = р(2р—1)Л ■ (1)

При р«=1/2 под контуром тр понимаем положительный луч Н|. и счи
таем, что 7(. =С\К+. Если на 7р задан вес р(г) >0, то через (7р, 
р) будем обозначать пространство функций / с нормой = 
= у |/(г)|։ р (г) |</а| оо. Напомним [18], что вес р (г) называется ве- 

Ъ
сом Макенхаупта՜ на контуре 7р, если

зирзир{г-' I р(>.) г՜’ 1 р՜1 ('•) |</>||<°°. (Аг)
*вр г>ъ I .! J 1 р

л («. г)птР я (»,

где В (г, г) — круг с центром г и радиуса г. И, наконец, ветви встре
чающихся в статье степенных функций, в областях 7* фиксируются 
условиями изменения аргумента (1).

Предложение 1. Пусть р1 2. а ш’(д) — произвольный вес 
Макенхаупта на контуре 7 . Тогда справедливы утверждения:

1) если р>Г2, то существует единственная, с точностью 
до постоянного унимодулярного множителя, аналитическая в об
ласти у՜ функция ги_ ().), имеющая почти всюду некасательные

п.в.
предельные значения при /--»-хи такие, что ш (г) = |ш (г)| (г (; 7,). 
Далее, функция и>_ (>■''’) является внешней [19] в нижней полуплос
кости и имеет место представление 

1-:-р -

о

с некоторой функцией у ■< С?"՜ (И-ч );
2) если р —1/2, то предыдущее утверждение остается в силе, 

причем модули граничных значений аналитической в С\Я+ функ
ции «/_(/•) на верхнем и нижнем берегу разреза почти всюду сов
падают :

|ш_ (х + /0)| = |то_ (х — /0)| = ш (х), х £ К+.
Рассмотрим теперь следующую конструкцию. Произвольному 

весу Макенхаупта ш’ (г) на контуре 7р(р^-1/2) в силу предложения 
1 отвечгет в существенном единственная функция у^Ьг (К+) • Эта 
функция, в свою очередь, порождает:рёгйёягйё ՛”<)-йнтесралЬно-

,яо - го уравнения
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£ *• * 1 _ 2

2 5 р-этик т о-лэц! г
Таким образом, в этом случае ядро оператора /Л. я- порождается 
функцией типа Миттаг— Леффера, а теория таких операторов была 
построена в [1|.

Естественный вопрос об области значений операторов а при
водит к понятию классов Харди с весом Макенхаупта. Для любого 
веса удовлетворяющего условию определим класс Харди
№ (у7> и»՜՞) как совокупность всех аналитических в области 7Р функ
ций К, для которых конечна величина

у?։в0»0 —' г~*(‘р)в0> $) л=у (*М >о,/.£С.

О

(2) 
Таким образом, каждый такой вес -ш'1 (х) на контуре у индуцирует в 
£1(Л+) интегральный оператор

(£>,. и/) (=)==-—- 0/(0 Л, * €7.-у 2п р
с

Теорема 1. Пдсть и>] (г) — вес на контуре Тр (р > 12), удов
летворяющий условию (>4?р)- Тогда оператор „ непрерывно отоб
ражает пространство £а (1С-) в £а (тр, то-2). Кроме того, он огра
ничен снизу и имеет место формула обращения

1 С -1гЛ'/(/) = ֊г I (£)р, п./)(х) ти^Нг) г е dz, ( 0
Р 2՜։ 3

Ъ
Замечание. В предельном случае р - 1 2 в этой формуле ин

тегрирование ведется по „двойному* лучу, Л-ь то есть по границе об
ласти С|Л . Другими словами, она может быть записана в виде

2 Г
/(/} = ,,---- I (£>: /) (х5) «С1 (х։) х1'2 * * е-‘х՝‘ с/х, £>0.

У'2-г 3 — • »

В случае степенного веса ша(г) = |х|в (—1<ш<^1) оператор 
п совпадает с преобразованием М. М. Джрбашяна. В самом деле, 

поскольку для степенного веса (/.) = /. , то в качестве у можно
взять функцию [20] :

У (0 = Г՜1 (Ю У՜1, И = (2р)՜’ (1 + ? - <м).

Поэтому решение уравнения (2) выражается через функцию Миттаг-Леф- 
4»лера:

кп нолту I *- — , „
<0) ■ У,. " и"-, и), Е,(х; Р)=У; —- --------г՜’

I (И т п?՜1)
1^1 к 1—\!1<֊ — Г— '
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ллр = вир I I/1 ('"е,’’)|։ |то_ (ге'*)Г2 <1г < оо, 
• _ж/р<7<0.)

о

где функция то_ отвечает ш։ (х) в смысле предложения 1. Совершен
но аналогично, этому же весу отвечает аналитическая в 7+ (р > 1/2)֊ 
функция то+О), которая после замены >• = г։/’(1тг > 0) становится 
внешней в верхней полуплоскости и такая, что

П.В. 1/- 1
ш (х««) = |ш+ ((х + /О)1 )|, х 6 R, « = Р (2р - I)՜1.

По определению, класс №(7р+, то՜2) состоит из аналитических в 7՜ 
функций Р, удовлетворяющих условию

от
||Л1 = зир I |Г(ге<т)|։ ]то (ге/?)|՜՜ <7г < оо, р^>1/2. 

'г 0<у<ж/а J 
О

Отметим, что при р=1, ша(г)=1 введенные пространства совпадают 
с обычными классами Харди Н± в верхней и нижней полуплоскостях 
соответственно [1]. Как и в случае степенного веса и»’(г)=|г “ [1] 
[21—22] такие классы обладают всеми основными свойствами классов 
Харди Н\. В частности, элементы из то-2) стандартным обра
зом отождествляются с функциями пространства £а (7р, то՜2), которое 
распадается в прямую сумму своих подпространств:

то֊2) =№(7+ ™֊2)4.№(7Г, то՜2), р>1/2.

Теорема 2. Если р^>1/2, то оператор ш, порожденный 
весом. Макенхаупта на контуре 7р пространство £а(Я+) отобра
жает на класс Харди №(7+, то՜2). Если р=1/2, то » отобра
жает £а(Я+) на все пространство то՜2).

Введем теперь в рассмотрение контур Гр, пологая, что Гр = 7р 
при 1/2--<р-<1, а при р>1 Гр получается из 7р присоединением п = 
= [2р] — 1 лучей, выходящих из начала координат и лежащих в 7+. 
При этом должно соблюдаться условие: каждый из п +1 углов, на 
которые разбивается 7+, имеет раствор ^к/р. Далее, через Л^(9) 
обозначим индикатор целой функции Е при порядке р.

Теорема 3. Пусть то2 (г)—вес Макенхаупта на контуре 
Тр (Р 1/2)’ Функция Г тогда и только тогда допускает инте
гральное представление вида

а
= рр, «,О /«) л. /61Д0, О), 

о

когда выполнены условия:
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1) Е — целая функция порядка нормального типа и
У |Г(д)|։ |ш (г)! 1 \ctzl < ж;

г
2) АН—"2?) 'о пРи р =£  “ Л/^(—-2)<а, Ли« 2) С о, 

если р = 1.
1

В дальнейшем пространство целых функций порядка р, описание 
которого дается теоремой 3, будем обозначать через А? (Г։, то՜2;, а 
норму в нем определим равенством

2. В задачах интерполяции целыми функциями из классов Лз(Г?, 
то՜ ) важную роль играет следующий результат- Следуя М. М. Джр- 
башяну, для произвольной комплексной последовательности |zy)i° че
рез st(pk) обозначим кратность появления zK на отрезке (во 
всей последовательности).

2

Теорема 4. Пусть |zy |“—последовательность из области (р^> 
L>1(2), to’(z)—вес Макенхаупта на контуре ? . Тогда семейство рациональ

ных дробей ((s,— l)!(z — zk) " |Г образует безусловный базис замы
кания своей линейной оболочки в пространстве L2 (тр, то’) тогда и 
только тогда, когда sup р <՜ оо и последовательность {zH* (из нижней 

* ' 
полуплоскости) удовлетворяет условию Карлесона [19].

С помощью специальных операторов преобразования рассматри
ваемая задача о базисности сводится к аналогичной задаче в классе Н2_ 
для семейства дробей с полюсами на множестве При р^>1/2 и
то’ (z) = |z|" теорема 4 впервые была доказана в [21 — 22] методом 
биортогонализации М. М- Джрбашяна.

3. Пусть А = {).;]* —последовательность комплексных чисел, за
нумерованная в порядке неубывания модулей, рл — уже упоминав
шиеся ее целочисленные параметры. Через P{bj} обозначим весовое про

странство последовательностей С = ]су.՛? с нормой ДС|]  = У IcJ’ bj<^oo, 
/и՝!

3

6/^>0. Далее, по любому весу Макенхаупта w2 (z) на контуре fp 

построим класс >4^(ГР. то՜2) и рассмотрим на нем оператор /л!

J,F= (>.;)],“. re Д?(ГР> w- ■).

Вопрос о разрешимости интерполяционных задач вида F 7 (X;) =
= (1 оо ) в классах /4^(ГР. то ' 2) сформулируем следующим об
разом : какими должны быть Л и весовая последовательность (6/|Г, 
чтобы оператор J-. взаимно-непрерывно и взаимно-однозначно отобра
жал про.транство Аа(Гр, w 2) на Р {А;|? Здесь получен ответ на этот
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вопрос в предположении, что кратности р ограничены в совокуп- . 

ности : sup Pt, <С 00 • 1
Рассмотрим сначала случай, когда Ас-.+(о > 1/2) и не „сильно 

прижимается“ к сторонам угла 7р в том смысле, что части последова
тельности Л, попавшие в достаточно малые углы 0<^argX <^в и 
_ я/р__ s < arg*՝ < — я/р при некотором 8 />0 подчинены условию :

1тЦ > 3, ՛ ' " (3)

где под Хр понимается аналитическое продолжение в указанные углы 
стандартной ветви этой функции в области При доказательстве 
теоремы 5 используются все предыдущие результаты.

Теорема 5. Пусть Д с 7+ и выполнено условие (3). Если Ja осу

ществляет изоморфное отображение А^(Гр, w՜2 3) на пространст
во /’ 16/՜), то:

2) lü?<ОК1Ч>(г« -‘)|д jjj- 1Ж|Ф/1е2>| _ _
' Г--- Гр Г~- Г*

3) функция ша (г) |Ф (z)|՜2 является весом Макенхаупта на 
контуре 7р. , • -...... • I ֊ «V» $ -Л

Заме ч а н и е. .Поскольку из требования 1) вытекает, что поря-՛ 
док Ф равен р, то второе условие требования 2) при 12</р</1 вы
полняется автоматически.

Аналогичный результат имеет место и в том случае, когда последова
тельность Л с 7՜ и лежит в произвольной криволинейной полосе вида

о < s<О1го < Д, 1 < у < ос'. (5)
Теорема 5'. Пусть р^-1/2, Лс:7^՜ и выполнено условие (5);. 

Если Ja изоморфно отображает. Я; (Гр, w՜2) на Р (6/|, то

/7Х1™_С/7)Г(Р7Г_РЛЛ (6)

Оператор Ja является изоморфизмом пространств А, (Гр, 
w и-.1* с весом (6) тогда и только тогда, когда последова- 

<и
тельность Лр = |).р : X* £ Л) отделима, т. е.' inf |Х*—*-yl 2> 0, а Л 

.г, * .

6;ж|«4('7)1 2 Ого''/ |>Я )2,у \ а = ?<2р —1) \ (4)

Далее, оператор Ja является изоморфизмом пространств А^(ГР, 
' а Л(ш՜2) и P{bj} с весом (4) тогда и только тогда, когда А'=р*:Х*£ 

£ Л| удовлетворяет условию Карлесона, а последовательность Л 
совпадает с множеством корней (с учетом кратностей) целой 
функции Ф, удовлетворяющей՛ требованиям :

1) функция z՜1 (Ф (z)—Ф(0))^Лс(Гр, W՜2);
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совпадает с множеством корней целой функции Ф, удовлетворяю 
щей требованиям теоремы 5.

Не останавливаясь на подробностях отметим, что как и в работах 
[2—10] здесь тоже можно выписать эффективные формулы, восстанавли
вающие интерполирующую функцию F по последовательности (c,|“£Z’{6;}.

Результаты этой статьи докладывались на семинарах М. Г. Крейна 
(1986). М. М. Джрбашяна (1987), Н. К. Никольского—В. П. Хавина 
(1988). Пользуясь случаем, выражаю глубокую признательность участни
кам семинаров за обсуждение результатов и ценные замечания.

Одесский государственный
пединститут .- Поступила 24. V. 1988
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

И. В. ОСТРОВСКИЙ

ОБ ОДНОЙ ПРОБЛЕМЕ МОМЕНТОВ ХАУСДОРФА

М. М. Джрбашян [1, 2] поставил ряд вопросов, связанных с раз* 
витой им в [3] теорией факторизации классов мероморфных функций* 
Настоящая заметка посвящена решению одного из них, который фор
мулируется так. Пусть »։, ш։ — неубывающие непрерывные на [0,1) 
функции, удовлетворяющие условиям

1

ш/(0)=1, J («/(0-1)г1 dt<oo,/ = 1,2. (1)
о

Положим
-1 1

>о = 1. 'п = J Г՜* ш, (0 dt / J f՜1 ш, (0 dt, п = 1, 2, • • •. (2)

о о

Верно ли, что если отношение w։/<u։ невозрастает на [0, 1), то числа 
(кЛ)о образуют разрешимую проблему моментов Хаусдорфа, т. е. 
существует неубывающая на [0, 1] функция р такая, что

1
л„=у tnd?(t), n = o,i, 2,***? О)

и

Мы покажем, что представление (3) будет иметь место, если условие 
невозрастания wt/w5 заменить несколько более сильным: при достаточ
но малых е^>0 выполняется

sup . 0 < < < 1. (4)
«։ (") Ш1 (0

Это условие является в известной мере неулучшаемым.
Теорема 1. Пусть о»։, wa—неубывающие непрерывные на 

[0, 1) функции, у довлетворяющие условиям (1), (4). Тогда для чи
сел >П։ определяемых равенствами (2), справедливо представление 
(3). Условие (4) нельзя заменить условием невозрастания отноше
ния

Положим 2; (у) = (е“у), 0<;у<оо. Функции Qj являются не-
зозрастающими и удовлетворяют условиям

ос

2у(+«) = 1, р2/(у)-1)^<00, 7 = 1, 2. (5)

о
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Пусть

} е ,у (у) с/у, $>0, 
О

(6)

ясно,՛ что /.„ = л(л)(л = 1, 2,՛ • •). Замечая, что в силу (5)

г 1 Г ‘1е-’ЪМбу = — + е ,у (2, («/) - 1) бу ------ + 0(1), 5-+0,
] 5 и 5

О и

видим, что >.(+0) = 1 =/-о- Поэтому теорема 1 будет доказана, есчи 
докажем такой факт.

Теорема 2. Пусть 2։, 2։— невозрастающие непрерывные на՝
(О, оо) функции, удовлетворяющие условиям (5) и, кроме тою, ус
ловию: для достаточно малых А^>0 выполняется

2а (х +- Л) 2։ (։/ + Л)
5цр ՛ ՝>> ---------------------------

у Йа(х) 2։(у)
(7)-

Тогда для функции >֊ (з), определяемой равенством (6), справедли
во представление

*֊(։) = е~лу </<х (.у), $ >0, (8)՝
о

где а — неубывающая на [0, ос) функция, г (0) = 0, а (+ ^ ) =■ 1.
Утверждение теоремы перестает быть верным, если условие 

(7) заменить условием неубывания отношения 2։ 2։.
Доказательство опирается на следующую лемму.
Лемма. Пусть и (с4’^—две последовательности поло

жительных чисел. Если выполнено условие
твх(с]^1с1'} < р/+1/р£, I - 0, 1, 2,- • •, (9)-

то последовательность [хл)р , определяемая бесконечной системой 
линейных уравнений

Ро = со хо.
р,=с։ хо+-сох։, 
........................... (Ю)‘
Р1 С1 хо + с1-1 Х1 ■։------ Ь с, х1 .1 Со Хр

состоит из неотрицательных чисел.
Доказательство. Умножим г-е уравнение системы (10) на 

р/+1, а ;’+ 1-е — на р1 и вычтем. Будем иметь

0- (с1р1+1 -с/+։ р()х„+- (с4_։ р1+1— с։р£)х։-։,------ 1-

4՜ (соР/+4 С| Р/) — СОР1Х1

Так как, в силу условия (9), имеем
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с/Р/+1 ~ с/-',лР1~с/Р/ ( ~ ~) >0, ; = 0, •••, /,
' с/ '

то справедливость утверждения леммы получается по индукции.
Докажем теорему 2. Пусть К ^>0 столь мало, что выпол

няется (7). Положим
Рй=Й.((Л+1)Л), сд=2։((* + 1)Л), * = 0,1,..., (11)

и обозначим через (х4)0" соответствующее решение системы (10). В 
силу леммы имеем хк > 0, *>-0. Из условий, наложенных на функ
ции следует, что последовательности и гс4|”, определяемые 
(11), невозрастают и Е)тр/,= Е։т ск = 1. Поэтому из (10) вытекает, 

что

р,'с1 >х0 + -}------ н Хр 1 = 0, 1, 2, • • •,

к-0

Так как условия (5) обеспечивают сходимость рядов

V е-***2у((* + 1)А), / = 1,2, э > 0, 
Л-0 

то имеем равенство

X е-^лЙ,((*+1)А) .
-------------------- = £ е֊^Хк, з>0. (12> 

£ е *лЛ2а((*+1)А) *“°
*=0

Покажем, что при А-*--^-0 выражение в левой части (12) стре
мится к >֊ (з). Для этого достаточно установить, что при К —» 4- 0 
имеем для всех з^>0, у = 1, 2

ОО
А^е-*(*+։)*2у((А + 1)АН [е-,уа?(у)^. (13>

4-0 
о

Имеем

]] (А) = С е~3! (у) dy-hy։ е-,(* ” А 2/ ((*4-1) А) ==
.> к-оо

(4+1) Л
= 2 [ (е-1У-е-"{‘+1,Л)2Лу)^ +

4-0 7
4Л

(4 И) Л
+ ^е-П*+։)А Г (й/^-ЦД^-М)*))^.. 

л-о
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Используя для оценки первой суммы неравенство 
e֊jy е—» (*+։) Л _ е-*У (1   е֊< ((4+1) Л -yij 

< e-xys((A + 1) А — у) -i she ,у, kh-^y < (к 4-1) Л, 
а для оценки второй, замечая, что 

(4+1) л
е֊т(4+1)л J* (Q/(y)-Qj((k + l)h))dy<h\Qj(kh)-(2j((k^)h)),k>l, 

iii
видим, что 

оо h
/y(A)<sA| е s/ 2j(y)dy 4- е՜4* | 2 у (у) dy -+0, Л-++ 0. 

• о О

Итак, (13) доказано, а вместе с тем установлено, что выражение в
левой части (12) стремится к >.(s) при Л—‘-+-0.

Положим ал (։/)== £ х.. В силу доказанного имеем 
с »<у/Л 

» <г.
*Limo j ~ 1 У d՞՜1' < 1֊ 

и о

Применяя теорему Хелли, заключаем, что справедливо соотношение 
х

(8), где а — неубывающая функция, ^Л(у)-^1. Из (8) и того, что 

о
® -с

).(+0) = 1, следует | </а(у) = 1. Тем самым справедливость представ- 
и

ления (8) при выполнении условия (7) доказана.
Докажем невозможность замены условия (7) условием неубывания 

отношения 2։/2։. Предположим, что такая замена возможна и покажем, 
что это ведет к противоречию.

Выберем произвольно числа 0 с< т) 1 и положим

2<1'։> (у) = пу՜՛', 2гп) = пу~\ 0 < у < 1;

а’Г’ (у) = ^(2,(у) =
(п — п։) у + п1, к у < 1 4- — •

72

1, 1 Ч--- —•С^<Сос՝։ п = 1, 2,--- .

Ясно, что функции 22п), и = 1, 2, •••, удовлетворяют условиям (5), 
и отношение д(л) дМ) неубывает֊ Ввиду сделанного предположения 
имеем представление
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е * <1у
°֊--------------------= ] в п = 1 *’ 2>‘' * (14)

1 1 + 1 п - >
[е-,уу ' Л/+ [ ((1 — п)у 4- л)е’ * '<1у + — Г е~1у </у

3 3 п 3
е 1 1-г1,'л

откуда видно, что при л—>оо, 5 > 0, оно имеет пределом функцию
1 1

Р («) = ( е а* у՜՝ ду/ е~^'у~г‘ (1у.

о о

Поэтому делая в (14) предельный переход при л -> оо и применяя 
теорему Хелли, получим

р(з) = ^е-,уЛ0(у), 

о

где —неубывающая функция, | 4а0(у) < 1. Таким оэразом, мы при 
о 

ходим к равенству
1 ։

Г е՜1՝'у՜՝ </у = Г е՜3 *' у~г^у I е՜ 7 </а0 (у). 

о о о
Полагая —$ = ։7, запишем это равенство в виде

[ еиу (^) = [ е“у Ь Ш е“у *3 (^), 6 К (15)֊ 

R R Я
где V,, у2, ч3—'соответствующим образом определенные неотрицатель
ные меры. В силу (15) имеем м։= уа *■».„ поэтому (см., напр., [4], 
с. 85) для носителей 5(*/) мер справедливо равенство

5(^) = 5Ь) + 5Ь), (16

где знак + обозначает арифметическое сложение множеств (опреде
ление см., напр., [4], с. 84). Так как 5(՝*1) = 5(*а) = [0, 1], то из (16 
следует, что 5 (*3) состоит из единственной точки 0. Полагая ''з({0}) = с?

о

где а„ — неубывающие функции, ап(0) = 0, ая(4-оо) = 1. Выражение в 
левой части (14) можно записать в виде

1 1-М//1 оо
|е'*'!7 [ ((1 — л)у + п)е ’у<ф+— I е՜5 *'' (1у

. .) п ?
о 1 1+1/л
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из (15) заключаем, что «։зс’։. Это абсурдно, так как меры т»։ и v։ 
имеют на [0, 1] плотности, равные у՜՜՝ и у соответственно.
Физико-технический институт низких температур

АН УССР, г. Харьков Поступила 20.VI.1988
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.53

А. Е. АВЕТИСЯН

О НЕОБХОДИМЫХ И ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
ПОЛНОТЫ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ {£₽(}.„ г; и)|? 

НА СИСТЕМЕ КОНЕЧНЫХ ОТРЕЗКОВ

В настоящей заметке при некоторых ограничениях на расположе- 
ние последовательности (>>л) устанавливаются теоремы о достаточных, 
а затем и необходимых условиях полноты системы целых функций 
[Е? (>֊яг; р))Г в Ьр (р >1) на отрезке и на системе конечных отрез
ков. Здесь

= 2 Г/ / -И
Г(р + п р՜’)

—целая функция Миттаг—Лиффлера. При специальных натуральных 
значениях параметра р необходимые и достаточные условия совпадают.

1°. Вспомогательные результаты. В дальнейшем мы неод
нократно будем пользоваться следующим результатом.

Лемма 1. Пусть Р (г) — голоморфная функция в угловой, об
ласти

| 0 а < 2к------ )» имеет в этой области порядок роста р > 1 и
\ Р /
конечный тип.

Если сходятся интегралы

1п+|Г(ге'*)| (1п+|/:(ге '')|
---- 757—+ ------7^------ <*֊< + «>,

1 ։
то Р(г) вполне регулярного роста внутри Др (я), причем ее индика
тор определяется формулой

Ал (6) = ° соз р ( В — а — п а------
2р

к

2р
а нули Е(г), хк = Гке1**, лежащие внутри Др (а), удовлетворяют ус
ловию 
7-707
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Эта лемма является следствием известной теоремы М. Картрайт (см. 
[1], теорема 7, гл. V) и может быть просто получена из указанной 
теоремы конформным отображением полуплоскости на угол раство-

ра----
Р
Ниже мы будем пользоваться также теоремой о существовании 

целой функции, которая максимально быстро убывает в некоторой уг
ловой области и имеет возможно медленный рост во всей плоскости. 
Реализуя схему, предложенную Н. У. Аракеляном, К. Н. Хачатрян 
доказал следующую теорему ([3], см. также [4]), которую мы приво
дим в удобной для нас форме.

Теорема А. Пусть р^-1, р։ =—-— и
2р—1

Д„= |г£С, |аг£г— к| 0 < |г| < + оо| .

Пусть далее р (/) — положительная, неубывающая функция на 
[1, со), подчиненная условиям

С 1пр(г)< т =°, ?1 = 1։« -- --------) / . 1 г-*вс 1П Г
1

Тогда существует целая функция ш? (г) порядка р и нормального 
типа, удовлетворяющая в области ДР։ неравенствам

ехр | — с |ж|Р։ | <|шР(г)| < ехр (|z|)} (|ж| > 1).

1*1

2°. Достаточное условие полноты в L '(О, о1 ■). Введем 
обозначения

Bi (а) — [z£ С, |argz — а| < 8, 0 < |z|< со) fo< 6< —- j , 
к 2р/

В4 = U Вб (- •
\ 2р / \ 2р /

Теорема 1. Если множество комплексных чисел (К*)“ (к4=0) 
лежат вне Ви для некоторого 8 > 0 и

V—— =+<», ■ (1)
Г Ы'

то система |£Р(л*и; н)|"(р>1, р > 0) полна в 1? (О, а1’) (р . 1) 
при любом а ^>0.
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Доказательство. Рассмотрим функцию
,։/р

Г(^) = Е.(ги\ у} § (и) би (р>1, Н>0), 
о

гДе #(«)€£’(0, а'(') —=1) прир>1(при р = 1^(и) —ог-
՝ Р 9 '

раниченная измеримая функция). Из асимптотических свойств функции 
Е^г՝, I1) (см- [2]) и из леммы 1 следует, что Г՝ (г) — целая функция 
порядка у, типа < ~ и имеет вполне регулярный рост. При этом, 
если гц е՝к — нули Л (г), то

1?*՝

Отсюда следует, что

2 <2>-
Гк

То же самое можно сказать о нулях, лежащих в области |агдг|>- 
֊ я *<> ——Ь о. В итоге получаем

У — <+«,.
Г»

Таким образом, целая функция Р (г), если она отлична от тождествен- 
ного нуля, не может обращаться в нуль на множестве которое 
подчинено условиям теоремы 1. Это значит, что из

^(Х*) = У £р (>֊* и; и) ё (и) Л = о (к = 1, 2 • • •) 

о
следует Р (г) =5 0. Отсюда, в свою очередь, вытекает, что £(и)=0) 
почти всюду на (0, я”₽). Полнота системы {£р (Х»и; р֊)1~ в ЬР (0, з*")- 
доказана.

3°. Необходимое условие полноты в Ьр (0, °1 ’).
Теорема 2. Если система ՝Е9(^яи\ н)|Г^ Ал=/=0, р 1,.

ц — Р-' полна в (0, о|,р) (р>1) при любом о^>0, то
Р? /

2 -^-г- =+ <4>՛
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Доказательство. Обозначим p^—֊։------ Ясно, что при
2р — 1

р>1, Pi֊<l и Pi=1 ПРИ Р = 1- Допустим обратное, т. е., что ряд (4) 
сходится:

У'֊г<+ао- (5)

Обозначим через {р-я| последовательность, состоящую из точек
£**}“ и I—МГ» и составим произведение с нулями в точках

П(г)=П(1-А)-
Очевидно, что

У —— < +•«. (6)
N*

Отметим также, что при р։ = 1 сходится интеграл

(7)

где й (г) — X — • ибо в этом случае 3 (г) -= 0.
|;х*| ' Нл

П(г) — целая функция не выше порядка р։ и нулевого типа. Из 
(6), а в случае целого р։ из (6) и (7), следует

f 1пМ„(г) 
I гн-։ <8)rfr «С + СО,

где Мп (г) = шах |П (д)|. Теперь применим теорему А, выбирая функ- 
1*1 -Г

цию р (/) так, чтобы выполнялось неравенство
р (#) > 1п МП (/) + 2 1п I (9)

^в силу (8) это возможно). По теореме А существует нетривиальная 
целая функция (г) порядка р и нормального типа я։, удовлетворяю
щая в ДР1 неравенству

Ь(г)|<е-/’։|ж'). (10)
Составим функцию

Г(г)=Шр(хШ(д). (11)
Она тоже порядка^ р и нормального типа а։. Из (9), (10), (11) сле
дует, что при г £ Д?„ > 1

Если 1 р < 2, то по теореме М. М. Джрбашяна — И. О. Хачатряна 
(см. [5], теорема 3.1) F(z) имеет представление

/г(г)= | £p(zu; ^^(u) du, g(u)^L‘' (0, al p). (12)
V
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Очевидно
•Р

F(/„) =j Ef (>.„ и; р) g (и) du = 0 (и = 1, 2,...), 
и

т. е. система не полна в Lp (0, о] '). Если же р > 2, то по теореме 
М. М. Джрбашяна (см. [2]) F(z) можно представить в форме (12), где 
?(а)6£։(0, =>•/₽).

Но тогда g (и)^А’ (0, а}'р) (ведь при р>2, g<2). Е()я) = 0 
(п = 1, 2- • •) и снова получается, что система {Ег (>.„ и; р))Г не полна в 
£"(0, :}р). Полученное противоречие доказывает теорему.

Замечание 1. При р — 1 имеем р։ = 1, р = 1, Е{ (i.nu, 1) = 
— е к“ и условие (1) становится необходимым и достаточным для пол
ноты системы в Lp (0, о) (р > 1) при любом а > 0. Достаточ
ность этого условия была отмечена Б. Я. Левиным (см. [2], прил. III). 
Доказательство необходимости содержится в работе Коревара и Люк
сембурга [6].

4”. Полнота на совокупности отрезков, исходящих 
из начала координат.

Обозначим через Г„(а) (п >2 целое) совокупность отрезков

П(=) - 4г£С, argz=— 4- к —. 0<|z|<aVP] „
I ■ п п I

п-1
Л = 0,1,..., (п-1), Г„(3)= и Г*(э), 

Л—(I
Введем также обозначения: 

_ о _ —
<Р* -------- h к — • ± —-> к = 0, 1,- • -, (п — 1),

п п 2р

B<?’(S) = !^C; argz-^’l <5, 0<|z|< оо)(о<6<—V
X 2р/

Bi ~u’ ^/’(й).
*-։>

При р^-п, р>0 рассмотрим функцию

р 
F(2)=V1C Ee(2Ue4 

Л-0 J о
Р) gk(u)du = Ef(*, р) G(C) Л

где в = §к(и) е '■* при^£1\(а), а £4(и)££''(ГА(з))(&=0,1։-.-,п—1)..
С помощью леммы 1, как в 2° легко доказать, что Е(г)— це_ 

лая функция вполне регулярного роста и ее нули е к, (г« =/= 0), ле
жащие вне В>., удовлетворяют условию
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1

'■*<՛'’4-.В։

Отсюда следует достаточное условие полноты.
Теорема 3. Если последовательность точек р.*!? ('* 0) ле

жит вне В.. ( 0 </' <С —) и \ 2р /
?Ер-+~’

то система (ЕР(>.*и; |*)|" <р>п, н>0) полна'', в /Л(ГЛ (а)) (р > 1 
при любом а > 0.

Необходимое условие полноты дается следующей теоремой.
Теорема 4. Если система {^(лдС; !Х))Г ^•4’/= 0, р п,

= —----₽+_ \ полна в £р(Гя(а)) (р^>1) при любом а>0, тио
Р? / 

о» 1
X ——= + «՝. (13)
’ -^=г

|/*|
Доказательство. Допустим обратное, т. е,

X 1 / пр X
? Мр։ < г \ ~2р—и/

Обозначим через pH՛ последовательность, состояющую из точек р-*|

Р1 
и {).* е Имеем

У —\-< + оо, о (г) = £ -4*==° 
։ |Н4|Р։ №<' иг

(последнее условие играет роль, когда р, — целое). Каноническое про
изведение П (х) с нулями р* имеет самое большее порядок р։ и мини 
мальный тип, при этом

ОО
Г 1п М„ (г) оо, _ тах
1 г1+₽‘ 1И-г
1

По теореме А для любой функции р, (г), удовлетворяющей условиям

Гг£к>*< + оо, !££1к>=-ь, 
։+^ /■-<» 1пг п

1 г »

существует нетривиальная целая функция ш (г) порядка — и нор- 
71

1 । пг-мального типа, удовлетворяющая в области |аг$ г\ -С — неравенству 
2р|
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|ш (z)| < е-л<|2|\ и>1.
Обозначим р (г) = (г1*), 2 (z) = <и (г"). 2 (z) — целая функция поряд
ка р, нормального типа а։ > 0, которая в угловых областях

D* = (*6C, ,2* arg z — к — 
n

֊<2Р1 k = Q, 1, (n- 1)

удовлетворяет неравенству

|2 (z)| < e-p(U11 ( j dr < + ОЭ ) . 

о
Составим функцию /г(д) = 2 (г)-П (г). Она также порядка р и типа «։. 
Выбирая, как в теореме 2, р (г) из условия р (г) > 1п Мп (г) + 21п г, в 

•я—։
области /©= и Оп будем иметь 

о
1Г(х)|<^. м>1.

По теореме М. М. Джрбашяна (или М. М. Джрбашяна — И. О. Ха
чатряна) Е(г) имеет представление (С(ч) —не эквивалентна нулю)

/(г) = рР(я:; р) 6'(О л, 0(0 6^* (Гл (а,)).

Очевидно Л՝ ().*) = О (Л=1, 2,՝*-), т. е. наша система не полна. Тео
рема доказана.

При р = п из теорем 3—4 вытекает
Теорем|а 5. Если последовательность точек {>■*]“ (X* =/= 0) ле

жит вне Вб, то для того чтобы система функций. [£л(^н> р))Г 
/р=1—-----была полна в £Д(ГЛ(‘’)) при любом з > 0, необходи-
\ пр /
мо и достаточно, чтобы расходился ряд

V —— • 
|Х*Г

Ереванский ннстжтут народного хозяйства Поступила 5.1У.1988
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Разрывная задача Римана-Привалова со смещением s классе L*. Айра
петян Г. М. Известия АН Армянской ССР. серия -Математика». 1990. 
XXV. № 1. 3—20.

Рассматривается задача Рим’ана-Привалова. когда коэффициент—раз
рывная функция, а правая часть принадлежит классу £*. Условие класси-
ческой граничной задачи заменяется на условие, подходящее для случал 
пространства 1А Доказывается нетеровость этой задачи, вычисляется ин
декс и построены все решения. Библиографий 10.

УДК 517.53

Свойство близости для мероморфных функций с близкими нулями и 
полюсами. Барсегян Г. А., Сукиасян Г. А., Известия АН Армянскод 
ССР, серия «Математика», 1990, XXV. № 1. 21—33.

В домной работе для одного класса мероморфных в С функций ® (г), 
характеризуемых близостью их нулей и полюсов, уточняются некоторые 
оценки, касающихся свойства близости а-точек. согласно которому в кругах 
|г| г можно указать ~ А (г) областей с маленькими диаметрами (об
ластей наполнения), си-образы которых однолистно покрывают почти всю 
плоскость.

Для функкций из этого класса диаметры указанных областей напол
нения оказываются более маленькими, чем в общем случае. Библиогра
фий 2.

УДК 517.51

О сходимости почти всюду рядов Фирье-Асжандра суммируемых 
функций. Григорян М. Г. Известия АН Армянской ССР, серия «Матема
тика». 1990. XXV, № 1, 34-52.

В работе доказывается, что если —совершенное нигде не плотное мно

жество, то существует ряд акР/.(х) по многочленам Лежандра со֊ 
*=0

свойством: для любой
1) /-(х)=/(х) ва (?,'
2) ряд Фурье-Лежандра вновь полученной функции /' (х) сходится х

ней почти всюду на [—1; 1] и является подрядом ряда <х).
д = 0

Библиографий 10.



УДК 517.946

Разрешимость задачи Неймана для эллиптических систем с разрыв
ными граничными условиями. Оганян В. А. Известия АН Армянской ССР, 
серия ■Математика . 1990, XXV, № 1, 53—65.

Рассматриваются задачи Неймана для эллиптических систем 

+ с^ = о 
дх1 Охду ду1

дифференциальных /равнений второго порядка с постоянными коэффи
циентами в верхней полуплоскости О (у > 0). (дО = /?), предполагается 
что система слабо связанная.

В первой задаче, когда граничная вектор-функция /(х) принадле
жит классу ^R(xl. х:.---, хп. оо; /։, 1Н, /я+1), а решение ищется
в классе Мо(хь х.,---, хп. <»; 1п. /я+1), доказана разреши
мость задачи Неймана и найдена размерность пространства решений со
ответствующей одилродной задачи.

Во второй задаче, когда граничная вектор-функция / (х) принад
лежит классу ык(еа, х։, х2,---; /0. Л. /։<•••). » решение ищется в клас

се л/д(ео, х։, Х2.---; /0, /р 12, •••) доказана разрешимость задачи 
Неймана. Библиографий 22.

УДК 517.53

Решение кратной интерполяционной задачи в классах Н°° в полупло
скости и полосе. Казарян К. Г. Известия АН Армянской ССР, серия «Ма
тематика», 1990, XXV, № 1, 66—82. ,

В работе строится системы функций, посредством которых представ
ляются решения кратной интерполяционной задачи в классах Н°° в полу
плоскости и в полосе. Библиографий 25.

УДК 517.5

Интегральные преобразования типа Джрбашяна и интерполяция целы
ми функциями конечною порядка. Губреев Г. М. Известия АН Армян
ской ССР, серия «Математика», 1990, XXV, № 1, 83—90.

В первой части работы приведены формулировки основных теорем о 
классах Харди в угловых областях и с весами Макенхаупта, которые яв 
ляются обобщениями соответствующих результатов М. М. Джрбашяна 
(случай степенного веса). Вторая часть статьи посвящена решению коат- 
ных интерполяционных задач в классах целых функций порядка р ^2, 
квадрат модуля которых суммируем с произвольным весом Макенхауптг 
на правильной системе лучей, выходящих из начала координат. Библио
графий 22.



УДК 517.53

Об одной проблеме моментов Хаусдорфа. Островский ЕЕ В. Известив 
АН Армянской ССР. серия «Математика», 1990, XXV, №1, 91—96.

Пусть Ыз — неубывающие непрерывные на [0, 1] функции, удов
летворяющие условиям

I

о); (0) = 1, («/ (0 — 1) 1 7=1,2.
о

Положим

1 1

Х0==1,).Л= | Г"1 ш, (/) сП / /Л“։ Ша (/) <Н, 71 = 1, 2,”
о о

Теорема. Если при достаточно малых е>0 выполняется.

։<1р Ы^_=». < “.«О֊»» . о<,<!, (т>
.,(<) «.,(<)

то справедливо представление

1

Л = О, 1, 2, - •„
о

где р — неубывающая ограниченная на [0, 1] функция. Утверждение те
ряет силу, если условие (1) заменить условием невозрастания отношения.
<|)1/й)2-

Теорема дает ответ на один из вопросов, поставленных М. М. Джрба-- 
шянюм в связи с развитой им теорией факторизации функций, мероморф-- 
пых в единичном круге. Библиографий 4.

О необходимых и достаточных условиях полноты системы функций 
{£р(дпх; н)}” я» системе конечных отрезков. Аветисян А. Е. Известия 
АН Армянской ССР, серия «Математика., 1990, XXV, № 1. 97—103.

В настоящей .работе, при некоторых ограничениях на последователь
ность {Хп}> Доказываются теоремы о достаточных, а затем и необходимых 
условиях полноты вышеуказанной системы. Вопросы полноты рассматри
ваются в пространстве Др (р 1) на отрезке или на совокупности от
резков. Условия формулируются в терминах рядов. При определенных на
туральных значениях параметра р необходимые и достаточные условия. 
совпадают. Биублиографий 6.
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