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Խմբագրությունը խնդրում Լ այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա

կի Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնեք հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք Լ գերազանցի մեկ տպագրական մամ ույը 
(այսինքն ոչ ավեյի քան տեքստի 24 մեքենագրված էշ)» իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա
լը' ոչ ավեյի քան 5—6 մեքենագրված էջ»

Մեկ տպագրական մամույը գերազանցող ծավայով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կպեգիայի հատուկ որոշմամբ»

I. Հոդվածները պետք Լ ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռուսերեն քեղուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեք 
‘‘ամապատասխան լեղվովւ

3. Մեծատառ քատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում» է

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև' գծով»

4» Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
Նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում»

0. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում»

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

Ց, Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

2. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր և հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24 բ» Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»»
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УДК 517.95

К. А. ЯГДЖЯН

ПАРАМЕТРИКС ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ, ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ПО 
ПРОСТРАНСТВЕННЫМ ПЕРЕМЕННЫМ

Введение

Целью настоящей работы является построение параметрикса за
дачи Коши для определенного класса дифференциальных операторов, 
описание которого осуществляется с помощью некоторой функции 
> £ С' (А1) такой, что

/ (0) - 0. /. (z) > 0, (z) ■> 0 при z > 0 ('/.' (z) = дг л (z)), (0.1)
|c**'-(zl| ск ('•' (z) > (z))*՜1 I.' (z) при 0<z<l, к—2, 3, • • ■, (0.2)

с некоторым 3„, 0 < 60<1 2, 0<J.'(z) < cÂl-'J(z) при 0 < z < 1. (0.3)
Рассмотрим оператор L нида

А = № 4- £ ал , х) £>;. (0.4)
/ г| ■!- л», ] < т

где / - /=[0, Г], Г>0, х £ R", И]— — 1д}=— гд'дх/, О1 = —/д, = —
(} R") и задачу Коши:

£а=/, (0.5)
£)) ц|/=, = ф* (х), ։ = 0,- • ■, т — 1, /. (0.6)

Пусть .И, /V— положительные постоянные. Определим зону гипер
боличности Я, (/V) = {(х. ;) " >• (|х|) > ЛИп > М\
где <:>2 = е + |;|3. Рассмотрим (т, ((, х, 5)|{՞ _ нули полного симво
ла оператора Л, т. е. корни уравнения

-m+ S ау.«(6х)^Г = 0. (0.7)
/+|»| т, )<т

Предполагается выполненным следующее основное условие:
(А) существуют положительные постоянные М, N такие, 

что для любых а, 3, к с некоторыми постоянными 3, 0, С*, ,, р
для всех I, у, = !,•••, т, при (х, ;) £Za(7V), t^J выполнены нера- 
вснство. ՛

l'y (t, х, Î) - т, (É, х, *)| > (|х|) < 5 >, j I, (0.8)

\D՛; D\ D> -.է (է, X, 5)1 < C„..a, P < 5 >l- >•> Э1, |х| < 1, (0.9)

ID? Dî D^x Jm T.z (t, x, $)| , < 5 >-■'*'
V՝ (1*1) /

Հ0.10)
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Неравенство (0.10) естественно назвать (при к = ,«| = |В| = 0) усло
вием гиперболичности. В § 1 будет показано, что из (А) следует, что 
нули {>7 (Л х, 5)}f главного символа оператора, т. е. корни уравнения

).<"+ U a. a(f, хрЛ’ = 0 (0.11)
/+|։| = т, / '.т J‘

вещественны при всех (/, х, ?)€/Х R2՛՝ и что при этих же t, х, ;

|)7 (f, х, 5)1 < cl (|х|) fl, I = 1, • • •, т, (0.12).

р7 (t, X, 5) - \ (f, X, 5)1 > az (|х|) |E|f 8 = const >0, I =/= к. (0.13)

Таким образом, при х = 0, и только там, имеет место нарушение ус
ловия строгой гиперболичности оператора L, в связи с чем возникает 
вопрос об условиях на младшие члены оператора, достаточных или 
необходимых для Сх-корректности задачи Коши. Нахождение таких 
условий, т. е. решению так называемой проблемы Е. Е. Леви [1J, по
священо большое число работ. Сравнительно полная библиография 
есть в [2—16].

Далее будет показано, что (0.8)—(0.1Ю) приводит к выполнению 
при всех t£J, (х, 5)£/?2n, |х| < 1, и всех j, а, |а| ф 0, неравенств

х)| < а.₽л'*1(|х])НаХ (|х|)Г1 '• (0.14)
1 \ ՛• (|х|) /

Верно также и обратное, т. е. из (0.12)—(0.14), в совокупности с ве
щественностью [к,|f, следует (А) (см. лемму l)i

Отметим здесь, что если (0.3} выполняются с любым 0, то, 
как следует из результатов работы [7], урловия (0.12) —(0,14) являют
ся достаточными для (/’"-корректности задачи Коши. В случае 
Х(г)=х*, к—целое, условие (0.12)—(0.1'4); мак следует из работы 
[2], являются также и необходимыми для корректности. По очевидной 
причине мы будем интересоваться только окрестностью прямой х =0. 
В качестве функции /. (х) можно взять, например, zk, ехр(— х|՜*)՛ 
ехр (—ехр |х|)~й) (&>0) и т. д.

Оценка (0.9) лежит в основе предлагаемого ниже класса псевдо- 
дифференциальных операторов (ПДО) и интегральных операторов 
Фурье (ИОФ), посредством которых и выражается параметрикс за
дачи Коши.

§ 1. Гиперболичность. Классы символов и исчисление ПДО

Лемма 1. Условие (А) эквивалентно следующему условию:
(Т) нули Р7 (f, х, 5)){" главного символа оператора веществен

ны и выполнены условия (0.12), (0.13), (0.14)..
Доказательство аналогично доказательству леммы 1 [11].
Пусть SP7s(Q) — обычные классы символов (0 8 <[ р 1), обо

значим через Ct (J; S™ г (2)) пространство всех гладких: отображений 
у в (2).
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Определение 1. Пусть тп։, т3, т3—действительные числа. 
Через Sf, ■. [m։, т2, тп3|« обозначим множество всех функций a(t, х. ï)£ 
6 С“ (J /R2"} таких, что с некоторыми т, рп 3։ справедливо вклю
чение С? (J', », ) и для любых к, а, В с некоторыми постоянны
ми Сл, », р при всех J, (x, «) G Zh (N), |х| -< e, справедливы неравенства 

\Df Dl & a (t, x, Ç)| < Ct. .,₽<;> 0,‘՜"w+*131 Xя” (|x|) ( f/1*0 Y"* ”՛• 
\ 1 (M) /

(1.1)
Введем также обозначения 5« (m։, m3, m3) = 51,0 |m։> m3, m3],,

H, |ni|, m3, m3j = П St, |m։—v, m3— ч, m3j,.
•<=•0

Предложение 1. (i)- Пусть ал (t, x, ;) Ç 5». » (mi (*j, m2, m3)։ 
(Æ=0, 1, • • ■ ) и начиная с некоторого n ал (t, x, ;)=0 при (x, 5) £ Zh (Л/) П 
П jx||x|<e], 4>n. Тогда, если zni («j —-— при к-ь-со, то суще
ствует символ а(Л x, ;) £ SP,»{mi (Oi , т3, m3}։ такой, что

а — а0+а։ + а2-|-• • • mod С" (J; 5 “), (1.2)
в том смысле, что для любого к

(а — ап—а!--------- а»_1)€5р,»[п։1(։), ma, /п3),, (1.3)

и два таких символа отличаются на элемент класса С" (J; S “);
(ii) Пусть bh{t, x, Е) € » ! и»!—к, т2—к3, т3]։ {к =0,1, •••) и на

чиная с некоторого n bh(t, х, ;) —0 при (х, ;) (; Zh {П) П (х| jx| sj. 
к^>п. Тогда существует символ b (t, x, ;)£Sp,« |т։, m2, m3| такой, 
что

b — b0+ 6(-|- 62-j-----mod H, (тпр m2, m3}, (1.4)

в том смысле, что для любого к

(b — b0—bi--------- Ьл-1) ^Sp, -.{mi—к, т2—к, тп3}։, (1.5)

и два таких символа отличаются на элемент класса Ht (/п։, т2, т3).
Доказательство аналогично доказательству предложе

ния 1 [8].
Определенные выше классы символов являются, в частности, и 

обычными классами символов, что дает нам право пользоваться обыч
ными формулами теории ПДО, а с другой стороны, возможность, 
используя предложение 1, проследить за свойствами полученных с по
мощью упомянутых формул символов. Всюду далее в 5Р, » (тир m-j, ;п:1}, 
мы предполагаем, что 0 ô0-(- 3 < 1/2 < р 1.

Лемма 2. Пусть задана последовательность т Ат матрич
ных символов (t, x, ?) ê Sp, » {— v, — v, OJ, G = 1, 2, • • • ) таких, что 
NW (f, x, *) = 0 при (x, ç) ^Z*(yV)n (|x| < e|. Тогда существует опе
ратор N(i) такой, что M (t, x, ;) ÇSP, « (0, 0, 0),, и
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М{(,х, Е)~7+Мп(/, X, Е) + Л/(2,(*. X, Е) -)-••• тос1/^=/7. [О, О, О|.
(1.6) 

Более того №{() имеет параметрикс Л/” (г) {такой, что (/, х, Е) £ 
£ 5Р, л|О, О, О), и символы операторов Л (/) ЛА" (/)— /, (/) Л' (/)— /

принадлежат С7 (], Б “).
Доказательство ничем не отличается от принятого в тео

рии ПДО-

§ 2. Приведение к задаче Коши для системы первого порядка

Пусть СТ (У?1), О < 7 (/) < 1, 7. (/) — 0 при |/| > 2, 7 (/) = 1 
при |Н < 1. Рассмотрим гипоэллиптический оператор А (х, £>.г) с сим
волом А(х, Е) = 7. (). (1х|)<Е>/(ЛА1п<Е»)1п<Е>4->. (|х|)<Е>(1 — 
—7. (>• (|х|)<Е>/(/У1п<Е>))). Очевидно, что А (х, Е) ^5, II, 1, 0|. Если 
Н(х, Р.г) —- диагональный матричный ПДО с элементами /Л,(х, Бх) = 
= 8// Ат 1 (х, Дг) (/, /=!»•••> т), то через Н (х, Бх) обозначим па
раметрикс оператора Н(х, Бх).

Для и = '{и, Б/и,- • •, Б"' 1 и) и и = Н (х, Бх) и уравнение (0.5) 
можно переписать в виде системы

4,0 -»-/?;,£/=«։> (2.1)

с /?;,(/, X. Е)ССГ(У; 5՜՝), Ф = '(0,..., 0,/), Л,-4֊ А {{, х, Бх). где 
А {(, х, Е)СС7 (У; 5”). А (/, х, Е) £5, II, ],0|, а при (х, Е)^Д, <2 /V) - 
= |(х, Е) (:/?2"| 1 (|х|)<Е> < 2/V 1п <;>. <Ё>>ЛГ|, ^у

|£>,‘ Б} Б* А (/, х, Е1Ц < С*..,. з < Е |п <■>. (2.2)

Упорядочим в Дл (ЛО корни уравнения (0.7): Ре с, < Ре •••<^Ре-:„,. 
Выберем постоянные • • \с/,п и рассмотрим функции <р*(Л х, ;>-~
=</4 7.(л(|х|) <Е>/Л(1п<; ՝■ ))1п<Е - г, ;)(1— 7. (/ (|х|) < Е >.(Л’1п 
-<;! ))). По системе |<р„- А|"‘ составим матрицу Вандермонда М (/, х, Е)= 
= У(?1 - Фот! А), и пусть М(I, х, Бх) — параметрикс для М՜ {(, х, Бх).
Тогда вектор и = ММ) 17 будет решением системы

Б,У 4- М(О А (/)М* (0 У-1М,М)М#{() I/ 4- Я, {/) Б = Ф„ (2.3) 

где Л, М, х, Е) £ С“ (У; 5՜“), Ф1=ЛГ(^) ф. Легко убедиться в том, что 
(2-3) можно записать в следующем виде:

Б։У - Б{1) V-\-ВМ)У-\-(2.4) 

где БМ) —оператор с диагональным символам, элементы которого <р։, 
՛?։>•••. ?т> {I, х, Е) С/ (У; 5՜'), В (I, х, Е) 5, (0, 0, 0), и при <у,
(х, Е) £ Д1,, (2 /V) = Д։ (2 Л) П |х| |х| < е| справедливы оценки

|р‘/ Б1 Б?х В а, X, Е)|| < С",з < Е >՜1’1 ■’3| 1п < Е >. (2.5)

Осуществим в зоне 2л.,(Л/) = ДЛ(ЛА)П (х^Лп| |х|<е| „полную“ диа
гонализацию системы.
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Теорема!. Существует оператор N(t) такой, что N (t, х, ?)=1 
при (х, 5) £ Zj,, (/V), jV(Z, х, ;) £ S։ {0,0,0], Jdet N (t, x, ;)| > const > 0 
на J У. R2n

(Dt —D(t) + B(t)) N(t) = N (t) Lit mod C7 (J; ЧГ-), (2.6)
с некоторым оператором Lt вида

£I=Z)/-Z)(f)+F(f) + R(t), (2.7)
где при некотором e > 0:

(i) F(t, x, ç) — диагональная матрица F(t, x, £)£5։{0, 0, 0], 
F(t, x, î) = 0 при (x, ;) Ç Zi,. (TV), J,

(ii) R (t, x, ;)£//,°, и для любых k, a, P при (x, î)ÇZi, «(2A^),

|£>? Dl D9X R (t, x, E)|| < C*.., ? < 5 >-,։| +*131 In < B >. (2.8)
Доказательство аналогично доказательству теоремы 1 [8].

§ 3- Построение фазовой функции

Обозначим через X (t, x, ;) вещественную часть одной из функ
ций 4>2(/, х, 5), ։ = 1, 2,■ ■ •, т. Рассмотрим для системы Гамильтона 
задачу Коши

= (31) 

qlt-s = y, p\i-e = t.

Решение задачи (3.1) существует при всех s, Т<[0. Го], ç £ Rn, у R"> 
<5> > М, если Т(1 достаточно мало. Опишем поведение решения 
(ç (t, s,y,l), р (t, s, y, ?)). С этой целью определим классы S?... {m1 
m3, тз}> > учитывающие также и зависимость от параметра s. Они полу
чатся, если считать, что в определении 1J—компакт в Rd, а к— мультиин- 
декс(х, ?)^л(Л^/2).Соответственным образом определяются 5,{m։, т3, тп3), 
Н, |m։, т3, m3). Отметим, что в классах 5?. « {тп|, тп։, т3| °- справедливы 
утверждения предложения 1 и леммы 2, очевидным образом видоиз
мененные-

Лем м’а 3. Существуют полом ительные постоянные N, М, г, 
такие, что для любого S £ [0, Тп] и любых (у, £) £ R՜” справедливы ут
верждения:

(а) из (у, S) Ç2i., (/V/2) следует (q (t), р (<))(; Zi. 2, (Л) для yf Ç 
его, Го];

из (у, ?) ÇZA. , ( 7V/2) следует (q, (t), р (f)K ZA, 2, (/V'4) для 
y/Ç [0, Го] (т. е. „зоны не смешиваются“);

(Ь) если (у, Q^Zi, ,(Л/2), то р (t, s, у, ;) = ?, q (t, s, y, ;) = 
= У — U — s) V; ln <C « > Для всех t Ç [0, TJ;

(с) если (y, î) ÇZA.,(TV/2), то
|<7 s, У, 0 — y/< c). (lÿ]), y/Ç [0, Го],
|p (t, S, y, I) — «| < cX' (|p|) <£>, V* Cz[O, Г,];
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(с!) существует постояные с1։ с2 такие, что для всех I $ [О, Го], 
(у, В) £ Ен. ■ (Л//2) выполняются неравенства

с։-1 '• (Ы) <'• (1*7 (*)|) < *•! ’• (Ы)>
с։՜' >•' (1.у|) < >■' (,'д (01) < С| >■' (|^|),

сг։ >•' (кг|)/>> (|«/|) < >.'(1*7 (#)!)/> (I? (/)) < с։ // (^|) /. (|^|);

(е)д (7, л, у, ;)— у£ 5« (О, 1, 0), р (7, в, у, •) — ?£■£(!, 1, 1].
Доказательство аналогично доказательству леммы 3 [81.
Лемма 4. Пусть Тх и 5, £ (0, 1) такие постоянные, что

I — dqdy^l—^ при s, t £[0, TJ, y^R", l£Rn, <:> >/И. (3.3)

Тогда для отображения х = д (7, з, у, ;): R] ^y■-* R՞ (окрестностей 
начал координат в R" и R") с параметрами з, 7, ; существует 
обратное отображение у — у (/, з, х, ;), причем }у ((. з, х, ?) — х£ 
е £ {0, 1, 0}, ||/ - ду/дх1 < <1 - а,)/г, при I, з £ [0, Г,]. X £ /?".'= Г/?", 
<.«>-> /И. Если (х, ;) £ , (/72), то у = х 4֊ (7 — з) г= 1п .

Доказательство аналогично доказательству леммы 4 [8].
Построим, наконец, фазовую функцию Ф (7, 5, у, ;), для чего рас

смотрим задачу Коши
7О,Ф — /. (7, х, ?.։Ф) = 0, Ф|,„,= х?. (3.4)

Лемма 5. Пусть Т, и в,—постоянные из леммы 4. То՝.да 
Ф (7, з, х, £)— х-5 £ 5, |1, 1, 0| ,а при (х.;) 2\, ,(/7 2) имеем Ф (г, з, х, :)= 
= х-; 4- (7 — з) 1п < ; >.
Доказательство аналогично доказательству леммы 5 [8].

§ 4. Параметрикс задачи Коши для элементарного оператора

Рассмотрим в [0, 7’։] X И,, где Ul—{e^R՚՚ | |х' < г}, элементар
ный гиперболический оператор первого порядка

£= Л/—Х(7, х. £>х) 4-/(7, х, Рх), (4.1)
где I- (7, X, ;) — та же функция, что и в § 3. / (7, х, ;) £ 5, ,0, 0, 0|, и 
/(7, х. ;)=0 при (х, ?)^^|, .(/V), 7 £[0, 7՝,]. Продолжим его с (4, на 
все R“ и построим параметрикс следующей задачи Коши:

Lu = о, [о, т\] у /г".
“Iz_, = Ф (о < S < Т),

т. е. оператор Е,ъ (7, s) такой, что
| ЕЕФ (7, з) - 0 mod С?.а(ЧГх) (= С/% ([0, Г,]’; Т՜”), 
I £ф (s, s) = 7 (тождественный оператор)..

Будем искать £Ф (7, з) в виде ИОФ:

е'(Ф (Л Х'։) У :) е (7, s, х, ;) 6 (у) dyd', (4.4)
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с символом е (X, 5, х, ;)» разлагающимся в асимптотический ряд

։• (X, х, в, ;) ~ в, (У, 5, х, «) тос! (5 “). (4.5}
7—’>

Определим как в [9]

£ (X, з, X, ;) = — £ (X, X, Гх Ф (X, 5, X, :))• д'х Ф (X, з, х, 5) 4֊
1.1-2 “։

__ 4-/(Х.х,ухФ(Х,з, х,()), (4.6}

2Г — А — У а(։) (X, х, ухФ (X. з, х, ։)) /)’ 4- 8 (X, з, х, с). (4.7)
14=1

Если е.։ ф (X, з) — ИОФ с символом е._ (X, з, х, ;), то

я (£е, ф (X, з)) (X, з, х, «) = 2е„ 4՜ Г, (X, з, х, ;), (4.8
где
г., (X, з, х, ;)------у Ц- (>֊(=> (X, х, ?хФ(Х, з, х, у, ?))е,(Х, з, у,

|.| 2 а!

шос1Сг,(5-*)>*=0> !»•••» .(4.9}
1

7.гФ (X, з, х, у, $) = I ГхФ (X, в, у, 4՜ 6 (х — у), Е) </0. (4.10)
и

И так, пусть
I /е„ = 0, Ее. 4՜ Л, . = 0, ' ’-1 (4.11}
I во (з, в) = 1, е.։ (в, з) = 0, * = 1, 2,-■

Лемма 6. Если, (х, 5) £ 2Г1,. (Л//2), то для всех X, з£[0, 7\] 
е0 (X, з, х, () = 1, е-. (I, в, х, 5) = 0 (у =1, 2, ■ • •). Если же (х, Е) £ 2л, .(Л/2)^ 
з, Х£ [0, Т}], то для любых к, I, а, Р, у (у = 0, 1, 2)

(X, з, X, ')! < СД./...Р <5 >-’->в։/КЖ\‘+'+1«+1> 
\ х (1*1) /

Доказательство проводится по индукции с помощью (3.24), 
(3.25) [9].

Теорема 2. Существует ИОФ Еф (X, з) = еф (I, з, х, Дг )с фа
зовой функцией из леммы 5 и амплитудной функцией е (X, з, х, 6) 
такой, что е (X, з, х, $) = 1 при (х, 5) 21,»(Л//2), X, з£[0, 7^], а при 
X, з £ 10, Г,], (х, £) £ 2л, ։ (ЛХ/2) удовлетворяющей неравенствам (4.12) 
с у = 0, являющийся параметриксом задачи (4.2). В частности՝ 
для любого к^-0 е (X, з, х, 5) С*,* (/*; З՛}^։,,^). Параметрикс един- 
ственнен по тос! С/, ДТ՜ ").

Доказательство. Существование указанной амплитудной функ
ции устанавливается подобно тому, как было доказано предложение 1. 
Единственность доказывается рассмотрением сопряженной задачи 
для формально сопряженного оператора. Теорема доказана.

Нам понадобится следующий простой факт.
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Предложение 2. Пусть а (<, 5, х, 5)£ Г) С* , (у։; 5’*Д)(0^о< 

<1/2<р<1), и для любых к, 1,1, р при всех (х, 5) ^2Л,, (Л//2) 
/, з£[0, Г,]

|£>,*Л' £>? # а (6 з, х, 5)1 < С„,«, ?< 5 >т' ,а| (Х)(|х|) <5 >)"+'+ ”+?| X

X )•"”(|х|) О/ (|х|)/). (|х|))т’+,+։։+։", (4.13,
а символ г (I, 5, х, 5) таков, что г (£, з, х, 5) = 0 при (х, 5) £ Е\,, (М2)) 
/, з£[0, Т{ ] и для любых к, 1,1, Р, V (м^-0)

(*, 5, X, 5)1 < С*.< 5 > т*՜|։|՜’'•"'։”(|х|) X

X ()■' (М)/Х (|х|))тз ՛ *+ /+1“при (х, 5) е 2н.. (^/2), I, з 6 [О, Г,]. (4.14)

Тогда при достаточно малом Т՝ как = Лф (г, з)/? (#, з) так, 
и Яа= R ((, з) Аф (1, з) являются ПДО-ми с символами г^({, з, х, 5) 
(/=1,2) такими, что (по той С։, з (5՜ ж)) г; (?, з, х, 5) = 0 при з£ 
€[0, Г,], (х, В)£21,.(Л//2), и для любых к, I, а, V 0)

\О11՛ О՛, О* Ох г) (#, з, х, 5)| < Ск, ։, ■«, з,» 5 > ՛ ’ 1 1 >■ ' - (|х|) X

X (>•' (|х|)/л(|х|))"'՛ '"з+/+/ ’ при (х, 5)£2Л, ,(/У/2). (4.15)

Доказательство проводится с помощью теоремы 2.3 [10] и 
лемм 3, 5.

Наконец, сформулируем в рассматриваемых нами классах опера
торов теорему Ю. В. Егорова.

Предложение 3. Пусть Еф({, з) — ИОФ, построенный в 
теореме 2, и пусть символ р (/, х, 5) оператора Р((, х, Ох) таков, 
что р (Г, х, 5) =0 при (х, 5)(;21,։ (/V), ££[0, Г։] и (р ((, х, 5) 1п <3>)€ 
£ 5, ՛,0, 0. 01‘ Тогда Рх (I, з, х, £>х) = Еф (з, /) Р (/, х, £>х) Еф (։, з) есть 
ПДО с символом р\ (I, з, х, 5) таким, что р{ ((, з, х, 5) = 0 при 
(^, 5)^2։,. (/V), 6з€[0, 7,] и (Р1 (6 з, х, 5)/1п<5»6 5'.{0,0,0}.

1 Доказательство проводится стандартными рассуждениями с 
использованием лемм 3, 5 и теорем работы [10].

§ 5. Окончание построения параметрикса

Рассмотрим предварительно задачу Коши
£1£/=ф(0, £/՛,=.. = ЧГ (5.1)

для матричного ПДО вида (2.7), описанного в теореме 1. Параметрикс 
задачи (5.1) будем искать в виде Е՝ (<, з) = Е., ((, з) (/ + (2(1, з)), где 
Е> (I, *) — матричный диагональный ИОФ с элементами Eфյ з) 
(у = I,- -, т), являющимися параметриксами задачи Коши для опе
раторов А — ՛!■] х, Ох) ֊!- /у (Л х, Ох), описанными в теореме 2. Под
ставляя Е{ , з) в (5.1) и применяя предложение 3 приходим к зада
че Коши для оператора (2 (/, з);
Л <2(/, з) + R (6 з) (2(/, з) + Ло(л з)е С7.3(Ч--»), (2 (з/з) = 0. (5.2) 
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для которой справедливо следующее
Предложение 4. Пусть R (#, 5), (#, з) — матричные ПДО

с символами г (1, з, х, ;) и г0 (/, я, х, ։), соответственно. Предполо
жим, что с некоторыми р. К, т, р, о (0 < В 'р <1) для любых 
я, 9 с некоторыми положительными постоянными С։,з, С„ при 
всех I, з £ [0, 7’>], х£Р", ; £ R", выполнены неравенства

• ]£>1^г(/>5,х,;)|<С,.г<;>-₽|в|+4|?)я(Л ;), (5.3)

Р? го (6 3. X, ')| < С„ К ? >"֊^4 Я * (,. :)։ (5.Зо),
т,
| *(-.,8)<*</Г1п<?>, 8(1, 0 < С0<;>т. (5.4)

' о
Тогда существует ПДО <2 (/, а), являющийся решением задачи (5.2) 
с символом <7 (/, з, х, ;), удовлетворяющим при всех /, з£[0, 7^],. 
х £ R", ■ М неравенствам

Р’/# ч (*, з, X, $)К С. ,₽ <с >*+'’-н*1+ад (|п <3»>*+Я (5.5)

и, следовательно, принадлежащим классу

?€С,.,([0. Г։]а; П 5*’г''+‘)ПС}([0, Г]2; П 5£Чт+"+։). 
и<|<1

Решение единственно по тос! С/, Л ([О, 7’։]։;’Г՜՜ ®).
Доказательство аналогично доказательству предложения 5 [8]-
В нашем случае, допуская некоторую вольность в обозначениях 

R (£, з) = Еч (з, /) [ — 1т £> (/) + R (£)] £а (/, з) = £0(С я), причем 
8 (^. ;) = 1п<^։>, так что условия предложения 4 выполнены. Итак 
нами построен параметрикс (/, з), а следовательно, и доказана

Теорема 3. Пусть Е1 (/, з) — параметрикс задачи (5.1). То
гда параметрикс задачи Коши для Д)(2.1) существует и может 
быть записан в форме Ео (I, в) = М' (Д П (<) Е, (Д з) А" (#) М (г), где 
операторы М (/), И (/), Л/* (/), /V* (/) описаны в § 2. Он представ՜ 
ляется в виде сумм ИОФ с фазовыми функцглями Ф; (Л з, х, 5) 
(у — !,•••, т), описанными в лемме 5.

С помощью теоремы 3 и оператора Н(х, /Лг) легко доказывается.-
Теорема 4. Пусть оператор Т (0.4) удовлетворяет усло

вию (А). Тогда решение задачи Коши (0.5), (0.6) с /^.СТ ([0, 7]; 
£(/?")), ф;^£(7?п), у' = 0,՛՛-, т — 1, существует, единственно՛ 
и^С“ ([0, Г]; £(£")), а задача имеет обычный конус зависимости- 
Параметрикс задачи Коши (0.5), (0.6) может быть записан в виде 
оператора, действующего на вектор начальных данных (|0, • ■ •> фт֊1) 
по формуле .

л(/ т’(х. од £1о’' + ’ I/, 5, X, ОД А՞1՜1 (х, ОД Ь (-с), (5.6)
.-о

<д. . с:пь (1,.у.) ял:м.;гт парамгтрикса Еи (/,։) из гд:оремы 3.
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Как следствие получаем, что решение задачи (0.5), (0.6) с 

fkc՛ ([0, 71; £”(/?"))), имеет вид (по mod С")

и (t, х) = Ли-т)(х, D,)#'+J(f, з, х, £>ж) hm-J (х, Dx) Ф, (х)+ 
/=о

I
+ / J Ео т (t °> х, Dx) f (о, x)da. (5.7)

J
(Здесь Е' (Я1) — пространство распределений с компактными носите
лями).

Ясно, что с помощью (5.7) можно построить фундаментальное 
решение задачи Коши [10], доказать ее корректность в соболевских 
пространствах, уточнить потерю гладкости, исследовать вопрос рас
пространения и ветвления особенностей.

То, что условие (А) является, в определенном смысле, и необ
ходимым для Сх -корректности задачи Коши (0.5), (0.6) следует из 
теоремы 5, доказательство которой, аналогичное доказательству тео
ремы 2 [И], в настоящей работе мы не приводим, и для формулиров
ки которой нам потребуются нижеследующие обозначения. Пусть 

(/•?!.) такова, что при z£ (0,1) с некоторыми постоянными 
с, ’> si> 0 'J "С 1/3, 0 < -г < 1, 0 < ех < 1 для всех к £ N

v(0) = 0, v(z)>0, /(z)>0, |7*>(ж)|< с* (v'U)/v (*))*’’v'U), (5.8)

(z)/>. (z) + (z)/> (z) < c (vf (z)0. (z))", (5.9/
т / (z)A (z) < (1 -e.) V (z) :>. (z). ] (5.10)

Будем обозначать через Г коническое (по ;) множество в /?“?Х (Я"\0), 
а через ~х, «а—естественные проекции՜ на Rx и R", соответственно, 
причем О^т:х(Г). Обозначим также Г0=ГП((х, 5)|х=/=0].

Теорема 5. Предположим, что в некотором открытом ко
ническом множестве Г для некоторой, пары (j, к), 0<к<т, 
т — j — к > 0, для всех (/, х, ;) £ J X Г„ имеет место представление 

„ m — j — k к h(t -г j- к . ..I. а (г. z) =՛-=>. (|х|)|1п>.||х|)| „•՝’ 1=1 <5-”)■ч.._г.
с f = Г(/п — j — к) и с функцией b(t,x,\), удовлетворяющей при 
всех I, а, 8 и всех (/, х, В)6/Х Го оценкам

|£>[ D\ D'x Ь (t, х. ;)| < С/,«. э < ? >-**' (>.' (|х|) /. )|х]))|М, (5.12)
|о (/, х, ;)j const > 0 (5.13)

и для которой существуют постоянные 0и £ [0, 2 к], s (0, к) та
кие, что

I6»— arg(—6(f, х, ;))i <s при (f, x, с)€./ХГ0. (5.14)

Пусть, далее, при тех же (/, х, «) комплексные корни (т —])-ой 
степени из — b (t, х, i)/\b (t, х, s)l обозначим их через zi (f, х, ;)
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(Z = 1,- т —у), можно так пронумеровать и разбить на две груп

пы 'г, р —J> чт0 Im 2 v 0 и с некоторой по-
m-J

стоянной 5։ при всех (է, х, -)6_/ / Гп
min Im г, (է, к, ;) о (1), min |Imzz(f, х, >0, 

г+1</-'Л1— i
где величина о (I) может быть сделана сколь угодно малой за'счет 
уменьшения ~.г(Г) и сужения ՜: (Г). {При г = 0 первая группа пу
стая)-

Предположим также, что для остальных (j, к), к=0,- • •, т —1, 
т — j— к 0, при тех же (I, х, ;) для любых I, ß, Հ

D‘. Ы D\ 1 а, , (t, x) =’j < С, , , Հ՜յ-А -14 (|x|) X

Xlln ն (x|)|* (/.'(x|)) ՛՛< = (5Л5)
Тогда задача Коши (0.5), (0 6) с տ = 0 не является корректно пос
тавленной в окрестности точки (0, 0՝ в смысле определения 1 (11].

С другой стороны, как показывает следующая теорема (в кото
рой J = [—Т, 7՜]) условия (0.14) являются достаточными для спра
ведливости теоремы единственности, доказанной в нашей, совместной 
с А. А. Галстян работе (17].

Теорема 6. [17|. Пусть условие (А) выполнено частично, а 
именно, справедливы (0.8), (0.9), а вместо (O.lOj выполнено нера
венство Im*,(f, x, տ)| Ժ*(|х‘) <Հ ;^>, d = const 0}(/ = 1,•••, т), при
чем существуют ß/(Z=l,---, m', m' Հ т) такие, что ß, — а,-С 
<л-г, s^>0, [Оу, ßj Ո [а., ß.]=0, I ?= к, и для любого тг найдет 
'ся такой индекс что argt^f, х, ։)н[ар ßj, (/, х, ;) £ J X Zh (N) 
Тогда существуют открытые окрестности V, V, V'c. V, начала 
координат в R"՜' такие, что если u-C։(V), Lu=0 в V и supp 
вс{(/, х); է 0}, то и = 0 в 1".

Институт математики \
АН Армянской ССР .г Поступила 16.111.1988

Կ. Հ. ՅԱՂՋՅԱՆ. ։1ոշու խնդրի պարամետրիfup ըստ տարածական փոփոխականների վերածվող 
հիպերթո|ական օպերատորների ճամար (ամփոփում )

Հողվածում ուսումնասիրված են օպերատորներ, որոնց գլխավոր սիմվոլի արմատները 
համընկնում են ծ ամանակի առանցքի վրա։ Ցածր կարգի ածանցյալների գործակիցների վրա 
պայմանները ձևակերպված են, ինչպես բացահայտ տեսքով, այնպես էլ լրիվ սիմվոլի արմատ
ների միջոցով։ Պարամետրիքսի կառուցումը կատարվում է օպերատորի սիմվոլի որոշման տի
րույթը երկու գոտիների տրոհման և համապատասխան ձևով որոշված պսևդողիֆերենցիալ 
Օպերատորների և ֆուրյեի ինտեգրալ օպերատորների որոշ ղասերի օգնությամ ր։ Նշված է, որ 
վերոհիշյալ պայմանները ՛նաև անհրաժեշտ են Կոշու խնդրի Ст -կորեկտության համար։

К. Н. YAGDJIAN, Parametrlx for a Cauchy problem for a hyperbolic operator! 
which degenerate with respect to the граев variable։ (summary)’

The paper with the operators which have variable multiplicity characteristics 
which coincide on the time-axis. It is assumed that the coefficients satisfy some con
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ditions formulated in derms of the roots of the complete symbol of the operator. We 
construct the parametric of the Cauchy problem by means of zonal subdivision of the 
cotangent bundle and of specific classes of pseudodifferential [operators and Fourier 
integral operators. It is shown also that the conditions are necessary for the C“-well- 
posedness of the Cauchy problem. (Engl, transl. seo Souviet J. of Contemporary Math, 
Anal., 1989, V. XYIV. n. 5).
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В. Г. САГОЯН

О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИИ ЗАДАЧИ 
РЕДЖЕ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ДИРАКА

Настоящая работа посвящена исследованию полноты системы 
собственных функций несамосопряженного оператора Дирака В с фи
нитным (безмассовым) потенциалом, который порождается дифферен
циальным выражением

и граничными условиями
А71 (0) = 0, у2(Ь) 4- -гу\ (6) =0.

Относительно коэффициентов р (х) и у (х) мы предполагаем, что они 
непрерывны на интервале [0, а) и

р(х) = д(х) — 0, х>а
р(а)=£0, <?(а)==0. (1.2)

Оператор В действует В пространстве /,։(0, А; С։), 6’> а. Собствен
ные числа оператора В называются резонансами задачи Редже, а соб
ственные функции—резонансными состояниями (см. [9]).

В работе доказывается, что система резонансных состояний за
дачи Редже полна (при Ь = а) в пространстве £а(0, а; Са)(см. теоре
му 6). Исследована также совместная полнота собственных функций 
оператора В и его сопряженного. Доказано, что при Ь < 2а системы 
собственных функций оператора В и его сопряженного совместно пол
ны в С1 (0, Ь; С։).

Решения вышепоставленных задач с помощью методов работ 
[1], [2] сводятся к исследованию аналитических свойств характеристи
ческой функции оператора В.

§ 1. Вспомогательные утверждения

В этом параграфе приводятся вспомогательные сведения из спек
тральной теории самосопряженного оператора Дирака (см. [8]).

Рассмотрим самосопряженный дифференциальный оператор Ь, 
действующий'в гильбертовом пространстве Аа (Я+, С’), который по
рождается дифференциальным выражением (1.1) и следующим гранич
ным условием

Ух (0) =֊0. (1.3)
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Обозначим через /• (х, >•) решение Йеста уравнения
(£- >./) у (0=0. (1.4)

Оно определяется из условия

/(х, л) —/(х, >.)<■»/ х>а. (1.5)<
\ I /

Как известно, для решения Р(х,. <) имеется представление Левина

Г(х, >) =/(*, ') + С А (х, 0 /(/. л) Л. (1.6).

Обозначим через ® (х, X) решение уравнения (1.4).с граничными зна
чениями

?։(0, Х)=0, «|1։(0, Х)=1. (1.7)

Очевидно, что при действительных /. функции Р(х, I) и Г(х, >.) об
разуют линейно независимую систему решений уравнения (1.4). Лег
ко проверить, что <р (х, X) выражается через их линейную комбина
цию следующим образом:

’ (Х’ ?>) = (Х> М Л1 (К) “ Е (Х> ?)’(1-8)՛
где Г։;(Х)=Г1(0, X).
В верхней полуплоскости /тХ>0 ядро резольвенты R;, оператора Ь 
имеет вид

0 = Г(х, >)•?(#; }.) АТ’(^ <<х, 
.?(*> Х)?(б >№(>), Ох.

(1-9)՝

Здесь <р (х, >•) и Г(х, к) — соответсвующие трансг.онирсваннь е векто
ры. Кроме того имеет место соотношение

Их = 1Ц. (1.10).

У оператора Ь дискретный спектр отсутствует, непрерывный спектр 
заполняет всю вещественную ось. Для любой функции /(х) из прост
ранства (1?+, С’) имеет меото следующее разложение по собствен? 
ным функциям непрерывного спектра оператора 1к:

/(х>= А- [ л «Чх»- л,. (1.11).
- и 1*1 .(Х)Р

-г-Ш 0

а также равенство Парсеваля.

[ |/(х)|’т/х.— Г Й/, А)^„ (.] Д.2>

О —о»՝
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где

ttf. Ч“Т7= 1՜^-^-/«)«.
V« J Л(1) о

Отметим, что в случае финитного потенциала решение F(x, X) при 
любом фиксированном х продолжается на всю комплексную плоскость- 
I как целая функция.

§ 2. Подход Лакса—Филлипса

Рассмотрим следующую задачу Коши

_ /Ut (х, 0\ = L /«, (>, m ։ И։ (0> 0 = (21>։
dt \и2(х, \и։(х, t)/

с начальными данными

/Ы|(х, /)\ /В,(х)\ (2 2;
\иа (х, t)J t-o \и։ (х)/

де пара (и։ (х), и2 (х)) принадлежит пространству Н = £ “(Е . С’) 
гЕе называют данными Коши.

Обозначим через И/ оператор эволюции задачи (2.1), (2.2), т. е. 
оператор, который переводит данные Коши и(х, 0) в момент времени 
t = 0, в данные в момент времени t:

И,ц(х, 0) = ц(х, I). (2.3).
Согласно теореме Стоуна (см. [10], с. 292) самосопряженный оперотор 
L порождает в пространстве Н однопараметрическую сильно непре
рывную группу унитарных операторов

£Л = ехр(։Ь0, UtUa, (2.4)-
Теорема 1. Унитарный, оператор Ut совпадает с операто

ром эволюции задачи (2.1), (2.2).
Доказательство. Согласно теореме VIII. 7 книги [10] имеем 

Ut D (L) а D (L). Обозначим
u(t) = Utu, u£HnD(L). (2.5)я

Но тогда из формул (2.4) и (2.5) имеем

— u(t) = iLu(t).

Теорема доказана.
Обозначим через D± следующие подмножества пространства Н:

Dj-= : supp ut (x)c[fr, со). Ь^а, i = 1, 2;

Mj(x)=T i щ (x)J. (2.6)-
Мы покажем, что 0+ и О- являются соответственно уходящим и I 
приходящим подпространствами (см. [1], с. 45) для унитарной, груп
пы (7/, т. е. обладают следующими, свойствами^ 
2 - 473
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1) и± , )., 1 > 0;Dj.cz/
2) п £//£>± = 101, /ей; (2.7)
3) и £//£>* = н, /6 R.

Очевидно, что /X и £>_ замкнуты и ортогональны в пространствеН. 
Действительно, возьмем элементы / из О,, и # из £)_, тогда имеем

('(/. g)

Теперь, обращая внимание на формулу (1.3) и учитывая, что и1=е1{А 
действует как оператор эволюции задачи (2.1), (2.2), получим что 
действие унитарного оператора £// в подпространстве £)+(£>_) сов
падает с правым (левым! сдвигом :

ц(иМ \ = ( и^х~՝) 
\—ги(*)/ \—1и(х— ()/

и (х) = 0, 0 < х < Ь. (2.8) 
у /и (х) \ __ / и (х + /) \ 

u'u(x)/ \zu(x-|-f) /
Теперь соотношения 1) и 2) из формулы (2.7) для наших подпрост
ранств /> + , определенных формулой (2.6), являются элементарным 
следствием формулы (2.8). Выполнение условия 3) будет доказано ни
же. Решение и(х, t) = ( 'Х ), данные Коши которого принадле- 

\ — iu (х—I) /
жат D., называется уходящей волной, решение п(х. t)=(U'X t}\

\iulx 4- t)/, 
данные Коши которого принадлежат D., называется при՝одящей вол
ной. Обозначим через К ортогональное дополнение суммы D+QD- 
в пространстве Н:К = Н0(£), 4? D_ .). Оно называется трансляцион
но-инвариантным подпространством.

Лемма 1. Подпространство К состоит из тех данных Ко
ши, носители которых содержатся в отрезке [0, 6]:

К = (u(x) : supp w,(x)c:[0, 6], /=1, 2|. (2.9)

Доказательство. Возьмем скалярную функцию /(х) такую, 
что supp/(х)с[6, со), тогда векторы и ( ° 'j принадлежат

\ 0 / \/(х)/
£>+® D . Действительно,

Следовательно, любой элемент из К ортогонален этим векторам. От
сюда немедлено следует (2.9). Лемма доказана.
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Обозначим через Га (х, X) решение Йоста (для точки а) урав

нения (1.4), определенное следующим условием: Га(а, 

Для точек Ь а решение Йоста определяется соотношением
/й(х, -Ра(х, X).

Ясно, что РЬ\(Ь, >.) = 1, Рьг{Ь, )•) = ։ и
/б(х, *֊) —/^ 1 х > Ь.

Обозначим через <р_ (х, >■) следующее решение задачи рассеяния :

?_ (х. >) ~ ֊ I (х, >•) - е֊"> » -ТГйТ) 1 ■ 
2։ | Гх(\) ]

Пусть Но подмножество Н, состоящее из функций, имеющих финит
ные носители в (0, оо). Для вектор-функций из Но определим следу
ющую операцию:

г_ / (х) = т_ (/, >.) = ֊ [ < а, х)/(о л. 
у тс 

о
Теорема 2. Операция Г_ осуществляет изометрическое ото

бражение Но в причем
Г_ £>_ = Н1, Г_ £>+ = $6 (к) Я։+, Г_ и, = е‘к‘ Г_, 

функция 5* (X) является внутренней, в верхней полуплоскости и 
г_к-я*+е&ю н+.

Доказательство. Возьмем элемент /(х) = ( % ) принадле-
\‘8 (х)/ 

жащий пересечению подпространства О- с множеством Но. Имеем

Г-/(х) = -4=- Г т!(х, >)/(х) бх= | #(х) е՜0֊ <•*-*> бх. (2.10) 
и и V я Ло ь

Отсюда, учитывая равенство Парсеваля (1.12) и унитарность преоб
разования Фурье в (^+), имеем

ЦГ-/1Ц. (₽) = 2 И?« у?+)—И/1В/-

Аналогичным образом, взяв элемнт / (х) = ( из Пересе ;ения:
„ \—^(х)/

с Но, получим
ОО М

Г- /(х) = у- । (х, х.) / (х) с/х = ■ ~ £/> (л) I у (х) еи <х-‘> бх,
V " и՜ VЛь ь

где ____
5*(к) = е։ДА^- (2.11),
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Заметим, что множество Н„ плотно в Н, и изометрическое отображе
ние Г_ можно продолжать до унитарного оператора на все простран
ство Н, тогда с помощью теоремы Винера—Пели (см. [И]) из фор
мул (2.10) и (2.11) немедленно следует

Г_ И- = Н2 , Г- О+ = 5л ().) Н2+;
и, следовательно

Г_К = Г-[Я0 (М £>-)! = Н2. е 5* (>) и2.
Вспоминая, что функции ®_(х, л), 1т>- = 0 являются собственными 
функциями непрерывного спектра оператора Ь, для любого элемента 
/ (х) из Но имеем

(ДЛ ?_1// = /-(/> ?_)//>
следовательно, в силу (2.4) имеем

^֊(^//> ®_)я = />•(/, ?_)//

или, учитывая, что £/0 = /, имеем

(£Л/> ?_)//= е'" </. ?֊)//•

Отсюда и из условия Но — Н следует Г_ (7/ = е'։' Г_. Докажем внут
ренность функции 5Л(>) в С+. Согласно (2.11) для нее имеем следу
ющее выражение через решение Йоста:

(2.12)

еде (л)=е йп Л, (л). Как видно из формулы (2.12), нам достаточ

но доказать, что отношение 5«1л) =
Бляшке (сомножитель </«'•։<>-о в С- 
функцией). Имеем

—р—уу является произведением 
является сингулярной внутренней

2»
е2/Ха I 1 е՜1'1 <11

5„ (л) =----------- ----------------------

14֊ | о (0 е‘>՝1 
о

(2.13)

2՛:
гДе ?(0=>4ц(0, 0+^1а(0> /). Функция Ф(>)=^ § (/) е՜1" с/( явля- 

и
ется целой и имеет экспоненциальный тип 2а, поэтому в силу усло
вия (1.2), из которого следует, что #(2а)=^0, имеем 

у
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и, сл--довзтельно
1п

Пт е՜2' § (/) еу/ 61 = 1. (2.14)
о

Теперь комбинируя формулы (2.13) и (2.14), получим
5, (/у)----- 1. (2.15)

. У"* ’ •*

Форму.՜?. (2.15) в комбинации с леммой 2 работы [2] доказывает, что 
функа.!.' 5՝, (') является произведением Бляшке (см. [7])

5„().) = П(>). (2.16)
Теорема доказана.

Замечание 1. Как известно (см. [1]) выполнение соотношения 
3) из гормулы (2.7) эквивалентно внутренности функции 5* (л). Таким 
образом, по ходу доказательства теоремы, мы доказали выполнение 
этого условия для наших подпространств Вх.

Теорема 3. На том же множестве Н„ имеет место форму
ла обращения

՝°
/<х) = х)=-Х- (’<(/, /.)/(/) ^,

\/а(х)/ V г. 3
о

Г֊1 1 с
? ('֊) —>/(х) = —— ?_(х, /.) я» (X) <А.

I * л 
о

Эта теорема является очевидным следствием теоремы разложе
ния и равенства Парсеваля (см. формулы (1-11), (1.12)).

§ 3. Спектральный анализ полугруппы 2/

Пусть Рк — ортопроектор в Н на ортогональное дополнение к 
подпространству Ол. Ф £)_. Обозначим

^“РА-^|К, #>0- (3.1)
Имеет место следующая теорема (см. [1], с. 67).

Теорема. Операторы Х։, 1^-0 образуют на подпростран
стве К сильно непрерывную полугруппу сжатий. Кроме того, 
сильно стремится к нулю при / + °о : для любого и из К
Нга 2Г/и = 0.

Как следует из теоремы 2, для элементов и из К справедлива 
формула

Г_2/и=Р., е£'г Г_ и,

из которой следует, что полугруппа 2/, £>0 унитарно эквивалентна 
полугруппе

Рк е»‘\Кг, #>0,
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где Ка означает подпространство в Н\ : К*— Н+ Э ('•) +’ а л
является внутренней функцией в С+. Функция Зь 0) называется харак 
теристической функцией полугруппы 2», / 0 и содержит в себе всю
спектральную информацию об этой полугруппе.

Обозначим через В инфинитезимальный оператор (генератор) по 
лугруппы Д), I 0, тогда имеем

Д,=е/В/, £>0. (3-2)
Так как оператор В порождает сильно непрерывную полугруппу сжа
тий, то он является максимальным диссипативным оператором (см. 
теорему X. 48 [12], с. 267).

Теорема 4. Оператор В прост, его областью определения 
является следующее множество :

О(В)-= 6; СП; /, (0) - б, /, (6) = (А (6)], (3.3)
кроме того для / из В (В) имеем

Доказательство. Сначала докажем, что оператор В прост. 
Если бы это было не так, т. е. если бы у оператора В существовала 
нетривиальная самосопряженная часть, то тогда существовал бы нену
левой элемент / из К такой, что = £/// для /^-0. Но тогда дол
жно выполняться £///_!_£֊}-» и, следовательно, / ]_£/_/£>+, А>0. 
Но в силу соотношений (2.7) имеем Н =\/(^-': 0)> следова
тельно, /=0.

Так как оператор В является максимально диссипативным, то 
все точки ) нижней полуплоскости входят в его резольвентное мно
жество, следовательно

Д(В) = /?(>, В) К, 1шл<0. (3.4)
Для таких же точек л имеется представление (см., например, [1], с. 242)

R {к, В) = — |'е'<в-4г (3.5).
II

Сопоставляя формулы (3.1), (3.2), (3.5), получим следующее соотно
шение между резольвентами операторов В и Е:

РКВ.(1., Ъ)РК=Р()., В). (3.6)

Теперь, используя явный вид резольвенты оператора £ (см. формулу 
(1.9)) и то обстоятельство, что в х-представлении операто ром орто
гонального проектирования на трансляционно-инвариантное подпрост
ранство К является оператор умножения на индикатор интервала] (0, 6), 
легко установить явный вид резольвенты оператора В. Действительно, 
возьмем элемент /(х) из К и обозначим ?(х) = /?(/., В)/(х), тогда 
в силу (3.6) имеем

г (х) = рк R (х, ц / (х) = /?(х, х) л, (к)՜' у X)/ЭД (Ц +

О-
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>■) / (О dt. (3-7)

Из формулы (3.7) следует, что операторы В иЕ порождаются одним и 
тем же дифференциальным выражением, кроме того, из определения 
решения Йоста Е(х, ՛) немедленно вытекает

(0) = 0, т. к. =։(0, > ) = 0;

(6) = — /^1 (^)> т- к- (А> '•) = ։ /.).
Теоре: . доказана.

Замечание 2. Аналогичным образом можно доказать, что 
генератор сопряженной полугруппы —В՞ имеет своей областью 
определения следующее множество :

Л; С։), /,(0)=0, /2 (6) = //, (6)1.
Как видно из формулы (3.7) ядро резольвенты оператора В

А։(/.) ' Е(х, /.) ®(/, /.), /<х,
/; >-) =

Ft (>•) ' ? (*> '•) ՛■) । х <

Im/֊ < 0

t < Ь

аналитически продолжается на всю комплексную плоскость /. как ме- 
роморфная функция. Её особенности в верхней полуплоскости совпа- 

— — 1дают - нулями функции /\('.). Кроме того, резольвента (В — /./) яв
ляется компактным оператором. Это также следует из явного вида 
резольвенты.

Теорема 5. Спектр диссипативного оператора В состоит 
из объединения точки =» с множество и з • (В) = |/.£ С+ : 5ь (/.) = 0), 
которое составляет дискретный спектр оператора В. Собствен- 
бныс- функции отвечающие собственным числам /֊л6а</(В),
являются проекциями йостовских решений на подпространство К

и„ (*) = Е„ (х, ՝1П), Im/.., > 0.

Доказательство. Дискретность спектра оператора В явля
ется следствием компактности резольвенты (В — /֊/) 1 и общих теорем 
о полугруппах полуунитарных операторов (см. [1], с. 87). Принадле
жность функций и,(х) к области определения оператора В, а также 
выполнение равенства Вия (х) ='.n и„ (х), следуют из определения (1.5) 
решения Йоста. Теорема доказана.

Аналогичное утверждение можно доказать для сопряженного о- 
перат ора В*. Для его множества дискретного спектра имеем (В*)= 
= а собственные функции, соответсвующие собственным числам
Хя, имеют вид ия(х) = F; (г, „).
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§ 4. Полнота системы собственных функций

Как доказали в предыдущем параграфе для характеристической 
функции оператора В имеем выражение (см. формулы (2.12), (2.16))

(/.) = е?" • П (/•) = о (/.) ■ п (X). (4.1)’

Т еорема 6. Система резонансных состояний задачи Редже 
будет полной в пространстве С1 (О, Ь; С’) тогда и только тогда, 
когда Ь = а. .

Доказательство. В формуле (4.1) приведена факторизация 
(см. [7]) внутренней в С4. функции 5* (л) на произведение сингулярной 
внутренней функции Ор.) и произведения Бляшке П (>■). Согласно тео
реме Секефальви Надя -Фойаша (см. [6]), полнота системы собст
венных функций оператора В в трансляционно-инвариантном подпрост
ранстве К = /.2(0, Ь; С2) эквивалентна тому, что в факторизации (4.1) 
сингулярный сомножитель &(/.) является тривиальным. Но, как видно 
из формулы (4.1), последнее утверждение имеет место тогда и толь
ко тогда, когда Ь — а. Теорема доказана.

Для приложений важное значение имеет исследование совместной 
полноты систем собственных функций полугрупп Д/ и Д/. Говорят, 
что система собственных функций полугрупп Д/ и Д/ совместно пол
на в К, если из ортогональности элемента / из К всем собственным 
функциям Д/ и Д/ следует, что /=0. Приступим к решению этой за
дачи.

Теорема 7. Если а ■>. Ь < 2а, то системы собственных функ
ций оператора В и его сопряженного совместно полны в прост
ранстве Е1 (О, Ь; С2).

Доказательство. Ширина индикаторной диаграммы целой 
функций Ллр.) равна 2а, в верхней полуплоскости ее можно фактори
зовать в виде произведения

А,։(/֊) = е՜"1- П (/.) Л (/.), (4.2)
где П (>.) произведение Бляшке, а А (л) внешняя функция в С+, 
Согласно формулам (2.12) и (2.16) имеем

(л) = П (А)-Л,! (Л).

Теперь, сопоставляя последнюю формулу с формулой (4.2), получим: 
“М = е1а>'՛ Риг (>•)• Следовательно, имеем

Ж = в՜ а = П ) (4.3)» |

Докажем, что функция /Л«| R удовлетворяет следующему условию 
Макенхоупта

“’(рг ֊рАГ’А')< + (4.4). 
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iF.0֊)l<i+(

где / семейство всех интервалов на вещественной прямой. Действи
тельно, функция Йоста Т7, (/.) самосопряженного оператора Ь на ве
щественной оси не обращается в нуль (в противном случае оператор 
Ь имел бы спектральные особенности, что исключено ввиду самосоп
ряженности), с другой стороны из формулы /’’а։ (>•)«= еп"/^ (>֊) и пред
ставления Левина (1.6) имеем

2а

1^(01 Л, 1т). = 0.
о

Таким образом, на вещественной прямой для функции |А|2 выполняет
ся условие 0 7 [А|а Г оо, из которого немедленно следует (4.4).
Как известно (см. [3]), выполнение (4.4) равносильно тому, что функ
ция |А|а R удовлетворяет условию Хельсона—Сеге (|А|а £ (НБ)). Теперь 
согласно теоремам 3 и 5^работы [3| (см. часть 7), в силу формул (4.3) 
и (4.1), имеем, что при выполнении условия О -С 2 (6 — а) < 2а, т. е. 
а -< Ь ■< 2а, системы собственных функций оператора В и его сопря
женного совместно полны в пространстве 7? (О, Ь; С։). Теорема дока
зана.

Замечание 3. Методы работы позволяют исследовать спек
тральные свойства операторов Дирака с общим диссипативным гра
ничны условием на одном конце : у-, (Ь) + Ьу{ (Ь) = 0, 1шА 0.

Отметим, что проблема Редже для «■струны-» (с соответствующей 
обратной задачей) решена в работе [4] (см. также [5] и для полярно
го оператора—в [3]. Решение обратной спектральной задачи для ха
рактеристической функции диссипативного оператора Шредингера 
приведено в работе [13], а для оператора Дирака—в [14].

В заключение автор приносит благодарность Б. С. Павлову за 
руковдство работой.
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Վ. Գ. Ս ԱՂՈՑ ԱՆ Ռեչեի խնգրի սեփական ֆունկցիաների լրիվության մասին Դիրակի օպերա
տորի ճամար (ամփոփում)։

Աշխատանքում ուսումնասիրված են իրական ֆինիտ պոտենցիալով և կոմպլեքս եզրային 
պայմանով Դիրակի ոչ ինքնահամալուծ օպերատորի սեփական ֆունկցիաների լրիվության, 
ինչպես նաև այդ օպերատորի և նրա համալուծի սեփական ֆունկցիաների համատեղ էրիվու- 
թ{ան հարցերը։

V. G. SAGHOIAN. On the completenes of the eigenfunctions of the Regge problem 
for the Dirac operator (summary).

In the paper the completeness of the eigenfunctions of Regge problem for the 
Dirac operator with real finite potential and complex boundary condition is investi
gated.
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УДК 519.248

М. Р. МАРТИРОСЯН

О НЕФИНИТНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ ГАУССОВСКИХ 
ГИББСОВСКИХ ПОЛЕЙ

§ 1. Введение

В настоящей работе рассматриваются гиббсовские поля на 
мерной целочисленной решетке 7', являющиеся малыми нефинитными 
возмущениями гауссовского гиббсовского поля. Потенциал возмуще
ния имеет вид

£/(х)= £/д(х), А—конечно, х£(!<*)2 .
Лс2'

Задача данной работы состоит в нахождении достаточных условий на 
скорость убывания величин 6/д= вир £/д(хд)| с ростом |А|—числа

точек множества А, при которых свободная энергия существует и ана
литически зависит от всех параметров, от которых аналитически зави
сит потенциал £/, что, в частности, является критерием отсутствия 
фазовых переходов.

Финитные возмущения гауссовских полей (т. е. возмущения, 
удовлетворяющие для некоторого условию при |А| >£)
изучались ранее при помощи техники кластерных разложений (см. [1] 
и указанную там литературу).

В настоящей статье использован другой подход, связанный с ин
дуктивными оценками статистических сумм, который был впервые 
предложен Добрушиным в [2] и развит им впоследствии в работах 
[3]֊[5]. В частности, в [4] доказана аналитичность свободной энер
гии для случая финитных неограниченных возмущений гауссовского 
поля.

Оценки на скорость убывания аналогичны оценкам, получен
ным ранее тем же методом для случая моделей с компактным спином 
(см. [5]).

§ 2. Гауссовские гиббсовские поля

Ниже будут приведены основные сведения о гауссовских гиббсов
ских полях, которые нам понадобятся в дальнейшем. В изложении 
этих сведений мы будем следовать определениям работ [4] и [6]. Ре
зультаты, приводимые без доказательств, также заимствованы из 
этих работ.
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к •/։> _Пусть Ъ' — ^-мерная целочисленная решетка с метрикой 
-?2,|= шах /=1. 2- Для произ-

вольного Ас1' будем обозначать С (Л) = \Вс2 : ВпА~ 0,\В\<^ао] 
(здесь |Д( — число точек множества В). Пусть R ^-мерное линей- $ 
ное пространство со скалярным произведением

х('>= л';)), / = 1, 2 и нормой |х| = (х, .х)12, Элементы
множества (R*)՜՝, Ас:2‘ будем называть конфигурациями (на >. Су
жение конфигурации х£^*)л на множество Ас Л будем обозначать 
через .гл, а под х ։ К хл будем понимать конфигурацию х>^(К ) ՛ 
сужение которой на Л/, г=1, 2 совпадает с хЛ/-

Гауссовское (А-мерное) гиббсовское поле в объеме А (под объе
мом здесь и далее мы будем понимать произвольное конечное под
множество решетки 2 ) задается при помощи теплицевой к |Л| ,■ к |А| 
матрицы Фл, к X Яблоки которой суть положительно определенные 
симметричные матрицы ф£ / = Ф*-/= Фл-4, з, относительно ко
торых мы будем предполагать, что Фл. / = 0 при |а — /| г. где /----
некоторое фиксированное число (радиус взаимодействия) и, помимо 
этого, будем считать выполненным условие

Q՜1 kJ* < S (ф£ • *,) < Q KF. (2-D
Л, <6Л

где kJ’ — Iх,|а и Q — некоторое фиксированное число, 1 -СО ос
«ел

(существенное предположение здесь составляет, очевидно, лид,;> ле
вое из неравенств (2-1), представляющее собой так называемое усло
вие «положительности массы“)- Введем также следующие стандартные 
обозначения : Лс = Z’\ А и для А £ С (Z')

дЛ = [tTA : dist (t, А) < г),
гДе г — радиус взаимодействия и dist (t, Л) ֊= min sj. Для про

бел
извольных Л£С (Z”) и конфигурации T^(R*)dA (которую мы будем на
зывать граничным условием для Л) плотность гауссовского распреде
ления вероятностей в объеме Л задается формулой

Р* (хл) =[2л (Ф՝, т)] J-exp
z гел

У, (Ф#-и ха, та) I»
■те ՝, «еал (2.2)’

где статистическая сумма

Zx (Ф-,
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- X (ф,֊и X,. -в)Ь (2.3)
»€•'. ։'в» ' (

При этом известно, что плотность Р\ представима в виде
_2_

Л՝ (хк)=[(2-)*|Л|ае1 Ял] '■ -
(2.4)֊

•ехр|—£ (Ф? I (л, — х3 (-)}. х, - х, (-))[ >
I я. /р.\ I

где / ՛* ' вектор среднего значения и матрица ковариаций В' — 
= Ь1, I, ։, /£Л) обратна к матрице Ф՝. Если Л'сЛ и "£(₽*)"> то 
проекция плотности Р-' на (R1)' есть

Р֊'՛ ' (хд.)== | Р-. (х)4хл՝ л. =
(R* ' '

_ 1
— [(2К)*|л‘‘<1е1ВА’А'] 2 ехр{-֊- £ X

I 2 1, гел'
•> (ф);А' Сх, — хг (-)?, х, — х, (т))|. (2-5)-

где Вл,л = [Ьз, I, 5, Д') — Л' X Д' — подматрица матрицы В , а
матрица Фл, л обратна к 2?л’л . Вектор среднего значения выражается 
линейно через граничное условие, т. е. существуют к X ^-матрицы 

,, Л, (£дЛ такие, что

■<з (’) = 2 < , V 5 € л геол ' (2.6)

и, кроме того, существуют положительные константы Ао. а(„ Ф(„ ?0 и 
Во (зависящие лишь от основных характеристик поля V, к, г и та
кие, что для произвольных Л'сЛ £ С (2)

Ца;\,!К Ло ехр {—а0 |з —/|), $£Л, (2.7)

|Фл <Л 8 < Фо ехр |— <р0 |з — /|), 5, ^Л', (2.8)

(^-' х,)<В0|хА,|’, (2.9)
з, /ел՛

где для произвольной к X ^-матрицы А = {а(/) мы считаем 
= (Х |«<у!2)1'2 (отметим, что так определенная матричная норма 

ио =
согла

сована с уже введенной вектор-нормой, т. е. |Их|| ИНМ)- Наконец, 
известно, что при Л'сЛ и "л’С:(К*)Л

П ехр ((а։, х3 —х3 (т))) Р?'л (хк.) </хд. =
V 5бЛ*

(Й*)Л'

= ехр]4- 2 (Аа,ьОа> %))֊ 
। а.теА* )

(2110)
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Докажем два вспомогательных утверждения-
Лемма 2.1. Пусть И<=ЛС С (Z’). Обозначим

П = {X е (R*)dV: ^пл<- = 01- (211)
Пусть Tv и

Ф<г(х, И, х) = Т„(х) = П (1 4֊ хг ехр [|х,-х,(т)|]), (2.12)

где все > 0. Тогда существует константа (зависящая лишь 
от у, к, г и Q такая, что

Г Т,. (х,) pH' •' (х„) dxr < П <1 + - «*•)- (213)
J зб«7

(R*) »'
Доказательство- Пусть W с W и S ( W ) cz (R ) множест

во всех векторов с координатами ±1- Воспользуемся формулой (2-10), 
взяв в качестве з(Г, произвольный вектор 5 (IF'). В силу (2.9) имеем

i exp { j; (а։, xs — x, (x))| P,K 9 (X|F.) dxw. =
J »б«'’

(R*)«՜"

= expP- E 3,.))<exp (A*||F||։
I * t, з (-vr J I •<։ J

т. к. ясно, что Цзц-^-& | U^'| для всех a^, £ S (W). Поскольку S(W')= 
= 2t|" ՛ и |x| < |xj 4------ HxJ, x = (x։>-• xj £ R*, то отсюда

1 exP I E |xB - xu (c)|} PY- w (xw.) rfx^.-c
J .. Ufc IF'

Е I ехр | £ ( 
(R*^"

V. W"

где A„ - k In 2 +

exp еЛ«|Г'| (214)

. Остается заметить, что2

| (х) Р^՛ ՝Г (*) бх=\ -
(Я*)®'

+ Е Г1 а, Г ехр^ £ |хй — хв (т)|1 Р-”7, К (■«) </х <
1Г'сп7 5б»г" յ 1иец/’ )

(R*)«"’

< 1 + П «յ еА"= П (1+ а, в*»), 
(Г’сП” !£«"• -։61Г

что и требовалось.
Лемма 2-2. Пусть ИсЛ, ££(?ИПЛ и граничные условия х1, 

таковы, что т! = х? при տփէ. Для произвольного 1^>0 обоз
начим
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(//= (з£ И:|з-4 >/), Г/=<?И/П И. (2.15)
Пусть далее Рг (х) = Рл' '՛ (х1, г = 1. 2 (см. (2.5))— суть проекции 

плотностей Р\ на Г/. Обозначим коротко х3 — ха(՜1), / = 1, 2.
Как и и (2.12) для произвольных г, >> 0, з (; Г/ пусть

ъ։ (*) = *1, (*• = П (1 + 3,ехр ~ (216)'

Пусть далее

Л = (Т/ (х) - 1) Р} (х) - Р՛! (х)| бх, (2.17)-
(йк)1'

}>=֊■ | (Т/ (х) - 1) (х) </х, / = 1,2. (2.18)
(R*)' 1

Тогда существуют положительные константы а и Н (зависящие 
лишь от у, к, г и (?) такие, что при

/>/Утах{1п(|:]-^|)։ 1| . (2.19)

справедливы следующие два утверждения:
1) если С. 1, з£Г/, то

2 в«ехр|/*}, (2.20)
|Г/|

2) существует функция а (/) такая, что при о3 (/), з-Г

К^֊1>ехР (2.21)
I1 /I *6Г/

Доказательство. Для доказательства оценки (2.20) восполь
зуемся леммой 2.1 и простым неравенством

I Л I « / п \I п (1 + хр -X к1ехр ( У М) • <2-22>’

справедливым для любых (вообще говоря, комплексных) чисел г} 
1= 1,..-,п. Тогда из (2.18) и (2.13) следует существование констан
ты А՜ (зависящей лишь от V, к, г и <2) такой, что

7' < П (1 -|- а, еЛ։) — 1 < ехр |ло + еЛ։ 2 а, 4- 1п |Г/|] •
Л6Г/ [ *1/ I

•—— У а, ехр \КГ ։}~— У в«, 
|Г/| . |П|

так что, считая Н > К приходим к оценке (2.20).
Перейдем к доказательству оценки (2.21). Согласно (2.5) гуссов- 

I г/ские плотности Рг(х) = Рд (х), г =1, 2 имеют средние значения
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_. ֊ ov‘rl է ւ{x<=xJ(x/), տ£Г/} и одинаковую матрицу ковариаций Б — | ou,v, 
а, «€П}- Положим

А/= max |xj — х’|. (2.23)

В силу (2.6), (2.7) и условия tj = Հ при տփէ
bi= max Ja) , (т; — ";)J С max A,, J՜} — ";J exp i— a0 Is i\ 1 < 

Jtr I ' Tfcf I

< /4o յՀ — exp [— a0/), 
}2 

. Отсюда, считая, что -- получаем, что
au

при выполнении условия (2.19)

Д/<Лоехр|--- — /I • (2.24)
I 2 I

Заметим, что оценку (2.21) достаточно доказать лишь для больших I, 
поскольку имеется свобода выбора Н в (2.19). В частности, на осно
вании (2.24) можно считать, что

А/ < 1- (2.25)
Поэтому

?, (х) < П/14- а, ехр!|х,| +-^-П’ 
\ ( - 2 )/

(2.26)

где

= х։ — -у (*•' + ) 5 СП. (2.27)

Пусть
а (/) = ехр [— /’] (2.28)

и числа а, Ь, М выбраны следующим образом:

2 а < 1, М = 1п [(X а,)՜1]
4 *61՜/ (2.29)

(условие (2.28) позволяет считать, что £ < М). Оценку 
(2.17) проведем раздельно по следующим трем областям:

интеграла

5, (/) = {х6(Я*)Г' : тах|х,|<£|, (2.30а)

5։ (/) = (хС (R*) ' : А -< гоах |х'| <1 М\, 
т£Г, (2.306)

5:1(/) =(Я‘)1/\[Л։ (/)и5а (/)|. (2.30в)
Обозначим

Л(0= J (?,(*) — 1) |Р/(х) — P](x)\dx, j = 1, 2, 3. (2.31) 
«у (О
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Оценим сначала интеграл /։ (Z). Согласно (2.5)

Р}(х)/Р1(х) = exp !— 1] [(Ф^’(хи — хц), х — х₽) —
I 2 и. «егу

— (Фи.՜!' (ха —Хи), хр —xj)]

Переходя к переменным х), (см. (2.27)) несложными преобразо
ваниями получаем отсюда, что

P՝i (х) ( 1 V г/иЛ г7 • -1 ֊Л ,■ = ехр----— У [(Фе. Р х„, х„ — хи) -г
Pt (х) 12 «. i

4 (Фи.՜։/ (xi — Хи), Х^)]'

откуда, используя оценку (-2.8), определение (2.23) и условие (2.30а) 
находим, что в области 5,

Р} {x)/Pi (х) < ехр |Ф„ /. Д,|Г,|а|. (2.32)
Посколпку, в силу (2.29) и (2.24) Фо L Д/|Г/р — о (1), то из (2.32), 
аналогичной оценки для Р/2 (х)/Р} (х) и неравенства |ех — 1| <1 е |х|, 
справедливого при |х| •< 1, заключаем, что

(|Р/ (х) - Р?(х)| dx =

$։<п

р} (х)
Pi(x)

<еФ0£А/|Г/|։, (2.33)
когда достаточно велико. Далее из определений (2.29), (2.30а) и 

.(2.306) следует, что 
а, ехр ||x;|| < 1, x£S։ (/) U 5j (Z). 

•t>Z
Поэтом , и силу (2.26) и (2.22)

<р. (х)
*6Г/

(. -I, 1 П а, ехр j|xj+y||.-

< К(».з4)- Л a-s ехр (|xj), х<-5։ (Z) U 52 (Z). 
лбГ/

(2.34)

Оценки (2.33), (2.34) вместе с определениями (2.30a) и (2.31) позволя
ют заключить, что

/| (О -С К(1.муе Фо L Д/1Г/Р eL у i։, 
je։՝/

откуда, в силу оценки (2.24) и выбора чисел а и Z (см. (2.29)) нахо
дим, что

/1(Z) = O(e-։).^-S«ä. (2.35)
Гг|

Перейдем к оценке интеграла /а (Z). На основании (2.34) и (2.29) 
имеем, то . для x£Sa(Z) 
3-473
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<Р, (x)-U Х'и.зч)- (a, eL 4֊ a,/, to ехр (|х;|)),
-«г.

где Х,(х) —индикатор множества £, = |х£Я*)Г/ • |х»| L\- Поэтому

Л (0< *(2.34) S («а У |ед f #(х)</* + | ехр (/xj|) Р/(х) с/х П • 
4€Г/( г| J J И

5.(0 Es
(2.36)

Пусть Pli,, (xj), s£rz, i = 1, 2 — плотность распределения вероят
ностей для х„ индуцируемая плотностью Р\ (х). Ясно, что в таком 
случае Р]. , (х,) (соответственно Pf, s (х,.)) — гауссовская плотность рас- 

1 1пределения вероятностей со средним значением тк = Xs---- ।

-I- xj) = —-(х,— х?)(соответственно тп; = — (xj—xl)). При этом сог

ласно (2.23) — Д/, тп2< — А/ и обе плотности имеют равномер-
2 ’2

но ограниченные (по I) ковариации (см. (2.2)). Вс/ед<т։ие е-сго

j ехр (|х,|) Р/(х) dx = J exp (|х,)| Pi, . (х,) с/х, С *(2.з; е՜'-,

Es Uxjoij
(2.37)՛

где константа Ка.^7) зависит лишь от v, к, г и Q. Кроме того из оп
ределения области (/) и известных свойств гауссовского поля

Pi. s(xs) dxs .K *(2.38) |Г/| е’^2 38> (2.38)-

где константы ЛГ(2.з8), зависят лишь от характеристик ՝<, к. г и (?. 
Подставляя оценки (2.37) и (2.38) в (2.36), а также используя (2.29), 
получаем, что

Л U) 2 *(2.34) SU Ä^ir/Ie-^38)-4’ 
1 / [ • eL -+-

,+ *(2.37)в д11= о (е-“')~ £։J։ (2.39)՛
I) ir/jjei/

Теперь оценим интеграл /;1 (Z). Поскольку можно считать, что а- е1,2< 
то в силу (2.26) и определения (2.30в) области. (/)

(х) < !?Г/ 0+а'ехр (i*>+т)) <
(2.40)-

< 2IIzl п ехр (|х,|) < 2՛'zl ехр [— 1М} ехр |з Ц |х,|! •
I 5бг;. j
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е֊2И ехр ^3

Заметим также, что из (2.27), (2.23) и (2.25) следует, что для /=1,2
|xj| < |х, — х!| 4- ~ < |х, — х'| Ч- •֊֊, s £ Г/, ввиду чего

ехр [3 £ |х;|} < е32ехр [3 £ |х, - xj|| (2.41;
'6Г/ хег։

и, воспользовавшись оценкой (2.14) получаем на основании (2.31), 
(2.40) и (2.41), что

'/»(/)< £ f ?,(х)Р/(х)^х< 
I - ։, 2 ֊

S |х5 — xil) Pt(x) dx < 
.։ *€■ I

Сехр [—+ (3A0 4-ln2) U'/| j e՜2'1. . (2.42)
I 2

Теперь, используя определение (2.29) величины М, а также (2.28), 
находим из (2.42), что при а։.<а(/), Г/ и достаточно большом I

7;<(/) < о (ехр (— Z'՜1!) е-Л։ < -J— S а, е , 
|Г/1 «ы I

и соединяя последнюю оценку с (2.35) и (2.29) находим окончательно, 
что для достаточно больших / .при выполнении условия я.; - (/)> з£Гг 

§ 3. Формулировка основного результата

что и требовалось.

Рассмотрим комплекснозначный потенциал

U={UA(xA), Л£С(Г), ха£Ха], (3.1)

где здесь и далее будет для кратности обозначено <¥=R<C. Функции 
Uа считаются измеримыми. Пусть A^C(Z’) и я £ ХхС — произвольная 
конфигурация („внешнее условие“). Гауссовской статистической сум
мой в объеме А, отвечающей потенциалу („возмущению“) U и внеш
нему условию я, назовем величину

S.v(t/> о) = | ехр {— Ни (хд | я)) Ро (хл) dxx, (3.2)

где условный (при условии я) гамильтониан
Нг(хк\з) = £ UA (хдп (3.3)

дес (л;
и Ро—гауссовская плотность распределения вероятностей в объеме А 
с нулевыми граничными условиями (см. (2.2)).
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Сформулируем основной результат.
Теорема 3.1. Пусть потенциал (3.1) удовлетворяет условию

2 (3-4>
лес сг՝)

/ел
где —некоторое фиксированное число и 1/"С^> Т°г
да существуют константы С и 1, зависящие лишь от ՛՛. харак 
теристик основного гауссовского поля '/, к, г и О, такие, что рав 
номерно по всем внешним условиям ' £

|ЬпЗл(ВД<С^7Р. (3.5>
/ел

если только

7, < 7» * £2’ (3.6>

(логарифм в (3.5) понимается в смысле главного значения)
Эта теорема влечет за собой
Следствие. Пусть потенциал

и{ги---,гп)=\ил(хА-, А(֊Лт, хл$Х

зависит от п комплексных параметров «!>•••, зл, причем в неко
торой области Ос.С,п значений этих параметров, представляю
щей собой поликруг с центром в 0, все функции ид(хл՛, яп), 
/£С(2’), хл^Хл аналитичны и при ֊!,•■■, веществен
ны. Тогда, если потенциал 13 (яг, •••, г'я) удовлетворяет условию 
(3.4) и " достаточно мало, то свободная энергия

яя) = 11ш |Л/-11л Зд (£/(я։,-• я„), 0) (3.7)Л-*««

существует и является аналитической функцией в О.
Доказательство. Согласно теореме Ван Хова предел (3.7) су

ществует при (г։>..-, Поскольку R" Г)Л> является множе
ством единственности в £) (т. е. из условия /(я)~ 0 для г-R П В , 
где / аналитична в И, следует, что /(я)=0 для всех я££) (см., нап
ример, [1]), то остается воспользоваться теоремой 3.1 и следующим 
многомерным аналогом теоремы Витали об ограниченной сходимости, 
который мы приведем без доказательства: пусть £)сгС" — поликруг, 
£<=И — множество единственности в О и пусть (я), п = 1, 2, ■ - ,— 
последовательность равномерно ограниченных аналитичных в области 
£> функций. Тогда, если эта последовательность сходится на множест
ве Е, то она сходится всюду в области £> и ее предел / (я)=-]1т

Л-*«г. 
/л (я) является аналитической функцией на £)..

Перейдем теперь к доказательству теоремы 3.1..
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§ 4. Основная лемма

Введем ряд дополнительных определений. Пусть Г — класс все
возможных отображений Р : и Хл — и ХА таких, что Р (хЛ) £ ХА для 

л а։՜' я аг*
произвольных Ас1', хл^ХЛ. Пусть Ас2‘ и а£Хл. Обозначим че
рез Л отображение из класса Р такое, что для любых Вс: Т‘, х£Хв

1,(х) = х сия (4.1)
ЯПЯ Яд г!

(фактически отображение Л „фиксирует“ конфигурацию на множестве 
А).

Пусть и — потенциал вида (3.1). Для произвольного Б £Р по
тенциал У (Б) — (ид, А £ С (Т') ] определим равенством

Ул (хд) = и (Г(хл)), А С С (г •), хд е ХА. (4.2)

Заметим, что отсюда следует, что если потенциал и удовлетво
ряет оценке (3.4), то той же оценке удовлетворяют все потенциалы 
г/(Л), гег.

Определение 4.1. Пусть /•*£?. Будем обозначать через 
5иррг, Б и называть носителем (в Ъ‘) отображения Б множество 

всех точек <6 2' таких, что для некоторыхАс1\ (^Аи хл , хд>£ 
£ ХА— конфигураций, отличающихся лишь в одной точке Р /г(хл՝)= 
= Б(хд2)). В частности понятно, что для произвольных Ас!' и 

зиррг, А с: А. Более того, легко видеть, что, если Лс
зирр2,^с Ис 2' и (Ис И, з£АЛЧ", то зирр^., 1,Бс. 1И, где ЦБ—обыч

ное произведение отображений 1,Б(х) — 1,(Б (х)), х£ II ХА.
л аг’

Определение 4.2. Пусть ИсС(2) и зирр^, Б с: И. Услов
ным гамильтонианом для потенциала и (в объеме И, при условии 
Б) назовем величину

Ни(х^Б)= X ^я(хл и) (4-3)
лес с и 11

(под Пл(хАпу) мы понимаем величину На (хЛпКи!7Лп,,е)» где у£ 

€ Л՛’1՜11 —произвольно, что корректно в силу условия зирр^.А’с И). 
И

Ясно, что в частном случае /7=/в, где а^Х '
Ни (хИ|/,) = Нг (х, |з), (4.4)

где Ни(ху\?) определен как в (3.4), т. е. для Б=1Я определение ус
ловного гамильтониана //у (•[/<,) совпадает с обычным.

Определение 4.3. Пусть И£С(2'), зирр /•’с V и ~^Х՛՝.
Условной статистической суммой, отвечающей потенциалу 17



456 М. Р. Мартиросян

(в объеме V, при условиях F (внешнее условие) и ~ (граничное усло
вие) назовем величину

Zv(F\x) = ZV(U\F, ֊) = | exp I - Яг (х#ЭI P- (xr) dxv, (4.5)
x1'

где P- определено как в (2.2).
Из замечания (4.4) понятно, что, если Л = И, з £ X , F —■ /, и 

граничное условие = 0, то
Zv(U\J„ Q)=av(U\o) (4.6)

в соответствии с определением (3.2).
Зафиксируем некоторый объем Л £ С(Z ). Будет доказана сле

дующая
Основная лемма. Пусть х>0—фиксированное число, Ри(•) 

плотность гауссовского распределения вероятностен с нулевыми 
граничными условиями) в объеме Л (см. (2.2)) и Tv определено как 
в (2.11). Тогда существуют положительные константы я, С։, С-. 
и 7 1, зависящие лишь от ՛>■ (а также от ч, к, г и Q) такие,

чтс для всех потенциалов U, для которых выполнена оценка (3.4) с
Т/ <7<1. /6Z’ * (4.7)

справедливы следующие утверждения !
I) Пусть I^cHcA, supple V, F Xх u֊v^Tv,

(: Тг таковы, что ограничение конфигурации "։v на множество 
dW(\dV совпадает с ограничением ~v на это множество, а ег ог
раничение на множество d W П V совпадает с ограничением на это 
множество конфигурации xv(~y). Тогда

Zv(U\F, т..) I „ „
Lnz (U\l F Т ) C՝ " (4.8)

u ”п՜' , /gK/П" ■’t1

(где логарифм понимается в смысле главного значения).
К Пусть ИсЛ, Fi(^F, supp^ Fi с (/, 7= 1, 2, LcC(H), причем 

для любых A6L, хА^Хл, Ft(xA) = F.t(xA). Тогда для произвольно
го граничного условия т £ Ту

IZv(HIFl, ^)IZv(U\Fi, -) —1| exp('Г), (4.9)
где

^=2 S (4.10)

III) Пусть ИсЛ, /есипл, supple V и -.^Т^ таковы, 
что tJ = при S ф I. Тогда

\ZV(U\F, -').Zv(U\F, т»)֊1|<
< S L е-։|,-'i exp(|т] — т’1). ՛ (4.Ц)
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Сразу заметим, что из утверждения I) основной леммы следует 
справедливость теоремы 3.1, если положить Ис Л, = 0 (считаем 
2^=1), /• = /,, с и учесть замечание (4.6) и определение мно
жества Т V.

Техника доказательства основной леммы во многом повторяет 
технику, используемую в [5], в силу чего мы будем опускать неслож
ные, но громоздкие детали доказательства.

Мы будем использовать индукцию по числу точек множества У, 
в связи с чем предполагается, что оценки (4.8), (4.9) и (4.11) выпол
нены при замене множества У на любое его подмножество для всех 
потенциалов С7, удовлетворяющих оценке (3.4) с (4.7). Справедливость 
первого шага индукции легко проверяется непосредственным вычисле
нием.

Относительно обозначений сделаем следующие замечания. В §§ 5, 
6 для статистической суммы будем использовать первое из обозначе
ний (4.5), поскольку будет ясно, о каком потенциале идет речь. В тех 
случаях, когда это не вызовет недоразумений, будем записывать х( 
вместо х, (т). В соответствии с замечанием к определению 4.2 будем 
использовать обозначение Ул (хАпу) в случае, когда зирр2.։/7с И. Под 
граничным для объема V условием т £ ХУ, где У'гэдУ', будем пони
мать ограничение ~с1У, конфигурации ■։ на множество дУ'. Через 5 мы 
будем обозначать сумму ряда

seZ'

Наконец, будем использовать одно и то же обозначение j/|| для функ
ций / различной природы, каждый раз понимая под этим sup \f\, 
где верхняя грань берется по всем переменным параметрам, от кото
рых зависит /.

§ 5. Вывод оценки (4.8)

Пусть сначала | И\ 1И| = 1, И=1Ии{/), о = 3/, (■։„..), =Х/. По 
предположению индукции Z\v(I4lF, т1Г)=^0. Ясно, что

Zv{F, = | exp I- £ UPA (x,)| Zir(/.r/, r„Ux,) P^> dx„

(5/
где P-.՝v՝ ‘ определяется в (2.5). Отсюда

7 у)
1 < Цехр (- £

Д.АПУ=<Ч
и А (.*,)) ֊ 1|| +

-г Цехр [ — Ua (xz))j |j-
(5-2)

V
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, | 'ии՛*/) !1 I I ~иЦ
+| 21Г(/։/л ^их,) 1՜ у | д։г(/,, г,

Первое слагаемое оценивается с помощью неравенства
|е*— 1;|г| еМ, г С С (5.3)

и из условий (3.4) и (4.7)
Цехр ! — 2 Ул (х,)| — 11-С е т,. (5.4)

Л:ЛПК. {»•

Далее, используя индуктивную оценку (4.9), а также (3.4) и (4.7), 
имеем для первого слагаемого в скобках

Иг (/.г, Г, и х,), Д1Г (/., л и х,) - 11 <

<2 У |£/д|ехр{2 X 1^11.<2е’ч- <5-5)
А:А\.У~{Г, Л:Лп^={*)

Наконец, согласно индуктивной оценке (4.11) и лемме 2.1 с учетом 
условия р,г)/=х,

|>1Г(Л, Л х,)/Д։к (Л, Г, -г) ֊ 1| (х,) с/х, <
X

< а £ 7, е- >*-'■ Г ехр (|х, ֊ 7,|) Р^ (х,) с/х, < (5.6)
Л в Л"

X

< С, е" 2] 7, е֊’ ■՝• ".
>гв и՛'

где Ло — константа, сригурирующая в (2.13). Теперь, считая 7 доста
точно малым, на основании оценок (5.4). (5.6) получаем согласно 
представлению (5.2), что

\Zvtf, ^г(/։/, ^г)-11-'в7/ -
-г (1 4-е7,) [2е7 7, -г (1 4 2еа 7/) С2 ел £ 7, е՜’•’-"]< (5.7)

гг и
£ 7 е-’1*-'1

.««V
с некоторой константой С* = С*'(С։, Ло).

В общем случае пусть 1/\ П? = |/։,• • •'/т} и положим = V,
К.= И\(/„...,/л|, = /,^•••4,,/’и рав

ным на множестве и равным (т. е. хйи..1Г на множест
ве дУк П V, к = 1,- • •, тп). Тогда

г^Р, т,.)/Д։г.(/^, т։г) = П՛ 2И։(ГЛ, ^)/ДкА+1(Г*+1, т^). (5.8) 
»-о

Теперь используем свойство гауссовского поля, состоящее в том, 
что средние значения величин х3, Ул, задаваемые плотностями Р~к (см.
(2.5)), снова равны хЛ(’и), и следовательно к каждому сомножителю 
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в (5.8) применима оценка (5.7), так что m-кратное применение оценки 
(5.7) вместе с неравенством

3 1
Ln(l + z)|< — |г|, когда |z| < — (5.9)

(где логарифм понимается в смысле главного значения) приходим, по- 
3

лагая С։ = — С*, к оценке

. Zv(F, ~-v) I 3 у ZVk(Fk, 
. ZK(I,F, v) J * 2 A Zvk ,(F*+i, \+։)

IcV П" •։«!’
поскольку за счет выбора -f достаточно малым можно сделать правую 
часть в (5.7) меньше 1/2.

§ б. Вывод оценки (4.9)

Пусть L = \Bcz И|з В£ L : 5(1 И = В). Пусть сначала |L|= 1, L = 
= !£?). Соотношение, которому в силу условия удовлетворяют отоб
ражения и f j, позволяет записать для 1 = 1, 2

Zy(F։, г) x= fexp(- £ t/p(x)֊ 
J ( BeL 

л-e

- 2 Ua (x)}Z„\5(/xF։, -Ux) Р?*(х) dx (6.1)
Л:ЛпИСЛ, /1eL

(на протяжении всего § 6 мы будем обозначать через х^Хи перемен
ную конфигурацию и через ж конфигурацию х— (т)). Отсюда несложно В
получить, что

\Zv(F{, t)IZv^t, ^-l\^Zv^(IxFi։ ^x)IZv(F2, x)| x

X|exp{- £ (#(x))|[ S flexp { £ UPB1 (x)| - 1||] X
ЛМп^СЙ /-1> 2 lleL

AsL

X | \ZV\g (lx Fit 'Ll x)IZv^(Ix Fa, t(Jx)|P. ’ (x) dx. (6.2) 

xF

Первый сомножитель в (6.2) согласно индуктивной оценке (4.8) и ус
ловию (4.7) можно оценить как

’Ux)/Zy(?։, T)J< ехр (С, s-f |В|}. (6.3)

Что касается второго сомножителя, то на основании условий (3.4) и 
(4.7) путем несложного преобразования множества, по которому идет 
суммирование, можно получить, что
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Jexp |— S _£/>(«) II < explT |5|}. (6.4)
Д:ЛП Гс»

4«L

Для оценки третьего сомножителя воспользуемся неравенством (5.3), 
условиями (3.4) и (4.7), в результате чего, учитывая замечание к со
отношению (4.2), будем иметь

S |ехр{-£б#(х)| (6.5)
/—1, 2

Наконец, для оценки последнего сомножителя в (6.2) представим 
величину |Zr g (/х Га, ' U (A Fa, ' U х) I в виде произведения

Их5)1 сомножителей, отличающихся лишь граничным условием 
в одной точке s, s£ ИЛ^(И\"Й) и применяя к каждому из этих сом
ножителей индуктивную оценку (4.11), а затем лемму 2.1, придем к 
оценке

I i7v\S(y'’и x)'/zvxb и* F* и х)|рГ5 (х) dx < 

л"

< ( П |1 4- Са £_ 70 е-։|"-’|ехр ։|xd. — xJ)}P-!’ “ (х) dx <
j«vna(v\5j uevxw

^(14- C.t 57 ел.)1Гпв(։'Ч'5)|< exp (Са 5т |В|}, (6.6)

где h(։—константа леммы 2.1, зависящая лишь от основного гауссов
ского поля.

Выберем теперь 7 настолько малым, что 7 [(С։ 4֊ Са) S + 2] х.
В таком случае, на основании оценок (6.3)—(6.6) можем, заключить из 
(6.2), что

\Zv (/„ -^;Zv (л, ■:) - li < 2 Е 1^1 е։ ,й| = ’F. (6.7)&6L
где Ч —величина, определенная в (4.10).

В общем случае, когда L = |В։,։ • Вд«}, запишем

Zv (F„ x)IZv (F„ q (Zr (F'y), x)!Zv (F“"\ х), (6.8)

где для j = 0, 1, • • •, N

= если B£L и ВЛ V = Bi 
IFi — в противном случае,

так что применяя к каждому из сомножителей в (6.8) оценку (6.7) 
(представив предварительно соответствующий сомножитель в виде 
r= 1 ֊ (г — 1) и пользуясь общим неравенством (2.22), получаем, что

\Zv i, ~)!Zv(r\, — 11 ЧГ exp (4՜),
что и требовалось.
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§ 7. Вывод оценки (4.11)

Выберем я > 0 таким образом, чтобы

“<а (7.1)
(где а—величина, фигурирующая в лемме 2.2). Пусть 1 = 1 (•։), ■?) О 
("', '/ — суть значения граничных условий ■:*, в точке О удовлетво
ряет условию (2.19), множества И/, Г/ определены как в (2.15) и 
а £ X — некоторая фиксированная конфигурация. Легко видеть, 
что

|2и(ад -’) 2и(6/|Г, т») - 1| < 17 —1| +

(7.2>

+ |7||7и(С/|/,Г, Г, т’) - Г,
где

7 = {7и (и\Р, -՝)1Ху(и\1а Г, X՛)) \ZvkU\IaF, (и\Р, т'О). 
Величину |7— 1| (а вместе с ней и |7/) можно оценить при помощи 
индуктивной оценки (4.9) и простого неравенства

к. яа - 1| < ֊ {(1 -г кэ|) к, - 1| + (1 +- к.1) и, - 1|,

справедливого для произвольных комплексных чисел с1։ гг. Неслож
ные вычисления с использованием условия (3.4) и определения (2.15) 
показывают, что при достаточно малом у и большом I

х։2 + 2и.о,?х^։^12лЛч^<

< 4 ехр {а/ + 5-2’Г 7) £ т е-«1*-П (7.3)
•геУ\ У[

и кроме того

И<1 + 4..Л> 1'еч>|5„Л>, .-) <•»₽ 1’ (ЯЛЬ (7.4) 

Перейдем к оценке последнего сомножителя в (7.2). Прежде всего- 
заметим, что

7и ((/|/0 Р, 1а Г, -?) = 7^ (£/|/а г, т’)/7к(Г/|/а Г, ■:»),

где потенциал (/= (£/д(хл), А^С (2 ), определен равенства
ми

[;л (Хлу _ (хл)» если А £ С (И)
I 0, в противном случае.
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Это замечание позволяет заключить, что

гу(и\цг, х») , = т<) _1
^и(£/|ЛЛ т։) гу{й\ьг, х»)

= \гУ1 (й\1,г, х’их (х։))/2г (и\1,г, х’)| >, (7.5)

2у,(й\/,Г, х>Цх)

2у, х’Ц; (х’))
[Р/ (х) - Р? (х)] с/х •

где, как и в лемме 2.2, плотности Р/, / = 1, 2 — суть проекции Р/՜’ 1' 
плотностей Р\ на X1 . Для оценки первого из сомножителей в (7.5) 
воспользуемся индуктивной оценкой (4.9) и условием (4.7), в резуль
тате чего будем иметь

\гУ1 х’ и х (х։))/Ди (и\1,г, х>)| <

<ехр{С, 2 У 10е֊*<“֊'Ч Сехр [С, 5(2/)’7}. (7.6)те их И/ «ей
Осталось оценить интеграл в (7.5). Поскольку граничные условия 
(х։их)г>у, и (х։ и х (х’))ди, отличаются лишь на множестве Г/, то под
ынтегральное выражение в (7.5) можно представить в виде произве
дения |Г/| отношений статистических сумм, отличающихся лишь гра
ничным условием в одной точке (эти точки пробегают множество Г/) 
и поэтому |Г/|—кратное применение индуктивной оценки (4.11) вмес
те с неравенством

1п(1+х1)-1|<П(1 + М֊15 ^сс, /==1,...,л/
|1=1 । 1-1

приводит к оценке

I1 Ди/(г7|лг, х’их) . .
—(*) ֊ р> (*)] *х =

Л х»их(х’))
дг»

И Ди,(//|/вР, х’Цх) 1 . . I
= 1 ------ - -----------2--------- 1 [Р/ (X) - Рг (х) ] Ле. <

и {2У1(и\1,Г, х’их(х’)) 
хг‘

7и е ехр (|х4 — х3

X |Р1(х) - Р?(г)| с/х = |՜ (?/ (х) - 1) |Р/(х) - Р?(х)| е/х, (7.7)

хг‘
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где мы использовали функцию '-р, (х), введенную в лемме 2.2 (см.
<2.16)), взяв в качестве чисел ։«, числа

= X 7ие-’1’֊“1. (7.8)
//₽ И/

Используя (7.7) и обозначения (2.16) и (2.17), можем заключить, что

1՛ [й\1,Р, т։ и х) . ,
\ - ------ [Л IX) — /’? (х)] <1х <

г.-^^лА’.^их^)) 
хГ/

<//֊</ + /?. (7.9)
В силу этого на основании (7.2) — (7.6) и (7.8) заключаем, что при 
удовлетворении условий леммы 2.2 для достаточно малых 7 и боль
ших I справедливы следующие две оценки (см. (2.20), (2.21)):

\ZV(U\F, ^ZV(U\F, -*) - 1| <

< 4 exp I а/4-5(2/) ' 7} V 7

֊ exp !9 (2/)' 7 + C, 5(2/)’ 7} [// 4- fi\ <

<ехр [-Ц E v’|։-'+^ Ç a,, exp (/’| I <
( 2 I |lz| лвГ/ ]

<ехр(П S 7,e֊’l-n + C։ X 7ae֊“l,֊/lX
I 2 J S4V.. V/ utv,

X exp ,։/!-/’ I I < C3 exp [2 Г ! £ 7, e՜’1,-/1 
I .«ей

и при выполнении условия а.«<а(/)

\Zv(U\F, t') ZvlU\F, -а)-1|<

< 4 exp I'./4՜ 5 (2/)' 7] J 7 e-։|,-/|4- 
. v.

(7.10).

4- ехр (9(2/)՝ 7 4- С։5(2/)’7| Л<ехр((9-|- С։5)(2/)’7(.

•;|4ехр|։/} £ Ь е՜”5՜՜'1 +-?-е՜’՜' £ I <
'1 |Г/| ч-г/ |

<«хр |(9 4-С։5) (2/)’7| [4ехр !։/| 2 7,е-’11/1 +

Н-Сэе-«“-*»' 1! 7,е-«|,-//]. (7.11)
*• ЯгИ/

Теперь применение леммы 2.2 завершает доказательство. В са
мом деле, выберем некоторое Н, при котором справедливо утверж
дение леммы 2.2. Поскольку функция / (х) = (2Н 1п х)’ растет мед
леннее, чем х, -то существует наименьшее х0 такое, что

2-(1 + 771п х)՝ < х при х > х0 (7.12) 



464 М֊ Р. Мартиросян

/(Հ Հ)= 1 
I/,

и число l„ — Н In х„ — целое. Определим теперь функцию I—Հ )■ 
как

<1ո(1Հ — ՜?|)]+Ն если. խ (713).
в противном случае

(здесь [•] — целая часть числа). Ясно, что такое определение делает 
возможным применение леммы 2.2. При |՜/ ■ ՜/| <։-•*« воспользуемся 
оценкой (7.10), что сразу же приводит к оценке (4.11) (поскольку из 
(7.12) и (7.13) ясно, что при |т}—՜/| > хп 2 [/('/, "/)] -С |"г—

В случае же, когда ի}—т?|< л<>. воспользуемся оценкой (7.11).. 
Полагая Са = 8-ехр (а/9] и считая 7 настолько малым, что ехр ((9+ 
4- CtS) (21вУ 1) <2, вновь приходим, к оценке (4.11), что и завершает 
доказательство основной леммы.

В заключение автор благодарит Р. Л. Добрушина за постановку 
задачи и постоянное внимание.
ВЦ АН Армянской ССР Поступила 17.VI.1987

Մ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Դսաայաճ զիջսյաճ դաչան г ի՜ ոչ-ֆինի in .գւպոումննրի; մառին (ամփոփում)}

Աշխատանքում դիտարկվում են у-չափանի ամբողջաթիվ ցանցի վրա որոշված պաաա- 
հական դա ուս յան դիրս յան դաշտերի ոչ ֆին իա դրդոումնեիը՛ կոմւդլեքսարմեք

U=[Ua(xa), x4C(R*A card (Д) < co}

պոտենցիալի միջոցով, 8 ույը է տրվում, որ եթե Լի գրգոող պոտենցիալը բավարարում է

2 |Շև| е։ И1 < Ն < т
A:t£A

պայմանին (ինլ որ X;>Q և ՜[-ի համար), ապա վիճակագրական գումարը հավասար լէ 0-ի, 

Այստեղից հետևում է ազատ էներգիայի գոյությունը. Բացի այդ, եթե բոլոր UA (Хд), ~ACl‘ 

ХА € (Й*)Л անալիտիկորեն կախված են Хь . . . , zn պարամետրերից վերջիններիս 

փոփոխման տիրույթում, (D-ն պոլիջրջան է)յ ապա նույն հատկությամբ nd տված է
նաև ազատ էներգիան։

M. H. MARTIROSIAN. On nonfintte perturbation։ of the gausatan 
Gtbbstan field* (summary)

We consider in this paper nonfinite perturbations of the random jaursisn Gibb
sian field by the Complex valued potential

£/- [i/4(x4), x^ (R*)Vcard (i4)<co].

It is proved that if the perturbative potential' U satisfies the. condition

£ \^A(xA)\e''" <T,<j

(for some 7. >0 and f), then the partition function- does not vanish, and. the. existence 
of the free energy follows. Moreover, if all UA (xj, xA ■' (R*)-? depend analy

tically on *n in the region PcC’, {D is a«-ppiydisk), then, the sane, propertyy 
is true for the free energy also.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 

Р. Ш. СААКЯН

ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ А. А. ГОНЧАРА

Исследования граничных вопросов единственности аналитических 
функций начинаются с .классических работ М. и Ф. Рисса [1], а также 
Н. Н. Лузина и И. И. Привалова [2]. Полученные ими результаты отно
сятся к случаю односвязных областей. Аналогичные вопросы для бесконеч
носвязных областей менее изучены. Первый результат в этом направлении 
принадлежит А. А. Гончару [3]. Некоторые из его результатов подвер
гнуты дальнейшему изучению в [4]. Данная работа посвящена 
подтверждению одного предположения об областях неединственности, 
выдвинутого А. А. Гончаром в [3].

1.1. Пусть А=!=; Н<1|, С=|а; |з = 1], К=КՍ С, К(1. г)> 
= Ի; к —«Кп г>0).

Если последовательности ի։;|<Հ1 и |гу)“_0, Гу > 0 таковы,,
что

|ху)'=С, гу<1—|ау|, г}+ г(<|г,— г;| (/=/=/)» 

то замкнутую область вида

а = |г;) = А\'и к{гр
■

называют областью типа Լ. Если 2 = 2({гу], [гу|) —область типа Լ,. 
то для любого 8£(0,1] область Զ = Զ(|յ;), {8Гу}) также является об
ластью типа Լ.

Через А (Ձ) обозначим множество функций։ голоморфных в 2° и 
непрерывных на Ջ.

Принято говорить, что замкнутая область Զ типа Լ обладает 
свойством единственности, если из условий <р£.<4(2) и ք(շ)=0 при 
2 € С следует, что ® = 0. Если же существует функция ® £ А (2) та
кая, что <?(г) = 0 для г է С и <р 0, то говорят, что область Ջ обла
дает свойством неединственности.

В работе [3] А. А. Гончар, используя известный метод. Вольфа 
(см. [5], [6]), предложил некоторую общую схему построения областей 
типа Լ, обладающих свойством неединственности. Из его результатов 
еле довело, в частности, для любого յՅ 2 существуют:

(1Г) замкнутая область 2 = 2(|гу|, |г,)) типа Լ такая, что 

քյ6°^՜7՜)ք։< + 00’ (1)՛
7=1 \ րյ/
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(2Г) функция (Ъ) такая, что ?<г) = 0 для г^С и - - 0. ' 
В действительности, у А. А. Гончара функция <р(х) мероморфна 

при |г|<^1 с полюсами в и представляется рядом

(2)-

При этом <р£Д(2։) для всех 3 £ (0, 1], так что заменяя в (1Г) область 
2 на 2*, можно (при достаточно малом 3) сделать сумму ряда (1) 
меньше любого наперед заданного числа е>0.

С другой стороны, в |3] отмечено, что если область 2 = 12(|гу}, 
i'՜/!)» удовлетворяет условию

- i-frL< + oo,
Л*! log -77֊

то тогда она обладает свойством единственности. Отсюда, в 

С3> 

частно-
сти, следует, что утверждение (1Г> — (’2Г), верное при > 2, теряет 
силу при р < 1.

В связи со сказанным А. А. Гончаром было выдвинуто предпо
ложение [3], что утверждение (1Г) — (2Г) сохраняет силу при любом 

Мы доказываем это предположение в пункте 1.2., установив 
предварительно, анологично [3], одно общее предложение о построе
нии областей типа Ь, обладающих свойством неединственности. Это 
предложение, полученное с помощью несколько модернизированного, 
варианта метода Вольфа, дает таким образом в известном смысле точ
ные результаты.

Следует отметить, что в несколько более общей формулировке- 
подробное доказательство критерия (3), основанное на положитель
ности гармонической меры w(z, 2, С), приводится в работе А. Г. Ба- 
лакян [4]. Она также получила метрические условия на область 2 ти
па L, при которых ш = 0, но 2 обладает свойством единственности. 
Наличие таких условий a’priori может представлять препятствие для 
доказательства предположения А. А. Гончара.

1.2. Лемма. Пусть f(z) — голоморфная npu\z\^-R функция, 
f (аю) = 0 и М = sup j^(z)|. Рассмотрим разложение f вокруг точки сот

/(z)=V a*z֊‘, |z|>/?
Л—1

и пусть Pn{z)—п-ая частичная сумма этого ряда. Тогда
R п / Ъ

(4>

/ 7?\Р'п 1/ • |* > я. (5>
V |г| — Л

Доказательство. Согласно равенству Парсеваля

»„1 /г2* 2kJ
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Отсюда, применяя к суммам

'+1 R
\Р’п

неравенство Шварца, приходим к оценкам (4), (5).
Как и в [3] рассмотрим специального типа подкласс областей ти

па Ь. Пусть {/?*)“=։», [п*)“=в — последовательности чисел
1<пН«։, Положим R* = + R к) 2՜1 А^-0. Д*=/?*+1— и
пусть !р*)*=о последовательность чисел таких, что

____ , . ( г, -1 д*֊։ △> 1
0<Ср* < пип к к л* , ------ > —I .

I 2 2]

Обозначим через множество корней уравнения г"* = /?՞* и рас
смотрим область

2 = 2 (|Л*|. |п*|, )р*))=к\ Ь и ^(С«,р*)

4-0

и соответствующую 3£(0, 1] область 2«.
Предложение. Пусть (Я*), (л*) и (рА) выбраны так, что
“6* Г 1 *՜՜1 1 1 »2 "77 Т 7Гехр 7 2 ^тПт —< + °°- (6^

4=2 (Д| ■ • ’•*»- 1) I 4 ^=1 J р*

Тогда существует мероморфная в К функция с полю сами
на совокупности |^«| 1< л*, £^-0, вида

? («) = Д А1 \ Д МЫ <4-00 ( 7 )

такая, что <р(д) = О для х£С и <р2гСЛ(2։) для всех 3(; 0, 1]. 
Доказательство. Пусть = |ж| > &>0. Положим

“>* = *՜** - к >1, <Ро (*) = (г՞՛֊ Яо'Г1,*И > Ъ, 

V» — Р’*-«т*и>Г։=<рл_:—С}*, к> 1 и Л/* = зир|ч>* (г)|, ^>0.

Учитывая, что для И*

в силу утверждения [4] леммы, примененной к функции t о»л, 
лучим 

по

|<Р4 (г): < м
6* /7?о\

прячем <р k (то) = 0.
Обозначив через Aki вычет функции Q* в точке С*/, 1 < i < д*, в 

силу (5) будем иметь, что

М,6к ,
"АлТ/ ՛ “*• (8։
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Учитывая оценку Iog(x+D>x2 1 при л-(0, 1), из (8) получим

|А«!
М,6* 

л*(Д|- • • Д*_1)2
ехр

1
--------- У Д/n Пт

4 т =1
։ = 1,- л*. (9)

Далее для z^2«Ulx! Ы-> 11 будем иметь

'♦I — z
Моб*

л*(Д։- •• Д»֊-1Н
ехр

1 "
~ У, Д„1 77 гп 
4 „7=!

1
*Р*

k^r'

Отсюда в силу условия (6) ряд

£ а./с:.,-*)-’ (Ю)
I I

сходится абсолютно и равномерно на 2« I) \г; 1с|^1|. Более того, 
поскольку множество |г| >- 1 принадлежит всем И*, то из

I?* («)| = |<Ро (г) - О, (г>--------С*(г)1 < Мк - 0, к -+ ~

получим, что ряд (10) равномерно на |з| 1 сходится к функции <ре.
Подходящим образом перенумеровав ряд (10) и обозначив через

<р (г) = £ At(z — zj) \
7=1

где Л;=Нез|г/ ®„ (z)j = 1,-• -п0, получим мероморфную в К функцию 
с полюсами на совокупности точек {zj} такую, что ? (г) = 0 для С, 
<р(г)|—► ос, когда z-> z; ,1</<л0, и <рр_>4 £ А (2,;) для любого ^(0,1].

Убедимся теперь, что существует выбор чисел (Я*|, л* и |р*|, 
гарантирующий выполнение условия (6).

Пусть ф— положительная, непрерывная и возрастающая функция 
такая, что

ф'(х)>с0>0, с0 = const, (11)

liml.^(m+l)_1 (12)
/п-- logp(m)

II» ■»»*(■”) (13)
m-- log 771

Положим

'1 (4 +1)logi(il +1) •!(2) logt(2)

где постоянная ct определяется из условия у Д* = 1—/?0՛ И пусть 
*=1

Л* = I ^(к + 1) log i» (л + 1) и р* = с։ exp'f — с։ ф (к) 
I 1б

А>0,

где [х] — целая часть х, а с։ находим из условия рл Сп^!. Ясно, 

что Д* ֊> 0 при к —• со и легко проверить, что у ДА<^со. Учитывая, 
4-1

ЧТО х оценим предварительно несколько сумм;
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J Джпя> с։ф(*)—1, 
т=1 •.

(14)

У lognmAm> 2 log (с։ (ф(/п 4-1) —'!’("։))—1) >

m+1

> (A —l)log(c0c (15)

£ log Пт <(1 4֊») (к - 1)1огф {к).

Отсюда в силу (12)—(16) получаем 
6* /1 \

У ------------------ ехр (------- У
(V- A*-i)’ 4 m-i /|

(16)

1
Р*

ехр 1 1
Р*

« / Q
< У 4fexp( Л2(£ — 1) 1о8ф(&) — — с, ф(£)

< У A,expf — ~ с։ ф(£)).< + 
*—2 \ 1о /

тде ?4*(it = l, 2, 3) — константы.
Пусть, теперь, £ > 1, тогда из (12) и (13) получаем

ni д ф|(/-г-1)1огФ(/+1) > А л log ф 0 +1)
A՝'/ (j) /(У)

со, в > 0.

(17) 
Таким образом, в силу доказанного предложения и (17) имеем, что 
для любого Р>1 утверждение (1Г) — (2Г) остаются в силе.

Замечание 1. Здесь важно, что выбор чисел [Я*}, (п*) и (р*} 
а следовательно и конструкция области 2, ни коим образом не зави
сит от {3. Следует также отметить, что если условий (12) и (13) 
на функцию ф не налагать, то в зависимости от ?, допустимую для 
функции ф .шкалу роста" можно несколько расширить.

Замечание 2. В [4] А. Г. Балакян получила условия на числа 
!•£»), |л*| и {рл}, при которых область й££({л“», и*, р*|) является об
ластью единственности. При нашем выборе этих параметров получен
ные в [4] условия в совокупности не выполняются, однако если по
ложить

Р*=ехрМ-С1ф1+* (к)\, в>0, 
\16 /

то они будут выполнены. Это еще раз показывает, что в случае не
единственности числа р* не могут сколь угодно быстро стремиться к 
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нулю, и указывает на определенную степень точности как результата 
А. Г. Балакин, так и выбора последовательности |р*}.

В заключение хочу выразить благодарность Н. У. Аракеляну за 
руководство и ценные обсуждения.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 23.У.1989
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УДК 519.218.5

Г .С. СУКИАСЯН

РАНДОМИЗИРУЕМЫЕ ТОЧЕЧНЫЕ СИСТЕМЫ 
И ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ РЕШЕТКИ

Введение

Простейшим примером точечной системы, рандомизируемой от
носительно группы Тп параллельных переносов евклидова простран
ства /?/։, является решетка точек, имеющих в декартовой системе ко
ординат в /?я целочисленные координаты. Имеется в виду ее следую
щее свойство. Сдвигая решетку I на случайный вектор, распределен
ный равномерно на [0,1)", получим случайный точечный процесс, рас
пределение которого

а) инвариантно относительно группы Тп,
б) сосредоточено на множестве [//:<£ Т„[ (</—образ / при пре

образовании £)•
Представляет интерес отыскать все точечные системы (т. е. под

множества R", не имеющие точек сгущения), обладающие такими же 
свойствами. Естественно также рассмотреть аналогичную задачу для 
других групп.

Определение 1. Пусть С— группа преобразований прост
ранства R". Точечная система ш называется С-рандомизируемой, 
если существует С - инвариантный случайный точечный процесс 
распределение которого сосредоточено на множестве образов 
[£ш:

Еще один пример рандомизируемой точечной системы доставляет 
известная из интегральной геометрии теорема Зигеля [1]. Обозначим 
через Ап группу сохраняющих меру Лебега аффинных преобразова
ний пространства R". Согласно теореме Зигеля решетка I Ал-рандо- 
мизируема.

Впервые понятие рандомизируемой точечной системы было вве
дено в [2], где показано, что для группы Тп и для группы Мп ев
клидовых движений пространства R точечная система ш рандомизируе
ма тогда и только тогда, когда и есть объединение к штук п-мерных 
решеток, получающихся друг из друга сдвигом (такие системы назы
ваем Л-решетками).

В настоящей статье введены понятия параболических решеток 
I и Л типа. Показано, что для исследуемой в статье подгруппы В 
группы А3 все параболические решетки I типа В-рандомизируемы, 
но некоторые параболические решетки обоих типов не являются 
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А:-решетками. Показано также, что все параболические решетки яв
ляются правильными (см. [3]) относительно группы В точечными си
стемами, однако параболические решетки II типа не являются 
5-рандомизируемыми. (В связи с этим отметим, что для групп Тп и 
М„ все правильные точечные системы рандомизируемы [2]). Получен
ные результаты применяются в § 5 для решения задачи Давидсона [4] 
о построении ^-инвариантных процессов прямых.

Некоторые результаты статьи анонсированы в [5]. В [6] развит 
алгебраический подход к тем же задачам с привлечением понятий из 
теории дискретных групп-

§ 1. Группа В н решетки

Обозначим через С подгруппу аффинных преобразований пло
скости, имеющих следующий вид:

(х'=х+ед,се/г,. 
I у'=у-

Через В обозначим подгруппу группы А1։ состоящую из аффинных 
преобразований {с следующего вида:

й;М' = * + с»+»- а, Ь, 
\ у'= у+ ь,

(вначале делается преобразование с £ С с параметром с, затем парал
лельный перенос ^Т2 на вектор (а, 6)). Заметим, что группа В уча
ствует в построении так называемой геометрии Галилея [7].

Определение 2. В пространстве R՛՝ решетками называют
ся точечные системы, получающиеся из множества I точек с це
лочисленными координатами аффинным преобразованием.

Определение 3. Плоская решетка называется решеткой 
I типа, если она содержит хотя бы две точки с одинаковыми 
у-ординатами, в противном случае решетка называется II типа-

Отметим, что преобразования из группы В сохраняют тип ре
шетки-

Лемма 1.1 (см. [6]). Все плоские решетки I типа В-рандоми
зируемы.

В [2, 6] рекомендовано исследование рандомизируемых точечных 
систем начать с нахождения правильных относительно данной группы 
систем- »

§ 2. Правильные точечные снстемы

Определение 4. (ср- [3]). Точечная система содер
жащая начало координат О, называется правильной относительно 
группы О, если для любой точки а £ и существует такое С, 
что = и) и §0 — а.

Всякая правильная относительно группы точечная система 
является правильной и относительно любой более широкой группы



476 Г. С. Сукиасян

Относительно группы Т„ все решетки и только они являют
ся правильными [3]. Следовательно, класс /’ правильных относитель
но группы В точечных систем содержит по меньшей мере все плоские 
решетки, так как Г2 является подгруппой группы В.

Известно [3], что все правильные относительно группы М„ то
чечные системы (т. н. кристаллографические множества) являются 
^-решетками (обратное неверно). Мы покажем, что Г содержит и от
личные от /с-решеток точечные системы.

Пусть <о£Г. Для того, чтобы преобразованием (.с^В точку О 
перевести в а, надо чтобы сдвиг / был бы на вектор а, так как лю
бое С оставляет на месте начало координат. Следовательно для 
каждой точки а £ существует такое Са 6 С, что

с«« -|- а = ш, (2.1)
где «и -(- а означает сдвиг множества <» на вектор а - R՜.

Лемма 2.1. Всякая правильная относительно группы В то
чечная система вместе с точками а = (хн, уа) и 6(, = (хл, у,,) со
держит точки

Ьп = (хь + пх.,+псгУь + у (п — 1) с,у„; пу։1 4֊уь), п=Э, ±1, 2, - •..

Доказательство. Преобразование С(, переводит точку
в точку Ь' = (хь+ сауь, уь). Из (2.1) следует, что « содержит точку 
6|=6'+ а=(-*4 + *а 4- спуь; уа + уь). Продолжая подобным образом, 
получим искомые координаты точек‘6л= с„ ЬП-\ + а, лежащих в

Если уа =£ 0, то точки Ъп лежат на параболе Д, описываемо: фор
мулой

Ьл-й. (2.2)

ХС с" У а хаЛривизна ----  и ось у -------------- параболы X не зависят от точ-
9а 2 Са

ки Ьо. Параболы, у которых кривизны и оси совпадают, называются 
[7] концентрическими. Итак, во всякой правильной относительно В 
точечной системе точки располагаются вдоль концентрических пара
бол, общая ось которых параллельна оси абсцисс.

Лемма 2.2. На оси абсцисс точки из образуют одно
мерную решетку (в частности, эта решетка может состоять из 
одной точки О).

Доказательство. Пусть на оси Ох кроме О есть и другие 
точки из «։, и пусть е=(х’е, 0)— ближайшая к О такая точка. Взяв 
в лемме 2.1 а = е, и 6о=О, получим, что точки е„ = (пх ■; 0) п = 0, 
±1» ±2. ••• лежат вши образуют решетку. Из леммы 2.1 следует, 
что на оси Ох нет кроме [е„} других точек 6 £ со, иначе среди точек 
Ьп = Ь + еп ш нашлась бы точка, более близкая к О, чем е.
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Пусть и»£Е содержит точку а—(х„; у,,), причем у„^0. Обо
значим через параболу (2.2) с хь = 0, уь = 0. Возьмем в лемме 2.1 
60 = ея, получим семейство концентрических парабол ZЛ = Zft 4- е„, 
п=0, ±1, ±2,-՛-. Семейство парабол назовем решеткой парабол, 
если они концентрические и их вершины образуют одномерную ре
шетку. Согласно лемме 2.2 \ЕП\ есть решетка парабол. В силу лем
ме 2.1 точки пересечения решетки парабол ;ДЯ| с прямыми у = ту,,; 
т, л - 0, + 1, ±2, ••• принадлежат <о, при этом образуется т. н. па
раболическая решетка I типа.

§ 3. Параболические решетки I типа

Под решеткой прямых понимаем семейство параллельных равно
отстоящих прямых на плоскости.

Определение 5. Параболической решеткой^ I типа назы
вается множество узлов пересечения решетки парабол с решет
кой прямых, параллельных оси парабол (рис. 1).

Параболические решетки I типа, оси которых параллельны оси 
Ох, описываются параметрами (г, А։, А։, А3), где г — кривизна пара
бол, А։—ордината оси парабол, Аа—шаг решетки парабол, Аа—шаг 
решетки прямых (рис. 1). Из результатов §2 следует, что если то
чечная система содержит точки а = (х,„ у,,) и 6 — (хь, 0), то все

_ „ Т С" , __ У„точки параболической решетки 1 типа с параметрами г = —■ • /ц = —----
Уа 2

— —» А2 = хь, Аа= у„ принадлежат ш. Для доказательства того, что 
Са

ш исчерпывается этими точками, нам потребуются следующие леммы.
Лемма 3.1. Если точечная система ш^Е содержит точки а 

и Ь=(хь, 0), то точка а + Ь также лежит в ш.
Доказательство следует из леммы 2.1, если взять уь=- 0, п = 1.
Лемма 3.2. Если точечная система ш £ Г содержит на оси 

Ох другие (кроме О) точки и а = (х,„ у„) 6Ш» то на прямой 
У~Уа точки из 0) образуют решетку с тем же шагом, что и на 
оси Ох.

Доказательство следует из лемм 2.2 и 3.1.
Лемма 3.3. Если точечная система и £ Е содержит на оси 

Ох другие точки кроме О, то среди точек ш\0х существует точ
ка с минимальной по абсолютной величине ординатой.

Доказательство. Предположим противное, что существует
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последовательность точек из ю . Ох, ординаты у* которых стремятся 
к 0 при п — По лемме 3.2 на прямых у = у» имеем решетки 
точек из о։ с одинаковым шагом Л. В прямоугольник И с осно занием 
[О, Л) и высотой у\ попадает по одной точке из этих решеток. То 
есть в О имеется счетное множество точек из ։՛>, что противоречит 
условию, что <и пе имеет точек сгущения.

Лемма 3.4. Пусть и»—параболическая решетка Г тип,, с па
раметрами (г. Л,, Л։, /։;1). Преобразование с^С с параметром 
с = пгйл (п — целое число) эквивалентно сдвигу <о на вектор / с 
ординатой у< — пЛ:1, т. е.

Доказательство.

ванием с £ С с параметром 
ной

х= ^9> + е»=-(9- 7)-2г- (3.1)

сш — ш -Т (•
Парабола х— ֊֊ у2 кривизны г преобразо- 

с переходит в параболу с той же ривиз-

Таким образом, решетка парабол при преобразовании с передни-
Сгается на вектор, ордината которого, в силу (3.1), равна — гешет-

ки же прямых, параллельных оси Ох, преобразование с оставляет на 
месте, так же как и сдвиг на вектор с ординатой пА;., где А;։— иа. ре
шетки прямых, п — целое число.

Эти леммы приводят нас к следующему утверждению.
Т е о р е ма 1. Для того, чтобы точечная система имею

щая на оси Ох более одной точки, была правильной относительно 
группы В, необходимо и достаточно, чтобы <« была параболической 
решеткой I типа с осью, параллельной оси абсцисс.

Доказательство. Пусть <՛։£А и пусть е = (хе, 0) — ближай
шая к О точка из ш П Ох; а=(хп, у„) — точка из ы с минимальной 
ординатой (лемма 3.3). Точки параболической решетки I типа с па-

1 1 ^(1 I граметрами г—сауа, А։ — —---------> А2 = хе, А3 = у„ принадлежат ш.
2 Си

Пусть этими точками и не исчерпывается, есть точка отличная 
от точек у. По лемме 3.2 точка Ь не может иметь ординату уъ—пуа, 
где п — целое. Среди ординат пу„ + уь точек Ая£ш (лемма 2.1) най
дется такая, что лежит между О и уи, что противоречит минималь
ности уа. Следовательно, и> совпадает Гс параболической решеткой у.

Теперь положим, что ю есть параболическая решетка I типа с 
параметрами (г, А։, А։, А3). В силу леммы 3.4, для произвольной точ՜ 
ки а ~ (•*"> У")‘^՝° параметром преобразования с,,, фигурирующего в 
(2.1), будет си = гу„. Теорема 1 доказана.

Заметим, что параболическая решетка I типа с параметрами (2,0, 
1,1) есть обычная плоская решетка I точек с целочисленными коорди
натами. Однако существуют параболические решетки, не являющиеся 
А-решетками.
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Теорема 2. Параболическая решетка I типа с паг>, мет
рами (1, А,. А2, А3) (бея ограничения общности один из пара: -трое- 
например, кривизну можно взять единичным) является к-реи^ткой 
тогда и только тогда, когда величины /ъ2 и соизмеримы.

Доказательство. Пусть параболическая решетка па 
является А-решеткой. Тогда существует пара центрально-симметрич
ных точек V и — а, лежащих в •՛>. Пусть V является узлом пересече
ния прямой у - тк-л с параболой Д,; т, п — целые. Подставит 2.2)

г —— = ),у.■ — уь—0. хъ ~ г,пл, " = — А;,—Л,, получим уравне-
у„ У <

гне параболы Д,:
х — У у2 к,у 4 пЛ2. (3.2)

Точка и имеет координаты (дгр, тАя), где

х„ — "••■'А2 — А|/~т •>- пА2.

Рассмотри..; лежащую на Д. точку с координатами 
— тА3). В силу (3.2) имеем

х0 — -~тяЛ2 4֊ /пА|А3-|- пА2.

В силу леммы 3.2 и теоремы 1 точки —а, и£<» лежат на 
мой у — — тил и принадлежат одномерной решетке с шагом А... 
личина

пря-
Ве-

XV — (— хо) = /п2А?։ 4֊ 2 пА2, 
следовательно кратна А3, откуда получаем, что Д’ и А2 соизмери мы 

Теперь положим — = ~ • Точка V пересечения прямой у=2тк3 
т

и параболы 2-2 тп, согласно (3.2), имеет абсциссу
хг< = 2п։8А$ — 2тА։А;|—2лппА2= --2тА1А:1.

Для любого целого г точки о1 = (—2 л1гА|Аа, 2гп/А3) лежат в ш 
и образуют одномерную решетку. Векторы V и (А2, 0) будут состав
ляющими фундаментального параллелограмма ^-решетки со.

§ 4. Инверсия и параболические решетки II типа
Определение 6. (см- [7]). Параболической инверсией ]г с 

параметром г^К՝ называется (неаффинное) преобразование пло
скости, задаваемое уравнениями:

| «֊= гу՝— х (4Л>
I уг= у-

Лемма 4.1. (см. [7]). При параболической инверсии ]г парабо
лы с кривизной г1 и осями, параллельными оси Ох, переходят в 
параболы кривизны 2 г — г^, параллельные прямые (параболы нуле
вой кривизны) переходят (кроме прямых, параллельных оси Ох) в 
концентрические параболы кривизны 2 г.
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Прямые, параллельные оси Ох, при параболической инверсии 
■ остаются на месте, при этом сохраняются расстояния между точками, 
лежащими на таких прямых. Следовательно, одномерные [решетки на 
прямых, параллельных оси Ох, при инверсии переходят в решетки на 
тех же прямых, с тем же шагом. Из леммы 4.1 следует, что парабо
лические решетки I типа с кривизной 2 г при инверсии с параметром 
г переходят в обычные решетки со счетным множеством точек на оси 
Ох, т. е. решетки I типа. Так как =֊ ]7\ верно и обратное утверж
дение, что позволяет дать общее

Определение 7. Параболической решеткой называется то
чечная система, получающаяся из плоской решетки параболиче
ской инверсией ]г, при этом если ш — решетка 1-го [типа (см. оп
ределение 3), то называется параболической решеткой Его 
типа, г = 1, 2.

Лемма 4.2. (см. [6])- Для того, чтобы точечная система <՛՛ 
была правильной относительно группы В необходимо и достаточ
но, чтобы для всех г £ R' также были бы правильными отно
сительно В.

Следствие. Все параболические решетки правильны относи
тельно В.

Ниже показано, что параболическими решетками класс Е исчер
пывается.

Лемма 4.3. (см. [6]). Точечная [система шВ-рандомизируема 
тогда и только тогда, когда _/гш для всех [также В-рандо-
мизируемы.

Из лемм 1.1 и 4.3 следует
Теорема 3. Все параболические решетки I типа В-рандоми- 

зируе.мы.
Всякую плоскую решетку можно представить как множество уз

лов пересечения двух решеток прямых, не параллельных [оси Ох. 
Отсюда следует

Теорема 4. Всякая параболическая решетка есть множест
во узлов пересечения двух решеток парабол равной кривизны и ося
ми, параллельными оси Ох.

Заметим, что множество ординат точек параболической решетки 
II типа, в отличие от параболических решеток I типа (лемма 3.3), всю
ду плотно на оси Оу. Оказывается полезным следующее описание 
параболических решеток II типа. Рассмотрим на плоскости решетку 
парабол {7Я}, п = 0, +1, ±2,На параболе 7Я выделим точки, 
имеющие ординаты ту., -I- пуь, т=0, ±1, ±2,---. Если величины 
уи и уь несоизмеримы, то полученная точечная система [есть парабо
лическая решетка II типа. И наоборот, для каждой параболической 
решетки II типа ~ существуют такие уи и уь, что 7 получается приве
денным построением.

Пусть &^Е и не имеет на оси Ох точек, кроме О. Докажем, что 
«> — пграболическая решетка II типа. Для фиксированной'точки а£։>> 
построим параболу 7, взяв в (2.2) хь = 0, уь = 0. В качестве а в лем
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ме 2.1 возьмем точку из <։-П2^ наиболее близко лежащую к О Каж
дой точке 6/ согласно (2.2) соответствует парабола £/, концентрич
ная X- Заметим что вершины концентрических парабол не могут 
иметь то;ек сгущения, так как >՛< —точечная система- В качестве Ь 
возьмем такую точку, у которой вершина соответствующей параболы 
2) наиболее близко лежит к вершине /. Точки параболической решет
ки II типа, построенной вышеописанной процедурой, по лемме 2.1 при
надлежат «>. С другой стороны « не содержит других точек, аниду 
экстремальности точек а и Ь. Отсюда получается обобщение теоре
мы 1.

Теорема 5. Точечная система правильна относитель
но группы В тогда и только тогда, когда <՛> есть параболическая 
решетка (одного из Двух типов).

Отметим, что плоские решетки II типа не являются 5-рандоми- 
зируемыми, и в силу леммы 4.3. параболические решетки II типа не 
являются ^-рандомизируемыми.

§ 5. Решение проблемы Давидсона

Полученные результаты можно применить для решения следую
щей задачи, сформулированной Р. Давидсоном [4] и привлекшей зна
чительное внимание [8—10]: существует ли на плоскости стационар
ный (т. е. Т-, - инвариантный) случайный процесс прямых II по
рядка, не являющийся процессом Кокса (т. е. дважды стохастическим 
пуассоновским процессом), и реализации которого с вероятностью 1 
не содержат пар параллельных прямых. Эта задача решена Каллен- 
бергом [9] построением соответствующего (и до последнего времени 
единственного) примера. Ниже мы построим семейство таких приме
ров, содержащее, в частности, и пример Калленберга.

Представим процессы прямых как точечные процессы. Прямую £ 
на плоскости опишем с помощью параметров (х, у), где х — абсцисса 
точки пересечения g с осью Ох, у = с1£ ®, <р — угол между прямой % 
и осью Ох. Процессу прямых Ре, реализации которого с вероятностью 
1 не содержат прямых, параллельных оси Ох, соответствует точечный 
процесс Р на параметрической плоскости. Сдвигу прямой g на вектор 
с координатами (а, с) соответствует следующее преобразование ее 
параметров (рис. 2)

I Х-- ж + о» + « (5Д)
I я — в-

Процесс прямых РЙ стационарен тогда и только тогда, когда со
ответствующий точечный процесс Р инвариантен относительно груп
пы Н .аффинных преобразований вида (5.1). Группа Н есть подгруп
па группы В.

Случайным процессом прямых II порядка называется процесс, у 
которого вторая моментная мера локально конечна, т. е. для всех ог
раниченных подмножеств И плоскости математическое ожидание 
квадрата числа прямых, пересекающих £>, конечно. Отметим, что это 
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условие приводит к существенным ограничениям на соответствующий 
точечный процесс. В частности, 5-инвариантный точечный процесс ни
когда не соответствует процессу прямых П порядка. Но из 5-инва- 
риантного точечного процесса можно получить процесс прямых II по
рядка соответствующим прореживанием. Например, достаточно взять 
кусок реализации точечного процесса, попадающий в любую парал
лельную оси Ох полосу произвольной конечной ширины.

На параметрической плоскости параллельным прямым соответ
ствуют точки с равными ординатами. Итак, для решения задачи Да
видсона достаточно построить на плоскости некоксовский 5-инвари- 
антный точечный процесс, реализации которого с вероятностью 1 не 
содержат пар точек с одинаковой ординатой. Последнее условие не 
разрешает использовать существующий по теореме 3 В-инвариантныЙ 
точечный процесс, сосредоточенный на параболических решетках I типа.

Инверсией меры р на 7?2 назовем, меру на плоскости, задавае
мую д»я всех борелевских АсК1 равенством ц, (Д) = н(/г А), г£Л'. 
Аналогично, инверсия Рг точечного процесса Р на плоскости опреде
ляется равенством

Рг (Д) = Р(|» : /г<о£Д1)
(здесь случайный процесс и его распределение обозначаются одина
ково).

Лемма 5.1. Пусть Р—точечный процесс Кокса с управляю
щей мерой |1. Для любого г^/?1 инверсия Рг также является про
цессом Кокса с управляющей мерой

Лемма 5.2. Точечный процесс Р на плоскости инвариантен 
относительно группы В тогда и только тогда, когда для любого 
г Р' ш инверсия Рг также В-инвариантна.

На основании՜ теоремы Зигеля (см. введение) в [8, 9] построен 
процесс прямых Р, удовлетворяющий условиям задачи Давидсона и 
соответствующий точечный процесс Р которого сосредоточен на ку
сках решеток II типа. Инверсия Рг точечного процесса Р сосредото
чена па кусках параболических решеток II типа. Следовательно, реа
лизации соответствующего процесса прямых ՝РГ не содержат с вероят
ностью 1 пар параллельных прямых. В силу лемм 5.1 и 5.2, для лю
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бого r^R' точечный процесс Рт не является процессом Кокса,, но 
инвариантен относительно группы В. Следовательно, процесс пря
мых Рг стационарен, откуда получается

Теорема 6. Семейство (/*<}» г £ R' стационарных процессов 
прямых является решением проблемы Давидсона. Оно содержит 
при г = 0 пример Колленберга [9].

Аналогично теореме 2 можно показать, что параболические ре
шетки II типа не являются ^-решетками. Поэтому процесс прямых 
~РГ, г =/=0 нельзя получить из калленбергского процесса прямых Р 
аффинными преобразованиями и операциями наложения и прореживания.
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Հ. U. IJ 1И’₽ ԻԱ11ՅԱՆ. (հսնղոմիզացվոյլ կետային համակարգեր և պարաբոլիկ կավարներ (ամ- 
փոփում^

Հոդվածոս! ներմուծված են ձևափոխությունն՛երի խմբերի նկատմամ բ ինվարիանտ ոան- 
•դոմիգացվող կետային համակպբվերի, , ինչպես .նաև I և II տեսակների պարաբոլիկ կավարների 
հասկացողությունները! Ապացուցված է, որ հարթության վրա աֆին ձևափոխությունների խմբի 
հատակ В ենթախմբի նկատմամբ ոանղոմի զացման ենթակա են բոլոր I տեսակի պարա
բոլիկ կավտրներրւ

Ցույց Է տրված, որ В խմբի նկատմամբ կանոնավոր կետային համակարգեր են հան
դիսանում միայն պարաբոլիկ կավարներըէ ’Ստացված արդյունքները կիրառվում են ուղիղների 
համասեռ պասսս Հական պրոցեսների .կառուցման մասին Դևիդսոնի խնդրի լուծման համար։

G. Տ. SUKIASIAN. Randomizable point systems and parabolic lattices (summary)

The concepts of the I and II type parabolic lattices - and randomizablo point 
systems are introduced. It is shown, that all I type parabolic lattices are randomizab
le with respect to the special subgroup В ef the group of faffine transformations of 
the plane. It is also shown, that all parabolic lattices are regular with respect to the 
group B.

The results^are applied to the solution of R. Davidson's problem on construe, 
>tion of line processes.
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УДК 517.946

С. Ю. НАЗАРОВ,

О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА-ДАРБУ

В области £> = {(х, у): 0 < х < у 1) рассмотрим уравнение 
Эйлера —Дарбу

В а
и------— их -------- и =0. (1>

х—у Х—у
Iе. Пусть ₽_>0, а > 0, а + р<^1.

Задача 1. Найти решение и(х, у)^С(В) П С1 (/>1) {(х. у): х=у, 
0<^.х<^ 1]) ПС2(£>) уравнения (1), удовлетворяющее краевым усло
виям

/ох*' п+?-1и(0, х) + А (х) 1о'хЬ‘ °'? ' и (х, ») +
(2)- 

+ в (х) и (х, х) =/(х). 0 < х < !■>
с0 (*) [(У — х)'+₽ (и,, ֊ иг)]|у=.г + Л„.(х) и (.х, х) +

+ ^61(х)£)?ли(х, х) + £ су (х) В^у - х)’+й(и7— Пд.)]| =
1=1 /-1

=А(х), 0<х<1. ’ (3)‘

Задача 2. Найти решение и (х, у) £ С (£>) Л С (•/) и. {(х, у): х=у, 
0<х<1})ПС’(Д) уравнения (1), удовлетворяющее краевым усло
виям

& 6,-.1+8-1 и 1} + А (х) «+?-Ги (х> х) +

+ 5 (х) и (х, х) = /(х), 0<х<1, (4)֊
со (х) [(1/ —х)*+* (иу — иЛ)]| у=х+ М*)« (*> х)Ч-

+ £ М*) и <х> х) *+■ 2 с] —х)'+? ('А— иЛ1у»л- =
1—1 /=|

= Л (х), 0 <х<1. (5)
Здесь А (х), В(х), 60(х), 6((х), св(х), су (х), / (х.)„ /| (х) — заданные 
функции, принадлежащие классу С՝ (_/) П С3 (./); /—единичный интер
вал 0<^х<^1, а, Ь, с, а/г -уу — заданные действительные числа, причем 
“ ։1 <1. -1<с<0, 1—а —а + с>0,• р— а-6>0, 1 - ₽+
"Р о. 0, 1 — а — 8 4- с > 0, а+а^>0, 1 — а — Р+а>0, 1 а + а + 
+ 6^>0, 1 = 1, п, /=1, т, Иах, В^ь — операторы дробного, в смысле 
Римана—Лиувилля, интегро-дифференцирования, выражаемые форму՜ 
лой [1, 2]
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ZXx/W =

sign (х—а) 
г (-и)

fWdt > Н < О,

f (х), 1‘ = о, 
/] + ։ г , ,

sign.(х —а) С|1|.,.г Dax 'л /(х), р>0, 
dx

где [н] — целая часть [а, [|*] ֊< !1<С[։л] + 1> /о.’/'т. ' — операторы 
дробного интегро-дифференцирования в смысле М. Сайго [3]

(1 J f^~хг 1 ^6+?.-֊—*}/(*)*, «>о>
Г (<։) .J X 1 — X /

0< а + п<1. 
dx

Без ограничения общности положим
֊ 1 < 4, < «,<?.• • < % < 0 < а,+։ < ••<«„< 1, 

— 1 < »1 < Ъ<- • • < 7, < 0<Т/+1 <֊ • ֊ <7m < 1-
(б)

Для простоты рассуждений будем рассматривать только задачу 1. 
Решение будем искать в классе функций таких, что функции

и(х, х) =т (х), (у — х)*+? (иу — ыл.)|у_х = V (х)

^принадлежит пространству Гельдера с показателем к(1> к > тах X 
Х {%. — с, - а}).

Теорема 1. Пусть А (х) 0, ст (х) =^= 0 ух 7Ш > ։я, — с >
Ь > 0. Тогда задача 7 разрешима и притом единственным об

разом.
Доказательство. Преобразуем краевое условие (3). Дейст

вуя на обе части (3) оператором И^хт и учитывая

D^DHxf = DToxD^=f
■после некоторых 'преобразований получим

v (х) + |>(х, f) -v (Л) tit = Doxlm/-^- - [К, (х, t) т(0 dt, (7)
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где
Тт <;о (О

(х֊0Т’"7У՜ Гт>֊

т 1
+ У —-—*Л+1Г(1֊74)

(Тл.֊ 7») (*֊ О1" U

]

X p^’d-z)՜7* 
* о

с4(х — (х — t)z)
Ст(Х~ (*“0«)

dz + (x— *)•" ’*Х

О

X

1 Г(Тж)|( ’

, Ä 1 Z Tm֊։f, .-ч-п bt(x— (х — t)z)
+ йП=^('-') Г (1-г) ».>-<«•֊<)’>л т

+ .?+, Г(1-«.)
1

։Г,7« 1/1 \ ’*6л(х—(аг—Л'г)
J с;,(х— (х — i) z)
О

dz X

хь.-%)+(х-o՛“՜-1 fz-՜՛(i-.)- “I **(7՜<г-;>/! л
J Л I cm(w—(x-f)z)J I
о

Из представлений видно, что К (х, f)1 и (х, t)' непрерывны в 
квадрате О -С х, t < 1 при х =r t, а при х = t могут обращаться в бес
конечность порядка не больше—rm + 7m_i г 1>—+ % + 1, соответ
ственно. Кроме того, из условий задачи 1 и свойств операторов дроб
ного интегро-дифференцирования следует, что

пСя^- 
ст 'х>

Соотношение (7) есть интегральное уравнение Вольтерра второ. 
’ го рода относительно неизвестной функции v (х). Разрешая его по из

вестной схеме (см., напр., [4, с. 127]), будем имеуь
х

ч (х) 4- I К* (х, f>T (f) Л =Ф (х)г (8>
О
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где
К* (х, <) = (х, 0 + у R (х, у) К (у, О Л/,

/ ».

ф (х) = о^т + ( R (х, I) л,
ст(х> J СЛ1Н)

R (х, /) — резольвента ядра К (х, <)•
Рассмотрим теперь (2). Пользуясь свойствами функции Римана 

уравнения (1) можно показать, что любое решение задачи 1, если оно 
существует, представимо в виде (см. [3])

1
и (х, у) — С т [х + (у — х) /] Г*՜1 (1 — О'՜1 й +

о
(9) 

1
---- Г(1 -а-?) _ 1_._? Г £ -|- (у — х) г]г’(1-0՜* Л-
2 Г (1 — а) Г (1—₽; „I

о
Из (9) с учетом формулы 1ох'1 Гох' ՝+т‘/= №?+г'условие (2) 

можно записать в виде

r(ngzt?) ' (х) + а (х) 1сОхЬ՝ -։+ “+р -с х (х) +
* (Р)

+ ^(х)т(х)=/(х) - ^1~а~-Р) ГоУ՜'*' »+«+?֊։—
2 Г (1 - а)

(Ю)

Разделив обе части (10) на А (х) и подействовав оператором 
!֊с. -ь, -1+з+^ Применяя формулу [3] 

запишем

т (х) + ЧМг_1+։+₽ 6- “в+ 3՜ • ’ м +Г (?) А (х)
। _ / \  1—е. —by —i+a+? У(х)-t- lox -Т-— ■։ (х) — lox ТТ~\ ~А(х) А (х)

1"(1~а — ?) r֊e,-i.-1+в + Э 1 p, + l-i<, (։+«+=։-!. -« w-l , х
Tr7i V~lox ~л t \ ах (х}2Г(1—а) Д(х)

или, после некоторых преобразований 
х .г

т (х) + Г к;(х, ох(о dt=/а (х) - г*1՜*՜?) Гк2 (х, t) v(п dt, (п)
J 2Г(1 - a)J
о и 

где
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Г6Я-Р) Ь

Г(Р)Г(֊с)Г(а+а)

х — у)
Г( —с)Г(1—Р -!-а)

Х&֊0

' тп(х_у)՜' Л А (у)

— Ь, а4֊ Р—1. а 4֊ а, ——*\/у + 
У '

Ь, — с-ка+0—1, -с, —֊).

X («/-/Г? 17։+?+Й՜’^6,-с 4-а+Р-1, -с, ֊бу

мажно показать, что ядра К\ (х, 1) и (х, /) допускают оценки 
К\(х, /)=(х —/) ' 0(1), 0<><1.
К,(х, 0=(х֊/)->10(1), 0<л։<1.

Исключая V (х) из (11) посредством (8) находим

т (х) 4- | Кг (х, 0 - (О Л = Ф, (х), (12)
О 

где

& <«, О = < (х, О - ֊^т֊֊ Г (х, у) к* (у, о </у, 
21 (1— а) J /

Ф, (х) =А (х)- -_(1~я՜^ Г Ф (О К(х, I) <Н.
2Г(1 — а) .) 

о 
Пользуясь результатами работы [5] нетрудно убедиться, что 

ф. (х)ес(7)псч/).
Таким образом, задача 1 эквивалентно редуцирована к интег

ральному уравнению Вольтерра второго рода, которое разрешимо без
условно и однозначно в классе С (/) Л .С2 (7), а следовательно и функ
ция м (х), определяемая из (8), принадлежит требуемому классу.

Единственное решение задачи 1 дается формулой (9). Теорема 
доказана.

Теорема 2. Пусть А (х) = О, В (х) =/= 0. ст(х)=/=0 Ухб7 
Тт^ап> 0. Тогда задача 1 имеет и притом единственное ре
шение.

Доказательство. В этом случае из (10) сразу же имеем 
1-։֊? р

’<։) + , 1 г1«-—(х - 0--'хг (а 4- а) В (х) и 
о
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/j(-b, а + Э-1, ։ +-а, -----=
\ X /

л
= /.W------------- 1--------- 1՞ (х _ ,)֊" -3 г'-и-ь у (0 dt.

В (х) r(l-p+a)5(x)J 1
О

Так же как и в теореме 1, подставляя в полученное выражение 
значение v (х) из (8), после элементарных выкладок придем к [интег
ральному уравнению Вольтерра второго рода относительно [функции 
(х), которое разрешимо безусловно и однозначно в требуемом 

(C(J)nCs(/)) классе функций.
Единственное решение задачи 1 будет задаваться формулой (9).
Теорема доказана.
2° Пусть ?=------• я=[——° » а = const [> 0. В этом случае

4 4
уравнение (1) можно преобразовать к виду

У*ихх~ “уу+а“х = °- (13)
Область D преобразуется в область 2, ограниченную отрезком 
АВ— {(х, у): у = 0, 0<^х<[1} и характеристиками

ЛС:г = х — ֊ уг=0, ВС:т1 = х + -~.^=1
2 2

уравнения (13), выходящими из точек А (0, 0) и В (1, 0).
Задача 3. Найти-регулярное в области 2 и непрерывное в замы

кании Я, за исключением быть может точек А и В, решение уравне
ния (13), удовлетворяющее краевым условиям

к[в։(х)] = ?(х), хб7, (14)

а0 (х) иу (х, 0) + Ьо (х) их (х, 0) -I- J] ai (х) Do‘x (х) и (х, 0) + 
4-1

+ £ 6у(х)£>71<о)(х)и(х, 0)=Ф’1(х), хбЛ (15)
7-1

где В։ (х) — аффикс точки пересечения характеристики уравнения (13) 
выходящей из точки х£_/, с характеристикой ВС, а,(х), (х), ®(х)
ф։(х), а0(х), 60(х), ап+1 (х), >ч'Дх), «А (х)— заданные действительные 
функции, непрерывные в замыкании множества их определения, а», 
7;— заданные действительные числа, удовлетворяющие (6), 1 = 1, п 
у ==1> т.

Согласно [6, 7] любое решение задачи 3, если оно существует 
представимо в виде

ц(х, у) =(1— ;)₽(т( —')“??(') —т(֊?(1—5)-?/Г(я> Н 1> г։) ?(0) —

- Р (1 ֊ а) (1 ֊ т))(1 - ?)- 1’ +

и
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+(—Г ф м+₽ (i-I Р,Л>՜-dt՝ (1б)\ 4 / J V t (t — Ç)
1

где
2 --П֊7») , _ (l-qHE-*) z _s (* -л), 

1 4(1֊?)’ ’ (1-5) (4֊О ’ 3 4(*֊В)

îWec(0<x<i)ncs(/)> ф(х)6С(0<х<1)пС«(Л 
Теорема 3. Задача 3 разрешима и притом единственным 

образом, если выполняется одно из следующих двух условий:

. 1. a = 4£-f-3, к = 0, 1, 2,--, а„(х)0 ух£ /,
а„(х), а։(х), ая+1(х), о^(х), Ьо (х), 6у(х),

«“}(*). ф։(х)€С‘+8(7), ?(х)ес։*+4(7лс։‘+5(/),

i = 1, п, j = 1, т.
2. а = 4£Ч- 1, к = 0, 1, 2,--, а((х)=0,

_ •՝

(1-х) 2 Нх)6С2*+3(7>ПС։*+,С/). ао(х), а„+։(х),

6„ (х), 6, (х), ш}(х), ф, (х) € Ск+' (7) Л С^' ( J), i î?7 / = 1Т^ 

и 6ц(х)=/=0 Vх G J либо Ьп(х) = 0 и иъ„(х)=#0. Ь,п (х)=#0 ух£ /
Доказательство. Предположим, чТо в условии 1, теоремы 

а=3 и существует решение задачи. Тогда из [6] 
и(х, 0)=?(х) + 2(1-х)?'(х), хб/,

֊Ï
иу(х, 0) = х [<? (0) + 2 (1 - X) i՛ (0)] - X ф(х) +

i 1 С ”5+ 2 (1 — х) (х — 0 <р" (0 dt, x^J.
О

Подставляя эти выражения в краевое условие (15), получим ис
комую функцию ф (х):

. Х՝‘г (
ф(х) = —— Ьо (х) [2 (I-х) <(х)-?'(*)] + 

а։ Iх) I
п ж

+ Д ai(x) Do'x^ (х) [ç(x) + 2(l — х)<р'(х)] -f- (17)

+ Д bj (х) D'A œ}(x) [<Р (х) + 2 (1—х) / (х)] —

-ф| (*))— ?(0)-2(1 -х)<р'(0) —2 (1 —х)} | (х —0՜ V(0rf/.
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Пусть теперь а = 4£ + 3, Л = 1, 2,-• Из [6] имеем

*+1Г(Л+у-г) 
п(х,0) = ?(х) + £ ------ 5-г^-(֊1)'+1(*+1)Х

'-1 гр+—) 
\ 2/

X Г(- г -I- 1, 2 4֊ к, 2, 1) (1 ֊ х)' ?<'» (х), X 6 7.
-4 - а / 3 \

иу(х, 0) = х ’(1-х)*^-Л, к + ֊’ 1, 1 Ь(0) +

+ (* + !) (к+~)г(֊к, * + ֊• 2,1) (1~х)‘+1Х

X | Ф1 (х) — (х) йох ®/ (х) ? (х) — У .6/ (х) ЬУ1 ш) (х) ® (х) —
I /-1

,+, г(*+т-')
- Е (^ + 1) \ ох 7 (-1Г/г(-г + 1, 2+к,2,1)х

г = 1 Г(* + —)
\ 2/
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+ 2 м*) (1 -хУ^'Цх) - ап+։ (х) (1 -х)' ?։'> (х))-
/-I

з / 3 \-а0(х)х՜* ’ (1 ֊ х)‘ /= (- к, А + ֊2֊> 1. ?<°) -

-а0(х)(к +1)к. *+4’ 2-1) и-*)**1 X х 
\ 2 / \ 2 / г=о

X а.,(х) (-1)*^ 
«' + 2)!

(А+1)('*+ у)х

Х^-к, Л + у» 2. 1)(1—х)*+1Х | (х-/)адЛХ
6

1
X р‘+։?<°3>(/+(х— ()з)с15 (• 

о
Дифференцируя к раз получим

Ф(х)==-^4}у Ф,к)(х). (18)

Легко видеть, что при выполнении условий 1. теоремы единст. 
веяное решение задачи 3 дается формулой (16), где 6 (х) определяет
ся из (17) или (18).

Пусть в условии 2. теоремы а = 1 и существует решение зада
чи. Тогда из (7)

г /1 _ #\1Д
и(х, 0)— ф(х) + (------ ) <р'(ОЛ> х£У,

.՛ \х — // О
1

иДх. 0) = 2(1֊х)У(х), хе у.

Принимая это во внимание, с учетом того, что а/(х) = 0, 1=1, п 
из краевого условия (15) находим

Ь<> (х) ф (х) + £ Ь^х) (х) <]» (х) -г ая+1 (х) 6 (л) =
7-1

В предположении, что 6о(х)=£О ух£У проинтегрируем (19) в 
пределах от х до 1. Учитывая, что ф(1) = <р(0), будем иметь
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1

S(x)4- | <(х, П?(#)‘/# = ?։(х), i •. (20)

где 
• 1 [ 1 ®/(0 / *

Кг(х, {) = —— —bo(t)+ £ Г(—т) lj bj(y)dy 4-
о„(х) ( z-j ' ' V -

.Г

т wl(0 I -т* г —т* . I 1+ Е Г(1-.7 ) | М*)(* — х) + | (t—y) bi,(.y)dy L- an+։(oj» 

J
?i(xb ГТч! I (9.(0֊2«о(0(1-#)1,2«p'ю- 

On (х) I J l

-У Ь.ЩО^'М f(1=-*У%՛■(»)dy—

/ ։
С /1 — ՛ Г /1 — и\ 1

— ан+1(0 (------ -) 4՛ (у)с!у + ЬоЩ \ (------) Л-
,;и֊ у) з\1 — у/о о

1 * г г /1 _ /\1я •>-М1) <р'(0^ + М1)«р(0) + Мх) (֊—֊) «РЧОЛ •
3 .! \Х ֊ 1/ ]о а ■

Нетрудно показать; что при соблюдении условий 2. теоремы 
®։ (х) £ С(/) Л Са (/) и ядро ^(х, Г) непрерывно в квадрате / X/ 
при х t и при х = Р может обращаться в бесконечность порядка не 
больше 1 т

Таким образом, уравнение (20) есть интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода, которое разрешимо безусловно и однознач
но в классе функций С (/) Л Са

При Ьо(х) = О, а 6т(х)#=0, Шщ(х)=/=0 ух £ У подействуем в (19) 
оператором Р717т.

Принимая во внимание тождество 
: /—1 .• .* »

~ У (у—х)1՞՛ \#— у) 1кЬк(у)</д= • ■ •՛

<-• - ՛
= ~ 7* (У—х)Тт՜1 (#—у)7*՜1 Ь (у) (1у + а՜7* Ь (/ — г)(( — е — х)Тт՜1 г

после несложных преобразований получим
1

6(х)4- ( Аз(х, #)ф(0Л -=о2(х), '(21)

I
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где

_ 1 I ձ "ДО____  Г _Му1_ (у-х)7“՜1 XК՝з(х, է)

_,,_ւ "֊։ ‘“*(0 > Г/ •Х(/֊у) ' ^'-л2+1Г(тт)Г(1-7*)[(1т 7*)«-х)Тт’Т*-։Х

X

х уք.-ճ[ 

о

Ьк(1- Լէ-Հտ) ժտ + {է _х)7т-Т* х 

Ьт (I — (<—X) Տ)

հ (է — (է- х) տ) '1 ժտ ] н___ լ_ а«+1(0 I ։
Ьт {է-(է-х) տ) ] ] Птш) 6™(/) I

?։м=чЬ)I о"ть^)( ՛’(х>“2М0-։)И(х)“

- ”£1 ь, (х) о՝А ( (֊֊}г ч' (о <" - 1 <»> I (~;) ՛՛’'<() л I} ՛
7=1 • О ՝ 0 .

Из представлений видно, что Кл (.х, {) £ С X У) при хУ=/ и 
при х՝=1 обращается в бесконечность порядка не больше 1—Тт + 
+ 7ОТ_Г Из свойств операторов дробного интегро-дифференцирования 
следует [8], что ,ч>։ (х) £ С(/) Л С՝1 (/).

Следовательно, уравнение (21) также является интегральным 
уравнением Вольтерра второго рода, которое разрешимо безусловно 
и однозначно в требуемом классе функций.

Случай а = 4Л4֊1, 4 = 1, 2,-•• рассматривается аналогично слу՞ 
чаю а ~ 1.

Единственное решение задачи 3 будет задаваться формулой (16). 
Теорема доказана.

Замечание. В случае, если в условии 2. теоремы 3 а/(х)=ё0, 
г=1, п, задача эквивалентно редуцируется к интегральному уравне
нию Фредгольма второго рода и можно говорить лишь об условной 
разрешимости задачи 3.

Автор благодарен профессору А. М. Нахушеву и профессору 
А. Б. Нерсесяну за помощь и внимание, оказанные при написании 
работы.
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Հ ամփոփում )

Հետազոտվում են խնդիրներ կոտորակային ինտեգրո֊դիֆերենցիալ օպերատորներ (Ռիման֊ 
'.Լիւէւվֆլ֊Սայգոյի իմաստով) 'պարունակող եդրայիկ պայմաններով։
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S. Y. NAZAROV. On tome nonlocal boundary value problems for the Euler—Darboux 
equation (luminary)

Some boundary problem« with operators of fractional integro-diffei entiation 
in the sense of Riemann—Liouville and M. Seigo are solved.
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Р. А ШАХБАГЯН

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ:

ОПЕРАТОРОВ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Статья посвящена исследованию разрешимости первой краевой1 
задачи в полупространстве для одного класса бесконечномерных эллип
тических псевдодифференциальных операторов.

Полученные в ней результаты являются обобщением на случай 
бесконечномерных псевдодифференциальных операторов неко
торых фактов построенной автором [1]—[4] теории разрешимости об
щих краевых задач для бесконечномерных эллиптических дифферен
циальных уравнений.

1. Обозначим через Н вещественное гильбертово пространство 
(«Р \ 1/2

Пространство Н', по определению, — 
л=1 /

подпространство Н, определяемое следующим образом:

{/ ® \ 1/2 1
И=(Е **) О - 

\Л=2 / J

На пространстве Н рассмотрим класс, символов вида
2m _ .

а(ч. Г)=Е аА(Г)Й“-*, (1)
*—о

где m(;Z+, а функции ак(«') — положительно однородные относитель
но порядка к ֊

ak(fi') = tk akW), f>0.«

Класс Е. Функция а(;։, £') вида (1) принадлежит Е (классу- 
эллиптических символов), если она удовлетворяет условию эллиптич
ности

а($)¥=0, при $ 6 Я\{0). (2)
и бесконечно дифференцируема: а С Ст (Н\ (0)).

/ да да \Предполагается, что „вектор“ grad а= (---- > —— , • )£//, 5 < Н,
՝. #i <?5а /

при этом выполнена оценка

fgrada^/f
\4-1 Օհ!, J

Исследование краевой задачи будет существенно, опираться на 
возможность факторизации символов рассь . триваемого класса огсэа- 
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торов. Как будет показано ниже (см. лемму 1), число граничных ус
ловий. обеспечивающих корректную постановку задачи Дирихле, обус
лавливается индексом фактора а_. (участвующего в представлении (3) 
символа эллиптического оператора), равного т (тс! а+ = т).

2. Факторизация символов. Функция а (;) € Е — полином 
по Е( порядка 2/п с коэффициентами, определёнными на Н'. В силу 
условия эллиптичности (2), при |0| он не имеет веществен
ных корней. Обозначим через а.(Е|—п. Е') многочлен относительно 

натянутый на корни символа а(:|+/'с։ Е'), лежащие в ком
плексной полуплоскости С- — |Е։ т ։՛". "'<0!, Е'£/7'\|0|. По аналогии, 
через а_(Е։ г Е') обозначим полином по Е, + г-, натянутый на кор
ни символа а’(5| ֊)■ лежащие в полуплоскости С+. = |Е։ + /т,
г>0).

Имеет место
Предложение 1. Пусть символ а £ Е, тогда он допускает 

однородную факторизацию

а՝(5|. Е/|) = а4(Ер ’')а_(51> «')> (3)

при этом порядок однородности: огс! а4 =огс! а_ = т. Если потре
бовать дополнительно выполнения нормировочного условия а+ (0,1)= 
= 1, а (0.1) =а_(0,1), то факторизация (3) единственна, при этом 
функции а ь и а_ аналитически по Е։ продолжаются в полуплос
кость С и 'С-, соответственно, при этом

•а+ (;։ 4- г-, ~ 0 при т > 0, |Е,| Ч- ||;'|| + " >0,

'а_ (’1 + ՝ ) =/= 0 при ~ < 0 ]Е։| Ь |Е'[ -г |'| > 0.

Доказательство мы опускаем, поскольку оно по существу совпади 
ет с конечномерным случаем (см. [5])

Замечание '1. Утверждение предложения 1, на самом деле, 
справедливо при более общих предположениях на символы а (Е), а 
именно, достаточно предположить, что функция а(Е| положительно 
однородна порядка ։(а£С), удовлетворяет условию (2) и имеет не
прерывные первые производные, ограниченные на единичной сфере 
Е|| —1. ;'=#0. Мы же ограничились лишь тем классом символов, ко
торый исследуется в работе.

Замечание 2. Символ а>(Е1։ Е) имеет особенность при Е=0. 
Факторы а7։(Е։, Е') будут участвовать в представлении решения кра
евой задачи в полупространстве. Чтобы исключить эту особенность,, 
поступим следующим образом.

Пусть •«։ = • Обозначим черезм м
ш' ($։» $'•) =« (ч> (1 +|Е'||) ш)> * а О — разность

<а(£1> Е'՛) =л'՝(’4» ;') —а(Еп Е')-
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• Имеем ‘ •
• ’ » »

' М4 41 = 6* (4 ? + «) - °<г>» И| =

- - I<( г|^Г)7(£<)“<
<?;* | \*Т2|<П*|/ \*=2 /

<С(1 + |П + 1?.1)2"՜1- (4)՝

С точки зрения разрешимости краевых задач символы а(;), удов
летворяющие оценке (4), играют (как и в конечномерном случае)՛под
чинённую роль. Поэтому в дальнейшем, не ограничивая общности, бу
дем считать, что исследуемый нами символ’ есть а (£)•

Из условия (2) следует, что для символа а (?) выполняется оцен
ка

с։ (1 +18։| + М'Г < I“' ։01К (1 +14+ГГ ■ (5)
3. Опишем классы символов и функциональные пространства, в 

которых исследуется краевая задача (ср. [1]).
Класс Пусть а0 (՛£)—фиксированный эллиптический сим

вол второго порядка. В качестве а0 можно йыбрать ао = |Е|’п-1—сим
вол оператора — Д + I.

Обозначим через пространство последовательностей х=(х1։ 
х։, • • •) с конечной нормой:

/ » \1Д"
М|в(£**®г’) (б)

\*=1 /

где {а»)—заданная последовательность положительных чисел, удов
летворяющих условию У, а*2 < оо.

Пусть функция <2(х, 5) определена на Нх (х) X. |/У.(Е)\О] и при
надлежит С°° (Н1(х)Х {Л(0\0)). Пусть, далее, (?(х, V՝) = ф(х, Рл’։). 
—ограничение (?(х, 5) на 24(х)Х {//*(5)40} (2/лг = {Е<Я, ;.= ($,,-•• 
• • •» Вуу, 0.• • •))• Положим.

(X, = 0(х, Е"> = (2^)՜^ [ (2(^, £•*) (7)(

и предположим, что ядра при։любых х ^£Г1;и
Введём следующие нормы:.

йС(х, £)Во = эир Цбл’ (х, , (8).
• • - л

-?-Н71
III <2Ни,” = зир(ао 2 (?) £>₽г ОЦо, (9>

?■ т

где вир берётся по р, Т, $<₽0, ։’у| То-
Положим, наконец, для любых з £ 24,. Я>0 ՛

|||<2И|£’*= £ 8ир( |||-2% Шх»,«)|||а՛. (10).
М1<Л- '
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Определеяие 1. Символ <2(х, Е) принадлежит пространству 
если при любых рв, 70 выполняются следующие условия:

а) III <2111,.-<Ч-00 
и для любого N^Z +

III <2 (х* В| ?’«< + «>;
в) 1ин ||| (2(х, Е) - 0(х”, Е) Щ = О

для любого R, 0<Р<оо.

Пространства СТ/ (//։) и СТ/ (Н\). По определению, простран
ство СТ/(/А) есть пополнение множества Сф цилиндрических функций,, 
заданных на //։,в смысле следующей сходимости: для /£Сф положим.

1Л>. R = ։ир |/(х)|, 0 < R < оо.

Пусть, далее, —целое число. Обозначим

1/М= 2 ИО“/|о.л> 0<7?< °о.

Последовательность |/л|“,/*£Сф называется фундаментальной,, 
если

а) зир Ц/4. ж < М < +

в) для любого R, 0 < R оо и любого в > 0 существует такое- 
Л/> 0, что |/„ — /тк R < в при п, т> IV.

Обозначим через Ну' полупространство Ну = |х£//и х։ 0). 
Пусть Р+ — оператор сужения функции, заданной на /7Г, на полупро
странство Ну : Р^: Н\ —♦ Ну . .

Определение 2. Мы.скажем, что функция /(х) принадлежит 
пространству СЬ։ (Ну՜), если она является сужением функции, при
надлежащей пространству С1/ (Н՝).

Это определение равносильно тому, что если СЬ3(Н~у), то՛ 
для неё существует гладкое продолжение (Нг) (подробнее о՛
свойствах введённых пространств см. [б], [7]).

4. Предложение 2. Оператор а , порождённый символом а',, 
допускает замыкание в пространстве СЬ° (Ну).

Доказательство. Замыкаемость оператора а' будет доказа- 
ва, если мы установим принадлежность его символа а' (Е) соответст
вующему классу (см. [6], теорема 6.1). С этой целью введём, 
обозначения: ‘Ч1ЯЕ։, У = Ел + “, тогда символ а'(Е1։ Е')= а (■»)։, ■//). 
Положим 'И/)> Р*-») = т}" и рассмотрим символ(.«! . .

_ А / я \1/2
<?(’/') = Ь*г • “(Г), И=(2 , е> 0. (И).

Очевидно функция положительно однородна по гр, при>
этом порядок однородности равен в. Отсюда, как хорошо известно, 
следует, что её преобразование Фурье в смысле обобщенных функций. 
6-483



500 ₽• Л. Шахбагяи
I •• — - ■■ --■■■'■■ - =^==^=== ■ =^==: ~

г;.1 гп (2(7)՞)=7 (хл) 

удовлетворяет оценке
Нг’КСИ՜'՜', ^¥=0 (12)

-с некоторой постоянной С">0 и, стало быть, д £ Ц (Кгп).
Переходя к зир по п, получаем

И<2(’)1> = зирЦд (хяИ <Л/<9=. (13)
" £,((?%) ж

Используя, далее, однородность и гладкость функции (2, получаем 
-Д»х1т1 

||| ОШ®« = зирЦаи (т() <2(-/})Х, < *>. (14)
т

Поскольку символ (? не зависит от х, то очевидным образом выпол
няются также условия а) и в) определения 1, откуда следует принад
лежность символа С> классу 2’*'3 при любом з^>0.

Очевидно, далее, что Ц'(Гт ' бХ?՞'' • Отсюда, в силу свойства 
мультипликативности классов У]«, (см. [6], предложение 4.1) получаем, 
что символ а(тй ^ЬЦ2'”՜1 С С7)), а значит и а' (;), принадлежит классу 
£’7+2‘ ■՝ ПРИ любом з. Отсюда, согласно упомянутой теореме 6.1 [6]

.получаем, что оператор а՛ замыкаем в пространстве. СА° (//,).

Докажем теперь замыкаемость оператора а' в пространстве 
СЬ°(Н^. Пусть ® £ Сф(Н1+), то есть <р (х) = ? । Р՝х)=т (хл')£С“(//1 ) 

Как известно, на множестве Сф(НГ) оператор а, порожденный сим
волом а’ (5), задается как псевдоди рференциальный-оператор:

а՛ <р (хлг) - (2к)-ЛЙ | •' > а՛ (;') ? (:") сГ.', (15)
л/, л’

где ф (Г՝') = ? (хл).
Очевидно

а՛: СФ(Я,+)֊> СЬ"(Н{).

Пусть последовательность |®„|Г, ®я £ Сф (//^) стремится к нулю в

С£°(//1 ): ®я---- ► 0 и а՛ ®я---- ► / также в С£° (Н\ ). Нам надлежит до-
л-*- л-*м

казать, что /(х)^0, при х£Н{.

Поскольку оператор а дифференциальный по переменной х։, то 
он представим в виде 

-л+1 
л " 9  2/У* Л*
а' ? (х) = (2к) £ е֊Нж֊я, (Vя) р։—* ' (Х։>

» о .)
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где положено: в' (£') =а4((1 + В'|) “)» я"* “(*։.•••, хЛ),

«-). £>* = г՛*՜^՜ ’ М*1> ՝/Л) = ^х, ?(Г).

Из последнего представления следует, что

а'оя(х) = 0 в НГ={х£Ни х1<0|,

поскольку /)* <р (х1։ Е'я) = 0, при х։<0и у?/П. Продолжая <рл(х) и/(х} 
нулём в НГ и обозначая полученные продолжения, соответственно, 
через и //, имеем

0 и ?(/?„)----- //в С£° (Я,).
Л-* Л-*«*

Но поскольку оператор а' допускает замыкание в С/.0 (Нг), то 
//(х)=0 в Н,, а, значит, /(х) = 0 в Н*, чем и завершается доказа
тельство предложения.

Замечание. Обозначим через

^.=1х^„ х։>-е). ее/?;.

Тогда точно так же как и выше доказывается, что оператор а допус
кает замыкание в пространстве С£°{Ну, ■).

Это замечание будет использовано при исследовании задачи Ди
рихле.

5. Постановка краевой задачи. В полупространстве Ну 
рассмотрим однородную задачу Дирихле

а' и(х)=/(х), х(^Ну,

=0, к = 0, т— 1. 
х,=о

(16)-

,(17>

Предполагается, что символ оператора а':
«'в, В') = а(В1, (1+ГВ)ш) и а£Е.

Обозначим через оператор, соответствующий краевой задаче (16),. 
(17):

л»։— 1ои и 
дхГ՜1

Пусть — область определения замыкания оператора £0?. 

Через обозначим следующее множество :

^Х։ |д,—и

0т—к _____ и 
дх!Г~՝и\
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Таким образом, задача Дирихле (16), (17) заключается и отыс
кании функции и £ и удовлетворяющей уравнению (16) для про

извольно заданной функции ]С-С1У(Н\ ).
Ниже будет приведена формула, задающая решение задачи (16), 

(17). В ней существенную роль будут играть свойства факторов а ^ (;), 
входящих в представление (3) для символа а(-).

Функция а($|, Е*)՜՜полином по >| степени 2т. Пусть "у,'="у(;') 
и (Г) (/ = 1, т) — корни символа а(?։, лежащие, со
ответственно, в верхней и нижней . комплексных полуплоскостях С±. 
Имеем тогда

а±(Е„И=П (5,-^)). (18)
/-։

Решение и(х) задачи Дирихле будем искать, по аналогии с ко
нечномерным случаем, в виде

и(х) = Р+~(Мх1) <'’(«)) ®(лг,) о (ф(х.) аГ։(;))о//, (19)

где Рг — оператор сужения функций на Н\ ,
<=а±(5„ (1 + |Е'|) ֊՛•). 'ИСХ(Я'), 

ф(х։)ен1, при х։> —е/2, ф(х,)==0, при х, < — а, в > 0; 5(х։)— функ
ция Хевисайда, а //—гладкое продолжение функции /(• О." (Н\) на 
Я, ://£С£0(Я։). . •

Легко доказать, что функция и(х) не зависит от конкретного вы
бора оператора продолжения I.

Теорема 1. Оператор

Р/= Рч~(ф(х։) а'՜’ (;)) 0(х,) о~ (ф (х,՝ <7* (;)Ы/ (19')

осуществляет непрерывное отображение пространства С1՝1т (Н\) 
в Ск2”(Н{)пО^.

Доказательству теоремы предпошлём две леммы.
Лемма 1. Оператор Р+(ф(х,) а^1)6(х1) непрерывно действу

ет из пространства СЬ2т (Н1,,) в С к2՞՛ (Н*) П Яэд.
Доказательство. Заметим, прежде всего, что поскольку пе

ред множителем ф(х։) в выражении для решения задачи стоит опера
тор проектирования Р+, либо 6 (х։), а в Л։+ в(х։)^1, то его мы бу
дем опускать.

Пусть последовательность (?„)“, <р„ £ СФ (Н*.,) сходится к? в 
Ш2” (Я£.):

֊ (20)
Я-* м • V

Обозначим через
! ֊. ч<(хЛ) = р<+-։(с։> Е/’)в?я
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■(здесь ;ы опускаем множитель ’К) и покажем, что Ч’„ £ С к?” (Я^Од^ 

Действительно, в силу (18) и предложения 1 функция а ](;։ -4֊ ;')
аналитична по ;։ 4-1՜ при :>С и допускает оценку

;а'+ * (’1 гЬ ՝' >| < С(1 4֊ |Г I 4-1;։| 4-|"|) • (21)

Поскольку ?Л £ Ср (Яг то «р., = Я1 ), откуда легко сле

дует, что допускает аналитическое продолжение но с, 4-1՜ в
полуплоскость т^О. В самом деле, из представления

5,Я)=(2֊) Л2У | е^-МК. г") Т;(Х(. х'п) (22)

0 я’՜1
вытекает, что (заметим, что интегрирование по х։ ведётся от 0 до 
4֊ оо) правая часть представления (22) допускает аналитическое про
должение в полуплоскость С + :

<рЛ(5| 4- г-, 5 ) =(2՜) "2 | У е1х‘ (=1+/"'+ '(г' •'•՛ )?я (х,, х' ) <кх՛ <кхК.

При ?том, очевидно, выполняется оценка

(1 -I- И +1*11 4- ֊У К(?. 4- Г; Г*)| < Сл- (23)

при любых "^>0 и Л’>0.
_ „л.Обозначим через ЧГя = а+ (с։, ; ) <?„, тогда

(Х„ X՛՞) = (2«)-я/։ [е- ^5.-нх'п, ='п) а; 1 (►;„ Vя) ?/) Л“. (24) 

нп

Из (21) и (23) очевидным образом следует, что ։ГЯ£С“ (Я՞). 
Покажем теперь, что Ч’„£С? (Я“). В самом деле, в силу аналитично
сти функции +։4. *'") ЧЛ՝։ + 1Т> 5'") по + г՜՜ в полуплоскости 

С+ и непрерывности в замкнутой полуплоскости С+, используя тео
рему Коши, представим

(х։, х'я)= (2^)-Л/։ 1՝ а-'> ^п($։ + гЧ> Vя)

нп
где ~ произвольно. Учитывая вновь оценки (21) и (23), приходим к 
неравенству

|Т;(х„ х'Л)|<С։е^, (25)
где С։^>0 — постоянная, не зависящая от ".
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-■Произвольным образом фиксируя х,<0 и устремляя "-*֊-f՜ °°> 
из последней оценки имеем (х1։ х'") = 0, то есть supp 'F, Ну . Та
ким образом, ФЯ£С* (Ну). Отсюда легко следует, что 4, = ? Чг„£ 
£С“(//1՜) и, стало быть, Ф’л £ CLim (Ну).

Очевидно, далее, что покажем, что они удовлетворяют

граничным условиям (17), то есть, что Имеем

'(5„ Vя) б «р,,, 4 = 0, т — I.

Функция а՜ ։(5„ Г") аналитична по -? г. при > 0, непре
рывна в С ь и, в силу (21), удовлетворяет оценке

1(5, + Л)* а'՜՝ (5, + п, Г)| < С(1 + [И 4- |В,1 + Н)*՜« 

для 0<4<п։ — 1. Отсюда, как и выше, следует, что

то есть Таким образом, получено, что Ч'п С Ск!"՝ (/71+)П2^
Для завершения доказательства леммы нам надлежит совершить 

предельный переход по п. С этой целью докажем, что < 
Из неравенств (5) и (18) следует оценка

К*(5|. И|<С(1 + ГН - ':,|)-т

Используя далее эту оценку, нетрудно убедлться, что 
л»-«+ /т|

^,«(ао 2 («1, П'Л7а7;') (Нг՞),

откуда, переходя к зир по п и у, получ. см
‘ *■ '71

III а.'-1 III ^’) = зир|а<> (:) д}а՜ ' (:)/„< 4֊

Поскольку символ а+ не зав ։сит от л՜, то условия а) и в) оп
ределения 1 очевидным образом выполняются и, следовательно, 
а+ € 2а, при любом 5 > 0. Но тогда, согласно теореме 3.2 [6], 

л,-1
оператор а+ продолжается с множества Сф до непрерывного опе
ратора:

а+“]: СГ"’ У Нг. - СЬ:"։ (Ну).

Отсюда, в силу (20), имеем

а+ С т.--^а; ' О® в С/?г'(Нь՜,). (26)
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Докхзе'л теперь, что Чя---- * Ч в СЛ ). Из представления
л-*-

(24) следует, что для любого а, |а| ֊С 2/п

՝ГЛ = & Р' а б?,, = Р* а ՜' Р (9®„), 

откуда, и соответствии с (26), имеем

Т„ - 4՜ = 5? в СЬ2т (ЯГ). (27)
.»4. *ЯЧ,”՜1 -

Из (20) и (27) следует, что оператор Р а~ -Я непрерывным об
разом отображает пространство СЬ1՛'՛ (Нг, ,) в С1?"' (Нг).

Лемма доказана. ՛>
Замечание. Совершенно аналогично можно доказать, что опе

ратор Р (’?(х|) а’^՜') &(х։) непрерывно действует из пространства 
сщНа .՝ в ся’(яГ)па°юг.

Имеет место
Предложение 3. Существует счётно-аддитивная . мера 

р («/г), сосредоточенная на Н такая, что имеет место представ
ление

Р~ (К՜’) ЭФ М = Р+ | ® (х - г) р (<Я) (28)

ДЛЯ любою £ С£° (Яу,՜ ։).
Доказательство. В процессе доказательства леммы 1 было 

установлено, что символ а՛՜1 £ Х«„/п+'' гдее^>0и։^-0—произволь
ные числа. Отсюда следует, что при достаточно малом а 0 — т + 
+ е<° и Х7.'"+*> ։с2“'.°(здесь мы воспользовались известным свой
ством вложения классов £,’՛ *> а именно, по следствию предложения 
3.3 [6]: Х’1,''’с2’;՛1 при 9|«С<72). Принадлежность же символа а՛՜1 - 
классу у °, в соответствии с теоремой 2.2 [7], в свою очередь, обес
печивает существование счётно-аддитивной меры, заданной на прост
ранстве Я։ и такой, что для любого <р £ СЬ° (ЯГ«) имеет место пред
ставление (28), в котором р(с/г) есть проекция этой меры на полу
пространство Нг,,, что и доказывает наше утверждение.

Лемма 2. Оператор ~ ('|< (х։) аГ. ')о/ непрерывно действует 
из пространства С1?т(Н\) в С1?т (Н±,,).

Доказательство. Пусть последовательность |®Я|Г, Чп£Сф(Н\‘ ) 
сходится к ? в пространстве С1-2т(Нг)‘.

<Р„---- ► в С£2я(ЯГ). (29)
п-*оо

Обозначим через /®я гладкое продолжение функции <ря на Я1 : 
: I ®я £ СЬ2т (Я։). Как доказано в [1] из (29) следует
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в СА’"(//,), (30)

то есть оператор I непрерывно действует из С£ (Ну) ж С£ " (/7։). 
Аналогично тому, как это было установлено в процессе доказа

тельства леммы 1, используя оценку

|аГ1(Е|, Е/)|<С(1+П + 1ч1) ”.
можно показать, что символ а_ ։^2о.'“+’,Л при любых £>0 И з£2+. 
Отсюда, как и выше, получаем, что оператор

а! 1 : С?" (Н,)-* СЬ2т(Н1), (31).

при этом отображение непрерывно. Таким образом, из (29)—(31) имеем

<՜1 в С£2"՛ (//,). (32)

Для завершения доказательства леммы нам остается заметить, 
что оператор Ф умножения на Ф (х։) непрерывным образом отобра
жает пространство СЬ2'" (//։) в СЬ2т (Ну,.):

Ф:С£2<я(//1)-С£2т(Я;,։). (33)
Из (32) и (33) окончательно получаем

~(Ф оС։)о/<р,-----" (Фа7’)о/?в а2т (Ну,.).
л-*»

Лемма доказана.
Следствие. Из доказанной леммы, в частности, вытыкает, 

что оператор (Ф а'՜ )о I непрерывно действует из пространства 
С£°(НГ) в СЦ> (Н?,,).

Предложение 4. Существует счётно-аддитивная мера 
|А| (бг), определённая на Н\ такая, что имеет тесто представле
ние

Л (? <_'М/(х) =Ф(х,) //(х—я) и, (бг) (34)

н,
для любого /СЬ° (Ну՜). ■ .

Доказательство по существу повторяет доказательство предло
жения 3, и поэтому мы его опускаем.

Доказательство теоремы 1. Утверждение теоремы 1 есть 
непосредственное следствие лемм 1 и 2.

Действительно, в силу леммы 2 оператор (Ч1՜ а^՜1)'0 / осущест
вляет непрерывное отображение:

" (Ф «Г’)о/: СЬ2т (/УГ) - СЬ2п {Н$,.), (35)
Далее, согласно лемме 1, оператор

Р+՝ (Ф <7’)° 0 : СЬ2т (^ ,) -> СП2՞ (Яа+>0 2°^ (36)

и отображение иепрерывно. >. ։ »
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Из (35) и (36) получаем, что оператор R, задаваемый выраже
нием (19'), осуществляет непрерывное отображение:

R : СГт (Н?) -» СЬгт (Н?) П 2°ж. (37)

Теорема доказана.
Замечание. Используя замечания к леммам 1 и 2, можно до

казать, что оператор R непрерывно действует из пространства 
С1»(НГ) в С£’(Н։+)п2°ак.

6. В этом пункте будет сформулирован и доказан основной ре
зультат статьи.

Предварительно введём следующее обозначение:
аеГ

|/| = аир |/ (х)|.
с (///■)

Имеет место
Теорема 2. Пусть символ а (5) 6 Е> тогда для любого / £ 

^СЬй(Нг) существует единственное решение ц(х) задачи (16), 
(17), принадлежащее пространству ССп (Нг) Л определяемое 
формулой (19). При этом входящие в представление решения опе
раторы порождаются счётно-аддитивными мерами, заданными на 
Н,.

Имеет место априорная оценка

М . (38)
■ С(Я։+) С(я/)

где С^>0—постоянная, не зависящая от
Доказательство. Проверим, что функция и (х), задаваемая 

формулой (19), является решением задачи (16), (17). Пусть вначале 
правая часть /уравнения (16) принадлежит Сф (Н\ ). Применим к опе

ратору R, задаваемому представлением (19), оператор а'. Имеем

а! и = а'оР/ = а'оР^'՝ ( ф (х։) а'+ ) 8(х1)о

0'՝('? (х։) а_ \1/~ Р+ а'+ча_ь ~(ф (х։) а'+ *) 8 (х։)о

о՜ (ф (х։) а_ )^Ц=Ри ф (х։) а_овоа'__ 1/=

= Р+6(х։)// = /.
откуда следует, что и (х) удовлетворяет уравнению (16) в полупро
странстве Нг՜.

Пусть теперь / £ С£° (Нг ) — произвольно заданная функция, и 
пусть последовательность {/я(х))Г, /г.^Сф сходится к / в С£° (Нг). 
Обозначим через ип (х) решение задачи (16), (17), отвечающее правой 
части /п(х). Для и„(х) справедливо представление
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ц|։(х) = Р (х։) О.|_ ) ® (Х()*> (? (*1) о_ )°(/л(х)- (39)

Имеем

а' ип (х) = /я(х), х£Я։\ л=1, (40)

В силу замечания к теореме 1, в формуле (39) можно совершить 
предельный переход в пространстве С£°(Н|') при лсо. Получаем, 
что и 1։т иа £ С£° (ЛА+) Г> и, следовательно, «(х) есть решение 

Л—«*
задачи Дирихле (16), (17), принадлежащее пространству С2? (г/Г).

В силу предложений 3 и 4 операторы, определяющие решение 
задачи, порождаются счётно- аддитивными мерами, сосредоточенными 
на пространстве /У։.

Обратимся теперь к оценке (38). В силу замечания к теореме 1 

оператор R осуществляет непрерывное отображение пространства 

СЛ°(//Г) в СЬУ (Н\) П Из линейности оператора R и свойств 
пространства. С£° приходим к неравенству

М < С1/1 .
С(^՜) С (///•)

Из последней оценки очевидно следует единственность решения 
задачи (16), (17).

Теорема доказана.

Ереванский государственный университет,
Институт математики АН Армянской ССР . Поступил. 7.1Х.1988

Ռ. Լ. ՇԱ2ՐԱՂՅԱՆ. Դիրիիւլեի խնդիրը կիսարոարածությունոսք անվԼրջ շափածի էլիպաակաՏ 
տիպի պսևւթւ-դիֆերենցիալ օպերատորների համար (ամփոփում).

Հոդվածը նվիրված է կիսատարածություեում անվերղջ չափանի էլի պտ ական տիպի պսևդո- 
դիֆերենցիալ օպերատորների մի դասի համար առաջին եզրային խնդրի միարծեքորեն լուծե
լիության հարցին։ Ստացված արդյունքները հանդիսանում են հեղինակի կողմից կառուցած [1J— 
[4] անվերջ չափանի էլի պտ ական դիֆերենցիալ հավասարումների համար ընդհանուր եզրա
յին խնդիրների լուծելիության տեսության որոշ փաստերի ընդհանրացում էլիպտական պսևդո- 
դիֆերենցիալ օպերատորների դեպքի համար։

R. L. SHAKHBAGIAN. Dirichlet problem for the infinite dimensional elliptic 
pseudo-differential operators in the half-space (summary)

In the paper the uniquely solvability of the above mentioned problem is inves
tigated. The main results are the generalization of the results of the author's papers 
[1] [4] in which the author has constructed the theory of the solvability of the ge
neral boundary value problem for the infinite dimensional elliptic differential opera
tors.



Задача Дирихле 509

ЛИТЕРАТУРА

1. Р. Л. Шахбагян. Краевая задача в полупространстве для эллиптических операторов 
второго порядка с бесконечным числам независимых переменных, Изв. АН 
Арм.ССР, сер. матем., XI, № 1, 1976, 82—96.

2. Р. Л. Шахбагян. Эллиптическая задача с параметром для уравнений второго поряд
ка с бесконечным числом независимых переменных, Изв. АН Арм.ССР, сер. 
матем., ХИ, № 4. 1977, 252—261.

3. Р. Л. Шахбагян. Задача Дирихле в полупространстве для эллиптических операторов 
высокого порядка с бесконечным числам независимых переменных, Изв. АН 
Арм.ССР, сер. матем.. XVI, № 2, 1981. 150—166.

4. Р. Л. Шахбагян. Докторская диссертация, Тбилиси, 1985.
5. М. И. Вишик, Г. И. Эскин. Уравнения в свертках в ограниченной области, УМН. 

20, № 3. 1965, 85—151.
6. П. М. Блехер, М. И. Вишик. Об одном классе псевдодифференциальных операторов с 

бесконечным числом переменных и их приложениях, Матем. сб., 86 (128). 
№ 3 (11), 1971, 446—494.

7. М. И. Вишик, А. В. Марченко. Кравые задачи для эллиптических и параболических 
операторов второго порядка иа бесконечномерных многообразиях с краем, Матем. 
сб.. 88, № 3, 1973. 331—371.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԽՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՌԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АР М Я _Н СК °П С С Р 

ե՚տթեմւաոիկա XXIV, № 5, 1989 Математика

УДК 517.53

А. М. ДЖРБАШЯН

ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ТИПА БЛЯШКЕ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ

1°. В работах автора [1], [2] были введены в рассмотрение и 
исследованы зависящие от параметра а(—1<^а<Ссо) произведения 
типа Бляшке для нижней полуплоскости <7( ’={«> : 1т го ■ 0}

в.(<и, («>А.1)=--П «»*) = П ехР I— 2*(ш< (!)
л

Д [/(и — о — 4] ^
-|’|1

Условие сходимости этих произведений, налагаемое на последователь
ность их нулей имеет вид

£|1ш шД1+я< 4- ос. 
К

При выполнении последнего условия функция Вл(ы, {тод.}) аналитична 
в ։ и имеет нули только в точках последовательности {п»А|, с крат
ностями, равными кратностями их появления в этой последовательно
сти. Одновременно, при а =0, после замен то = я--’, {шА) = {д“1] про
изведение (1) переходит в хорошо известное произведение Бляшке— 
Неванлинны

л
Основной областью применения отмеченных произведений типа 

Бляшке является теория факторизации классов функций обобщенно
ограниченного вида в полуплоскости [3], [41, ассоцировангых с опера
тором интегродифференцирования Вейля. На надлежащих множествах 
функций и(ш), определенных в \ этот оператор был введен сле
дующим образом:

+ -
° 17 (т) = —— | а®՜1 £/(аг—/о)ч/5; ՛.՝ <С « <Г + °°. (3)

Г(а) ,՛
о

!₽■ и («,) - б-(«); 0< а < + ... (»

где — целое число т.г.с^, что р..
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2°. Целью данной статьи является доказательство нижеприведен
ной теоремы о представлениях произведений типа Бляшке для полу
плоскости, существенно упрощающих исследование их свойств.

Теорема. Пусть 1> 1) любое, а последовательность 
|wJc:G^՜, такова, что одновременно

£ |1т «М < + со и £ |1т ш4рх,< + ос. (5)
к к

Тогда справедливо представление
4 ©о

Вк(ш, |«■д|) = 50(w, |ш4|) ехр] 2 С----- ^(1) ] ш^С՛ ', (6)

где фуикция р (<) при —1<^а<^0 — монотонно невозрастающая и 
ограниченная на (—со, + со), а при '0 < = < 1 — монотонно неубы
вающая на (— со, 4- со), но подчиненная условию

(7)

при любом е 0.
При этом, каково бы ни было (—1, 1), существует после

довательность Од 1 0 такая, что

W "log
В«(п-г8я) (wj)

du (—оо <С + со). (8)
о

Замечание. Из формулы (6), в частности, непосредственно 
следует, что в случае, когда — 1 < а < 0

|Ва (w, [w,))|<VB0(w, (wj)|< 1; G(
Следует отметить, что как и в теории факторизации функций 

обобщенно-ограниченного вида в круге [5], [6], здесь также ’основной 
интерес представляют факторизации произведений типа Бляшке в слу
чае, когда —1<а<^0. И в этом случае результат ^приведенной тео
ремы наиболее полон.

Перейдем к доказательству ряда лемм, ^необходимых для уста« 
новления результата статьи.

3°. Всюду ниже будем полагать

log Ьл (w, Qs — 2а (то, Q (w, С 6 а^>— 1),
отметив, что при а = 0 это определение логарифмической функции 
приводит к ее глхвной ветви.

Лемма 1. При любых а£(—1, 1) и С = Е + функгмя

?. («, Q = IT՜“ log ba (w> C) (9)
а 60(w, С)

аналитична с области С\{? 4 гА:О^А<^ + col, где для нее спра
ведливо представление 
4-473



Г (1 + a) ?։ (w, Q = 1՜ I -■ 1 - I’'*’ 'U
1 ( s 4- г (w — ■.) a 4- i (w I 

hi
_|_ 11՜ (____ 1__ _ _________ 1---- — | 3’ rfo. (10)

J (з — i{w — 3+z(w— ’> 1
0

Доказательство. Покажем сначала, что при w £ (С4֊/Л:0< 
А < 4- со J

'°*‘° <"•«- FaW LWr-тг - .4к1֊о1 ’՛
(11) 

Действительно, при (х = 0 это очевидно ввиду тождественности one՜ 
ратора IF”. При 0<а<1 интегрированием по частям получаем

lT”log b„ (w, Q = 1 -֊ | <։’ d log -у֊у“---- у •
r(14-a)J a+»(w—Q

что приводит к формуле (1). В случае же, когда — 1<^а<^0, очевидно 

что опять приводит к формуле (11).
Представление (10) и, тем самым, аналитичность функции 

<р« (w, ч) в требуемой области следуют из (11) и формулы

1,.
log6։(№,;) = —֊—; |'(N -И1’«7'. (12)

Г (1 -л) t — i (w — :)
- ’ll

(см. [2], формулу (2.5)).
Лемма 2. При любых a £ ( — 1, 1) и J ; 4- G(՜' фрикция

Re Фа (w, Q гармонична в G(-) и непрерывна в G(՜^ = |w :Imw<0|.
Доказательство. В силу предыдущей леммы достаточно по

казать непрерывность этой функции в точке w = £, или, что то же 
самое, непрерывность в начале координат вещественной части функции

<(«», С)=֊Г(1 4- а) ч>, (to ;, Q. (13)

С этой целью отнимем от (10) такую же формулу для <р() (to, С) 
(=0), умноженную на Ь}|’, вследствие чего получим:

ч՜**
(«"> С) = | ----—---------(--------1----- | (3՛ — |7)|*) rfa 4-

J о—М4-։w la+h|4-zwj
l’il

I’ll
iff 1 11+ I I П--- •-----------n------ ?(a< —M*) da.JI3^-|Til—a —|7)|4-zu,[



Об одном представлении 469

Однако, как нетрудно проверить, [о*—|т,|“КС«|а— |т(| |(з > 0), где 
С* — постоянная, зависящая лишь от а и 1-гД. Поэтому, (оценивая ве
щественные части подынтегральных выражений последней формулы и 
воспользовавшись теоремой Лебега о мажорированной сходимости при
ходим к заключению, что Ее <р՛ («;, И) непрерывна в О(-), причем

lira Re (w, С) = 2 Н| I —---- -Lja.
im®?o nJ ° -H*

4е. Лемма 3. При любых J uw£G( >
0, если —1<а<^0
0, если

(14)

Доказательство. Установим эти неравенства для функции 
Ее (ш, ’)» и сначала при — (— с, + ос).

Как следует из (13) и (10)
+-

Ее ®* (и, С) = Ее I |----------------- ------- 1 з։ =
и I 0 — 1т<| +/и а 4֊ М +ш |

= ([+[ )^</log|- |7?| + /и, = /г(ц) + 4(ц). 

0 ini
При этом, если 0<^о<^ |т)[, то

A log °- М * ------2Ц. и, + ч,-°‘ <0.
да о4-|7)|+гИ , |(а + ։ц)։—т)։|2

Одновременно, если а>0 и а* > |т)|։, если а<0. Поэтому

_ |,|. Iog 2W +-Й I (> '< w. "P" ֊ ։ < ■ < 0, 0o< u<+ .
И I I < Л (и), при 0 < 1 < 1

Интегрированием по частям приходим к представлению для /։ (и):

А (и) = М* log I 2—+*Ц — а С log -—М j՜ 'и j о»֊1 </а.
1 и J а4-|7)| + /и|

I’ll

Отсюда и из оценок для (и) (следуют неравенства вида (14) для: 
функции Ее <։/(«>, С) при ш = и£(—<», -)- со). Для их распростране
ния на все т £ достаточно воспользоваться принципом Фрагме- 
на—Лин делефа и оценкой

которою нетрудно получить ив представления (11), (13) функции/ 
с.’ (™» ՝)> оценивая модули подынтегральных выражений.
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Замечание. Из последней оценки функции ■?,(«’> «) вытекает
■следующая оценка для («', '):

.. , , . м . 8 р)| _ _Д_ |<2 («<-2|/(|). 115)

С другой стороны, воспользовавшись представлением (10) и неравен
ствами (14), нетрудно проверить, что если и\0 достаточно мало, 
то при любом Т|£(--1,0) справедливы оценки

-^•при 0<г<1

|,|- <16> 
м <’<0,

;Ке <Р, (IV, /4)1
с,

с.

где С, и С,— положительные постоянные, зависящие лишь от я.
5. Предположив, что (ад*) с С1 — некая последовательность, 

подчиненная условиям (5) при данном а£(—1, 1). введем в рассмот
рение аналитическую в С ' функцию

ф« (ад, ж՜' 1ог (ц,[ !г^!);= 
(Ш, »*))

V, пу ». 6; (ад, ад*) _ .
= 2 '°И. , - . = и М». (17)к Ь„(ш, Ш1,) ~

Отметим, что абсолютная и равномерная сходимость последних двух 
рядов внутри С^՜1 обеспечивается оценкой (>51 и такой же сходи
мостью ряда от Жродг 6» (ад, ад*՝|. А их равенство первым двум 
справедливо в силу теоремы Фубини (см. [2], оценки (1.11) и (2.7)).

Лемма 4. Пусть я£( — 1, 1) и последовательность (ад.^сС*՜^ 
такова, что выполнено условие (5). Тогда справедливо представление

Ф« («՛, |ад*|)= I ^.֊^11; и, £ <7( ’, (18)
~1 „I и> — {

где функция н(0 при —1 а 1— монотонно невозрастающая и 
ограниченная на (— °о, 4՜ оо), а при 0<^я<^1 —монотонно неубы
вающая на (— го, 4- со), но подчиненная условию (7) при любом 
6 0- При этом, каково бы ни было я£ (— 1, 1), существует по
следовательность о„ ( 0, по которой, выполнено соотношение (8).

Доказательство. В силу формулы (17), неравенства (14) и 
теоремы Герглотца—Рисса, в обоих случаях —1<а<0 и 0<я<1 
справедливо представление

Фл .(■ад, | ад^|) = ip<ш 4- — Г [ —1---------?_ I (/) 4. /С,
*1 J (ад—/ 14-.Г)

— ОС

где р и С вещественные числа, а р. (/) — функция, монотонно нево - 
зрастающая .в случае — 1 я 0 и монотонно неубывающая в случае 
0 удовлетворяющая условию
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Г |^(О|
I I 4- f-

Пои >-• л (см., напр.. [8], гл. I. §4). мож о считать, что существует 
последог. 1-ельность S, 1 0 таки, что имеет место соотношение (8).

Заметим теперь, что в силу (15) и (17) при — 2 max Ilm w | с ♦
справедлива оценка

8 Г 11Ф.(« + А,. 1*.|»<зГ(1 + ։)[ TjE-. ? -

Поэтому, в случае, когда — 1<^я< 0, имеем
sup |т»Ф3 (/и, {«>*})/ < 4- со, 
V ■ ՛>

что влечет представление (18) и ограниченность функции ;а (6 (см., 
напр., '8|, доп. I, §4). В случае же когда O^ïCTl, очевидно

lim Ф„ (iv, {w4}) = О, V -»— 00
и при любом s О

|‘|ф-(֊Д |w‘l)՛ л < + - 

1

(при этом, е>0 в степени знаменателя нельзя отбросить ввиду оцен
ки снизу для функции Re Ф„ вытекающей из (16)). Отсюда опять 
следует представление (18) и соотношение (7), где нельзя отбросить 
е>0 (см. [8], доп. I, §3).

6'. Лемма 5. В условиях леммы 4 справедлива формула
В, (w, I «i J)

1₽'“Ф«(ш, (wJ) = log ----- j---- pr- 5 Im w < — max |Im wJ.° B0(w, |wA|) k

Доказательство начнем со случая, когда последовательность 
состоит из единственного члена » = ; +й; £ G(՜՜’ и будем пользо

ваться формулой

Г °~Trfa = Пт+дН-Р-^т) 1. <_ то> 0]> (19)
J (?4-о)’+։ tnJ 21+«

О

справедливой при любом целом п>0и любом *£(— n, 1).
В случае, когда 0<а<1, при Im w ij, ввиду (12), (4) и (1)— 

(2) имеем
IF’ IF՜“ log 6։(w, Q =

I’ll +=° _

= -rn-u ; i՜ (H-wr* I՜Г (1 + а) Г (1 — a) .) J [z (w — «) — t + я]
-IM о

— log (w. C),



472 A. M. Джрбашян

Одновременно, поскольку в силу (3) и (19)

HZ“’10gMw> ') = -։՝ (!-’
dt

то 

iriF-|ogA0(w,Q=-(l-»J I dt I
-ini о

с ՜’ </а log b„ (w, С).

В случае, когда — 1 < а < О, при 1т ш <т( аналогичным спосо
бом приходим к таким же равенствам. Тем самым, при 1т։о<0< и любом 
< (-1. 1)

rs,(w,:)=iogM-^
O„(w, ,)

Отсюда и из (9) следует формула леммы в силу абсолютной и рав
номерной сходимости ряда

ß. (to, >*|) 6, (w, wj
°gB0(w, |wj) " °Sb0(w,wk)

при Im w — max |Im wj (cm. [2]).

Доказательство теоремы в силу лемм 4 и 5 очевидно свс 
дится к доказательству равенства

цН — _ C(Hg) Г __ _______ ,wfGH,
I rd J w - t f " J [/(w —f)]’*՜’

—co —«

в предположении, что функция ц (t) такова, как в теореме. А это про
веряется непосредственно, с использованием формулы (19).

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 14.1.1988

U. Մ. Ջ1'1։ԱՇ8ԱՆ. Կիսահացւ р nipjiuG Ր|յւււ՞կեյ|ւ uipuitui|jijuj| |i vT[i GLpljui jtugiTiuG
lTma|lG ( ամփոփում j

Հոդվածում գտնված են ֆակտորիդացիաներ հեղինակի կոՂ'Ղ'Ձ ներմուծված Ջճ ( — 1 
< ® < 4՜ °°) ԸւԼաշ№յի տիպի արտադրյալների համար կիսահարթությունոլմ. Այդ ֆակ֊ 
տ որ ի ղացի աներ ը ապացուցված են — 1 < 2 1 դեպքում և իրականացվում են
Նետն լինն ի արտադրյալի և որոշ պարդ տեարք, հատուկ արտադրիչների մ իքս ց ով .Հեր ան ք էա
պես պարդեցնում են Տւ արտադրյա/նևրի հատկությունների ուսումնասիրությունը,

A. M. JERBASHYAN (DZRBASJAN). On tome repretentation of Blatchke type 
product for the half-plane (summary)

In the present paper we establish factorisations of Blaschke type products
1 < 1 ' + 00) for half-plane introduced earlyer. These factorizations are 

formed by Blacshke—Nevanlinna products and some special factors of simple structu
re and are proved in the case -l<a<l only. These factorizations substantially 
simplify the investigation of the properties of the products Be.
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