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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 

դե, Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնեք հետևյայ կանոնները

1. Հոդվածների ձավալը, որպես կանոն, չպետք 4 գերազանցի մեկ տպադրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենադրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա- 
/ր' ոլ ավե/ի քան 5—6 մեքենագրված էջւ

Մեկ տպադրական մամուլը գերազանցող ծավա/ով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմւսմըւ

2. Հոդվածները պետք Լ ներկայացվեն դրամեքենադրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
է ռուսերեն (եդուներովւ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
‘‘ամապատասխան լեզվով։

3. Մեծատաո յատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
<դետք Հ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում . իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
'•սւմար և տեգը տեքստում էշի ձախ մասումւ

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
Նշվում 4' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը. ամսագիրը, 
համարր. տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում ւ

0, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում ւ

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լգրաղվևլ մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9* Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է եշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունր և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամ ՛անի պող., 24 բ։ Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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.УДК 517.954

А. А. АНДРЯН

ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМ СОСТАВНОГО ТИПА

В работе исследуются граничные задачи для систем составного типа 
^второго порядка с постоянными коэффициентами в полуплоскости и поло
се. В случае полуплоскости наряду с граничной задачей типа задачи Коши 
изучается и так называемая задача Сёстранда. В случае же полосы рас
сматривается задача .Дирихле. Исследование этих задач проводится на 
основе формулы общего решения системы и, в зависимости от задачи, пре
образования Лапласа, Фурье и Меллина.

Рассмотрим систему составного типа вида

А ֊ + 2^ /֊“֊ + О, 
OxJ Ох Оу Оу1

(1)

где А, В, С—постоянные действительные матрицы порядка п, det 0=^*0, 
м = ‘(и1։ ••••., и„) — искомая вектор-функция.

Напомним, что система (1) называется системой составного типа, если 
характеристическое уравнение

det (А Ч- 2В1 + СХа) = О

имеет как комплексные, так и действительные корни. Обозначим их через

•'» Ц. Н.-". а через kt,---, к,, и pv• • •, рг° — крат-
Г,

юности этих корней; 2 kJ = т, р} = 2k. 
/=i /-։

Общее решение системы (1) имеет следующий вид [1]:

“ (*. У) = 2 R« S J ajr(wjr <х + +
/=1г=1 \

+ 1] ₽/г’ Чр wjp)r-p (х + Х/уЛ + £ J 1Jr (‘Ру (х + Р, у) 4-
р=0 / /-1 г=1 \

+ 5*W у» (х + ^у)\ + а, (2)
р=о /

где w/r (х + У/у) — произвольные аналитические функции от своих ар
гументов; 4>(х 4 р^у)— произвольные действительные функции; а= 
= (а1» ~ произвольный постоянный действительный вектор,
а;г = -' •> tp = (I#»'”» Т/г) ~ постоянные векторы, а 8'^

— постоянные числа, щричем ЭД, = Ь(°г = 0; векторы fи числа 8^'
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являются действительными. Как известно [2] следующая матрица по
рядка 2п является невырожденной:

м=1 л,г ՝ ֊ ֊ ֊ I (з>№7 “/г + Р/.’г-н о-}, г+1 а,г •(- ₽л>г+1ау, г+1 Нл Тп 4՜ 3£?«+1 Тд г+1 |

0՜ == 1.- • •, ^о> г = 1>՛ • •> Л з = 1,- • г0! < = !.•••> Р*)-
Отсюда вытекает, что ранг матрицы, составленной из первых Ш и послед
них 2А столбцов равен /п-|-2А. Пусть /г,.... /т+гл — номера строк,, обра
зующих этот невырожденный минор порядка т 4՜ 21с.

§ 1. Граничная задача в полуплоскости

Введем класс функций

Нг'1 = 1и(х, у)| sup (1 + у) '(Ци (•, y)lI, +I7- “(•> »I ')<4-«®|»
I »0 \ И6'!/ Iff1/ J

где Z£/V; /i*—пространство Соболева. Пусть р = max (р1։ • • •, рг ).
Граничная задача Л. Требуется определить решение и (хн 

у) системы (1), принадлежащее классу Н“р~г и удовлетворяют, е гра
ничным условиям

|՜ Uli (х, у)— fti (x)j —-»Ov Zr<»r։, (1.1>
|ОХ |£х.У-»« +

ич-п у'» -v ll> n> (,L2>

W/v s°» 1.
Имеет место
Лемма I. Пусть ф (х 4՜ 1-у) — аналитическая функция своего 

аргумента, когда x£R, у R , принадлежащая пространству Н^‘1 
Тогда справедлива оценка

Рл ф (х + Ху)|я, < саУ- Цф (х + Ху)|яА 0 (.1т.Х > 0). (1.3)

Доказательство. Рассмотрим функцию w ($ 4՜ й)) =ф (х-Р-у)՛ 
аналитическую в верхней полуплоскости. Очевидно tu £ Hs' ՛, поэтому

||w (х + iy)l^ < (1 + s)'| j < cx (1 + y)f U<f(x 4- ^)|#,։ r

Отсюда следует ([3], стр. 150)i что существует функция 
supp gc.R+ такая, что w (х 4՜ iy) = <g (?)> exp (й (х 4՜ iy))^» ~ пре
образование Лапласа функции g. А тогда по известной теореме ([3]„ 
стр. 152) функция w (х 4- iy) удовлетворяет следующим условиям:

iug|«,(x4-w)l„, = 14,=к+1я„

где w_j_ (х) — граничное значение в Н* функции w (х 4՜ ig) при у-»04՜,- 
причем «>+ = F [g] ֊ преобразование Фурье функции, g. Имеет место, 
также неравенство ([3], стр. 148)
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\Г/х V) (х + ф)|я, < с։ у ;

Из леммы I получаем

|1р3 # <р (х + —> о V р > а. (1.4)
. н у-о+

Лемма II. Существует $о < 0 такое, что

Ь₽/)вшл(х4-^)к, (1.5)
У՜* От

£>' Т/1 (х + и у)| О, У(3> О, 1< а < 2 - 50. (1-6)
' п у—04-

Доказательство. Как известно [2] выражения

а>'р (* + ^У) + ^Ь1/? дрш^р (х + Х/д), 

р=0

Ъг (х + р,у) 4֊ 'я у» ч№р (* + 
Р""0

ди ди • мг.* ттУ, р—1 илинейно выражаются через—— и, поэтому шп, . В
дх ду

качестве 50 возьмем любое число, меньшее —р. Формулы (1.5), (1.6) 
вытекают из оценок

Цу^Оа ы д(х 4- Худ)!^ < с.р₽—+1 |то'д (х + ^9^Н1, р-г

ЦуР£>' Тд (х + Н/Д)>^0 < с»9р №/։!„,,+._г

Перейдем к исследованию граничной задачи А. Для этого подставим 
общее решение (2) системы (1) в граничные условия (1.1), (1.2). Учиты
вая непрерывность вложения £г с: Н*“ на основании лемм 1,11 получим

2 Ке £ £ ю;г(х) + X 21? ЪгМ =/11М, V Ц < и, (1.7) 
у—1 г—1 / = 1 г—1

2 Ие £ £ «;г (^ »;(х) + ДОг_։ (х)) + 
/—1 г=1

Го Ру
+ 25 Т/Г“(НУ ^г(х) + ДО«ДОг-1 (х)) = ^. (х) V Ь>П. (1.8) 

/—1 г—1 ‘
В силу выбора чисел Ц,- ■ •, 1т+2^ из (1.7), (1.8) мы можем исклю

чить действительные функции ^(х), / = 1,---,г0, г =^1,- • р., в
результате получим следующую зададу

Не Л' то = Г, (1.9)

где —невырожденная матрица порядка т, то =(тоц,• • •, то'։А )—не

известная т-мерная вектор-функция, Е= (/•։,• ■ •, Гт) £ Н^°—вполне оп
ределенная вектор-функция. Решение задачи (1.9) записывается в виде 

ш(г) = ^֊։</г(0,-^-> 5о»1.
с — 3
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Далее, подставляя w (z) в систему (1.7), (1.8) мы найдем и вектор- 
функцию (’Гц,^г,рГ։). Таким образом справедлива

Теорема 1. Однородная граничная задача А имеет только 
мд левое решение, а для разрешимости неоднородной задачи необ
ходимо и достаточно выполнение конечного числа условий на пра
вые части.

Замечание. Отметим, что в случае, когда действительные 
корни (*,,•••, являются простыми, из неравенства (1.3) вытекает, 
что для /, g£_H' решение и (х, у) будет принадлежать Н1- °. Отме
тим также, что условия (1.1) могут быть заменены на |и^ — 

----»- 0. Такая задача легко сводится к изученной дифференцировани- 
у-»0+ 
ем. Аналогичным образом может быть исследована и общая гранич
ная задача

"ди i l , - Л п
|| Ох Оу Цг, +

где а, Ь и с — действительные матрицы размерности (n, т + 2k), ко
торая приводится к задаче вида

Re £| (£>) w + £։ (D) ЧТ = f, 

где Z-t (D) и L2 (£>)—вполне определенные матричные операторы пер
вого перядка. Легко проверяется, что условие det JL, ($); £։(5)|^0 
обеспечивает нётеровость задачи.

§ 2. Граничная задача в полосе

Пусть D обозначает полосу {(х, у)|х£Л, 0<^<^1}. а Г — её 
границу. Введем класс функций

//”’₽* = (u| sup jexp («) Р}0 Dx u (х, у )|д, < + oo, kD =0—k, i= 0—m I

Я
H*. p = {u| sup Jexp (ax) D1 и (х)|д, < + oo՜, j = 0 — m|- 

•€1». «1
Граничная задача. В. Требуется определить решение и(х, у) 

системы (1), принадлежащее классу и удовлетворяющее граничным 
условиям

Ju(x, у) —/(х)| ---- >, (2.1)
«» р

1«(х, у)-«(х)| ֊-0, (2.2)

где /, g(zHs., р, s > 1.
Справедливы следующие леммы.
Лемма 1. Аналитическая в полосе D функция w (z) принад

лежит пространству тогда и только тогда, когда exp(az)- 
«и (z) есть преобразование Лапласа единственной функции fa
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£//"о, V ? < я < а. При этом существуют граничные значения в 
Н™ ₽, равные соответственно ' - «՛

w (х 4֊ /0) ехр (— ах) < /о(0. ехр (— ։xf)>,
w (ж + i (1 — 0) = ехр (— а (х + /)) < f, (f), exp (— it (х 4՜ 0) > •

Лемма 2. Пусть w £ /7"’з°. Имеет место следующее пред
ставление

w (х) = w+ (z) 4֊ w~ (z), (2-3}
где ՝■՝■՛ \ ՝t ■ ; • >

w+ (z) = exp (— az) / exp (at) w (t 4՜ 70), —-—\ >
* > 0) ! i . t— z/

w- (z) = exp (— a (z — i)) / exp (at) w (t 4֊ i (1 — 0)), - ----Ц- \ ■ '
\ (Гт ։<1) t— z4՜ l/

* . ՛ * ” ՛ I “ ’ ’ «
Лемма 3. Для некоторого s° имеют место равенства

b"w^(x4֊X^ _>о։Ь,Рф^(х4-^)1яЛ. ֊-0, (2.4)
•։ 7 ■։ 9

Iff" (х 4֊ Х/у) — (х + X; (1 — 0))Ц —-*0,
_ ₽ '՜

(2.5)
(х 4- н7у) - ФХ’ (х + —*°-J J J J Нч _ у-Л —«. P

Доказательство леммы 1. Заметим, что т. и т. т.,

когда ехр (ах) / Hm, V ? ° а‘ Отсюда .следует,՜ что w £ т.
и т. т., когда ехр (az) w 6 Ио1,'°, у ₽ < а < «. Но, как известно ([4], 
стр. 173), существует единственная функция /0 Н” о такая, что

ехр (az) w (z) = <^fa (t), exp (— izt)^>. (2.6)

Из (2.6) вытекает существование граничных значений

w (х 4- ։0) = ехр (— ах) < /« (t), ехр (— ։х#)>,
" (2.7)

w (х 4- ։ (1 — 0)) = ехр (— а (х + /)) < /о (t), ехр (— it (х 4֊ 0)>-

Доказательство леммы 2. Из (2.6) имеем 
о

ехр (az) w(z)= J/□ (t) exp (— izt) dt + 

— at
+-

4՜ J /» (t) exp (— izt) dt => w+ (z) 4֊ w0՜ (2)- 
() . . .

Учитывая равенства

JA(0 exp (— iU) dt, ——\ = 0,

•o '
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о
Im 0; J /,(/) exp t (1 — il) dt, ;—7-----= 0, Im z < 1,

— •*
получим (2.3).

Доказательство леммы 3 вытекает из оценок

|и>^> (х 4֊ Хуу)|| (х-+ + |(w"i(х + К/Р))(х”| <
«. Э Р э

< c-^֊P+>J(w+ (х + ։0))-| 4֊ |(w֊ (х + ,
•. f •. ?

!♦$? u + < с Ьл
«I р «» 0

Далее, каж следует из леммы 1 (см. равенство (2.7)) условие 

<ш(х), ехр (рх)> = exp (zp) <w (х 4՜ *)• exp (рх)>, P<Rep<a, (2.8) 
является необходимым и достаточным для того, чтобы функции W (х) и 

■w (х+j) были граничными значениями аналитической функции w(z)£ 
^/7^3- Переходя в (2.8) к сопряженным значениям, получим

<w (х), exp (рх)> =ехр (— ip) <w (x4֊z) exp (px) >, P<Rep <a. (2.9)
Подобно тому как это было сделано при изучении граничной задачи 

А подставим и из (2) в граничные условия (2.1), (2.2). На основании 
леммы 3 получим

2 Re Z X“A®;(x) + S Pilir^rM = f (*)> (2-10)
/=։ r=i 7-1 r-1

2 Re £ £ aJwlr (x + Xy) 4֊ g’ ₽(/r> w^\_p (x 4֊ Xy)) 4֊

(2.11;
+ E S Ijr (%, (X 4- 19Y = g' (x).

7—1 Г-1 \ p—0 /

А теперь применим преобразование Лапласа к (2.10), (2.11). Используя 
(2.8), (2.9) будем иметь

*0 vo к] _  ro Pj
s Е чгь 4- S s ар £[«;] 4- £ £ l i = l [л, (2.12) 
y—lt=l у-1r—1 /-Ir=l

S S aJr exp ( - p Xy) L [wjr] 4- J] ₽%’ P‘ L [w։ J 
/=lr=l . j=0

+ S £ alr exp (Хур) Г A [w'J 4֊ 6p p’L [w'j I 4֊ 
y=ir-i I .1=0 J

+ s s Tjr exp (- I*yp)lL 4- £ L [•?;, r-,]l = £[/] (2.13) 
7—1 r=i L д=о J

(0 < Rep < a).
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Обозначим матрицу полученной системы алгебраических уравнений через. 
Ф (р). Покажем, что det0(p)^O. Действительно, имеем

л1г *Jr TJr

\l)r (р) exp (— i jp) ljr(p) exp (—X/p) qJr (p) exp (— pyp) ]’ 

где Ijr (p), qJr (p) — вектор-функции, компоненты которых многочлены 
от р, причем 1]г (0) = 3Jr, qir (0) = ijr.
С другой стороны, в силу (3)

det (р « Ф (р)) = Мр)ехр(_ 7jr (р) exp (—Л/р) —Хл 
Р

X

Р

"Чг
Х Ч/Г(р) ехР(— Р/Р) —Tjr 

р

---- ► det М 0. 
р-0

Далее, функция detФ(p) имеет следующий вид: 

det Ф (р) = £ A՝J (Р) ехР (V/P)>

где у/— некоторые, вообще говоря, комплексные числа, a Aj(p)— 
многочлены от р. Имеем также det Ф (р) = det Ф (р).

Справедлива следующая
Лемма 4. Каков бы ни был. квазимногочлен F(p)= 5? Aj(p) 

____  J<N„ 
ехр(у/р) такой, что F(p) = F (р), существуют действительные 
числа а и Ь такие, что в любой полосе ПрС |Rep < a) U {Rep Ь} 
он имеет лишь конечное число нулей.

Доказательство. Перепишем квазимногочлен F(р) в следующем 
виде:

F(p)= S ехр(Л*р) £ Bj (р) ехр (а; р), т», ау £ R. 
* J

Установим справедливость леммы для функции Bk(p)= У, В* (р) ֊

ехр (a jp). Для этого представим её в виде

t>kj(p)pJ, Ь*(р)= jj 6m*exp(vmp), 
J< Nt m—1

где 6m*> No, Ni—вполне определенные действительные числа. Из 
представления

6*. (р)=ехр (pv0) [блг, (р) ехр (— pv0)] = ехр (pvjv) [6&, (р) ехр (— pv w)],

v0 = max {v1։- • •, v№}, v/v = min (v1։- • ■, 4/vJ 

вытекает существование чисел ал и bh таких, что

6.vo(p)#=0, p£{RepCa*)U [Rep > 64) =£>*•
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Отсюда следует, что существует положительное число Мн такое, что

\t>N.(p)\> p^Dk. |Re р| < cte.
Утвежрдение леммы для функции Вл (р) вытекает из этой оценки и оценки 

}Х|Л'։ < cte (1 + |К| -{-• •• + IM*’՜՛) Для её корней.
Тогда a = min {at*}» Ь = max {6*} и лемма 4 доказана.
Предположим, ч^о числа а и ₽ в граничной задаче В такие, что 

{ß С Rep < а}сП(1с։ Ф(р). Основное условие, которое мы накладываем 
на систему fl) следующее:

И/у(р)|<с-|р|', ß<Rep<a, |Im р| » 1, r£N, (2.14 
где Aij (р) — элементы матрицы, обратной к Ф (р).

Замечание. Условие (2.14) заведомо выполняется, если, напри

мер, rang Вауг, 7/^) = rang jäyr, lyAllyJ 1='». ч7о соответствует в слу 
чае эллиптической системы условию нормальной разрешимости задачи 
Дирихле. В случае же-, когда система (1) гиперболическая, условие 
(2.14) выполнено. Отметим также, что при п=2 каждая система сос
тавного типа (1) с простыми характеристиками удовлетворяет усло
вию (2.14). Действительно, предположив противное, легко проверить, 
что условие (3) нарушается.

В сделанных предположениях справедлива
Теорема 2. Однородная система (2.12), (2.13) имеет только ну

левое решение, а при выполнении условйя (2.14) для разрешимости не
однородной системы необходимо и достаточно выполнение конечного числа 
условий на правые части.

Таким образом получена
Теорема 3. Однородная граничная задача В имеет только нуле

вое решение, а при выполнении условия (2.14) для разрешимости неодно
родной задачи В необходимо и достаточно выполнение конечного числа усло
вий на правые части.

§ 3. Граничная задача Сёстранда
Пусть Г — луч с вершиной в начале координат, образующий угол 

0о^>О с положительной полуосью абсцисс такой что & = tg0o < 
<|р/-՛, j = !,•■-, г0. Задача Сёстранда состоит в том, что часть 
граничных условий задается внутри области. Таким образом рассмат
ривается

Граничная задача С. Требуется найти решение и (х, у) си
стемы (1), принадлежащее классу Н2- '՜1 и удовлетворяющее граничным 
условиям 1

<? I! ди1,^«/,֊///(^^֊-0, -^-(х, M = P/>). х>0, (3.1)

II d I _
«>,<*1,,-,-.7“■

где //,, pl{, q^H*, s » 1.
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Напомним, что преобразование Меллина функции ф есть интеграл

Af[<p](s) = <p(s) =<<р(х), х*-։> (<р6 CÖ

и имеют место формулы

М (х* £>* <р(х)1 (з)= (-1)* (а + к - 1)- • -5 ЛГ [<р] (з), 

М[®(г-х)] (8)=г-։ М[<?](5), (г>0).

Лемма 5. Аналитическая в верхней полуплоскости функция ф (г} 
принадлежит пространству Н°,1 т. и т. т., когда

'ф^(5) = <р(рехр(гО))ехр(г։05), у0֊<8<’։- (3.3}

Доказательство. Существует функция ф £ £г такая, что

ИЛИ

? (Р exp (z е) = (0, -- -------+
2ki \ t—р exp (го) /

+ ֊ 1 /ф_ (0.--------- ------ ’
2кг \ t — рехр (г‘0)/

где х + = р ехр (г’0), ?+(fl=8(f) ф (0. Ф_ U) = (1 — 6 (С) ? (0. 0U) —
функция Хевисайда.
Далее, нетрудно показать, что

м Г Л (0.---------1_\ |(։)__ exp(-,-es + 2»,-s) ?+(։)
,\ ’ t — р exp (г'О) / J 1—exp (2* г’з)

мIЛ (,).-------- 1--------\I(։) _ exp(fe-,eS)
|\т г-рехр(г0)/| 1 — ехр (2kj's)

С другой стороны справедливо равеннство

?_ (— 0 (s) = exp (— i«s) <р+ (/) (s), 

которое вытекает из того, что <?(г)£Н0,1 т. и т. т., когда сущест
вует g6£։(/?+) такая, что ф(х) = <#(<)• ехр(г'х*)>, поэтому

? (Р) (s) = ? (Р ехр (г‘6)) exp (i'Ss), Res = •

Переходя в (3.3) к комплексно сопряженным значениям, получим

? (р) («) = «Р (Р ехр (гб)) (s) ехр (— z*8s), Res = -у • (3.4}

Лемма б. Пусть функция ф(ж) аналитична в угле [(р, в)|0 ■< 
<0< в9} и принадлежит пространству £* = (ц||и(р, 0)|г։ <С + 00 V 
О < 0 < 0О}. Тогда справедлива формула
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?(p) ($) ? (p exp (։0O)) exp(z90s), Res = ֊2֊ (3.5)

Верно и обратное утверждение.
Доказательство. Согласно формуле Коши

х*՜1 <р (х) dx — х*՜1 exp (z90 (s— 1)) ? (x exp (z‘9o)) exp (z'9o) dx +

8»
4֊ i J R3 exp (z’9s) (/? exp (z‘9)) </9 = 0. 

о
Покажем, что

/ I V
lim R3 I exp (z’9s) <p (Я exp (z'9)) «/9 = 0 ( Res = — ) •

z?-»+- J \ 2 /
л

Действительно, рассмотрим функцию ։]»(/?) = | exp (z’9s) <? (R exp (z9)- 
«/ 0

-</9£Ла. Далее имеем
8,

ф' (R) = f exp (z’9s) (R exp (/9)) c/9 =
J uR \
0

0o
= — f exp (z9s) ft (/? exp (/9)) c/9 = -~

։R J iR
о

։.
exp (z‘9s) <p (R exp (z’O))

о
8»

— is J <p (R exp (i'9)) exp (z'9s) </9 

о
Отсюда <получим

что и доказывает |(3.5). Обратное утверждение вытекает из того, что в 

силу (3.5) функция ЛГ—1[<р (р) ($)] (г) является аналитической в угле 
9 9 < 90 и принадлежит пространству

Прежде чем перейти к исследованию граничной задачи С решим сле
дующую вспомогательную задачу: требуется определить аналитическую в 
верхней полуплоскости функцию Ф (х+%у) (1тХ>0) по условиям

Re?(x)/(x), х< 0; Re <р (х-|-М: х) =g(x), х>0;
(3.6)

(/?’)> к>0.
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Решение. Используя формулу (3.3), перепишем (3.6) в образах 
Меллина

exp(—fKs1) Ф (p) (s) + exp(z*s) ® (p) (s) =/(—x) (s).
exp.( — s In (cos ф0 -r ’/■ sin ф0)}. (3.7)

•ф (р) (S’) + exp (— sin (cos То + >• sinf0)) Ф (р) (s) = g (s). 

t.g Фо = Res= •

Отсюда непосредственнно вытекает единственность решения, так как 
0< arg (cos + '»■ sin ф0) < к. Далее, имеем из (3.7) и (3.3)

■^(^■(s) = /( ~ <s> exP (—sin (cos ф0Ч- A sin ф0) — g (s) exp (frs)____
exp(—zns—s In (cos<p0-|-/sin?o))—exp (z~s—s In (со5ф04-лзтф0))

?( — Р) (s)=

_ /(— x)(s) exp (—Z~s—sin (созфо-Ь/. зтф0)) — g(s)________
exp (—fits—s In (со5фц t /-sin?0))—exp (z'ks — s In (со5ф0+^з1пф0))

Вспоминая, что оператор умножения на функцию a(s) ограничен в L2 
т. и т. т., когда sup|a (s)| <. с, легко получить, что в случае, если 

arg (со5ф0 4- л зшф0) >• вспомогательная задача везде разрешима в 

-том и только в том случае, когда g (s) exp (s In (cos ®։, 4֊ >• sin <?0)) £ Lt. 
А это означает, в силу леммы 6, что g (х) является граничным зна
чением аналитической в угле 0 < 6-С 0О функции g (ж 4- >֊у) £ Если

ТС
же arg (со=фо + ^sin®0) > — • то и f (ж) должна быть граничным зна

чением аналитической функции из д*>։г«)։-э։*՝+>։|п*-‘--֊ Ради простоты 
предположим, что корни хар ьхтеристического уравнения являются 
простыми.

Подставим и из (1) в граничные условия (3.1), (3.2), после чего при
меним преобразование Меллина. На основании формул (3.3), (3.4) полу
пим .

X а Jr eXP (~ ։'WS) W /r (p) (s) +

S S aj‘ ex₽ (/KS) wf (?) (s) + S S 1;* (—-«Xs) =/?,(— x) (s)> (z < n> 
/-lr=l ;-lr=l

’o kJ 1,-n
E E aJr '1 exP (— s) wjr (?) (s)+ 

J-i r=l



324 А. А. Андреи

+ S S a# "bj exp(frs)w},(p)(s) + £ £ "’)>(-*) (s) =
j-\ F-i J-i r=l

■=^^0—x).(s), l^>n, (3.8)»

S S аЛ exP (~ sl° (cos®o + ^sin8b))«’jf(p)(s)+ 
/=1 Г""1
. Тв _  i _ *

+ S S exp s ln (cose° + ‘ J Sjn ®0^ w/r (s)-*՜
/-i r—1 /

+ S S C1 + Py*)՜* («) = ₽/,.(«)> < < n,
fcsl F*-l

S £ al'~n exP (“ s Jn (cos0o + x;sin60)) я^Др) ($)+ 

1-1 /■=։
VO I ffri - —

+ 2 Xy exp(—sin (cos0o 4՜ '/-sin0o))- 
/=1 r»l

r9 PJ h /\
wir(p)(s) + S £ ^(H֊HyA:)-,T/l-'lt;(X)(s)=g/ (sh^n. (3.9>

j=l r—1 '
По теореме Лапласа об определителях детерминант системы алге

браических уравнений (3.8), (3.9) имеет следующий вид::

Ф (s) = с • [ехр (\ (s)) + exp (v։ (s))] H----- ,
где с Ф О,

(з) = — г'^ та — з 2 к} 1п (совб0 + луз։й 60) — з £ р 1п (1 4- ^.к), 
J 1 1

Ъ (з) = /1։ тз — з £ к/ 1п (созб0 + >Уз1п80) — $ У р] 1п. (Д + \^յk).

Очевидно на прямой Иез =-^-функция Ф (з) может иметь, только ко

нечное число нулей, поэтому задача Сёстранда однозначна разреши
ма. Далее, из (3.8), (3.9) имеем

81,,••■՝> + 
«>(Р)(5)=-------------------------- ----------------------------------

4- ехр (уг (з) + з 1п (соз0о 4֊ Ху зтб0)) М2/г (р1{ • • •, 9//,

Ф(5)
ехр (з)) М\ 

(«>---------------------- ф(75---------

+ ехр (vs (з) 4՜ s In (cos©,, 4֊ X/ sin0o) — ։зк) M2r (p'^.

Ф($) 

ФуДх)(з) ATyr(s) 
Ф(з)
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где №՝,(■■■), M2jr (•••) — линейные выражения от своих аргументов, 
-Npls), Njr(s) удовлетворяют оценке

|7V;r(s)|<c|0(s)|, Л = 1, 2.

Отсюда, согласно вспомогательной задаче, получим следующий результат.
Теорема 4. Однородная граничная задача С имеет только нуле

вое решение, а для разрешимости неоднородной задачи С достаточно, что
бы функции Pit, q/t являлись граничными значениями аналитичес

ких в угле 0< 0 < а = шах (arg (cos60 + \/sin0o)) функций и удовлетво- 
р я лось конечное число условий на правые части.

Замечание. Леммы 5, 6 позволяют исследовать и другие задачи 
типа задачи Сёстранда. Например, на луче Г можно задать не все гранич
ные условия с полуоси R+, а только их часть. Можно также граничные 
условия ставить на нескольких лучах, выходящих из начала •координат. 
О другой стороны, задача Сёстранда естественно возникает при попытке 
поставить «хорошую» граничную задачу, например, в полуплоскости 
у > 0 для системы

А = В ֊ , (3.10)
Оу дх

где А, В—постоянные матрицы, причем det .<4=0, т. е. ось у =0 яв
ляется характеристической. При условии, что det (Л?) 4- Bi) Ф 0 мы 
можем получить общее решение этой системы, которое будет содер
жать и произвольные функции, зависящие только от у. Действитель
но, если при этом det2>=#0, то умножая (3.10) слева на В՜1, нам ос
танется только привести матрицу В՜1 А к |жордановой форме, среди 
.диагональных элементов которой обязательно будет нулевой. Если 
же и det <8 = 0, то рассмотрим вектор (?0, т10) такой, что det (<4т;0 + 
т5;ц1^0. После замены переменных ;= т1йу — £ох, =— ioy систе- 
тему (3.10) приведем к виду

ди I л п- \֊1 л - ди - = {Атл-В-.а) Д: —, 
a-, df]

уже рассмотренному. Для определения функций, зависящих только от 
у, необходимо часть граничных условий задать, например, на оси оу.

В заключение отметим, что лемма (3.5) позволяет свести к системе 
алгебраических уравнений и задачу сопряжения для систем составного ти
па (1), например, в такой постановке: пусть <Di и Dz, соответственно, I и 
II квадранты, требуется определить функции Ui, иг, удовлетворяющие 

■системам
. д*и. ПЕ> д3и. д'и.

А '-(-2<8,—1 + С,-^- = 0, (х, y)£Dlt /=1, 2
Ох* Ох Оу Оу* а

и граничным условиям: на полуосях х < 0 и х > 0 для каждой системы 
задаем задачу Я из § 1, а на полуоси оу условия сопряжения

ди, . ди, ди, . ди,
а> л + “։ Т՜ = аз + а< — » 

дх ду дх ду 
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где матрицы at имеют размерность (г։ + г» + rs; л) г ,— число ком
плексных корней с положительныыи мнимыми частями обеих систем, 
г3—число отрицательных, а г3—число положительных действительных) 
корней системы, заданной, соответственно, в и Dt.
Ереванский политехнический

институт нм. К. Маркса Поступила 11. VII. 1986

Ա. Ա. ԱՆԳՐ8ԱՆ Եզրային խնդիրներ բաղադրյալ աիսլի համակարդի համար (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկված է Կոշոլ և Այոստրանգի խնդիրներ երկրորդ կարդի հաստա
տուն գործակիցներով բաղադրյալ տիպի համակարգի համար։ Նույն համակարգի համար 
շերտում ուսումնասիրված է Գիրիխլեի խնդիրը։

A. A, ANDRIAN. Boundary value problem* for eyeteme of compoitte type (summary

For the second order composite type systems with constant coefficients the 
Cauchy and SjCstrand problems in a half plane are considered. The Dirichlet prob
lem is considered In a strip.
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Т. Н. АРУТЮНЯН

АСИМПТОТИКА ФУНКЦИИ ВЕИЛЯ-ТИТЧМАРША 
И ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИРАКА 

§ 1. Введение и формулировка результатов

Рассмотрим каноническую систему дифференциальных уравнений 
Дирака на полуоси

ф = (а| ֊ t + wW + <Ы (г)| У = У = (— Ն (1-1> 
( г dr ) \ уч /

где

известны под названием матриц Паули, а р и q — действительные, 
локально абсолютно интегрируемые функции на полуоси. Известно 
[1], что при этих условиях операторы, порожденные в гильбертовом 
пространстве вектор-функций Л3 (О, со; С։) краевыми задачами

1у = У1 (°) cos а + У2 (°) sin а = 0, (1.2)
существенно самосопряжены при любом действительном а. Известно 
также [1], что существует единственное, с точностью до умножения 
на постоянную с(Х), решение ц(г, /•) системы (1.1), принадлежащее 
Z? (0; С3) при 1т/. ^О.

Обозначим через т (X) функцию

U1 (0, Л) cos о + Иа (0, X) Sin а т0 (X) cos а 4" sin а Л11М = *■  -------- “-------------------------- = ■՛------ — >
Hi (0, X) cos ₽ 4֊ Hj (0, X) sin 0 тп0 (X) cos 0 4֊ sin 0

где
Z) \ _  Mt (0՛

777 О \Ч--------л .(0, X)

Поскольку и (г, X) единственно с точностью до умножения на постоян
ную, то формулой (1.3) т (X) определяется однозначно.

Утверждение о существовании решения из £’ при 1т Х^0 обыч
но называют теоремой Г. Вейля, так как впервые оно появилось в 
классической работе Г. Вейля [2] (посвященной уравнению Штурма— 
Лиувилля), где также впервые была введена функция т(>). Для си
стемы Дирака функция тп(Х) бы\а определена впервые в работе 
Титчмарша [3]. Изучение аналитических и асимптотических свойств 
Функции т (՝!■'), которую обычно называют функцией Вейля—Титчмар
ша, играет важную роль в спектрально։^.анелиа*  срответсвующих 
операторов (см. [4]—[12]).
2՜ 408 ՝ 74

л .Г
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Асимптотика функции т0 (X) (lim то (Й*) — получена ранее ав- 
р—

тором в [4] при довольно сильных ограничениях на коэффициенты 
р и q и потом в работе [5] для неотрицательных, монотонно растущих 
р и q. Ниже, в § 2 доказана

Теорема 1. Пусть действительные коэффициенты р и 
€Z.foc[0, со). Тогда имеет место асимптотическая формула

lim /п0 (v + iV) = ± ։ . (1.4)
не

равномерно относительно всех действительных у, и, как следствие из 
определения (1.3)

lim m(v + ։р) — е±/(3 (1.5)
р-±-

Отметим, что асимптотика 11.4) при тех же условиях получена 
в работе W. N. Everitt и др. [6], но проводимое нами доказательство 
полностью отличается от метода авторов [6] и, по нашему мнению, 
проще.

Допустим далее, что коэффициенты р и q 'кроме условия ло
кальной интегрируемости удовлетворяют условиям, обеспечивающим 
чистую дискретность спектра краевой задачи (1.2), и будем в даль
нейшем называть это условием (£>). Например, условие (см. [13])

lim [р’ (г) + q1 (г) — V [р' (г)]’+ [д' (г))’ ] = «», . (1.6)
/■-«֊ , dr

обеспечивает чистую дискретность спектра. В предыдущей работе 
автора [5] была решена обратная задача о восстановлении „потенциа
ла“ Q (r) = ajP (г) 4֊ «з ч(г) = 'Н'՜) \ системы (1.1) по двум

\<7(г) — Р(г) /
дискретным спектрам в классе неотрицательных монотонно растущих 
коэффициентов р и q, удовлетворяющих условию (Z2). В настоящей 
работе мы решаем обратную задачу по двум спектрам в классе ло
кально интегрируемых потенциалов (опять таки при неявном условии 
(£>)). Указываются два частных случая: р(х) = 0 и q(x) = 0, которые 
можно свести один к другому, когда потенциал можно восстановить 
по одному спектру.

Обозначим через Л(а)) = [),я (а)]я__„ множество собственных зна
чений (спектр) задачи (1.2). Собственные значения пронумерованы в 
порядке возрастания, т. е. >•„ (а) >1*  (а) при л > к, причем /я(а)>0 
при л>0 и Хл(а)<^0 при л<^0. Через ®(г, /) обозначим решение 
системы (1.1), удовлетворяющее начальным условиям

4>i (О, X) = sin а. <р2 (0, /■) = — cos а. (1.7)

Очевидно, что <р (г, >.я(а)), n£Z есть собственные функции задачи (1.2). 
Квадраты L’-норм этих собственных функций, аЛ(а)=Цо(., («))|։,
обычно называют нормировочными постоянными. Непрерывную слева, 
монотонно возрастающую функцию скачков
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P.W =

S ап1 (а), х > О, 
°<хя ։«)<х

֊ 2 алЧ»), Х<0, 
։«)<о

называют спектральной функцией задачи (1.2).
Обратная задача по двум спектрам состоит в определении потен

циала Q(r) по спектру А (а) задачи (1.2) и по спектру А (0) = 
= 1/л (?))«=-- задачи ly='i.y, t/։(0)cos 0 + у։(О) sin В = 0, отличающейся 
от (1.2) только краевым условием. В работе [14] доказано, что по- 
спектральной функции Ро(Х) можно однозначно и конструктивно вос
становить потенциал Q(r). Из [14] (см. также [5], теорема 3) следует 
также, что Q(r) можно восстановить и по р« (X) (при а=У=0), если па
раметр а из краевого условия заранее известен. Поэтому обратную 
задачу по двум спектрам обычно рассматривают как задачу опреде
ления нормировочных постоянных Ол(а) по спектрам А (а) и А (0). В 
§ 3 доказана след-'ющая

Теорема 2. Пусть р< qktiос [0, $о) о удовлетпвор яют уело 
вию (£>}. Тогда нормировочные постоянные ап(&) определяются 
при sin (₽ — а) =/= 0 формулами՝.

ап W = с sin (° — «) 
ХЛ(а)—ХЛ(0)

2oW----М^) . ру п=£0
Хо(0)֊Хл(а) А=__Х4(аГ

(1.8)/

где
ХА(а)-Х,(а)
Х*(0)֊Х л(а)

* Штрих при бесконечном произведении означает, что пропускается множитель • 
с номером Х = 0. Бесконечные произведения в вто! статье поввмаютеж в смысле-

■в П
главного значения, т. е. П ак = Нт П а..

я-*- *=-л

при k’zfcn и pn= 1;

0(1 (։) = с
sin (0-«) pj, ХД0) ХА(а)-Х0(а) , 

'<։(’)— 'о(З) ------ Х*(а)  ХА(0)—Х0(а)
(1.8>

а положительная постоянная с определяется из соотношения

ц„ П- МП. (■)-»,
Н—*—-Х|(а) ХА(0)—

(1-9>

т. е. р» (X), а следовательно и потенциал <2(г), определяются од
нозначно по двум спектрам.

В работе [15] автором построен пример (т. е. выписан явно по
тенциал) канонического оператора Дирака, спектр которого совпадает 
со спектром наперед заданного канонического оператора Дирака, но 
нормировочные постоянные отличаются в конечном числе. Из этого 
примера, в частности, следует, что оператор Дирака не определяется 
однозначно (вообще говоря) одним спектром. Однако, если коэффи
циент р (/■) = 0. то оказывается, что ХЛ (— а) = — Х_п (а), т. е. зная 
спектр А (я), мы автоматически знаем и второй спектр — А (—а), и 
взяв в формулах (1.8) и (1.9) 0 = —а, мы можем определить корми-•
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ровочные постоянные по одному спектру. Аналогично доказывается, 
что при </ (г) = 0 Х„ (— а ) = — Х_Л (а) и, взяв р = —---- а, мы опять

\ 2 / 2
решаем обратную задачу по одному спектру. Таким образом, в §3 дока
зывается

Теорема 3. 1. Пусть р(г) = Ъ, а ч £Ь}Ос [0, °о] и удовлетво
ряет условию {О). Тогда нормировочные постоянные определяют
ся по формулам (2а=/=кЛ):

з!п2а 
а_ (а) = с ------------------

аЛ(а)4-Х„(а)
М“)—Д' -К֊*(«)  , _
М«)+ '•»(«)*=_..  М«) Рк'п 

где
хл (а) — Ма>

Хл (а) + >— * (а)
при к=£ п. рп= 1;

«о(а) = ֊ с бш 2 а

2 >о (а) ГТ (а)
X*  (а)

Ма) — Ло(а) 

՛■ *( а)+^о(а,՝

■ а положительная постоянная с определяется из соотношения

С • 11ГП И'
—Х_»(а) X*  (։) — ։> 
-------------- -------------- = 1.

(а) '•_*(։)  + ։>

2. Пусть д(г)=0, а р£1>}ос [0, се) и удовлетворяет (О). Тог
да ^2 а =£-^-4-

ал (®) = с
соз 2 а___  Х„ (а) — Хо (а) - — /._*(«)

Хл (а) Ч- Х_я (а) Хл (а) + Ло (а) А=_ш )*  (а) 
где

՝!.„ (а) — Хй (я) 
'л (а) 4֊ >•-*  (а)

при к=/=п, рп = 1;

соз 2 а - Х_4 (а) Х4(а) — Ад (г)
а0 (а) = с---------- ----------------------------------------- •

2М«) 11 Ма) >-»(’) 4- >д(“)

а с та же, что и в первой части теоремы.
Формулы (1.8) и (1.9), и соответствующие формулы в теореме 3, 

значительно упрощаются, если в (1.9) оказывается возможным пе
рейти к пределу под знаком бесконечного произведения. Достаточ
ные условия равномерной сходимости бесконечного произведения 

Х*(а)-/ И А,'֊*(Р)
1 1 “——-------- и сходимости 1 I ------- • а, тем самым и возможности
— Мр) —Ф _.>•<(«)
предельного перехода в (1.9), приведены в [5]. Эти условия таковы: 
(2(г) непрерывна в нуле и удовлетворяет в нуле условию Дини

~ 10. (з) - (2 (0)1 (1.10)
о
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я
л_я (։)==>.„ (а) [1 + о (1)], п—ао. (1.11)

Условие (1.10) позволяет применять (см. [5]) асимптотику спектраль
ной функции р(Х), полученную в [16] (см. также [17], стр. 117). Таким 
образом, мы получаем другой вариант теоремы 2.

Теорема 4. При условиях теоремы 2 и дополнительных ус
ловиях (1.10) и (1.11) имеет место формула ’.

sin (₽ — а) К» (а) — ).п (я) n £ Z.
(։)" Uw - Мй ?.!. х* (?) ֊<•) ’ 

к *я
Возможность предельного перехода в (1.9) позволяет также уп

ростить формулы в теореме 3. При атом оказывается, что условие 
(1.11) всегда выполняется при р(г)=0 или g(r) = 0.. Поэтому моди
фикация теоремы 3 имеет следующий вид:

Теорема 5. 1. Пусть p(r)^Q, g£LzOc[0, со), q удовлетво
ряет условиям (D) и (1.10). Тогда

sin2а - ХЛ (а) - л*  (а) 
а„ (а) =-------------------------- | 1 --------------------- > n t е..

П ХЛ (а) 4֊ Х_„ (а) Х„ (а)+к_*(а)
к+п

2. Пусть q(r) = 0, p£L՝oc (0, со), р удовлетворяет условиям 
(D) и (1.10). Тогда

cos 2 а Д Хл (X) — X*  (а) 
а, (а) -- ----------------------- П ------- г-------------- ’ n tZ-П Х„ (а) + (а) JД Хл (а) + Х_*  (а)

к^п

§ 2. Асимптотика функции Вейля—Титчмарша

Пусть X = и 4՜ О1 и пусть и (г, X)—решение системы (1.1), .при
надлежащее £’(0, со; С») при 1т Х=/=0. Запишем систему (1.1) поко
ординатно:

и'2 + р(г) ы։+<7 (г) и։= ^и։4-г>и։, (2.1)

— и{ + я (г) щ— р (г) и2= уп։+ грп։, (2.2)

и запишем также сопряженные тождества:

иг 4՜ р (г) щ 4- я (г) ц։ = м П| — ։> и։, (2.3)

— и\ 4֊ я (г) и, — р (г) и1=՝>и2 — гр иа. (2-4)

Умножая (2.1) на и2, (2.2) — на — и„ (2.3) — на и2, (2.4) —на —и։ и 
складывая все четыре равенства, получим:

_ Л. |и|» =4 р (r) Re (Ul • U։) 4֊ 2 Я (г) (|ua|։ ֊ |«tla) 4֊ 4 ii Im (a, a2), (2.5) 
dr

откуда, учитывая неравен:тва

|2 Re (a, ■ u2)| < |и|», |2 Im (U1n։)| < |u!։, | |и։|’ - la,|’| < |a|’,
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имеем

—И
1п |и|’ < 2 (|р (г)1 + 1<7(г)| + |И|).

и3 аг
Интегрируя последнее неравенство от нуля до г и потенцируя, п0՜
Аучаем •

г
-2 С(|р(*||+  »(»)/+|и )

° * (2.6}
1« (0, Х)|’

|и(г, Х)|’ </г

Введем функцию /V (л) — -----Интегрируя неравенство (2.6}

от 0 до со, имеем 
■՝• г

^(х)> УеХр{~2] 

о о

։н1 ’ г
У ехр { — 2] (|р (։)| + |</(5)|) Лехр |—2||1|г} 

о о

~ I “1

I ехр^—2 I (р (5)| 4- |д(5»</5 |ехр | — 2|р|г)с/г=

_ 1

= ехр|- 2 I (|р (5)| + |<7($)|)</$1 • 1 ~ е ----- <
1 ] 21Н

В силу локальной абсолютной интегрируемости р я д, из последнего 
неравества следует предельное соотношение:

Нш ||4 Л^(* + гр) > —• (2.7)
1н|-» 2 ' '

С другой стороны, в работе [5] получено тождество

т0 (М = (14 |т0 ().)|’) ( [ р (г) +
I л 1« (0. л)|։

о о
Переписав вто тождество в виде

/и(г, МР
|«(0, К)Р

<1г

т0(Х) =(1 + |тэ(Х)|։) {с (X) 4- хб(К) + ^(Х)!, (2.8)
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где через с (а) и 6 (а) обозначены соответствующие интегралы, кото
рые, очевидно, действительны, и переходя к модулям, получаем не
равенства

2 1—|л։0(')г
Переходя к пределу при -» со, получаем, учитывая (2.7),

|1Ю l".W > ±,
2 Ы—• 1+ |тп0 (а) ’ 2

что возможно только при
lim |m0(v + /р)| = 1. (2.9)

W—
С другой стороны, из (2.8) следует тождество

Im 7и0(а) -(14֊ |т0(Х)|’.иЛ/(Х), (2.10)

из которого, с учетом (2.7) и (2.9), вытекает

1 > lim |Imzn0(')| = lim (1 4֊ |mo (})l’)\Pl֊N(X) > 1.
W— W--

t. e.
lim | Im m0 (v 4֊ /p) = 1.

Последнее вместе с (2.9) дает равенство lim Re т0 (м 4՜ Й1) = 0. Та- 
Ы—

ким образом, lim т0 (v 4՜ Й*)  = ± i и знак в правой части определяет- 
Н—

■ся из тождества (2.10), т. е. окончательно имеем

lim т0 (v 4՜ Й*)  = ± i и<-±-
и теорема 1 доказана. 

. I
§ 3. Формулы для нормировочных постоянных

Из определения (1.3) функции т(М видно, что т (а) — мероморф
ная функция, причем нули ее образуют спектр Л (а) задачи (1.2), а по
люса — спектр Л (Р). Из (1.3) нетрудно также получить равенство 
(см. [5], § 4)

J in(r»

Im т (а) = Im к- ;— °----- =—---- —— . Q,3 sin (8 — ;),
|и։ (0, л) cos р 4- и3 (0, a) sin р

из которого следует, что т (л) есть „вещественная“ мероморфная 
функция (т. e. Im m(X) = 0 при Im л = 0), переводящая при sin (0—а) ^>0 
верхнюю полуплоскость в верхнюю и, следовательно, согласно теоре
ме М. Г. Крейна ([18]. стр. 398):

1. Нули {ая (а)}“_ _ и полюса (A,։(0)}„=_« функции т (1) все про
стые и перемежаются, причем (учитывая нумерацию собственных зна
чений, указанную в § 1), нули лежат правее полюсов, т. е.

лл(в)<).л(а)<).л+։(0), п = 0, +1, ±2, (а) < 0 < л։ (0).
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2. Имеет место представление: 
... k~^o(a) Дz )•(?)  (g) '•*

>-֊M?)*IL ’•*( “)' >•*  (?) - 1 ’ 

где с>0-

(3.1)-

Вычисляя производную dni (/)1 исходя из определения (1.3) 
di. И=*„։«)

получаем

dm (>•) __ ол(д)
d>. sin(p —а)

Вычисляя ту же производную из представления (3.1) и приравнивая 
их значения, получаем формулы (1.8) и (1.8') (подробности см. в [5], 
формулы (4.8) и (4.10)). Поэтому вопрос определения нормировочных 
постоянных через два спектра сводится к определению положитель
ной постоянной с, участвующей в представлении (3.1). В условиях, 
при которык верна асимптотика (1.5). постоянная с определяется из 
предельного соотеошения (1.9) (см. [5], лемма 4.1). Таким образом, 
доказана теорема 2, которая является усилением теоремы 1 из [5] в 
том смысле, что обратная задача по двум спектрам рашается в клас
се локально абсолютно интегрируемых потенциалов, удовлетворяю
щих условию (D), что существенно менее обременительно, чем усло
вия, приведенные в работе [5].

Замечание 1. Краевое условие из (1.2) не изменяется, если 
заменить а на а -т- •кк, k^Z, т. е. оно периодическое с периодом к. 
_ те, - те _
Поэтому достаточно рассматривать-------<^а<— • При рассмотре-

2 2
нии обратной задачи по двум спектрам не имеет смысла случай 
? = а + «Л, так как „вторая задача“ просто совпадает с первой. По
тому всегда имеет место естественное условие sin (Р—а) =У=0. Мы рас
сматривали случай sin(p —а)^>0. Случай sin (Р— а)<^0 изучается со
вершенно аналогично, причем формулы (1.8), (1.8՜), (1.9) не изменяются.

Перейдем к доказательству теоремы 3. Пусть р (г) = 0 и пусть 
def

?/։(’■) = ?(г> >•,(»)) есть собственная вектор-функция, соответствую
щая собственному значению ля (а) и нормированная условием (1.7).

def у.
Положим v-n = — «j'fn (а) = (— <р„։, 4>я2) (Г—транспонирование). В си
лу антикоммутируемости матриц а*  имеем

lv-n = — 1л&п = ’։'•„(’) ?„='•,(’)“։ ?„= — '֊„(’) v _п,

причем из определения v֊n следует, что она удовлетворяет началь
ному условию v-n(0) = (sin (— а), — cos(—а))Г и, следовательног 
краевому условию yt (0) cos (— а) 4- у2 (0) sin (— г) — 0, т. е. v-п есть 
собственная функция задачи ly=i.q, у{ (0) (cos (—а) -1֊ Уъ (0) sin (—а) =0, 
соответствующая собственному значению — ).я (а) и нормированная от
меченным выше начальным условием. В силу обозначений, принятых 
в § 1, имеем
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— Хя(а)=Х_Я(—a),v-n (г) = ? (г, Х_п(—а)) = <р_„ (—a), n(;Z.
Поэтому, если в качестве ® взять — а, то простая подстановка 
X*  (?) =—к (а) в (1.8), (1.8՜) и (1.9) приводит к формулам первой 
части теоремы 3. Из приведенного выше замечания 1 следует, что в 
этих формулах параметр г может принимать любые действительные 
значения кроме таких, при которых 2 а = кк.

Замечание 2. В связи с формулой для а0 (а) в первой части 
теоремы 3 нам надо также доказать, что нуль не является собствен

ным значением задачи (1.2) при р (г) ss0 и а =/= —т. е. Оо(а) =/= 0. Для

этого достаточно заметить, что решение ? (г, 0), удовлетворяющее на
чальным условиям (1.7), явно вычисляется:

(
г г \Т
J ?’■։) ds — j ? |
и и /

sin а е , — cos а е ) ,

а чтобы <р(-, 0)£La(0, оо; Са) необходимо, чтобы ехр

ехр у—2 | q (з)dsj -> 0 при г-*  со одновременно, что невозможно, 
о

Случай q(x)=0 рассматривается совершенно аналогично.
Для доказательства теоремы 4 достаточно заметить, что при 

X*  («) — ф 
------------------ и 
>*(₽)-։>

равномерной сходимости, бесконечного произведения fY

“ ХД₽) “ , /
сходимости бесконечных произведений I I ------- и II р.( и, следова-

>•*( “) \
П/а*(Р) Г~['^*(?) Пх \ етъкъъо, 1 | -------рк = I |--------- | 1 рк ), что обеспечивается условия-

Х*(а) Х»(а) /
ми (1.10) и (1.11) (см. [5], § 5) формула (1.9) принимает вид 

*
с П -------= 1» а формулы (1.8) и (1.8') принимают более простой вид

Ма)
(1.12).

Теорема 5 следует из теоромы 4 так же, как теорема 3 из тео
ремы 2. Здесь следует объяснить только отсутствие дополнительнего 
условия (1.11). В работе [5] доказано соотношение Х„ (а) — Хя(Р)=о(1) 
при п -» со (см. [5], формула (5.9)). Поэтому, при р(г)=0, — Х_„(а) = 
= Х„(—а) — Х„(а) 4- о (1), что намного сильнее, чем (1.11). Аналогич
но, при д(г) = 0, — Х_я (а) =Х„ у-^--- = Хя(а) + о (1), т. е. условие

•(1.11) опять автоматически удовлетворено.
.Ереванский государственный
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Տ. Ն. 2ԱՐՈԻ|*ՑՈԻՆՅԱՆ.  Վեյ]-Տիտչմարջի ֆուհկցիայի աւփմպաոսփկաէ և հակադարձ իւբն- 
դիրը Դիրակի համակարգի համար (ամփոփում)

Կիսաաոանցքի վրա դիտարկվող կանոնիկ ինքնահամալուծ Դիրակի համակարգի համար 
ստացված է նրա Վեյլ֊Տիտչմարշի ֆունկցիայի ասիմպտոտիկ վարքը և լուծված է հակա
դարձ խնդիրը (երկու դիսկրետ սպեկտրներով վերականգնել գործակիցները)։

Բերված է երկու մասնավոր դեպք, երբ գործակիցները կարեէի կ վերականգնել միայն 
մեկ սսքեկտրավւ

T. N. HARUTIUNIAN. The aegmptotic form of the Wegl—Tltchmareh function 
and the Invert« problem for Dirac egetem (summary)

For canonic, aelfadjoint Dirac system on halfaxis the asymptotic form of the 
Weyl—Titchmarsh function is obtained under condition of local integrability of the- 
potential. In the case of purely discrete spectrum this helps to solve the prob
lem of reconstruction of the potential matrix by two discret spectra. Two particu
lar cases, where the inverse problem can be solved by only one spectrum, is indi
cated.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МЕРОМОРФНЫХ 
РЕШЕНИЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

1°. В аналитической теории дифференциальных уравнений при 
рассмотрении алгебраических дифференциальных уравнений

P(z, w, «/,•••» w<"0 = О, (1)
где Р — многочлен относительно u>, ш', • • •, w(n) и относительно z— ра
циональная функция, изучаются следующие вопросы: о существовании 
мероморфных в конечной плоскости С решений, "и изучение свойств 
мероморфных решений непосредственно по уравнению.

Оба поставленных вопроса для автономных уравнений первого 
порядка Р (ш, ш') = 0 полностью решены еще в XIX веке. Необхо
димое и достаточное условие существования мероморфных решений 
дает критерий Фукса: всякое мероморфное решение уравнения 
P(w, w')=0 есть либо эллиптическая функция, либо рациональная 
функция, либо функция нида R (ехр сг), где R—рациональная функция 
относительно exp (cz), с = const. Первым результатом о мероморфных 
решениях уравнений Р (г, и», ш') = 0, является теорема Мальмквиста, 
[1] (1913 г.): если уравнение w' = R (z, w), где R — рациональная 
функция двух переменных, допускает трансцендентное мероморфное 
решение, то это уравнение имеет вид w'= a (z) wa-|- b (z) w + c (z), 
где a (z), b (z) и c (z)— рациональные функции от֊ z, т. e. уравнение 
w՛ = P (z, w) является уравнением Риккати. В 1920 г. Мальмквист 
доказал [2] более общую теорему: если уравнение Р (z, w, w') = 0, 
где Р — многочлен от последних двух переменных с алгебраическими 
коэффициентами, неприводимо и обладает трансцендентным мероморф
ным решением, то это уравнение удовлетворяет условиям Фукса.

В отличие от уравнений первого порядка, множество результа
тов о мероморфных решениях уравнений высших порядков, очень 
скудно. Изучены только некоторые специальные уравнения, общие 
решения которых мероморфны в С (первое уравнение Пенлеве, [3], 
уравнение Врио—Бука, [4], и т. д.). Так же обстоит дело в случае, 
когда вместо условия меромофрности решений во всей (открытой) 
плоскости С рассматриваются решения в каких-либо неограниченных 
областях (полуплоскость, угол и т. д.).

В настоящей работе рассматривается два вопроса: оценки поряд
ков роста мероморфных в углу решений алгебраических дифферен-
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циальных уравнений и выделение классов уравнений, допускающих та
кие решения. При этом описываются локальные свойства мероморф
ных решений алгебраических дифференциальных уравнений на некото
рых неограниченных множествах, скажем, например, на оси X. Для 
достижения этой цели нам придется обобщить и найти некоторые 
аналоги так называемой теории максимального члена Вимана—Вали- 
рона, относящейся к целым функциям.

2°. Пусть ш=у апгп—целая трансцендентная функция; М(г, ш) = 
Л«=0 

шах |ш (л)|;
1«1='

(2>
Г-»~ 1п г

порядок ш (г). Так как при фиксированном г члены |ап| г" -*■ 0 при 
г֊* оо, то среди этих членов имеется по крайней мере один наиболь
ший, который обозначают через т (г, то) = шах |ап|т՞ и называют п
максимальным членом то (г) на окружности |г| = г. Наибольший номер, 
для которого |а^(г)|т’(г) = т{г, ш), называют центральным индексом, 
функции ш (г) на |г| = г.

С помощью этих понятий Виман и Валирон построили так назы
ваемую теорию максимального члена Вимана—Валирона, [5], [6] 
(1923 г.). В этой теории основной является следующая

Теорема А. Для целой функции ш (г) при любом г, за воз
можным исключением г принадлежащих последовательности ин
тервалов с конечной, логарифмической мерой Ев, имеют место не
равенства

, > (г) < [1п т (г, т)]։+‘, - • (3)
т(г, ш)< М (г, ш) С с (е)-т(г, о>) [1п т (г, ш)]1/2+‘, (4)

где е> 0 — произвольное число, с (в) — некоторая постоянная.
Теорема В. Пусть ш (г)—целая функция и |е> (Е)| — М (г, и))^ 

В|=г, тогда при любом натуральном к

hm I------  I ---------- — =
'-*-V(r)/ w(E)

1, (5>

где Ew — множество колец с центрами в начале координат, п ере 
сечение которого с лучом arg z — 0 есть множество интер валов с 
конечной логарифмической мерой.

Целая функция на множестве Gw=|՝ € С : |» (£)| = Л<(|Ц, ш)], кро
ме этих свойств (теоремы А и В) на этом же множестве обладает сл е- 
дующими замечательными свойствами (1939 г., Макинтайр, [7]).

Теорема С. Пусть w (z)— целая функция, [ш (В)| = М (г, ш) 
?|=г, тогда

|w'G)| = AF(r. w), Щ = г,
tw'G) = гМ՛ (г, ш) 
W (0 “ М (г, то) 

(б>

(7>|М = Г,
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где 6» = {; £ С : |со (Е>| = М (г, со)}, а под М' (г, со) понимаем право
стороннюю производную М (г, т) по г.

При к — 1 из (5| следует

Нт _2_ . Ео/Д = 1, 5 е <?«/£■». (8)у (г) со (Е)
поэтому на множестве С^/Е^ при Е — °о

$ГО'(') • (9У
ш (с)

Из (2), имея в виду теоремы А, В, и С вытекает, что
р = й^±12И, . (ю).

»■-- 1п г
т. е., если ш (г) — целая функция, то из (9) и (10) следует

р=Й^՜. ? 6 (11).
1п|Е| 

и
(*) /9 ГЕсо (Е) = ( ’ • со (Е) (1 + в* (Е)), Е £ <?•/£.. (12)’

где
£±24, 

«»(г)
которую назовем 5-характеристикой целой функции со (г).

С другой стороны, порядком мероморфной функции (в смысле- 
Неванлинны) называется . порядок ее характеристической функции. 
Г (г), т. е.

р==и--!лДг1. (13).

В дальнейшем без пояснений будем использовать стандартные обозна
чения неванлинновой теории распределения значений, [8], [9].

В частности, если со (д)— целая функция, то

Т (г, ш) <. 1п М(г, ы) -С ' Т (г, ։°)> 0< г -С (14).
л\ —Г

т. е. для целой трансцендентной функции иногда в качестве характе
ристики можно брать функцию 1п Л/ (г, со). В (2) и (13) они взаимоза
меняемы, поэтому в (13) можно заменить Т (г) на 5 (г, со)

р—1п|5(Е, со)| Г !Гр = 1пп \ . Е £ С„/Е„.
- 1п |с|

Введем следующие обозначения и определения.
Пусть Г = (д = ге'?£С, <р = <р (г)), где ф (г) — однозначная функ

ция в [а, со [, о а < оо, и на любом конечном отрезке кусочно
аналитична, и пусть еще Е = Г П ’, где а — некоторое множество ко
лец с центрами в начале координат, пересечение которого с лучом 
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arg z = 0 есть множество конечной меры. Замкнутое множество Pxf 
назовем 2-множеством.

Определение. Две кусочно-аналитические кривые Г/:<р = 
= Ф; (г), z — ге\ г 6[а, °о [, 0 < а С со, j = 1, 2, назовем /.-асимпто
тически совпадающими, если

г— In |<р, (г)! —1п|<р։(')| _ hm-----------;------ — и-г-*- In г
Две мероморфные функции (/=1. 2) назовем /.-асимптоти
чески совпадающими на 2-множестве G, если 1

1111/»Н ~1п (*)՛ = 0, г £ G.
- In \z|

Замечание. Если /։ (z) =/։ (з) (1 4-е (z)), s(z)-• 0 при z£G, 
z-*֊oo (т. е. /| (z) и /, (z) на G асимптотически совпадают), то они 
/.-асимптотически совпадают на G.

Определение. Пусть w(z)— мероиорфная во всей плоскости 
• функция и G—некоторое 2-множество плоскости С. S(G)-порядком w 
назовем

р|6(г-,“')|. ‘6 С-
5 In |z|

Из этого определения следует: 5(О-порядок мероморфной функ
ции w = w (z) обращается в бесконечность, если например*:

1) 2-множество G содержит бесконечное множество нулей и по
люсов 5 (z, w),

2) 2-множество С содержит бесконечное множество нулей и по
люсов мероморфной функции f (z), которая на G /.-асимптотически сов
падает с 5(z. w),

3) 2-множество G /.-асимптотически совпадают с множеством
-S (z, w)| =|/(z)|, где /(z)— аналитическая фунция, причем 

г—ln|/(z)| гlim ------------- ос, z t G.
ln|z|

4) У-множества G/.-асимптотически совпадает с множеством кор- 
•ней уравнения 5 (z, w) =/(г), |г| = г, где/: /?д.-> С — аналитическая 
функция, причем

^Ь№1)|=аз> Z(-G, 
In \г|

2-множества этих видов (т. е. множества видов, из структур 
•которых следует, что Ps(G) = co) назовем особыми множествами 
•функции w и обозначим через ow.

Выбор G можно сделать двумя способами:-

О существовании неограниченного (непрерывного) множества корней уравне
ния <р (։)= f (\։|), где <р (։) мероморфная, а f (г): ^+֊кС непрерывная функция (см- 
J10], [И]).

*
I)
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1; множество С с С выбираем в зависимости от w (как это де
лается в случае целых функций),

2) множество GcC —любое 2-множество.
Итак, начнем с первого случая.
Определение. Будем говорить, что мероморфая (трансцен

дентная) во всей плоскости функция w (z) принадлежит классу Sn (X), 
если существует £-множество Xw такое, что при любом натураль
ном 1 < к < п < <» существует

(*>
Jim// ’ ) ‘“'))=с*, с* = cons t, \£XV. (15)
E—1\5(;, w)/ w(5)| * *

Множество Xw назовем характеристическим множеством.
1) Любая мероморфняя функция принадлежит классу 5։ (А), где- 

Xw — любое Е-множество плоскости С.
2) Любая целая функция принадлежит классу Sa(X), где Xw = 

— GV\EW, Gw = I^C : |«| = r, |w(5)| = 3f(r, w)|, a Ew—последова
тельность интервалов с конечной логарифмической мерой.

3) Классу 5Ю (А) также принадлежат мероморфные функции 
w — 1/f(z)— а и w=f(z) — а, где /(г)—мероморфная фунция с пи- 
каровским исключительным значением а.

Легко убедиться, что для приведенных в п. п. 2) и 3) классов- 
функций 5-порядок по приведенным в яих множествам Xw совпадает 
с обычным порядком этих функций. Это же заключение верно (см.. 
[12]) для следующих более общих классов функций: мероморфных 
функций порядка р < со с дефектным значением а со (а = о°), если՛ 
в качестве Xv взять множество Съ\Е0, где GTO = (t:|w(E)— а| — 
= min |w (z) — а|| (Ge= (E: lw(£)| = max \w (z)|l >, a Eo — некото- 

|E|-|։| |E|-lz|
рое множество колец с конечной суммой длин радиусов.

3°. Здесь наша цель оценить 5-порядок решений из класса 5։ (А) 
уравнения

p/z, w, ~֊\=0 (16)։
\ dz /

на произвольных £-множествкх.
Класс 5։ (А) совпадает с классом всех мероморфных функций и՛ 

любое ^-множество z-плоскости является характеристическим множе
ством мероморфных решений уравнения (16).

Введем следующие определения и обозначения.
Определение. Скажем, что мероморфное решение уравнения 

(16) есть функция конечного роста на G, если при z-> оо hz(G

w == с|z|*zp 5’ (1 + e (z)), ze G, (17)

где c = cons t, a — действительное, p и q — некоторые целые числа, 
e(z)-+0 при z£Gh z-*^, a G—некоторое ^-множество плоскости 
С, В противном случае скажем, £что w (z) — функции бесконечного 
роста на G.
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Определение. Скажем, что решение «»(я) уравнения (16) из 
класса 5։ (X) является особым решением уравнения (16), если суще
ствуют целые р и д такие, что предел выражения гр Зч прия£Аши 
я -» со не существует и з? 8Ч—мероморфя?я функция бесконечного ро
ста на А». 1 *'

Пользуясь очевидным тождеством ти'—и/шш уравнение (16) 
приведем к виду

Ор (г, «։, 5) = Р (г, ш, я"։5ш)=0. (18)
Ясно, что Ор (г, ы, 5)—многочлен относительно 5 и ш. Уравнение 
(18) назовем определяющим уравнением, а Ор (г, ш, 5)—определяющим 
многочленом уравнения (16).

В зависимости от поведения мероморфных решений уравнения (16) 
при г£Х„ и я-> со, где Ха — любое 2-множество я-плоскости, имеет
ся несколько случаев.

1. Скажем, что мероморфное решение уравнения (16) из класса 
_5| (X) принадлежит классу 51° (А), если для этого решения имеет 

Я есто

Нт у—= О, г^Х«, (19)
я-», ш'

где р, д, 1^-0 любые целые числа.
Всякое мероморфное решение с бесконечным дефектным значе

нием (в частности целые Функции) принадлежат классу 5Г (X), где 
Хт — Са\Ет, ; £ С : |ш (5)| = тах|ш(я)|), а Е„ — множество ко
лец с конечной суммой ширин.

Пусть Ор (г, ш, $) — определяющий многочлен уравнения (16) 
степени т относительно то

Ор (я, 5, ш) = Р1 (ж, 5) = 0, я £ Хп, (20)

где Р, — многочлены относительно 5, и пусть еще

Ро (г, 5) = 5 3/(я) 5', я е х„, (21)

где 0/ — рациональные функции от г.
После деления левой и правой частей (20) на •шт при г — со по

лучим уравнения
£ а, гт> 5У (1 + 8у (я» = 0, г Г Х„, (22)

где д— степень многочлена Ро относительно 5, тпу — целые числа, а 
-8у(я)—*0 при я£Ая и я —*■ 0 при я -*• со.

Пусть ач 4= 0, и так как 8/(я)-*֊0 при я -• со и корни алгебраи
ческого уравнения (22) непрерывно зависят от его коэффициентов, то 
решения уравнения (22) на множестве Хк асимптотически равны ре
шениям уравнения, получающегося при обращении в нуль всех 8у(я)

(я, 5) = £ а1 гт‘ 5' = 0, Я 6 А», (23 
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где az = const. Уравнение (23) назовем первым, характеристическим 
уравнением, а многочлен Rp—характеристическим многочленом урав
нения (16) в классе 5Г (А).. В дальнейшем предположим, что много
член Rp неприводим. Скажем, еще, что уравнение (16) есть уравне
ние, порождающее многочлен Rp в классе ST (X).

Определение. Скажем, что многочлен степени q относите'ль-
•но S . • ....

fl' А; т. .
R{z, $)ва£ az|z| z j', ' ֊ "՛ ’ (24)

где ez = const, >-z — действительные, mt — целые числа,
1) вырождается, если он одночлен и в (24) а?=£0,
2) не вырождается, если он отличен от одночлена и в (24) 

■4q =г= 0. . .
3) Если в (24) aq = 0, то скажем, что уравнение, порождающее 

этот многечлен, является особым.
Лемма 1. 1) Пусть ■ характеристической многочлен R'p диф

ференциального уравнения (16) вырождается. Тогда уравнение (16) 
мероморфных решений из класса £Г(А) не имеет.

2) Пусть характеристический многочлен R'p уравнения (16) 
неприводим и невырож дается. Тогда S (Х)-порядок мероморфного 
решения w уравнения (16.) из класса 5“ (А) не конечен тогда и 
только тогда, когда характеристическое множество Xw—особое 
множество решений w.

Доказательство. 1) Пусть характеристический многочлен R'p 
уравнения (16) вырождается. Сперва запишем уравнения (16) в виде

P(z, w, w') = aA>yr(=).z^'wA+ASy‘ = 0. (25)
j».՝h

Предполагая, что уравнение (25) имеет мероморф^ое трансцен
дентное решение из класса 5Г (А), при z £ Aw, получим, что характе
ристическое уравнение имеет вид

/г?(я,5)эв £ ' ahK-znl,h S1' =0, Z^XW, (26)

где /л — степень определяющего многочлена Ор относительно ш, 
mJt — целые числа, ау — постоянные.

В силу вырождаемости характеристического многочлена полу
чаем

Rp(z, S) = SJ 2 ал.^*=0; (27)
Л. Л-m

где у = таху։, yo+yi = тп. Так как в (27) второй множитель, в силу 
вырождаемости характеристического многочлена, 0, то получаем 
S(z, то) = 0. Это противоречие и доказывает наше предположение.

2) Пусть характеристический многдчлен Rp уравнения (16) не 
вырождается. Во-первых, если в (24) показатели mt — mt < 0 (i = 0, • • • 
•••, q — 1), то все решения уравнения. (24) ограничены, следователь- 

3-408
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но соответствующее решение уравнения (16) из класса Л? (X) имеет 
нулевой 5 (Л)-порядок. Поэтому в дальнейшем предположим, что один, 
из показателей пи — тд в (24) — положительное число.

Предположим, что уравнение (16)" имеет мероморфное решение то- 
из класса 5“ (X) и Хп — не особое множество решений то-, в. против՜ 
ном случае 5 (Л՜)-порядок равен бесконечности;

Если уравнение (24) не превращается в одночлен, то уравнение- 
(24) имеет конечное число решений вида

5(я, т) = с]г1 (1 Ч-еу(г)>, /== 1, 2,-I < д. (28)

Из леммы 2.2.3 ([12]) вытекает,, что- в таком случае существует 
Пт 1п ]•$(£, то|/1п|Вравный одному из положительных чисел Ру. 

Отсюда следует, что 5(Л)-порядок мероморфного решения уравнения 
(16) из класса 5" (X) — конечное число.

В частности получаем: всякое мероморфное решение с бесконеч
ным дефектным значением (в частности целые решения) уравнения 
(16) имеет конечный порядок в смысле Неванлинны (ем. еще [16]).

Замечание. Легко видеть, что. в классе 5Г(2Г) особых урав
нений не существует.

2. Скажем, что мероморфное решение уравнения (46)- принадле
жит классу 5? (X), если для этого решения имеет место

Ит/З’юМ ябЛ». (29)

где р, д, !^>0 — люоые целые числа..
Всякое мероморфное решение с * нулевым дефектным- значением 

(в частности решение вида то-=1//(я), гДе /(я)—целая функция) при
надлежит классу 3?(Л-), где |ш-(?)|։ —
= тш|ш(х)|], а — множество колец с- конечной суммой- ширин.

|»1=1М
Имея в виду, что все члены левой части (16), содержащие то или> 

имеют вид гр 59 и)‘ (I > 0), (16)‘ и՛ (-29) получаем« чтобы уравнение: 
(16) имело решение из класса 5? (X), необходимо условие: Р(я, 0, 0)= 
= 0, г £ Хп. В самом деле

Нт Р{г, то, то») = Нт. Р (я, 0; 0;)= 0; я— - г֊.«.
Но функция Р(я, 0, 0) — полином относительно г, поэтому это равен
ство возможно в том случае, когда. Р (я, 0; 0) = 0, а это и есть необ
ходимое условие.

В уравнении (16) заменим то-=1-/со. При՛ такой՝ замене алгебраи
ческое дифференциальное уравнение переходит в алгебраическое диф
ференциальное уравнение. Имея в виду, что 5 (я, то) ——5 (я, ш), зак
лючаем, что 5 (X)-порядок мероморфного решения уравнения (16)՛ при֊ 
такой замене тоже не меняется. Пусть- после замены то = 1/ш уравне
ние (16) переходит в уравнение

Р (г, — > — ——\= <2 (я,.«,. <ол = 0(, (30);
\ <л со1/'
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.где Q — многочлен от своих переменных) а к — некоторое целое чис
ло. Уравнение (30) назовем инверсионным уравнением уравнения (16), 
a Xq^Xp назовем вторым характеристическим многочленом уравне
ния (16). При ш^ЕГ(Х') имеем tu^Si(X), откуда следует

Лемма 2. 1) Если характеристичечкий многочлен Ер диффе
ренциального уравнения (16) вырождается, то уравнение (16) ме
роморфных решений из класса Si не имеет.

2) Пусть характеристический многочлен R°p уравнения (16) 
։неприводим и Р(г, 0, 0) = 0. Тогда 3(Х)-порядок мероморфного 
решения w уравнения (16J из класса Si (Л) не конечен тогда и 
и только тогда, когда характеристическое множество Ха—особое 
множество мероморфного решения w.

В частности следует: всякое мероморфное решение с нулевым 
дефектным значением (в частности решения вида w = l/f (z), где 
f(z)— целая функция) уравнения (16) имеет конечный (в смысле Не- 
ванлинны) .порядок.

Замечание. Не трудно видеть, что в классе S°(X) особых 
уравнений не существует.

3) Пусть w — мероморфное решение уравнения (16) и пусть су
ществует р, q, 1=/=0 целые числа такие, что

J S4
lim - = с,, С] =const =/= О, z £ Хи. (31)

Без потери общности можно считать Z = 1. Если мероморфное реше
ние уравнения (16) удовлетворяет условию (31) с I = 1, то ш = wl 
.является решением некоторого алгебраического дифференциального 
уравнения с S (г, <о) = lS(z, ш). Из (31) следует

w --- с zp S" (1 4- e.(z)), <с = const 0, z £ Xw, (32)

где b(z) -»֊О при z£Xa и z->- ос.
Скажем, что мероморфнее решение уравнения (16) из класса 

St (X) принадлежит классу Sf (X), если для этого решения имеет место 
(32) и там д^>0.

Всякое мероморфное решение с конечным дефектным значением 
принадлежит классу Sf (X).

Из (19), имея в виду (32), получаем

P(z, w, cz”՜1 S’+1<(1 + в(х)) = 0, z6 Х„, (33)

тде р и q >0 — целые числа.
Из (33), имея в виду, что Р— многочлен от своих переменных, 

получаем

£ at (с) zmi S'.(l = О, z£ Zw, (34)
/=о

тде а;(с) — ограниченные функции ют <с„ mt — целые числа, a М2) — О 
■при z—*0 и х£Хя.
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Так как 8/(г)—» 0 при z-»-=o, z£Xw и корни алгебраического- 
уравнения (34) непрерывно зависят от его коэффициентов, то реше
ния уравнения (34) на множестве Xw асимптотически равны решениям 
уравнения, получающегося при обращении в нуль всех rj/(z)

Rcp(z, а((с)/'5'-0, z^X,. (35}
<=о f*. • , г

Уравнение (35) назовем третьим характеристическим уравнением, 
а многочлен Rrp — третьим характеристическим многочленом уравне
ния (16) в классе Si (X). Итак: пусть характеристический многочлен 
Rp дифференциального уравнения (16) неприводим.

Лемма 3. 1) Если характеристический, многочлен Rp диффе
ренциального уравнения (16) вырождается, то уравнение (16) ме
роморфных решений из класса Sp не имеет;

2) Если характеристический многочлен Rp уравнения (16) не 
вырождается, то S (Х)-порядок всякого мероморфного решения 
уравнения (16) из класса Sf не конечен тогда и только тогда, ко
гда характеристическое множество Xw — особое множество меро
морфного решения w.

В частности получаем: всякое; мёроморфное решение с конечным 
а #= 0 дефектным значением уравнения (16) имеет конечный порядок 
(в смысле Неванлинны).’

Замечави’е 1. В отличие от пунктов 1. и 2. здесь старший- 
коэффициент ач в характеристическом многочлене может равняться 
нулю, т. е. уравнение (16) в классе Si(X} является особым уравне
нием. ; '

Замечание 2. Нетрудно видеть, что заключение 3. остается 
в силе, если в (42) q < 0.

4. Пусть w—мероморфное решение уравнения (16), и пусть суще
ствуют целые числа р, q такие, что предел выражения :р 3% при z£Xw 
и z -*■ ос не существует.

Скажем, что мероморфное решение уравнения (16)՛ из класса 
S, (2?) принадлежит классу St (X), если для этого решения предел 
выражения гр SQ w при z^Xw и z -*■ ос не существует и zp S4 w —.ме
роморфная функция конечного роста на Xv.

Аналогично 1°—3° показываем, что S(X)- порядок мероморфных, 
решений уравнения (16) из класса 5t (X) тесно связан с решением 
алгебраического уравнения ■_> ...

& (я, 5) - £ а{ (с) \z\x‘zn‘-St =0, z е Xw (36}

где 0^ = 00031, \ — действительные, a mt — целые числа.
Уравнение (36) гназовем основным характеристическим уравне

нием, а многочлен Rp — основным характеристическим многочленом 
уравнения (16).
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Из свойств уравнения (36) следует
Лемма 4.1) Пусть характеристический многочлен Rp урав

нения (16) вырождается, тогда уравнение (16) мероморфных ре
шений ив касса S։ (X) не имеет;

2) пусть характеристический многочлен Rp уравнения (16) 
неприводим и не вырождается, тогда S (Х)-порядок всякого меро
морфного решения уравнения (16) из класса S՝ (X) не конечен то
гда и только тогда, когда характеристическое множество Xw есть 
особое множество мероморфного решения ю.

Замечание! изп. 3 здесь остается в силе.
5. Скажем, что мероморфное решение уравнения (16) из класса

S։ (20 принадлежит классу 5։ (X), если для этого решения предел вы
ражения zp Sq w при z £ Xw и z -* со не существует и гр 5® — меро
морфная функция бесконечного роста.

5-характеристика мероморфн'ого решения уравнения (16) из клас

са S։ (Л՜) при z £ Xw, нолучим, что асимптотически равна решению 
алгебраического относительно S уравнения вида

Rp (z, S) =. £ aj (c) R zmlSJ = 0, z £ Xw, (37)
J=4

где а/ = aj(c) = const, ^ = ^(|z|) бесконечного роста на Xw функция, 
>•] — действительные, а т/—целые числа. Решения уравнения (16) из

класса 5։ (X) назовем особыми решениями этого уравнения.

Лемма 5. 1. Пусть характеристический многочлен Rp урав
нения (16) вырождается. Тогда уравнение (16) ' мероморфных ре

шений из класса 5։ (X) не имеет;

2) Пусть характеристический многочлен Rp уравнения (16) 
неприводим и не вырождается. Тогда 5(Х)-порядок всякого ме

роморфного решения w уравнения (16) из класса St (X) (особого ре
шения) равен бесконечности.

Из лемм 1—5 следует
Теорема 1. 5{Х)-порядок мероморфного решения ш(г) урав

нения (16) равен бесконечности при следующих условиях: 1) харак
теристическое множество Xw является особым; 2) уравнение (16) 
является особым; 3) решение w (z) является особым.

Замечание 1. Здесь рассматривали решения уравнения (16), 
мероморфные во всей плоскости С. Ясно, что доказанная теорема 
верна для решений уравнения (16), мероморфных в любой неограни
ченной области плоскости С (полуплоскость, угол и т. д.).

Замечание 2. Методами, примененными выше, легко доказать 
аналогичные теоремы для дифференциальных уравнений F (г, w, w՛)— 0j 
где F— многочлен относительно w и w՛ и рациональная функция о т- 
носительно z.
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Этими же методами легко доказать теорему 1 для дифферен
циальных уравнений вида

X Fm.n(z) Wm w" = Q, 
т. п

где Fmn — мероморфные трансцендентные функции в некоторой неог
раниченной области, и в этой области (а)| с [z,l>, с = const, 
Р 00 — постоянные величины.

Сейчас сказанное выше проиллюстрируем на уравнении Рикка
ти, [13].

Теорема 2. Уравнение Риккати ш'= Р(г) »’+ <2(г) ш-рЛ («', 
где Р(Р), 0(х) и R (г)—многочлен от г,

1) мероморфных решений, (в том числе целых) из класса 
ЗТ (X) не имет;

2) мероморфных решений из класса 8\ (X) не имеет, если 
Р(г)^=0, а если Р.(г)^0, то 8(Х)-порядок всякого мероморфно
го решения ш из класса 31 (X) имеет конечный 3\Х)-порядок при 
условии, что характеристическое множество Х„ не является осо
бым множеством решений я>;

3) 5 (Х)-порядок всякого мероморфного решения ш уравнения 
Риккати из класса 5։ (X) — конечное число, если множество Ха не 
является особым множеством ш;

4) 3(Х)-порядок всякого мероморфного решения уравнения 
Риккати из класса 5։ (X) не кончен.

4°. Аналогично 3° получена оценка '5 (Л)-порядка мероморфных 
решений ш из класса 3°, (X) уравнения

где п > 2 — натуральное число, Р—многочлен от своих переменных, 
а Хт — характеристическое множество мероморфного решения ш.

г / 5Сперва заметим: тождество ш - — ш здесь заменяются соотно-

шением 

w(S) = CA- —; m)Y• w (и (1+в*(0), ? е (39)

где k > 1 — натуральное число, ск = const =f= о, а гк (;) ֊> 0 при $ -> оо
и

Леммы 1—5 и теорема 1 остаются в силе при замене уравнения 
(16) уравнением (38) и доказываются аналогичным образом.

Замечание. Условие, что в характеристических многочленах 
старшие коэффициенты не равны нулю существенно (в случае урав
нения первого порядка старшие коэффициенты в характеристических 
многочленах /?р и Рр, исходя из вида уравнения, не обращаются в 
нуль). Если в характеристических многочленах старшие коэффициен՜ 
ты равны нулю (ач = 0), то следующие примеры показывают, что 
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уравнение (38) может иметь мероморфные решения бесконечного 
(S \4— \ +

֊}- — 1 уравнения (ш*ш)2 — 2 w'w'J w + w'4 4՜ (w՜ w)3 — w4 = 0

старший коэффициент равен нулю, и оно имеет целое решение 
w = exp(sinz) бесконечного S(X)-порядка. В первом характеристиче
ском многочлене уравнения w w" — w w' — w'2 = 0 также старший ко
эффициент равен нулю, и оно имеет целое решение w = exp (exp z) 
бесконечного 5(Л’)-порядка. Инверсионное уравнение шш"—ш/2—ш'ш=0 
имеет тот же самый вид, что и данное уравнение, следовательно 

-остарший коэффициент Кр равен нулю и оно допускает решение вида 
ш = exp (— exp z) бесконечного 5 (^)-порядка.

Сказанное в 4° проиллюстрируем на первом уравнении Пенлеве 
[13], [14],

P(z, w, w',wn)=w" — \w"—|6w2-j-z|=0. (40)
Как известно первое уравнение Пенлеве имеет только мероморф

ные решения и все конечного порядка (в смысле Неванлинны, [14], 
[15].

Определяющее уравнения (40) имеет вид
Op (z, w, S) = ctz~2S3w—(6w։+z)=0, (41)

I. Из (41) получаем Rp (z, S) = — 6, z£Xw, откуда имея в ви
ду, что характеристический многочлен Rp вырождается, получаем: 
уравнение (40) мероморфных решений (в том числе целых решений) 
из класса 5Z (X) не имеет.

П* Уравнение (40) мероморфных решений (в том числе решений 
вида w = l//(z), где f(z) —целая функция) из класса (X) тоже не 
имеет, так как не имеет места необходимое условие P(z, 0, 0, 0) = 
= — z =И= 0.

III. Если Xw^ [z:argz = 0) и не является особым, то порядок 
мероморфного решения w из класса S« (Ä) конечен.

IV. В предположении, что уравнение (40) имеет решение из клас

са 5- (Л՜) получанм: всякое такое решение имеет бесконечный S(X)- 
порядок.

Аналогично уравнению (40) рассматривается второе уравнение 
Пенлеве

P(z, w, w', w") н= w" — [2 ws -}- zw + а) = 0.
Заключения I—IV в таком же виде верны для второго уравнения 

Пенлеве, если только а -=£= 0.
5°. Пусть ш = w (z)—трансцендентная, однозначная, мероморфная 

в некотором углу g функция. Рассмотрим алгебраическое диффсргн- 
циальное уравнение вида (38) при z £ g, п 2 — натуральное число, а 
Р — рациональная функция относительно z и многочлен относительно 
других переменных.
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Для мероморфного в g решения w (z) определим аналогичным 
образом понятия 5(G) порядка [<S(G), где Gcg — некоторое 2֊мно- 
жество.

Пусть w = w (z) однозначное мероморфное в g решение (38). Бу
дем говорить, чте w (z) принадлежит классу ИЛ(С), если при любом 
натуральном j< п

Hj (z., w) = к]\гР (l.+ <v(z)), <п, z^G, (42)
где

У «€г, (43)
\5(z, w)/ w(z)

Jty = const = 0, а/> 0 — действительные числа, ey(z)~»0 при z^G и 
z—» оо. Т. е. Aj(z, tv)—мероморфная в g конечного роста на G 
функция.

Пусть уравнение (38) имеет решение из класса Zy(G). В урав
нении (38) имея в виду (43) и сделав замену

(А) / С \ к
w(z) = Ht( — 1 w, к = 2,---, п,

\ z / 
получим 

/ f \ / 9\2 / <? \я/’(z, w. Hi (— ) w, Н3(—) ш, • • •, Нп\ — ) ш)=0, (44)
\ г / \ z / \ z /

где Hi= 1.
Из (44) в силу (42) вытекает

P(z, w, к\ Izl’’ z՜1 Sw (1 + et), к3 |z|’’z՜՜ 5’w (1 + е։), • • •,
(45) 

£/։|z|“'Iz֊15'Iw(l +e„))=0, zf^G,
где k\ = 1, «1=0, e։ = 0, а при j > 2, kj = const = 0,՜ «/ >■ 0 — действи
тельные числа ey(z)—*0 при z^G и z —• co.

Алгебраическое отнбсительно 5 и w уравнение (45) асимптотит 
чески совпадает с

Op (z, 5, w) = P(z, w, Zr։ |z|’՛ z՜1 5w, n3 Izl՞* z՜1 5’w,
(46) 

• • k„ jzl“" z՜՞ 5"w) ■■= 0, z £ G.
Уравнение (46) назовем определяющим уравнением, a Op(z, 5, w) 

— определяющим многочленом уравнения (38) на множестве G в клас
се Ид ((7). Ясно, что Op (z, 5, ш)—многочлен относительно 5 и w.

В зависимости от Иоведения решений уравнения (38) из класса 
Ип((7) рассматривается несколько случаев (пять случаев), аналогич

ных приведенным в пунктах 3° и 4°.
Рассмотрим один из них. Скажем, что решение уравнения (38) 

из класса Ия (G) принадлежит классу VT (G), если для этого реше: 
ния имеет место

lira = 0, = С G, (47)z— W1
где р, q, Z 0 — любые целые числа.
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Пусть Ор (г, S, w) — многочлен степени т относительно w

Op (z, Л, ш) = У F\(kx,- • кп, л, lz/, 5) wm~l = 0, z£G, (48) 
։=։

где /■}(/= 0, •• •, п)— многочлены относительно S, и пусть еще
F0(kt,---, kn,z, |z|, S) = £/?,(*„•••,!■„,z)Hz $'= 0, z^G, (49) 

где Ri— рациональные функции от z, a ?z^>0 — действительные чис
ла. После деления левой и правой частей (48) на wm при z^G м 
г —• со получим

Хр (z, S)= £ ау(*„---, 4n)rmy|z|S>Sy=0, z^G, (50)
,=и

где q — степень многочлена Fo относительно S, а -— ограниченные функ- *
цин от своих переменных, т^—целые, >0—действительные числа.

Уравнение (50) назовем первым характеристическим уравнением» 
а многочлен Хр — первым характеристическим многочленом уравне
ния (38) на множестве G в классе V“ (G).

Теорема 3. Пусть задано алгебраическое дифференциальное 
уравнение (38), a Gc.g некоторое ^-множество, и пусть характе
ристический многочлен Хр уравнения (3) неприводим, тогда:

1) уравнение (38) мероморфных решений из класса Vn (G) не 
имеет, если харастеристическ'ий многочлен Хп вырождается.

2) S (С)-порядок всякого мероморфного решения w уравнения 
(38) из класса V“ (G) — конечное число, если характеристический 
многочлен Хр уравнения (38) не вырождается и G — не ссобое мно
жество решения ш.

Доказательство пункта 1). Сперва запишем уравнение (38) 
в виде

Р (г, w, шг, -■ •. и>гц} = У ,jn w>՝։՝ wJ<''' • wJnn = 0- (51)
/•»■••./я г

При z£G производные ша, •••, wtn в (51) по формулам

ш<;>(г) = 1:/w (1ey(z)), z£G (52)

выразим через w (г) и S(z, w).
Предполагая, что уравнение (51) имеет мероморфное решение из 

класса И“ (G), после замены получим определяющее уравнение

OP(z, S, w)= S aj,...jn(z) k{'... ^«|г|Ул+" +^ .

z^G (53)
\ z /

В предположении, что многочлен Ор степени т относительно ш, 
из (53) получим, что характеристический многочлен Хр имеет вид
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Xp(z,S) = 2 а. .... . (Аг,,-• -,kn)z ;я5л+-+"Уя =

= 0,2 £(7, (54)
где Шу...— целые, а Рл... у —действительные числа.

В силу вырождаемости характеристического многочлена Хр полу-, 
чаем

Хо (г, ■$) = ■$* £ аЛ..,Уях'"Л' "’,'’|г|9^- -^=0, гбС, (55) 
/•»•••> Уд

где Х = шах(/։-|-----п/л), /04--------|-/д = 7п. Так как в (55) второй мно
житель, в силу вырождаемости характеристического многочлена Хр 
^0, то получаем 5(г, ш)=0. Это противоречие и доказывает наше 
предложение, т. е. (51) мероморфных решений из класса И“ (С) не 
имеет.

Доказательство пункта 2). Предположим, уто С не является осо
бым множеством этого решения ш.

В (50) положим /Лу-Ь₽у = 1у, 1 = тах(•[,•• •, у,). Если 7<0, то 
все решения уравнения (50) ограничены при г -+■ со, следовательно со
ответствующие решения уравнения (38) из класса ИЛ (С) имеют ну
левой 5(С7)-порядок.

Поэтому в дальнейшем предположим ?>0. В этих 'предположе
ниях при |г| > /?0 с достаточно большим. /?0 существует конечное чис 
ло решений уравнения (50) вида

S(z, w) = B,(M) |*|4 ₽ = (*..•••,*»), (56)
р = 1, 2,- • •, < со, G,

где функции Вр (Р, z) удовлетворяют соотношениям
0 < В' < Вр (Р, z)| < В՛' < со, В՛, В" =• const.

Из (56) следует, что 5' (б^-порядок всякого мероморфного в g 
решения уравнения (38) из класса 167 (G) — конечное число.

Замечание. Условие, что в (50) aq 0, в теореме 3 сущест
венно. Если в (50) а? = 0, то существуют примеры, которые показы
вают, что уравнение (38) может иметь решания как конечного, так и 
босконечного 5(С)-порядка из класса 167(G), причем с условием, что 
G — не особое множество этих решений.

Следствие 1. Всякое решение w из класса V^(G) линейного 
однородного дифференциального уравнения

w«n) am_t (z)wfm-IN-------1- а։ (z) w՛ + an (z) w = 0, (57)

где at (z) (i — 0, • • •, m — 1) — многочлены иодин из них 0, G — не
которое --множество, имеет конечный S (С)-порядок, если только G 
не особое множество решении w.

Для доказательства следствия нужно заметить, что характери
стический многочлен Хр уравнения (57) не вырожден, и в (50) aq 0.
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Следствие 2. Если дифференциальное уравнение (51) содер
жит одни член с максимальной степенью т = /0 + f • • • jn> либо со
держит 1^2 членов с максимальной степенью т, но среди них один 
член, для которого /։+•••+ n/п, достигает максимума, то уравнение 
(51) мероморфных решений из класса 1Հ7 (6’) не имеет.

В обоих случаях характеристический многочлен Хр превращает
ся в одночлен, т. е. вырождается, откуда и следует утверждение 
следствия.

6՜. Для различных классов функций, являющихся решениями ал 
гебраических дифференциальных уравнений первого порядка, можно 
установить аналоги теорем типа Мальмквиста. Рассмотрим, напримерг 
мероморфные в g решение уравнения

<ш' = R (z, w), (58
где R (г, и»)— многочлен относительно w степени п с рациональными 
коэффициентами. Скажем, что однозначная мероморфная в g функция" 
w = w (г) принадлежит классу Sr(G), если w — мероморфное в g ре
шение уравнения (58) и существуют целые числа р и q такие, что

ш= с |z|։zp S4 (1 + е (z)), c = const=#0, zÇG, (59)
где Gcg — некоторое ^-множество, а — действительные числа, а 
(z) -> 0 при z —» со и z Ç G.

Теорема 4. Если дифференциальное уравнение (58) допус
кает однозначное мероморфное в g решение из класса Sr{G), то- 
уравнение (58) является уравнением Риккати.

Доказательство. Определяющее уравнение (58) будет
Or(z, S, w} = z~}tüS—R (z, w) = 0, (60)

где Æ(z, w) = Rn(z) w’d------H Ro (z), Ri(z) (i = 0,• • -, n) — рациональ
ные функции от z.

Из (60) в силу (50) при предположении, что уравнение (58) до
пускает мероморфное решение из класса Sr (г), получаем, что при 
z —» со и z^G имеет место асимптотическое соотношение

cz'՜’ 5’+‘ = cnanzPn+p-S'” + --- + aozp՝, (61)
где Ро, ■ • ■, р„ — целые числа.

Соотношение (61) возможно лишь при q + l = nq, т. е. при 
q = l/n — 1, откуда п=0 либо п=2, так как q — целое. Получаем, 
что уравнение (58) должно иметь вид w' = a (z) w1 + b (z) w + c (z) 
либо w' = c (z), где a (z), 6 (z) и c (z) — рацониальные от z функции.

Теорема доказана.
Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступила 23. VII,1986 и 20. III. 1989

U. Ծ. ՍԱՐԳՍ9ԱՆ. Հանրահաշվական դիֆերենցիալ հավասարումների մերոմորֆ լուծումների՛ 
ասիմպտոաիկ հատկությունները (ամփոփում)

Հոդվածում ստացված է այսպես կոչված Վիման֊Վալիրոնի մաքսիմալ անդամի տեսու
թյան մեկ ընդհանրացում, ներմուծված է մերոմորֆ ֆունկցիաների Տ՜կարդ» որը ընդհան֊
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րացնում կ ամրողշ ֆունկցիաների կարգի հասկացությունը։ Այնուհետև այդ ընդհանրացում
ները կիրաովոլմ են հանրահաշվական դիֆերենցիալ հավասարումների մերոմորֆ լուծում- 
ների S-կարգի գնահատման համարւ

Տ. TC. SARKISIAN. Aeypmtottc propetiee of meromorphtc eolutlone 
of algebraic differential equation* (summary)

Id this paper the generalization of the theory of maxima) number of Wiemann— 
Valiron is obtained. A new notion of ճ-order of meromerphic functions, generalizing 
the notion of order growth of entire functions is introduced. This generalizations are 
used for estimations of 5-order of meromorpbic solutions of algebraic differential 
equations.
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Б. Я. ЛЕВИН. И, О. ХАЧАТРЯН 
։

О ЗАМЫКАНИИ СИСТЕМ ФУНКЦИИ ТИПА МИТТАГ- 
ЛЕФФЛЕРА ПРИ ВЗВЕШЕННО-РАВНОМЕРНОЙ

АППРОКСИМАЦИИ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

.Для данного числа р > 1 обозначим через Л (р) угловую область

д(р) = jz:|arg
I Л'

0< |շ| < - ex. ,

•а через Д* (р) — дополнительную угловую область. Общую границу 
:атих областей обозначим через £Р.

Пусть ш — произвольное число из интервала (— 1, 1) и пусть

՝р.= (Н- ш + р), так что — \ р — +■ — - •
2р 2 2 р
Пусть на £р определена вещественная измеримая функция <р (/) 

такая, что Ф“(/) >- 1, Нт <р (П = + со и
4Л- + -

t (1-Ц)
lim 

|/| -+~ ? (О
=^0. (1)

Обозначим через СФ(ЛР) пространство непрерывных на Lf функций 
./ (О» удовлетворяющих условию

- <р (#)

Под нормой элемента f понимаем число

l/f = sup • 
֊'t'-p <?(*)

Функция Ef{z\ ;х) ти ia Митгаг —Леффлера определяется разложением

\ Р /
Она—целая, порядка р и типа 1 при произвольном значении парамет
ра Из ее асимптотических свойств ([1], стр. 127) следует, что 
при |*1 — 4- со

Ер(0 Р)=р#н‘-,1> 4- 0(1), (2)

и следовательно условие (1) обеспечивает включение

Fp(u/; թ)6Գ(^)
лля произвольного неотрицательного значения и >• 0.
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В настоящей работе рассматривается задача: в каких простран
ствах Cf(Lf) система функций типа Миттаг—Леффлера

{Ef(ut; (»)}, 0 <u -Са, (3)’

где а—данное положительное число, является замкнутой?
В случае р=1, Н=1 множество Lf становится мнимой осью, а 

система (3) обращается в систему экспонент {е“'|, 0 <. и а. Опи
санию замыкания этой системы посвящены работы Э. Акутовица [2], 
Н. Левинсона и А. Мак—Кина [3], Ю. И. Любарского [4] и других.

Здесь мы подробно остановимся на одном результате Б. Я. Ле
вина о замыкании системы {е'“'}', в Ст (—го, -|-го).

Эта задача родственна известной проблеме С. Н. Бернштейна о 
весовом приближении непрерывных функций полиномами на гспест 
венной оси. Решение этой проблемы дано в работах Н. И. Ахиезера. 
и С. Н. Бернштейна [5, 6] и С. Н. Мергеляна [7 — 9]. Одним из су
щественных моментов метода С. Н. Мергеляна является следующее:՜ 
множество Р алгебраических полиномов p{t) обладает свойством (Б), 
т. е. для произвольного р^.Р функция q (t) = [р (О — р («)](£ — z)՜1 
входит вРдля любого комплексного z. Тригонометрические полиномы 
s(t) = у ck е1а* ‘ не обладают таким свойством. Эта трудность обой
дена следующим образом. Рассматривается множество Ва целых функ
ций экспоненциального типа (ц. ф. э. т.) не выше я, ограниченных на 
вещественной оси. Это множество уже обладает свойством (Ь). Далее, 
с помощью хорошо известной теоремы Б. М. Лев итана :

для любой функции f£Ba и любых чисел е> О, Л^>0 сущест
вует. такой тригонометрический полуном s(t) = у cke։'kt 

— о< *-*4 в
степени а, что

sup |/(0 — s (ОКе. sup |s(0|< sup |/(0|, 

доказывается следующая
Лемма 1. Множество тригонометрических полиномов степени 

не выше а плотно в В„(в метрике пространства Ст(— го, + го)).
Такая замена аппроксимирующих тригонометрических полиномов 

степени не выше а множеством В- дает возможность применить метод. 
С. Н. Мергеляна.

Чтобы сформулировать соответствующий результат введем сле- 
г дующие обозначения.

Обозначим через Ж множество ц. ф. э. т. а таких, что / (<) X 
(t—0 1 ограничена на вещественной оси и |/(f)(f—а через. 
ф(з):

ф(д)= sup |/(г)/..
/еЭК

Т огда имеет месте

Изложена в спецкурсе, читгчном в-ХГУ.в 1)51 г,..
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Теорема* (Б. Я. Левин). Для полноты множества В, в 
<С?(—оо, + оо) необходимо, чтобы ф(г)=Ч-оо, Imz 0, и доста- 
■точно, чтобы Ф z) = Ч- хотя бы в одной, точке комплексной 
.плоскости.

Другим эквивалентным критерием полноты в С? является рас
ходимость интеграла

7 1пф(/1 ,
J 1 +/’

Теперь вернемся к нашей задаче. Нам понадобится обобщение леммы 
1 для целых функций порядка р > 1. Чтобы было ясно, именно на ка
кие классы естественным образом обобщается эта лемма, мы приведем 
теорему Б. М. Левитана (следовательно и лемму 1) в другой, экви
валентной формулировке:

пусть f{z) — и,, ф- э. т. з, ограниченная в верхней полуплос
кости. Тогда для любых е>0, Л/>0 существует тригономгтричес- 
-кий полином вида

s(') = S сАе“*'
0<,.А<о

.такой, что

sup |/(0 —s(OKе. sup /s(Ol< sup |/(OI-
4|<N + ~

'В соответствии с этим лемму 1 можно переформулировать так:
Лемма I7. Множество тригонометрических полиномов вида

.плотно в множестве ц. ф. э. т. <■ з, ограниченных в верхней по
луплоскости.

Эта лемма допускает обобщение на класс Л» (ЛР) целых функций 
порядка р^>) и типа -<^ з, ограниченных в области Д*(р)

Это обобщение опирается на установленное М. М. Джрбашяном 
»араме грическое представление специальных классов целых функций.

Обозначим через ( и; + ) класс целых функций порядка
\ 2р /

,р^>1 и типа <з, удовлетворяющих условию 
т
f 1/(*«֊*)/» Г dt < -г оо, — < |»| С к,
J 2ро

где ш £ ] — 1, 1[—заданное число.
Теорема (М. М. Джрбашян, [1], стр. 376). Класс Д^р)^<и;

±----- ) совпадает с множеством функиий f(z), допускающих пред-
2р /

•ставление
** В указанном ранее спецкурсе была доказана более общая теорема о полно- 

'ге множества Вз в произвольных Ф-пространствах. Формулировку см. в [4].
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/(z) = J
О

где |л = _!_՝ (J _f_ и + р) и 7(-)^А։(0, а). Функция 7 (") 'единственна.
—S. 2р

и почти всюду определяется формулой

~1~Ъ el'v — 1
I f (e v1/(>)----------- tr1՜1 dv —
) iv

о

„«,) «-**-2 „u-i л,) -11 Wi։< |0’ °։
— iv ) 10, t^jo, +°°[

Обобщением леммы 1՜ является
Лемма 2. Множество линейных комбинаций вида

X са£р(4'Чи) 
0<цо

плотно (в метрике Сч (Ь?)) в множестве В„(Ь?).
Прежде, чем перейти к доказательству этой леммы, приведем од

но замечание, которое сформулируем в виде леммы.
Лемма 3? Для любой функйи /{г)^.Ва{^() и для любого е> 0՛ 

существует число и функция £ (г) 5о-г, (ЛР) такая, что

Доказательство . Пусть f £ Ba'(Lt), е^>0—произвольное чис
ло и М— sup Рассмотрим функцию

'е£р

/=(0=./(а0€^р СМ-
Выберем N > 0 настолько большим, чтобы

при |f| > N..
■ чФ) 2

(4).

Так как lim B(t) — lim f(at) = f(t), причем равномерно в любом в-*1 «-*1
круге И</?. то существует число о։>0 такое, что при 0<1— а<5։.

1/Ч0 ֊/(*)!<֊
для всех t^Lf,

Тогда из (4) и (5) будем иметь

(*) - / = Hz {at) - f (OU = sup
® (t)

< sup |/(a/)._/(0/+ sup
ISLt. t6Lt, |/Y>,V ?

<5)2
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- е _2Л1 -<— + зир—— < е, 1 — о1 < а < 1.
2 |г|>Эу а> (<)

Лемма 3 доказана.
Перейдем теперь к доказательству леммы 2. Пусть / (/) — про

извольная функция из В„ (£р) и е 0 — произвольное число. Пусть,, 
далее, Г (/) и % 0 имеют тот же смысл, что в лемме 3.

Для функции £р (г; р + 1) имеем ([1], стр. 438)
+ - . .

I |Ер (ё'։ х1 ₽; 1) х11՜1 ։ <1х < С, < |а| < я
? ■ 2(1

или, что то же самое
» Д'»

I |Ер (е/։ х; и + 1)|։х’></х< С, — (б)>
■ ՛ 2р

• и

(С не зависит от а).
Далее, как следует из (2) при |?|-»- + °о,

£■₽(/; н+1)| = о (1).

Введем в рассмотрение функцию

зг(х) = ЕР(8х; р + 1) Г(|* + 1).
Из асимптотических свойств функции типа Ммттаг-Леффлера следует,, 
что з։ (х) £ В։₽ (£р), а из (6) следует, что

±-֊)- (7)

Легко проверяется, что

Нтз։(х) = 1, (8)
։-»о

причем равномерно в любом круге |х| R.
Рассмотрим функцию

£«(х) = Е(х)з։(х). (9)

Имеем

Е(г)-Еа(х) = Г(г)[1-з։(х)]. (10).

Из (8), (10) учитывая, что Е(х) и з4 (х) ограничены на £Р:

I5։(01 ■С С1г [Е(/)|< С3,

причем С։ не зависит от 8, получим

Ит (0 - Г։(<)| = 0.
։-о

Следовательно, можем написать, что
|Г(0-Л(0|<£> °<*<А' (11)'

4-408
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Так как по лемме 3 F£ В*-a, (Lr), то из (7) и (9) будем иметь

Л։(г) 6 Да-оя-аР ( “» ± 2р 7

'В дальнейшем будем предполагать, что 8։, так что

ш; 4- ----
2р,

зи имеет место неравенство (11).
По теореме М. М. Джрбашяна Fi (z) допускает представление

9

Г։ (z) = j Er p) ls (т) 

о
^де

7։(х)е£։(0, 8), ։- = ֊-(1 4ш+р).
2р

Пусть ТУ > 0—произвольное число. Подберем непрерывную функ
цию т։. н (■։) такую, чтобы при |/| < ТУ, Т £ Ь9 

а а

У Ер(Тт’/Р; р) (т) т^-։ </•։ — у £р (Т^Р; р) Т։ (т) < е (12)

о в

1И чтобы 
а 9

11«. лД՝)1 л <2 [ 1т4(')!։*՜1 (12')

о о
Выберем точки хк таким образом, чтобы

J£₽(**; р)т.,„(х)Л-2 -r.,A'(’*)^W; и) е (13)

три |f| < TV, t £ Lt и чтобы

S lit. ,v (x*)j Дх* < 2 J lie. ЛГ (х)1 (14)

Участвующую в неравенстве (13) сумму обозначим так:

2 Члз Ь) Дх*£р(^; И)= £ Ck։NEf{t^; р)

■и оценим норму

1^(0- с*. нН-
0< Т& < 9

.Из (12) и (13) имеем
^»(О֊ £ Ча£֊р(^. и)|<2е> t^Lf>
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Далее для t£Lf, |f| N имеем

HI------г |£ ֊г., „Ы а՝. rtl <
*PW ® (։}

Ю/
-Р

;яр(։-м

<с։ о(1)-2 | Ilj.yvNI ^<4с,-о(1) Г 1та ('с)|^֊! <Л, 

О О
Ef(t; и) /,։где с։ = sup —■ а о(1) означает величину, стремящуюся? 

/€£р։|/|>1 |/|₽u w
к нулю при N -*■ -+- оо. Здесь нами использованы неравенства (14),.
(12'), условие (1) на весовую функцию <p(f) и асимптотика (2).

Оценим теперь последний интеграл. Имеем

Из общей теории интегральных преобразований с ядрами Мит— 
таг—Леффлера ([1], стр. 238), имеем

+- —I '
1т։(х)12 «Л < — Г [I/7։ (ге 2Р)|’ + |^г(ге 2')|։] га <1г =

р Л о
; /Л. _<-Г-
I ЦЛ (ге ։₽)('а |з։(ге 2р)|։4-|/:(ге 2р)|2/5г(ге 7р )|а] г“ <.

<֊ sup|F(t)|’. Г |s,(/)P |f|- |< 
Р J

Lt
Таким ооразом, для t^_Lt и |f| > N имеем

1/2
) =о(1)С(3). (15}֊

Функция fi(t) ограничена на Lf. Пусть |/г«(<)|-^Л։ i^L^, тогда

sup 
1<1>л, t^Lf

J^)L=o(.i). 
?(0

(1б>

Если число 8>0 зафиксировано так, что 8^тш(81։ 8о/р). то бу
дет выполняться неравенство (11). Выберем Л'->1 настолько большим,, 
чтобы величина о(1)<е и о(1)-с(8)<^е. Тогда.будэм иметь
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|F»W- Տ Հ>ա։ HI-ՕՀՀ* 4 a

= sup -1- |F.(f)- v ck^Ef(!^; н)| 
't£P »(О

< sup թՀՈ ֊ S сД/Л,ВДЧ"; P>! + sup ֊(<)1 +
<Fip. ufctf I'l ' л. 'etp <pu)

4֊ sup -L-IV Դ vFp№* p)|<2e + e + e = 4e. (17)
«p(0 '

Из неравенств (17), (И) и леммы 3
J/(0- Е il’K6s.

-Лемма 2 доказана.
Эта лемма сводит интересующий нас во трос о полноте системы 

(£p(uf; р] 0<«<ов С?(£?) к вопросу полноты множества 5Я(£Р) в 
Հ79(£ր). Но это множество уже обладает свойством (Б). Поэтому, ес
ли обозначим через ЯХ множество целых функций ք (/) порядка р и 
типа ֊<з таких, что ք(է)(է—I)՜1 ограничена в Д* (р) и J/(0(^~l) 
<1 и положим ф (z)= sup |/(z)|, то будут справедливы следующие 

/бЯХ
-теоремы.

Теорема 1. Для того, чтобы замыкание множества Ва (Lf) 
■совпадало со всем пространством С9(1Г), необходимо и достаточ
но, чтобы

ф (г)= 4- оо, z^La.
Теорема 2.

(£(£,)) =Cf(£P)~- f 1пф(0(14-И։+Р)"1И = + «’- 
Հ

Отметим, что замыкание системы Ef(ut; р), и£[0, иссле-
.довано в работе [10], при равномерной метрике с весом <р“։(0 dt и в 
работе [11] при интегральной метрике с весом da (է)
Физико-технический институт
низких температур АН УССР, Поступила 25. XII. 1987
Армянский педагогический
институт им. X. Абовяна

Р. ՑԱ. ԼԵՎհՆ, հ. Հ, հԱՉԱՏՈՅԱՆ. Միաաադ-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների համակարգի փա- 
կույբի մասին կոմպլեքս տիրույթում կշռային հավասարաչափ մոտարկման դեպքում 
( ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է հետևյալ խնդիրը.
յ^նլ պայմանների առկայության դեպքում կոմպլեքս հարթության սկղրնակետից դուրս եկող

երկու ճառագայթների սիստեմի՝ : ձրջէ = +

ֆիկցիաների կշռային Շգ ( ) տարածության մեջ
{^թ(սք; |1).) , 0 < u^a -սիստեմը կլինի լրիվէ

Միտտագ֊Լեֆլերի

որոշված անընդհատ

տիպի ֆունկցիաների
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В. YA. LEVIN. I. О. KHACHATRIAN. On the cloture of systems of Mlttag—Leffler 
type functions by weighted uniform approximation in the complex domain (summary)

The following problem is considered in this paper: under what conditions the 
system (£? (uf; ;j-)J, 0 < u^a of Mittag—Leffler type functions is full in the weighted

■space of functions, Continuous on the pair of spays Lp= <f:argt = , p>l> star-
l 2? ।

ting from the origin.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С г Ն'աթնմս*ւո)։կա XXIV ТУ« Л Юяь
УДК 517. 948. 32 Н. К. КАРАПЕТЯНЦОПЕРАТОРЫ СВЕРТКИ В ЛИПШИЦЕВЫХ КЛАССАХ В настоящей работе исследуются операторы свертки в кла функции, липшицевых порядка и £ (О, 11 в 1 .НГ1„ , 1 в классахJ р норме, J ППИилшрассматривается как случай локальной на (КЛЯГР д/ п»’ Р ем_ „ А„, ,, ■ 1класс )), такглобальной на Л (класс H,,P(R՞)) липшицевости где /?"

Rn бесконечно удаленной точкой (по поводи пп пополнениенапример, [1] —[2]). Основное внимание уде хяеГ^0™ р (Л>^ см-> п°1 приводится различные свойства рассм^ СЯ СЛуча1° Р < В рассматриваемых пространств(вложение, пополнение H^R") по метрике „ ■ ,p(a ) и др.). В частности, компактность вложения Нх>,, (/?") с/у ,/>„место при р = =с, в случае ос’ получается п ’’ ' < !S имеюЩа* “Делением (см. определение 1) некоторого подкласса /у" (/^Л-:А<р (х — Л) стремятся к нулю почти всюд^^’ СДВИГИ котоРь։х ю.асс играет важную роль и в дальнейшем. В X °°' П°4՜таты о плотности С* (R՞) и Са (Рп\ „ ' приводятся резуль-” > в векотопыУ
֊ и 1Г Г ՝ Х подпространствахфункции из Hp,p(R ) И Нх.р (/?‘). В п’З расе-.ности в рассматриваемых классах one *՜’°Грен вопрос о компакт- 

К<?—к *», и получены достаточные для этО°Р°В В'Ма 7՝"® °Условия на к (х) — это обычные условия УСЛовия на а <•*) и к (х). свертки К, а условия на п(х), помимо того*' РаНнчепности оператора ниченность оператора Та. связаны еще и с х 'ТОбы обеспечить огра- на оо. В частности для пространств Н. убывания а(х}/ х л • > Достаточно, чтобыа(оо)~и1 а дЛя пространств ։х֊> со, с каким либо s>0 (ср. с [3]. где р а^= £)гусловие типа убывания а (л՜) на оэ необходим ' П==^։ О™етим, что му 8) среди операторов, инвариантных отип'"0’ ПОсколькУ ^см- лем- ничейных в „ет компя ЛЬ"° сдвига и »''Р»֊ров. Наконец, в п° 4 рассмотрен случай оператор 1уЛеВЬ1Х) °"ерато- оси. Уже в вопросах ограниченности здесь появл ” СВертКИ на полу- ные (по сравнению со случаем оси) условия ВЛЯ1ОТСя Дополнитель- граничной точки (в случае р =֊. oq, См. [3] - [4]^ВВЗаииь։е с наличием же необходимые и достаточные условия ппол/ десь приведены так- 
тт ,nlj ., лжимости Функций из

i>\K֊\.) нулем до функции из HV։ (А*1).



Операторы свёртки 365Используются следующие обозначения : х — точка в 7?՞; х* = = х —инверсия; (֊л?) (х) — ? (х — А) —оператор сдвига на вектор /?"; (Длв)(х) = (тл — /) © = <р(х 4֊ А) — ?(х); р' = р(р - I)՜1; ;-цр — норма в Др(/?"); Ц1>р(|Н;,р) —норма в Н^р{Ип)(з И , (R'1)), у(х, 
~ Ь (х, А), Ь (х, А) = |А| (1 4- |х|) (1 4- |х -г А|); Ьр {R ) = (/: (1 4- |х)-/(*)€ Ар(7?՞ )|, V— вещественное число.1 • Вспомогательные сведения. Пусть Нр-_ Р (R ), 0<^ и•С 1. 1<р оо, обозначает пространство функций ? (х) £ ЬР (R”), лип- шицевых в Лр-норме, для которых р = Мр р< °°> гДе 1Ы£.р~ = зир Ц(ДЛ®) (х) |АГ%. Через Н^։Р^п) обозначаем аналогичный класс |л>о■функций с нормой ||»Е։ р = Мр 4՜ ||?|1(! р, гдеII?,Е = эир ||(Дл<р) (х) п (х, А)||р (1։х֊р |Л)>о•и ^(х, А) = |А|’|'-(1 4֊ |х|)’1 (1 4֊ |х 4-А1)11. При р == °° мы будем для удобства считать, что ®(х)^С(7?") и соответствующие классы Н,_ „ (/?"), Н„„(7?) обозначать просто Заметим, что пространство Н^(кп) отличается от /7р. (7?՞) тем, что входящие в него функции глобально гельдеровы. т. е. гельдеровы в любом шаре /(х) и /(•**)• Последнее означает, что |/(х*) /(х !՛ А) )|->.. с |А| или, чтото же, |ДЛ/) (х)| < с |х* - (х 4֊ А)*|. Это условие глобальной гельде- ровости может быть записано [5] с помощью (1), если учесть, что 
при больших |х|, |х 4՜ А|— 6(х, А)< |х* - (х 4- А)*| '^СхЬ(х, А) (2)3 \■(левое неравенство имеет место [5] для всех х, h(^R ).Через Аи.,Р(/?л), Ар.,р(/?") будем обозначать подпространства функций из H^ptR"), H^p(Rn), соответственно, для которыхlira sup ЦДлТ) (х) |АГЧр = 0, lim sup |(M)(x) v (x, A)Jp = 0. (3)

5-0 |ft|<5 s-»0 1Л1<5Ясно, ЧТО Hl. p(Rn), h.։,p(R ) и
h.,,p(Rr‘)^H,.p(Rn)^ Av.p(/e"), o O< и < I, (4)Л.1,р(^")с:Ц,,р(7е")с:Алр(7?), 0<v<։i<lt (5)причем, в отличии от (4), правое вложение в (5) компактно при р=со. При р<оо компактность этого вложения удается получить в несколько более слабой форме.



366 Н. К. Карапетянц I ’ =^== =^========'Определение 1. Через Я°, ₽(£"), Л°, Р(Ё") обозначим подпространство функций ИЗ /Ур֊ Р (R ), Кр,р(Е ), сдвиги которых сходятся к нулю почти всюду :Нт (т.ф) (х) = Нт '? (х — Л) = 0 для п. в. х £ R". (6)л֊.. лНепосредственно из определения 1 выводится, что функции из- Н°,р(7?л) „убывают“ достаточно быстро на бесконечности:Л°. р (Л") <= Я?, р (Лл) с /_$ (/?"), 1 < р < со.Действительно, если ? (х) £ Я՞, р (А?"), то для ф (х) конечна величина М;, Р в (1)- Поскольку и(х, Л) ֊> (1 + |*1Г для любого х, то (Дл <?) (х) V (х, Л) —* (1 4՜ |х()1 ? (х) почти всюду в силу (б) и остается в (1) перейти к пределу по теореме Фату, что дает (1 + |х|)'1 ф (х) £ Лр (/?")• Отметим, что при р = со функции из Н, (R՞) после выделения константы автоматически удовлетворяют условию (6), так что Н, (В")сЕ^ (R").Нам понадобится следующаяЛемма 1. Если 2 = {»} ограниченное множество в Н^,.,р(Ёп), 
то §2 компактно в ^р~‘(Е"), 0<5<р, 1 -< Р осз.Доказательство . Пусть р(х) = (1 4֊ Проверим, чтомножество — с. Р — (/?!> ? С:-А удовлетворяет всем условиям критерия Рисса (см., например, [6]) в /.р (/?"): 1) < со; 2) |р<р|р </х-0,/V ֊* оо; 3) :Дл (?<?)!> 0. Л-»0; причем условия 1) —3) выполнены равномерно по ? е -2- Первое из этих условий, есть следствие описанного перехода по теореме Фату в (1), что дает 9(1 ֊]֊ |х|)'л <р (х)||, ^||ф||; << I и, следовательно, справедливо включая е = 0. Отсюда же следует, что ( I 1р (X) ? (*)|р </х V < —֊֊֊֊ 3( 1 + |х /<р|| < —I-------|х>лг ' (14՜^ р (1+Я)£что дает выполнимость 2). Наконец|Дл (р?)| < |Л|И 1 ф (х)| + (дл?) Д)>Поэтому при |/г|<^о Здл (рт)Ир < 5’’ "Е Мл> р С 7 о՛1՜' _> о при о —» 0. Лемма доказана.Лемма 2. Вложение

Н1Р(Ёп)с:^.р(Вп)% 
компактно, 1 <р<^оо.



Операторы свёртки 367Доказательство . Пусть 2 = (<р) ограничено в /7°, р (R”) • Тогда, согласно лемме 1, 2 компактно в АД/?"). Пусть (<рД £ 2 сходится вА р (R'1). Учитывая, что Ь (х, Л) = |/։| '(14՜ |х|)(1 + |х 4֊ Л|) > 1 для ■всех х, /г R", имеем

■и малость первого слагаемого в правой части получается за счет выбора о и ограниченности 2, а уже при фиксированном В используется сходимость z>N(x) в Lp(Rn). Лемма доказана.Л е м м а 3. Пустъ\г?\ = 2— ограниченное множество в P(R") (или •В H.hp(R") и ш (х) £ Co°(Rn). Тогда й,.,= (ч>?| — ограниченное множес
тво в p(/?"l(e H,i,p(Rn}). Если, кроме того, {?) £ Л°, р (R") (или 
hp,p(R")), то оно будет ограниченным и в h,i,p(R )(в А,,., Д/?")), 0<^ < р < 1, 1 P<Z сс՛-Доказательство . Прежде всего заметим, что "л (ш ®) = =ш (х-рА) ? (х4֊А)-*0 при Л—ОО ДЛЯ почти всех х. Далее ||ДЛ («кр):|р < с||Дл тУр 4- Ир suP 1< Д*ш) (*)1 < с> 1АГ» откУ^а следует, что <»<р£/Д', р(/?՞)- Это означает, что можно с самого начала считать, что (?1 —ограниченное множество в H°,p(Rn) и 5ирр?<=Шд>, где Шд - шар радиуса 

■R, так что <р (х) —- 0 на его границе. Далее имеемХз||длч>) (х) v (х, Л)11р < У Jj = /=•։/ Г \',р / Г . \'р , / f я \Vp= ( i 'dx) +( | 'dx) г ( I -dxj ■хеш?? хеш;? -<-бШр.r-l-леш,? .r+лбШр х+леш₽ ,,■Очевидно, если х, х4֊Л$Шр, то v (х, А)-< (1 4֊ 7?)2МА,! так что У> 4ЛЯ х + Л'С’Шл имеем v(x, Л) <.2’ (1 ֊ R)''\h'՜ ',если |Л|<1 и и(х, Л) < 2й (1 +/?)\ если |Л'>1. Поэтому ./з <сЦ<?||14р и аналогично оценивается J2.Лемма 4. Замыкание Нч.,р(Ёп) в метрике H,k,p(R ) совпада
ет с подпространством функции из H^.P(R ), для которых

/ 1' п \1рlim /№ lim sup ( | \h\ (Ал?) (x)| dx j =0, (7),v-~ .v-oo \ J /
|.г|>Лг

Замыкание Hx(Rn) в метрике H.,(Rn) совпа
дает с подпространством функций из H^(R ), 0 <р < 1, удовлет
воряющих (7) при р = со.



358 Н. К. Карапстянц =—Доказательство. Нам понадобится следующее вспомогательное утверждение. Пусть ш (х) £ Со (R") и а> (х) — 1 при |х| <С 1, о) (х) = О ПРИ !Х1 ?> 3 и О '"С 0) (х) Д 1, ч>) (х) | -■С Пусть далее-0> (х) = и> (хЛ/ ]), так что у>л. (х) = 1 при |х/<^А и ы(х)=0 при |х| > ЗА/ и, кроме того |(дл%у)(х)|-<֊^-|Л| . (8)(на самом деле эту оценку можно уточнить, заметив, что левая часть- в (8) равна нулю, если х, х + А £ Ш.у или х, х 4- Л £ Шзд-. Кроме того, справедлива глобальная оценка по М вида|(Дло>л,)(х)| сsup sup --------------  —— •|Л|>0 хе«« |Af ЛГДля доказательства (9) замечаем, чтол l(ûA<֊>J(x)l 2-4։ = sup sup-----—----- — >
|й 1>л< х ■ N'

(9)-

и, с использованием (8), находим
А., = sup sup 

|Л|<Л’ л-

l(^u>jV)(x)| 
|Л“

-< sup
|Л| <NОбъединение оценок для Ах, Д2 дает (9).Переходим к непосредственному доказательству леммы. Пусть- 

„(R՛'), 0<р<1, 1 <р<со, и <рл,(х)=%у(х) ф(х)^^,,р(/?") согласно лемме 3. Ясно, что — <рл,||р ֊> О, /V — со. Поскольку(<Р — ?дг)= шл,(х)(Дл«р)(х) 4֊ <р(х + А)(Дйшу) (х),где %у(х) = 1 — ш,у(х), то, с учетом (9) имеемsupjl |Л|֊> (ф - »д,)||р < М, sup sup +• / р4֊ sup ( ||А| 11 (Дл<р) (х)|р dx ) ֊>0
|Л|>°\ J /при 7V->co. Аналогично рассматривается случай /? = ос. Лемма доказана. 2 - Плотные множества в (/?"), Aji, р (/?՞). Пусть К означает оператор свертки А<р = k * ։р. Хорошо известно, что еслито К ограничен в Lp(Rn), 1<р<оо. Учитывая инвариантность К относительно сдвига имеем |Ал = 11^дл?'|р < |]4||| рД/,«>!>>, что приводит к следующим утверждениям.Лемма 5. Если 4 (/)(; Л։ (/?"), то оператор К ограничен в 

в А,11Р (/?")), 0< 1, 1«;р<оо.



Операторы свёртки 369Лемма 6. Если к (Г) £ А2'1 (/?"), то оператор К ограничен, в 
Н^,р(Ё'‘){и в Е>.,р{Кп)), 1 < р <х>.Доказательство леммы 6, по сравнению с леммой 5, дополнительно использует неравенство ъ(х, /г)(1 + |/|)2л V (х — I, к).Лемма 7. Множество С“ {R") плотно в /г^,р(Кг՝) и в Р(ЕП), О <С I1 "С 1, 1 < р < и.Доказательство основано на известной технике усреднений. Пусть А (/) £ Со (R11), /и (/) = е՜՞ к ^—^ — усредняющее ядро, причем (0<# = = 1, и пусть <р։(х) = (А։* ч>)(х)—усреднение функции <? (х). Имеем

-<sujj ||(A_Z ъ) (х)||р + 2Мр | |А(у)|с(у.
! [у| > ое՜ 1Выбирая здесь вначале 8, с учетом -s £ h,, р (R") добиваемся малости первого слагаемого. Уже при фиксированном 8 второе слагаемое стремится к нулю при £ -О в силу суммируемости к (t), что дает ||©։—<р|| ->Qs — 0. Далее нетрудно показать, что

I у । > 6 £ ~՜ ։+ 21|4 sup |АГ им, + 2 1Г и, и р

и на сей раз последсвательно выбираем vj во втором слагаемом и 8 — в третьем, после чего устремляем е к нулю, что и требовалось. Доказательство в случае h„,p(Rn) аналогично, хотя и громоздко.Оказывается, что в hu.,p(R) плотно и множество финитных функций (при р <' 03 )• Чтобы привести соответствующую формулировку •охватывающую и случай пространства h^.p(R"), дадим следующееОпределение 2. Через A.,. p(R՛՛) обозначим подпространство функций из А;,, p(R")> для которых ч> (х) £ Z.2'1 (/?՞), т. е. (1 + |х|)2,1<р (х)
Теорема 1- Множество Со (R') плотно в h\>.,P(Rn) и вАИ1/,(/?"), 0О<1, 1<р<ео.Доказательство . В силу леммы 7 можно считать, что ©£ € С” ((?") П А,,, р (/?") И пусть <0 (х) £ Со (R") - функция ИЗ леммы 3 Положим <pv(x) ■? (х) Юд, (х) =<Р (х) ф (х7V). Ясно, что II© —О, а А __ 1 ' ’ A’llp ■ ՝՝՝ ипри N֊>co. Оценивая J = 7;| ЦДЛ (<р — <рл.)||р> найдем



370 Н. К. КарапетянцУ< sup |Л| ' ||Дл? — ?.у)^ + 5 И SUP Идл (’? — '?Л')11р = ֊/< + Ji՝ и<|Л|<г |А1>оОценка Jпроста : _/2 -С 25 л Ц® — ? vllp —>֊ ^ ~*՜ со> ПРИ фиксированномо. Оценивая же Jit находимУ։ sup А| л |!^a?L -*՜ SUP IK^7'шл') о-.-|л|<г о</։|<готкуда с использованием (8) получаем r1—|1 с о у, < sup 1Л|' ՛■’ IlMlIp +• —Kj— Мр' 0<1Л|<5 'VДалее выбираем вначале о с учетом <р £ hv, р (R"), что дает малость- первого слагаемого и уже при фиксированном 8 переходим к пределу при Л' —* со.Переходя ко второй части теоремы, сразу замечаем, что оценка Ч-р — срд^р не меняется. Далее имеем о / = !!?֊ р << sup ||v (х, Л) △ /, (ср — ср )|| + sup ||v (х, /г) Л/։ (<Р ֊ ®д,)|| = У1 + Ji- |Л|<о ' |Л|>о 'Очевидно, чтоУ. < sup ||v (х, /г) (Длср) (х)|| + sup ||<р (х) v(x, Л) (Дл (х)|| . |Л|<® |Л|<оСчитая 8<1 при |А| 8, найдемAWA W М + М)՛1 d +1^ + < 1/1-, ,[и (х, Л) (Дл (х)| s ֊дг---------------------------------|А| Хл.(х)<+ Ix|)211 ^֊'^(х),где /д, (х) = 1, если /V — 1 < |х| < 37V 4-1 и /N(x) — 0— в остальных случаях. Поэтомуsup ||ср (х) v(x, h) (△/, «>д) (х)||р «I 1|(1 |х!)2р ср (л-)||р ->֊ 0при о —> О. Следовательно, /։— • 0 при 8 —> 0. Зафиксируем теперь 8V Тогда для У2 получиму2 < sup_ (I|v(х. Л) [ср (X + А) - <?„ (х т- А)] ||р +||и (х, А) [<? (х) - <?л, (х)]Ц.Учитывая, что г> (х, А) при |А|>8 допускает оценку v (х, Л) -< (1 +8)՜1 (l+|xi)՜ для второго слагаемого в правой части неравенства для У2 получаем оценкуО 4-8՜ J՛11|(1 4- |Д)2;'- [? (х) ~ (?л,(х)]||/։֊>01 сопри фиксированном 8 и аналогично оценивается первое слагаемое.Заметим, что второе утверждение теоремы 1 верно и при р = о®, а для справедливости первого следует также перейти к классу )> на сей раз выделяемому условием <р(оо)=0.



Операторы свёртки 3713. Полная непрерывность операторов свертки с переменными к о э ф ф и ц и е н т а м и. Оператор свертки К 9 =-= к* tp՛ не может быть вполне непрерывным в пространствах или77,,.,, (А?՞). Эго можно получить из разных соображений. Для пространств H^p(Rn) имеет место следующаяЛемма 8. Пусть К — линейный ограниченный в Hp,p{R'։), <1 1, 1 jC р < оп, оператор инвариантный относительно сдви
га- 7о да ели К компактен в Hv.,!1(Rn), то необходимо К — 0.Доказательство . Допустим, что ф (л՜) £ /7,. P(R") такова, что (А/p) (х) г 0. Положим 'рл. (х) = ч> ix Nh), где Л—фиксированный вектор в R". Тогда |9л.(х)| — ограниченное множество в f-R,p(R'՝} и можно считать, что ||Л"л,л ? — К '=.iia®IL Р ПРИ ^"՝ М-* со. НоИ '.ил<? ~ Lva'PL. р Тил'՛? ~ 'л’л'?'1Р == 11^-ль л "* 2' Рс учетом теоремы 1 из [7], откуда необходимо Ку — 0. Получили противоречие.Отметим, что при р=^со среди операторов, инвариантных относительно сдвига, возможен ненулевой (одномерный) компактный оператор.Чтобы добиться компактности оператора свертки обычно его умножают на функцию, исчезающую на бесконечности. ПоложимТ^ср = а ( г) А? = а (х) А* ՛?.Теорема 2. Пусть к (/) С (^")> a (х) ֊֊ И. (/?") (а (х) АД/?՞))-5= sup |а (х)1 (1 + |х|)' <| *՝

xQRn

для какого-либо е > 0. Тогда Та вполне непрерывен в

H°,P(Rn), ОО<1, 1 <Р<°° (“ в h",P(R")).Доказательств о. В силу леммы 6, с учетом плотности Со (Rn) в E*(R"), можно считать, что k (f) С Co(R ")• Согласно лемме 1, если 2 ограничено в Н°, Р(К\ то оно компактно в L^c (R") с любым 0<и пусть ||«Л = 11?-?ш1И0’ ГП~>Ж- Т°ГДа обычная те°Рема о свертке дает II7 „ um||p^M» И- WIp<~1Ip u„Ap’где р (х) = (1 + ) • Далее
Дл ( и j =a(x + h) Дл (А* «,„) + (А * «,„) (*) (-^ла) (х) =•=Ф։ (х, А) -|- ф։(х, А), откуда ||о (х, А) (х, Л)||р < Ц1л р ЦАЦ, ||u„,||p < i ||о ит\\р.



372 Н. К. КарапетянуПереходим к оценке наиболее сложного слагаемого J (Л)— = ||v (х, h) 'Ь։ (х, Л)[|р. При |А| \ 1 имеемsup /(Л) < Ä||?uJ| sup Аа|՜։1 I i£ 4- А) ֊ А (И Н1 4 ' dt) <
. ,|/Н<1 |Л|<1 \ J //г"< I 1h ",ДИ--При |А| > 1 будем иметь с помощью неравенства Минковскогоsup /(А) ֊<֊ 7 ||? »Jp, где 7 =7,7։ и 7, = № (,у)(1 + 1^|)'Л՜!՛ а'7։ = sup |а .֊ 1(1 4- |х'|)!1 (1 + \х 4- Л|); (1 4֊|х’)։4- П 4* I* 4՜ А|)'л).

щ>1 |Л|Объединяя оценки для Д/ДТаа^) мы видим, что ||ДЛ ( "л чт) V (х, A)Jp< <7llpujo. гак что \\Та uj^p < 7 Ц? a„,U что приводит к компактности 7’а. Теорема доказана.Заметим, что требование на со на к (х) можно ослабить, увеличив при этом локальную гладкость ядра. А именно, справедливаТеорема 3. Пусть к(х) £ Н.., ։ (./?"), а (х) fz-H^R՛՝՝) (« (*) € € А,■ (£")) и а (х) = О(\х|՜՜11), х֊>оо. Тогда оператор Та вполне не

прерывен в пространстве Н°, P(R'‘), 0<^u<:i, 1<р<^со (и в Л°, р (/?”))•В случае пространства HV.,P(R'1) получаем следующий результат.Теорема 4. Пусть /< (х) £ АД/?'1), а (х) £ /7|l+։ (Rn), е > 0, (или 
а(х) £ h^+t (R )) м а(оо)=0. Тогда Та вполне непрерывен в Н^։ P(R )> О О < 1, 1 < р < со (в А°, р (R")).Доказательство основано на следующем утверждении.Лемма 9. Пусть к(х) ^L{(R ) и а (х) Ht,(R’1), причем а(х) = = 0 при |х >/И. Toi да Tj вполне непрерывен в H^,p(Rn), 0< ц<1, 1 < р < ос;.Доказательство леммы. В силу леммы 8 можно считать А (Д £ Си (Rn), и пусть 1 — «>у (х) 4՜ U>N (х), где «>v— функция из леммы 4. Тогда Та'? •■= Та ։0д,7- 4- r,u)A.-f. За счет выбора N с учетом того, что шА(х) — 0 при |v<CM а (х) = 0 при |х|>-Л7 и финитности к (х), можно добиться чтобы Та «’.у? — 0՛ Пусть (т>| —ограниченное множество в р (R"). Тогда в силу леммы 3 множество |u)/V'p| ограничено и 

p(R") и для оператора Та выполнены условия теоремы 2. Следовательно, Та«>^ компактной H>.,p(R') и остается учесть непрерывность вложения H^piR") в H^,p(R ):



Операторы свёртки 373-
IIП ш мфИ II та10 v?ll ■ п • Л'Т||Н|1֊ р (₽п) 11 Л ,|1Я1Л//)(ЛЛ)Переходим к доказательству теоремы. Имеем Т„ 'о = Та<»м <р + 

+ Т - <?, где а>»у = 0 при |х|^>ЗЛ/ и удовлетворяет условиям леммы՛ " "'л-9. Поэтому Тсы^ вполне непрерывен в Н>., р (R"), 0 < р <. 1 при любом М. Далее |7'„?-Т„Л,,,=|Г- (,,„֊<
°“’Лг

< ( sup |а (х)|) 114 М,,р -։■ И» Ир sup ——г
|грЛ’ 1»1>и |Д|Можно показать, что — 0, /V -»со,sup |л»очто дает компактность Та, как предела последовательности вполне- непрерывных операторов TC„N. Переход к случаю h,.p(R") достаточно прост и следует из неравенств|/,5/иЛ '*Дл " Г^т р + >л\иРо “Дл Тагде ||^— 7’афт|1, -> 0, т — со. Теорема доказана.Не останавливаясь здесь на формулировке отметим, что можно рассмотреть более .общий интегральный оператор вида| а(х, () к(х — 0 ?(0 Л,я՞где а (х, t)k.HP (R'՝ X R՞), k (П (R")- В этом сл yvae шеденн: 

а(х, О на бесконечности задается условием sup |п (х, 01 ’ (1 ~т՜ |х|)х, t^R"
(1 + Id)'՜ °° > г^е £ I0- + еЬ4°. Случай полуоси. В этом случае пространства
Hv.,P(R՝+) определяются естественным образом, однако наличие граничной точки х=0 вносит некоторые особенности, котя свойства из п° 1 сохраняются. Пусть -О? (О dt- (10}оЯсно, что в отличие от оператора К, рассматриваемого в /?' . » оператор К в R+ не инвариантен относительного сдвида: лдл К<р = К-^Ч>- |о О? (О dt. (11)-



374 Н. К. Карапетянцоткуда видно, что ограниченность первого слагаемого в правой части (11) в 77,. Р (7?+)(или А/.,, р (/?+)) дается условиями лемм 8, 9. Поэтому ограниченность К связана с ограниченностью в соответствующем классе второго слагаемого. Для него с использованием неравенства Гельдера имеемл р

оогде 1
С=Бир Бир -----|Л|>0 Х>0 Ц"

1/р
(12)

Лемма 10. Пусть £ (/) £ 7., (/?։) и ф(х)п=^ Ц- (г/)! бу - Н,.Р- (. о
Тогда оператор К ограничен в Н^р(Е.\)(и в ), 0 < [л < 1,1 < р оо.Лемма 11. Пусть £(/)£ (R') и ф (х) = | |л-(^)| <7^/7,,Р-(/?+),о
то где оператор К ограничен в Н^,Р(Е՝+) („ в ^.Р(Ё'+)), 0О<1, 1 < р ОО.Приведем простое достаточное условие принадлежности ф (х) к + ) (или -(/?֊:)) при р֊р'<^1.Лемма 12. Пусть к{1)^к, (R1) и А+(0 € (или к(()£
<^(/?') и (0 € 7֊^ (/??<.)). где ---- 1__.1 — и р՛
Тогда К ограничен в Н,,,Р(К\) (или в Н., р(к\) , соответственно) 
при 0 < р< 1, 1 < р < со и 0<|* < -к., Если V >____ 1____ , то К ог-

Р 1 — |1 р՛
раничен в /г,к, ₽(/? + ) I и /ъ>., />(#+)> соответственно) 0 и <•" 1 1<р< 1<. со н 0 < р <------

Р՛Используя леммы 10 - 12 можно сформулировать результаты о полной непрерывности операторов Г« = а (х) К<р, аналогичные теоремам 2—4, на чем мы не останавливаемся. Заметим, что эти же результаты можно получить, если использовать продолжимость нулем функций из Н,1./)(Е + ) (или Н,к,р(Ё^.)}. Остановимся отдельно на условиях продолжимости нулем и обозначим это продолжение через ф (х).Теорема 5. Для того, чтобы функция ? (х)( £ 7^., д (/?+)) бы
ла продолжима нулем при х 0 до функции и3 Н^։Р(Е\), 1 <' р <б •< °°, 0<|1<1, необходимо и достаточно, чтобы было выполнено 
условие
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при этом

Л 1 /!•4 = SUP — I л>о Л \v о ։//>
I <

(#()
•*.,/» + 14 Р +

' (Я* )
Р.Р +

(13)
(14)

Теорема 6. Для тою, чтобы функция <р (х) ( (j?L)) бы

ла продолжима нулем при х<^0 до функции из р (R+), необходимо 
п достаточно, чтобы были выполнены условия: 1) Л<оо; 2) ®(х)£ ^WV).Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеемsup ||и (х, К) (Дл<?) (х)|| —

■Л>0

= sup 
it^o \Jо г Г \I |и(х — h, A)<p(x)|rdx + | |v(x, Л) (Лл<р)(х)|^сГх} <оо о’тогда и только, когда лsup֊— С |(1 + л)*1 (1 + х — КУ ?(х)|р dx < оо. (15)л>о A11 JоДостаточность. Пусть выполнены условия 1) — 2) теоремы. ПриА<1 очевидно (с учетом х<^А), что (1 ֊!֊ х)( 1А — х) < 4 и тогда J < 4'ЛА. При Л > 1 очевидно А՜1 (1 + К — х) < 2 и поэтому /< ?(х)€^р(7?։).

J < со и обозначим Fn (х)~Хл(л)=1, если х < А и
■< 2Л||(1 + х)л ср (-г)11д/? (/?։ ) • Таким образом, Необходимость. Допустим, что== у. М | (1 +. Л_֊ТД. У (1 + ху ? (Х)|Р, ГдеХл (х) = 0 при х > А. Для почти всех хАл (х) — F(x) = (1 + х)” <р(х)Н.По теореме Фату ‘‘ (X)^L‘ (/?+) “

оо
9\ теоремы. После этого остается заметить,т. е. выполнено условиечто А" < ./• используем аналогичное рассуждение, исходяНаконец, примз равенства ~sup Ik* (х’ ^)(^л ~

h<0-5-408
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1Л|= sup Д/ |։(1 + х)!‘(1 1-!1А|-х)М*)1₽+ fW dy)V\
n<o Ar \ J Jо огде учтено, что v (у -|- |A|, A) — v(y, |А|) и мы вновь приходим к (15)- Теорема доказана.В качестве примера заметим, что если ։р. (х) £ Со" + р(^+)՜1 7՜|Լи |» (х)|> В, 0 < х< 1, тоА^-5 sup А . Отсюда видно, что про֊

0<Л<1должение такой функции <f(x) нулем до ф (х) £ 7Հ, Р (R՝) возможно . 1 1лишь при и — и невозможно, если р- > — • 
Р Р

Ростовский государственный
университет Поступила 14. IV. 1986Ն. Կ. ԿԱՐԱՊՆՏՅԱՆՑ. Փաթեթման օպերատորները փպշիցյան դաոերում (ամփոփում)

Հետազոտվում են փաթեթման օպերատորները լի պշի ց յան ц կարգի |л£(0, 1 ] 7նՀ, — տա
րածություններում։ 1)նգ որում զիտարկվում են ինչպես լոկալ, այնպես էլ գրորւսլ (ներառյալ 
անվերջությունը ) դյո լդհ րովութ յան դեպքերը։

N. K. KARAPETIAN. Convolution operators in Lipshitz classes (summary)

Convolution operators are investigated in the classes of functions wit-h satisfy» 
the Lipschitz condition of the order |a£(0, 1] in £p-spaces. The cases of local and. 

global (including infinity) Lipschitz condition are considered.
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Ак. А. ТАЛАЛЯН

ОБ ОСОБЕННОСТЯХ КАРЛЕМАНА И О МНОЖЕСТВАХ 
ЕДИНСТВЕННОСТИ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

ОТНОСИТЕЛЬНО КЛАССОВ /₽

Определение!. Пусть (®п (х))”_1— ортонормированная на 
[О, 1] система (ОН система на [0, 1]). Измеримое множество А с: [О, 1], 
0<ц(А)<^1, называется множеством единственности системы {<рв'(х)1 
относительно классов 1Р, р 2, если не существует отличной от нуля 
интегрируемой с квадратом функции /(х), коэффициенты Фурье ко
торой

1
ся(/) = у/(х)<рп(х)</х, (1)

о
по этой системе удовлетворяют условию

1 к, (/)!'<« (2)
д,=1

для некоторого р<2 и /(х) = 0 при х£[0, 1]\А.
Определение 2. Говорят, что ОН на ([0, 1] система (<р„(х)} 

•обладает особенностью Карлемана, если существует непрерывная на 
[0, 1] функция /(х), последовательность коэффициентов Фурье 
(с„ (/)) которой по этой системе не принадлежит ни одному из клас
сов 1Р, р<2, т. е. У |с„ (/)|р= оо для всех р<^2.

Л. Голзани [1], [2] и Г. Геворкяном [3] была установлена сле
дующая

Теорема 1. (Л. Голзани, Г. Геворкян). Если (?л(х)}—полная 
в £а[0, 1] ОН система на [0,1], то для любого в>0 существует 
множество А с [0, 1], ^(А)>1 — е, являющееся множеством един
ственности этой системы относительно классов 1Р, р<^2.

В работе [4] А. М. Олевского установлены следующие теоремы
Теорема 2. (А. М. Олевский). Любая полная ОН система 

на [0, 1] обладает особенностью Карлемана.
Теорема 3. (А. М. Олевский). Если (<ря(х)) —полная в Д[0,1] 

ОН система на [0, 1], то для любой последовательности 0<то (п), 
п = 1, 2, • • •, то (п) | + оо при п -> оо, существует непрерывная на 
:[0, 1] функция {(х), коэффициенты Фдрье которой сл (/) по этой 
•системе удовлетворяют условию

2 |сл(/)Рто(п)=<». (3)
л-1 '
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В настоящей работе сформулированные выше теоремы 1-3 рас
пространяются (с надлежащими формулировками/ на более широкий 
класс ортонормированных систем, а именно на ОН системы 1?.п(х))к 
обладающие следующим, более слабым свойством полноты: для неко
торого множества Ес[0, 1], !*(£)> О, какова бы ни была/(х) 2^ (Е)'и 
существует ряд ап (х), я, < со> который сходится к /(х) в 
метрике Е2(,Е).

В частности оказывается, что теорема 1 верна для любой ОН 
системы (<р„(х)|, обладающей указанным свойством полноты на мно
жествах Е, мера [которых Сможет быть сколь угодно близкой к 1 
(см. определения 1.1 и 2.1, теоремы 2.1, 2.2 и теоремы 2.3—2.6).

При доказательстве теорем настоящей работы мы пользуемся 
методами доказательств, приведенных в работах [2], [3], [4] и леммой- 
2 работы [5] А. А. Талаляна.

§ 1. Доказательства основных лемм

Сначала введем некоторые определения. Если функция /(х) ин
тегрируема с квадратом на отрезке [0, 1],. обозначим

1 
0' \1/2

• (1.1 >

В случае, когда /(х) интегрируема с квадратом на измеримом множе
стве Ес [0,1], р(Е)>0, обозначим

^Г(х)</х) (1.2>

е
Определение 1.1. Ортонормированная на отрезке [0,1] систе

ма {?„ (х)| называется полной по рядам иа на множестве Ес [О,1], 
ц(Е)>0, если для любой определенной на Е и принадлежащее 2,։'(Е). 
функции /(х) существует ряд

£ ап<рл(*)’ 2 а-’< 00 (1-3>
такой, что

Мы будем пользоваться следующей леммой, установленной в [5]՜ 
(см. [5], лемма 2).

Лемма 1.1. Пусть ортонормированная на [0,1]. система 
{?л (■*)}«=! полна по рядам ив 12 на множестве Е, [а(Е)>0. Тогда 
для любого измеримого множества АсЕ, [а(<Д) > 0, для любого на
турального числа П и положительного числа. 7) > 0՛ существуют՛ 
функция ф(х) и линейная комбинация-

Щх) = * £ ак (хХ тп>2М, (1.5).
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у довлетворяющие следующим условиям՛.
Ф(х)=1,х6Л/, <|»(х) = -1, х^А". ф(х)=0, х£Е\(А'{)А"), (1.6)
гДе

А'и А"сА, А' П А" —0,11 (А') = |х(А") = — н(-<4), (1.7)
4

|'?(х) — 2 “*<р*(эс)| <Ъ (1.8)
II *=лч-։ Не

У «*‘М*)|<₽||ф(*)| . Л^ + КлСт, (1.9)
д ь-лн-։ II 1 |1е

где р — постоянная, зависящая только от множества Е и от системы 
<?„(*)}•

Следующая лемма легко доказывается при помощи леммы 1.1.
Лемма 1.2. Пусть ортонормированная на [0,1] система 

(Фл^)! полна по рядам из 12 на множестве £с[0, 1], н(£) > 0. Тог
да для любого множества Вс.Е, р.(2?)>0, для любого натураль
ного числа И и для положительных чисел 8 0, т) 0, существуют
функция <р(х) и линейная комбинация (1.5), удовлетворяющие ус
ловиям
Ф(х) = 1, х£В', ф(х) = — 1, х£В", ф(х) = 0, х££\(В'и В"), (1.10) 
где

В'\)В"^В, В'ПВ" = 0, Р(В') = Р(В") = 4-ИЯ),՜ (1.11)

♦ (*)-. 2 ал*(х)| <Т|, (1.12)
*=ЛЧ֊1 Е

(1-13)

|а*|<8> Л^4֊1<Д:<т, (1.14)
где ₽ — постоянная из условия (1.9) леммы 1.1.

Доказательство. Представим множество В в виде объеди
нения конечного числа попарно непересекающихся множеств Д1։՛ Ап 
таких, что

И<Л)>0 и 2Р (н(Л))1'2<8. (1.15)
Применяя лемму 1.1 к каждому из множеств Аг, т. е. полагая в ее 
формулировке -4 = Аг, 1<1։^л последовательно мы можем опреде
лить полиномы

/А(х)= £ ак<?к(х), М>М-ъ (1.16)
4=^_։+1

И функции ■]»/ (х) такие что

Мх) = 1, х£ А'г, ф<(х)= — 1, х^А'г, ф,(х) = 0,

х££\(л'ил;), (1.17)
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где
AiUAicAi, Aif]Ai = 0, ^(Ai) = ^(A't)=—^(Ai), (M7)

(1Я8)

(1.20)

(1-21)

1.22)

(1-23)

и покажем, что множества В1, В", определенные равенствами (1.21) 
функция ф (х), определенная равенством (1.22) и полином//(х), опре
деленный равенством (1.23) удовлетворяют условиям|(1.10)— (1.14) лем
мы 1.2. Поскольку 5= 11.4/, = 0 при из (1.17), (1.18)
и из (1.19) (1.22> и (1.23) следует, что условия (1.10) и (1.11) выпол
нены. Из (1.19), (1.22), (1.23) следует

|ф(*)֊2 а*<Мх)|| <21-Ь(х)֊ У՜ (1.24)
I л^+1 йя 1-1 *=.у7-1+։ || 1=12

и таким образом, условие (1.12) тоже выполнено.
Так как

Ф’(*) = £ Ф? (*) (1.25)
1=1

и согласно (1.20) имеем

р / \2 р
( 2 а*П(х))</х = £ а1 < ?’ Ф’ (х) ^х, (1.26)

3 \л=у,_։^1 / л-л711+1 Л

то из (1.23) получаем

(
т jam п Nl п Г>

(1-27) 
Неравенство (1.27) показывает, что условие (1.13) выполнено. Легко 
видеть, что для коэффициентов ап, М + 1 -С и < т линейной комбина
ции (1.23) выполняются также условия (1.14). В самом деле, пусть 
М-1<Сп<Л/. Тогда из (1.20) будем иметь

1“я1 = К'РлН < л=лЕ +ia*’p*W| +|4 JS + ак<р*(*)|<2П'Ф- (1.28)
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Так как, согласно (1.17), имеем [ф/х^д = У<н(/4<), то из (1.15) и (1.28) 
следует, что |ая|<^3, 77-4—1 < п т. Лемма 1.2 доказана.

Лемма 1.3. Пусть ортонормированная на отрезке [0,1] сис
тема {фл(х)}“-։ полна по рядам из /а на множестве Е с [0,1], 
|*(К)£>0. Тогда для любого множества АсЕ, |х(А)^>0, для лю
бого натурального числа П и для положительных чисел 3 > 0, ^^>0 
существуют функция ф (х) и линейная комбинация (1.5), обладаю
щие свойствами

ф(х) = 1, х^Лц ф(х) = —1, х£.А2, ф(х)=0, х£Е\А, (1.29)

Л։иА=Д А։ПЛа=0, и(Л1)=|х(Ла) = у1х(Л), (1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

где Р — постоянная, зависящая только от множества Е и от сис
темы [<Рл(х)).

Доказательство. Применим лемму 1.2, мы можем опреде
лить функцию ф։ (х) и комбинацию

Л»1

X <**?*(*), (1.34)
*=лч֊1

обладающие свойствами
ф։ (х) = I X 6 лГ’, Ф, (х) = - I, х е аР, ф։ (х) = о, х 6 £\(ДГ։ и л«’).

(1.35)

ЛРиА^сЛ, А(11)ПА^1)=0, н(А11)>=н(А?)) = —р(Л), (1.36)

1а*1 ^7 4՜ 1 -С & т։,

Если уже определены полиномы
/п;
2 Ол'РкМ» 1 <7<Р —1. ^7=т0<т| <• • • < тр-1

и функции ф7(х), 1</<р —1,

Ф/(*) = 1. х£А{п, ф;(х) — — 1, х^А^\ ф;(х) = 0, 

хеямлРилУ5).

1.37)

(1.38)

(1.39)

(1-40)

(1.41)
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Применяем лемму 1.2, полагая в ее формулировке ^=mp-l и взяв в 
качестве В множество

(1.42)
>=։

Тогда для чисел 8 О, 2₽+1
мы можем определить функцию фр(х) и

□ОЛИНОМ

S at<fk(X), (1.43)

которые удовлетворяют условиям
фр(х) = 1, х€Л1₽), фр(х) = —1, х^А'-Р, фр(х) = 0, 

хбЕхИ^иЛ^”), (1.44)

Л'^иЛ^сД,-!, Л{₽,ЛЛ^ = 0, н(Л^,) = н(Л^,)=41А(^-1), (1.45) 
4

,|М.г)- S “*?»(*)! <v+i’ (1-46)
*-mp_։+l IIЕ X

|«д|<8, тр_х<!с<тр, ^\АТ>

I s ад<рА(х)|<₽ фР(х)| ■ (1.48)
||*=mp_j+l I. И

Таким образом, по индукции определяются последовательности 
функций |фр(х))“-1 и полиномы (1.43), которые для всех р ?> 1 удов
летворяют условиям (1.42), (1.44)—(1.48) и при этом /V = тп0 т։

Обозначив

Л5= и Л։= G (1.49)
р—1 р - ։

согласно (1.42) и (1.45), будем иметь

Л։пЛ։--=0, Л։иЛ։ = Л, |*(Л։) = |*(Л։)= * н(Л). (1.50)

Определим функцию ф(х) на множестве Е равенством

Ф(*)=£Фр(х)- (1-51)
р—։

Мы видим, что она удовлетворяет условиям (1.29) и (1.30) леммы 1.3. 
Так как ряд (1.51) сходится в метрике Li(E) к ф(х), можем взять на
туральное число v настолько большим, что

Is фр(х)֊ф(х)1 <А. (1.52)
Ир=1 , .£ 2
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Взяв т — т_, покажем, что полином

Е а* ?*(•»)= Е 2 «*?*(*)
*=ЛГИ Р-1 * = Л1р_։4-1

(1.53)

удовлетворяет условиям леммы 1.3. В самом деле, так как согласно 
(1-46)

то из (1.52), (1.53) и (1.54) получаем

а*<Р*(*) —Ф(*)|£О (1.55)

и условие (1 31) выполнено. Выполнение условия (1.32) следует из 
(1.53) и (1.47). Остается проверить выполнение условия (1.33). Из 
(1.48) и (1.44) следует

(1.56)

и так как согласно (1.41), (1.42) и (1.51)

= Г ♦’(х)Лс С [*’(*)<«*• (1.57)
Р ' д'/’и д</> . Е

Из (1.56) и (1.57) получаем

(1.58) 
Таким образом, условие (1.33) тоже выполнено и лемма 1.3 доказана.

Лемма 1.4. Пусть ортонор мированная на [0,1] система 
{фл (х)} полна по рядам из на множестве £с[0,1], р (£) >0, и 
пусть Вс Е, н(В)^>0, 7~в (х)— характеристическая функция мно
жества В. Тогда*՜, для любого натурального № и положительных 
чисел е^>0, •») > 0, о>0 можно определить линейную комбинацию 

(1.5) и множество е, обладающие следующими свойствами՛.
есВ, н(е) Ои(В), (1-59)

2 а*'?*(*)—Хя(х)| <^. (1.60)
*-лч1

I 2 а4?*(*)|<—|хв (-Л . (1-61)
11а~.У4-1 У е |1£
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!ай|<3, + (1.62)
где $ —постоянная, зависящая только от системы [<ря (х)| и от 
множества Е.

Доказательство. Применяя лемму 1.3, на первом шагу оп
ределим линейную комбинацию

£ а*<рДх) т։>7У (1.63)
Л-ТУ-Г 1

и функцию ф։ (х), обладающие <:войствами

Ф1 (х) = 1, х6В?’, ф1 (х)= — 1 lV’> Мх) = 0, х6£\В (1.64)

ВРцВР = В, В$1)п41)=0 , ►(rf’J-Mtf’) —уи(В). (1.65)

I S «.?*W
II л=/.+1 1 “ "

(1.66)

,1 т\ Ч ♦,<4. (1.67)

|aj < 5, N 4֊ 1 < k mt.

Предположим теперь, что определены линейные комбинации ]
«Ч

(1.68)

S о*’M*)» Л/=)
Л=/П£_]+1

и функции ф/ (х), 1 <1 / < р такие 
ф1(х) = 2<՜1, х£В|",

'По’С П

что

(х)

’><• • <л։,. ККр

х ^вр,

(1.69)

<|ч(х) = 0, х6£\(ВГ’иВН. (1.70)

ВРиВМ՜1’, ZtfJn2#’=0, 

где В° =В.
Как легко видеть

1л(ВР) = НВ^=уИ(В?֊1>)(

1, хев\^р)-

(1.71)

фр(х)=£ 'Ь(х) = 
Z=J

-2р+1, х6Йр)-

0, х^Е\В.
(1-72)

Применим лемму 1.3 для /1 = 2?2₽\ ^—mp, взяв вместо 3 число 
Ъ2~р и вместо >) —число ^2՜'’՜’. Тогда определяются линейная ком
бинация

тр+1
£ сл?л(х). тр+1>тр П-73)

и функция (х), обладающие свойствами

/р(х) = 1, X651Р+П, /, (х)= ֊1, X 6 В»։р+1),

/р(х) = 0, х£Е\(ВК+։,и^р+1)), (1.74)
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В1₽4՜”и/??*1'= £•/’, В։0Ж)пЯ£р+։'= 0, 1х(В^։)) =

= и (5?+1)) = I» (5?+1)) = -- И (В?>), (1.75)

| ,։ (1.76}

! с*‘Мх)|<₽|/р(х)| . (1.77}
и *-»»р +։ “I

(!-78>

£
Полагая '•Ьр+1 (х) =2₽/р (х), х£Е, ал = 2рс*, тр<^к и

Фр֊1(х) = Фр(х) + ^р+1(х), х^Е, мы видим, что (см. (1.76)—(1.78))

I .Ж, °* ’* (*)_ ■",(х)| * 2*+՝ ՚շ՞՜՜^г‘ (1п>

| ьЖ։ “‘т‘(х)|<И/,’<*)1 ~ ■ <1-»о>

|аА|=2'’|с>| <~ 2Р = о, тр<к < тр^ (1.81)

и что, кроме того, выполняются также (1.70) и (1.71) при г = р 4֊ 1 и 
(1.72) при замене числа р на р + 1. Таким образом, мы можем опре
делить последовательности линейных комбинаций

тр
2 а*?А(х),р=1,2,---, (1.82)

к—тр_ ]4-1

и функций (^р (х)|р=ь которые удовлетворяют условиям (1.72), (1.79)— 
—(1.82) для всех р ^>0, и выполнены также условия (1.70), (1.71) для 
всех 7=1,2,•••. Пусть е — число из условия (1.59) леммы 1.4 и д 
выбрано так, что 2՜’ < г -С 2 ’т'. Обозначим

т г/ тр
У ол?а(х)=£ £ и*ф*(х), М = ШоСпъО •< тч=т (1.83)

*=77+1 р=1 *=тр_1+1

и положим
е = ВТ. (1.84)

Покажем, что линейная комбинация (1.83) и множество е удов
летворяют требованиям леммы 1.4.

Из (1.71) сдедует

есВ, И(е) =р(^?,) = И(В)2-’<еи(5). (1.85)

С другой стороны, из (1.72), где вместо р взято д, и из (1«79) по
лучаем
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IX. °* ’*м -* 1.1. °* ’*<х) _ Ф։ (х) <
II е

а II <Яр II Ч -л
-<£ 2 ал<?А.(х) —?р(х) < X (1-86)

р—11| Л—Шр_1+1 IIе 0 -1
Из (1.85) и (1.86) следует, что условия (1.59) и (1.60) леммы 1.4 вы
полнены. Выполнение условия (1.62) следует из неравенств (1.81), ко
торые выполнены для всех р, 1^.р՝^-Я, и для всех к, трЧ^к^тр. 
Остается проверить выполнение условия (1.61). Так как согласно 
(1.70) и (1.71)

Ня (х)1е < 2"՜* № ( х)к. 1 < Р < Ч> (1-87)

из (1.80) получаем

§ 2. Доказательство теорем

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 2.1. Пусть ортонормированная на [0,1] система 

{<рл (х)}“=1 полна по рядам из 12 на множество Е, Ес[0,1], ц (Е) 2>0. 
Тогда для любого е^>0 существует множестве ёсЕ, р(е)<^е, та
кое, что если /(х) Д [0,1] и /(х) = О при х £ е I) ([0,1]\£’)> то ус
ловие

1
Д °°» °<Р<2> с/ = //(х)'Ру(х) бх (2.1)

выполняется только тогда, когда /(х) = 0 почти всюду на [0,1].
Для формулировки следующей теоремы введем
О пр е д е л е н и е 2.1. Ортонормированную на [0,1] систему 

{’Рл(х)} назовем почти полной по рядам из 13 на множестве Ас [0,1], 
если для любого з>0 существует множество ЕсА, р(£)^> р (А) —е, 
такое, что система [<р„ (х)] полна по рядам из /3 на множестве Е.

Из теоремы 2.1 немедленно получается следующее обобщение 
результата Г. Г. Геворкяна и Л. Голзани (см. теорему 1 $во введе
нии).

Теорема 2.2. Пусть ортонормированная на ’’[0,1] система 
(?«(х)| почти полна по рядам из 13 на отрезке [0,1]. Тогда для 
любого г> 0 существует множество фс[0,1], р(<2)>»1 —е, которое 
является множеством единственности для системы ]?л(х)) отно
сительно классов 1Р, р<2.
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Доказательство теоремы 2.1. Рассмотрим последователь
ность |с*|?-ь 0<.':*<^1, в которой каждое рациональное число 
О < г < 1 встречается бесконечное число раз, т. е. для любого г су
ществует зависящая от г последовательность натуральных чисел 
Х(1, г)<К(2, г><-<А’(г, /•)<••• такая, что ;*•(/,п = г для всех 

1.
Обозначим

В* = [0. и]п£, к >1, (2.2)
и возьмем .две последовательности положительных чисел ?)*, е>, к >-1, 
где

£*։*<+«>, (2.3)
4=1

£**<*• (2.4)
4=1

Пусть
1 О| </Ъ<-• • рк<-• •. 'Лтрк = 2, (2.5)

(2.6) 
Рк 1

Так как дк >2, к > 2, можно выбрать 3А 0, к 1 такие, что

(—ц~) • (° ) (2.7)

Из формулировки леммы 1.4 видно, что путем ее последовательного 
применения, где каждый раз полагается В = Вк, е = е*, т1=7}к, 8 = 6А, 
можно определить последовательность множест в ек, к 1 и последо
вательность линейных комбинаций

Н*(х)=^ ау??(х), Л>1, (2.8)

обладающих свойствами
^։<.-п։, 7п4<Л^+։<тй+։, 1, (2.9)

ел = 5А, 1‘'ед)<в4р(ВД (2.Ю)

|^(х) — (2.Ц)

' ПЧ '1.1 да'
|Я*(х)[= £ а’ (2.12)

\/-л* ) ч
\*}\<\. Нк^<тк- (2.13)

Когда Вк пусто, считаем У-вк(х) = 0, при х £ Е, Нк (х) = 0, (т. е. а/ =0, 
тк).

Покажем, что множество

(2.14)
^удовлетворяет требованиям теоремы 2.1.
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Из (2.2), (2.4) и (2.Ю) следует, что е<=£, |»(е)<г. Пусть 
/(*КМ0>1] и /(х) = 0 при -г £ е К ([0,1]'' £). Без ограничения общно
сти можно считать |/|=1. Тогда ее коэффициенты Фурье С] по систе
ме |<Ру(х)] будут по абсолютной величине не больше единицы, и по
этому из выполнения условия (2.1) для некоторого р, 1<^р<2 сле
дует 2|сд|₽* < £|с/ ПРИ Рк>Р и> следовательно, существуют к0 и 
положительная постоянная М такие, что

z - \ VPl(Sic/* к>к0. (2.15).
\y-l /

Из (2.2), (2.10) и (2.14) следует

j / (х) dx J/(х) dx = J/ (х) /.в* (х) dx, к > 1, (2.16).

1
j / (х) Нк (х) dx = (/(х) Нк (х) dx к > 1, (2.17).

и
и поэтому, согласно (2.11), получаем 

£* 1
j/(x)rfx— [/(x)Ht(x) dx | < -rik, л>1. (2.18).

n о
С другой стороны, согласно (2.6), (2.8), (2.13) и 2.15) 

Из (2.12)

(2.19)<

(2.20)

с учетом (2.7) и (2.19), получаем
1

/(х)Нк (х) dx -^М-Пк, к^> к0. (2.21)»
о

Сравнивая (2.18) (2.21), имеем

У/(х)</х <(Л/ + 1)^, к>к0. (2.22)-

о
Тогда, если г, 0<г<1—рациональное число и ^х(1.г>~г Для всех. 
г^-1, где К(1, г) К(2, г)<^-• • • /<(г, г) • •, то из (2.22), где- 
вместо к берется /^(։, г), следует, что
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| /(х)с/х = 0. (2.23)
б

Так как (2.23) выполнено для всех рациональных г, 0<г-<$1, то 
/(х) = 0 почти всюду на [0,1], и теорема 2.1 доказана.

Следующие теоремы устанавливают существование множества 
•единственности для классов функций из ]0,1], коэффициенты Фурье 
которых по данной системе |'ря(х); удовлетворяют условию

У с,«и(п)< аэ. (2.24)
1 = 1

где » (л) — неотрицательная функция и ш (и) | + -"о при п — ж.
Теорема 2.3. Пусть ортонормированная на [0,1] система 

(?л(х)“=1| по рядам из 1г на множестве Ес [0,1], (а(£)^>0, и 
пусть »(л)— положительная неубывающая функция, стремящая
ся к 4- оо при л -> ж. Тогда для любого е]>0 существует есЕ, 
Н(е)<^е такое, что если /(х)=0 при х£еи ([0,1]/Е), то условие 
1(2.24) на коэффициенты Фурье

I

ся= /(х) сря(х) <^х (2.25)
6

может выполняться только тогда, когда /(х)=0 почти всюду 
на [0,1].

Из теоремы 2.3 немедленно следует
Теорема 2.4. Пусть ортонормированная на [0,1] система 

1?л{х)■ почти полна на [0,1] и у (л) | + 00 при п— °о, о(л) ]>0. 
Тогда для любого г>0 существует множество ес[0,1], Н (е) е, 

■такое, что если /(х) —0 при л £ е, то условие (2.24) на коэффи
циенты Фурье (2.25) выполняется только тогда, когда /(х) = 0 
почти всюду на [0,1].

Доказательство теоремы 2.3. Из формулировки леммы 
1.4 видно, что можно выбрать линейные комбинации (2.8), которые 
удовлетворяют условиям (2.9)—(2.12) и, кроме того, числа удов
летворяют неравенствам

]/«(ЛМ 4? (2.26)

Покажем, что множество е, определенное равенством (2.14), в кото
ром множества ел удовлетворяют условиям (2.10) и (2.11) при указан
ном выборе чисел /V*, удовлетворяет требованиям теоремы 2.3.

Пусть /(х) = 0 при х£еЩ[0,1]\£). Тогда, как было показано 
выше, имеют место (2.16), (2.17) и (2.18). из выполнения условия 
(2.24) вытекает

\ /(х)Н*(х)</х 
о

тА
Е 5 “у

тк

7
с’ «(/) X
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2 1

7 V (/)

я/*

(2.27)1

Из (2.27), (2.26) и (2.12) следует

[ Цх)Нк(х)с1х <Мъ У/к, к>1. 
о

откуда, согласно (2.18), получаем 
и

(2.28)

(2.29
о

Как было показано выше, из (2.29) и (2.23) и из выбора последова
тельности (?*] следует, что /(х) = 0 почти всюду на (0,1). Теорема 
2.3 доказана.

Из теорем 2.1 и 2.3 легко получаются следующие теоремы, пред
ставляющие обобщения соответствующих теорем А. М. Олевского [4] 
о полных в [0,1] ОН системах.

Теорема 2.5. Если ортонормированная на [0,1] система |'։р„(х)) 
полна по рядам из I? на некотором множестве £а[0,1], р(£)>0, 
то существует непрерывная на [0,1] функция 1(х) такая, что

£\сп\Р=™ (2.30).
п =1 •

для всех р<\2, где . г
1

си = у / (х) <?я (х) бх. ■ (2.31>

и

Теорема 2.6. Если ортпонормированная на [0,1] система {<Рл(х)} 
полна по рядам из 13 на некотором множестве /Га[0,1], р.(£)^>0, 
то для любой функции го (п)^> 0, го (и) | + со при п—» ос существует 
непрерывная на [0,1] функция /(х), коэффициенты Фурье (2.31) 
которой по этой системе удовлетворяют условию

£ с֊ го (п) = 4֊ о=. (2.32).

Справедливость теоремы 2.5 немедленно следует из теоремы 2.1 
и из следующей теоремы Л. Голзани ([1], стр. 1142, теорема 10).

Теорема (Я. Голзани). Пусть [։рл(х)}“=1 — полная ортонор- 
мированная система в '^[ОД]. Если существует множество 
•£с[0,1]։ 0<|х (2?)<Д, которое является множеством единствен
ности системы {<рл (х))«~1 относительно классов 1Р, р<^2, то су
ществует непрерывная на [0,1] функция / (х), коэффициенты 
Фурье (2.31) которой по этой системе удовлетворяют условию 
(2.30) для всех р<^.2.

Для получения теоремы 2.6 из теоремы 2.3 нужно установить 
некоторый аналог вышеукгзан։ ей теоремы Л. Голзани. Сначала введем.
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Определение 2. Пусть w (п) >0, w (и) f 4֊ оо при п-> со. Бу
дем говорить, что множество 4с[0,1], 0 < р (Л) < 1 является UW(nT 
множеством единственности ортонормивованной на [0,1] системы 
г«ря(х)], если не существует отличной от нуля функции / (х), равной 
нулю на [0,1 ]\ А, коэффициенты Фурье которой по этой системе удов
летворяли бы условию

£ с* w (п) < 4-со. (2.33)

Теорема 2.6 немедленно следует из теоремы 2.3 и из следующего 
утверждения.

1еорема 2.7. Если ортонормированная на [0,1] система 
''■Ра (х)) обладает некоторым (п)՜множеством единственности, 
то существует непрерывная на [0,1] функция f(x), коэффициенты 
(Лурье (2.31) которой по этой системе удовлетворяют условию 
(2.32).

При доказательстве этой теоремы применяются аналогичные при
веденным в [4] рассуждения. Обозначим через Z2 (w (п)) банахово про
странство последовательностей (a,, aJ։- ■ ал,- ■ ■), где У, а2 w (п) °°
с нормой ( у а% w (п))' 2. Если множество А, 0 ц (А) 1, является 

(я)-множеством единственности для системы ;<ря (х)1 и если Хд (х)— 
характеристическая функция этого множества, то коэффициенты

сп (Хд (х)) = 1՜ <р„ (х) 7.а (х) dx, п = 1, 2• • • (2.34)

будут удовлетворять условию

2 [сд (Хд (х)|։ w (п) = 4՜ (2.35).
л—1

Рассмотрим последовательность линейных операторов
rv(/)=(c։(A са (/), - - сл, </), О,-.., 0), Л'=1,2,--., (2.36).

где
1

СП (/) = j f (Х) (*) dX> (2*37)
в

отображающих пространство С[0,1] непрерывных на [0,1] Функций в 
пространство Z։(a>(n)).

Так как
/Л' \ 1,2 / W \1.2

|7л1= sup ( £ |с„(/)| w (п) ) >(£ |си(Хл(х)),2ш (н) ) , (2.38)
J Х/.-1 '

то из условия (2.35) следует, что [Гл՛’,-*■ -1՜ м при 7V—* оо. Отсюда и 
из теоремы Банаха—Штейнгауза следует существование непрерывной 
функции /(х), для которой

SK(ni։w(n) = 4-oo.

Автор выражает благодарность Г. Г. Геворкяну за постановку 
вопросов и внимание при выполнении настоящей работы.

Республиканский ВЦ
Госагропрома Ари.ССР Поступала 10.IL1987
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յԱն. Ա. ԹԱԼԱԼ8ԱՆ. Կապեմանի եզակիությունների և օրթոնորմալ սիստեմների puin lp դասերի 
միակության բազմությունների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացուցված են րոտ 1բ դասերի միակության բազմությունների գոյության 
.մասին թեորեմներ և նրանցից ստացված է Կաոլեմանի եզակիությունների դոյոլթյունր ոչ 
լրիվ օրթոնորմալ սիստեմների որոչ դասերի համար!

An. A. TALALIAN. On Carleman'e pecularltiet and. unlquenet* sett of 
orthonormal eyttemt with retpect to lp clattet (summary)

The paper establishes theorems on existence of uniqueness sets with respect to lp 
classes and as a corollary the existence of Carleman's pecularitics for some classes 

-of noncomplete orthonormal system.
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Н. В. ОГАНЕСЯН

РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ МОДЕЛЬНОГО 
ПОЛУЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

ПРОЕКЦИОННО-СЕТОЧНЫМ МЕТОДОМ

Рассматривается краевая задача дла модельного полуэллиптичес-- 
кого уравнения в области — (О, 1) X (0, 1) вида

Ох'1 Оу*
Ы|вэ = 0, и (х, 0)=цу(х, 1) = 0, (2)

где »2 — граница области 2. Указывается способ построе
ния проекционно-сеточной схемы, обладающей предельной точностью 
и имеющей обусловленность порядка О (А՜4).

Известно, что эллиптические операторы составляют подкласс по- 
луэллиптических операторов. В [1], [2] решения элиптических уравне
ний 2-го порядка из пространства Соболева аппроксимируются, 
например, кусочно линейными или полилинейными функциями. В [2] 
для решений бигармонического уравнения из ИГ} в качестве аппрок
симирующих рассматриваются кусочно эрмитовы кубические функции.

Для задачи (1), (2) решением будем считать функцию из анизо
тропного пространства ПГг2,4) Соболева, удовлетворяющую уравнению 
(1) и краевым условиям (2). Функции из ^2,4) имеют различные диф
ференциальные свойства по разным переменным. Поэтому решение за
дачи (1), (2) аппроксимируется с помощью кусочно линейных по х и 
кусочно кубических по у функций (или кусочно линейно-эрмитовых 
функций).

1°. Вспомогательные предложения. Пусть R" — п-мерное 
евклидово пространство действительных векторов, 2 — некоторая ог
раниченная область в R”, множество мультяиндексов а = (а1։ • • • 
•••» ап)> где а/(։ = I,• • •, л) — целые неотрицательные числа.

Определит։ классы ТР'р (й) Соболева (см. [3], [4]), где 1 =
I д‘1и 

/т^>0—целые числа, 1 < р < оо. Положим О1 и =----(։=1,.
дх1

Обозначим через №^((2) множество функций и££р(2), кото
рые имеют несмешанные обобщенные производные £) п (։ =■■= 1, • • •, п)г.- 
принадлежащие Д, (2). Для них определим норму
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М/В={| (Д1Л1'+• (3)

Пространство 17,(2) определим как замыкание множества функ
ций и£Со°(2) по норме (3). В Й^,(й) введем норму

м»-(] (4)
и

которая эквивалентна норме (3)(см. [3]. [4]).
Имеет место
Теорема 1. Пусть 2 — п-мерный куб в R՞. Если линейные 

■ограниченные в 17,(2) функционалы гк(и)(к = !>•••» М) таковы, 
■что не обращаются в нуль одновременно ни на одном отличном 
от тождественного нуля полиноме степени не выше Ц 1 по каж
дой переменной х։(։ = 1,—, п), то норма в 17,(2) вида

Ип [ -Ц 1
V \о։и\р<&+'£ 
"1 «=։ '

9

эквивалентна норме (3).
Доказательство теоремы можно получить, используя метод до

казательства соответствующего предложения в изотропном случае (см. 
{5]) с некоторой модификацией, отвечающей анизотропному случаю.

Пусть теперь 2 — прямоугольник на плоскости (х, у) со сторо
нами, параллельными осям координат. Обозначим через (хр у1)(г = ]> 
—, 4) его вершины.

Следствие. В пространстве . 17г2,4) (й) норма, задаваемая 
формулой.

Н1 ■= { У[(^г) </2+ у<,։ + 1“у(*Р ^Р)}
9

эквивалентна норме (3). (5)
Доказательство. Пусть и £ 17р' 4> (й). По теоремам вложе

ния для анизотропных пространств (2) (см. [3], [4]) функции и и 
иу эквивалентны непрерывным в 2 функциям, так что если определить 
функционалы гк (и)(к = 1,• • •, 8) по формулам: гА(и) = и(хА, у при 
к = 1,-• •, 4 и гк(и)~иу (х„_4, ук_4) при к = 5,-• •, 8, то гк(и)(к = 1, 
• •, 8) являются линейными ограниченными функционалами в 17о2 4) (2). 
Норма (5) эквивалентна норме (3), так как функционалы гк (и) удов
летворяют условиям теоремы 1. В самом деле, пусть Р(х, у)—поли
ном не выше первой степени по х и не выше третьей — по у. Тогда 

д Рлегко проверить, что из условий Р(х1։ у։) =---- (х., у^ = 0 следует,
дУ

что Р(х, у) = 0.
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Следствие доказано.
Пусть 1, и 1 — 1п)— фиксированный вектор с нату

ральными компонентами. Положим £>’=£>?••• £)ЛЛ, где Ол = — • -—-— 
г д*ь

— • •, п). Рассмотрим линейный дифференциальный оператор с
вещественными коэффициентами аа? дивергентного вида;

₽(£) = 2 (-1)|’!о’[«Л]>
(X. а)<1 
<>.?)<!

где /. = (>•։,-••, м» '• ~ : 1 = *|в'

Для функций И, и£Со°(2) положим

Р(и, у) = £ а3 
(X, ։)=1

О*и • О^У с/2.

Р(и, у) называется билинейной формой, соответствующей оператору 
Р(£»).

Определение 1. Оператор Р(£>) называется полуэллиптичес- 
ким, если соответствующая форма Р(и, у) полуэллиптична, т. е. су
ществует постоянная * >0 такая, что имеет место неравенство

Р(и, V “6 Со’(2). (6)
Пусть форма Р(и, и) полуэллиптична и симметрична, т. е. Р(и, 

у) = Р (у, и) уи, и^Со“(Я). Тогда в Со (2) можно ввести скалярное 
произведение

. (п, и)р = Р(и, у),
которое порождает норму

Нр=(“. “)1р2- (7)
Из неравенства (6) следует эквивалентность норм (7) и (4). 

Следовательно, пространство 1^2 (2) можно определить как замыка
ние множества функций и£Со (2) по норме (7), порожденной опера- 
тором Р(£>). Тогда неравенство (6) будет верно и для всех и £ ТГг (2).

2°. Постановка задачи. В квадрате 2=(0, 1) X (0, 1) рас
сматривается краевая задача (1), (2).

Умножив уравнение (1) скалярно в А3 (О) на ф£Со (2) и выпол
нив интегрирование по частям, получим интегральное тождество

Ь(и, ф) = (/, <р) у?е СГ(2), (8)
где через Ь(п, ф) обозначена билинейная форма

Г (ди д<р д’и <?’ф\

2

Очевидно, что если тождеетво (8) имеет место для всех ? С 
^Со^), то оно верно и для всех Й721,2) (2}.
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О « « о *
Определение 2. Пусть /££S(Œ). Функцию и из 1^2 (2)на

зовем обобщенным решением задачи (1), (2)> если она удовлетворяет 
соотношению (8) для всех (й)-

Очевидно, что решение краевой задачи (1), (2) из W-> ' (2) Г) 
П R^2J,,1(2) является и обобщенным решением этой задачи. Можно 
доказать, что справедливо и обратное : если обобщенное решение за
дачи (1), (2) принадлежит 1Р'/։4' ( 2) Л W?'21 (2), то оно является и 
решением этой аадачи. Известно, что решение краевой задачи (1) 
(2) существует и принадлежит IF22’4|(2) П (2). причем имеет 
место неравенство

Из неравенства (9) следует единственность обобщенного реше
ния задачи (1), (2).

3°. Линейно-эрмитова интерполяция. Покроем 2 — 
= (0, 1) X (0, 1) сеткой, образованной прямыми х = ihx, у ~ jhy, hx = 
= 1/NX, hy = l/iNy, i — 0, l,---, Nx, j — 0, 1,- • •, Л'у (hx, hy — шаги 
сетки, Nx, N y — целые положительные числа). Положим 
П//=[(х, ÿ)|։A.r < х (/ -h 1) hx, jhy < y <(/ + 1) Лу|. Назовем П// 
ячейками сетки. Обозначим через Qn — множество узлов, принадле
жащих 2 (внутренних узлов), через гА — множество узлов, принадле
жащих г*2 1граничных узлов) Положим Qh.= Qa U гл.

Для описания линейно-эрмитовой интерполяции, рассмотрим две 
функции

фЛ'(5։ О=((1-Ю(1 + 2|И)11-1Ф։. при |з|<-1, 71 <1,
I 0, в противном случае,

фР> (S։ = К1 ~ НК1 — И)а t, при |s < 1, 7| < 1,
I 0, в противном случае.

Каждому узлу (x/։ у t) £ Q* плставим в соответствие по две функ
ции (х, у) и (х, у), определенные следующим образом:

ф<)>(х, у) = ф'"(-±- -i' -f- -у
X А,. /

(Ю)
^2։ у՝)=ф(2) (֊ ֊'.֊-/ ') •

\ Лх hj '

Легко проверить, что функции ф<*> (х, у) (к = 1, 2) принадлежат 
И*’ 2>.

Пусть теперь в области 2 задана функция B^2՛4’ (Q). По те- 
оремам вложения для анизотропных пространств Соболева функции и

* Здесь и далее буквой С с индексами или без них будем обозначать положитель
ные постоянные в неравенствах, причем одной и той же буквой часто будут обозна- 
чаться различные постоянные.
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и и? эквивалентны непрерывным в 2 функциям. Исходя из этого, в 
каждом узле (х։, ^у)£ (2л положим р1] = и(х1, у}), чи = Куиу(х1г уу).

Определение 4. Функцию и(х, у) вида

и(х, у)= У (рь ф‘}’(х, у) + <?у т'уЧ*. у))
<*Ь у/)€Рл

назовем линейно-эрмитовым интерполянтом функции и в 2.
Из определения функций Ф(А) ($, ^)(Лг = 1, 2) следует, что

“(*р У,) = “(-՝(> У;)> и?(«Р Уу)=«у (хр У/)

в каждом узле (хр уу) 6 (2л-

Множество функций ш (х, у), представимых в виде

и (х. у) = (яу <]։{)> (х, у) 4- ₽/у ф^(х, у)),

где т/у, р,у — произвольные вещественные числа, образует в 1Га,։,(2) 
конечномерное подпространство. Обозначим его через Нн. Функции 

(х, у) образуют в Ял базис. Назовем их базисными функциями 
О

линейно-эрмитовой интерполяции. Обозначим через /7л множество ли
нейно-эрмитовых функций, обращающихся в нуль вместе со своими 

О
производными по у в граничных узлах сетки. Ясно, что базис Нп сос
тавляют лишь те (х, у), которые соответствуют внутренним уз
лам сетки.

Имеет место
Т е о р е ма 2. Пусть « £ В7^2, 4) (2) П 1₽21,2)(2). Тогда

11“ - йоа.2,2 < С((А4 + А,8) (А?2 + А74)}1/2-Ц214)а, (И)

где и—линейно-эрмитов интерполянт функции и в 2.

Доказательство. Обозначим § = и — и. Функция £ удов
летворяет условиям

Я (хр У/) = О V (хр у}) С (2л- (12)

Так как и (х, у) в каждой ячейке Пу является 
ше первой степени по х и не выше третьей—по у,

>2 4) £7ке Пу имеем:1. Функция ^^В7։' цПу) и 2. —; =Ох*

полиномом не вы- 
то в каждой ячей- 
д'1 и д* % _ д* и 
|>ха ду* д у*

В интеграле
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сделаем замену переменных ж = «Ах + хр у = /Ау + у Тогда

< М, № + <*) у у | (£) + (^) I 
1՛ 6

Функция g(s, £) в квадрате 5 = (0<^з, /<^1{ принадлежит 1 (*5), 
так что к1(1,2)5 < С'И(։.4)Г Согласно теоРеме 1 и следствию из нее 
норму в №՝2՝^(5) можно определить по формуле (5). Тогда, учиты
вая условия (12), получим

( Г (— ) - I </ П/7 -< С Ах АДА7։ +Ау 4) М(2,4)5<
3 3 \дх/ \дуу | .

По

< с л, ли«-’**;*) }| ([^«) +(֊«) |лл- 
о о

= С кх Ау (А72 + А74) | | |ЛЛ’

О о
о I 1 Т <?’ И , 2 <?’ ИВернемся к старым переменным (х, у). 1ак как —- =ЛХ —— г

, дз2 дх2
д* и ,4 а՝ и-^—^=пу—то получим

Пу

< С(Л7’ + Л7‘)<л; + л» 1’ (’ [(£г)’ + | </П„. (13)

"и
Это неравенство имеет место для любой ячейки Пу с одной и 

той же постоянной С > 0. Суммируя неравенства (13) повеем Пу, об* 
разующих получим неравенство (11).

Теорема доказана.
4°. Построение проекционно-сеточно схемы. В каче

стве проекционно-сеточного алгоритма приближенного решения задачи (1), 
(2) выберем метод Галеркина.

Пусть для Й определена сетка. Будем считать, что внутренние 
узлы сетки перенумерованы в каком-то порядке. Обозначим через 
(ха> Ук> А-тый узел, а через -^(х. у), г = 1, 2, функции вида (10), со
ответствующие узлу (х*, ук).
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В качестве координатных функций метода рассмотрим базисные 
функции линейно-эрмитовой интерполяции. Положим «р* (лг, у) = ^\х, у) 
при к—\,--, М и ?А(х; у) = №м(х, у) при к = М + 1,- • •, 2М, где 
М— число внутренних узлов. 

*** о
•Определение 5. Функцию у^Нъ. вида 

~ глг
«(•՝» у) = 2 «Л (у. у)

назовем приближенным решением задачи (1), (2), если она удовлетво
ряет интегральному тождеству

Ь(о, Ф) = (/, Ф) (14)
** о

для произвольной функции Ф £ //*.
Систему сеточных уравнений для нахождения параметров оп

ределяющих функцию у(х, у), запишем в виде

Ь(о, = ?,)» I = !»•••, 2М
или в матричной форме

А1> =-/, (15)

здесь V = («„• • •, и2М), 7= (/։•• • •» /2М), ^ = (1, ?,), -<4 = (/и), =
= Ь (<рр <р2) = 1ц, I, к — 1, --, 2М. При некоторой нумерации узлов՜ 
сетки матрица системы (15) имеет вид

• л-(*■*•),\К, К,)

где КА. К2, К3— теплицевы, блочно-трехдиагональные матрицы размер 
ности Л/ X М (причем каждый блок этих матриц, в свою очередь, 
есть трехдиагональная матрица размерности (Л/х — 1) X (Мг— 1)). Для 
решения этой системы можно предложить модифицированный метод 
последовательной верхней релаксации (см., например, [6]). Из нера
венства (6) следует положительная определенность матрицы А, а зна
чит, и однозначная разрешимость системы (15).

Из полуэллиптичности формы Ь (и, ср)(х= 1) и из неравенства 
— о

Коши—Буняковского для приближенного решения V (х, у) £ Нь с 
cWշ^2\Q) имеем

О^Цо (1, ։,о -<Е(о, о) = (/, «) -С

М/, (Я) 'Мд, (Я) И/Ь, (9) ' Но (I, 2) 3*
Отсюда

Мо(1,2) а С Ик, (а,՛

В силу последней оценки имеет место непрерывная зависимость 
<от / и краевых данных (в нашем случае, нулевых).
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5°. Оценка скорости сходимости. Как было отмечено,, 
решение задачи (1), (2) существует и принадлежит l??՜' П(2) Л ’(2)*

Из интегрального тождества (8) для обобщенного решения и 
тождества (14) для приближенного решения следует, что

L(u-v, ф) = (м—v, о֊Ф) «721,2։(2)> vHW-

Полагая = и — v, Ф = и — и, где и — линейно-эрмитов интерпо— 
лянт функции и в 2, получим

L (и — V, и — о) = L (и — Н — “)•
Тех как форма L (и, <р) полуэллиптична, то из (6) и из. неравен

ства Коши —Буняковского следует, что

||и— < L (и — V, и — v) = L (и — V, “ и) <

< ||и ֊ «По (1> 2,2 < Й — “Ilo (1,2)2-
Отсюда имеем

1“ — Ч (1, 2)9 < 1“ — “Io (I, .')□•

Пусть Л 0. Выберем шаги hx и Ау так, чтобы hx ~ К1, hy ~ А,, 
тогда из теоремы 2 получим

IIй “Но (i. 2)u С A’ ||u||(։, 4J в, 
откуда следует искомая оценка точности ■

Ди Ч ayj С А5 ||и||(г> 4) a՛ (16)'
Пользуясь схемой получения оценки TV-поперечника из [2], мож

но показать, что оценка скорости сходимости (16) неулучшаема по- 
порядку.

6. Обусловленность матрицы проекционно-сеточ
ной схемы. Оценим спектральное число обусловленности Р(А) мат
рицы А системы (15), которое определяется следующим образом:

Р (•'4) == Imsx/lmln, 
где Хта։ и /-пип — наибольшее и наименьшее собственные числа матри
цы А.

1т«х и Xmin определяются с помощью отношений Рэлеяг

. _ (A v, v) . . (A v, v)'-шах — шах - _ , лт]П — шт —=—=----- ,
vrO ( v, v) Т*0 (v, v)

—- vqR-m v^R^M
где (•, ■) — скалярное произведение в R2M.

Прежде чем приступить к оценке Р(А), получим некоторые не
равенства для линейно-эрмитовой интерполяции.

Пусть w £ И2'4)(2)п Й1>2) (2), w — линейно-эрмитов интерпо- 
лянт функции w в Q. Обозначим через w вектор, координатами кото
рого служат параметры а^, а™, где
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«<}’= “ (*/. УР> = “у (*г Уу) ((V У,) ~ <2л).
Лемма. Для линейно-эрмитовой интерполяции имеют место 

.неравенства.

М1о(1,2)а < С։ (А71 Лу + Ах Л7 У2-^. “УЛ (17) 

|“Ьа,։)я > С։ (Ах Ау)1/2-(то, то)։Л (18)
Доказательство леммы аналогично доказательству соответствую

щих неравенств для эрмитова восполнения (см. [2]).

Теперь имеем Ь (о, и) = (Л V, и). Из неравенств (17), (18) сле
дует, что

(А V, о) Кх Ку (и, о).

(А о, V) С Кх1 Ку + Ах Ку*) (и, и).
Так как Ах~Аа, Ку — К, то получим

^т!п С\КЛ, 1пих < С։А"։.
Отсюда следует искомая оценка числа обусловленности

Р(Д) = О(А-4).
Ереванский государственный 
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Ն. Վ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Մոդելային կիսաէլիպտիկ հավասարման համար աոաջին եզրային 
խնդրի լուծումը պրոեկցիոն-ցանցային մեթոդով (ամփոփում )

Հոդվածում դիտարկվում է հետևյալ ե գրային խնդիր մոդելային կիսաէլիպտիկ հավասար

ման համ *"Զ = (0, 1)>ճ ք<)։ 1) տիրույթում

ձ2ս , Ժ4ս . 
Ժր։ ~ Ժց* ք'

«|ժց = Օ> (*» Օ) = (*' !) = Օ>
որտեղ ք £ Լշ (Զ): Այդ խնդրի մոտավոր լուծման համար կաոուցվում է պրոեկցիոն-ցան
ցային սխեմա գծային-էրմիտյան ինտերպոլյացիայի հիման վրա։ Ցույց Ւ տրվում, որ այդ 
սխեման ունի սահմանային ճշգրտություն և ) կարգի պայմանավորվածություն։

N. V. HOVHANNESIAN. Solution of the firet boundary value problem for model 
eemielliptlc equation by the project Grid method (Summary)

Tbe paper considers the boundary value problem for model semielliptic equation: 

d*u t d*u , 
dx1 ' dy* ' Z’

ulde=°> Uy(X> °) = “y(J:> l) = 0,
where 2 ■= (0, 1) X (0, 1), f €ia(2)- To approximate solve of this problem, the pro
ject grid scheme based on linear Hermite interpolation is constructed. This scheme 
.has optimal accuracy and condition of order O (A՜4).
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К. С. КАЗАРЯН. А. С. САРГСЯН

РАСХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ РЯДОВ ФУРЬЕ 
ПО СИСТЕМЕ ЧИСЕЛЬСКОГО

1Ч. Введен ие. В настоящей работе получены оценки снизу 
для функций системы Франклина и с их помощью доказываются два 
результата, касающихся системы Чисельского [1].

Система Франклина определяется с помощью функций Шаудера:
/

То(0 =!» тл(0=у■/.„։•) б՜, Шо, 1], п = 1, 2, --, 

о
где /п(п = 1, 2,•••) — функции системы Хаара (см. напр., [2]). Систе
ма Франклина получается из системы Шаудера с помощью ортогона
лизации методом Шмидта:

/я(<)~ (1>

где /.Ля>0, п = 1, 2,--- (см., напр., [22]).
Опираясь на результаты 3. Чисельского ([3], [4]}- мы доказыва

ем следующую теорему.
Теорема 1. Пусть п = 2т + V, т >2, 1 < 2” и точки

6(1 = 0, !,•••, л — 1) определяются условиями (4). Тогда для функ
ции системы Франклина справедливы следующие оценки:

1) 1/л-1(О1 + 1/пЮ1>а-2т'2

при <2»-з+2-ж] и 2<ч^2'՞— 1;
2) '/։т+1 (01 + 1/2т+2(01>а-2т/2 при ^[о, _Ц;

յ

3) |/2т+։_2(О1 + 1/։т+1_з(О1> а-2՞1'2 при <е[1-24й« !]’ 

где а > 0—абсолютная константа.
Используя эту теорему, мы докажем два факта, относящихся к 

некоторым равномерно ограниченным полным ортонормированным сис
темам (ПОНС), которые получаются с помощью системы Франклина.

Определение 1. Равномерно ограниченную ПОНС {шЛ)п^-о бу
дем называть системой типа (Г— (Г'), если функции {и)л1пЯ*2ти можно- 
получить ортогональным преобразованием набора функций Франклина 
{/-}2тТт ,» ■
” 'л=2т + 1
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Система Чисельского [Сл)”=о является системой типа (/*’ В^),
для которой соответствующие ортогональные преобразования опреде
ляются с помощью матриц Уолша—Пэли (см. [1]).

Первый вопрос, который мы рассматриваем для систем типа 
(А— 17) это вопрос о возможности мульта 1ЛИК1ТИВОГО дополнения 
ло базисов 1 < р < °° их некоторых подсистем Р. Боасом и 
Г. Поллардом [5] была доказана следующая

Теорема А. Пусть [ул)«=о — некоторая ПОНС на отрезке 
'[а, 6]. Тогда для любого натурального числа И существует огра
ниченная функция т(х) такая, что система |т(х) уп(х)\п=н «1 яв- 
ляется полной в пространстве Ъ\ . ы-

В дальнейшем Дж. Прайс и Р. Зинк (6] дали описание систем 
функций, обладающих таким свойством.

В работе Бен—Ами Брауна [71 было доказано, что если система 
(яЛ(х)|?-1 является базисом пространства 1 С р < со, то для

.любого натурального числа /V можно найти такую ограниченную фун
кцию т (х), чтобы для любой функции /6-^1«. *1 существовал ряд 

°О
У с1։т(х) ул(х), который в норме Ар,») сходился бы к /.

-*=Л'+1
В работах [8], [>], [10] был исследован вопрос о возможности 

мультипликативного дополнения до базиса в /Д 1 -С р < ос некоторых 
минимальных систем. В частности, была доказана следующая (см. [8 
[9]>.

Теорема Б. Пусть |#Л (х]^—равномерно ограниченная ПОНС 
на отрезке [а, 6|. Пусть, далее, система [£л(х))”=1 обладает свой
ством (А), т. е. существует положительное число а^>0 такое։ 
что для любого натурального числа П՝ найдется такое натураль
ное число Н1, что имеет место равенство

' и £•? = Ь - а,

-։де
£’*={хС[а, 6]:|^д(х)|> а}.

Тогда для любого натурального числа П и измеримой функ
ции т{х) система ,'т(х) £п (х)|“=,у+1 не является базисом ни в од
ном из пространств Ца, д|, 1 < р оо.

В работе [11] была построена равномерно ограниченная ПОНС, 
из которой можно таким образом удалить конечный набор функций, 
чтобы оставшуюся систему функций умножением на некоторую огра
ниченную функцию превратить в базис пространств 1), Кр^оо. 
Это показывает, что теорема Б не имеет места, если снять требова
ние, чтобы система |^Л|Я^1 удовлетворяла условию (А). Отметим, что 
в пространстве А1 теорема Б справедлива без требования о выполне
нии условия (А). Это следует из результатов работ [12|, [13]; [14]» 



Расходимость рядов Фурье 405-

в которых независимо было доказано, в частности, что равномерно 
ограниченная нормированная система не является базисом ни в одном 
весовом пространстве А(>).

Из теоремы 1 легко можно вывести, что для систем типа (/•—1^) 
выполняется условие (А). Действительно, если |и։я|“=0 является сис
темой типа (Г — №), тогда из теоремы 1 и определения 1 очевидно 
имеем :

£՝№ ХН°> Л- (2)
Л-2 •• - I 2

Таким образом, применяя теорему Б, получаем, что справедлива 
Теорема 2. Пусть |шп!/Г-« является системой, типа

Тогда, удаляя любой конечный набор функций из этай системы, 
оставшуюся систему функций невозможно умножением на неко
торую измеримую функцию т(.с) превратить в базис некоторого 
пространства £(о, 1|> 1 % р 00 •

Следующий вопрос, в изучении которого мы используем теоре
му 1, это вопрос о существовании расходящегося почти всюду ряда 
Фурье для систем типа (/• — №'). В работе [15] можно найти обзор 
последних результатов для ортонормальных сплайн систем.

Историю вопроса, касающегося расходящихся рядов Фурье, мы 
подробно не будем обсуждать. С обстоятельным изложением этого- 
вопроса можно познакомиться по статье П. А. Ульянова [16]. Необ
ходимо отметить, что первый пример расходящегося почти всюду ря
да Фурье по тригонометрической системе был построеч А. Н. Кол
могоровым [17]. По всей видимости важную роль для дальнейших ис
следований сиграла '.акже работа И. Стейна [18].

Общую теорему о расходимости рядов Фурье по произвольной 
равномерно ограниченной ОНС на множестве положительной меры до
казал С. В. Бочкарев [191. В дальнейшем мы используем теорему С- 
В. Бочкарева в некоторой видоизмененной форме, поэтому приведем 
ее в нужной нам формулировке.

Теорема В. Пусть — равномерно ограниченная ОНС 
на отрезке [0, 1]. Пусть, далее, Т— некоторое множество поло
жительной меры такое, что выполняется следующее условие: су
ществует последовательность натуральных чисел [ЛГ/17-1, А։

такая, что для любых х£Т и ЛГ>0 можно найти чис
ло т~> IV. чтобы

(т+1) -1

где р 0 некоторая константа.
Тогда существует функция / 6 ^-[о. 1] такая, что ряд 

1
У, о-, 8к (х), где ак = ( /(/) £. (<) Л неограниченно расходится на:

*=1 ио
некотором множестве ТхсТ, [Г^^О.
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В справедливости такой формулировки теоремы Бочкарева мож
но убедиться, внимательно проследив за ходом доказательства этой 
теоремы. Отметим, что аналог теоремы Колмогорова для ПОНС не 
имеет места, так как для любого множества £сс[0, 1], имеющего не
полную положительную меру, Существует равномерно ограниченная 
ПОНС на отрезке [0, 1] такая, что ряд Фурье любой функций

1| почти всюду сходится на множестве £ (см. [20]).
Справедлива следующая
Теорема 3. Пдсть (шЛ (х))“-о — ПОНС типа (Г— 1£'). Су

ществует интегрируемая на отрезке [0, 1] функция / такая, 
что ряд

1

2 а* (/) (х). где а„ (/)=(/(/) ш* (() ф, (3)
*=11 и

и

неограниченно расходится почти всюду на отрезке [0, 1|.
2°. Предварительные резуль та т ы. Используем обозна

чения работы [3]. Пусть 5Я [/]— л-я частичная сумма разложения 
функций по системе Франклина и

где я = 2" + V, т — 0, !,•• •, 1 < V•< 2՞, а <ря ({) — п-я функция Шау- 
дера.

Обозначим ’)։ = ||<(/<), где точки определяются следующим об
разом :

։ = 0, ]»•••, 2* —2,2т+1 ,

где л=21" + ՛», Л1 = О, 1-С * < 2'”.
Для 71,(0<.։<л — 1) получены следующие неравенства (см. [3], 

стр. 147):

Чъ-г > ’Ь,—з >'' ’ > ~ 0,
(5)

Ъ-1 > ֊ > • • > (- I)՞-1 г/я_։ >(֊!)“ ^_։.

Рассмотрим еще одно разбиение отрезка [0, 1] с помощью точек 

֊4 ’ / = !.•••, 2*, 

\ =■֊ . (6)
֊' /~2* + 1.-~,л,

где л = 2՞ 4- V, т == 0, 1, ■ • •; 1 < V < 2т.
В точках Тр определяемых в форме (6), значения л-ой функции 

Франклина с помощью определяются так (см. [4], стр. 294)
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)'пп

7| ^пп 2

-"Л, к = 0. I,..., 27 —2 
, £ = 2у —1 (7)

—2 , к — 2у, • •, п.,

тде т) = —Л

ДЛЯ 7}

~ т<а»-։ — ’Ь.-з а > ля определяется из равенства (1). 
0 < к <֊ п — 1 получены также следующие формулы (см.

{4], стр, 294-295)

7) = (- 1)*---- ------------  т( г< 0 < к < 2* - 3,'* сЪа(2^-21
«+4 сЬ а (п — 1 - к) „

Ъ=(~ 1) ֊г—;------֊ ^,-1. А = 2'. • • •, п-1.■сп а (п — 2^)
1 .. Г,т

Ъ-1
сЬ а (п — к) 
сЬ а (п — 2)

. . .* сЬ ак
7!*=|(-1) -Г՜7---- 57сп а\п — 2)

А = 0,..-,я-2> 7 = 2".

(8)

(8')

(8")

т 2

В формулах {8)—(8") а — положительное решение уравнения сИа = 2.
Теорема Г. (см. [4], стр. 293). Пусть п = 2՞1 + V, т 0, 1 <7 

^7^2'" и определяются из условия (6). Тогда имеют место 
■следующие оценки:

с1-2я’/2е-о'‘-<г’-1»1<(-1)4+1/л(--)<с։-2'П'։ е-°1*֊ <”֊’»։,

■где е" = 2-гУЗ, «ч =
2+ Уз 
ЗрЗ

с, = 4 /3(2-Ь УЗ).

Из (5) и (7) следует, что

(9)

Лемма, (см. [3^ стр. 148). Абсолютный максимум п-ой функ
ции Фраклина определяется следующим образом:

/п (ч»—г) ^>/л (“л—з) > ■ • ■ /л (-|) > /л ("о)

-/„(-.4-1) >/«О2,) >•■•>( -1)՞՜-’ л (֊ 1)Л-1 /л (-л)

(Ю)

3°. Доказательство теорем 1 и 3. Доказательство теоре
мы 1. Рассмотрим три случая: 1) когда 1<^7<^2Ш; 2) когда 7 = 2"; 
3) когда 7=1.

Предположим, что 1 << 7 < 2т. Оценим отношение

7-408

С(Л) _ \/п (&>-з)|
|/„ (#2։-։)|

(И)
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Из (7) и (8) легко получаем, что
(а) 1^-з1 ch a (2v- 3)
’ h2,_։l cha(2v —2)

где ch а = 2 и а > 0. Откуда сразу получаем, что
9

2‘՜“ “ 7^71 ' (12>-

Из линейности функции fn(t) на отрезке [б,-з> 6,-г] и (9)—(11) име
ем, что

/n0)=Afa-2) + c?’/,,(<2,~2) (13)-
42v—2----*2-<—3

Из равенства (13) найдем точку Zo'J € [*2»~з» fa»-։]» где/п (/о’’) =0..
Очевидно, что

с(л)2֊л։֊1
4”=^֊»+-^«) 4^-' • (14)

Из условия (9) получаем, что для функций /я_1 справедливо не
равенство

|Л-1(6,-з)|>1/л-1(6.-2)|.

Следовательно, для точки £ [6»-з» 6»-։]> где }п-л (4’))= 0, выпол
няется условие

6»-з + #2»-|а
------- о---------  (15>

Из (14) и (15) сразу получаем, что

2

(Л)2-Л|- 
Gv X

>—•2՜” 
' 7

(16)

Отсюда и из линейности функции /Л-1 на отрезке [6»-з, fe»-a] 
получаем, что

(6—з)|.

легко

(17)'

Аналогичным образом, используя условия (16), получаем

- *■ 2 ) >-Тл-|/л(^-2)1. (18>

Из (17) и (18) непосредственно следует, что

|/л (01 + 1/л-1 (01 > ֊֊Г min [1/л-։ (6,-з)|, 1/л (fa,-a)|] (19)

при ^[<2,-3, 6,-а].
Перейдем к получению подобной оценки на отрезке [6-,-2, /']» 

где 0 = — (/2,-2 4֊ 6,-1). Из условия (10) следует, что график функ

ции /Л на отрезке [6,-2, 6] гересекается с осью 0/ левее центра этого<
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отрезка. С другой стороны, из условия (9) очевидно, что функция 
/„ 1 на отрезке [6,-2, 6] не равняется нулю. Следовательно

1Л-1К)1 + 1/л(*)1>
+ з-2-т-3), |/»(<։,-։ + з-2՜3՜’

-^|/я֊1(б,-2)!, vlAR’M
8 4 (20)

при /£[б»-2, *»]•
Таким образом, из (19) и (20) получаем, что

1/,֊1(0! + 1/л(01>₽-2 ' (21)
при t £ [6,֊31 6«-з 4- 2 '"], п — 2” + v, т = 0, 1, • • -, v=2, 3, • • •, 2m—1; 

р = —— и точка 6, з определяется из условия (4).
84

Рассмотрим теперь случай, когда t (- 1 — g'm+i '>

ЗУ сумму |/2m+l_j(/)|4-|/am+l_3(0l-
Пусть

и оценим сни-

йв)€[1֊֊+֊.1р։я+>_։(Г)»о

и

<ГЧ|1-рт-. 11 (1Г) = о.

։
Тогда подобным рассуждением, как и при доказательстве условия (14), 
мы уже конкретно получаем

t(2m) =1---- —■2~т, f(3m} = 1---- — 2՜՞1
3 8

Отсюда, как и выше, выводим
IZzm+1—2 (*)| l/jp**1 з (f)|

ПРИ 1՜՜ ’̂ 1 •

Таким образом, из условия (8) имеем
1/2м+1_8(014'1Аж+1_з(<)1>₽1-2я։'’

при fdl- 1], где ₽, = ֊֊ 
1 л J 1ОУ

И, наконец, рассмотрим случай, 
сумму l/2m+1 (f)| + l/jm^.2 (01-

, п=2ж+1, m = l, 2,--- . ■ .

когда <^[0, l/2m+1 ] и оценим 
՛ - —- I’

.. ■ гл Oil.: ՝ :
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Учитывая, что функция (Л достигает своего наибольшего 

значения в точке /=0, а функция /2т+2(Л~ в точке I = дт+Г» то- по՜ 
добным рассуждением, как и выше, получаем следующую оценку :

|/2т+։(0/4|/2Я,2(П|>8։-2'П'։ при
где?>_тЬ՜'

Доказательство теоремы 3. Предположим, что для любого 
числа е>0 существует интегрируемая функция такая,
что ряд

2 с* (/.)«■>*(#) 

» = 0

расходится на некотором множестве £,, |£՜, | > 1 — е. Из этого пред
положения легко можно вывести, что существует функция£|о, 1| та
кая, что ряд (22) неограниченно расходится на отрезке [0, 1]. Дейст
вительно, отсюда с помощью стандартных рассуждений получаем, что 
существуют функции /Л £

Р*(0 = 2 ау®/(0» Л = 1, 2,-
>=«*

где пд < т4 п։+։, такие, что <-^г՜ и

|2 О/ (Ошах
л4 < I < р < /лА

к, |£4|>1-2-а.

Откуда очевидно, что для функции

/(0= 2 РИО
*=։

выполняется утверждение теоремы 3.
Если наше предположение не имело бы места, тогда из теоремы 

Сакса (см. [21], стр. 36) получили бы, что существует множество 
Гсф, 1] такое, что для любой функции <р £ Цо. ц 

Ит 11] «*(?)«*(<)
■1*=1

< оо п. в. на Т,

и для любой функции <р^МсЦо, ]], где М—множество второй катего
рии в пространстве £[о, 1)

л
Ит V а. (<р) шА (0 = + оо п. в. на Тс, Л-+- 

где Г = [0, 1]\Г.
Если {7| > 0, то отсюда, из неравенства (2) и теоремы В прихо

дим к противоречию.
Теорема 3 доказана.

Институт математики;
АН Армянске! ССР, ■՛
ВЦ НПО ММП Арм.ССР Поступила 2. XII. 1987
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Ղ. и. ՂԱԶԱՐՑԱՆ, Ա. Ս. ՍԱՐԴՍՅԱՆ. Չիսելսկօւ սիոաեմով Ֆուրյհի շարքերի համարյա ամե
նուրեք տարամիտությունը (ամփոփում)

Ֆրանկ լինի սիստեմի ֆունկցիաների համար ստացվել են ներքից գնահատականներ» Որոնց 
օգնությամբ ապացուցվում է, որ որոշ հավասարաչափ սահմանափակ օրթոնորմավորված սիս
տեմների համար գոյություն ունեն համարյա ամենուրեք տարամետ Ֆուրյեի շարքեր։ Որպես 
հեղինակներից մեկի նախկինում ապացուցված թեորեմի հետևանք ստացվում է նաև, որ այգ 
սիստեմներից վերջավոր թվ"վ ֆունկցիաներ հեռացնելուց հետո մնացած սիստեմը մուլս։ ի- 

պլիկատիվ եղանակով հնարավոր չէ յյ' 1<р<СО տարածություններում դարձնել րադիս,

K. Տ. KAZARIAN, A. Տ. SARGIS1AN. Divergence of almott everywhere 
Fourier—Cietieleki tyitem (summary)

It this paper estimates from below for the Franklin functions are obtained- 
With the help of these estimates, it is proved, that for some uniformly bounded com, 
plete orthonormal spline systems (included the Ciesielski system), there exist Fourier 
series diverging almost everywhere. As a consequence of a theorem proved earlier by 
one of the authors, it follows, that after removing a finite number of functions from 
these systems it is impossible multiplicatively to complete the remaining system up 

to the basis in Z֊(o, ip
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. В. КАКОСЯН

ОБ ОЦЕНКЕ БЛИЗОСТИ ДВУМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
С МОНОТОННО ВОЗРАСТАЮЩЕЙ ФУНКЦИЕЙ 

ИНТЕНСИВНОСТИ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАРШАЛЛА-ОЛКИНА

Хорошо известна значительная роль, которую играют одномер
ные распределения с монотонно возрастающей функцией интенсивно
сти (ВФИ-распределения) в математической теории надежности (см. 
[1]). При атом существенный интерес представляет сравнение ВФИ- 
распределения с показательным. В [2] и [3] приведены оценки близос
ти ВФИ-распределения к показательному, выраженные в терминах 
первого момента и значения плотности распределения в нуле. Одна
ко для теории надежности весьма важным являетрассмотрение мно
гомерного случая, в котором роль показательного распределения пе
реходит к распределению Маршалла—Олкина (см. [4]).

Ниже мы докажем неравенство, являющееся аналогом утвержде
ния [3], ограничившись, для простоты изложения, двумерным случаем.

Как известно (см., например, [4]) распределение В называется 
двумерным с возрастающей функцией интенсивности (кратко ВФИ- 
распределением), если

Л (х, + О ։ Л (*а 4- 0 , /?(х1 + *, ха + ,
Л (*։) ?(х1։ ха)

являются невозрастающими функциями по каждой из переменных х։ 
ха при любом фиксированном £>0. Здесь Р/(։ = 1, 2) — маргиналь
ные распределения, соответствующие Р, аР(х։, х2)=Р(Аг1>х1, ЛГ։>х։}, 
где (ЛГ։, Х2) — двумерная случайная величина с функцией распределе
ния Р. Поскольку координаты Хц Х2 рассматриваемой двумерной 
случайной величины имеют в приложениях смысл времени безотказной 

;работы некоторого устройства, то мы будем считать, что Хг > 0 
(։' = 1, 2), т. е. Р(+0, + 0) = 1. Обозначим

!(^։> ха) • *1 Ха 0}, == {(хц х2) 5 0 Х| Ха}.

Т е о р е м а. .Пусть Г(х1։ х։) — ВФИ-распределение. Допустим, 
что функция Г дифференцируема в каждом из множеств Поиме
ет там ограниченные частные производные:
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и существуют пределы

lim j—(■*։> xt)=aip l = ^> 2» / = 1» 2-
(.г., Х.)-(0, 0), (Х„ Л16О/ VX)

f С 1 Г  j' 1
7 = min — an l — Z7՝ (x, dS dx ~ an

У

Обозначим

уГ(х, у) dy dx —
б " б 0 0

- У
х? (х, у) dx dy— а„ I — I Л" (х, у) dx dy I 

oJ У о ’

Тогда
sup |F(x։, Xa) — exp {a։i x։ 1֊ au x, + 

Xi>0, X։>0

+ (an —a։i)max(x։, x։))J < C]fl — 7 /Д (1)<
где C—абсолютная постоянная.

Доказательство. Известно, что если (Xit Х3) имеет ВФИ— 
распределение, то для любых a > 0, 6^>0 величина maxfa^, b Х3)- 
имеет одномерное ВФИ-распределение. Выберем «^]0, 1] и рассмот
рим величину = min (a՜1 Xt, Xt). Ясно, что P( У«^-х) =F(a x, x).. 
В силу результата [3]

supx>0 i^a *’ x) ~ exp Kaa։i + x>։ <

<2^14- (aa։i + a։i)

0
Интегрируя последнее неравенство по. а в пределах от нуля до еди
ницы, получаем

suPx>0 (ax> х) ~ ехР Kaa։i + <*։։) x]/da <

1
1 + j (а a։։ 4֊ аи) j* F (a x, x) dx di — 

oo- J

J՝ F(ix, x) dx

- 1

dx j aF(a x, x) da
о 0

= 2

Таким образом, если обозначить

G(a) = sup^>o|F(ax, х> — exp {(aa2։ -|- a։։)x||,. to
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JG (а)|։ <2 11 + an [֊ Г gF(g, х) dy dx 4- 
J х‘ J 
о о

+ Oja J — J F(g, х) dg dx | < 2 (1 — 7), 

0 0
где H։ означает норму в пространстве £’ ([0, 1]). В силу результата 
[5] отсюда следует, что

sup0<Ma|G(“)l<cVf^V^’ (с<2(1 + ^֊)р/’А).

Обозначая ах = х։, х = х։, отсюда находим, что
supu,. jr,)6D. \F (*i. ха) — exp (a։i x։ 4֊ a„ x։)| < C J/՜ 1 — 7 'JM՝-

Аналогичным образом, рассматривая величину Z? = min (Хх, 0՜1 ЛГ։),. 
Р£]0, 1], и применяя к ней рассуждения, изложенные выше, для Ya 
получаем

sup |F(xn х։) —exp(an х, 4-at։xa)KCVl —Т ЮИ- (3)< 
(Хь Х,)6О1

Однако луч х։ = х։, х։ ^>0 входит как в Dx, так и в D3. Поэтому 

d J др ,п пч , дЁ(0, 0) , ,—/-(х,, х) =^— (0, 0)4-------¥֊----- = alt 4-an—а։14-а։а.ax [x=o Ox։ ux3
Отсюда и из (2), (3) вытекает требуемое неравенство (1).
Ереванский институт
народного хозяйства Поступила 11.XII. 1987
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