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Ի ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 

գել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա* ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա
լը' ոչ ավելի քան Տ—6 մեքենագրված էջ»

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավւպով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիա յի հատուկ որոջմամը»

2. Հողվածները պետք Լ ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցևչ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
ե ռուսերեն քեղուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հալվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակէԼել 
Համապատասխան լեզվով»

3. Մեծատաո լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք Հ ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը երկու գծիկով 
վերևում» ,

Հունական տաոերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4» Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում»

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում»

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը»

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղին՛ակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
11. Հեզին ակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24 բ» Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա*»
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УДК 517. 547, 24

Р. А. АВЕТИСЯН, Н. У. АРАКЕЛЯН, А. А, ГОНЧАР

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

Известная теорема Данжуа—Карлемана—Альфорса (см. [1] и [2], 
стр. 234) утверждает, что если целая функция / при некотором нату
ральном р удовлетворяет условию

lim г-p՞ T(r, f) = 0, (1)
Г—

то число ее конечных асимптотических значений и, более того, число 
соответствующих асимптотических мест строго меньше р. В условии 
(1) неванлинновскую характеристику Т (г, f) можно заменить на 
logAf(r, /), где

.ЛГ(r, J) = sup |/(z)|. (2)
i»;-r

Отметим следствие указанного результата, известное под назва
нием теоремы Данжуа—Карлемана—Альфорса: целая функция конеч
ного порядка р имеет не более чем 2р конечных асимптотических зна
чений. Более сильное следствие мы получим, заменяя в этом утвер
ждении числе р нижним порядком X функции /.

Вопрос о количестве асимптотических значений мероморфных в 
С функций исследовался в ряде работ (см. обзор [3], стр. 52). Л. 
Альфорс доказал (см. [4], стр. 310—314), что условие (1) гарантиру
ет, чтобы часть асимптотических значений функции /, состоящая из 
так называемых прямо критических точек обратной к f функции, со
держала менее р точек. С другой стороны, было хорошо известно, 
что порядок мероморфной функции не лимитирует количество ее асим
птотических значений (см. [5], пример на стр. 92—93, а также [2], стр. 
161-163).

Из сказанного, казалось, напрашивается вывод, что для мероморфных 
функций трудно ожидать выполнения утверждений типа теоремы Дан- 
жуа-Карлемана-Альфорса. Пожалуй, единственным обнадеживающим ре
зультатом, относящимся, правда, к довольно узкому классу функций, яв
ляется давний результат Валирона (см. [6]—[7]): если Г (Л f)=O (log։r) 
при г-> оо, то тогда мероморфная функция f может иметь не более одно
го (конечного или бесконечного) асимптотического значения. Это заклю
чение впоследствии было распространено '(Тумура, [8]) на мероморфные 
'функции, удовлетворяющие условию

iimZKzL< + oo. (3)

77Z log’г
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Основной целью настоящей работы является решение следующей за
дачи: каким ограничениям надо подчинить рост числа полюсов мероморф
ной функции (с учетом роста ее характеристики) для того, чтобы для ко
личества всех ее конечных асимптотических значений выполнялись зако
номерности типа теоремы Данжуа-Карлемана-Альфорса? Ответ содержит
ся в теореме 1 этой работы, охватывающей отмеченные выше результаты 
и ряд новых.

Доказательство теоремы 1 основано на мероморфном аналоге обобщен
ной теоремы Фрагмена-Линделёфа—теореме 2. Эта последняя, а также 
вытекающая из нее теорема 3, являющаяся аналогом другой известной, 
теоремы Линделёфа, представляют, как нам кажется, самостоятельный ин
терес.

Одним из средств исследования рассматриваемых вопросов является 
математическое понятие емкости плоского конденсатора и ее свойства (см. 
[9] и [10]). Оно играет важную роль в вопросах наилучших рациональ
ных приближений и их применений (см. работы [11] — [12] одного из ав
торов, содержащие также формулировки и доказательства ряда общих 
свойств этого понятия). Заключительная теорема 4 настоящей статьи, 
представляющая еще одно такое применение, обобщает на случай меро
морфных функций и усиливает основные результаты работы [13] о ско
рости наилучшего рационального приближения целых функций на асимп
тотическом пути.

Не входя в детали отметим, что обсуждение рассматриваемых здесь 
вопросов стимулировалось также результатами [14] о наилучшем прибли
жении мероморфными функциями.

Настоящая работа состоит из двух параграфов. В § 1 приводится фор
мулировка теорем 1—4 с необходимыми определениями и комментариями, 
а § 2 посвящен доказательствам.

§ 1. Формулировка результатов

1°. Для меромоофной в С функции / величина а£С называется 
асимптотическим значением, если существует такая уходящая в 
бесконечность непрерывная кривая Г — Г (а, /), что

Нт /(г) = а.

При этом, Г будет называться асимптотическим путем (для функ
ции / и значения а). Асимптотические пути Г,=Г։(а, /) иГа=Г։(а, /} 
назовем эквивалентными, если а1 = аа = а и, кроме того, существу
ет асимптотический путь Г3 = Г3(а, /) такой, что оба множества Г։ П 
Г) Г3 и Г։ П Г3 непусты и неограничены. Кратностью асимптотическо

го значения а назовем (максимальное) число попарно неэквивалентных 
асимптотических путей |Г։(а, /)| (которых может быть бесконечное 
множество).

Перейдем к формулировке основного результата настоящей ра
боты. Здесь и далее будем придерживаться общепринятых обозначе
ний неванлинновской теории (см. [4] и [2]). В частности, Т(г, /) озна֊
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чает неванлинновскую характеристику мероморфной в С функции /, а 
n(r, f) — n(r, «>, f) — число ее полюсов, лежащих в круге |z[O, с 
учетом кратности. Величина М(г, f) определяется согласно (2), а по
рядок р и нижннй порядок X функции f—формулами

р /) , л= Jim .
log Г г-»- log r

Теорема 1. Пусть f—мероморфная (в С) функция и р 1— 
натуральное число. Предположим, что существует такая последовательность 
jk f со, что

lim r~pl2 log+ M(r, f) = 0, (1-1)
г=а --

п (г, У) = О(log ———7֊ — ) при г = Гк -> ОО. (1.2) 
\ 1 + log М (г, /)/

Тогда при р = У функция f не имеет таких асимптотических 
значений а, что

1в|<ВтЛГ(г. У), (13)
Г — со

а при р>1 число конечных аситптотических значений f, с учетом 
их кратности, меньше р.

Замечания. 1) Если в теореме 1 при р = 1 дополнительно к усло
виям (1.1)—(1.2) предположить, что М (г, [) ֊► оо при г—>оо (это слабее 
предположения, что оо — асимптотическое значение для f), то тогда из 
(1.3) следует, что f не имеет конечных асимптотических значений.

2) Для вывода интересных следствий из теоремы 1 полезно заметить, 
что условия (1.1)—<(1.2) вытекают из аналогичных условий, относящихся 
к более регулярной функции Т (г, f), а именно: существует такая последо
вательность Rk t + оо, что

lim г֊/"2 T(r, f) = 0,

/ Гр'2 \п (г, fl -= О (log ——— ) при Г= Rk -^ оо.

(1.1')

(1.2-)

В самом деле, из одной оценки Р. Неванлинны (см. [2], стр. 55. 
теорему 7.2) следует, что для любого существует такое 

что log+ M(r, f)՝^.c Т(г, /), где с — абсолютная конс-

танта, и достаточно для = R положить гк = г.
Следствия, а) Для целых функций теорема 1 по существу сов

падает с приведенным в начале общим вариантом теоремы Данжуа-Карле- 
мана-Альфорса, поскольку тогда п, (г, = 0. При этом в случае р = 1 не
обходимо сослаться также на теорему Лиувилля, из которой следует, что
М(г, У) -► оэ при г — со.

6) При р = 1 теорема 1 содержит упомянутые выше результаты Ва- 
лирона и Тумуры: если мероморфная функция / удовлетворяет условию 
(3), то она имеет не более одного асимптотического значения а.
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В самом деле, полагая без ограничения общности а = оо, покажем, 
что / не имеет конечных асимптотических значений. Из условия (3) 
следует, что Т(рк, /) = О(1о£։р*) для некоторой последовательности

+ °°- Полагая = заметим сначала, что Г(Я*/) =О(1о£2Я*), 
,и поскольку

»(«.,/) "(<' /) Л < Г(|>«’ =

4 ‘ |о«
/ R՝12 \= О(1оу/?д) = О( 1оу ■ )» /?*— то,
X 1 ■/) /

то условие‘(1.2') соблюдено при р = 1.
в) Пусть / — мероморфная функция конечного порядка р и

hm °°'/) < + ». (1.4)
log г

В случае 2р < 1 дополнительно предполагаем, что оо является асимп
тотическим значением для f. Тогда из теоремы 1 непосредственно следует 
(выбирая 2р <Z р 2р 4֊ 1), что количество конечных асимптотических 
значений функции f, с учетом их (кратности, не превосходит 2р. В случае, 
когда 2р—натуральное число, эту оценку, вообще говоря, нельзя усилить 
(см. ниже пример 1). Для такого усиления теорема 1 взамен (1.4) пред
лагает (при р = 2р) более строгое ограничение (1.2).

г) Если в пункте в) условие (1-4) заменить на

1ТГ -5<г» °°» Л. < + бо (1.5)
Г— log г

(эквивалентным условию N(г, со, /)= O(log’r), г-»-оо), то тогда там 
всюду число р можно заменить нижним порядком X функции /.

Представляется интересным выяснить открытый вопрос о том, на
сколько существенно з утверждении в) (или г)) дополнительное при 
2р < 1 (2Л < 1) предположение, что оо является асимптотическим значе
нием для f, т. е. не следует ли указанное предположение (или хотя бы 
условие М (г, f) -*֊ оо при л-*оо) из (1.4) ((1.5)) при 2р<1 (2Х—1).

В заключение этого пункта рассмотрим вопрос о точности условий 
теоремы 1. Поскольку точность условия (1) теоремы Данжуа-Карлемана- 
Альфорса хорошо исследована, то заслуживает внимания проверка усло
вия (1.2) или (1.2Z). Утвердительный ответ об их точности дает построен
ный Ж. Валироном [6] пример: для произвольной сколь угодно медленно 
возрастающей к + оо функции «р:[0, + оо)—[0, 4֊оо) существует меро
морфная функция / с бесконечним числом (и даже мощности континуу
ма) асимптотических значений, удовлетворяющая условию

Г (г, /)<tp(r)log2r.

Таким образом, можно считать, что функция f .удовлетворяет условию 
•(1.1') при р — 1 и для любой последовательности Ri, t + оо, а вместо 
{1.2') из приведенного условия следует оценка
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п (г, f) < 4<₽ (ra) log г = О( = (г’) log ' T(r '

2°. Пусть D — произвольная неограниченная область в С, 6D — 
граница D в С, так что оо££). Положим

7r — lrf\D, Zr = {z: [=! = rj для г > г'—■ inf |С|,
:е<эо

и если |7f| — линейная мера fr, то следуя М. Цудзи (см. [15 ], стр. 112) 
положим г 6 (г) = Нл| при 7Л=^= Zr и г 6 (г) = со, когда 7Г = 1„ либо 0 < 
<г<г'. Функция б (г), представляющая угловую меру при 
является полунепрерывной снизу функцией.

Пусть теперь f — мероморфная в D функция. Если f ограничена вбли
зи каждой граничной точки £ то тогда в каждом круге |г| г со
держится лишь конечное число ее плюсов. Обозначим это число, с учетом 
кратности полюсов, через п (г, f) — п (г, oatf) и положим

М (г, f) = sup f(t), r~^>r' . (1.6}
։ет<

Следующая теорема является естественным аналогом для мероморф
ных функций обобщенного варианта теоремы Фрагмена-Линделёфа (см. 
[16], стр. 104, теорему 7. 6 при и = log |f|, где f — голоморфная в D 
функция). Для простоты мы предполагаем, что D—одноовязная неогра
ниченная область в С с непустым дополнением. В этом случае г0(г) = |уг| 
при г > г'.

Теорема 2. Пусть } — мероморфная в области D функция та
кая, что

lim |/ (z)| < МЧ- со для i£(?D\{oo|. (1.7>

Предположим, чтпо существуют две последовательности (рА)” 
u Г “* 4՜ со “ Р< = 0(/*) пРи к 00> Для которых

'к
lim exp (֊« f d\ \ log՜1՜ M (rA, f) = 0, (1.8}

X J t 6(0 /
»»

lim ** = A + a>. (1-9)
log՜1՜ рл

Тогда
lim M(r, f) < Me"A. (1.10}
r ֊*-

Замечания. 1) Для голоморфных в D функций f (когда ph = const 
и A = 0 в условии (1.9)) теорема 2 по существу совпадает с отмеченной 
выше обобщенной теоремой Фрагмена-Линделёфа.

2) Теорема 2 сохраняет силу и содержательность для произвольных 
неограниченных областей D с достаточно «массивной» границей; нужно 
предположить, что



•212 Р. А. Аветисян, H. У. Аракелян, А. А. Гончар

^(напомним, что 1//9(0=О, если 7Z = //). Необходимо только верхний 
предел гк интеграла в (1.8) заменить на ~гк, где т — фиксированное 
число, 0 < t <С 1» а в доказательстве вместо (2.2) воспользоваться 
оценкой Цудзи (2.1) (ср. с теоремой III. 68 Цудзи [15]).

3) Фигурирующая в (1.10) константа я2 является, по-видимому, наи
лучшей.

Следствие. Если D — угол (возможно—криволинейный) раст
вора а, 0<^а<2к (так что 9(г)н=а), то тогда при оптимальном вы
боре р4 в зависимости от гк, условия (1.8) и (1.9) теоремы 2 примут 
вид

lira г֊"'» log M(rk, f) = Q, lim п (rk, J) log֊1 -֊ <
[1֊гlog+Af (гк, /)]

< Л < + ос.

Следующее утверждение, вытекающее из теоремы 2, заслуживает 
быть представленным в виде отдельной теоремы, поскольку оно является 
«мероморфным» аналогом другой известной теоремы Аинделёфа (см. [16], 
стр. 105, теорему 7.7). Рассмотрим для простоты односвязную область 
В, граница Г которой состоит из жордановых дут Г1 и Га с общим нача
лом £о и концом оо. Г1 и Гг могут иметь и другие общие точки и, в частно
сти, могут совпадать. В последнем случае они как бы представляют собой 
достижимые из О с разных сторон «берега» границы дВ.

Теорема 3. Пусть /—мероморфная в В функция, допуска
ющая непрерывное продолжение на Гх\{оо] ц Га\(со| в отдельно
сти и удовлетворяющая условию

Ит/(г),= а1։ Нт/(г) = аг, а1։ аа£С (1.11)

вместо (1.7), а также остальным условиям (1.8) и (1.9) теоремы 2. 
Тогда а։=аа(=а) и, кроме того

Нт М(г, /—а) -=0. (1.12).
г-***

Замечания. 1) В терминах начала пункта 1 (с заменой С на 
£)иГ։иГа) заключение теоремы 3 означает, в частности, что. асимто- 
тические пути Г։ и Га эквивалентны.

2) Теорема 3 содержит следующее утверждение, принадлежащее 
Ж. Валирону (см. [6] — [7]). Пусть мероморфная в С функция / удов
летворяет условию Т{г, /) = O(log^r) при гсо и имеет асимптоти
ческое значение а. Тогда существует последовательность окружнос
тей |я| = гя —>00, на которых / равномерно стремится к а (т. е. вы
полнено условие (1.12), если без ограничения общности полагать, что 
а оо). Это означает, что / не может иметь других, отличных от а, 
асимптотических значений.
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3°. Пусть Г — замкнутое множество в С со связным дополнени
ем такое, что все окружности |z| = г, 0, пересекаются с Г. Назо
вем такое Г асимптотическим множеством для мероморфной в С 
функции /, если существует конечный предел

lim / (z) — а.

В этом случае функцию f можно равномерно на Г приблизить рацио
нальными функциями. Рассмотрим наилучшее приближение f на Г рацио
нальными функциями порядка не выше П:

?п (/)=₽»(/. г) =,inf ։sup f/(z) — Q» («)1»

где Qn — всевозможные рациональные функции порядка не выше п 
(т. е. число полюсов Qa в С, с учетом кратности, не больше и).

Сказанное выше означает, что ₽„(/)-*• 0 при п -> оо, и представ
ляет интерес вопрос о том, насколько быстро может рп (/) стремиться 
к нулю. В работе [17] показано, что в случае функции f(z) = e~* при 
= [0, + ■хг) возможно „геометрическое" убывание р n(f), т. е.
<^сп, 0<^с<^1. Обратный вопрос исследовался в работе [13] (см. там 
теоремы 1—3). Установлено, что не только -для показательной функции, 
но и для широкого класса целых функций f конечного порядка, когда Г— 
неограниченный континуум со связным дополнением, pn (f) не может стре
миться к нулю быстрее геометрической прогрессии. Если же подчинить 
рост функции f определенным условиям регулярности, то тогда р„/я (/)> 
>с>0.

Что касается мероморфных функций конечного порядка, то даже при 
весьма регулярном их росте величина рп (/) может стремиться к нулю 
сколь угодно быстро (см. приводимый ниже пример), в частности — бы
стрее геометрической прогрессии. Такой эффект может достигаться за 
счет того, что псыпосы функции f аннулируются полюсами аппроксимирую
щих рациональных функций Qn. Однако, если мерморфная функция имеет 
определенный «дефицит» полюсов, то тогда для нее величина pn (f) ведет 
себя как в случае целых функций. Нижеследующая теорема 4 обобщает 
и усиливает результаты теорем 1 и 2 работы [13].

Теорема 4. Пусть f — трансцендентная мероморфная в С функ
ция с асимптотическим множеством Г, для которой оо является дефект
ным значением в смысле Неванлинны с дефектом б (оо, f) = 7, и пусть су
ществует число 1 и такая последовательность Г}—>-оо, что

Ит 7(r,, f>/T(qrp /)>0. (1.14}
/—

Тогда существует такая зависящая лишь от q константа. 
> 0, что если 5£(0, &9] и п.— целая часть числа %T(rjt /), то

lim р։„';у(/, Г)>0. (1.15)
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Замечания. 1) Если условие (1.14) теоремы 4 заменить одним из 
условий

Нт Г(г,/)/Г(,г,/)>01 (1.14')Г-***
Ит Г(г, /)/ Т(Чг, /) > О, (1.14")

Г-*"
то тогда из (1.15) соответственно следует, что

₽*,"•(/, Г)>0 и 11тр«»(/, Г)>0. 
я— п^:

Отметим, что условие (1.14՜) следует из предположения, что функ
ция { имеет !конечный нижний порядок X. Наоборот, условие (1.14") га
рантирует конечность обычного порядка р функции / и является опреде
ленным условием регулярности ее роста.

2) Условие о (оо, /) =1 теоремы можно заменить условием о (»./)> 
2>0. Доказательство требует некоторой модификации леммы.

Следующий пример показывает, что от условия о(ое>, /) > 0 от
казаться нельзя.

Пример. Пусть мероморфная функция [ определена рядом

тде 1 < Кк | + с° при +<» и 2 |Л»| <4-оо. Полагая 
п д.

<?»(*) = 2] ֊֊ > еп = X |Л*|, п = 1, 2,..., 
4-1 2 + Пк »—п+1

очевидно, имеем

1/(*)К—Н՜՜*0 ПРИ + *€г = [0, 4֊ оо),
х+1

|/(х)—<2я(х)|<8я при х£Г,
так что р„(/, Г)-Сея. Здесь е„ можно считать сколь угодно быстро 
убывающей к нулю и, в частности так, чтобы р^я (/, Г) —► 0.

С другой стороны, для функций / вида (1.16) М. В. Келдыш доказа\ 
(см. [18] или [2], стр. 330), что

^(г,/) = 77(г,/) 4-0(1) при г — со, (1.17)
так что о (оо, /) = 0. Если теперь для произвольного числар ^0 фик 
сировать Гц! = к11*, к = 1, 2, то тогда и (г, /) — г₽0(1),/У(г,/)= 
= г₽4՜ О(1о£г)(г->оо), так что, согласно (1.17), Т(г, /) = гр •+ О(1о£г). 
Таким образом, функция / имеет наперед заданный порядок р и удо
влетворяет условию (1.14"), однако.для нее ?],"'(/, Г) —0.

§ 2. Доказательства
Нам будет удобнее доказывать теоремы 1—4 в следующей последо

вательности: сначала будет доказана теорема 2, затем — теоремы 3, 1 и 4. 
Далее мы придерживаемся обозначений, введенных в § 1.
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1°. Для доказательства теорем 2 и 4 нам нужны определенные оцен
ки гармонических мер и функций Грина. Начнем с первых. Рассмотрим 
неограниченную область ОсС. Для г^>г' рассмотрим (непустое) пе
ресечение/^ области О с кругом |г|-< г, ®г(2)—гармоническая мера в 

точке х совокупности относительно Ог. Общие и достаточно хоро- 
ш не оценки величины «ъ-(х) в простых геометрических терминах были 
у становлены М. Цудзи (см. [15], теорему Ш. 67 и Следствие) :

где 0<т<^1 и сг > 0 — определенная константа, зависящая лишь от т” 
Рассмотрим теперь более узкий класс неограниченных областей 

/)с=С, которые односвязны и имеют непустое связное дополнение в С. 
Для них /5 (0 = 11,1 при I > г'. Для областей такого типа оценка Цу
дзи (2.1) несколько улучшена (при г = ()£/)) П. Кусисом [19]:

где ci = 10, но для нас достаточно, что ci не зависит от г.
Из этой оценки с помощью одного простого приема (см. [15], стр- 

116) мы сейчас получим нужную нам оценку величины сог (г) при г =/= 0.
Пусть z £ Dr и р = 2 [z| < г. По принципу расширения Карлема- 

на [4], гармоническая мера шг (z) только увеличится, если присоеди
нить к Dr круг |ш| <^р. Применяя к этому кругу и функции шг(ш) не
равенство Гарнака для точки w = z, имеем, что wf(z).-C Зшг(0). Отсю
да и из (2.1), учитывая, что Dr содержит круг |w|<^p, получим

Г
^(zXcjexp^-к Гпри z^Dr, 2(z|< г. (2.2)՛ 

\ J
а 1*1

Перейдем к оценке функции Грина и сформулируем соответствующее 
утверждение в виде леммы. Рассмотрим, как и в теореме 4, неограничен
ное замкнутое множество Г cz С с неограниченным связным дополнением 
D, и пусть при некотором г' 0 все окружности | z | = г, г г1 имеют 
непустое пересечение как с Г, так и с D. Это условие несколько слабее сде
ланного в теореме 2 предположения, что дополнение D является неограни
ченным континуумом. Через g (z, £) будем обозначать функцию Грина об
ласти D.

Лемма. Пусть z։,՛՛«, zn—точки из D, не обязательно попар
но различные и пусть 1с(г', /?]—компакт линейной меры \R, 0<^ 
<Х<1. Тогда существует t£I такое, что

SUP S g (z> zj) < п "’/log —• (2.3>
z&t J-i 7 1 — X
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Доказательство. Положим
Л 

g{*) = S g(z> 
/=։

и’введем компакты £ и £0, где Е—часть Ги(°э], лежащая вне круга 
Н < г',

Fo = {z^D: |z|£ 1, g(z) = sup #(C)j.
сет,

Присоединяя к Fo ограниченные компоненты его дополнения (ес
ли таковые имеются), мы получим компакт F^F0. При этом компакты 
Е и / не пересекаются и каждый из них имеет связное дополнение.

Рассмотрим теперь плоский конденсатор (Е, А) и пусть h (Е, f-) — 
его модуль (=c_J(£, £), где с(£, А)—емкость конденсатора (Е, £’)). 
Согласно [10] (см. стр. 648, оценку (21)) имеем

min g (z) -С nh (Е, F).

Однако указанный минимум всегда достигается и на Fa : в случае 
F=J=F0 это следует из гармоничности g на F\A0 и из принципа мини
мума гармонических функций. Поэтому существует такое, что
g (zo) -С nA (£", F). Полагая |с0| = t и учитывая определение множества 
Fo, имеем, что I и

sup g (z) < nh (£, F). (2.4)

Для оценки модуля h(E, F) воспользуемся круговой симметриза. 
цией конденсатора (£", F). Положим

£* = {֊|*1:*€Я}. £-* = (|Д:2€£’]-
Хорошо известно (см., например, [11], стр. 648)՜, что А (£’, F) С 

•СА(£*, F*), и так как в нашем случае £* = /_=[—оо, —г'] и £*=/, 
то с учетом (2.4) оценка (2.3) и, следовательно, лемма будет дока
зана, если мы сумеем установить, что h (/и, /)<[r.3/log *-•

С этой целью докажем сначала следующий интуитивно очевидный 
факт:среди рассматриваемых компактов / фиксированной линейной 
меры >./? минимум емкости конденсатора (/ш, /) достигается в случае 

отрезка 7 = [(1 —л) R, /?], наиболее удаленного от /и, так что h(la,

Достаточно обосновать этот факт в- случае, когда компакт 1 ре
гулярен, т. е. состоит из конечного числа отрезков. Рассмотрим функ
цию <р на [0, + оо), которая характеризуется следующими свойствами: 
<р непрерывна, <р (х) ~ х при х R, принимает постоянные значения 
на каждом интервале множества [0, 7?]\/и осуществляет сдвиги впра
во вида x—'x+d, «f>0 отрезков—составляющих компонент I, притом 

так, чтобы имели <р (/) = /. Очевидно, функция <р уменьшает расстоя
ния, т. е. |<р (х,) — <р (х։)| < |xi — х։| и двигает вправо все точки, т. е. 
( х)>х.
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Для сравнения модулей консерваторов (1^, I) и (/х,7) восполь
зуемся теперь установленной в [11] (см. стр. 644, теорему 1) харак
теристикой модуля произвольного конденсатора (£, F):

h(E, F)— lim т~1 log ат(£, F), (2.5)
m— —

где
(£, А) = sup min |r (z)|/max \rm (z)', 

I'm} W
а верхняя грань берется в классе всех рациональных функций гт по
рядка не выше т:

Сопоставим с гт две новые рациональные функции порядка не 
выше т:

• (Т\ — а (* + lg«P ‘ ’ '(* + lgpl) 
U-|₽i|)---U֊IM)’

( \__ (z 4՜ kill • • •(* 4՜ К։ о mfiRh
гт (*) = о -------- - --------------z— ’ где Р/ = ? (|Р/|)-(г_р։)...(г_??)

Очевидно, имеем 

lrm ('ll > К ('И ПРИ * < °- К ('И < lrm ('ll ПРИ * > °-

С другой стороны, km (•г)! (х)| при х< О, так как

Если же х^1, те существует такая точка х£/, чтоф(х) = х. Тогда 

Х'Сх и |х — Р;| < |х — |?/|, поэтому |r^ (х)| < |rm (х)|. Из отмеченных 
оценок следует, что

тЛх km («)1 > к„ •(*)!. min (rm (х)| < min |гл (х. 
Ж ^/да Ж^/да Же/ ж£/

так что ош(/х, /)<от(/ио> 1), откуда согласно (2.5) следует требуемая 

оценка А(/х, /)<А(/т, /).

Осуществляя теперь линейное преобразование Ь : г -*•------ —]-
ХЛ

Ч----- т— и полагая А(р) = Л([—1, 0], [р, -4֊ оо]), где р = £(—г')> полу

чим, что ЛС/^, 7)<А(р). Заметим далее (см. [20], стр. 53 и 75), что 
к~։ А(р) и к՜1 А(р~*) являются взаимно сопряженными экстремальными 
расстояниями, соответственно, между отрезками [— 1, 0], [р, 4- оо] и 
I— со, —1], |0, р], поэтому выполняется тождество А(р) А(р՜՛) =■= к’. 
Полагая ? = ехр (— А (р՜1)), имеем, что (см. [20], стр. 76, формулу 
(4.19))

1бр֊։д= П
п=и

1 — qln—1
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откуда, учитывая, что р<21 1 (1—Ч- получим оценку Л (р~։ )2>log—-— '
1 —— 

Отсюда и из указанного выше тождества следует доказывающая лем
му оценка.

2°. Доказательство теоремы 2. Пусть zu —по
люсы функции лежащие в Drk и пк =п (rF /), причем каждый полюс 
перечислен^Сдучетом его кратности. Тогда имеем оценку

|/(z)| Г 11я*
og -—֊ < (*) bg+ М (rk, f) + Iog+ — + £ g (z, z.), z£Drk, (2.6)

M L M J z_i

которую легко проверить, перенеся все слагаемые в левую часть и приме
няя, с учетам '(1.6) и (1.7), принцип максимума к образовавшейся субгар
монической функции и к Drц-

Заметим теперь, что условия (1.8) и (1.9) сохраняются, если за
менить (рА)? и (гк)? их подпоследовательностями (pAy)i° и (гАу)Г. По
этому можно считать, что pt ограничена сверху, если pt не стремится 
к + со. Однако, в этом случае очевидно, что вместо рА существует՜

Рд = о (гк), рл-► 4- со, удовлетворяющая условиям (1.8) и (1.9) (даже с 
заменой А на 0). Поэтому без ограничения общности можем считать, 
что р4 -* + со и 2рА < гк при к > к0.

Оценим при к к0 функцию ыГк (г) в (2.6) для z £ Drlt и \z| рА 
согласно (2.2), а для оценки последней суммы в (2.6) применим леЖ- 
му, когда п = пк и 7 = [log рл, pj. В результате мы найдем такое 
h € А что функция / будет՝ иметь одинаковую оценку для всех z £ Drk. 
и |z[ = th, к к0, а именно:

г/,
!°г < с2ехр (—к | ֊^֊-)[log+ М(’”*> /) + l°g+ -֊֊-] +

Л? \ J t о (0/L М J
₽*

+ log(pA/logpJ '

Первое слагаемое правой части (2.7) стремится к нулю при &֊♦<» 
согласно (1.8) и замечания, что ехр ( ) < (Р*Л*)1/։ (вследствие оценки 
0 (D 2՜). Второе слагаемое оценивается согласно (1.9), и поскольку 
в левой части /*֊>֊ +со, то предельным переходом в (2.7) получим 
(1.10).

Доказательство теоремы 3. Проведем в Dll {«>) замкну
тую жордановую кусочно-линейную в D кривую Г', состоящую, как 
и Г = dD = Г\ (J Г2, из двух жордановых дуг П и Г2 с общим нача
лом Со и концом со и не имеющих других общих точек. Пусть 2—под
область D, ограниченная кривыми Г и Г', te(z)—линейная мера мно
жества (z £ 2 : |z| = /}. Разрез £ в 2, соединяющий точку Со с началом 
Со дуг Г։ и Г։, делит 2 на две области 2f, i= 1, 2; можно считать».
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что 2/ ограничена кривой £ЦГ/ U Г/ и Г/ настолько бьггро приближа
ется к Г/ в бесконечности, что выполняются условия

lira f(z)=tat, z = l, 2, (2-8)
*■» — 
»6'֊/

8(0<у у^֊^Л<+оо. (2.9)

Теперь ясно, что достаточно, доказать теорему для области D' — 
.= D й, ограниченной замкнутой жордановой кривой Г': при di — dz=d, 
из утверждения (1.12) для области D' и из (2.8) следует (1.12) для об
ласти D. Для области D' условие (1.11) выполняется согласно (2.8), а 
оценка (1.9), очевидно, сохраняется. Выполнение (1.8) для D' следует из 
1(1.8) и (2.9).

Итак, при доказательстве теоремы 3 без ограничения общности мо
жем считать, что граница Г области D является замкнутой жордановой 
кривой, а мероморфная в D функция [ непрерывна вплоть до Г \ { оо). 
Кроме того, как и при доказательстве теоремы 2, можем предположить, 
что рл —► + оо.

Рассмотрим теперь мероморфную в D и непрерывную вплоть до 
Г\(<х>) функцию z —• F(z) — P(f(z)), z^D, где

Р (w) = с (w — di) (w — aa), c = (1 + jat|)-‘ (1 4֊ a,)՜1, 

я пусть Q — произвольная рациональная функция с полюсами вне Г и та
кая, что Q '(oo) = 0. Тогда, очевидно, что функция F + Q удовлетворяет 
условию (1.11) при = аг = 0. Докажем, что она удовлетворяет и осталь
ным условиям теоремы 3 при тех же (рл) и (гл), возможно, с заменой в 
(1.9) величины А на 2А. Последнее, с учетом условия рл -*■ + °°, следует 
из (1.9) и оценки

п (г, F + Q) < 2п (г, f) + nQ для г > г', 

где nQ — порядок Q. Для проверки соблюдения условия (1.8) заме
тим, чт*

lag+IF+QKIQI + log+m

iog+ |P(w)| < 2 log+ |w| для w(C.

Из этих оценок следует, что

iog- M(r, F + Q) 4֊21og+ М (г, f),

откуда, с учетом (1J8) и условия М (г, Q)->-0 при г-*-оо, получим (1.8) 
для функции F+Q.

Полагая теперь F (оо) =0, воспользуемся тем, что сужение F на Г 
непрерывно. Из аппроксимационной теоремы Уолша (см. [21], стр. 55) 
следует, что для наперед заданного е > 0 рациональную функции Q. 
Q (оо) =0, можно подобрать так, чтобы

sup |F(z) + Q(z)| <е.
«ег
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При таком выборе Q функция F + Q удовлетворяет всем условиям теоре
мы 2 (полагая в ней М = е и 2А вместо А), поэтому, согласно (1.10),

lim M(r, /= + Q)-<ee։”A,

откуда, учитывая, что М (г, Q) -* 0 при г-» со, получим 

lim M(r, F)<C*eWA,

и поскольку левая часть не зависит от е, то

lim 2И(г, Г) = 0. (2.10)

Допустим теперь, что а։ =/= aa. Тогда, очевидно, существуют «е- 
пересекующиеся окрестности И։ и Иа этих точек и число 8> 0 такое, 
что из условия |P(w)f<8 следует, что Иа. Согласно (2.10)'
существует г0^>г' такое, что М(гй, F) < 8. На окружности |z| = г0 
существует дуга 7, лежащая в D, кроме своих концов г։(Г1։ га(Га. 
Мы получаем, что f (7) с U Иа, причем /(xi)(. К П/(7)У= 0, i = 1, 
2. Однако это противоречит тому, что /(7) связно (как непрерывный՜ 
образ дуги).

Таким образом, мы доказали, что а։ —аа(—а) и поскольку тогда 

М (г, /—а) = с՜172 ЛГ1/2 (г, F), r>rz,

то заключение (1.12) следует из (2.10). Теорема доказана.
Доказательство теоремы 1. Допустим, что функция f 

имеет по крайней мере р конечных асимптотических значений Qi,..., вр (с 
учетом кратности), причем при р = 1 значение а = <21 удовлетворяет ус
ловию (1.3), Г1,.... Гр — соответствующие попарно неэквивалентные (при 
р > 1) асимптотические пути, являющиеся жордановыми дугами с нача
лом 0 и концом оо. При р > 1 можем считать, что они попарно не имеют 
других общих точек.

Положим Dt = С\Г при р = 1. Если же р^>1, то кривые 
■••,Гр разбивают плоскость С на попарно непересекающиеся области 
pDlt---,DP։ причем граница Dj состоит из Г; и ^+1(^+1=^). Если՜ 
гб) (г) означает линейную меру множества [г С Dj : \z| = г}, г > 0, то 
очевидно

S9?(r)<2«. (2-11)
;=։

Теперь вместе с (гА)” рассмотрим последовательность (р4)Г> 
t = o(rJ, определяем ук> формулой

/ rf/2 \1,р?*=(1 + 1ог+л/(г*,/)7 ’ *=1, 2>՜՜՜’

которая, с учетом (1.1) и (1.2), будет удовлетворять условиям

/ Р*\д/3lim М) log+ M(rk; f;.= 0, n(rk, f) = O(Jogp։), (2.12) 
*-» “ \ rk /
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Для фиксированного /, 1 / •< р имеем, что

откуда, суммируя по / и еще раз применяя неравенство Коши-Буняков- 
ского, с учетом (2.11), получим

так что

Отсюда следует, что существует такое / = / (А), что

(2.13У

Однако, ввиду конечности числа индексов ’ = /' (А), существует такое /, ска
жем / = 1, что оценка (2.13) выполняется для бесконечной последователь
ности А = Лт-»- оо. Тогда

Отсюда и из (2.12) следует, что функция / в области £1 удовлетво
ряет условиям (1.8) и (1.9) для последовательностей (р* ) и (г. ). Кро- 
ме того, она, очевидно, удовлетворяет также условию (1.11) теоремы 3 
(полагая Ог = а1 = а при р = 1). Поэтому, согласно теореме 3, при р = 1 
функция f удовлетворяет условию (1.12), откуда следует оценка

Нт М(г, /) < |а|, 
г-»«

противоречащая пущению (1.3). Если же р > 1, то мы имеем, что 01 =* 
= аг и тогда (1.12) означает, вопреки нашему допущению, что асимптоти
ческие пути Г1 и Гг эквивалентны. Полученное противоречие доказывает 
теорему.

Доказательство теоремы 4. Поскольку область О — С\,Г 
не может быта ограниченной, выберем числа г' > 0 так, чтобы окружной 
2—340
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ста |г| = г при г г* пересекались с D. Можно также без ограничения 
(Ибщности считать, заменяя в случае надобности f на f— Qn,, что функция 
/не имеет полюсов на Г и |/(z)|-<3~։ для г£Г, откуда следует, что 
₽« = РИ(/» Для п = 1,

Выберем теперь рациональную функцию Qn-порядка п так, чтобы

|/(z) - On U)| < 2р„ для хбГ, n = l, 2,.-. . (2.14)

Ясно, что Qn не имеет полюсов на Г и, кроме того, |Qn (z)| -С 1 
для т^Г. Если g (г, С) — функция Грина области £)=С\Г и С։, •••,£„ 
—полюсы функции Qn, перечисленные с учетом их кратности, то по 
принципу максимума имеем

loglQn(z)| £ g(z, 'm) для z(^D. (2.15)
m֊*l

Для дальнейшего весьма полезна следующая 'известная оценка 
Р. Неванлинны (см. [2], стр. 55, теорему 7.2): для мербморфной функ
ции f и числа р. > 1 справедливо неравенство

г
֊- J log+ M(t, f)dt<k (р) Т(|*г, /), 

о
где постоянная £(р)^>1 зависит только от р. Отсюда, полагая р=£/ 
кя = р2 (р— 1)-’ А:(р) и заменяя г на р4г, мы получим, что линейная 
мера отрытого множества

G=ue(o, p’r):log+ M{t, f»kq T(qr, /))
.меньше, чем (p3 — p1) г. Тогда существует такой компакт Ir с [p’r, 

p‘r]\G линейной меры |/r| = (р1 — р3| г, что

logr M(t, f) < kq T(qr, f) am (2.16)

Для оценки правой части (2.15) применим установленную выше 
лемму в случае, когда I=Irj, R = ^rt, rj^>r', и, следовательно, 

■ X = 1 — р՜1. С учетом (2.3) и (2.15) мы найдем такую точку tj £ Irj, что

log+ M(th Qn)<cqn, (2.17)
. где для нас достаточна информация, что константа с9 вависисит только 

от q. •
Пусть теперь z։, z։,zp^—полюсы функции /, лежащие в кру

ге |z| -С t] и перечисленнные с учетом их кратности, так что рf — 
= n(tj, f) и ZP] + । =t|»։' ՛> zpj + „ = Сл. Рассмотрим пересечение Dt} 

֊области D с кругом |z| < tj и оценим /—Qn в Dtl сверху. Из (2.16) 
. при г = Г; и t = tj и из (2.17) следует, что

log+ М (tj, f—Qn)^. kq T(qrp f) -h cqn + 1,

и принцип максимума субгармонических функций с учетом (2.14) приво- 
. дит нас к оценке
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Р] +»
log |/ («) — Qn (z)i < J g («, zm) + (?) log p„ + 

m=l

+ kq T{qr/t f) + cqn + 2, z^Dtp (2.18)-

где w’ — гармоническая мера относительно Dtj части множества Г, ле
жащей в круге

Первое слагаемое в правой части (2.18) мы опять можем оценить- 
с помощью леммы, полагая на этот раз/== [гу, р/у] ■ R—?Гр так что- 
опять л = |/|/?-1=1 — P՜1. Мы найдем такую точку 'у £ [гу, prj, что

SUP £ g(?i Zm)<Zcq(pj+ п). (2.19>
*бТх у

Отсюда и из (2.15), между прочим, следует, что

log+M(ty, Q«) < Cq (р, + п). (2.20) •

Далее, поскольку рЛ<^1, возникает необходимость- оценить в. 
(2.18) величину ш^(г) снизу для тех же Пусть Dt j —компонен

та Dtp содержащая точку «бТ-у» ^ij = Г П dD'tp По определению, w’(z) • 

это гармоническая мера Г<у в точке z относительно области Dtp Лег

ко видеть, что Г/у пересекается со всеми окружносятми |я| = г, 0-С 
■Сг -CG» так что Для оценки toj (z)снизу применима оценка Карлемана- 
Мию (см. [4], гл. IV, § 5, стр. 104—109): точнее, можно утверждать 
(поскольку G PV), что существует зависящая лишь от q константа 
а<?^(0, 1) такая, что <“](г)>а7 для «СТу Тогда из оценок (2.18) и 
(2.14) с учетом (2.19) следует, что

log М(~р f — Qn) -С a? log р, + kq Т(qrf f) + 2cq Pj + cqn + 2. (2.21

Заметив теперь, что tj С p1rj։ с учетом условий о (со, /) = 1 и 
(1.14), имеем

7Гу
Р, < (И Pf* [ ֊~f < (logp)֊1 N(qrp f) «=

^frj

= o(T(qrp Р) = о(Т(гр /)) при /-»г», 

так что полагая = (Зс,)՜1 и пу=[8Г(гу, /)], где O<3<8„ из (2.20)- 
получим

("/» Q/iyXexp Т(гр /)^ при у>/0.

Аналогично из (2^1), с учетом (1.14), имеем

М(tp f— QnJ'j^Pn՛’ exp(O(T(rp /))) при j -♦ оо,
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так что, с одной стороны

м (у f) < exp (у Т(гр + exp (О (Г (гр /))).

С другой стороны, из условия 8 (со, /) =1 и из оценки сле-
.дует, что

М(*р /)>ехр([1—о(1)] Т(тр /))> ехр([1 — о(1)] Т(гр /)).

Сопоставление полученных для М f) неравенств дает оценку

Р„ >ехр(— 0{T(rp f)), 
J 1

•откуда, учитывая, что Пу։=ЬГ(г;, Հ)-|-0(1), приходим к (1.15). Тео
рема 4 доказана.

। Институт математики
АН Армянской ССР
МИАН СССР им. В. А. Стеклова Поступила 4. ХИ. 1987է

Ա. Ավեաիսյան, Ն. Լ. ԱՌԱՔԵԼՅԱՆ, Ա. Ա. ԳՈՆՋԱՐ. ■ Մերոմորֆ ֆունկցիաների ւափմպսա- 
ւսական հատկությունների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքի հիմնական նպատակն է ամրողշ ֆունկցիաների ասիմպտոտական արժեք
ների քանակի վերարերյալ Դանմ ուա-Կա րլեմ անի-Ալֆորսի հայտնի թեորեմի «մերոմորֆ* նը- 

. մանակի ստացումրւ Հաստված են նաև ֆրագմ են-հիոդելյոֆի թեորեմի րնդհանրացված տար
բերակների «մերոմորֆ» նմանակներ և արդյունքներ ասիմտոտական ճանապարհի վրա մերո- 
մորֆ ֆունկցիայի Լավագույն ռացիոնալ մոտավորությունների արագության վերարերյալւ

R. A. AVETISYAN, N. U. ARAKELYAN, A. A. GONCAR. On aeymptotlc proper!les 
• of meromorphic function* (summary)

The main purpose of this work is the establishment of meromorphic analoguss- 
• of the well known Denjoy—Carleman—Ahlfors' theorem. It is also established the 
meromorphic analogues of the generalized variants of Phragmen—LindelOf theorem 

• and the results on a speed of the best rational approximations of a meromorphic 
function on an asymptotic path.
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С. А. ГРИГОРЯН

ОБОБЩЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ 
ПО АРЕНСУ—ЗИНГЕРУ ФУНКЦИИ

Введение

В начале 60-ых годов Р. Аренс и И. Зингер начали изучение специ
ального вида алгебр функций, порожденных полугруппой характеров ло
кально компактной абелевой группы. Этим функциям присущи многие 
свойства аналитичности, отсюда и их название — обобщенные аналитиче
ские функции. К алгебрам обобщенных аналитических функций можно от
нести равномерную алгебру на компактной группе, инвариантную относи
тельно сдвигов. Приведем наиболее характерный пример такой равномер
ной алгебры. '

Пусть О — компактная абелева группа, характеры которой образуют 
аддитивную подгруппу Г группы вещественных чисел R, наделенную диск
ретной топологией. Тогда равномерная алгебра А на О, порожденная ха
рактерами из Г+ — {х£Г; х^О}, является алгеброй обобщенных анали
тических функций. Интерес к такой алгебре обусловлен тем, что в случае, 
когда Г изоморфна 2 (Г = 7), А — диск-алгебра, а в случае Г = R 
А изоморфна алгебре равномерно почти-периодических аналитических 
функций в верхней полуплоскости. Это, в частности, позволяет с единой 
точки зрения взглянуть на многие вопросы теории функций одного ком
плексного переменного и теории почти-периодических функций (см., на
пример, [1]—[6]).

В настоящей работе продолжается изучение таких обобщенных анали
тических функций: описываются аналитические свойства этих функций, 
вводится понятие производной, устанавливается формула Йенсена, дается 
новая трактовка известных теорем теории почти-периодических аналити
ческих функций (Г. Бора, А. Безикоэича, Б. Я. Левина, Дж. Фавард» 
и др., ср. [8], [9]).

Содержание статьи распределено по параграфам. В § 1 приведены 
определение обобщенной аналитической функции, примеры и результата!,, 
необходимые для дальнейшего. В §§ 2—6 формулируются и доказывают
ся теоремы, в которых явно прослеживается специфика обобщенных ана
литических функций.

Часть результатов ранее была анонсирована в [14]—[16].

§ 1. Обобщенные аналитические функции

Пусть б — такая компактная абелева группа, группа характеров ко
торой изоморфна некоторой аддитивной подгруппе Г группы веществен-
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иых чисел R, наделенной дискретной топологией. Поэтому можно считать, 
что Г—группа характеров G. Заметим, что по теореме двойстзе: ности 
Понтрягина верно и обратное — группа G есть группа характеров груп
пы Г. На локально компактном пространстве £2, полученном из декартова 
произведения Gy [О, оо), путем отождествления слоя G ю,, в точ
ку для каждого а£Г+=|х£Г, ж>0)| рассмотрим функцию ср1. пола
гая для s = 2 ф" (s)=a (а)-гг. Можно проверить, что <f,J — непре
рывная на 2 функция и семейство !ф кег_ разделяет точки 2.

Определение 1.1. Пусть D — открытое множество в Й и f—не
прерывная функция на D. Будем говорить, что f — обобщенно аналитиче- 

‘ская или просто аналитическая функция на D, если она локально в неко
торой окрестности каждой точки из D аппроксимируется линейными ком
бинациями функций из {ср°}иег+-

Аналитическую на всем й функцию будем называть целой, конечную 
комбинацию функций из \ <кг+— полиномами, а отношение двух поли
номов — рациональной функцией.

В зависимости от выбора Г получаются различные пространства Й.
Пример [5]. Пусть G=T*— двумерный тор Са и а. — положи

тельное иррациональное число. Рассмотрим отображение ' из = 
= Z®Z в R:~(m, п)=тп+а-п. Положим Г = |7n + an, (m, n)£Z։| и 
Г+ = Г Л Для каждого а = т^ап(;Г+ определим на простпанстве 
2 = G X [0, no) /G К loj функцию полагая для s £ 2, s = (»/’՛, еЛ։;- 
-г, ф" (s) = г . Очевидно, в этом примере множество 2\(*|,
* = Gy, joj — вещественное многообразие размерности 3.

В дальнейшем для s£2. s — a-r. число г будем называть моду
лем элемента s и обозначать |$.

Отметим, что на пространстве 2 можно определить действие как 
группы G, так и /?+, если s = a-г0£й, ß-s = st = «-(гт0),
где ß£G, r^R+.

Пусть А— равномерная алгебра на некотором компакте X, т. е. со
держащая константы и разделяющая точки, замкнутая в равномерной 
норме подалгебра С (X) алгебры всех непрерывных кемпл екснэзначных 

•функций на X. Говорят, что алгебра А—максимальная алгебра Дирихле. 
если ReA = Сн (X):—пространству всех вещественнозначных функций 
на X, и любая равномерная алгебра на X, строго содержащая А, совпа
дает с С i(X). Известным примером максимальной алгебры Дирихле слу
жит след-диск алгебры на единичный круг.

Другой пример строится следующим образом.
Предложение 1.2 Пусть 2։ = |s £ 2; |s| С 1’ и А —простран

ство всех обобщенно аналитических в intS( и непрерывных вплоть 
до Тл = ;{s< 2; |sj = 1) функций. Тогда

։) А — равномерная алгебра на 2։ :
ii) пространство максимальных идеалов алгебры А есть Q։;

dii) граница Шилова алгебры А совпадает с Т՝, а сужение А 
яа Г։ является максимальной алгеброй Дирихле;

iv) полиномы .плотны в А.
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Доказательство этого утверждения непосредственно следует из рабо- 
ты [5].

Пусть р — мера Хаара группы G. Так как обобщенная окруж
ность T, = GX[r} естественным образом наделяется структурой груп
пы G, можно считать, что р—мера Хаара на Тг. Поскольку характе
ры из Г образуют ортонормированный базис в £’ (G, ар), для любого 

С(ТГ) существует формальный ряд /~ £ с (а) ?а, <р’ = <р-“, где- 

с (а) = | /1 <ра dp. В частности f £ Л|т, тогда и только тогда, когда

Тг
с(а) = 0 для всех а6Г\Г+.

Пусть теперь функция «/и). /—У, с(а)<ря. Преобразо-

вание Гильберта Н этой функции представляется в виде ряда 

Hf = у с (a) sign (a)-«p“6^։(7i ^)-

Оператор Н, в силу теоремы Парсеваля, непрерывен и —IkoH’r
а так как оператор вложения Cr(7\) в dp) также непрерывен, 
Н является непрерывным отображением из Cr(7\) в Ll(Tu dp). И 
поскольку ЯеЛ|г, плотно в Cr(7\) каждую функцию u£Cr(7\) мож

но расширить до некоторой функции и £ Re Л на 2։.
В случае, когда Г = Z, найдется такая аналитическая в int S։. 

функция /, что « = Re/. Дж. Милашевич в [12] показал, что в общем 
случае этот факт неверен (пример X. Бора и Дж. Фоварда для ана
литических почти-периодических функций см. [8]). Здесь приведем 
простое доказательство этого результата,, заметив, что если f—обоб
щенная аналитическая функция в int для любого r^>0, /r(s) = 
= /(r-s) принадлежит алгебре А.

Предложение 1.3. Пусть Г =£ Z, тогда существует такая 

функция u^Cr\T^, что соответствующая ей функция и не яв
ляется вещественной, частью аналитической в int функции.

< Доказательство проведем от противного. Зафиксируем г, 0 < 
■Сг<1. Тогда, в силу допущения, для всякого u^Cr{T^ найдется. 

f(zA такая, что 1ш/(*) = 0 и Re/ = wr, где ur (s) = и (st). А так как 

отображение и -» иг, и £ Cr ( Т), непрерывно в равномерно й топологии 
см. предложение 1.2 Hi)) и равномерная норма сильнее, чем £а-нор- 
ма, применив теорему о замкнутом графике, получим, . что непрерыв

ный в L1 норме оператор Нг'.и—՝ Н(иг), отображающий Cr ( 7\) в 1шЛ, 
также'непрерывен в равномерной топологии.

Пусть ||/7r| = sup ]//(ил)| = с. Рассмотрим в единичном круге D' 

комплексной плоскости С такую аналитическую функцию #, 1т#(0)=0, 
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что функция и — Ке# непрерывно продолжается вплоть до границы, 
|и|<^1, а о=1т# неограничена в О. Поэтому для некоторого

Выберем а£Г+ так, что г~<рв (2։\йг). Тогда функция 
/ = 6.4 иа |Ке/| = |и°ф°| <1, а \Н (Ие /г)|= вир |иоф«| > |о(г)Ос.

Пришли к противоречию. ►
Теперь перейдем к описанию локальной структуры пространства 

Я. Следуя Р. Аренсу и И. Зингеру [1]. рассмотрим непрерывный го
моморфизм к'. R—*С, А(х) = яж^С, полагая я.г (а) = е1ах, а£Г. В слу
чае, когда Г не изоморфна группе целых чисел, Л взаимно однознач
но отображает R на всюду плотную подгруппу группы С. Действи
тельно, в противном случае из известных фактов теорий абелевых 
компактных групп нашлось бы а £ Г, а=/=0 такое, что яж (а) == 1 для 
всех т. е. е‘ах—1. А это невозможно. Следовательно к (R)—С.

Заметим, что в случае Г = 2, А (R) — С.
Зададим теперь отображение / из С а 2, полагая для х = х+йу

Х(.г + гу) = ахе-У. (1.1)

Из вышесказанного следует, что в случае Г =(= Т / непрерывно взаим
но однозначно отображает С на Сг — всюду плотное подмножество в 
С. Кроме того, так как

<р»оу(г) = е<аг, (1.2)

сужение целой обобщенно аналитической функции / на Сг является 
целой (даже почти-периодической) функцией. Множество /(/?) — R г 
совпадает с Сг П Л и, в случае Г #= Т является всюду плотной под
группой группы Г։.

Пусть № — компакт в С и Р ( И^) — равномерная ал՛ ебра на ИТ, 
порожденная полиномами. Для фиксированного а £ Г, = [я £ (7, 
а (а) = 11 —подгруппа группы С.

Через В обозначим пространство всех целых функций на £2.
Предложение 1.4. Для каждой, точки пространства 2\(*) 

существует замкнутая окрестность Р, гомеоморфная декартову 
произведению l^'XGo(TP,— некоторое замкнутое подмножество в 
С), так что равномерная алгебра Вр, полученная из рввномерного 
замыкания сужения В на Р, изометрически изоморфна равномер
ной алгебре на порождении й функциями вида /•§, где

г€С(Ся)-
Пусть ш=(е'8, |0| < к/2}—дуга на единичной окружностй. За

фиксируем а(-Г+ и рассмотрим два множества: К=(я£С; г (а) £ ш} 
и /=(х£/?; |х|^к/2а). Определим отображение А° из I X Са на К, 
полагая к° (х՛։) = к (х)-я. Покажем, что А0 — гомеоморфизм. Пусть 
я0^/С, т. е. Яо(а) = е'9, |9| к/2. Из построения А следует, что най
дется х£1 такое, что А(х) = е~‘°. Поэтому к (х) -яо £ Са. Следователь
но, я06А(/)-£а. Пусть теперь з^йх}*}, з = Р-г и Е=$К X [г։ г։], 
0<г!<Сг<^г5—некоторая окрестность точки з. Полагая
Кеа£/, 1шя£[—1о2г։, — 1о£г։]}, определим отображение/0 из В^ХСа 
на Г’.уд^г, я) =р-я--/(«). Так как я (а) = 1, я £ (7а, функция Ч>'։ХО (г, 
а) = р(а)ег֊,г не зависит от я, аналитична по г и разделяет точки №.
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Поэтому в силу теоремы Мергеляна любая непрерывная на и ана
литическая в int W функция аппроксимируется полиномами от е1аг. 
Следовательно, Р{W) содержится в Вр°/Л — равномерной алгебре на 
W X G<։. Покажем теперь, что С (Ga) с Вр°7л. Согласно (1.2) <f>*°x(z, 
а) = а (6) ß (Ь) е1Ьг для 6<7 Гц.. Пусть такое, что f(z)=etb*.
Из полиномиальной выпуклости IF имеем У՜1 (z}£ Р (W), т. е. gb = 
=У՜' (?6°Хо) £Ä*>Z.i։- Так как |#d(z. а)| = |ß (6)-а (6)| = 1 и простран
ство максимальных идеалов алгебры Вр есть Р, g^1 принадлежит В/х> 
Zo. Теперь заметив, что система функций {£Й’,*6Г+ разделяет точки 
G„, получим C(G )с.Вр^/й (теорема Стоуна—Вейерштрасса). Пусть- 
теперь g^Bp. Тогда функция £f°Xo(z, а) ПРИ каждом фиксированном 
a£G՝., принлдлежит P(W>, Следовательно, в силу теоремы Бишопа— 
Шилова g°/4, принадлежит равномерной алгебре Р (№)•C(Ga). ►

Следствие Пусть s£2. s =У= * и И—такое компактное под
множество в Ср, что W — ср"(И) является окрестностью точки- 
<fa (s) в С. Тогда множество У- G,— окрестность точки s, и У-Са 
го мео морф но W X G„.

Предложение 1.5. Пусть р и у—нормированные меры Хаа- 
ра групп G и G,l։ соответственно, а К— множество, фигурирую
щее в доказательстве предыдущего утверждения. Тогда сужение 

р на К совпа дает с dx X df. 
к

◄ Поскольку K—l'X.Ga, для доказательства достаточно пока
зать, что для любого

j 6(а) rfp(a) =-^-J J 6(х?) dx di (ß). 

* Z Ga

Легко проверить, что I z/p = 1/2 и 
J 2к
к I

Ь € Г+Х(о) не является степенью а. Тогда сужение b на Ga—нетриви
альный характер группы Ga. Следовательно

f j Ь (хр) dx X di (ß) = J Г b (ß) dx d-{ (ß)=0,

Z °a l Oa

так как Г Z>(ß) </7 (8) = 0.

oa
С другой стороны, поскольку ^-K=K для любого ß £ Ga и Р---

инвариантная мера, имеем

p(a)z/p(a) = J6(ßa)</p(a) = 6(ß) Г 6(a)rfp = 0. 

к К ?

J J dx d-\ — 1/2. Пусть-

Оа
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Для подсчета J a (a) dp (а) заметим, что характер а£Г+ порождает 

к
отображение G на единичный круг, причем полный прообраз дуги 

т.Л
w = {e/։; Ç «/2} есть К. Поэтому J а (а) rfp = l/2« Г e'’rf9=—.

к Лп
Аналогичино I I a (x-ß) dx d~t (ß) = — ►

2« J J «
I oa

§ 2. Голоморфные отображения

Пусть 2 (r։, ra) = (s(;2; /i-CIsI-Ctj) и B(r։, ra)— алгебра всех 
обобщенных аналитических функций в int 2 (г։, га), непрерывных 
вплоть до Гг.и ТГг. Для каждой функции f^B(ru г2) существует фор
мальный ряд

/— £ с (a) <Pei =*(?°)-1> (2-1)
абГ

где с (а) = j fifa dp не зависит от выбора г, rt < г га [7]. 
тг

Дальнейшее утверждение является аналогом следующей теоремы 
Бора—ван Кампена: пусть G— связная компактная абелева группа и 
f^C(G) не обращается в нуль на G. Тогда существует характер ? 
группа! G и функция gÇC(G) такая, что / = <р-ехр g (см. [10]).

Лемма 2.1. Пусть функция f^B(rx, га) не обращается в нуль 
на 2 (г։, га). Тогда найдутся а£Г и g^B (гр га) такие, что f = 
= 'р°-ехр g.

◄ По теореме Бора—ван Кампена для фиксированного r0, rt -С 
<г0Оа, существуют а0£Г и Фг, Ç- С(Т,) такие, что/(а-г0) = а(а0)-ехр 
Фу/։). Поэтому для ло5э.՝э г, г։^г-Сг։ такого, что|/(«-г) — 
—=С.М, М = int |/|, имеем /(лт) = а (а0)։ехр ФДа). Отсюда, 

а (г„ г,)
так как f—непрерывная по г функция, для всех ат £ 2 (rt> ra), f(a- r)= 
= а(а0)-ехр Ч7г(а), где Фг(а) непрерывна, вообще говоря, только по«. 
А поскольку /(ет)=/(г) не обращается в нуль на отрезке [г։, га], 
функция g (ат) = Фу(«) — Ф’у(е) 4- log/(r) — а0 log г непрерывна на 
2(r։, rï) и f = <p7։-exp g. Но пространство максимальных идеалов ал
гебры B(rit га) есть 2(г։, га) (см. [7]). Поэтому gÇB(ro га) ►

Следующая лемма является некоторым вариантом принципа Фратме- 
на-Линделёфа для обобщенных аналитических функции.

Лемма 2.2. Пусть f — обобщенная аналитическая функция 
на * = GX (о) такая, что Re /(s)-Ce log |s| для всех sÇ
C$i\{*b Тогда f расширяется до функции из А.

Ч Отметим, что утверждение тривиально для функции одного комп
лексного переменного. Действительно, если функция f(z) аналитична в 
единичном круге с выколотым нулем и удовлетворяет условию леммы, 
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нуль является устранимой особенностью. Доказывается это следующим об
разом.

Имеем

iexp f (z); < |z|c < • n > с.

Отсюда функция g (z) = zn exp f (z) аналитически продолжается на весь 
диск. Поэтому g (z) = zm exp к (z), где к (z) — аналитическая в единич
ном круге функция. Применив принцип аргумента, имеем т = и и 
/ (z) — к (z) = const.

Доказательство в общем случае производится по следующей 
схема. Поскольку /—аналитическая на 2։\{*} функция, то она пред
ставима в виде рада у с (а) <р". Покажем, что для а£Г, — а£Г+> 

«ег
с(а)=0. Это и будет означать, что f^.A.

Допустим противное. Пусть для некоторого — Г+, с (а) =/= 0. 
Тогда функция

g («г) = f/(«■?• г) d-{ (?) (7— мера Хаара G.,)

также обобщенно аналитическая функция и ее ряд имеет вид 
с(па)-ояя, с (а) =/= 0 .Поэтому g можно рассматривать как аналити- 

■6Z
ческую от <f“ функцию. Кроме того Re g (s) <^с log|s|. Следовательно, 
в силу вышесказанного, g (s) аналитически продолжается на все S։> 
т. е. с (а) = 0. ►

Теорема 2.3. Пусть для f^.A существует такое г > 1, что 
f не обращается в нуль на 2r={s^S; |s|O). Тогда най
дутся а^Гд- и g^/4, g(*)=/=0 такие, что f = g.

◄ Если /(*)=/= 0, то теорема тривиальна. Достаточно взять 
а=0, g=f. Пусть /(*) =0. Тогда по лемме 2.1 найдутся обобщенно 
аналитическая на Qr\(*) функция ’F и aÇT такие, что на 2Г\{*}, 
справе дливо

/=<ра-ехрФ՜. - (2.2)
Поэтому Re W (s) с log |s| для всех sÇ2r\{*} и некоторого фикси, 
рованного с^>0. По лемме 2.2 функция //<р° ограничена на 2ГХ (*} и, 
следовательно, ее можно расширить до некоторого g£A (см. теоре
му 4,2). ►

Следствие. В разложении (2.2) а£Г+.
В работе [2] Р. Аренс описал автоморфизмы алгебры А. В слу

чае, когда Г = Z, эти автоморфизмы порождаются преобразованиями 
Мёбиуса. В остальных случаях каждый автоморфизм на алгебре А по
рождается некоторым сдвигом группы G и сохраняющим порядок ав- 
томорфизмоы группы Г. Напомним, что автоморфизм " на Г сохраня
ет порядок, если t(r+) = r. Например, в случае Г = А? группа авто
морфизмов на R, сохраняющих порядок, совпадает с Æ+\{o} —груп
пой относительно умножения. Гомоморфизмы же, действующие на ал



Обобщенные по Аренсу-Зингеру функции 233

гебре А, определяются несколько иначе. Прежде чем описать эти 
гомоморфизмы, приведем одно понятие.

Определение 2.4. Будем говорить, что отображение Н". 
; S,—*П։ голоморфно, если для любого функция f -H принадле
жит А.

Следующее утверждение является аналогом леммы Шварца. '
Теорема 2.5. Пусть Н—голоморфное отображение и Н (*)=*„ 

Тогда найдется такое 6£Г+, что
/Я(5)1<|з;».

■< В случае, когда Г изоморфна Z, утверждение леммы есть 
лемма Шварца.

Пусть Г не изоморфна Z, т. е. Г+ плотно в R+.
Покажем, что если з =/= *, |s| 1, Из предложения 1.4 сле
дует: функция аналитична как функция одного переменного на. 
некотором множестве содержащем з. Поэтому H(s) = * озна
чало бы, что <р“°Я(з) =0 для всех а£Г-|֊. И поскольку для любого

Л п .
л £ Z-f. найдутся 6։, • • •, .Ьп 6 Г такие, что а = £ bi, то <р°о//=П (<Р z° Н) 

1 1
и, следовательно, функция на F имеет нуль бесконечной кратно
сти, а это невозможно. Таким образом, Я(з)=/=*.

Рассмотрим теперь функцию /(s) = <ta >H(s). Так кяк /(*) = 0 и 
/=/=0 на г<О> применив теорему 2.3, получим f — ^-g, d^_
£Г+, g(zA, sup|g|<l. Поэтому ;<F“ (//(s))|< |<pd (s)| = js[d, t. e. |Я(з)|в< 

s> ՝

Взяв b —, 6£Г+, получим утверждение теоремы. ► 
а ,

Перейдем теперь к гомоморфизмам, действующим на алгебре. Заме
тим, что существует взаимно однозначное соответствие между гомомор
физмами и голоморфными отображениями.

Теорема 2.6. Пусть V=f=Z, тогда каждый гомоморфизм на 
алгебре А задается тройкой (о, И«, к), где а (возможно и триви
альный)— сохраняющий порядок гомоморфизм на Г, Иа — оператор 
сдвига на n(G, а к—обобщенная аналитическая в int Й։ функция, 
Re k(s) и /(з)=ехр к (s)^A. Верно и обратное, каждая такая 
тройка (о, Иа, к) определяет гомоморфизм на А.

Ч Пусть Н°—гомоморфизм на А, и Н— соответствующее ей го
ломорфное отображение. Предположим сначала //(*) == *. Так как 
H(s)^* для s£3։, 0 < |si < 1 (см. доказательство предыдущей тео
ремы), по теореме 2.3 имеем

#° Я>в=<Рв(в)£0. а£Г+» (2.3) ,

где з- гомоморфизм на Г+, продолжающийся до сохраняющего поря
док гомоморфизма из Г в Г, ga — обобщенно аналитическая функция, 
не обращающаяся в нуль на int ga+b— ga։ gb- При каждом фикси
рованном s£2։, ga (s) определяет характер на полугруппе Г,, поэ
тому найдутся a£G и г >0 такие, что g(։ (*) = о.(а)-га для в сех а £ Г+.
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Пусть fa = « (a)-ga. Тогда существует ^-обобщенно аналитичес- 
՛ кая в int Q։ функция такая, что

fa (s) = exp ak(s).
Таким образом

/уо фо — ^а(в) (а)-ехр а-к.

-Следовательно, гомоморфизм № определяется тройкой (а, И«, к) 
•Пусть Н(*)=/=*, тогда в (2.3) о = 0 и поэтому № задается тройкой 
(О, И«, к). Пусть теперь дана тройка (а, И«, к). Определим при каж
дом фиксированном s С О характер т, на Г+ : тДа) = я (а)-а (а) ехра•&($)• 
Так как Re£(s)<0, то найдутся ß, £ G и г^£[0, 1] такие, что т, (а)= 
= ß* (а)-г, (а). Определим отображение //: S, -» 2։, полагая /У(з) = 
= ßj-rf. Так как 4><’o//(s) = ßJ (а) гл(а) = а (а) я (a) expa-jt(s), <fao 
H(s)— обобщенная аналитическая функция на Поэтому Н—голо
морфное отображение, следовательно, соответствующее ей отображе
ние Нй—гомоморфизм. ►

Следствие [2]. Пусть Г =f= Z, тогда каждый, автоморфизм 
на А определяется парой (а, |/а), где о—сохраняющий порядок ав
томорфизм на Г, а Рр — оператор сдвига.

◄ Пусть №—автоморфизм. Тогда //(7՝1)=7’1. Поэтому k (s)=0 
и a — автоморфизм. ►

Заметим, что существуют такие 'подгруппы группы R, на которых нет 
нетождественного, сохраняющего порядок, автоморфизма. Примером служит 
группа Г (§ 1, пример).

§ 3. Теоремы единственности

Каждая аналитическая функция, заданная на связном открытом мно
жестве И комплексной плоскости С, удовлетворяет условию единственно
сти, т. е. если аналитическая функция I равна нулю на некотором откры
том подмножестве множества О, то 0 на О. Естественно поставить во
прос: верно ли аналогичное утверждение в пространстве Я в случае, когда 
Г Ъ '(что и предполагается везде в этом параграфе). Прежде, чем от
ветить на этот вопрос, напомним: линейные комбинации функций из 

! (<р°)абг+— полиномы, а отношение двух полиномов—рациональная функ- 
: ция. Семейство полиномов будем обозначать через Р.

Определение 3.1. Пусть К.—компакт в Я. Полиномиально вы
пуклой оболочкой К назовем множество №={$£2; |р ($)| <^зир |р|, р £Р), 

К

՛ а рационально выпуклой оболочкой — множество Кй = С 2>

, Р1> при этом предполагая, что р2 не име

ет нулей на К. Очевидно

< sup —
к

КсКосК°. (3.1)



Обобщенные по Аренсу-Зингеру функции 235

Предложение 3.2. Пусть К — компакт в й. Тогда
i К'1 совпадает с пространством максимальных идеалов рав

номерной алгебры Р (К) на К, порожденной полиномами.
И Ко совпадает с пространством максимальных идеалов рав

номерной алгебры R (К) на К, порожденной рациональными функ
циями вида Pi'pt, где нули р3 лежат вне К.

Доказательство этого факта следует из предложения 1.2.
Возникает естественный вопрос: всегда ли компакт К рационально 

выпукл? Например, хорошо известно, что если Г = Z, X — рационально 
выпукл. С другой стороны, с помощью предложения 1.4 можно построить 
различные примеры, зависящие от выбора Г, нерационально выпуклых 
компактов.

Предложение 3.3. Пусть Г изоморфно некоторой подгруппе 
группы рациональных чисел. Тогда каждый компакт в й рационально вы
пукл.

■Ч Пусть К— компакт в 2 и з0^2\Л. Выберем а1։- • -, аЛ£Г+ и 
е^>0 так, чтобы пересечение G= ($Ç2; |®в/ (s)— <pOi (s0)|<^e}, ։=!,•• • 
• • •, п и К было бы пустым множеством. Так как Г изоморфна под
группе рациональных чисел, то найдется такое ае€Г+, что каждое 
at = mt-а0, где —положительное целое число. Поэтому множество

У mjmax|<p''-(s)j содер- 
1 / и

,Г 1жится в U, и следовательно, функция---------------------- принадлежит.՛jp'-o (s) — ։р». ($0)
R (К), т. е. Ко = К. ►

Для дальнейшего (приведем следующий факт.
Пусть U—открытое множество в G и h:R-*G—гомеоморфизм,- 

определенный в § 1. Тогда множество Un = h՜՝ (U) — относительно 
плотное подмножество в R, т. е. существует число I такое, что пе-- 
ресечение любого отрезка на R длины I с Un не пусто. Действитель-՛ 
но, в противном случае найдутся семейства отрезков {//)“ такие, что 
d(Fi)— длина множества Fi — равна i и h (Fi) fl U— 0. Пусть xt — 
центр множества Fi. Тогда h (Fi — xt) f] [Л ( — xt) • U] = 0►

Поскольку U (Fi — xt) = R и {ACxj))“ предкомпактно в G, найдется 
i

A £ G такое, Что h (R) П (G-P) = 0. A это невозможно, так как h (R) = G..
Заметим, что теми же рассуждениями можно показать, что если

_  в»
V—открытое множество в G, V¥= G, то Vn = U V/, где каждое Vi 

1
связно. Vi n V] = 0» i ji и sup d ( Vi ) < œ.

Лемма 3.4. Пусть D—полиномиально выпуклый компакт в 2, 
и (D) — подмножества в С (X—отображение, фигурирую

щее в § 1). Тогда Dr — U Di, где каждое Di—связный полиноми- 
1

ально выпуклый компакт в С и D, V\Dj■ = 0,
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■4 Из непрерывности отображения у следует, что Dx — замкну
тое в С множество. Пусть Dt — одна из компонент связности множе
ства DK. Покажем сначала, что Di —ограниченное в С множество, т. 
е. компакт. Допустим противное. Так как то найдутся г։>г։^>0 
такие, что DcGX[r։, rj. Поэтому (см. (1.1)) Dt содержится в (z£ 
£С; Ims^[—log r։, —logrj). Из неограниченности Dib С (см. рас

суждения, изложенные перед леммой) непосредственно следует, что 
Re Dt = R.

Пусть IF—та неограниченная компонента связаности пере
сечение которой с прямой £ С; Im z = 1 — log г։) не пусто. Пусть /— 
обобщенная аналитическая функция на 2. Тогда, так как lFcz{z£C; 
Im z > — log г։1 и/оу—целая функция на С, ограниченная в (z£C; 
Imz>- log г։}, то имеем: /оу ограничена на IF. По принципу Фраг- 
мена—Линделёфа

sup |/<>X| = sup |/оу|,

гле —топологическая граница й7 в С. Но и так как
*= Нт у(г), имеем: |/(*)!-С эир 1/оу|-<.зир 1/1. Поэтому *££>. При- 

д, о

шли к противоречию. Таким образом, каждая компонента связности 
..Ох является компактом (полиномиальная выпуклость А очевидна). ►

Теорема 3.5. Пусть О— открытое ограниченное множество 
в 2. Для того, чтобы О было множеством единственности, необ
ходимо, чтобы точка * £ й принадлежала множеству

◄ Доказательство проведем от противного. Пусть * £ £)°, и р £ 
г

^Р—такой полином, что |р (*)| > зир |р(= о. Множество^ 1} = {з£2;. ° • I
|р (з)| < +—I является полиномиально выпуклой замкнутой ок-

2 )
рестностью множества Так как *~£и, то по лемме“ 3.4 £/։ =

= и (/<, где Щ — связный полиномиально выпуклый компакт С. За- 
1

фиксируем 1/1 так, что Нг ПО։=/=0.
Так как Пг —компактное подмножество в С, функция <р“оу разделяе т 
точки Пг для некоторого а£Г+. Тогда для любой открытой 'окрест
ности V—единичного элемента группы Са (ИсСа) и £//\(?£Л, где 
дП[ — топологическая граница £7/, множество У (£/։)• И—окрестность 
точки у (г) (см. предложение 1.4 и его следствие). Так как д£7/ П 
ПР։==0, найдется И-окрестность единицы, в, Са такая, что 
X՜1 (хВД)-У)П7Х=0. Очевидно, У (<?£//) су (д£7;)՛ К

Пусть И։ — другая окрестность единицы в Са такая, что И։с: V и 
/£С(Са), /^0 такая, что /|։,Хи=0. Тогда функция

го;з€Р\(у(£Л)1Л) 
збх(^) Н,

в силу предложения 1.4—обобщенно аналитическая. ►
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Заметим, что условие И, вообще говоря, не достаточно для 
единственности обобщенно аналитической функции.

Определение 3.6. Множество Ос& назовем звездным, если 
для любого 5^/2, з = ։-р, прямая 1($) = {а.-г, 0<г<р} также при
надлежит В.

Теорема 3.7. Пусть В — звездное открытое ограниченное 
множество в й. Тогда В — множество единственности.

< Отметим, что из условия теоремы следует: множество /)х = 
X՜1 (£>) открыто и связно и, кроме того, с В для некоторого г О 
Поэтому, если /—обобщенно аналитическая функция на обращаю
щаяся в нуль на некотором открытом подмножестве В, она, так как 
/о/ аналитична на 2?х, обращается в нуль на всем £>, следовательно, 
и на йг. Отсюда, / == О ►

§ 4. Особенности обобщенных аналитических функций

В этом параграфе рассматривается поведение обобщенных аналити
ческих функций вблизи особых точек в случае, когда группа Г не изоморф- 

5на Z. Естественно ожидать, что тогда обобщенно аналитиечские функции 
ведут себя несколько иначе, чем функции одного Комплексного переменно
го. Следующее утверждение как раз и устанавливает одно из таких раз
личий.

Теорема 4.1. Пусть В—открытое в 2 множество и s£B, 
=£*. Тогда каждая аналитическая на £>\(s} функция аналити

чески продолжается на все D.
◄ Пусть U = W X У, UcB— замкнутая окрестность точки 

s = (z0, а0), (IFcC. УсGa), и f — аналитическая на D\{s) функция. 
Тогда она непрерывна на dU и, в силу принципа максимума, для 
«€ К а֊/=ао

sup |/1 < sup I/] < sup l/| =M < oo.
ап7х<«} sm

Поскольку Ga — совершенное множество для любых z/=z0 и е>0, то 
найдется а£ У такое, что

I/U «о)-/(г. а)|<». (4.1)
Отсюда \f(z, a0)KM z =/= zQ. Поэтому/—ограниченная аналитичес
кая на (IF’X {aol)\(s} функция и, следовательно, ее можно рассши- 
рить на все W X |“0) с сохранением аналитичности. Применив теперь 
4.1, получим, что f непрерывна на В ►

Теорема 4.2. Пусть f—ограниченная аналитическая на 
функция. Тогда f продолжается на все D.

4 Пусть 2Гос£> при некотором г0 > 0. Тогда на Sr\{*} функ
ция / представима в виде формального ряда £ с(а)ф°, где с(а) = 

agrО
= f-f-a г<^г0« Поэтому, если бы для некоторого а£Г, а < 0, 

Тг
•с (а) = 0, имеем 0<fc(a)|< | |/|т° rfp. Следовательно, lim sup |/|=со.

J ' •* о тг
тг

3—340
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А это противоречит условию теоремы. Поэтому / расширяется до аналити
ческой на всем й Го функции и, следовательно, аналитична на всем О.

Определение 4.3. Пусть О — открытое множество в й, и Г — 
подмножество множества О. Будем говорить, чуо Б—тонкое множество,, 
если для любого существует окрестность П и аналитичес
кая на и функция / такая, что Гп £/ = £’(/), где Е(/)՛ — множес
тво нулей, функции /.

Очевидно, конечное объединение тонких множеств также является, 
тонким, а вот пересечение, вообще говоря, не тонкое множество. Из тео
ремы 4.1 следует, что единственным одноточечным тонким множеством 
является * й. Заметим также, что тонкое множество не обязано быть 
множеством нулей аналитической функции.

Теорема 4.4. Пусть / — ограниченная аналитическая функ
ция на И\Е, где Е—тонкое множество И. Тогда / аналитически- 
продолжается на все О.

◄ Пусь з££’и£7=И^ХИ, £/с:£> — такая замкнутая окрест
ность точки 5, что диГ\Е= 0. Тогда из определения 4.3 следует,, 
что при фиксированном V множество (1Р X («}) Л Е конечно. Поэ
тому функцию / можно аналитически продолжить на ИГХ [а|. В силу 
принципа максимума для любых а, Р £ V

|/(г, а)֊/(г, Р)|<8ир|/(х, а)—/(г, ди/

Отсюда функция /, так как она непрерывна на ОЕГ X И, аналитичес
ки продолжается на £>.

Следующее утверждение является усиленным вариантом теоремы 4.1. 
хотя и доказывается аналогичными рассуждениями. Поэтому доказатель
ство не приводится.

Теорема 4.5. Пусть О—открытое множество в й и Б— такое 
подмножество тонкого в И множества, никакое подмножество которого 
не является тонким. Тогда любая функция, аналитическая на П \ Б, ана
литически продолжается на все О.

Теорема 4.6. Пусть Е — тонкое множество и } — аналитическая 
на П\Е функция. Тогда поведение | в окрестности каждой точки $о € Е. 
может быть одним из следующих:

О /(з„) стремится к конечному пределу для любого 5Л -*• 50> 
п) 1/(зЛ)| стремится к ос для любого $0;

ш) в каждой, окрестности точки з0£Е функция / принимает- 
все значения, близкие к каждому числу.

•< Пусть и—такая замкнутая окрестность точки 50, содержаща. 
яся в £>, что V для некоторых и ]/сСи. Так как Б —
тонкое множество, то при каждом фиксированном V множество 
( Ц7 X |а|) ПБ конечно. Поэтому УБ можно выбрать таким, что X 
X (’о)) Л Б= |$0), Зо = (го> “о)- Пусть в окрестности з0 для функции / 
не выполняются условия 1) и п). Тогда, если на слое 1₽ X {«0) 
точка л0 является существенно особой для функции Ф’оДг) = / (г0> “о)»- 
в силу теоремы Пикара, справедливо условие Ш). Очевидно также,. 
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что если s0 является предельной точкой для некоторого множества су
щественно особых (послойно) точек, то в окрестности точки s0 снова 
справедливо iii).

Пусть теперь W и V такие окрестности точек zq и а0, соответ
ственно, что для любого а£ У функция ^(z) не имеет существенно 
особой точки на IF. Не теряя общности, можно предположить, что 
z# является полюсом для функции 4'։o(z). Покажем, что для а, близ
ких к а0> *nf I ’F«(z)/=0.uz
Действительно, в противном случае функция \ff{z, а) была бы огра
ничена на IF X F։, где И։—некоторая открытая окрестность а0, со
держащаяся в У. Поэтому (см. теорему 4.4) функция l/f(z, “0) имеет 
аналитическое продолжение на 1₽ХИ. Следовательно, для функции f 
в окрестноси з0 выполняются условия либо i), либо ii). Пришли к 
противоречию.

Аналогичными рассуждениями можно показать, что sup |Ф՜, (z)| = 
w

= оо. Поэтому для любого d£ С функция —-— неограничена в неко- 
f — d

торой окрестности точки s0 ►
В дальнейшем точки вида i), ii), iii) будем называть, соответ

ственно, устранимой особенностью, полюсом и существенно особой 
точкой.

В качестве примера рассмотрим отношение двух целых обобщен
но аналитических функций / и g. Пусть E(f) и Е (g) —множества нулей 
этих функций. Из вышеуказанного следует, что если Е (f) П Е (g)=/=0, 
то функция Ч? = f/g имеет только полюсы. В противном случае у ЧГ 
могут быть существенно особые точки. Можно также показать, что 
если * £ Е (f)r\E (g), то существенно особые точки функции ЧТ обра
зуют нигде не плотное множество.

Пусть /—аналитическая на St\{*} функция. Тогда она разложи
ла в ряд с (a) fa. Множество тех а£Г, для которых с (а) =/= О, 

аег
обозначим через 5 (/) и назовем спектром функции /. Оказывается, 
что поведение функции / в окрестности {*) характеризуется свойством 
^спектра. Точнее справедлива

Теорема 4.7. Пусть a0£inf 5(/), тогда
ii) если а0 0. {*) —устранимая особенность’,
ii) если а0 < 0 и а£5(/). то (*) — полюс;

iii ) если а0 <0. а0 £ то {*} —сушественно особая точка.
◄ Доказательство i) очевидно (см. § 3). Пусть выполняется ус

ловие ii). Тогда для функции g — //?"•, inf 5(g) = 0, 0 £ 5(g). Следо
вательно, применив i) для функции g, получим: * является устрани
мой особенностью для g и g(*) = c(a0). Поэтому * —полюс для 
функции /. Пусть теперь а0<^0 и aQ~^S(f). Покажем, что в этом 
случае * — сушественно особая точка. Допустим противное. Пусть 
го €/ (2г\(*)), 0<г<1. Тогда функция 1// — z0 ограничена на Q;\ 
\(*| и не равна нулю на этом множестве. Поэтому она расширяет
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ся на все 2Г и имеет вид »'g, g (s) =0, для s£2r (см. теорему 
4.2). Отсюда, g (s) = exp к (s), где к (s)—обобщенно аналитическая на 

функция. Поэтому f — х0- 1/<Р*-ехр (— к). И поскольку infS(exp —
— £) = 0£5(ехр— к), а аи<^0, то имеем b = ü0 а0££(/). Пришли к 
противоречию.

Нижеследующая теорема характеризует поведение целой функции в 
окрестности бесконечно удаленной точки.

Теорема 4.8. Пусть f—целая функция на и a0CsupS(/). 
Тогда

i) если аоч$(/)> ао¥1О> 00 --полюс для функции /;
И) если Oq'z S(f), эо — существенно особая точка.
Для доказательства достаточно рассмотреть гомеоморфизм t на 

т(а-г) = а-1/г и применить теорему 4.7. -

§ 5.. Дифференцирование

В данном параграфе дается описание всех непрерывных дифференци
рований на пространстве целых функций.

Пространство целых функций В на Я можно естественным образом 
превратить в алгебру Фреше, задав на ней систему полунорм 

III Л|Г
'Л = sup 1/1. /£ В, Тп = [sе2; |s| = п)

Определение 5.1. Непрерывный, линейный функционал Ds 
на В называется точечным дифференцированием в точке 
если для любых f, g^B

D’ (/ Я) =/(s)-D, (g) 4- g(s)-Dj (/).•
Линейный непрерывный оператор D на В называется дифференциро

ванием, если

V(fg} =/D(g)+g-D(/)..

Очевидно, пространство всех дифференцирований на В является В- 
модулем. Следующим результатом устанавливается размерность этого мо
дуля.

Теорема 5.2. Существует такое дифференцирование D на В, что 
каждое другое дифференцирование!) на В представимо в виде

D =gD", g^B.

Ч Сначала отметим, что в любой точке s Ç Q, s — *, существу
ет нетривиальное точечное дифференцирование. Действительно, пусть 
/• = W'X.Ga — замкнутая окрестность точки s. Тогда оператор сужения 
В на F непрерывен и отображает В в равномерную алгебру Вр. Из 
предложения 1.4 непосредственно следует существование в точке 
s £ F непрерывного точечного дифференцирования D, на алгебре Вл» 
Поэтому Dj также определяет непрерывное точечное дифференциро
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вание и на В. С помощью точечного дифференцирования D5 на В

можно определить аддитивную на Г-l функцию к (а) =------—а^Г+.
<Ра ($)

Так как Г+ порождает Г, то к (а) можно расширить до аддитивной 
на Г функции. Из непрерывности D, следует

I, , м с И« / п \а

Поэтому, если на Г задать естественную топологию, индуциированную 
с R, то к (а) будет непрерывной аддитивной на Г функцией, а каж
дая такая функция линейна. Поэтому существует z£C такое, что 
k(z)=z a. Таким образом, между пространством Es точечных диф
ференцирований в s £ 2 и линейными функционалами на Г существу
ет взаимно однозначное соответствие. Следовательно, dim Е3 = 1.

Пусть Р — алгебра полиномов. Если а) Г = Z для р Р, р =
Л ֊ Л

= ск <рА, то полином D° (р) = с^А:՛®*՜1. Хорошо известно, что
*=1 1

D” расширяется до некоторого дифференцированния на всем В. Пусть 
D—другое дифференцирование. Так как dim E, = 1, то для каждого 
s £ 2 имеем

D(/)(s) = g(s)D»(/)(s),
а так как D° ф1 = 1, то получим g (s) = D (<p)(s) £B.

Если же б) Г не изоморфна Z, для р£Р, р= у с (а) ч>° опре- 
°ег+

делим D°p = £ а-с(а) <р°. Так как D°p£P и D° (р) (s) = D?p при 
а£Г+

фиксированном s £ 2 является непрерывным точечным диффиренциро- 
ванием, D0 можно расширить до непрерывного на В дифференцирова
ния. Пусть теперь D—другое дифференцирование. Так как D? =f= 0 на 
2\(0) и dim Е3 = 1, то имеем

D (?°)(s) = Dj уп = g (s) D?<pa = g (s)-D° (<pa)(s) = a-g (s)-<?u (s).

Следовательно, g (s)—обобщенная аналитическая на 2\(*} функция. 
А так как D для 6£Г+ имеем inf S(g) > 0.

Отсюда, по теореме 4.7, *—устранимая особенность для g, т. е. 
g£B. ►

Отметим, что в случае, когда r=y=Z, в точке *£2 нет нетри
виального дифференцирования. Неизвестно, есть ли в этой точке раз
рывное дифференцирование?

Определение 5.3. Производной, целой функции ftz& назо
вем функцию D0/.

Из построения оператора D0 непосредственно следует
Предложение 5.4. Пусть у с (а) ®"—ряд некоторой фун-

кции К В. Тогда ряд ее производной имеет вид
i) если Г = Z, у с (a)-a-<pa—J;

аег+
И) если Г Z, у cfa)-a-<p°.

оег+
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Отметим, что в случае, когда Г =^= 7., оператор В0 не является 
сюръективным отображением. Для доказательства этого факта выберем 
последовательность {аЛ|“сГ+ такую, что аЛ-2п<-^-. Тогда функ

ция /~S ~%п՜ f“ принадлежит В. Но операторное уравнение D°g =f 

неразрешимо в В.

§ 6. Формула Йенсена

Пусть А—равномерная алгебра на X и р— представляющая ме
ра точки х^Л՜, сосредоточенная на дА—границе Шилова алгебры А. 
Говорят, что р— мера Йенсена, если для fÇ;A справедливо неравен
ство

log I/ (х)| < J log |/| dp. 

x
Каждой точке x Ç X может соответствовать несколько представляю
щих мер Йенсена, но среди них всегда найдется такая мера и, сос
редоточенная на дА, что для любой другой представляющей меры 7 
точки х£Х, не обязательно сосредоточенной на дА, справедливо не
равенство

j log 1/1 eff < J log l/l dp (cm. [3]). 

x x
Рассмотрим теперь алгебру A = B±,—равномерное замыкание на 2։= 
= |sÇ2; |s| •< 1} алгебры обобщенных целых функций из В. По пред
ложению 1.2 граница Шилова алгебры А есть Г։ = GX {1}» а прост
ранство максимальных идеалов — 2։. Мера р на Г1։ и ндуциированная 
мерой Хаара группы G, является представляющей для точки *Ç2։. 
Так как Ат, — алгебра Дирихле, р — единственная представляющая 
мера точки *Ç21։ сосредоточенная на Т\ и, в силу вышесказанного, 
любая другая представляющая мера 7 точки * Ç 21։ сосредоточенная- 
на 2։, удовлетворяет неравенству

Jlog l/l rfï < J log l/l dp, f^A. (6.1)

s. r,
Правое выражение, в случае f — 0, строго больше — œ (см. [3], [6]), 
Аналогичный факт верен и для других представляющих мер. Точнее, 
справедливо

Предложение 6.1. Пусть fÇ.A, ms—представляю
щая мера sÇ2։, |s| 1, сосредоточенная на 7\.
Т огда

у log I/] dms > — со. 

г.
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4 Поскольку Re Л|г,= С( rj, т։ — единственная представляю, 
щая мера точки $ £ 2. Пусть F = W X Ga — замкнутая окрестность 
точки s, s = (z0, «о). Тогда / (z, о) при фиксированном a£Go явля
ется аналитической по / функцией (см. предложение 1.4). Взяв такую 
полиномиально выпуклую окрестность 1^'1 точки z0, WxaiW, что на 
dlFt X [%) функция f не обращается в нуль, имеем

/Сг0>“о)= | /(«, <*0) dm,

где т — представляющая мера точки s = (z0, а0), сосредоточенная на 
dR^Xb). Но J log |/| «/тп 2>—оо, поэтому

(см. (6.1)) j log |/| dmz > — со.

т.
Пусть B(rlt га)—равномерная алгебра на 2 (г1։ га)={$£2; г։ <С 

<|s|<ra|, порожденная семейством {։ря1а€г+- Граница Шилова этой 
алгебры совпадает с F= Tr, U Тг„ а 2 (г1։ га)— с ее пространством 
максимальных идеалов и, кроме того (см [17]),

codlmC/?(F) Re В (r։, ra) |f = 1. (6.2)

Из этого равенства непосредственно следует, что размерность выпук
лого компакта Ms представляющих мер алгебры В (г1։ га) в точке 
s £ 2 (г։, га) не превосходит 2. Более того, воспользовавшись описа
нием долей Глисона алгебры В(г։, га), можно показать,՛ что в случае, 
когда Г = Z, для s£Q(r։, ra)\2* dim Ms= 2. В остальных случаях 
dim 1.

Теорема 6.2. Пусть f—целая функция на 2. Тогда Ф (z) = 
= J log |/| dp является выпуклой функцией от log г.

Т,

■4 Зафиксируем г0 > 0 и пусть 0<^г։<^га такие, что Го = г։та. 
Определим гомеоморфизм " на пространстве Q (г։, га), полагая для 

гг
s = a-r, t(s)=a~1— . Тогда <р°от (s) = r^a- <f~a (s) и, поскольку 

г
B(rt, га) порождается семейством функций [<р°}аег, то t индуцирует 
автоморфизм на В (г1։ га). Точка s0 = ет0 (е — единица группы G) — 
единственная неподвижная точка гомеоморфизма ". Пусть ms — пред
ставляющая мера точки s0, сосредоточенная на F = Tt U Га. Тогда 
т^ь՜ также будет представляющей мерой точки s0. Поэтому мера 
~ ^-г

т = 2—2—:------- представляющая мера точки $0, инвариантная от

носительно "■ Следовательно, IMrJ = = 1/2.
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Покажем, что т — единственная логарифмическая представляю
щая мера точки s0 = 1-г0. Заметим сначала, что для всех <?“, а^Г, 

справедливо

J log /<р°| dm = J log /<р°| dm + j log |<p°| dm = у log ri + у logr։ = 

p fr,

= a ■ log r0 = log l<pa (so)|-
Из равенства (6.2) следует, что все вещественные меры, ортогональные к 
алгебре В (г1։ га) и сосредоточенные на F, кратны мере п = р։ — ра, 
где р, обозначает меру р, заданную на Ti, г = 1» 2- Поэтому, если

т—некоторая логарифмическая мера точки $0, т=с-п-]-т, c^R-Атак 
как <р° £ В՜1 (г։, г։), то имеем

alogr0 = | log |<pe| dm = a-с-(log r։ — log r։) + a log r0.

Z

Отсюда c = 0, т. e. m = m. Поэтому для f^.B(rit га) справедливо 
неравенство

log |/(Z-r0)l < | log |/(s)J dm (s),

F

Таким образом,

log|'(₽-r0)/< yiog|/(₽.s)|rfm(s). (6.3)

F

Поэтому, применив теорему Фубини, имеем

Ф(г0)
о

rfp < -^-ф (г։) + -|-Ф(га).

Но logr0 = — logr։ + — log га, следовательно, 
2 2

Ф (г) — выпуклая от

log г функция. ►
Следствие. Пусть f (s) — 0, f =f= 0. 

таких, что r1ra = |s|’, илсеел«
Тогда для 0 < г։ < га

Ф(ЫХ֊Ф(г։)+^-Ф(гэ). 
л»

Доказательство непосредственно следует из (6.3).
Таким образом, справедлива следующая
Теорема 6.3. Пусть f — целая на Й функция, f 0. Тогда

i) Ф (г) — монотонно неубывающая выпуклая от log г функ
ция֊,

ii) если Ф (г) = const, то /=ехр g, g£B;
hi) log !/(*)! < ф (г).
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4 Условия 1) и И!) непосредственно следуют из теоремы 6.2. 
ii) Так как Ф (г) = const, / не обращается в нуль на 2 (см. преды
дущее следствие). Поэтому, в силу теоремы 2.3 и леммы 2.1, найдет
ся g такое, что f = exp g. ►

Пусть f—целая функция. Тогда, так как функция Ф(г) = 
— У 1/1 выпукла от log г, существует такая положителяная 

Г,
функция п (г, f), что

Г, 
Ф(г»)֊Ф(п)= yn(r’ Z) dr. 

ri
Определение 6.4. Число п (г, /) = r-Ф' (г 4՜ 0) будем назы

вать мерой множества нулей функции fna Sr.
Опишем основные свойства числа п (г, f).
Теорема 6.5. Пусть f^B. Тогда
i) п (г, f) — неубывающая положительная функция;
ii) если п (г, /) = const, то а = п(г, /)£Г+ и найдется g£B 

такое, что f = <fa- expg;
iii) если fug такие функции из В, что на Tr, |/| !g|, то

п (г, f -Ь g) = п (г, f).
4 i) очевидно. п).'Пусть п (г, /) = const, тогда Ф (г) = a logr+ 

4֊ с, где а = п (г, /). Поэтому (см. следствие теоремы 6.2) / нигде 
на 2\|*) не обращается в нуль. Следовательно, по теореме 2.3 и 
лемме 2.1, найдутся 6£Г+ и g£.B такие, что / = <fb-exp g. А так как

Ф (г, /) = Ь-log г + J Reg </р,

то получим Ь = а.
iii). Так как |/| > |g| на Тг, то для некоторого е 0 найдется 

обобщенная аналитическая на О (г — е, г 4- е) функция h такая, что
(У

1 + -- =ехр Л. Поэтому, если |г։ — г|< е, то Ф (r1։ / -|- g) = Ф (г1։ /) 4֊

4՜ J Re Л rfp. Правый интеграл постоянен на отрезке [г — е, г 4֊ в].. 

гг
Следовательно, п (г, / 4՜ g) — п (г, /) ►

Теперь можнно доказать формулу Йенсена для обобщенных аналити
ческих функций.

Пусть f — обобщенная аналитическая функция. Формула Йенсена 
позволяет подсчитывать модуль первого коэффициента функции f. Поэто
му естественно предположить, что а = inf S(f) (f). Пусть n (г, /) — 
мера нулей функции / на 2Г. Положим

/V (г, /) = J ”(t ^~а Л.

о
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Теорема 6.6. Пусть f^B и а = inf 5 (/) £ S (f). Тогда

log |с (а)| = J log |/| dp — N (г, f) — о. log г.

Tr

◄ Так как a^S(f), то найдется г0^>0 такое, что функция / на 
равна с (а) • <fa • exp g, где g—обобщенно аналитическая на 2Го функ

ция и g (*) = 0, Поэтому Ф (г0, /) = Iе (а) ՜է՜ а г°‘ Теперь для 
завершения доказательства достаточно заметить, что

г
л Г dt -

N{r, ք)=>Փ(ր, /)-Ф(г0. /)֊“] — ►
Г,
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0. Ա. ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ. Արենս-Զիէցհրի իմաստով ր(սյՅանրացված անափսփկ ֆանկցիաՏհր 
(ամփոփում )

Աշխատանքում շարունակվում է Ռ. Արենսի և Ւ. Զինգերի ներմուծված ընդհանրացված 
անալիտիկ ֆունկցիաների հանրահաշվի ուսումնասիրությունը։ նկարագրված է այդ ֆունկցիա
ների անալիտիկ հատկությունները, մտցված է ածանցյալի գաղափարը, ստացված է 8են- 
սենի բանաձևը։ Տրված է անալիտիկ համարյա պարբերական ֆունկցիաների տեսության 
թեորեմների նոր մեկնարանությոլև։

Տ. A. GRIGORIAN. Generalized analytic function* by Arent—Singer (summary)

The paper investigates the algebra of generalized analytic functions introduced 
by R. Arens and I, Singer. The analytic properties of such functions, the notion of 
derivative is introduced and the Jensen’s formula is established. A new interpretation 
of some theorems of the theory of almost periodic'analytic functions is given.
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Г. А. БАРСЕГЯН, К. Н. МАРТИРОСЯН

О ЗНАЧЕНИЯХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
НА МНОЖЕСТВАХ а-ТОЧЕК МЕРОМОРФНОЙ , 

В ЗАДАННОЙ ОБЛАСТИ ФУНКЦИИ

По первой основной теореме Р. Неванлинны (см. [1]), для меро
морфной в С функции ш (г) и произвольного значения С выпол
няется

А(г. а) 4֊ т(г, а) = Г(г)+0(1), г-со, (1)
г

где И (г, а) = J сП, и (£, а)— количество а-точек функции, с
о

учетом кратности, в круге |г| С I
2«

т(г, а) = — Г 1п+--------- </<р, (г ге^), т(г, со) =
2^3 |а» — а|

о
2к

= ~~ I 1п+ |ш| , Т(г) = П(г, со) ■}֊ т (г, со).
2« 

о

Соотношение (1) устанавливает инвариантность левой части ее 
относительно значения а с точностью до несущественного остаточно
го члена 0(1).

В заметке [2] было анонсировано следующее аналогичное соотно
шение, в котором роль А (г, а) выполняют алгебраические суммы В (г, а) 
а-точек, т. е. если г^а), г = 1, 2,•••, п (г, а) а -точки функции

п (Г, II)
т(г) в круге |г| < г с учетом кратности, то В (г, а) = £ гДа).

/»•1
Теорема А [2]. Пусть ги (г) — мероморфная в С функция, 

а€С. Тогда
В(г, а) + т*(г, а) = С (г) -{- О(гА(г)), г-*-ос, (2)

где
2» 2к

т* (г, а) = I е‘^~ 1п+ -—-—- <Лр - [ е'? 1П+---- -----
2 к,/ дг |ш — а| 2 к — а|

о о
։ . 2к

т* (г, оо)=-£- I е,’> — 1п+ |а>| Г е‘^ 1п+ |ш| </<₽,
2г.]дг 2п„> 1 1

о о
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С(г) = В (г, + т* (г, <»),
2е ։ у

£(/•)= | ——- г<1? — сферическая длина со-образа окружности 
„’14- |со|2 в

I*' = г.
Соотношение (2) интересно тем, что в величинах В (г, а) есте

ственным образом фигурируют аргументы а-точек, что позволяет де
лать выводы о расположении а-точек.

Величину С (г) естественно рассматривать как аналог неванлин՛- 
новской характеристики Т’(г), а (величину /и* (г, а) — как аналог не- 
ванлинновской функции приближения т(г, а).

Величина £(г) выполняет роль несущественного остаточного чле
на в теории поверхностей наложения Л. Альфорса (см. [1], гл. X). 
Очевидно в соотношении (2) интересными являются только случаи, 
когда величины В, т*, С или хотя бы одна из них по хмодулю боль
ше, чем гЦг). Однако эта ситуация встречается довольно часто. По 
теории Л. Альфорса для „большинства՛1 а и г выполняется

£ (г) < [п (г, а)]2 в — СОПв! О,

так что £(г) не будет выполнять роль несущественного остаточного 
т+>

члена в (2) лишь когда |2? (г, а)|։=О[гп(г, а)] , что ‘может быть
лишь при очень равномерном распределении а-точек функции из по 
аргументам.

Следующий наш результат устанавливает подобное соотношение 
для функций ш (г) £ М(О) — мероморфной в замыкании заданной одно
связной области £> с гладкой границей. При этом вместо 'сумм а-то
чек мы рассматриваем более общие выражения (£>, а) =2 я» (яДа)) 
где ф (я) — аналитична в О, а суммы берутся с учетом кратности 
а-точек я<(а). Будем пользоваться обозначениями: п — направление 
внешней £ нормали., к 5 границе^ дО области £); п (г) — комплексное 
число с единичным модулем, направленное по и; <1з — элемент грани
цы А (/) — выражение, модуль которого не превосходит |/|; 
I (дВ) — длина дО; £ (дО) — сферическая длина си-образа дО; М/—мак
симум модуля / на £>.

Теорема 1. Пусть т (О), а£С. Тогда

Л (£>, а) 4՜ г- ( ф (г) 1п+ ■֊—-—- <1з —
2 тс J дп ш — а 

дй

1___
Iю — а|

<1$ = С, (£>) 4-

/5 Я \+ Л М ЛМ1а| 4-1)’ £ (<?£>)4- ֊֊ ■ |а| I (<?£>)
\2 ТС 2 Тс • ; О)
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где С, (Д) = В, (Д оо) 4- Д Г <Р (г) 1п+ |®| ֊
2 « □ оп

дй
— [ л (х) <р' (х) 1п+|®| Л.

2*3 дО
II. В?(Д а)+тт(Д а) = (Д °°) + шт(Д, 00) +

+л(^-лгт(/а|+1)։да)-. «>՝

где
т„ (А а) = ~~ Г <р (г) — 1п —-— <3г, т (Б, оо)= =с—։ Г ? (г) — Ь ®Л,.

2*13 йг ш—а ’ 2 т 3 а.1
А,(а) А,(0)

Д1 (о) = {* : « €^Д I® (х)— а| -<1), Д։ (а) = {« I х€^А Iе* (*) ~ в| > !]••

Отметим, что при Д=(г: |зКг), п(г) = е'г, -г~/=-7-/г так. 
Оп Ог

что из (3) при <р(г)=г вытекает (2).
Соотношение (4) имеет более простой вид, однако соотношение-

1 Г 1(3) практичнее, ибо интеграл — п(г)ф'(х)1п+----------хорошо >
2 я J I® — а|ао

увязывается с функцией приближения т(г, а), а. выражение

--------7 4* — с функцией^- | — 1п+--------- - гсАр ,
до Iю ~ а1 2«л Ог |® — а|

которая фигурирует в следующем аналоге первой основной теоремы I
(см. [3]): для мероморфной в С функции ш (г) и а £ С имеет место 

2к
“ 5^[т"1п+|—-—+п(г. в) = 4О') + О(ЦгУ), Г֊>оо,

2ц 3 Ог |ш — а| о
где А (г) — характеристика Л. Альфорса.

Перейдем к доказательству теоремы 1. Установим сначала соот
ношение (4).

Рассмотрим два случая: 1) Д։ (0) П Д։ (а) = 0 и 2) Д։ (0) п Д1.(а)У=0-
Случай 1). Имеем

[*Р (■*) ~ 1“ (® ~ о.) ( ф (х) — 1п (®—а) 4֊
3 аг 3 4гас 4, (а)

+ 1 ?(*) —-1» (® — а) с& = Г <₽ (г) — 1п (® — а) с& +
и аг 3 (1г

А« (о) 4,(0)

+ Г <? (г) -7- 1п (® — а) сЗг 4֊ [ у (в) 1п (® — а) <1г =-
3 аг 3 аг

А։ (0) Д,(а)\Д։ (0)

- | *?(•։) “ 1п(® — а.)(1г-\- [<р(г)—1п (а ֊ а) </г 4՜ 
3 аг J «/г

А, (в)
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4֊ I r(zj—- In ——- dz + I ?(z)—lnwdz =
J dz w J dz

А, (a)\A, (0) A, to)\A, (0)

J<p (z) — In (to — a) dz 4- (? (z) — In wdz 4՜ 
dz J dz

A,(a) A,i0)

4֊ | ® (z) — In (to — a) dz -|- Г <p (z) — in------ dz 4՜
J dz j dz w

-i, (0) a. (a)44, («

4-1 J q> (z) -֊- In wdz— j 

A, (a)\A, (0J A, (0)

, \ d ?(*) —az
In wdz (5)

Оценим 3-й, 4-й интегралы и выражение в скобке в последнем 
соотношении. Учитывая, что в случае 1) при z £ А, (0) выполняется не- 

। Ii 1 + Н։равенство |w—> 1, следовательно sup  ---- ։—- <.2, получим
*GA։(O| |w — a|

A,(OJ

ln(w — a) dz| w' d s -<
w — a

A, (0)

sup L±M [_И_ Л<2Л/, (_И_ 
zca.(O) |w — a| J 1 |to|a J 1 4-|wi։

4, (0)

ds.
(6)

При z£A։(a) в случае 1) выполняется |w|^>l и |wj |a| 4՜ 1> так что

Г ?(z)— In wdz — I <р (z) — In wdz[ = \— f <p (z) — In wdz <
J dz J dz j dz \

A, (a)\A, (a) -*« (°) Ai (°)

I»

A։(ol
*6A, (a)

Д։(а)

— ds. (7)
А, (а)

Оценим теперь 4-й интеграл в последнем выражении равенства 
(5). Имеем

In (w — a) — w'
J ■ I w—а

Al (а)\А։ (0)A։(O)\A, (0)

А, (а)\А, (0)

j xz । । 1 4՜ |а|։ f |w/| ,ds < ЛТ¥ |а| sup -------- —— ——!— ds.
z6a։(-,)\a,(0) |w — a |w| J 14- |w|։

A։(«)XA,(0)

Поскольку при z£ Аа (a)\A,t (0) выполняется |iu|^>l и |w — а|>1, to

14-|wP = |w| + |W| 14-|w| /__ 1________ |w|

|to — a| |«j.| |w — zzl ,|w — a] \ |w — a| [to — a|

<։+,-j5—- 
• -\w — a| < |a| 4- 2,
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откуда следует
I I ф(х)у-1п^—- Лг <Л/¥|а|(|а| 4* 2)- Г ' (8>
| Л а? т» .о 1 “г 1Ш1

Да (о)\Д։ (0) Да («)*»4‘ <°>

Объединяя соотношения (5) — (8) и учитывая, что множества ин
тегрирования по оцениваемым интегралам не пересекаются, а также, 
что в случае 1) выполняется |а| ^>2, получим

1 Г
2 т з 

дБ

ф (г) — 1п (та — а) с/г + т (О, а) — (О, °о)
<1г

<£-М,{\а\ + 1УЬ№- 
2 к

По теореме о вычетах
~~ Г Ф (г) ~ Ь (» — а) с/х = В9 (О, а) — В? (О, со),
2 к/ 3 с/с

дО

так что из последнего неравенства вытекает (4) в случае 1)..
Рассмотрим случай 2), когда Д։ (0) П Д» (а) 0. Имеем

Г ф (г) — 1п (та — а) с/х = Г ? (я) — 1п (та — а) с/х +
Л </г 3 с/х
дО Ь.{а)

** (I С <1
+ I Ф (г) — 1п (т — а) </г = 1 ф (х) — 1п (та — а) с/х +

4 с/х J с/с
А1(а) Л։(а)

4՜ | ф (х)- 1п (та— а)с/х+ Г ф(х) — 1п (та—а)>с/х =
3 с/х Л с/х

4, (в)\Д, (0) 4, (0)\д’։ (4)

= [?(«)-—■ Ь (та — а) с/х + [ ф (х) — 1п т~а +
3 с/х 3 с/х та

41 (а) 4, (И)\4, СО}

+ ( ф(г)֊т֊ 1птас/х+ С Ф (х) — 1п (та — а) с/х =
0 <1х J </-

М֊։)ХЛ1(0) 4,(0)\Д։(а)

= Г ф (г) 1п (та — а) с/х + С ф (х) — 1п тас/х 4֊ 
Л аг 1 Нг

Д։ (о) д,(0)

। I ։ \ с/ , ю—а С + I Ф (г) — 1п------ с/х 4- I ф (х) 1п (та — а) с/х 4-
и ах вд I

С։(и)\А1(0) 4։(0)\Д1(О)

+1 /? 1п ш<1г ~ У • (9>
Да (<։)\,Д, (0) Да (0)

Оценим 3-й, 4-й интегралы и выражение в скобках в последнем, 
соотношении. При х£ Д։ (а)\г , (0) в случае 2) имеем |та| > 1,. |та֊а|>1, 
так что как и при выводе неравенства (8), получим
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С d , w—а . .г I । 1 + |w|։ С Iw'l , .?(z)֊ ln------ dz <MJa| sup -----------— • ———
J dz w хема)ХА, (0)1«» — a ||w| J 1 + |«»Г

Д։(о)\4|(0> . ‘|(»Л11(0)

<Mf|a|(|a| + l) f֊֊7*-
J 1 4֊ |w|։

Д. (а)\Д։(0)

При z Ç A։ (0)\Д։ (a) выполняется |w|-Cl, |w — a| > 1 и поэтому

[ ?(z)-^-ln(w — 
J dz

Д,(0)\Д,(о)

a)dz sup
z6i, (0)\Д1 (в)

Д. (О)\д. (a)

|wzl
i +1 «»l։

l±w. f
|w —a| J 1 + |w|։

мо)\д, (a)

ds.

Далее, при z Ç Д։ (a)\At (0) выполняется |to| < |a| +1 и |w|>l^
следовательно ,

Ç d c d C dl <р(г) — ln wdz — ։р(г)—lnwrfz| = |— l 9(2) — ln wdz
J dz J dz J dz

д, (а)\д, (û) â>(0! Oi (a)՜4 o, (0)

<M, sup Г _M_rfs<jWT[(|a| + l)։ + l]X
zea, (о)\Д| (0) |«»l J 1 + |«»l

Д, (а)\Д, (0>

ds.
, Д, (е)\д, (0)

Заметим, что |а| < 2 в случае 2), так что в этом случае выпол
няется

----  I ? (z) — ln (w — a) dz 4֊ т (D, а) — тп (D, <х>) <;
2 ici J dz

dD
< — М,(а 4- l)’-L(ÔD).

Теперь, точно так же как и при выводе неравеиства (4) в слу
чае (1), придем к нему в случае 2).

Докажем теперь соотношение (3). Пусть s0 и п0 — комплексные 
числа с единичным модулем, аргументы перпендикулярны и такие, что 
поворот от s0 к п0 совершается на прямой угол против часовой стрел
ки, т. е. л0 = /Soi зил — направления, соответствующие этим единич^ 
ным векторам. Напомним, что для производной аналитической функ
ции / = u4-։v выполняется (см., например, [4], стр. 23)

/'И = -('^+/^')=-('-+֊'֊')- (Ю)
30 \ Os OS J Л0 \0л Оп /
£a=£v àu_ /iiï
ds дп дп ds

Применим (10) к функции 1п/ на кривой dD, где So=sofz) нап՜ 
равлено по касательной к dD, а п0—nu(z) направлено по внутренней 
4-340
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нормали к дО. При этом з0— Зо (г) — ։п0 — /ид (г); Ог I
— производная функции / по внутренней нормали. Получаем 

■ дп*
д . 1 и 1 Г , . 1 д. 1- 1п ----- dz=■—\<f (г) —— — 1п  ---------- dz +
г то—а 2 3 п0 (з) Оп* |ш — а|

А,(а)А. (о)

д 1
֊ Т(*) —Г՜. Т-;агг------"Л По (г) Оп* ш—а 
а» (я)

с1г — ’֊л-

2к

А։ (Я>

—^֊ Ль. 
ш—а (12)

а, (и)

Фактически при доказательстве соотношения (4) мы установили 
•следующее соотношение (см. (12) и теорему о вычетах):

МА а) — 1п+-—  -ds—Вв(О, оо)Ч-

? (г) уу аг£ ' Оп

А, (о)

4~ С <Р (г) 1п+|«о| </5 — —Г
2 к J дп* 2 к л

Д, (а) дй

5
(13)

'Покажем теперь, что
I г Г , . д 1— «Рфууагг------ ds-
'2 к и дп* то—а

дО

-—----- Ль 4-
— а

1 С 2к .1
дй

|о|| Л
3

<֊*€• |а|/(<?Я).2 к (14)

В самом деле, используя павенства (11) и з0(г)=— /п0(г) и инте
грируя по частям, имеем

г 
2^3 

дО

1 ds =
дО

1п-----
2 к Л 

до

</з = — 
2 к ?' (г) зи (г) 1п -—-

!„ I”-
Ль —

дй

А, (0)

А ,(0)

Ль =
ОО

А։(0)

ш—а| Ль I . (15)

1 1 ~ Ль —
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Выражение в скобках равно

|ш — а] — ln+|w|) ds —
4, (в)\4, (0)

Ло (’) Ч' (z) ln+ |w — а| ds.
4,(а)\4, (0) 4, /0)\4,(а)

Модуль каждого из последних интегралов не превосходит вели
чины |а| / (<^Р)/2и, т. е. справедливо неравенство (14).

Из (13) и (14) получим

B,(D,a)֊± ^(z)/-ln+—L-ds +
2 J dn* w — a dD

+ f«0 (*) f' W ln+ -—-—- ds = B,(D, oo) — ֊- C f (z) — ln+ |w| ds +-
2 «J |w —a| 2 it J dn*oD dD

+ — Г n0 (z) (z) ln+ |w| ds + h (- - M, (fa| + l)s L (dD) +
2 л J \2 itdD

3
+ \a\ l(dD).

2 it

Из последнего равенства, учитывая, что / =----— f и n0(z) =
dn* dn

—— n(z), получим равенство (2).
Величину Ср (D), очевидно, можно рассматривать как аналог не- 

ванлинновской характеристики Т(г). Интересно, что для величии 
C?(D) и Bf(D, а) в полном объеме выполняется аналог тождества 
Картана (см. [1]): для мемроморфной в С функции

2«
Г(г) = — I N(r, е/0) 4՜ const.

2« J 
о

Именно, справедлива
Теорема 2. Пусть w (z)^M(D). Тогда

2«
Ст(£>)=֊֊ [вт(Де‘«)Л. - (16)

2it J 
о

Докажем равенство (16). Из теоремы о вычетах, учитывая (12> 
и (15), получим

2к 2*
~ f Bf (D, eIL, dO — Br (D, oo) = — f —-— C (z) — In (w— e/0) dzd^ =-
2«J 2 it J 2 «г J dz

0 0 dD

2k

= f F? (z) ~ hr- Г In (w — ei։) dB 1 dz =
2 in J dz | 2 it J ~ |

dD e
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Применив к последним интегралам известное равенство
2к

— Г In |w — ert| dB = 1п+ Iw|
2« J

ипомевяв—/на ~ no(z)— Ha —n (*)» получим (16).
dn* dn

Естественен следующий вопрос. Какая величина выполняет при 
рассмотренниях величин By (D, а) роль, аналогичную роли альфорсовской 

def 1 г г |w,|l 
характеристики А (г) = — -------:—~ rdrdy — сферической площа-

X J J (1 + Н г \г\>г
ди w-образа круга |z| г, с учетом кратности покрытия. Из геомет
рической интерпретации усматриваем, что

Л(г)=— f[n(r, a)rfji(a), где a = |a|eM, dp. (а) 

c
— сферическая площадь элемента сферы. В качестве искомого анало- 

1 С Г■га величины Л (г) рассмотрим величину А 9 (£>) =— । | ВГ(О, а) d\^ (а), 
с

•Связь между величинами Л¥ (О) и Ст(£>) устанавливает следующая 
Теорема 3. Пусть ш (г) Тогда

А, (Р) = С, (£)) + Л (к (60) + I(дИ)\ . (17)
\ тг 2 я /

Докажем равенство теоремы 3. Поскольку — Г I </ц(а) = 1, из 
я / I

с
■ теоремы о вычетах получим

~У ( (-вт(А а) — В,^ ооЛе/р- (а) =

=~ 11 ? 1п ~а) 4/2) (18)
с 5о г

Учитывая соотношения (12) и (15), перепишем последний интег- 
; рал в виде

до 1 “I • .1
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Согласно [1], стр. 181 выполняется

(19)

— ք [---- -----ժ|> (а) =- In . 1 •
к J J lw — а| Հ1 + |я'|։

с
так что выражение (19) можем переписать так

---- — | ф (z) —— In — ds + — | n0 (z) <?' (z) In -. ■■=. = 
2«.1էԼ'ժո* Հ1+|ա|։ 2*J ։Vl + |w|J

dD dD

1 Г d ______ 1 Ր d 1Հ-1 _i_ iw'a=d + + rf։ +
4,(0) 4,(0)

+ ;т֊ Г ? (z) ln+ |w| ds — — f n0 (z) <Հ (z) In ]Հ1 -Ւ |«Հ։ ժտ —
2kJ Ժո* 2* J

- dD 4, (0)

JЛО (z)tp'(z) ds _ __ J По (z) (р/ (г) ln |w| ds (20)

4, (0) dD

Поскольку ln VZ1 + |w|’ на Д։ (0) меньше чем 1/2, а 1п -------------

на Д2 (0) меньше чем 1/2, то 4-й и 5-й интегралы последнего выр аже
М •ния окажутся по модулю не больше —— l(dD). Далее 
4чг

А Сф н Аы vî+i^rfJ < f 2MMç_dsс ^цдо).
2 к J дп* I 4it J 1 + |w|2 2 к ՝

4, (0) 4, (0)

Имеем

շ к J |ш| 
4,(0)

iwz|
1-Hw|։

ds < —- L(dD).
2к

Из (18) — (20) и последних оценок следует (17).
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մոդուլները!

G. A. BARSEGIAN, K. N. MARTIROSIAN. On the value of analytical functions 
on the let of a-pointe meromorphlc in the given domain of the function (summary)'

In this paper characteristic functions are introduced, which connect the beha
viour of the sums of a-puints, meromorphic in the simply connected domain of D fun
ction, with asymptotic behaviour and the corresponding characteristics. This characte
ristic functions give the natural description of the arguments and modules of a-points.
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Р. Ш. СААКЯН

О НЕКОТОРЫХ ПРИМЕНЕНИЯХ ТЕОРЕМ О ПРИБЛИЖЕНИИ 
АНАЛИТИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

Для множества £с=С обозначим через С(Е) множество комплек
сных функций, непрерывных на Е, и пусть А (Е)—подмножество 
С(Е), состоящее из функций, аналитических на множестве Е° внут
ренних точек Е. Через Н{Е) будем обозначать множество функций, 
каждая из которых голоморфна в некоторой окрестности множества Е‘

Далее, рассмотрим область ОсС, 0, и пусть Е—относи
тельно замкнутое подмножество О. Обозначим через Ао(Е)—равно
мерное замыкание множества сужений функций из Н{О) на Е, а че
рез Ао(Е)—класс ограниченных на Е функций из Лд(£).

Пусть Ճ)* — одноточечное компактное расширение области Ճ).
В работе [1] Н. У. Аракеляном решена задача о возможности равно

мерного 'Приближения на Е аналитическими в Շ функциями. Точнее дока
зана

Теорема А. Ао[Е)=А(Е) тогда и только ։ тогда, когда 
֊О*\Е связно и локально связно (т. е. Е£Ко)-

Назовем множество Ес В, замкнутое в £>, множеством Карлема- 
на в В, если для любой пары функций /£Д(£՜) и в£С(Е}, в > 0, су
ществует функция §^Н(В) такая, что

|/(2) —£(*)1<е(*) при *£Е.
Из теоремы А следует [1]

Теорема А*. Пусть Е^Ко и Е" = 0. Тогда Е является 
множеством Карлемана.

Отметим, что в случае Е £ Ко до сих пор не найдено достаточно про
стого и эффективного списания класса Ао(Е), а его внутренние свойства 
мало изучены. В настоящей работе приводятся некоторые новые резуль
таты в этом направлении об алгебраических свойствах класса Ао(Е).

Мы приводим также некоторые применения теорем А и А* для полу
чения обобщенных вариантов классической теоремы Миттаг-Леффлера о 
восстановлении мероморфной функции по ее .главным частям и теоремы 
.Вейерштрасса о факторизации целых функций, подчеркнув тем самым, что 
теоремы приближения являются подходящим инструментом для изучения 
подобного рода вопросов.

Работа состоит из двух пунктов: первый из них содержит постановки 
{Задач и формулировки результатов, а второй—полные их доказательства.

1°. Необходимые понятия и формулировка результатов, а) Оболочкой 
множества ЕсО относительно области В принято называть (см. [2]) 
множество
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Ев=Ни1ЦЕ, О) = (х€О:|/(г)|<1/|я. /€Я(£>)|, 

где 1/Ь = 8ир|/(г)|.
\ Е

Если Е замкнуто в /?, то оболочка Ев состоит из Е и из тех 
компонент множества /ЭхЕ^.ДЛЯ которых дЕ линейно недостижима [2],

В [3] А. Страем показано, что любая функции из Ло (^аналити

чески продолжается на Ев (равносильный результат в случае /) = С 
ранее был отмечен Н. У. Аракеляном [4]). Отсюда легко следует, 

что при Ев$.Кв класс Ав{Е) является алгеброй. Спрашивается, что- 
можно сказать об алгебраических свойствах класса Ав(Е) в случае 

Ев^Кв? Отметим также, что ранее в [5] было показано, что в общем 
случае Ав(Е) не является алгеброй, точнее, при Ев^.Кв существуют 
функции/, 8$;Ав(Е), причем /—ограниченная в £> мероморфная, 
функция, а g^H^E), однако fg^Aв(E).

Введем некоторые' обозначения: £/Р означает круг |г|-^р,_ 
XX XX XX
Е— оболочка множества Е относительно плоскости С, и Е (р) = Еи С!?. 
Обозначим через 2Р Замыкание в С объединения тех компонент мно

жества С\£(р), для которых со не является -линейно достижимой, и. 
пусть £“р = 2р Л Е. Далее для семейства функций Ф через Аф будем, 
обозначать минимальную алгебру ^функций, содержащую Ф. Имеет 
место

Теорема 1. Пусть Е— замкнутое в С множество и 
Ф — такое семейство функций, что Ас (.Е)сфсАс(Е). Если Аф со
держится в'Ас(Е), то для произвольной функции /£Ф ее сужение 
// . ограничено на Е? при любом Р 0.

Ег

Замечание. При Е^Кс условия теоремы обеспечиваются авто 
матически, так как в этом случае множество 2р ограничено при лю
бом р>0, и поэтому непрерывная на Е функция ограничена на £р.

Следствие. Пусть Е — замкнутое в С множество и Е~^Кс. 
Тогда

1) существует функция /£ Ас (Е) такая, что /а~^Ас(Е),
2) существует ограниченная функция g(zAc(E} такая, что для 

функции Ь:г֊+г^г} имеем, что Дс (£).
В самом деле, пусть квадрат любой функции из Ас(Е') есть 

функция из Ас(Е) и ф= «р), Где <р £ Ас (Е)—неограниченная
на -^р« Для некоторого р0 0. Тогда равенство

м=֊ (? + £)»-А(?-£)’,

показывает, что АфсАс(Е), а это противоречит теореме 1.
Второй пункт легко следует из теоремы 1, если положить
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Ф=Мс(£), 1\ где /(*) = *, я£С.
Оказывается, что указанное в теореме 1 необходимое условие 

принадлежности Аф к Ас{Е) является, при некоторых дополнитель
ных предположениях на Е, также и достаточным. В самом деле, пусть 
для замкнутого в С множества Е, Ер=&рГ\Е, где 2Р—замыкание в 
С объединения тех компонент дополнения к множеству (р)=2Г 0 £/р, 
для которых оо не является линейно достижимой. Далее, будем гово
рить, что множество Е удовлетворяет условию (//) (см. [6]), если

а) Е°= 0,
б) С\,£ — линейно связно.
в) при любом р >0 все компоненты дополнения к множеству £(р), 

для которых оо не является линейно достижимой, ограничены.
В [6] А. А. Нерсесяном доказана
Теорема Н. Пусть Е удовлетворяет условию (Н) и/£С(Е). 

■Если при любом р^>0 функция { аппроксимируема на Ее с любой 
точностью функциями из А (2р), то /^Ас(Е).

Как следствие из этой теоремы доказывается
Теорема 1'. Пусть замкнутое в С множество Е удовлетво

ряет условию (Н), а Ф — такое семейство функций, что Ас (Е) <= 
сФсЯс(£). Если для произвольной функции /6Ф ее сужение ЛЕГ 
ограничено на Ео при любом р^>0, то АфсАс(Е).

Действительно, пусть функции /1։ £ Ф ограничены на £Р для
любого р^>0. Тогда функция /=/<•/։ также ограничена на Ег и, сле
довательно, /£Ас(£Р) для любого р>0. Отсюда по вышеупомянутой 
теореме Ас (Е).

б). Классическую теорему Миттага-Леффлера можно переформулиро
вать следующим образом: какова бы не была последовательность точек 
(ап)Г=1 области £2, а.,-*д2 при п -*■ оо и последовательность 
{#л(я)}“=1 многочленов от (я—ал)~։, существует функция С, голо
морфная в 2 за исключением точек такая, что для раз
ности С—gn (п = 1, 2,• ••) точка ап устранимая.

Приведем один вариант его доказательства, ссылаясь на теорему А. 
Так как точки последовательности (аЛ)“=1 изолированные, то вокруг 
каждой точки ап (л = 1, 2, • • •) можно описать замкнутый круг Пп ра
диуса гп, гп—*0 при л -*■ оо так, чтобы IIт П Уп = 0 при т п, и 
£л£/7([/л\[ал)) (л = 1, 2,-• •)• Пусть е = {а„ а։,-• •, ал,---}, У — 

= I) Уп, и определим на £/\е функцию / формулой

/(*> = £„(*) Д*я £/я\{аЛ} (п = 1, 2,---).

Легко проверить, что У\е£Ках՝1. Тогда по теореме А сущест
вует функция С£//(2\е) такая, что

|(7(я) —/(я)|<1 для г^П'\е.

Отсюда следует, что С — ограничена в £/ЛХ{аЛ}, так что точка ап 
для нее устранимая.
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Приведенное доказательство без существенных изменений проходит 
и в случае, когда вместо последовательности точек (ая)^.։ рассмотреть 
произвольное множество аналитической емкости нуль, а роль главных 
частей |?п(г)}„“=1 выполняет функция/£//(ш\е), где ш —окрестность е 
в й. Остается лишь заметить, что если е имеет аналитическую емкость 
нуль, то функция, ограниченная и аналитическая в проколотой окрестности 
множества в, аналитически продолжатся на е (см. [7], стр. 206).

Далее, заслуживает внимания результат В. В. Голубева (см. [8], стр. 
104), обобщающий теорему Миттаг-Леффлера |(при соответствующем оп
ределении главных частей) на случай, когда взамен полюсов рассматрива
ются так называемые особые линии. Из него уже видно, что ограничение 
на емкость не существенно.

В связи с этим, возникает вопрос, какие особенности общего характе
ра вместо полюсов можно задать в теореме Миттат-Леффлера. Нижесле
дующая теорема дает более или менее полный ответ на этот вопрос.

Теорема 2. Пусть е 0 — относительно замкнутое под
множество области £2 с С, ш— окрестность е в Q и / £ Н (ш\е). 
Тогда существует функция Р£Н(&\е) такая, что функция 
/ —/ аналитически продолжается из ш \ е на е.

Заметим, что теорема 2 кроме теоремы Миттаг-Леффлера содержит в 
себе известный результат о разложении голоморфной в кольце функции. 
Действительно, пусть функция / голоморфна в кольце ш = {г С, 
г<|г[</?]. Тогда полагая е= С : |г| < г], по теореме 2 можем 
утверждать, что существует функция Р, аналитическая всюду вне 
круга |г| < г такая, что Р — / продолжается до функции <₽, аналити
ческой в круге ,г| R. Следовательно

/ (г) = Р(г) — (г) для всех г £ ш.

С помощью теоремы 2 элементарно доказывается следующая хорошо 
известная интерполяционная теорема [9]: пусть (аА)*=1—последователь
ность точек области йсС, не имеющая в 2 предельных точек. 
Если каждому номеру к поставить в соответствие неотрицатель
ное число тк и комплексное число Ьг, * 0-< п -< тл, то существует 
функции /£//(2) такая, что

№ = п! ЬП։ „ (0 <п < тл, к = 1, 2,- • •)•

В самом деле, по факторизационной теореме Вейерштрасса (см. [9], 
стр. 295) можно построить функцию В£Н (й), нули которой лежат в 
точках ал и имеют там кратность т.ъ(к = 1, 2......). Далее, каждому номе
ру к поставим в соответствие полином

Р» (г) = Ьо, л + Ьг, к (г — а*)-+- • —|- Ьтк։ к {г — а^тк-

Тогда функция — 
В

голоморфна в некоторой проколотой окрестности

точки ак (к=1, 2,•••). По теореме 2 существует функция Рг 
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аналитическая в 2 за исключением точек (,ак)^=1 такая, что функция

Г------- продолжается до функции ук, аналитической в (£=1, 2, ■ •
В

Отсюда, полагая / = ВЕ, получаем искомую функцию.
Будем говорить, что функция I не исчезает локально-тождеств енно на 

множестве М, если она не обращается тождественно в нуль в любой окре- 
• стности произвольной точки из М.

В то время как теорема 2 обобщает теорему Миттаг-Леффлера, сле
дующую теорему можно интерпретировать как общий вариант теоремы 
Вейерштрасса о факторизации целых функций.

Теорема 3. Пусть е и (о— относительно замкнутые подмножества 
односвязной области 2 и есш°, Пусть и / не исчезает
локально-тождественно л на ш\е. Тогда существует ^функция 
2?£/7(ЯЧе), не имеющая нулей на и такая, что отношение 
В — голоморфно на ю\е, допускает аналитическое продолжение на 

е, и при этом не имеет нулей на ш.
Убедимся в том, что эта теорема содержит факторизационную теоре

му Вейерштрасса. В самом деле, (пусть вместо множества е имеем последо- 
тельность точек (ап)7=1 области Я такую, что ап -* при п—► оо.

Положим ш= и тя, где — последовательность попарно не пе-
л֊=1 “

ресекающихся замкнутых окрестностей точек ап соответственно, ле
жащих в 2. Определим функцию / формулой

/(г) = (2 — аЛ)т՞ (7ПЯ> 0) для всех п = 1, 2,- ■ •.
Тогда по утверждению теоремы 3, существует функция 5£//(2), не 

я о\ Вимеющая нулей в Ьй\ш и такая, что отношение — голоморфно на ш- 

и не имеет нулей в ш.
2°. Доказательство теоремы 1. Пусть в силу сделанного вы

ше замечания, Е £ Кс и для некоторого р0>0 функция Ф не огра
ничена на Е^„. Мы покажем, что существует функция Р^Ас(Е) такая, 

что /Е £Лс(£).
Так как /£Лс(-£)> то существует целая функция § такая, что

!/(*) —?(«)!<! ПРИ гС£֊-

Пусть [2£}Г=1—последовательность компонент множества 2Р։. По
скольку функция / не ограничена на Ер,, то функция § также будет 
неограниченной на Ер,. Более того, можно считать, что § стремится 
к оо по некоторой последовательности точек (хк)л-1, гь С &₽,*(£=1, 2, • • •)• 

Пусть далее, (ад)д_1 —последовательность чисел таких, что — -*■ 0 при 
dk

к-* оо, где —расстояние от точки гн до (?2՞,*. Выбрав, если это 
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необходимо, соответствующую подпоследовательность, можно добить
ся того, чтобы ряд

У! а* (г — г*)՜1 
£-1

сходился равномерно на Е, так как точки гк (к = I, 2, 3, • • •) можно 
соединить с бесконечностью непрерывной кривой в С\£, то сумма Е 
этого ряда будет функцией из .Дс (.Е).

Нам достаточно доказать, что ^АС{Е), так ^сак при этом из 
будет следовать, что /Е£Ас(Е). Пусть 

это не так, т. е. Е§^Ас1Е), тогда существует целая функция К та
кая, что

1а^ (г„) (я — ял)“։ + (?) — А (г)| < е для г^Е, (!)•

где функция 4Г голоморфна в точке г = я*.
Обозначим теперь через <р : 6/-» гомеоморфизм, конформно 

отображающий единичный круг С/={я:|я|<^1} на й՞/ так, чтобы 
<р (0) = я*. Тогда

^^1= _А^ + ш(С), где ш(С)С^(^). 
г — я* ? (0) С

Отсюда и из (1) в силу принципа максимума имеем .

а» Я(?*) 
ф'(0)

4- С (Т, (С) + ш (С) - Л, (£)). < е0 при я 6 6/ ■

и при £ = 0 получаем

а* £ (г>)
<?' (0)

(2).

Далее, из теоремы Кёбе о покрытии '(см. [10], стр. 51) имеем, что

1 > 1|7(0)| ^4^՛

Учитывая это, из (2) получим

,1°»11г(«)1<4ео. (3).
<1к

Тогда достаточно положить а* =</* [#(?*)] ’» и получим противоре
чие с (3) для достаточно больших к. Это противоречие показывает, 
что Fg^Ac(E) или, что то же Е/£ Ас(Е), и тем самым доказатель
ство теоремы 1 завершается.

Доказательство теоремы 2. Заметим сначала, что в слу
чае, когда Й \е не связно, доказательство сводится к доказательству ана
логичного утверждения для каждой связной компоненты множества 
2\е, поэтому будем считать, что й\ г связно.

Пусть |2л)п-1 возрастающая последовательность компактов,, 
исчерпывающая 2. Для компакта й։ положим е1=еПЦ. Очевидно,.
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что е։ — компакт. Обозначим через совокупность замкнутых
кругов и\ с центрами на е и радиусами г։ таких, что для всех 
х£е։. Из этой совокупности выделим их конечное число, покрываю
щее е,, объединение которых обозначим через £/’. Если 11т построе
ны для /п = 1, 2-՛, п, то для компакта 2Л+1 положим е„+) — 2П+1Л 
Л (е\ и"). Обозначим через совокупность замкнутых кру

гов 6/л + 1 с центрами на еп+г и радиусами гп, гп-+0 при п -* со таких> 
что £/л+,с<и для всех г£ея+1֊ Пусть ип*'—объединение конечного 

числа таких кругов, покрывающее еЛ+1, и У= и У՞ и пусть Г = ди.
я = 1

Очевидно, что и Г состоит из конечного или счетного числа
кривых ГЛ> Г„ = Г Л дип. каждая из которых лежит в ш\е. Далее за
метим, что каждый компакт из й\е пересекается лишь с конечным 
числом кривых ГЛ и поэтому, учитывая, что гп -» 0 при п -* со, легко 
проверить, что е. Более того, поскольку Г°= 0 и д(2\е)=/=0,
то в слиу теоремы А* Г является множеством Карлемана в 2 Хе. Та
ким образом, для функций / и е, где е>0 непрерывная на 2\е функ
ция, убывающая к нулю при г->Й(2\е) и такая, что

2е (х) < —------ — > когда х £ Г„ п = 1, 2, • • •, (4)՛
2 да - Г,

существует функция такая, что
|/(я) —£(г)| < в(я) при х£Г. (5)

Зададим на Г направление, индуциированное положительным нап-՜ 
равлением границ кругов £/£, х£е (п = 1, 2,•••)֊

Покажем теперь, что интеграл 

сходится локально-равномерно на Й\Г и определяет аналитическую там 
функцию. Для этого достаточно показать, что ряд

Ё . (6->
л—1

где

2'KlJ С — х 
гл

сходится равномерно на любом компакте Р из й\ Г. Обозначим через 
д расстояние от компакта Р до Г. Тогда всюду на Р, ® силу ,(4) и (5)',.
имеем
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Отсюда следует, что ряд (6) равномерно сходится на Р и 1 £ Н (Й\Г). 
Кроме того, поскольку функция /—ё аналитична на Г, то функцию I 
можно аналитически продолжить за Г в обе стороны.

Рассмотрим функцию

/г !г\ = I / Ю ~ 1 (*)» когда г £ 1/Хе
I ё(г)— 1(г), когда з£2\е, 

которая является аналитической в £2 за исключением точек множества 
е и кривой Г. Докажем, что Г£Н(£\е). Пусть для этого, С—замк
нутый круг с центром в произвольной точке из Г столь малого ра
диуса, что Ссф. Пусть г0—произвольная точка внутренности круга, 
лежащая в У, и положим 5 = дС Л и ,Г'= С П Г- Обозначим через
Рг функцию, которая получается из / — I аналитическим продолже" 
нием за Г. Ясно, что

Л (*о) =/(*։>) — /(я0)-
Теперь обозначим через Рг функцию, которая получается из ё—I анали
тическим продолжением за Г.

Ясно, что

л.2 14 Л С — г0 
т

где т — кривая, которая получается из Г заменой дуги Г' дугой 5 
5 — ориентирована как Г). Покажем, что (г0) = /^(«о). В самом де
ле, из интегральной формулы Коши имеем

<г0) — ֊֊. [------ Ь / (^0) + ё М = («о)-
2 те/

г

Таким образом, (я0) ’= (г0), и так как точка г0 выбрана произволь
но, то по теореме единственности функции и совпадают на мно
жестве 2\е и поэтому функции /—I и £ — 1 аналитически продол
жаются друг в друга через кривую Г. Следовательно, Р£Н(2\е), и 
функция Р — / допускает аналитическое продолжение из <и\е на е. 
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим функцию у- > она 

имеет особенности на множестве е и полюсы в нулях функции /. Так как 
ш замкнуто в 2, и / не исчезает локально-тождественно, то нули 
функции / имеют предельные точки лишь на множестве е и <?2. Обоз՜ 
начин через е' объединение множества е с нулями функции /. Приме

няя к функции -у- по отношению к множеству е' теорему 2, получим, 

что существует функция Г£/7(2\е') такая, что функция <р = Г— — 
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аналитически продолжается из со\е' до функции, аналитической на ш, 
которую также обозначим через <р.

Интегрируя функцию F по любому контуру от 0 до z, не имею
щему на себе точек на е', получим функцию

Z

J о
которая вообще говоря многозначна и аналитическая в 2\е'. Так как 
функция ? аналитическая на й и область D односвязна, то интегралы 

от функций Л и по любому замкнутому контуру, лежащему в <о\е' 

равны. Более того, известно (см. [10], стр. 254), что значение интег

рала от — по такому контуру кратно 2uz. Следовательно, функция

В (z) = exp [Ф (z)] регулярна в >u\ez. Пусть z0£a>\e', так что дуга 

zoz лежит в ш\е. Тогда

и так как՝ <р ^Н(ш), то функция — голоморфна на ш \ е, допускает 

аналитическое продолжение на е и не имеет нулей на ш.
Пусть теперь 7— произвольный замкнутый контур в 2\е'. Так 

как Р£/7(2\е') и 2 односвязна, то интеграл по контуру 7 от функ
ции Р, в случае необходимости, можно заменить интегралом по замк
нутому контуру 7'сш\е' (7' содержит множество е' внутри себя). 

Значение последнего интеграла равно значению интеграла от у- по 

контуру 7' и, как уже отмечалось, кратно 2 к/. Следовательно, функ
ция В является регулярной в 2\е, не имеющей нулей на й\е. Тео
рема 3 доказана.

В заключение выражаю свою благодарность члену-корреспонденту 
АН Арм.ССР Н. У. Аракеляну за постановку задач и руководство.
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Ռ. Ն. ՍԱՀ ԱԿՑԱՆ .Անալիտիկ ֆունկցիաներով մոտավորության թեորեմների որոշ կիրառու
թյունների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է £ փակ բազմության վրա ամբողջ ֆունկցիաների 
հավասարաչափ փակման հանրահաշվական հատկությունները: Ապացուցվում է,

որ եթե A փ հՀՏ), (որաեղ Փ-ն այնպիսի ֆունկցիաների ընտանիք է, որ
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Лф-Ъ Ф-4 պարոձակող մինիմալ հանրահաշիվն է), ապա կամայական /£Փ ֆիկ

ցիայի նեղացումը ք/ճ սահմանափակ է Е՝( վրա, ցանկացած р>0 համար։
Ապացուցված են նաև մերսմորֆ ֆունկցիաների վերականգնման Միտտագ-1եֆֆլերի 

. թեորեմի և Վայերշտրասսի ֆակտորիզացիոն թեորեմի ընդհանրացումներ։

R. Sh. SAHAKIAN. On tome application of approximation theorem* 
by analgttc function։ (summary)

In this paper the algebraic properties of the uniform closure (Л c (£)) of contra
ctions on a closed set E of entire functions is considered. We prove that if 
ЛфсЯс(£) (where Ф is function's family such that Aq (£>СзФс4c (£) and Лф is 

minimal algebra which contains Ф), then for each function / € Ф its contraction f/E.? 

is bounded on £՛ for all p>0.
We obtain the general versions of Mittag—Leffler theorem and Weierstrass 

factorization theorem as well.
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И. В. КОВАЛИШИНА, | В. П. ПОТАПОВ |

МЕТОД ТРИАДЫ В ТЕОРИИ ПРОДОЛЖЕНИЯ 
ЭРМИТОВО-ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ФУНКЦИИ

В конце 60-х годов В. П. Потаповым был намечен перспективный 
план исследований интерполяционных задач анализа методами теории 
аналитических /-растягивающих матриц-функций (/-теория).

Постановка рассматриваемых интерполяционных задач такова: зада
ется класс функций ш, определяемый одним из неравенств

1 — то*то  > 0, — ю*)  ~ (ш + го*)  ^-0

(то есть либо класс 5 сжимающих функций, либо класс М неванлиннов- 
ских функций, либо класс Р позитивных функций), аналитических в об
ласти <7, и интерполяционные условия. Ищется функция ш из класса, удов
летворяющая интерполяционным условиям.

В- основе предложенного В. П. Потаповым метода исследования таких 
задач лежат следующие два предложения:

1. С каждой интерполяционной задачей связано основное матричное 
неравенство (ОМН), в котором тесно переплетаются заданные интерполя
ционные условия и искомая функция ш.

2. Множество V» решений ОМН описывается дробно-линейным пре
образованием

то (я) = [а (я) о (я) + Ь (я)] [с (я) ш (я) + «/ (я)]՜1, я £ 6

произвольной функции класса (■)(?), а матрица коэффициентов

Га(г)4«1

строится по данным задачи и является объектом /-теории.
Намеченный план частично реализован В. П. Потаповым, его учени

ками и последователями в работах [4]—[14] и ряде других.
Особенно значителен вклад В. П. Потапова в исследование дискрет

ной проблемы Неванлинны-Пика [6] и континуальной задачи М. Г. Крей
на ([1] — [3]) о продолжении эрмитово-положительных функций [4], [5].

В настоящей работе изучается теория продолжения эрмитово-поло- 
.жительных функций $(*),.  удовлетворяющих следующим требованиям:

(I) Функция з(х)=з(—х) —непрерывна на (—а, а).
(И) Производная $' (х) — абсолютно непрерывна на [0, а).

(Ш) /(4- 0)4- 5'(-1-0) = -к<0.
15—340
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Подкласс эрмитово-положительных функций со свойствами (։)—(Ш) 
характерен тем, что резольвентная матрица А : (г), дающая описание всех 
продолжений функции $(х) с сегмента [—ё. ё] С (—о, а) на всю число- 
вую ось, допускает четкое мультипликативное представление в терминах, 
непосредственно связанных с функцией з(х).

§ 1. Основные понятия

Приведем необходимые нам в настоящей работе сведения из [4].
1. Непрерывная на [—/, /] функция $()  называется эрмитово-поло

жительной, если
*

* Символом * обозначен

I I
(К<р, <р) = у {],

о о
где 

7
К? = р(х-«)*(0  Л- 

о
2. Пусть $(х)—эрмитово-положительная функция, заданная ха сег

менте [—I, /]; пусть интеграл Хинчина-Бохнера [1]—[3]

5(х)= (о (ОТ, (')< + “) (1)
— «о —со

определяет какое-либо из продолжений з(х) на всю ось (—со, -|-со)и 

V (х) = 1՛Л- > 0, 1Г(х)= V*  £)>. Ьп х^О } (2)
J t — г \ г — г /

— со 

— ассоциированная функция.
Привлечение понятия ассоциированной функции (2) позволяет ре

шать задачу о представлении эрмитово-положительной функции методами 
теории функций комплексного переменного. Имеет место

Теорема 1.1. Ассоциированная функция №(г) продолжения 5(х) 
заданной на [—/, /] эрмитово-положительной функции з(х) удовлетворяет 
следующему матричному неравенству*

*(К(ф, <р) (е М'(г) — Мг(х), чУ

♦ (К).

М,(х) = 1-у е-и1х-“’5(и)Л,. 

о
справедливому для всех <? £ £’ [0, I] м всех х:1ш д=/=0..

элемент о21, сопряженный а12.
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Теорема 1.1 естественно дополняется обратным утверждением:
Теорема 2.1. Если голоморфная в верхней полуплоскости функция 

№(2) удовлетворяет матричному неравенству (ОМН К), она представима 
в виде

|^֊( ]*(«)<«)

и соответствующий интеграл Хинчина-Бохнера (1)
+- 

5(х)= е~1х‘(1а (О
—

совпадает на [—I, /] с заданной эрмитово-положительной функцией ®(х).
Кроме того, доставляемое интегралом распространение по симметрии 

функции №(2) в нижнюю полуплоскость также удовлетворяет ОМН (К).
Теоремы 1.1 и 2.1 свидетельствуют о том, что вся информация задачи 

об интегральном представлении эрмитово-положительной функции содер
жится в неравенстве (К).

Используя аппроксимацию ОМН (К) основным матричным неравен
ством дискретного аналога-задачи Каратеодори, в [4] доказано, что 
ОМН (К) всегда имеет решение.

3. Здесь мы будем широко использовать обозначения главы IV [4]. 
Пусть Ф5 (х) — собственнные функции, X, > О — фундаментальные числа 
строго положительного оператора

I
К/= ^(х-<)/(<) Л, 

о
порожденного непрерывной эрмитово-положительной на [—I, I] функцией 
з(х), действующего в пространствеН =Б2 [О, I]. По известной теореме 
Мерсера

Ставя каждой функции ££Н = £’[0, I] в соответствие последо. 
вательность {Ь.} ее коэффициентов Фурье <рр(у=м1, 2,
рассмотрим функции

1$Р= 216,1’<°о. 6У = (^, ?,), я€Н,

К=2 < °°> “,=(/. /€Н+. (3)

Наконец, пополним пространство Н = £’ [0, /] формальными ря
дами

А (х) ~ Дс> (Д ^7 < °°) (4)
« доопределим оператор К на новых объектах равенством
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КА = ?у(х).
; = 1 >•} 1

Совокупность всех рядов вида (4) образует гильбертово пространство֊ 
Н_ с метрикой

(л։, а,)_(кль л,)։ алЛ = £
у-; >֊)

Последовательности с-"'1 назовем „обобщенными“՜

функциями.
Если множество Н+ плотно в С[0, /], то Н_ содержит как все
[0, /], так и все функции Дирака о (х — х0)։ хо€ [О» Л- Построен

ная так тройка гильбертовых пространств Н_ а Н э Щ. называется 
оснащением пространства Н по оператору К.

4. Теорема 3.1. (Глава У[4)]. Если 0МН(1А) имеет два ре֊ 
шения, то все функции е~‘ х, М  (х) с невещественными г принадле
жат Н-}.. ОМН(К) имеет бесконечное множество решений и сово
купность их описывается дробно-линейным преобразованием

* *

* Этот критерий многозначной продолжаемости эрмитово-положительной функции. 
з(х) впервые доказал М. Г. Крейн [3].

дел? \ _ а (г> го) щ (г) 4՜ Р (^> *о)  ։

Т(г, 20)ш(г) 4-8 (г, х0)
где х0— произвольная фиксированная невещественная точка, ш (г) — 
произвольная функция класса >0, ^г=/=г\, и-

\ г — г /
матрица коэффициентов (резольвентная матрица) имеет вид

3. (с, г0) ₽ (г, г0)

7 (х, 20) 5 (г, г(|) 

где

= А (г, г0) = Т(г, х0) Мо= [/ + Н(г, }] Мо,

Н(г,г0) г—*о
I

(КС*,  СГ) (К5г։, С-Г 
(КСГ։> В-) (КВг, Вг )

] - Мо՜1 }М0՜' = - ]Н(г0, г0) /,

а Вг и Сг— элементы из Н_, удовлетворяющие соотношениям

КВг=е-,гх, КСг=Мг(х}, 7=(֊?^).

Матрица-функция А (г, г0) — /-растягивающая в верхней полу
плоскости, /-сжимающая в нижней полуплоскости и удовлетворяет՜ 
принципу симметрии

Д(г։г0) = /Д*- 1 {г. л0) /.

5. Теорема 4.1.  Для того чтобы непрерывная эрмитово
положительная на [—I, /] функция з(х) допускала многозначное 
продолжение на всю ось необходимо, чтобы функция е֊/։гН+ для՜ 

*
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всех без исключения 2, и достаточно, чтобы она принадлежала Н+ 
для одного какого-нибудь невещественного значения г (например*

для г = г, то есть со)-

Матрица-функция А (г, г0) — целая. Выбрав и качестве опорной 
точки г0 точку 0, в качестве Л/о— единичную матрицу, получим

А (г) = А (г, 0) = / ■+֊ Н (г, 0) ], 
(Со> Мг(х)) (Во, М-(х))՜ 
(Со, е-1Тх)(В.,е-1гх) ]’ ֊

где Во, Со удовлетворяют соотношениям

К50 = 1, КС0 = г

Н(г, 
г

С 5(и ) би

и являются числовыми последовательностями из I- (Н_)

Д>=1М1. ?;)!> Со
о

откуда

Щг, 0) =

> ?у) (?/. Мг(х) (1, <?у) (<ру, 
о

г )(1, Ту) (Ч»у, е
о

6. Как всякая целая матрица-функция, обладающая /-свойствами, 
А (г) представима в виде мультипликативного интеграла

I

о
где 2(^)/>0, 1г {2(0/) = 1 п. в. Однако это представление, полу, 
ченное применением теорем Хелли, недостаточно конструктивно, в нем не 
прослеживаются связи между заданной эрмитово-положительной функ
цией з(х) и элементами показателя 2(0. Четкую зависимость удается 
установить, накладывая дополнительные ограничения на поведение «(х).

§ 2. Уравнение триады. Существование и единственность

1°. Нашей целью является изучение той ситуации, когда в усло
виях (I) — (ш) з(х) многозначно продолжаема с заданного интервала 
(—а, а) (т. е. с любого [—5, 5]с(—а, а)) на всю ось с сохранением 
эрмитовой положительности.
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Фиксируя Е (0 <£<а). рассмотрим уравнение 
е

Р(х-ОХ(ОЛ = 5(х)-Лх-6 (5)

о
относительно трех неизвестных величин: функции X (0 = (0 £ £։[0, 5]
и комплексных чисел Л = Л(Е), 6 = 6(;). Тройку величин (7-Е(0, Л(0, 
■А(01< удовлетворяющих этому уравнению, назовем триадой.

Наряду с (5) будем рассматривать «сопряженное» уравнение 
е
р (х — 0 Х(-- О Л = 5 (х - 0 + кх - (*5  + 6); (6)

о
оно получается из '(5) заменой X на 5—х> I на д-—I с последующим пере
ходом ж комплексно сопряженным величинам.

Введем еще величину

Д = к А; 4֊ 4 6 + кЬ, 
являющуюся важнейшим структурным элементом нашего исследования.

Поясним отношение триады {х (О, к, Ь}, величины Д и условий 
(0—(«0 к поставленной здесь задаче о многозначном продолжении 
функции 5*(х).

Пусть 5 (х) многозначно продолжаема с сегмента [—с, ?], у?, 
О < 6 < а. Предположим сверх того, что

1) триада {^(г), £(?), Ь (?)) существует, 2) Д (?) #= 0.
(На деле, как будет показано в дальнейшем, 1), 2) логически вытекают из 
факта многозначной продолжаемости функции $(х) и условий (1) — (Ш)).

В силу многозначной продолжаемости $(х) интегральный оператор
В

К ч> — | 5 (х — 0 (0 (И, х С [0, ?], 

о
рассматриваемый в пространстве Н = £а [0, ?] строго положителен

(К<р, р) > 0, у<р : (<р, ?)>0;
пусть Н_ г Н = Н+ — построенное по К оснащение Н.

По теореме 4.1 [4], е_/։х£Н+ для всех комплексных х, и так как 
функции е~их плотны в С [0, 0, то пространство Н_ содержит А1 [0, ?] 
и совокупность функций Дирака 8Х,= 8 (х — х0) с х0 £ [0, 5]. Легко 
проверяется

Теорема 1.2. В сделанных выше предположениях, обобщенные 
функции

Т ъ Т ь _______в=4՝ (В)

Ь_,-Х(х)+ £։«-։), (Ь)
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С = (-^{Ь + (Д М)В-А*В\ (С)

удовлетворяют соотношениям

КВ = 1; КЬ = гх, КС= М (х) (М (х) = ։ з (и) Л).

Здесь А — оператор интегрирования:
Е

О
а

Е _
Г кА*В=  — — £ *(*֊*)]  Л.

Как было показано в [4], резольвентная матрица А (г) = А~~ (г) 
дающая описание всех продолжений, имеет вид:

(КС0, С-) (КВ0, С-)
(КС0, Вг) (КВ0, В֊)

Г (С, М-(х)) (В, М-(х))1

* [(С. е )(Д е

Подставив в последнюю матрицу значения В и С из теоремы 1.2, мы 
выразим элементы А (г) через составляющие триады % (х), к, Ь. Тем са
мым в рассматриваемой ситуации отпадает необходимость использования 
спектрального разложения оператора Все же, несмотря на это, струк
тура матрицы А (г՜) остается трудно обозримой. Однако четко прослежи
ваемая зависимость А (г) от параметра позволит нам в дальнейшем по
лучить неожиданно простое мультипликативное представление резольвент
ной матрицы в терминах триады.

Пусть теперь $(х)—произвольная (не обязательно эрмитовоиположи- 
тельная) функция, удовлетворяющая условиям (։)—(Ш). Имеет место

Теорема 2.2. Если триада {% (х), к, Ь} существует, то функция 
Х(х) удовлетворяет интегральному уравнению второго рода

Е
Х(х) -]>(х-*)Х«М  = ֊«"(х), хб [0, I], (7)

о

а составляющие Ь и к выражаются через X (I) и з (£) по формулам 
Е

6=3(0)- ГГ(07-(0 Л, (8)
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£
к = («'(+0)4- (9)

о
Наоборот, если X (0— решение уравнения (7), кик определе

ны равенствами (8), (9), то [X (х), к, Ь\ — триада.
Доказательство. Вычислим первую и вторую производные вы

ражения
Е

ф (х) =| 5 (х - 0 7. (0 л, 

о
считая пока х (х) произвольнной суммируемой функцией:

Е • 5
Ф՜ (х)= Г 5 (» - П (О Л; Ф"(*)  = — х (х) + | з" (х — 0х (0 л.

О о

Если теперь {х (х), к, Ь}-триада, то имеют место тождества
Е

$ (х — 0 х (о Л = з (х ) — кх — Ь, 
о

з' (х — О X (0 Л = 3՛ (х) — к,
6

Е
— X (х) + у в" (х - 0 X (0 л = з' (х). 

0
Последнее означает, что х (х) удовлетворяет уравнению (7), а положив в 
первых двух х = 0, получим (8), (9).

Обратно, пусть X (х) ££՛ [0, ;] удовлетворяет уравнению (7) п. в. 
Определив Ь, к равенствами (8), (9), рассмотрим функцию

Е
’Р (х) = у з (х — 0 X (0 Л — з (х) -г кх 4- Ь. 

о
Так как ч

Чг" (х) = 0 (п. в.), ’Р'(0) = 0, ЧР-(О) = О
и функции ЧГ' (х), Ф (х) — абсол ютно непрерывны, то Т (х) = 0 и, сле
довательно, (х(х), к, 6} является триадой.

Интегральное уравнение (7) называется уравнением Гельфанда-Ле
витана. Из сказанного выше следует, что при наличии условий (0—(Ш), 
описание всех продолжений эрмитово-положительной функции сводится к 
решению уравнения Гельфанда-Левитана. Преимущество триады состоит 
в том, что с ее помощью удачно записываются элементы А (г).

2 . Здесь предполагая только, что з(х) является непрерывной эрми
тово-положительной функцией, многозначно продолжаемой с [—£], и 

опираясь на доказанную в [5]
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лемму 1.2. Для любой непрерывной эрмитово-положительной функ
ции « (х), неоднозначно продолжаемой с [—£, £] и произвольных комп
лексных чисел а, р не равных нулю одновременно, уравнение

Е
[ 5 (х — 0 <н = а5 (х) + ₽$(*  — 0 (1“1 +I?! > 0) 

о
не имеет решений в классе суммируемых функций, легко убедимся 
в справедливости следующих теорем.

Теорема 3.2. Если непрерывная эрмитово-положительная функция 
з (х) неоднозначно продолжаема с [— Е, Е] и если триада (X (х), к, 6} 
существует, то число б = к кЪ + к Ь + кЬ (а значит и число к) от
лично от нуля.

Теорема 4.2. Если непрерывная эрмитово-положительная функция 
5 (х) неоднозначно продолжаема с [—£], и если триада существует, то 
она единственна.

Замечание. Теорема 3.2 свидетельствует о том, что условие Д#=0 
является следствием многозначной 'продолжаемости и существования триа
ды. Мы покажем ниже, что существование триады, в свою очередь, являет
ся следствием многозначности продолжения и условий (0—(Ш).

3°. В связи с анализом уравнения Гельфанда-Левитана '(7) рассмот
рим интегральное преобразование

£
Я(х) = р(х-0/(0Л (10>

о
с ядром к (х—I), порожденным суммируемой на [—5] эрмитовой функ
цией (х):

Е
(а) у |&(и)| < + оэ, (Ь) к (—х) = к (х) п. в. на [—Е, Е].

—с

Естественной областью определения этого преобразования является мно
жество измеримых функций /(х), х£ [0, Е] таких, что интеграл 

Е
У^(х—0 / (0 Л существует для п. в. х£ [0, Е]. Имеет место

Теорема 5.2. В каждом из трех банаховых пространств 
Е1 [0, Е], £’[0, Е], С[0, Е] интегральное преобразование (10) с ядром, 
удовлетворяющим условию (а), индуцирует ограниченный опера
тор К/ с нормой, не превосходящей

Е
У |£ (и)| би .

-Е

Операторы К/(/^Е[0, Е], £’[0, Е], С [0, Е]) вполне непрерывны: 
(компактны), а оператор К/(/££2 [0, Е]),удовлетворяющий допол՜ 
нитель ному условию (Ь), является самосопряженным.
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Доказательство. В случае /££' [0, 5] легко проверить, что 
е е

Г (*)|  4*  < У 1^։(“)1

О —Е

то есть К/££*  (0, 5] и его норма
Е

|К|д.С |£ (и)! <1и.
О—Е

В случае /£Д.а [0, легко доказывается с использованием нера
венства Буняковского—Шварца оценка

откуда видно, что g = К/ I? [0, ։] и
Е

||К|Д։ < С Р (и)] ди.

—Е

Если С [О, В], то, как ^нетрудно проверить, £(х)£С[0, 5] и 
Е

Ь1С=ВМС < У 1*( “)1 л-.Ис> то есть

Е
|К|С< у^мл.

—Е

Второе утверждение теоремы также легко следует из аппрокси
мируемости оператора К, во всех трех случаях, конечномерными опе
раторами, получаемыми из оператора К заменой ядра к(х — I) поли
номом к,(х—/).

Наконец, утверждение о самосопряженности К/ в £’ [0, ;] непо- 
средствено следует из теоремы Фубини и эрмитовости ядра к (х—<)= 
= А(/ — х).

4°. Так как интегральный оператор К/является компактным опе
ратором из [0, ;] в [0, ;] (р“1,2 и даже [1, со]), из С[0, ?] 
в С [0, $], то всякая ненулевая точка спектра К есть собственное зна
чение [15]. Используя специфическую структуру ядра, — х и # входят 
в него лишь в виде разности, —можно показать, что при и = 0 вся
кая суммуруемая функция Л (О, удовлетворяющая уравнению

Е
р. Л(х) = у к (х — €) А(/)Л (0^х<5) 

о
будет непрерывной на [0, £].

Таким образом, спектр интегрального оператора на конечном интер
вале с суммируемым зависящим от разности аргументов ядром не зависит 
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от того в каком из пространств //’[О, Е] (1 •<р < + оо) или С[0, Е] 
рассматривается этот интегральный оператор. Если ядро к. (х — 0 = 
= £(/—х) эрмитово, то спектр интегрального оператора, .рассматри
ваемого в 7? [О, Е], вещественен, следовательно, таким же он будет и 
в и [О, Е] и С [О, Е].

5°. Всюду до конца настоящего параграфа, будем считать, что 

£(х)=зя(х), где 5 (х)— эрмитово-положительная функция, удовлетво
ряющая следующим двум требованиям: (с)з(х)— многозначно про
должаема с любого внутреннего сегмента [—Е, Е]с(— а, а); (</) з(х} 
подчинена условиям (I), (11), (Ш) с Х = 1).

Теорема 6.2. (Первая основная теорема). Если эрми
тово-положительная функция 5 (х) удовлетворяет требованиям (с) и (б!)^ 
то уравнение Гельфанда-Левитана

Е
X (х) - | з" (х - 0 X (О Л = ֊ з' (х) 

о
однозначно разрешимо в пространстве и [О, Е] а, следовательно^ 
триада (Х(х), к, Ь} существует.

Для доказательства обратимся к ОМН (К) задачи о продолже
нии:

-(К<р, у) (е՜՜* “ то (х) —М,(х), <р)-|
то (х)— то* (х) 0, ух: 1т х =/= О, у<| £ 7? [О, Е].

Отправляясь от функции Ф (х) такой, что Ф'£7.’[О, Е], Ф (0) =Ф (Е)=«0, 
положим в ОМН (К) ф ■= Ф', после чего, интегрируя по частям, преоб
разуем элементы ан и а18. Мы получим

Е
з(х — - С — з(х —0Ф(0Л =

ио о
Е

= [--з(х֊0Ф(ОЛ, 
и <1х
о

Е
(КФ', ф')=-(— Г 5' (х֊ ОФ (О л, Ф(*Л 

\</х J /
о

н, так как из-за скачка производной
Е Е

£ з' (х - о ф (0 л = X ф (х) +15' (х - о ф (0 л =

՛ ■ Е
= -ф(х)+ [л(х-0Ф(0Л.

о
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то

а11 = (КФ/, Ф,) = (Ф, Ф)—(КФ, Ф), 

а։з = (е'их ю (г) - М, (х), Ф' (х)) = - (- /хе՜'" ш (я) ֊ М, (х), Ф (х)). 

В итоге ОМН приобретает вид

(Ф, Ф)-(КФ, Ф) (Йе"'"ш(г)+М;(х), Ф(х))

* w{z)-w,(։)|z — г
> 0, 1т г =/= 0

и так как функция ^(х) с указанными свойствами плотны в Ьг [0, £], то 
неравенство справедливо для всех Ф££2[0, |].

Отсюда сразу же следует, что единица не является собственным чис

лом оператора К/, действующего в £а [0, Е]. Действительно, в про
тивном случае существует собственная функция Фо££а[0, Е] такая, 
что

Ф0-КФо = 0, (Фо, Ф0)-(КФ0, Фо) = 0, 

в силу чего ш (г) определится однозначно из ОМН вопреки требова
нию (с). Но тогда единица не будет собственным числом и операто

ра К/, действующего в £՛ [0, Е]. Уравнение Гельфанда—Левитана раз
решимо [15), и по теореме 2.2 триада {X (х), к, Ь} существует.

Итак, при выполнении условий (с) и («/) триада [7. (х), к, 6| су
ществует; более того, из теоремы 3.2 вытекает, что эти же ^условия 
обеспечивают выполнение неравенства Д.=^=0. Тем самым имеют смысл 
величины В, Ь, С теоремы 1.2 и справедлива следующая

Теорема 7.2. |(Вторая основная теорема). Если эрми
тово-положительная функция $|(х), удовлетворяющая условиям '(£)—(։'И), 
допускает многозначное продолжение с сегмента [—£, |], то резольвентная 
матрица задачи имеет вид

А(з) =
1֊г(В, М—(х)) г (С, М՜ (х))՜

где обобщенные функции В, Ь, С определены теоремой. 1.2.
6° Важную информацию о величине Д = к кс + кЬ + кЬ доставляет
Теорема 8.2. Если 'эрмитово-положительная ■ функция з(х) 

удовлетворяет требованиям (с) и («/), то 1) справедливо равенст
во (КВ, В) =----1; 2) Д (Е) = к (Е) к (Е) Е + к (Е) Г(Е) -г Г(Е) Ь (Е) отри

цательна для всех Е £ (0, а) и монотонно неубывает с ростом Е.

§ 3. Элементы триады, как функции правого конца сегмента [0, Е]

По-прежнему считаем, что эрмитово-положительная функция 5 (х) 
подчинена требованиям (с) и (б). По теореме 6.2 уравнение (7) имеет ре-
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Е

шение (х) и величины /-■ (х), к (;) = з’ (4- 0) 4 з' (<) Л,6(Е) =
о

I
= з(0)— | s(t)7.■(t)dt образуют триаду.

о
В этом параграфе мы выясним зависимости этих величин от парамет

ра Нас будет интересовать поведение элементов триады при 6 -*-  + 0, их 
непрерывность и формулы дифференцирования.

1°. Пусть 5 -*•  + 0. По теореме 5.2 норма оператора
Е

Ке/ = ри-омл

6

в пространстве L1 [0, s] допускает оценку: 
Е Е

< [ !з" (х)I dx = 2 J |s" (х)| dx = 2 Js"|=

—Е О
и тогда

< I |ЗД+IA < 2 Ие |Хе De+Js"||e,
то есть |ХЕ)Е ֊> 0 при ?֊♦(). Далее очевидно

Е Е
16(9-3(0)1 < flWlMOI*«, ШО-Л+ОКJm№(9M 

о о
и, если обозначить

Л^ = тах |з(х|. М' = тах |з'(х)|, 
[0. Е.] (0, £о1

ТО при
5<£о|6(?)-з(О)|<Л/рСф, 1Л(9֊5,(+0)|<М'||Хе||£

■ следовательно

Нт 6 (с) — $(0), Нт к (Е) = з' (4- 0).
Е-«- + 0 Е — +0

Наконец

Нт Д(£)= Нт [Л(9^(еИ +A:(Q6(«) +Л(Е)6(9] =
Е — 4-0 Е — 4-0

= [s' (+ 0) + s'(+0)]s(0) = — s(0). Тем самым доказана следующая
Теорема 1.3. Если эрмитово-положительная функция $ (х) удов

летворяет требованиям (с) и (d), то имеют место следующие соотношения:

Нт |Хе]е=О, Нт 6(E)=s(0), lim £ (£) = s'(4՜ 0), Нт А (5) = — s(0).
Е- +о Е- +0 Е-4-0 £-+о
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2°. Доказательство непрерывности элементов триады опирается на 

факт равномерной ограниченности по параметру £ операторов [/ А=) §֊
Теорема 2.3. Если функция к(х) суммируема на любом внут

реннем сегменте [—Е, Е]с(—я, а)> и еслм для каждого Е £ [0, а) од

нородное уравнение ф— АеФ = 0 имеет в А1 [О, ?] лишь тривиаль- 

ное решение, то семейство операторов (7—Кг) / равномерно по՛ 
5 ограничено на каждом внутреннем сегменте [0, Ео].

В частных случаях, когда Л(х)£С[0, Е] или Л (х) ££2 [О, Е], до
казательство теоремы может быть получено стандартным образом из 
известных фактов теории Фредгольма. В рассматриваемом случае 
к(х) [О, Е] теоремы Фредгольма остаются верными (см., напри
мер, [15]), а доказательство равномерной ограниченности по Е [семей

ства (7— / несколько громоздко. Из теоремы 2.3 вытекает
Теорема 3.3. Если функция к (х) суммируема на любом- 

[—5, Е]с(— а, а), и если для каждого Е£ [0, а) однородное у равнение 
ф — кЕ<р = О имеет в А1 [О, Е] лишь тривиальное решение, а (х)|< С 
ограничена на (— а, а), то

Е
=1 ах

О

является непрерывной функцией параметра Е. В частности.
Е Е

к = з' (4֊ 0) + у '/-г (I) в՛ (О Л, Ь — з(0) — 7֊е (<) з (?) Л, 

и о

△ = к ЛЕ 4՜ к Ь 4֊ кЬ являются непрерывными функциями параметра Е_ 
Следствие. В условиях предыдущей теоремы резольвент

ная матрица А= (г) непрерывно зависит от параметра Е.
Наша главная задача состоит в том, чтобы доказать при выполнении 

тех же условий дифференцируемость матрицы А £ (г) по параметру £ и 
вывести для нее дифференциальное уравнение.

3°. С этой целью временно усилим требование (11), заменив его 
условием (11) ,з"(х) непрерывна на [0, а)“. Для этого случая в [5] 
доказана

Т е о р е м а 4.3. (Трет*  я основная теорема). Если функ
ция з(х) удовлетворяет условиям (1), (И), (Ш), и если для 'всех 

Е£ [0, а) однородное уравнение ф — К;<? = 0 имеет в С[0, Е] лишь 
тривиальное решение, то справедливы формулы дифференцирова
ния

֊ Хе (х) = - 0 (Е) Хе (Е֊х), (11)

֊ = в(Е)Л, (12)
а;
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= -«(?)(«+ 6). (13)
а;

Здесь /=(х), к, Ь образует, триаду, а 0 (;) = 7-е (;).

В частности, из (12) и (1'3) вытекает важное, не содержащее в (д), 
соотношение

4 д (?) = **•  (14)
а?

Формула (11) впервые получена М. Г. Крейном [3]. Несмотря на ее 
важную роль в вычислениях, она не может считаться основным элемен
том теории по следующим соображениям: во-первых, она утрачивает смысл 
в случае суммируемой второй производной з" (х), так как значение сум
мируемой функции X: (х) в точке х = £ бессодержательно; во-вторых, как 
будет показано, основные формулы вообще не содержат величины 
е (?)=/« (?).

Замечание. Из соотношения (12) с учетом начального усло
вия £(֊г 0)=^з'(-|-0) (з'(4-0) =£0) видно, что функция к = к (5) всюду 

на [0, а) отлична от нуля, и так как — к —к к 3>0, то Л (5)—строго 

возрастает, обращаясь в нуль не болеее чем в одной точке.

4°. Имея в виду вычисление производной — Ле (г), рассмотрим 

произведения (В, /), (Ь, /), (С, /) обобщенных 'функций В, Е, С на 
произвольную, непрерывную на [0, а) вместе со своей производной 
функцию / (х). Эти скалярные произведения являются, очевидно, анти- 
линейными функционалами

В(/) = (В, К, Ь(/) = (Ь, /)ь С(/) = (С, /)е.

Мы придем к нужным формулам, вычислив производные —В(/),

— С(/), и положив там /=е-2*' г, / = Мр(х)/М-(х) —
&

е-^-^зМби.

о

Формула для 4 Ь(/) при этом играет вспомогательную роль, 
с/;

Теорема 5.3. [5]. Если функция з(х) удовлетворяет усло

виям (I), (И), (Ш), если для всех [0, а) однородное уравнение

® (х) — з" (х — {) <? (/) сП = 0 
о

имеет в С[0, Е) лишь тривиальное решение, то имеют место фор
му лы:
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 1*Л(/)֊УШ(М։֊«)> /'(и))е)4' <15> 
(К----------------------------------------------------------------------------------------- Д

Е.

]з' (х) — з' (х)| -< |& (и) — к (п)| du < еж

֊ С(/) = {^(/)-7ЧУ + (М5-И), /'(и)к1 {кВ(М0) — г Ь], (16). 
л

при атом из первой, в частности, вытекает
Д-В(1) = -1, (17)

Е
Д-В (Мо)= ^^ [ ^ (■։*) 6 (и) — Л (и) 6 (и) 1 -----1- Д •«. (18).

о

5°. Мы покажем здесь, что эти формулы останутся в силе » 
тогда, когда функция в" (х) = к(х) лишь локально суммируема на 
(— а, а).

Метод доказательства основывается на том, что на ^выделенном 
сегменте [0, ?о]с[О| а) функция з(х) класса (1), (11), (Ш) с суммируе
мой второй производной з" (х) аппроксимируется последовательностью 
функций зя (х) = з (х) класса (1), (И), (Ш) с. непрерывной зя= з"=к(х).

Эта аппроксимация строится следующим образом: отправляясь, 
от 5՞ (х) = к (х), подбираем непрерывную кп (х) = к (х) так, чтобы.

Е.
|*֊  Ме. = 11*  (И) ֊ 7 (к)| *и  < е„ (еЛ - + 0). 

о 
и полагаем 

х /
5 (х) = у | к (и) dudt + в' (+ 0) X 4֊ з (0), х £ [0, Ц՝.. 

о о 
Ясно, что

?(х) = р(и)</и + з,(+0), 7(0) = з(0), ?(+0) = з'(+0). 

о
Так как с другой стороны 

х ։
з(х) = у Л(и) dudt 4- з' (+ 0) + з (0)*.  

о о

з'(х) — у^(и) </и + з'(+ 0), 

о
то для всех х£[0, £0]

Е.
|з(х) — з(х)|< ?о У |Л(а) —7(и)| </и<%ея,. 
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и, следовательно, 5Л(х) и $'п(х) равномерно на [О, ;0] стремятся к 
5(х) и з'(х) соответственно.

Функции $ (х) доопределим на [— |0, 0] по закону четности: з(х)=» 

= s (— х), тем самым доопределятся и s' (х), s" (х): s' (х) = —

s'(— х), s" (х) = з"(—х). Ход рассуждений 

формуле А = к к. Легко устанавливается, что 

проиллюстрируем на 

если s (х) такова*

что однородное уравнение
С

?(*) — f з" (*  —0<р(0л=о 

о
имеет для всех ; С [0, ;0] лишь тривиальное решение, то это же верно 

и для любых s(x) при достаточно малых ел. Но тогда для всех. 
$£[0, 'о] разрешимо уравнение Гельфанда—Левитана 

с
*Е (х) ֊ [ ? (х ֊ t) х ֊ (0 dt = - ? (х) 

о
и имеют смысл влемен ты триады 

Е___  Е
Ье = s (0) - J 7(0 А (0 Л, Л= = з' (+ 0) + J 7' (#) (г) dt. 

о о

При е„ -*• 0 bi-*- bi, ki -> ki. (19

В самом деле, в силу равномерной ограниченности на [0, ;0] операто- 
J LJ^1

ров (/—Ke) , для функций g(x), мало отличающихся на [0, :0] от. 
непрерывной функции g (х) в смысле

k— dc= sup• |tf(x) - g(x)| < в 
де [о, Е.1

имеет место неравенство

|(Х=, 7)е-(Хе, я)е|<С8,

где постоянная С не зависит не от выбора аппроксимант к(х), g(x)t■ 
ни от значения Б£[0, 50]. Но тогда справедливы соотношения (19).

~ _ - -
Однако, д.'Я функций з(х) формула — Д; = кг Ле Уже доказана.-

Проинтегрирует., ее, учитывая начальные условия при 5 -► + 0

- . - 6 —
Ле Ле 5 + Ле 6е + Ле Ьг == Лч Лл — з (0)

и
6-340
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и перейдем к пределу при е„-»-0 (Переход к пределу под знаком интег

рала возможен в силу равномерной сходимости к-*-к).  Мы получим

к։\ + к1Ьг+кгЬ1= з(0)
О

и так как подынтегральная функция непрерывна, то всюду на [0, ;0] 

• существует производная —- А = к к.

Теорема 6.3. Если функция з(х), удовлетворяющая требо- 
■ ваниям (1),(Н), (ш), такова, что однородное уравнение

Е
<р(х)-| з"(х֊0Т (0Л = 0

О

• имеет лишь. тривиальное решение, и если Д=/=0 на [0, а), то для 
функции / (х), непрерывной вместе с ]՛ (х) на [0, а), справедливы

■ формулы. дифференцирования

B(f) = —[kB(f) —f'(i)+(A(i—u). /'(«))е) 4’ 
di &

֊O(f)~ ikB(f) ֊/ЧГ) + (Хе (5 - u), /' (m))e) (кВ (Мй) - ib\,
AC

(20)

(21)

• а значит и .вытекающие из них соотношения 

дВ(1)=—1, (22)
ч Е .

А-В(Л/0)= Г— [А(и)Щ)-*(и)6(«)]Ж1-֊Цд. (23)
*) I jL
о

Доказательство. Выделив произвольно сегмент [0, ?0] с 
•с[0, а), построим последовательность аппроксимирующих функций 
5л (х) с непрерывными вторыми производными. Для таких функций 

-справедливость формул

4 #.(/)=-(1пвя(/)-7чё) + (ХГ($-И), /'(M))t}^֊, (24)
О' Дл

֊ Сп (f)=\knBn Cf) - + (xV” (5 ֊ и), r(u))s}[* nBn(M0)-i6„l (25)
AC

установлена в теореме 5.3 {5[.
Проинтегрируем (24), (25) по $ с учетом начальных условий при 

т “♦ + 0. Отправляясь от уже известных предельных соотношений 

lim ||Х')|:=0, lim bn =s(0), Um kn=s' (+ 0),՜ lim An = — s (0). 

найдем без труда 

(26)



Методы триады в теории продолжения 287

Из (26) в частности следует

lina (Вп, 1);- lim ^(1)=-^֊: lim (Вп, Мо);= lim В„ (Л/о) =0,
E- +1' Е-+0 S (V) :-4֊0 j^+o

lira (В„, Af)- = lira Ва (Af) = 0, 
Е-» +0 Е-» +0

после чего 
lim C„(/)=0=lim C(f). (27)

E- +0 E— 4-0

Таким образом, учитывая (26) и (27), получаем 
Е

Вп (/) = ֊ f [*л  Вп (Л - Ш + (X‘n,(ij-B), f’ (и),)] —— </т) lim В (Л,
.1 ДЛ Е-+ 0
о

Е
Сл(/) = J [1лВл (Л-Ш + Л֊ и), f («)„] [кпВп (M0)-ibn]d^ 

0
+ lim С(/). 

Е- +0

Равномерная сходимость левых частей и подынтегральных функ
ций позволяет перейти к пределу под знаками интегралов. Так как 

' предельные подынтегральные функции по ^теореме 3.3 непрерывны, 

то всюду на [0, ;0] существуют производные — В (/), — С (Л такие, 
d; dz

что выполняютоя неравенства (20), (21), а значит и (22), (23). В ча
стности

Теорема 7.3. (Четвертая основная теорема). Если 
эрмитово-положительная функция s(x), удовлетворяющая требо
ваниям (i), (ii), (iii), многозначно продолжаема с интервала ( — а, а), 
то справедливы формулы дифференцирования (20), (21) и, выте- 
кающие из них (22), (23).

В самом деле, по теореме 6.2 однородное уравнение
Е

<р(х)֊ J з"(х-О?(ОЛ=0 

о
имеет лишь тривиальное решение, а по теореме 3.2 Д =£ 0.

§ 4. Мультипликативное представление резольвентной матрицы

1°. Пусть эрмитово-положительная функция s(x), удовлетворяю
щая требованиям (i), (ii), (iii), многозначно продолжаема с интервала 
(— а, а), и пусть

Ле (г, = А (5, г) = Г а <* ’ Z) f z\Ч S £ (0. а)
L Т (В» г) О (?, z) J

— резольвентная матраца задачи. Элементы матрицы Ле(х) выра
жаются через антилинейные функционалы В (Л и С(/) следующим 
образом:

а (В, 2) = 1 — ZB (М7), ? (5, г) = zC(M-),
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Т(Е, г) = — гВ (е~~гх), 6(5, г) = 1 ֊г гС(е֊Ги).

Формулы (20), (21) теоремы 6.3 позволяют вычислить Аг (г).

Предварительно введем следующие обозначения: положив
л

р = —, д = кВ(М0)— Н>, рассмотрим матрицу 
Д

С(0=/[-|- [р. <7]. где /= _։-0]'

Проверим, что (2 является .минус-У-проектором*.  то есть что У(2<>-0> 
— (2. Первое очевидно, второе же вытекает из того, что, в силу

•(23), 1тВ(Л/о) =---- откуда рд—рд = — ։,*  тогда

О’ = у1 —1 (— ։(др — рч)\ [Р> ?! = —(?• 
I Я I

Мультипликативное представление А (5, г) устанавливает следую 
щая

Теорема 1.4. (Пятая основная теорема). « Матрица-֊ 
функция А (5, г) у довлетворяет дифференциальному уравнению

-^-А (5, г) - — 1'гА («, г) (2(5)

и начальному условию

А (0, г) =г
1 0

-ф(0) 1

<1
&

</

Доказательство начнем с проверки первого утверждения. Запи- 
- сав

‘а (5, г) ₽ (;, г) ] * Г - В (М-) С(М-) '
Л (5, х) 8(5, г) ] В(е՜'") С(е~‘*х) 

воспользуемся формулами дифференцирования теоремы 7.3:

֊^(5, г)=г 
СК

к В (М-) - М- (5) + (7.г (С - В), м- (и)).: 

кВ(е-17х) - 1ге1и + Й(МЕ-В),в-/7“)Е _

X | • кВ(М.)-1Ь

•и так как в состав

Мигщ֊а][*' 4- *а<ад֊'‘1
входит та же строка, то достаточно проверить лишь равенство 

Л В (М-) -М- (5) + (X: (5֊ и), М՛- (и)). 1

кВ (е-их) - {ге~ + гг (Х5(е-И), е-'")Е _

֊ (5, 2) ]
кВ(М0)-^1Ь (28)
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Преобразуем сначала правую часть этого равенства. Учитывая, что 
В (Мй) = В (Мй) + /?, получим

Г */д  1 ( о 1\Г*/Д
| кВ(М0) - гЬ ] \-1 О/ |_£В(М0) -|- +

' кВ (Мо) + гкл + /6՜
=

Д

•откуда

- 1А (6, х) У [ кВ{Мо)_{Ь ] =

Г 1-2В(Мт)гС(М--) ][ГВ(М0) + Й« + ГЬ =
"I — гВ(е~17х) 1 -НСЧе֊'“) 1 1/Д

г — — ___ \ Л 1= кВ(М0) + 1к1-НЬ-1гВ(М7) («4֊ Ь)-г кВ(М0)В(М7)-^ С(М-)

.-йВ(е֊17х) 0&+Ь) -к1^-ткВ(М0)В(е-,7х)-г1е1^С(е-^х) .

Формула

С (/) = ֊ Д (А (/) + В (Мо) В Ц) - В (Ао/)} 

дает возможность преобразовать сумму двух последних слагаемых элемен
тов колонны:

гкВ (Мо) В (М7) + г к/Ь. С (Мт) -=-гк ЦМт) + *кВ  (Ло Мт), 
гкВ (е֊{7х) В (Мо) + г к/Ь С (е֊'“) = - 2 к Ь (е֊1^) +я кВ(Аое֊1՜“)

м, если учесть соотношения -

X и
Ао м- (х) = -1 у у е֊17<“֊” 5 (V) аюаи = 4- (Мо (х) ֊ Му (х)), 

0 0

то мы лридем к равенству

- /Л (£, г) У [ кВ _ .ь ] =

-кВ(М0) +Ий¥ГЬ-йВ(Мт)(к^+Ь) + к^Ь (Мг)-кВ(М0)+кВ(Мт)՜ 

— -12В(е-1“)(к1 + Ь) --!֊■ +кгЬ (е-17х)~ кВ(1)+'кВ(е֊г'*)

Наконец, учитывая, что В(1)=—А՜1, мы, после приведения подобных, по
лучим



290 И. В. Ковалишина, В. П. Потапов

- М (Е, х) / [кВ(М0)-1Ь ]

= ЙЙ4-ТЬ-1гВ (Л/г) (« + Ь) + * к Ь (Мт) + кВ(Мт) 1 
. —{г(е~‘*х) (к\ + Ь) + «ЛЬ (е-/гх) 4֊ к В (е՜"*)  I

Преобразуем теперь левую часть проверяемого равенства (28). С этой 
целью вычислим производную

X
Му (х) = г — Се՜'*  (х-“) 5 (и) du = гз(х) — гхМ- (х)

dx J о
и подсчитаем, используя тождество триады,

- Му(Е) (А (5 - и), М՛- (и))£ -

Е

= г з(Ё) — ։ 7;(Е — и) 5 (и) du — ։г М- (։) 4֊ £г (/.= (Е — и), М- (и))е =>֊
о

— г к $ + I Ь — /х Л/_ (Е) 4- /х ('Х{ (Е— и), Л/֊֊ (и))..

После этого (28) становится эквивалентным равенству * 4
Г ֊ /Л^) + 1(Х5 (5 — и), М-(и))-
I —։е'*՝-|-г  (7г (5 — и), в_/։“)е

Г-{(кг+~Ь)В(м-) + кВ(м-) 1
I - 1(к Е 4- 6) 5(е-<г-г) +'кЬ(е-^^) I ՛

Но оно является частным случаем тождества

- г'/ТЁ) 4֊ г('А (Е - и), /(и))= = - г (ГЕ + 6) В (/) 4- к Ь (/), 

вытекающего из определения функционалов

^ (/) = ֊-Л (А (Е - и), / (и))е ֊ к (ХЕ(и), / (И))е},

Ь(/) = -֊-( (^Е 4- 6)7(6) -671Ё)֊(кг 4- 6) (Л(и), /(и))е4-

4- Ь (Х£ (Е —и), /(а))5|.

Первое утверждение теоремы доказано. Второе вытекает из элементарных 
соотношений

։'лт.г(л = 7^’ й/<Л = ’• 'ЙОС<Л =°-

Используя их, получим

Нт Л(Е, х)= Пт [ 1 — 2В<Мг) *С(М Т) 1 Г 1 0 -1
Е- .+0 1֊хВ(е-'«-)1+гС(е-^) 1 [֊х/5(0)1]'



Метод триады в теории продолжения 291

Полученный здесь результат может быть перефразирован так:
Теорема 2.4. Резольвентная матрица А (г) = А (5, г) допускает 

следующее мультипликативное представление:

А (Լ г)=е~1гч " e-UQ (г) di

б
где

L s(0)

0՜

о
/е0>0, е*  = 0,

Q = <?]> /Q>0, Q»=֊Q, p = klh,

* I9==т] 

0

-^7 [jt (u) b (v) — k(v) b{v)\dv-----— kt — ib.
2i 2
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1. V. KOVALISHINA, V. P. POTAPOV. The triad method tn the theory 
of continuation of Hermitian poeitive functione (summary)

The aim of the paper is the construction of the resolvent matrix Ai (z) in th 
;problem of continuation of the Hermitian positive function s (x) from the interva 
.(—a, a) under the following three requirements: 1) the function s (x) = »(—x) is con
tinuous on the interval (—a, a); 2) the function s' (x) is totally continuous on the 
.nterval [0, a); 3) s'-(֊|-0)-|-s'(4֊ 0j = — X. < 0. The integral equation originatinge 
here (equation of Gelland—Levitan) is studied.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

П. 3. МКРТЫЧЯН

ОЦЕНКА ГРАДИЕНТА РЕШЕНИЯ И КЛАССИЧЕСКАЯ 
РАЗРЕШИМОСТЬ ПЕРВОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА КВАЗИЛИНЕЙНЫХ НЕРАВНОМЕРНО 
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

О. Введение

Пусть 2—ограниченная область'в О = £2 X (О, 7], <52-—гра
ница области 2, Г — параболическая граница цилиндра О, ’ т. е. 
г=(д2х[о, т])и(2 х(/=о}), ё=оиг.

Рассмотрим в цилиндре <2 задачу

2 <?°'՜'• “■ “->■ („л,

. и|г=И«< О-

где х = (хп х5)£2, *€[0, 7], ых = (иж„ их,),

а{ Рд = '»Р1 +а (и) |р/|Я1-2 рр (0.2)

V = const >0, т 3,
ф (х, ւ՛) > 0, (0.3)

функция /(х, и, р), где р = (рп р։) для всех (х, и, р) £ X 
X (|и|<Л/) X R2, а Л/=сопз1>0, непрерывно дифференцируема по 
х, 1, и, р и удовлетворяет неравенствам

2
<С1(1 + 1рГ)>

(0.4)

дхь
<C1(i + |p|m+1), к = 1,2,

где с։ = const > 0, 0<^т<^т.
Относительно функции а (и) из (0.2) будем предполагать, что 

а > 8^> 0, дважды непрерывно дифференцируема на множестве (|ц|-<Л7) 
и для всех u£[0, Af] удовлетворяет неравенству

/Ч_/ Y а'Ч °(иг —1)’։
<7(U)_(m 2)(ау а,> (8։+н)а (0.5)

где а <Հ 1, 8։> 0.
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В частности, легко проверить, что функция

а(вХг’" + |вГ),/а. (о.б)«

где а^>1, /^>0, удовлетворяет условию (0.5) с.

о = /(/ + т-2)/(т-1)։, = если
/а + т-2)<(т-1)։. (0.7)

Всюду ниже будем предполагать выполненными условия (0.2)—(0.5).
Основным результатом настоящей работы является оценка тах_|их| 

(х. О 6<?
через М = тах и и М։ = тах |их|, полученная для неотрицательного 

(х, д (■*• О ег
решения и задачи (0.1) в предположении некоторой гладкости и, ф, / 
и дИ (теорема 1). После получения этой оценки разрешимость задачи 
(0.1) в гёльдеровских пространствах устанавливается стандартными 
рассуждениями (теорема 2).

Особенностью уравнения (0.1) является то, что для него не выпол— 
йены так называемые условия ослабленного вхождения аргумента и в 
функции, составляющие уравнения (малость е в (3.5) и (3.6), гл. VI [1], 
малость О1, аг, аз в (3.2), (3.15), (3.16), гл. 2 [2]), при которых в [1, 2] 
получены оценки градиента решения для широких классов равномерно и 
неравномерно параболических уравнений общего вида. Рассматривать же 
уравнение (0.1) как недивергентное приходится из-за того, что в теории 
дивергентных параболических уравнений (см. [1], гл. V) оценка градиен
та получена для уравнений, главная часть которых имеет первую степень 
роста по градиенту, тогда как в (0.1) функция имеет по Р1 степень 
роста т—1 2.

В работе [3] отдельно рассмотрены уравнения (квазилинейные нерав
номерно параболические) с двумя пространственными переменными. Од
нако, уравнение (0.1) не удовлетворяет условиям этой работы, при кото
рых получена оценка градиента решения.

В последние годы, применяя новую методику получения оценок гёль
деровских норм, О. А. Ладыженской и Н. Н. Уральцевой были сняты упо
мянутые условия ослабленного вхождения аргумента и для всего класса 
равномерно эллиптических уравнений общего вида, а также для равномер
но параболических уравнений общего вида, коэффициенты главной части 
которых ограничены по градиенту (см., нагар., [4—6]). Однако, для пара-- 
болических уравнений с растущими по градиенту коэффициентами главной 
части (тем более неравномерных) вопрос пока остается открытым. Вот по-- 
чему выделение пусть узких классов таких уравнений, или даже отдельных 
уравнений, для которых удается получить оценку градиента решения, ду
мается, представляет определенный интерес.

Кроме того, уравнения типа (0.1) приходится рассматривать в каче
стве регуляризаций при изучении уравнения нестационарной фильтрации: 
уравнения (0.1), в котором а, (и, рг) = и 1р11т~~р1.

Что касается неравномерности уравнения (0.1), то она в данном слу
чае не «мешает», а «помогает». Говоря точнее «помогает» то обстоятель
ство, что функция а1 зависит только от и, р1 и не зависит от рн,
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Поэтому приводимое доказательство не удается применить, например, к 
уравнению

— 5 5^՜ (у и‘1 + 1«-։Г “2 иХ1) = О,

которое является равномерно параболическим, т. е. доказательство слиш
ком сильно привязано к структуре уравнения (0.1).

Кроме того нужно отметить, что условие (0.5), или условие (0.7) при 
а, определенном (0.6), тоже, по сути дела, являются условиями ослаблен
ного вхождения аргумента и.

1. Оценка максимума модуля градиента решения

Теорема 1. Пусть выполнены условия (0.2)—(0.5), а>-3>0; 
пусть и(х, <) — неотрицательное решение задачи (0.1) такое, что

и, их1 £С(0), и(, ихр, их{х1хк 6 С(<2), I, к = 1,2;

граница д& области 2 трижды непрерывно дифференцируема; 
функция ф такова, что ф, ф/, фхР фх/ХА, Фхрг/х* € С( (?), ։, к = 1, 2. То
гда для и справедлива оценка

п։ах_ | их| ■< М,, (1.1)
(х. о е о

где М2 зависит только от М = шах и, Л/։=шах|их|, 8, я, 8։, т, т, д։. 
(х, /) е О /} ег

Доказательство. Прежде всего заметим, что для задачи (0.1) 
и решения и выполнены все условия, при которых в [2], (см. гл. 2, § 2) по
лучена оценка шах |ыж|* Поэтому можно считать константу М извест- 

(х, I) ег
ной и зависящей только от М, V, 8, т, т, и конфигурации области 
'2, если известна константа М.

Запишем уравнение (0.1) в виде

да/ да/ , „ о.
V"'՜7' (1-2)

Здесь и всюду ниже, если не оговорено особо, по повторяющимся индек
сам производится суммирование.

Введем обозначения

V = |их1Г 4- |их,|"\ » = ф (и)«,

где <р (и) — положительная, определенная на интервале [0, М], дваж
ды непрерывно дифференцируемая функция, которая будет определе
на ниже.

Применив к обеим частям (1.2) оператор тф |их*|т 2 и-хь -—• по- 
дх*

.лучим:
да1 да' । < л\тдаЧ Г՜2 2 I

֊ ֊ ^ 4- /и (ш- 1) Т /пхА1 их^ 4֊
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да. да1 2 <?’а,
+ 2 ’’’ Ух^ их‘+ * их‘ ~ др* их‘х‘ -

д*а1 д2а1 д2а{ .
~ттд^ди и*~ д^~и их* =

=/<Г'ю+т? ^-|иХл|л։-2иХл4- ти>^ + С1-3)

Пусть (х0, ^0) — точка максимума функции ш, лежащая внутри 
цилиндра С}. Будем рассматривать (1.3) в точке (х0, /0). Очевидно, 
»/>0, -™х/Х/>о, «»Х/ = 0.

Сначала предположим, что иХ1 (х0, *0) =/* 0, их> (х0, г0) =/= 0. Тогда 
из условий юТ1 = ? ох< + ?'г»иХ/ = 0, ։ = 1, 2 определим

их1Х1 = — (—- — их,у 4- |^4|т ’ижйих>х,)(|их<|1"-2 ыХ1)-։, к={=1 (1.4) 
\ т ч/

(здесь по I и к не производится суммирования).
Отбрасывая в '(1.3) первые три неотрицательных члена и исключая

с помощью (1.4) их,х„ иХ։Х„ учитывая конкретный вид функции а,
е е Пдг։х,вводя обозначения с =------- > у — — • получим

Их, иХ։ <р

т—1 ’ "-1М , к. « . / / 1 а\ 2 2 ,-------2 1—^2՜ ("»«+») + V«, ( у-------------у2 ) £ и.ч4-
т 1=1 |иХ/ \ - т //Х)

+ (л?— 1)аиаЛ т(т — 1);’ + т ( у + — ) ? + х։ (и) | < Е, (1.5) 
I \ а / )

с { । _ <?/ । т—2 . <?/ д]Г=/уп> + т<р |цХА иХ4+ — их шу, 
ахк ди орк

/V ! 2,0® 771 а т. /. е»где^{и) = у-----------тг + З — у---------- - ------ Из (1.5) следует нера-
77։ а т—1 а

венство 
/ 1 \ 2^ш(у'-------их.+ (тп —1)аиг;72</’, (1-6)
\ 771 /7=1

где

= х> ֊ Г֊7 (у + —)=У՛ ֊ \У7 + 2 >а ֊ У ֊
4(771—1) \ а/ а

т (а!' ։ Аа,2\ • 1 (т֊2)։\ , 1 т-2
ттг-1 \ а + 4 а2)’ А‘— ттг к1՜1՜ 4 (тп -I)2/ ’ ,՝2՜1 +Т5Г=1‘

Подберем у таким образом, чтобы для любого и£[0, М], ха^>0' 
Тогда из (1.6) в силу условий (0.4) очевидным образом будет следо

вать оценка для w в точке (х0, £0). Положим у = ^\у—Х։ —• Тогда 
а

1 /л, д (ц) \
*։ — у! У ~У '77------- — )’ где функция д определена (0.5). В си-

К1 \ 4 (777 — 1)’/
лу (0.5)
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1 о \х. > — ( у — у1------------------ I •
>! \ 4(3,+ «)’/

*** 1 _  з
Положив у = — 1/2 (о, 4- и), получим: •/.,>------------------ ,

4>,(з1 + «)’
<р' 1 Х2 а' ах"'х՛У ■= ----=----------------------------------- — > с =-------------------- --
<р 2 л, (3,+ и) л, а (3, + и)1/2Х‘

Пусть теперь в точке (х0, 6,) их, =0 (аналогично рассматривается слу
чай ю, = 0). Тогда из условий шХ/ = 0, ։ = 1, 2, получим, что иХ1Х,=0»

их,х, =------- уи},-
т

Воспользовавшись этими сотношениями, из (1.3) получим

V (у'-----— у* том’ + (/г։ — 1) ач>ш х։ -С Г,
\ т / ’

(1.7)

, т—1 2 . о а та „ где х3=д-----------у։+2—у---------- ------ Поскольку
т а т—1 а

1____
4 т (т—1)

(т— 2) у —т — 
а

Тогда из (1.7) в силу условий (0.4) следует оценка для в точке <(Хо, (о). 
Из оценок для и на Г и а точке (*о, (о) следует оценка для ш во всем ци
линдре Р, откуда, в свою очередь, следует оценка (1.1). Теорема доказана.

Замечание. Общая схема доказательства теоремы 1 во многом 
сходна с доказательствами соответствующих теорем [2, 3]. Но если к урав

нению (0.1) применить оператор Чихк
дз—> как это делается вдх> [2, 3], в

рассматривать полученное уравнение в точке максимума функции 
то=<р(и) (ц^։+’ы’։), то дифференциальное неравенство для <р, соответ
ствующее неравенству *2^>0, оказывается неразрешимым.

2. Неотрицательность и оценка максимума решения

Пусть и (х, О—классическое решение задачи '(0.1). Покажем, что 
если

/(х, I, и, 0)>0, (х, и)6<2Х («<0}, (2.1)"
то и (х, 0 > 0. Действительно, применяя принцип максимума, рас

смотрим уравнение (0.1) в точке (х0, /0) £ <2 минимума функции и — ие~и, 

)֊>0. Тогда получим 1еи«(х0, <0)^-/(х0, /0> и> 0). Из этого неравен
ства и условия (0.3) следует неотрицательность и.

Приведем теперь условие на функцию /, обеспечивающее оценку 
шах и через известные величины (см. теорему 2.9, гл. 1. [1]): 

(х. /) 60
и/(х, I, и, 0)<иФ(а) + Ь, (х, I, и)£ С? X [0, °°), (2.2)

где Ь > 0, Ф (■։) — неубывающая положительная функция х 0 такая,՝ 
что
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3 ф(’) 
о

Можно привести и ряд других условий, обеспечивающих оценку 
шах и.

•<х, О€<?

3. Разрешимость в пространствах Гёльдера

Пусть C*(Q), <։£ (0,1) — множество всех функций u(x, t), удов- 
.летверяющих неравенству

, , , |и(х, /) — и (ж', t՛) „
maxJM| 4- max _ <К, К = const > 0.

(х, QgQ (ж, t),(x',l )6Q IIх *1 т|(
Через C2+a (Q), a£ (0,1) обозначим множество всех функций а» 

для которых и, uXl, Uxtxp U/6Ca(Q)> 4 j = 1> 2.
Граница <22 области 2 называется принадлежащей классу 'С2+в, 

• a С (0,1), если для любой точки dQ найдется такая окрестность ш, что 
часть dQ Л'« представима в виде х* = <р(х/), i*f=k, причем <р, fx,, <?x։xJ £ 

£С'(Ш<)> гДе — проекция окрестности <п на прямую х*-=0, а 
С“ (и։/) — множество всех функций u(xj), удовлетворяющих условию 

|и(х.) — и (х')|
max |u(x/)| + max ----- 1—_ , -----K= const > 0.

xt. x\e«i |X/ x<*

Теорема 2. Пусть выполнены условия (0.2)—(0.5), (2.1), (2.2) и 
пусть dQ^C2+1, ф £ С2+т (Q), у £ (0,1), а->8>0, ф .на йх(/ = 0] 
у довлетворяет условию

^x^ = f ^х՝ °’+։ Фх)-

Тогда задача (0.1) имеет хотя бы одно решение и, причем и^-0, 
и£С2+а (Q) с некоторым а £(0,1).

Теорема 2 доказывается с применением принципа Лере—Шаудера и 
теоремы 1 совершенно так же, как, скажем, доказываются теоремы 
)§ 4, гл. 2 [2]. Укажем лишь, что в качестве однопараметрического семей
ства линейных задач следует взять

да, (и, uxt) da, (и, Uxt)
vt------------v^i------------------------- ---------- Vxi^xf(X,t,U, Ux),

о|гвХ11’> x£[o.i]-
Институт математики
АН Армянской ССР . Псотупила 12. III. 1987
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

С. Г. КАРАДЖЯН

ЭКОНОМИЧНЫЙ АЛГОРИТМ ОБРАЩЕНИЯ' ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ОПЕРАТОРА С РАЗНОСТНО-СУММАРНО-ГАРМОНИЧЕСКИМ

ЯДРОМ

Рассматривается задача эффективного приближенного обращения ин
тегрального оператора Фредгольма второго рода

т 
def г

(/֊֊ К)0 = 0(х)-| К(х, (0<х, t<T). (1)

о

В дальнейшем будем предпологать существование обратного оператора 
(/+К)=(/—К)-1 с ядром R(x, t) (это обеспечено, например, при до
статочно малом Т).

В работе [4] (см. также [5]) выявлена структура резольвентного опе
ратора (/+Л), если К. удовлетворяет дифференциальному уравнению опре
деленного типа. Здесь будет рассмотрен случай, когда

' / dt д* \ 
f)=0- <2>

В работе [3] получена явная формула' резольвентного ядра операто
ра (1) с ядром (2). Однако при численной реализации этой формулы 
число арифметиечских операций имеет порядок О (Л4), Л-*֊оо,где N — 
число узлов, на которые разбивается интервал (О, Т). В общем же слу
чае, при непосредственной дискретизации оператора (1), путем разбиения 
интервала (О, Т) на N частей (т. е. при сведении к алгебраической систе
ме), потребуется порядка О(№) арифметических операций. Под эконо
мичным обращением оператора (1) здесь будем понимать алгоритм, тре
бующий затрат порядка не более чем О(Л^г). Оказывается, что такие алго
ритмы существуют не только в теплицевом случае (при К=К (х—t)). Так, 
в работе [2] построен алгоритм с числом арифметических операций по-, 
рядка О <№) в случае, когда К имеет вид/С (х, t) = f(x+t) -4- g(x—t)

Ниже будет построен экономичный алгоритм обращения оператора 
(1) с ядром (2), а также будут указаны пути его реализации на ЭВМ па
раллельной архитектуры.

§ 1. Дифференциально-функциональные уравнения 
для резольвентного ядра на границе

Нетрудно доказать, что уравнению (2) удовлетворяют те и 
только те функции, которые можно представить в виде К (х, t) = 
~/(х + t) -|- g (х — t) 4֊ Н(х, t), где Н(х, t) — гармоническая функция
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(см. (2)). Оператор (/—К) будем рассматривать в паре со вспомо
гательным оператором (/ — К՜) с ядром К՜ (х, t) =• f (х + t) + 
4- g (х — 0 — Н(х, t) (примем К=К+).

Для каждого '£[0, Г] рассмотрим интегральные операторы

def г
(I-K±)y = y(x)- J **(*, s)y(s)ds-, 0<х<т<Г. (3)

о
Всюду в дальнейшем предполагается существование операторов 
(74֊#-)= (/— К-)՜1. Ядра К~(х, t) удовлетворяют уравнениям

о о /4),
дх1 де ' '

Введем обозначения

=Rt՞ <’■ * °՜ '-■՝ “ Rf’{'՛ '*• (5>

О Xй

Исходя из известных интегральных уравнений для резольвентных 
ядер, с учетом соотношений (4) придем и уравнениям

д'г£°(х, т) <?’rf°(x, т) [ dr±°(s, t)
—3?---------------Л?------ = ’>1----- Л----- !■-' +

, дг±°(х, х) ։ drf°(s, т) ։ ] pr±°(x, с)
+------ д~х----- + d~s J + L Ь

(6>
— rf> (х, т) • rf• (t, t) j ■ [r±° (т, t) - r2T0 (t, t)] +

+ r±l (x, T).r±0(0, T)-rjH>(x, T). dr^°^

Отметим также соотношения

r± (x, X) = дг?0(£ (T, t) rp (X, X),

(7>
дг^(̂ Л = г^(х, x)r}°(x, T), p = 0, 1. 

dx

Вполне аналогично можно получить дифференциальные соотношения для 
функций Л^₽(т, #), (р = 0, 1), (q = 1, 2)

д’Я±0(х, t) d*R*°(x, t) ±0, Л P#*(t, S) , ,
дхл де К2 ՝ ’ дх 1։-« +

7—340
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<)■«"(-.. «)]х

X [7??° (ъ -֊) ֊ ’)! + &' (’• О-/?2՝?е, 0) ֊ Я։±0(х ,0- (8)

дЯ}°(ъ з),08 /"°'

Ч=^(г, х) /г?°(Ч, о (р = о, 1).
• О1 .

§ 2. Приближенное нахождение значении резольвентного 
ядра на границе

Построим на основе формул (6), (7), (8) рекуррентный алгоритм 
нахождения функций (5).

На плоскости (х, х) разобьём треугольник 0 < х •< х < Т прямы
ми х/ = /А, ху=у'А; О-^уХгХЛ/, А = Г//У. Значение функций (5) оп
ределим на сетке

Пусть для некоторого / < Л/ известны значения функций г*р, д = 
= 1, 2; р = 0, 1 в узлах сетки с координатами (х, г), х < х < х։. В 
уравнениях (6), (7) заменяя производные разностными отношениями, 
получим рекуррентные формулы для вычисления значений искомых 
функций в „столбце“ х = х| -|- А при х = ху; 1 < у < г — 2

+ А) =2 гр (хр х,) - г ±о (Х/, Т/ _ А) + гр (Х] + А, х,) ֊

-2г«(ху, т/) + г«(х.-А, х,) + 2А-[г2-°(ху։ ^)-[Зг?°(^ ^)- 

֊^°(\, \ + А)-г±°(х։-А, х,-А)-г2-0(г-А, х։)]-[г^(х/։ х^-А)-!-

+ Аг?0(ху, ^.^»(х,, х^.[г±0(х/։ х^-г«^ ,<)]}_

֊2Аг^(х/։ ^.[^(А, хр-^“(0, х։)] +

4-2А’г±1(ху, ^ гГ(0, хр; (9)

г'^(хр ^1 + Ь) = г^1(хр хр + Аг^1^. •=/)-/’2±0(^> -г),

(Ю)
^°(ху, х, + А) = г±»(х/։ х<) + Аг±о(хр тр.г^Схр х,).
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Значения искомых функций в узлах (0, + (х։, Х/4-А), (х/Ц-Л.
г/4-А) (на рис. 1 они отмечены кружками), можно получить, напри
мер, из формул

х^й('<» ■։/+ А) = К՜ (т/, х/ + А) + £ К՜՜ (-1, $А)т^°($А, т<4-А). (11) 
5 = 1

Нетрудно получить аналогичные рекуррентные формулы для функций 
Яд. Не выписывая этих формул, присвоим им номера (9'), (10'), (11'), 
Конечным шагом рекуррентного процесса по х является вычисление 
значений функций г> и ЯРд при х = ТУА = Т, т. е. приближенных зна
чений резольвентного ядра 7? и её производных на границе квадрата 
0 < х, I < Т.

Таким образом, этот вычслительный 'процесс можно представить ин
струкциями следующего алгоритма:

а) при ։=А и ։ = 2А с помощью формул типа (11) и (11') вычислить 
значения функций гря, 7?£.

Дальше действуем рекуррентно:
б) по формулам (9), (10), (9'), (10') вычислить значения функции 

ря и R՞ в очередном столбце при х = х/ + А на основе данных при

в) по формулам типа (11), (1'1') вычислить значения искомых функ
ций в «приграничных» узлах;

г) при 1 — МЬ завершить вычисления.
Сложность этого алгоритма (с учетом всех аддитивных и мультипликатив
ных операций) равна 4(15 №—64ЛЛ-}-100). При этом требуется ТУ2 ячеек 
памяти.

§ 3. Приблеженное решение интегрального уравнения 
и восстановление резольвентного ядра

Рассмотрим уравнение

У (х) - у К* (х, з) у (з) Л =/(х). (12)

Поставим вопрос приближенного вычисления решения этого уравнения 
при 1=Т.

Обозначив решение (12) через у (х, т) и дифференцируя (12) по т 
придем к соотношению

0 (*> х) У (х> ’)• (13)
д՜.

Дискретизируя (12) и (13) на сетке (рис. 1) получим рекуррентные соот
ношения для вычисления р(5Ц) = у(^, Г)

у (хр х, + А) = у (хр х,) -ь А г+° (Хр х,) у (хр х,),
(14)

У (тс + А, х, + А) = /(х, + Л) + А У Л+ (х, + А, АА) у (АА, ч + А).
*=•
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Значения функции г+° (х, т) в узлах сетки вычисляются по формулам 
(9)—(11). Нетрудно посчитать что алгоритм приближенного нахождения 
у(х, Т) на данной сетке по формулам (9)—'(11) и (14) имеет сложность 
2(16№—62ЛЧ-100).

Для резольвентного ядра R в работе [3] получено дифференциальное 
соотношение

Г֊֊ ±^)(^+ + Л")=^+(-'. п 0. (15)
\ <7х։ ог /

.где Г4 (х, /) = г? (х, Г) • R}0 ( Г, «)֊ г?° (*. Л֊R? (Л I) - г™ (х, 
Г) /?? (Г, П 4- г* (х, Л-Я։Л(Т, 0-

Дискретизацию уравнения (15) проведем в квадрате 0 < х, ( < Т 
на плоскости (/, х) (см. рис. 1), прямыми хт — тЬ, 1п ~ пЬ, 0 •< т 

с учётом уже приближённо вычисленной в § 2 её правой части

R՜ (хщ» 1п 4՜ А) = 2 [2Я՜՜ (хт> 6.) — R {х„, 1п — А)] 4՜
(16)

4- R* (х. 4- Л, <„) - R* (хт - А, {„) 4- 2А։ R± (хт, <,).
Шаблон, соответствующий постолбцовому вычислению значений К(,хт, Л) 
на основе этой формулы, показан в пунктирной части рис. 1. Сложность 
данного алгоритма приближенного восстановления R (х, /) на сетке рис. 1 
равна 28(А^—2)г.

§ 4. Распараллеливание алгоритмов

В связи с увеличением производства ЭВМ параллельной архи
тектуры возникает необходимость построения алгоритмов с парал
лельным счетом (см. [1])- Это позволяет значительно сократить 
время счета. Пусть в нашем распоряжении есть р идентичных про
цессоров. Сделаем дополнительное допущение, что • все процессоры 
могут одновременно обращаться к памяти, а каналы передачи инфор
мации действуют с бесконечной скоростью. Дадим определение коэффи
циента повышения быстродействия, (т. е. введем некоторую меру эффек
тивности). Пусть й—общая сложность алгоритма, I—время, затрачивае
мое процессором на выполнение одной (мультипликативной или аддитив
ной) операции. Тогда время, необходимое для реализации алгоритма на 
однопроцессорной ЭВМ, равно 7\ = Ш. Если Тр— время обсчета того же 
алгоритма на параллельной ЭВМ с р процессорами, то за величину,коэф
фициента повышения быстродействия примем Кр — Л1р՛ Л> (0< Л7Р<,1). 
Чем ближе Кр к единице, тем, очевидно, эффективней распараллели
вание.

Здесь рассмотрим реализацию на параллельной ЭВМ алгоритма вос
становления резольвентного ядра R. Учитывая, что формула типа (9) при
мерно в 6 раз сложнее формулы типа (10), а формула типа (16) в 7 раз 
сложнее формулы (10), и воспользуясь полной независимостью формул 
(9)—(11) для вычисления Г? и формул (9')—(11/) для вычисления 
R, распределим процессоры следующим образом: 8—для формул (10), 
24—для формул (9), 14 — для формул (16). Тогда р = 46, Кр —

2(Ц АГ* -46/V 4- 64)
23 ЛЛ(/У4-2)

22При Л/֊>ОО, КР = —
23
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Таким образом, время обсчета алгоритма сокращается примерно в 
40 раз.

При абстрактном подходе возможно полная векторизация,— распарал
леливание при р — О ЦТ).— поскольку оказывается, что выполнены все 
условия Т-алгоритма (см. [6], § 12).

Что же касается памяти, то нетрудно видеть, что для реализации это
го алгоритма требуется 18Л/ ячеек оперативной памяти и М2 ячеек дополни
тельной памяти для записи итоговой матрицы.

В заключение заметим, что предлагаемые алгоритмы очень удобны 
для реализации на ЭВМ конвейерного типа (см. [1]).
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