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Ի ԳԻՏՈԻ^ՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
եմ բա գրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­

սագրում, հաշվի առնել հետևյայ կանոնները'

1» Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլր 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էշ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էշ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավւպով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմւսմբւ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգ/երեն 
Ն ռուսերեն քեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենը ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան /եզվով»

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում »

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվյ», հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվյ» և էշերը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա-

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված- քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում»

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում՛ է վեր շնա կան տեքստի ստացման օրը»

•8.* Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով»

9. Հոդվածի վիրշզէ^ անհՀսքժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է *տվյւնլ 'աշխաւմանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամ յանի պոզ., 24 բ» Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»»
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П. 3. МКРТЫЧЯН

ОБ ОДНОМ ВЫРОЖДАЮЩЕМСЯ КВАЗИЛИНЕЙНОМ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ, ВОЗНИКАЮЩЕМ 

В ТЕОРИИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

0. Введение и постановка задач

В настоящей работе рассматривается уравнение

ut ~ £ §~(и‘ =f(x, f). (0.1)
1=1 uxl ‘

Для него доказаны теоремы о разрешимости задачи Коши и второй на­
чально-краевой задачи.

При этом предполагается, что li ^-1, 3,
£)/ = (mz— 1)’— Z/(m, — 1) — Z< (Z/— 1) > 0, г = 1, 2. (0.2>

а величины |AZ| = |Z2 —Z։|, |Дт| = lm2 — т,| достаточно малы.
Сформулируем доказанные в работе утверждения в виде теорем.
Рассмотрим уравнение (0.1) с начальным условием

и (х, 0) = (х) > 0, х = (х։, х։) С R1- (0.3)
Теорема 1. Пусть mt 3; |Д/{, |Дт| достаточно малы 

.имеет место (0.2); функция f (х, t) > 0, (i, tj^Rr = R3 X [0, TJ, 
ограничена со своими производными по х; функция ф (х) 0
■такова, что tf*11"4 |ф | С։, где

I

€ (ai» aj)> “։ = ai + AZ, С։ = const 0,

(2 Z, ֊ 1) (m, ֊ 1) + 1 z, (m,-2) + (-1)* D\n

a* =--------------------------------------------------------------------mu k = l, 2. (0.4)
2 (m, -l)’+y (m,-2)3

Тогда существует решение задачи Коши (0.1), (0.3) а (х, Z) 0,
С(/г։г), И'/Ч |а I < Съ и? и, $ £։ (G), 8 > 2---- + 1,

d mt — 1

С։ = const > 0, G —произвольным компакт, содержащийся в Rr, orr 
ределенное как функция, удовлетворяющая (0.3) и интегральному 
тождеству

Л~ u7h + У, 2<их TJJC — /’ll dx dt = — f гп) dx »(0.5)-
7=1 ,l ‘ J Jo
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2? = R3, От ~ Пт,. выполняющемуся при любой финитной по х функ­
ции С' (Кт).

Рассмотрим теперь уравнение (0.1) в цилиндре От — 2 X [0, Г], 

2 = {х = (х„ х։): X£ (М՜, М+) X (М՜, М+)К

где некоторые числа, 77?Л//՜, с начальными и граничными ус­
ловиями

и (х, 0) = <р(х) >0, х£2, (0.6)

= 0. 2- (0.7)

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 с той лишь 
разницей, что функции <р и [ определены при х £ Й. Тогда существует ре­

шение задачи (0.1), (0.6), (0.7) и (х, 2)^0, и£С(<2т), и1

с = сопз! >0, и? и/ (От), ₽ >2---- - —г- 4- 1, определенное какт{ — 1
функция, удовлетворяющая (0.6) и интегральному тождеству 
(0.5) с Р = 2, От = От, выполняющемуся при любой (От),

Уравнение (0.1) описывает движение жидкости в пористой среде. 
Оно является параболическим и вырождается при и=0 и и.г=0.

В работах [1, 2] изучалась первая начально-краевая задача для 
уравнения типа (0.1) соответственно с одной и многими пространствен­
ными переменными при Ц = I, т1 = т.

Настоящая работа наиболее близка к работам [3, 4], в которых изу­
чалась задача Коши для уравнения (0.1) с одной пространственной пе­
ременной*.

Следует, однако, отметить, что результаты настоящей работы не 
есть тривиальное распространение результатов [3, 4] на двумерный 
случай, поскольку при оценке градиента возникает принципиальное раз­
личие по сравнению с одномерным случаем, заключающееся в том, что 
в одномерном случае в точке максимума функции ю -=и։|иг|т из ус­
ловия шх = 0 можно выразить ихх через и и их, тогда ках в двумер.- 

2 .
ном случае в точке максимума функции го = £ и< |их | из условий 

1-1 1
= 0, / = 1, 2, можно исключить из рассмотрения только две из 

трех вторых производных. Это обстоятельство и заставляет нас нак­
ладывать условие (0.2), которое в одномерном случае не возникает. 
Отметим также, что показатель а в двумерном случае несколько ху- 

ч /(/-1)т\же (больше), чем в одномерном случае (---------- -— I •
\ т — 1 /

Основным этапом доказательства теорем 1 и 2 является получение 
оценки градиента

* Мы приводны только работы, содержащие теоремы существования. В частно­
сти, не упомянуты .работы А; С. Калашникова и С. Н. Антонцева, в которых иссле­
дуются интересные и важные качественные свойства .решений уравнений типа (0.1)..
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2

2 Ч '< Mt- (0.8>

Именно при получении оценки (0.8) приходится накладывать самые силь­
ные ограничения на структуру уравнения: условие >(0.2), о котором уже 
говорилось, и условие малости | Д/1, | Ат |.

Для лучшей наглядности мы сначала получаем оценку (0.8) при 
/1 = 4, т\ = т.2 (п. 2), а затем (п. 3) рассматриваем общий случай. При 
этом мы позволили себе не выписывать условия малости |Д/| и | Ат | в 
явном виде ввиду их громоздкости.

Нам приходится доказывать классическую разрешимость вспомога­
тельной задачи (1.1), так как для нее нарушены некоторые из условий, 
при которых в [5—7] для широких классов квазилинейных параболиче­
ских уравнений установлена классическая разрешимость основных на­
чально-краевых задач.

Мы рассматриваем случай 4^1, поскольку, с одной стороны, при 
/,< 1 оценка градиента получается проще, с другой стороны, при вклю­
чении этого случая в данную схему доказательства пришлось бы прибег­
нуть к некоторым дополнительным рассмотрениям

Условие вызвано тем, что при доказательстве классической
разрешимости задачи (1.1) нам нужна двукратная дифференцируемость 
функции а, (и, р}) по рг При т 3 это. бы нас заставило прибегнуть- 
к более сложной регуляризации. Мы предпочли пожертвовать общно­
стью ради простоты.

1. Оценка минимума и максимума решения вспомогательной задачи:

Рассмотрим в цилиндре 0г, определенном в п. 0, задачу 

2 д
и' “ 2 лГ а1 ("> °х.) = Кх> *)> 

1=1 их1 1

и (х, 0) = <Р (х), (1.1)

= 0,

где at (u, pt) = 4֊ |U|Z/ [рр՞1' 2 Pl, <f (х) > е > 0, 0 < v < е*», 

своих

U + тп{ — 2
т1 — 1 , / (х, () 0, <р и / — бесконечно гладкие функции

аргументов, ®Д. =N± — 0, = о, i= 1, 2.

(В п. 6 мы будем такими функциями аппроксимировать ф и / из ус­
ловий теорем 1 и 2).

Пусть и (х, — решение задачи (1.1) из С2'1 (От), т. е. и, и ,
I

ио С «М Легко показать, что и (х, /) ^-е.

Действительно, умножая уравнение из (1.1) на и (х, t) = min (0; u—е) 
и интегрируя по Qt = S X [0, f], получим
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| и1 dx + j* j У, а, (и, их) их dx dt = ^/и dx dt < 0, 

А,(/> о А, (О “ Q,

где Л. (0 = (х£2:и(х, 0 е}, откуда следует, что тез А, (!) ■= 0
при любом I £ (0; Г], т. е. и (х, 0 е.

Для оценки функции и сверху применим классический принцип макси­
мума. Запишем уравнение в виде

։ [ да. да, 1
U( — У I Я~ их х + — и - /, ' ' du /1

полагая v = ue-u, >֊ 0, получим
։ I да. да.

еи «/ ֊ еХ/ £ | «х,х,+ ֊ «х, + >■ v ех/ == f.

Заметим, что v (х, 0) = и (х, 0) = <р (х).
Пусть (х0, to)— точка максимума функции v, лежащая вне ниж­

него цилиндра Qt- Тогда vf (х0, t0) > 0, г (х0, f0) = 0, х (х0, f0)<0 

(заметим, что в силу граничных условий (1.1) это справедливо и в 
том случае, когда точка (х0, t0) находится на боковой поверхности 

цилиндра Qr). Имеем

v (х0, /0) < / (*о> {о) — e“v < * max_ /, 
'• А (х. oec?r

max v (x, 0 C max {max ® (x); — max A ,
(x, oed? Ixeu՜ X (x, J

max u (x, 0 < inf exr max {max ф (x); —- max / j •
(x. ntQr x>0 Lea A (x, neQr

Таким образом, доказана оценка

е -С u (х, 0 -С М, (1’2) .

где М не зависит от е, ч, .

2. Оценка градиента решения при /,=/,= I, т, = т2 — т.

Пусть /1 = /а = I, mi = ma=m и и— такое решение задачи (1.1), 
■что иг и, Т , £ C(Qr). Функцию и с помощью зеркального отражения 
от боковой поверхности цилиндра Q/ (напомним, что 2—прямоуголь­
ник) можно продолжить сначала на смежные с Qr и равные ему ци­
линдры,՛ а затем таким же образом—на весь слой Л2 X (0, Г]. Ана­
логичным образом продолжим функцию / на слой /?аХ(0, Т), <f на R2.

Ниже функции и, f и <р будем считать продолженными таким образом.
Легко показать, что функция и будет удовлетворять уравнению из 

(1.1) в слое /?’Х(0, 7] и начальному условию и (х, 0)=ф (х) ДАЯ всех 
х £ /?’, При этом нетрудно проследить, что продолженные функции 
и, f и «р будут обладать гладкостью, необходимой нам в дальнейшем.
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Введем обозначения: |иХ1|т + |иХ։|т = «» = о>» а 0.
2

Применим к обеим частям уравнения из (1.1) оператор т и* X

и воспользуемся очевидными соотношениями

2 _ 2Л1—2 __и, и, „ V, = у 1«е—2 и и*к ■
V, = т |иХ4|‘

2

= £ (»»1%1"՜2 % + т (т - 1) |их1т՜2 и2

т, = и*а, 4֊ а и*՜1 V и, = и“ и, 4՜ а и*՜1 *1‘

V}

4^4 [*=1УХ(
1 V иг,

I

ш , _ = и® у. _ 4֊ 2 а ц* * и V. 4՜ а (® — 1) и*՜2 V и2 4՜ ® « и“՜1 и, _. ГI Г1 I I Х1 х( х.

Получим 

да, да, да.
Ш,— Я—-----— Шх + т <т ~ 1) и* А~ IйX |т՜2 ихх +1 др, х[х1 ди I дР, хк' Х1ХХ

да, . да. д2а,
4- 2 « и* 1 V и 4՜ ® (« — 1) и“՜2 V и2 — и и* V —Х1 др1 Х1 др1 Х1 др2 Х1Х1 Х1

д2а1 , д2а1 д2а1
— тти -г—и —ты —— и------г—5— и и* V ==

др, ди Х1 ди2 I ди др, Х1 х[

=/ тил |и Iя*՜2 и 4՜ а / в*՜1«. (2.1)* « *

Здесь и всюду ниже, если не оговорено особо, мы опускаем знак суммы 
по повторяющимся индексам.

Пусть (х0, /0)—точка максимума функции то, причем 0. Рас­
смотрим равенство (2.1) в точке (х0, 10). Очевидно, ш.>0, —ш__>

II
0, = 0. Сначала предположим, что одна из компонент градиен­

та, например, для определенности иХ։, равна нулю. Тогда из условий
л и2х

= 0 получим, что иХ1Х> = 0, иХ։Х։ -- ------------- г-. Воспользовавшись

этими соотношениями и отбрасывая первые три неотрицательных чле­
на из (2.1), легко получить

- « (1 + ֊'Ь и-2 КГ4 2 4֊ (т - 1) О'+«֊։ 1» |։т < 
\т/ *
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Аналогичное неравенство получим для их, если их> (д0 /0) = 0.
Пусть теперь иХ։ (х0, (0) 0, их> (х0, /0) =£ 0.

Тогда из условий ш, = 0, / = 1, 2, определим:

к + i. (2.3)

Исключая из (2.1) с помощью (2.3) вГХ։ и ихл и отбрасывая первые 
-три неотрицательных члена, после некоторых преобразований получим 

___ 120 — |к 1т 2 .
п*-2 —--------х £ -г- (т 5 + а)’ - и^а (1 + —А +

т 1 = 1 1вж/1 1 = 1 1 \ т /

-J- и*՜2 w (т — 1) [тп (т — 1) £2 -I- m (Z 4- а) ? 4- ха]| С 

т / и® и |т՜2 и 4- а- / и*՜’ о, (2.4)
* * л

и и_ , т — 2 т
где 5 =----- . х։ = - а’-----------------4֊ (3Z-1) а------------- --  I (I - 1),

их, их. т тп — 1
откуда очевидным образом следует неравенство

— v« (— 4՜ l՝) и՜3 w V и2 4՜ и1՜՞՜' w3 (т — 1) х3 ֊<
X т ' i±i 1

< т fx и՝ |вх Iя*՜2 их* 4- а / и՜1 ш, 12.5)

1 т ■тде х3 = ха------------------ (Z а)а. Подберем а так, чтобы xt>0, х3 >0
4 т — 1

гл п г /(I — т I т \ 'Очевидно, х։ > 0 при а £ f------ ----- — > ----------- I •
\ т — 1 771 — 1/

Неравенство

X, = —L- а» ( 4- (т } +
771 — 1 I \ 771 4тИ /

4֊ а [(2/— 1)(тп— 1) 4-֊- z (77i-֊2) j- 77iZ(|-Z - 1 ]}>0

разрешимо при условии (0.2), и его решениями являютсяа £ (ар а2), где 
а* и а’ определены (0.4).
Поскольку х։ — х3 == [а (т — 2)—1т]г/4т(т — 1) > 0 при л=^=1/ 
/ (т — 2), то (Z — 1) тп/ (m — 1) <С «J <С < (тп/ (тп — 1).
Тогда из (2.2) и (2.5) легко получить неравенство

И*3 -С Ci [՝՛' U“fl ш max IAI ц?։ w 4~та^_ / w], (2.6)
(X. ntQr и» 06Qr

Ct = const >0, Pi = I — a —-----— > p։ = 2— Z4-aflH------•
771 \ 771 /
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р;։ = 1 — I 4՜ а. Легко показать, что ?։, 0.
Из ограниченности со (х, 0), неравенства (2.6), а также в силу выбо­
ра ч следует оценка

шах^ ш (х, /ХЛГп (2.7).
(х, П€<?т

равномерная по 8 4 е0. Из (2.7) следует оценка
а

шах_ |их| < М2 е ”. (2.8)
(х, 0€«т

3. Оценка градиента в анизотропном случае

Пусть теперь Ц = I, тА = т, 12 — I 4՜ Д/, т2 = т 4՜ Дтп.
В этом пункте мы по возможности кратко покажем, как получиты 

оценку, аналогичную (2.7), в предположении достатчной малости |Д/|,. 
|Дт|.

Положим ик = |пх*| *, <шк = и“* ук, со = ад, -г со։, причем будем։ 

считать, что — а, = /։ — а2 = д.
Тогда, подействовав на обе части уравнения (1.1) оператором

«41 Iя**՜’ ₽
тк и *|ах | их , получим

<?а. да. а. да. .тк~2
го,— %— со---- — го + тк (тк — 1) и — ,и и2 4՜

др1 Л1Х1 ди ւ * к պ>է * х1хк

«ь— յ • • да. ։4—շ да,
+ 2 Я* и --- их 4՜ я» (я* — 1) и Юк X—- и- —‘др, х, кдр, Х1

д'1 а, «4 д2а,

*к ^а1 ^а1 «4
— т.н и. —— и_ — ч ч их и укх =

* диг I дидр1 Х1 ХХ1

= /х^тк ик \их\" к 2 иХА+/я4 и՜1 «о*. (3.1)

Рассмотрим (3.1) в точке (х0, /0), 0, максимума функции о?.
Сначала предположим, что Ук (х։, (0) = 0. Тогда для другой 

компоненты и)х — 0, у = 1, 2, из которых следует, что иХ1г = 0,.

а, °х/

их<х. — т I к, получим неравенство, аналогичное (2.2)

(а/ \ Я1 т +2 I 4-а — 214-—^ И |ц^| 4- и |иж\ ‘ (т։ — 1) х' <

< т1/х^и1 |иг<Г‘ ’ «*' ՝ г’р ։ ¥= Л (3".2>
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{здесь по i не производится суммирования), где

ml — 1 / тп2
* = ---------- ( h------------- 5-------“т* ml \ mt — 1

-

>/֊1 /
Пусть теперь v{ (х0, t0) =£ 0, i = 1, 2. Тогда, исключая из (3,1)

с помощью соотношений wx =0, i = 1, 2, 

получим неравенство, аналогичное (2.4):

+ mt (mt

производные игг, и.г, — 1—1 *1*1

u՜2
m2 - 1 42Z 
--------------- I 5 m. w -mL wL \ J J

2 \’

+ Sа*w J

mt — 1/ т1 — 1 wz и\
®i — а/ V

+ X и2 шАа* (—2 а( + а* —1)1-^
Л *=1 1 1

2 
+ и’՜2 Ё {[т (т — 1)’+ а2.] Е’+ [т (т — 1)(/-|-а) + 60] £ 4-

I. /=1

+ (т — 1)х, + с/;) < т^х и * |н, | их 4֊ £ а* 1 и՜1 (3.3)
*=1 * к * »=1

где а2у, 6//, с2у—некоторые выражения, зависящие от I, т, Ы, &т и 
стремящиеся к нулю при М -* 0, Дтп -»0; а = оц = / — д (напомним, 
что I = 1и т — 7П1); х։ и Е—те же, что в (2.4). Тогда при достаточ­
но малых Д/ и Дтп из (3.3) получим

- с։ а՜’» У их ш 4՜ и’՜2 ш’ (тп — 1) (*з — с?) < 
1-1 1 - ,

2 «. тк —2
° 1пх । “х (3.4)

4-1*4 *

где с։ = const >0, d = d (I, m, Ы, Дтп) -» 0 при Д/ -» 0, Дтп -» 0: 
х։—то же, что в (2.5). Теперь, если выполнено условие (0.2), то при 
достаточно малых Д/ и Дтп найдется a£(aj, a’) такое, чГо х3>0, х£>0, 
х'=1, 2. Тогда из (3.2) и (3.4) и ш (х, 0) С получим оценку

тах^ w (х, (3.5)
(х.Оеет

равномерную по е е0. Из (3.5) следует

* *1
шах |ux| < е , ։ = 1, 2՜. (3.6)

(х. oeQr '

4. О разрешимости задачи (1.1)

Оценка градиента является основным этапом доказательства разре­
шимости задачи (1.1) в пространствах Гёльдера. После ее получения 
процедура аккуратного применения принципа Лере-Шаудера с точным 
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указанием пространств может быть проведена аналогично тому, как это 
делается в [5, 6, 8]. Мы ее опускаем, отметив, что бесконечной гладкости 
функций Ф и / с той гладкостью, которой обладают функции ар (Ц>Р/)» за" 
ведомо хватит, чтобы обеспечить гладкость решения и, используемую а 
пп. 2 и 3 и ниже.

Укажем также, что в качестве однопараметрического семейства ли­
нейных задач следует взять

2 <?а/ (п, их ) да1 (а, их)

~I ~^г՜ +ч I - ’ >■
V (х, 0) = Т <Р, юх\^ = л+ =0, / = 1, 2; т £ [0, 1]; их\ _ =0.I х(

При т = 1 задача определяет нелинейное отображение V — Т(а). Ре­
шения уравнения их — т Т (их) являются решениями задачи (1.1), где 
вместо / и <р стоят, соответственно, ■։/ и т<р, и потому для них в силу 
(1.2) и (З.б) справедливы оценки 0 ■< и՜ < М, |и^| < М', равномерные 
по т.

Строгим доказательством существования неподвижной точки отобра­
жения Т(и) (.в подходящим образом подобранном пространстве) может 
служить почти дословное повторение рассуждений, приведенных при до­
казательстве теоремы 1.3 гл. 2 [6].

То обстоятельство, что в [6] рассматривается первая начально-крае­
вая задача в области с гладкой границей, а мы рассматриваем вторую 
начально-краевую задачу в области с угловыми точками, не имеет ника­
кого значения. Дело в том, что гладкость границы используется только 
при получении необходимых априорных оценок у границы. Нас же возмож­
ность продолжения функций за пределы С}т с помощью зеркального от» 
ражения избавляет от дополнительных рассмотрений в угловых точках.

Отметим также, что для доказательства необходимой гладкости ре­
шения V задачи (4.1) в угловых точках можно прибегнуть к тому же прие­
му продолжения функций и, «, / с помощью зеркального отражения от 
боковой поверхности цилиндра <2Г на весь слой /?2Х(О, Т). Действи­
тельно, тогда продолженная функция V будет решением уравнения из 
(4.1) во всем слое Г] и все необходимые оценки в угловых точ­
ках цилиндра 0,т получаются совершенно так же, как во внутренних 
точках.

5. Интегральные оценки и н и. 
I к

Используя оценку (3.5), теперь легко получить интегральные оценки 
и, _ и и... 

Гк

Пусть р > 2------ - —=----1-1, д > 2? + // -|- т,, ։ = 1, 2,т. — 1

2'—некоторая подобласть области 2 (возможно 2 = 2'), :(х)€С’(2), 
0 -С С (х) -С 1> ч (х) — 1 при х£2'. Умножим уравнение из (1.1) на
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2
— X и? (^’ и₽ UX Ъ и проинтегрируем по QT. Произведем дважды 

*=1 * * • •
интегрирование по частям, замечая, что в силу граничных условий 
интегралы по боковой поверхности равны нулю. Пользуясь оценкой

|и и. , и, и | < 8 и’ и* Н—— и’ , 8 О, 
xkxi * xi xixk 48 к xi

и учитывая (3.5), получим

У, J[v 4֊ и ‘l |urJ ‘ ] и® u^^dx dt < с։ Т mes АГ;, (5.2) 

Qr

тде Qt = 2' X [0, 7*], At — носитель С, с։ зависит от q, (3, Ц, mi, 
«пах |fx|, max/, max |СЛ|, max |СХЖ| и Мх из (3.5)

Получим теперь оценку Ut. Для этого запишем уравнение из (1.1) 
в виде

а гда, да, т 
■'“йк“'л+Г«ч]+л ■

умножим его на и?, возведем обе части в квадрат, проинтегрируем по 
Q'T, тогда в силу (5.2) получим

J u^ u2t dx dt -С ctT mes IQ, (5.3)

«т
тде с։ зависит от тех же величин, что с։ в (5.2).

Нвконец, умножая уравнение на Си и интегрируя по Qt, получим 
оценку

f У [v + и J 1их I ] <& Й < с3 7 mes К;, (5.4)
J 1=1 1 1

QT

тде с3 зависит от тех же величин, что и Сь’Сг. ✓ '

6. Предельный переход

Полученных оценок достаточно для того, чтобы совершить пре­
дельный переход по е->0. Мы его проведем подробно только для задачи 
Коши, поскольку для начально-краевой задачи он проводится совершенно 
аналогично с той лишь разницей, что не нужно устремлять к ± 00 чис­

ла М՜.
Пометим в (1.1) все функции индексом а: а), и՝, <р*, /’, V = а?։, 

| щ__ 2
8 >.--------- —----- , I — 1, 2. Будем считать, что числа /V/ тоже зави-

т, — 1
сят от е, причем Вт ТУ* (а) = ± ос, г = 1, 2.
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Пусть функции <р* (продолженные на все R1) при е-»֊ 0 сходятся 
равномерно на любом компакте к функции « из условия теоремы 1, 
причем (?*)’' т‘ |®^| равномерно ограничены по ։ < £0.

Функции /'(продолженные на равномерно по е в0 ограни­
чены вместе с производными по х и при е—0 сходятся в на любом 
компакте из 7?т к функции / из условия теоремы 1.

Возможность построения таких последовательностей ф' и /'по 
произвольным функциям ф и [ с указанными свойствами очевидна.

Оценки 0 < и < М (см. (1, 2)), (3.5), (5.3) и (5.4) равномерны по е.
Пусть 2*, к = 1, 2,-՛— последовательность бесконечно расши­

ряющихся компактов в R2. Зафиксируем произвольный номер к. Из 
(1.2), (3.5) и (5.3) следует, что для функций (и* )1+3 равномерно ог­
раничены нормы в анизотропном Соболевском пространстве В7! _ 2 
<&), <2* = 2* X [О, Г], которое (см., напр., [9]) компактно вклады­
вается в С Из (5.4) следует; что семейство {(и'),։/я։' а^} слабо 

компактно в (С?*). Выберем для каждого к сходящиеся последо­
вательности, а затем с помощью диагонального процесса построим 
последовательность (и,} (индекс / будем опускать) такую, что и* —» и 

сильно в С (С) при е—»0, (а՛ )։</т' а^-»֊ и‘1т1 их^ слабо в £ОТ/ (С), (а*)₽ 
, т{—2

а)-»-ир а, слабо в (С) (и*')1' /|п^| и*х слабо в Ьп'((л), т\= 

т1т/ — 1, где С—произвольный компакт из
Очевидно, что и (х, /) > 0, а (х, 0) = ф (х). Докажем, что функ­

ция и будет решением задачи (0.1), (0.3). Для доказательства при­
меним известный метод монотонности (см., напр., [5, 8]).

Умножив уравнение из (1.1) на гладкую финитную по х функцию 
р (х, #), интегрируя получим

Устремляя г к нулю, получим

dxdt= — j и՝ т) dx\o. (6,1) 
я*՜

f [ — и V, + У Li и 1 Г1Х — / 1? 1 dx dt = — пт; rfx| . (6.2) 
JI /=1 *' J

d1

Положим a = max (a —3, 0], 3 0. Очевидно, в си/ьу (3.5) и (5.3), в
(6.2) можно положить т) = аС(х), где С 0—гладкая финитная функ­
ция. Устремляя теперь о к нулю, пользуясь тем, что ut = ut, иХ1= uXi 

при и 8, ut = 0, ux =0 при и 3,
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в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега получим*

(ахС 4- ) —/ и С лл" -2 У 

/?
и։: ЛсГ. 

О (6.3).

В силу монотонности функций а) по р, для любой гладкой функции: 
£ (х, 0 имеем

0 < [ (а) (и*, и‘х ) — а* (ц‘))(и*х — ) С </х Л =
1=1 Л ‘ 1 I ‘

4
= У а) (и*, и\) С и\ — а* (и‘, а^.) С — 

/ = 1^1 I Г I 11

4 /
- а; (и*, Ц) С (а^ - Ц) j <1х Л.

И> (6.1) с ■>} = С и'

У I а} (а*, и*х ) С и‘х <1х Л = 
/=։ и г <

4
= У |/“и* — £ а] (а*, их) Сх а* »/х <11—

4
-1- |(а«)Ч</х|оГ. 

R'

Тогда, устремляя е к нулю, получим

+ и‘‘ 1Ц1 ‘ \ ~ Ц)]} Л՜

Л1
откуда, в силу (6.3)

2 С 1.1т. . т - 2
2 .](«' '/./-^1^1' Ц)С(Ч֊Ц)^Л>0:

!^Т

’Аналогичные приемы испольвовались ■ [10, 11] при рассмотрении соответствую^ 
1цнх вллиптических уравнений.
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Теперь, как и при доказательстве (б.З), положим ; = и + л т; (х, *), 
где т) — произвольная гладкая финитная по х функция, X = const > О, 
затем устремим о к нулю и, считая С = 1 на носителе tj, после деле­
ния на А получим

т — 2
ս'|ս +Хт) I (и Xт) ) т) dx dt 0. 

I I l I I

Устремив а к нулю, получим

(u 1լ1ոէ։ Li — ul |ux I ux) fix dx dt > 0.

4
(6.4)

Поменяв т) на —т), заключаем, что в (6.4) имеет место равенство. Но 
тогда в силу (6.2) функция и удовлетворяет интегральному тождеству 
(0.5). Теорема 1 доказана.

Как уже отмечалось, теорема 2 доказывается аналогично. Только 
нужно считать числа не зависящими от е. Более того, оставляя одно, 
два, три числа из постоянными, а остальные устремляя к бесконеч­
ности при е-+0, можно доказать разрешимость начально-краевой задачи 
в ЙХ[0, Г], где й—полупространство, четверть пространства, бесконеч­
ная полоса, полуполоса.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 26. I. 1987

Պ. ft. Մ^ՐՏՉՑԱՆ. Ոչ ստացիոնար ֆիլտրացիայի տեսությունում աոաչացալ մի վերածվող
քվազի գծային պարաջոլական հավասարման մասին (ամփոփում)

2 д t 'ո ֊շ
Ա1~ Տ 5Z ' KJ “х.)=/(х> О

Z-i UXl 1 1

հավասարման համար ստացված են թեորեմներ Կոշու և երկրորդ սկզբնա֊եզրային խնդիրների 
լուծ ելի ութ յան մասին է

P. Z. MKRTYCHYAN. A degener ate quasiltnear parabolic equation aritlng in non 
etatlonary filtration theory (summary)

Solvability theorems for the Cauchy and second initial-boundary value problems 
for the equation

2 Ժ z —2 ’
ut - Ճ fa՜ (« ' l“x I «x ) = / (*> 0

I —1 UXl 1 i

are proved.
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В. А. МАРТИРОСЯН

ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИИ 
В ТЕРМИНАХ ИХ ТЕЙЛОРОВСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Настоящая работа посвящена исследованию вопросов о существо­
вании ограниченных на угле (прямолинейном либо спиральном) нетри­
виальных целых функций в терминах их тейлоровских коэффициентов. 
Этот круг вопросов, естественно примыкающий к классическим теоремам 
Лиувилля и Фрагмена-Линделёфа, возник под влиянием известной ра­
боты Г. Полна [1] ив дальнейшем исследовался рядом авторов (см. 
[2] — [6]). Некоторые из полученных здесь результатов, относящихся 
к случаю, когда рассматривается ограниченность на полуоси [0+°°),. 
имели необходимо-достаточный характер (результаты А. Макинтайра, 
А. Эдрея и др.). Однако для других случаев подобных окончательных ре­
зультатов не имелось до недавнего времени. Так обстояло дело даже в; 
случае ограниченности на прямолинейном угле положительного раствора,, 
рассмотренном еще Г. Полна.

Результаты необходимо-достаточного характера о существовании ог­
раниченных на угле (прямолинейном или спиральном) нетривиальных 
целых функций в терминах их тейлоровских коэффициентов (лакунар­
ность, перемены знаков) были сформулированы в заметке [7]. В данной 
работе доказываются эти результаты и некоторые их обобщения и уси­
ления. Здесь, по-видимому, впервые в указанном круге вопросов, удается 
выявить в явной форме влияние аргументов тейлоровских коэффициентов.

Работа состоит из трех частей. В первой части сформулированы ос­
новные результаты; их доказательства приведены в § 3, а в § 2 доказы­
ваются необходимые в § 3 вспомогательные леммы.

Пользуясь случаем, выражаю благодарность Н. У. Аракеляну за- 
обсуждение работы.

§ 1. Формулировка результатов

Введем сначала некоторые обозначения. Пусть М, R и С озна­
чают, соответственно, множества натуральных, вещественных и комп­
лексных чисел. Для а, Ь (К(а$ Ь) обозначим через {а, 6] и (а, 6), 
соответственно, замкнутый и открытый промежутки с концами а и Ь 
(при а = Ь полагаем (а, 6) = 0).

Положим
Д (а) = (*:|г—а|<г} для а£С, г > 0;

Др=(х:|аг2г — а 1°%|г||Р/21 Для 2те)>

П. = (х: Вег я 1т г], 5« = |х : Иех а 1т г 2 ) для а С R-
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Обозначим также для краткости

Dr=Dr(0), = П Пв, 5=5« для а — 0.

Полуплоскость Пв иногда будет удобно представлять в поляр­
ных координатах:

П։= {г : arg z £ [7 — к/2, 7 + к/2]}, 

где 7 — корень уравнения
tg 7 =՝ — а, 7 (; (— к/2, к/2). (1)

Для ЕсС обозначим через Н (Е) множество всех голоморфных 
на Е функций.

Переходя к формулировке полученных результатов, приведем сперва 
результаты о целых функциях, определяемых лакунарными степенными 
рядами.

Рассмотрим произвольной степенной ряд, определяющий целую фун­
кцию

£7-Л Ihn |/„ГЛ=0. (2)
л=0

Последовательности коэффициентов этого ряда сопоставим (ср. с [8], 
стр. 124) мажорантную функцию ряда: наибольшую неотрицательную 
на [0, +°°) и выпуклую функцию ф(х) =ф(х; {/п}) такую, что

bg՜|/я|< — Ф(п) при л==0, !»•••.
1С учетом условия (2) имеем, что

lim iW=+oo. (3)
х

Пусть <2={<7л)Т>—подпоследовательность натуральных чисел, 
E(Q)—класс всех целых функций, каждая из которых определяется 
степенным рядом вида (2), для которого fn=0 для всех n£Ql) (О). 
Обозначим также

Q(r)=S<7«։ для дЛ^(0, г], г^-1. (4)

Теорема 1. Пусть ф—неотрицательная на [0,-J-oo) и выпуклая 
функция, удовлетворяющая условию (3). Для того чтобы каждая функ­
ция класса Е (Q), определяемая рядом '(2) с

|/я| = О(е-Ф(")) при л֊* ос (5)

и ограниченная на Д? при некоторых а 6 R и ß £ [0, 2 к), была кон­
стантой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

lira | Q (г) — J-log г— 1 + g ■ ф (т) । = — оо. (6)
г -+ » I 2 “ 2 г

Выделим несколько прозрачных случаев теоремы 1 (см. [7]).
Следствие 1.1. Для того чтобы каждая функция класса E(Q), 

ограниченная на Д? при некоторых а £ R и ß £ [0, 2 к), была констан­
той, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие
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Следствие 1.2. Для того чтобы каждая функция класса Е(0) 
конечного порядка -<р,5 ограниченная на Д£ при некоторых а £ R и 
₽£ [0, 2л), была константой, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие

2м<Л + 1+£.
2 т. 2р (8)

Для числа р£ (0,4֊оо) целую функцию [ отнесем к классу £р։ если 

1°8Г|/(*)1 = О(к1₽) при |г| — + со.

Следствие 1.3. Для тою чтобы каждая функция класса- 
Е (О) П Е(, ограниченная на при некоторых а£Я и [О, 2«),.
была константой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

Теорема 1 и ее следствия обобщают и усиливают ряд предшество­
вавших им результатов. Частным случаем следствия 1.1, когда а=0=О 
и, значит, А» ='[0,4-оо), является известный результат А. Макинтайра 
[2]. Для более общего случая этого же следствия, когда лишь а=0,. 
необходимость условия (7) установлена в работе Дж. Андерсона [5]; 
там же предложено достаточное условие, получающееся заменой в усло-- 
вии (7) нижнего предела на верхний предел. Частным случаем следствия 
1.2, когда а=|0=О, является результат А. Эдрея [4]. Достаточность 
следствия 1.3 в случае, когда а=0, установлена М. М. Джрбашяном 
([3], стр. 510, теорема 7). Отметим еще, что частный случай теоремы 1, 
когда а=0 = О, установлен в работе [6] Дж. Андерсона и К. Бинмора.

Теорема 1 в части достаточности, когда а=0, допускает существен­
ное усиление за счет использования более тонкой, чем лакунарность,, 
характеристики для тейлоровских коэффициентов целой функции. Для 
степенного ряда (2) положим /Л = |/Л|е1'°п для п = 0, 1,- • где |шЛ+1— 
— шЛ| <1։, и обозначим

Щг) = 2 |и>л41~Ш"1 для п е (0. г], г > 1. (9)

Теорема 2. Пусть ф—неотрицательная на [0,4-оо) и выпуклая 
функция, удовлетворяющая условию (3). Тогда произвольная целая 
функция, ограниченная на Др при некотором р€ [0,2л) и определяемая 
рядом (2), удовлетворяющим оценке (5) и условию

I /V (г)-----— 1о£Г — (Ю)Нт 
г-Н- < 

будет константой.
Следствие 2.1. Пусть целая функция ограничена на Др при не- 

котором р£ [0,2п) и определяется рядом (2), удовлетворяющим условию

— °°>
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lim I N(r)---- — log г > < -1- оо. (11)
I 2՜ J

Tогда она будет константой.
Следствие 2.2. Пусть целая функция конечного порядка ^р 

ограничена на Др при некотором (3 £ [0,2л) и определяется рядом (2), 
удовлетворяющим условию

11т
log г 2 к 2 р (12)

Тогда она будет константой.
Следствие 2.3. Пусть целая функция класса Е₽ ограничена на 

Ь р при некотором Р 6 [0,2л) и определяется рядом (2), удовлетворяю­
щим условию

lim ( 2V(r) — (— Ч—— ) log г | =— оо.
I 12« 2 р/ )

(13)

Тогда она будет константой.
Из теоремы 2 видно, что аргументы шЛ целесообразно выбрать 

таким образом, чтобы суммы вида (9) имели по возможност минималь­
ное значение. Следующий индуктивный выбор последовательности 
(ш„)и обеспечивает такую минимальность. Положим w_t = 0. Если 
/л+i = 0, то полагаем шП1.1 — шя; если же/Л+1=/=0, то шл+1 — значение 
arg/n+i из полуинтервала [—я + шЛ, к-}-шл).

Для фиксированных таким образом аргументов шл сумма (9) за­
висит лишь от тех шл, для которых /л 0. Запишем ряд (2) в виде

/о + Ё/«»А И» l/J'?n=o, 

я=1

тде все fqn =/= 0. Тогда вместо (9) величину N(г) можно определить 
«формулой

»Л(М. r>i.
тде значение аргумента arg выбирается из промежутка [-Л, л). Теперь 
уже очевидно, что теорема 2 и ее следствия 2.1—2.3 соответственно уси­

ливают теорему 1 и следствия 1.1—1.3 в части достаточности, когда а = 0.
. Из теоремы 2 (при указанном способе выбора аргументов со») вы­
водятся также результаты о существовании нетривиальных целых функ­
ций, определяемых вещественными степенными рядами, т. е. рядами вида 
<2) с коэффициентами |Л|” cR.

Последовательность (v„("c:N назовем последовательностью мест 
перемен знака вещественного степенного ряда (2), если

ЛЛ7’„ <° при п = 1, 2,- -,

где рл—наибольший из тех индексов ) £ (0, *Л), для которых /, =р 0. 
Функцию, соответствующую по формуле (4) последовательности 
{.’*՛/։}{” мест перемен знака вещественного ряда (2), будем обозначать 
■через Q* (г).



Теоремы единственности 121

Теорема 3. Пусть ф—неотрицательная на Г0,4֊оо) и выпуклая 
функция, удовлетворяющая условию (3). ,Для того чтобы каждая целая 
функция, ограниченная на Д, при некотром ₽ £ [0,2л) и определяемая 
вещественным рядом (2), удовлетворяющим оценке (5) и имеющим на­
перед заданную последовательность |*« ]։- мест перемен знака, была 
константой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (10) с 
заменой П (г) на 0* (г).

Приведем несколько наглядных следствий теоремы 3 (см. [7]).
Следствие 3.1. Для того чтобы каждая целая функция, определя­

емая вещественным рядом (2) с наперед заданной последовательностью 
(*я)р мест перемен знака и ограниченная на Ар при некотором 
Р € [0,2я), была константой, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие (11) с заменой М(г) на

Следствие 3.2. Для того чтобы каждая целая функция конечного 
порядка^р, определяемая вещественным рядом (2) с наперед заданной 
последовательностью мест перемен знака и ограниченная на Д 
при некотором ₽ £ [0,2я), была константой, необходимо и достато­
чно, чтобы выполнялось условие (12) с заменой П(г) на (2*(г).

Следствие 3.3. Для того чтобы каждая целая функция класса 
Е(, определяемая вещественным рядом (2) с наперед заданной последо­

вательностью {уп} Г мест перемен знака и ограниченная на Д ? при неко­
тором [0, 2п), была константой, необходимо и достаточно, чтобы вы­
полнялось условие (13).с заменой П(г) на Q*(r).

Отметим, что частный случай следствий 3.1 и 3.2, когда Р = 0, уста­
новлен А. Эдреем [4].

§ 2. Вспомогательные леммы

Ниже и в дальнейшем мы используем общепринятые теоретикомно­
жественные обозначения. В частности, для множества есС его граница, 
замыкание, внутренность и дополнение, соответственно, будут обозна­

чь ться через де, е, е° и ес (С\е).
Укажем здесь же необходимые нам свойства выпуклых функций (см., 

напр., [9], стр. 205)..Пусть /-»֊ф (О—выпуклая функция на [0,4՜°°). 
Она непрерывна на (0,4՜00) и полунепрерывна сверху на [0, 4՜ ов)> в 
каждой точке из (0,4՜°°) существуют конечные левая и правая произ­

водные ф’_ и 'Ур являющиеся неубывающими функциями, причем 
и для любых > *1>0 выполняются неравенства

Н (О < ’И*»)-НО, < ф! (,։). (14)
— Л

Из (14) легко следует, что / ֊> Г1 [<|> (0 - <|> (0)] - неуб ывающая 
функция на (0, 4՜ °°)> причем

Г1 ['КО֊ НО)] (О Для />0-

Лемма 1. Если степенной, ряд

<15)
Л=0
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определяет целую функцию, ограниченную на Др при некоторых 
a£R и ß£[0, 2к), то существует функция <р£Л7(П°), удовлетво­
ряющая условиям

?(л) = (—1)"/л при п = 1, 2,--՜’ (16)
и оценке

КВ \ V
к— — — ау) для z==x-\-iy^S^,

(17) 
где — мажорантная функция ряда (15), а константа С > 0 не 
зависит от х.

Доказательство. Для S£ [— it, it] и r^-0 рассмотрим кри­
вую 7Г=7Г, е (дугу логарифмической а-спирали), заданную уравнением

С = t exp (z'a log t + z’9), t£[r, + co), (18)

и пусть 77=77,—кривая, противоположно ориентированная c 7r=Tf , 
Зафиксируем кривую 7Г37Г,Ж> задаваемую уравнением (18) при

6 = it, и рассмотрим область Qr = (7r U Dr)c- Пусть Гг означает отри­
цательно ориентированную границу йг.

В предположениях леммы степенной ряд

Ё (-W (19)
л=0

определяет целую функцию /, удовлетворяющую неравенству 

|/(С)| < М для С 6 Aß (к), (20)

где М > 0 — некоторая константа, Др (it)= К: |arg С—it—a log |С| | <ß/2}.
Пусть С -*■ logC = log-|^ -)- z'arg С — такая однозначная ветвь лога­

рифма в 201 что
— к < arg r, — a log |С| < к, 

с непрерывным продолжением на f0\{0] сверху и снизу. Полагая

Cw = exp (w log С) для w £ С, 
определим искомую функцию <р формулой

? (2)=Л- fг*՜* л>z п’ <21>
2 ™ J

Гг

Отметим сперва, что интеграл (21) не зависит от г(^>0) ввиду 
голоморфности подынтегральной функции по C£S0. Его локально рав­
номерная по г£Па сходимость обеспечивается выполнением (20) для 
^€7осАз(и). Итак, функция ®£//(П°). Далее, для натуральных зна­
чений z интеграл в (21) превращается в формулу Коши для коэффи­
циентов степенного ряда (19), так что условия (16) выполняются.

Для оценки функции <р на полуплоскости 5, нам необходимо под­
ходящим образом деформировать контур Гг в (21). С этой целью рас­
смотрим область £>? = £>, U (Ар (it))0. Пусть Г?—положительно ориен-
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тированная граница Для фиксированной точки подынте­
гральная функция в (21) голоморфна по С в области непре­
рывно продолжается на ее границу, состоящую из Г? и Ггд, и с уче­
том (20) достаточно быстро убывает к нулю при С-»-со. Применение 
.интегральной теоремы Коши позволяет поэтому заменить в (21) кон­
тур интегрирования Гг через Г?.

Заметив, что Г? = 7Л в У 7л - в IIгде 9 = к — р/2, 19г=дОг\ 
\(Др(^))° с индуцированной из Г? ориентацией, представим интеграл 
из (21) в виде суммы интегралов Д, /, и /։, соответственно, по трем 
указанным кривым. Полагая г £ 5» (г = х + 1у, х —ау 2՜1), с = У 1 +»’ 
и учитывая (18) и (20), при произвольном г > 0 имеем

+ -
1/11 + 141 < сЛ/е(ж- 1,1 [ Гу-ж-'л < 2 сМе"՜™ ,у1 г‘у ~х.

Следовательно, приходим к оценке: для z £ 5« и при любом г>0

|<Р (z)| < 2 |у| г‘у~х + |/3| (22)
Обратимся к оценке интеграла /3. Учитывая (21), почленным инте­

грированием ряда (19) на получим, что для г (; С и при произволь­
ном г>0

, __ -1 ֊։(!+/«) 
Jj — П Г Ё (-1)яАгп (1 <■ <«)

л=0

sin[(*-p/2) (n-z)] 
п —Z

Отсюда, с учетом оценки

е с,sin [(-֊֊ ft/2) w] < с exp [(it —P/2)|Im w|] , 
w ? 1 + |w|

и неравенств |/„| < е՜ ♦(я) при п > п0, для z £ С (z = х + iy) и при лю­
бом г > 0 имеем

|/3|<к-՛ Ср е(х՜ ₽/2J|y'• £1, (23)
где

У е՜ *(я) г՞՜1 ։y_jr 1 •
1+ |х — л|

Нам необходимо оценить сумму для z£S« при подходящем 
выборе величины г > 0 в зависимости ot’z. С этой целью для каждого 

выберем г = г*^>0, удовлетворяющим условию

log гг = ф_ (х — ау)-------------- —
х — аУ + 1

Докажем теперь оценку

£։< С։(х — ау)ехр(— ф(х — ау)) для 2^5«, г = гг, . (24) 

где константа С։^>0 не зависит от z. В самом деле, легко видеть, 
ч то функция t (/) + (/ + ay—х) log гж + log (t + 1) достигает на 
г0, + оо) своего максимума в точке f = x — ау. Следовательно, имеем
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2'1' .=о(п+1)(Ц-|х-л|)’

откуда вытекает (24). __
Таким образом, сравнивая (23) и (24), получим

||/3| < С» (х - ау) ехр |(к - ß/2) |^| — | (х — ау)| для д £ S., г = гг, (25) 
где константа Сг > 0 не зависит от Z.

Аналогичная (25) оценка при указанном выше выборе величины 
г=гг выполняется также для первого слагаемого из (22), если с учетом 
(14) заметить, что

(>«- Ж) (ж-ау) + 1
гГ-х<е <е--*։-г-’') + *(0’+։,

Следовательно, положив в правой части (22) r=rz, с учетом (25), по- 
хучим требуемую оценку (17). Лемма доказана.

Частным обращением леммы 1 является следующая
Лемма 2. Если при некоторых « £ R и ß£ [0,2л) функция 

Я>^//(Па) удовлетворяет оценке

Mz)l< С ехр {(’։~֊|՜) Itfl —Ф(* —a!Z)| Аля z = x +7у£П.» (26)

где ф—неотрицательная на [0,4֊оо) функция, удовлетвряющая условию 
(3), а константа С>0 не зависит от Z, то ряд вида (15) с

= прип = \,2, -- (27)
(1 4֊ п)а

определяет целую функцию, ограниченную на Д’.
Доказательство. Из (27) и оценки (26) при у=0 с учетом 

условия (3) следует, что |fn|1/n-»-0 при П-»-оо, так что степенной ряд 
(15) определяет целую функцию f. Ее ограниченность на Д’ усматри­
вается из одного интегрального представления рядов вида (15), систе­
матически использовавшемся Э. Линделефом (см. [10]).

Пусть L означает положительно ориентированную границу полупло­
скости П։. Для натуральных m положим

Gm == Г)а П Dm+oß, tn — ÖGm П dDmj-zs, 

ориентировав у m положительно относительно Gm֊ 
Докажем, что ряд (15) представляется формулой

-f- + ДАЯ ‘ k iSx|°|- (2S>

Предварительно нам необходимо оценить рост подынтегральной фун­
кции g (С, д) в (28) не только при £££,, но и из Па. С этой целью 
положим C = « + fi) = re и заметим сначала, что для Д₽\(0) иС£П» 
имеем

|(— д)'| < ехр ((? — aij| log |z( + |т (д)| |т)| — ktj), (29> 
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где -։(z) = argz — « log И, а arg г — непрерывная ветвь аргумента в 
Ар такая, что arg 1=0.

Выберем теперь ’константу ?6(0,2՜') так, чтобы £)р(л)сП° для 
всех п 6 N и найдем для нее такую константу Ь 0, что

Ie2"1'—If > b՜' exp ("fa] — т.г։), С(;СХ U Df (и). (30)
Л = — ••

Из (26), (19) и (30) получим необходимую оценку

х)|< |1 + ср'ехр ^՝ — а^ 1о? '•։! —Н։ — ат1) + </(*)fa.|, (31)
ГДе

С6П,\ ü £>?(п), г6ДзХ|0|, rf(z) = l֊(z)|-ß/2<0. 
л=1 в

Поскольку с = а т, для ' L, мы ։֊з (31) получим оценку

I# (С> *).'< АЛЯ

где С|—константа, откуда очевидно следует сходимость и ограниченность 
на Aj X {0} интеграла в (28). Чтобы вычислить этот интеграл зафикси­
руем z^A^X {0} и заметим, что оценка (31) с учетом (3) влечет 
условие

j g z) d'— 0 при m — 4֊ о?. 

tm

Следовательно, применяя к функции g(£, z) и области Gm теорему о 
вычетах с последующим предельным переходом при rn-^+оо, получим 
формулу (28). Лемма полностью доказана.

Отметим, что упрощенные варианты лемм 1 и 2, когда влияние ма­
жорантной функции ф не учитывалось, были приведены в [7]. Эти 
леммы, представляя самостоятельный интерес, позволяют (см. ниже § 3) 
свести некоторые вопросы о существовании ограниченных на Др не­
тривиальных целых функций к вопросам существования функций 
ф6//(П°), интерполирующих на N коэффициенты их рядов (2). Толч­
ком к их установлению послужила работа Н. У. Аракеляна [11], в ко­
торой подобная интерполяция целыми функциями успешно применена к 
решению некоторых классических проблем об эффективном аналитиче­
ском продолжении степенных рядов.

§ 3. Доказательства

Доказательство теоремы 1. Достаточность. Пусть 
/6 Ь (Q) ограничена на Др и определяется рядам (2), удовлетворяю­
щим оценке (5). Докажем, что f=const при выполнении условия (6).

Предположим, что / const. Построим соответствующую ряду 
(2) по лемме 1 функцию ф = ф/- Поскольку const, то на 5В. 
Применим к функции ® и полуплоскости формулу Т. Карлемана 
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(см. [12], стр. 291). Обозначив через [ря]“ подпоследовательность, до՜ 
полнительную к {<?л}7 относительно всех натуральных чисел, и выб­
рав 1 удовлетворяющим (1), из этой формулы с учетом (16) будем 
им еть

г

cos 7 • 2 (рЛ -2-։)-։<^֊ ( (Г2֊г-։)1ог|7(- itS+Г՝) <р(йеЧ 
рл€/ 2«J

+ 2՜1) л + —
тс г

2
J log|<p (re (’+т) 

К
з

+ 2՜1)] cos в։ (г), (32)՛

где 1= (0, г 4- 2 ։) и’В, (г) = 0(1) при г-* + со.
Заметим сперва, что для последовательности (7П|~ сМ имеем

Z (Рп — 2 ։) 1 — log г — Q (г) + 0(1) при г — + оо. (33

Далее, с помощью оценки (17) легко оцениваются интегра­
лы справа в (32): они, соответственно, не превосходят величин 
(1—£/2к) cos 7 log г + Bt (г),

' * 
т
| Ф ( V 14-а» г cos е + 2՜') cos 6</9 + В3 (г), (34)-

TCf J . ж

где Bi(r) — 0(1) при г-> + со, ։ = 2, 3.
Однако, с учетом (14) функция t-* Г* [ф (t) — ф(0)] не убывает 

на (0, +°°), так что, используя это и применяя неравенство Йенсена, 
(см. [13], часть 1, отдел 2, глава 2, № 75), будем иметь

+ СОБ М + 2 (1 ֊ И +«’) Ф (0) >
2 И 1 + а /

> 2 V!+? ф (֊ г + + 2(1- /Г+?) Ф (0). (35)
\4 2]/1+а։/

Следовательно, из (32), разделив обе его части на сое у=1/]^1+аа, с 
учетом (33) — (35), получим оценку

Q(r)~ ֊֊ log г—30 + g > ф при г_>+00։.
2« «г \4 2} 1+«’/
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Из приведенной оценки, заменяя в ней г через —г— * и

-учитывая, что 
/4 2 \

Q(—г----- Q(r) = O(l) при г —4-ос,
\ г. тс)/ 14- а։ '

окончательно найдем

Q (г)— 7՜ log г----- 1 . ° ф (г) > О (1) при г — 4- оо. (36)
2« 2 г

Таким образом, наше предположение о том, что /^const, приводит к 
оценке (36) и остается отметить, что последняя представляет собой отри­
цание условия (6). Достаточность доказана.

Необходимость. Пусть последовательность [q„I“ не удовлет­
воряет условию (6) и, значит, дополнительная к ней относительно N по­
следовательность {Pn}f удовлетворяет условию

lim | Р (г) — fl- —) log г +■ —— (г) I + 00 > (37)
г~ + - [ \ 2 к/ 2r )

где функция Р(г) соответствует последовательности {Рп}՜ по форму­
ле (4).

Построим нетривиальную и ограниченную на функцию класса 
Е (Q), для которой коэффициенты определяющего ее ряда (2) удовлет­
воряют оценке (5).

В силу леммы 2 достаточно построить функцию ф £Л/(Па) удовлет­
воряющую оценке (26) и такую, что

|Р(рЛ)=0, 4> (<?„)=£ О при л = 1, 2,---. (38)

С этой целью зафиксируем 7 £ (— тс/2. гс/2) и рассмотрим функцию
- р-Се'т /2С \

Лт(0 = П-----ехр(—cos* )•
я=։ + \рл /

Как отношение двух канонических произведений рода один функция 
Л7^//(П) и обращается в нуль только в точках р. е_/т, л = 1, 2, •••. 
Кроме того, рассуждая аналогично (см. [14], стр. 159) известному слу­
чаю, когда 1 = 0, для Ат получаем оценку

| Лт (Q| < exp {2 cos 7 P(|C|) ReC 4- ReQ для П, (39) 

где C, — некоторая константа.
Выберем теперь параметр 7 удовлетворяющим (1) и пусть 

С — log (14՜ Q = log,14՜ С| 4՜ iarg(14՜ С) — такая однозначная на П ветвь 
логарифма, что arg 1=0. Определим искомую функцию <р следующим 
образом:

Ф (х) = Лт (ze~J’) ехр {—2(1—ß/2r:) cos к ze~'T log(l-j- ze_/T)} для *£Па.

Из определения ф с учетом (1) очевидно, что Ф ^//(П,) и удов­
летворяет условиям (38). Чтобы доказать для ф оценку (26), заметим, 
что из (39) с учетом (1) следует оценка
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|ф (z)| < exp {(it — ₽/2) Ы 4 В (1*1) (л — ау)} для z = х = iy 6 П«, (40) 
где

в (г) =2 [?*(/■) — (1—₽/2 it) log г] cos’ 7 4 0(1) при г -> 4

Однако, заменяя в условии (37) г через г У14 а’ и учитывая, что 
Р{г У14а’) — Р (г) — 0(1) при г -> 4 оо, будем иметь

Йш_ { Р (г) - (1-₽/2it) log г 4 Ф (г /ЬН5)} < 4 оо.

Следовательно, из (40) получим оценку

I? (z)l О։ exp | (it — p/2) |y| — —) (x — ay) | для ,
I |z||/14a J

где C2>0—некоторая константа, и остается отметить, что она влечет 
оценку (26). поскольку х — ау •< |z| У 14 а’ и функция t -+ t՜1 [Ф (t) — 
— Ф(0)] не убывает на (0, 4 Необходимость доказана.

Доказательство следствия 1.1. Легко видеть, что усло­
вие (7) равносильно выполнению (6) для любой неотрицательной на 
[О, 4°°) функции ф, для которой справедливо (3) и t~l [ф(/)—ф(0)] 
не убывает на (0, оо). Следовательно, достаточность следствия 1.1 выте­
кает из достаточности теоремы 1, примененной к произвольной ограни­
ченной на Д“ функции класса £(Q) и мажорантной функции ф опре­
деляющего ее ряда (2), а ее необходимость доказывается аналогично 
доказательству необходимости теоремы 1.

Доказательство следствия 1.2. Легко видеть, что условие 
(8) равносильно. существованию такого числа 8о>0, что условие (6) 

удовлетворяется для функции вида ф (t) = (р 4 ео)-1 flog t, t^-1. Сле­
довательно, учитывая, что для произвольной целой функции конечного 
порядка коэффициенты определяющего ее ряда (2) при любом фик­
сированном е>0 удовлетворяют оценке

|/п|= О^ехр^-----П при п-*4°°. (41}

К •
можем заключить, что из достаточности теоремы 1, примененной д\я 
функции ф указанного выше вида с надлежаще выбранным ео>О, выте­
кает достаточность следствия 1.2.

Чтобы доказать необходимость следствия 1.2, отметим, что отрица­
ние условия (8) означает, что при любом е>0 не удовлетворяется усло­
вие (6) для функции вида Ф (О = (p4E)֊11 log t, f>l. Следовательно, в 
этом случае функция, построенная при доказательстве необходимости тео­
ремы 1, будет ограниченной на Д£ и нетривиальной функцией класса 
£(Q), а коэффициенты определяющего ее ряда (2) при любом фиксиро­
ванном е>0 удовлетворяют оценке (41). Теперь остается отметить, что 
из (41) с учетом произвольности 8>0 следует, что- порядок указанной 
функции не превосходит р.

Доказательство следствия 1.3. Принадлежность функции 
классу £р в терминах коэффициентов определяющего ее ряда (2) выра­
жается оценкой
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,,. л / / n log п \\
IM — О| ехР I-----------— ) ) при л — + оо,

\ \ р //
так что следствие 1.3 вытекает из теоремы 1 при выборе ф(/) = 
— р՜1 t log t, t 1.

Доказательство теоремы 2. Пусть целая функция f огра­
ничена на Д3 и определяется рядом (2), удовлетворяющим оценке (5) 
и условию (10). Докажем, что / const.

Предположим, что f =f= const. Тогда среди коэффициентов {/„)“ 
ряда (2) найдутся ненулевые. Положим fm, т > 1,— первый из них. 
Применяя к ряду (2) лемму 1 (при а = 0), построим соответствующую 
ему по этой лемме функцию ® = <fy

Образуем функцию

чФ, ») = ֊ [Ф W г6П°, К [0, *],

голоморфную по z, вещественную при 2 С (0, +°°) и удовлетворяющую 
с учетом (16) интерполяционным условиям

(—1)4 (Л ») = Re(flel\ j = 1,2,. -. (42)՛
Ясно, что

[<p(z. ։>)| <£ max (|tf> (z)|, |<p(z)|), z 6 П°, &(; [0, к]. (43)՛

Далее мы хотим применить к функции ф(г, 9) известную формулу 
Р. Неванлинны (см. [15], стр. 16). Пусть G(£, z)—функция Грина для՛ 
полукруга Dr П П", г >2՜', с полюсом в точке z. Очевидно имеем

g(Q <7 (С, 2՜1) = log I pip • • (44) ՛
I Ч Г | Ч X

Из этой формулы следует, в частности, что функция g(r) возрастает 
на (0, 2՜1) и убывает на (2՜1, г).

Применяя к функции <р (z + т — 2՜1, 9) и к полукругу Dr П П° в- 
точке z = 2՜1 формулу Р. Неванлинны (с учетом (42) при j=m), по­
лучим оценку

log |Re (/m ei&)| < — S g(x, (9)) +
V 

+J log |T (ft + m - 2-»)i {M +

—r 
x

* т i
+ r 2* J log|ф(rei0+ m—2՜1, 9)|{ |re«_2-ip ~ 

X
“2

“ I pe = - £a+ /1.» + A

где сумма берется по всем нулям т = ^(9)^(0, г), t=/=2 \ функции;
<р (z + т — 2՜1, 9) с учетом кратности.
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Интегралы Ji, а и Ji, » в (45) достаточно просто оцениваются 
сверху. Заметив, что it 4՜ т — 2 J£֊S при /£[ —г, г], из (17) и (43), 
полагая там г = it + т — 2՜1, С։ = log (С (т -- 2 ’)), будем иметь не 

.зависящую от & оценку

—Г

< JL f С1+Д~^2)|<1 dt = (1 - log г + О (1) при г- + ОО. (46) 

—Г
Аналогично, из (17) и (43) с учетом неравенства Йенсена имеем 

не зависящую от 6 оценку
.«■ 
т

/а, о<-----— J Ф (г cos 6 4՜ гп — 2 ’) cos 9 4֊ 0(1) <
Г X 

т

2 / ■’Г \<------- 'Ь | — г 4֊ /и — 2 1)4~0(1) при г —* 4՜ «j. (47)
к г ' ՝ 4 7

Далее несколько преобразуем и оценим сумму St(. С этой целью для 
т 0 обозначим через w (х, U) число перемен знака (см. [13], часть 
2, стр. 48) конечной последовательности {Re (// е'0)} при j £ [т, т 4՜ 
4՜ х — 2՜1], а через п (х, 0) — количество нулей функции ® (г, 0) в 
этом же промежутке (с учетом кратности). Очевидно, что

Г
S» = Jg(х)&)1» 

0

откуда, интегрируя по частям и учитывая отмеченное выше свойство мо­
нотонности функции g(x), получим

Г
£» = [[/«(x.O) -n(2-\ О)]|^(Х)|. 

(I

Применяя лемму 3 из работы [16] к функции ф(г, 0) и к максимальному 
отрезку I с целыми концами, содержащемуся в открытом промежутке 

(т, т 4՜ х — 2 ։), придем к оценке

п (X, &) - п (2՜1, &) > |: - 2-1| - W (֊., &) - 2.

Применив эту оценку при т^1, получим
Г

֊и J ( ю *0 - т + -у) 'dg (*)|- (48)
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Замечая теперь, что с учетом формулы (44) имеем 
г

J ( ~ \dg (■։)! = — log г + О (1) при г + ОО, 

1

из (45) с учетом (46)—(48) получим оценку 
г

log (Re (/m e/ft)| С ( w (т, &)| dg\— ֊ log г — — ф (^֊ r+m— 2-1)+5x(r), 
J 2 к wr \ 4 /

(49) 
где Bi (г) не зависит от & и B։ (г) — 0(1) при г -*■ + со.

Разделим обе части неравенства (49) на Л и проинтегрируем по v в 
пределах от нуля до я. Мы получим оценку

г
log |2-1 -fm\ < f /СО \dg (т)| — log г----- — ф (— г + т — + Вх (г),

J 2« хг \ 4 /

(50) 
где

Для интегралов такого вида в работе [16] (см. стр. 18) доказана 
оценка вида

/ (?) < о О = к՜1- 2 |шу4-1 — ш,|, [т, тп + т — 2՜1].

Поэтому из (50) получим X
Г

1о£ |2-1-/т| < ( г»(т)|</я(т)| —-----+ лп—2_Л + (г).
J 2 тс тсг \ 4 /

(51)
Несколвк» преобразуем интеграл (= У) в (51). Подставляя в нем 

значение функции g (?) по формуле (44) и учитывая (следующую из 
условия -С ") оценку V (г) = О(г) при г ֊♦ + «>, легко ви­
деть, что

Г

У = С d'c + О (1) прн г —♦ + со. 
и 
1

Отсюда, интегрируя по частям и учитывая определение о(т), получим? 
при г-»֊4-оо

У = 2 |Шу+1Т “֊ + 0(1), У€[т> т + г-241], 

так что
У = IV (г) + 0(1) при г -» + со. (52))
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Из (51) с учетом (52) заключаем, что

2V (г) — ֊log г---- + т — 2-А > 0(1) при г ֊* 4- оо,
2к кг \ 4 /

4 ,
откуда, заменяя г на —(г—/п4֊2 ) и учитывая, что 

те

(г — 771+ 2՜1)) - /V (г) ■= 0(1) при Г-> 4- OR, 

окончательно найдем:

N (г)-----— log г-----— 1> (г) > 0(1) при г —■ 4֊ сг.
2тг 2г

Итак, наше предположение о том, что f const, приводят к последней 
оценке, являющейся отрицанием условия (10). Следовательно, f = const 
вещественного ряда (2) при указанном в § 1 способе выбора аргументов 
и доказательство теоремы завершено.

Следствия 2.1—2.3 выводятся из теоремы 2 точно так же, как вы­
водятся из теоремы 1 соответствующие им следствия 1.1—1.3 в части 
достаточности.

Доказательство теоремы 3. Достаточность. Утвержде­
ние достаточности непосредственно следует из теоремы 2, поскольку для 
вещественного ряда (2) при указанном в § 1 способе выбора аргументов 
о>л очевидно имеем N (г) = Q* (г) 4՜ const, г 1.

Необходимость. Пусть последовательность cN не удов­
летворяет условию (10) с заменой в нем /V(r) на Q* (г) и, значит, до­
полнительная к ней относительно N последовательность |ря|Г удовлет­
воряет условию

lim J S(r) — (1 — ~Jlogr4- ֊ '? (r)| < 4г «>, (53)

где S(r) соответствует последовательности {gnjf по формуле (4). По­
строим нетривиальную и ограниченную на Л3 целую функцию, которая 

определяется вещественным рядом вида (2), удовлетворяющим оценке 
(5) и имеющим совпадающую с {vn}f последовательность перемен 
знака.

Пусть z -> log (I 4֊ z) = log |14- z, 4՜ i arg (1 4՜ z) — такая однознач­
ная на П ветвь логарифма, что arg 1 = 0. Образуем функцию

<? (?) = A (z) ехр 2^1— -֊-Az log (14- c)J , я£.П,

Рассуждая как при доказательстве необходимости теоремы 1, с учетом 
условия (53), получим, что функция ф удовлетворяет предположениям 
леммы 2 при а = 0. Следовательно, соответствующий ей по лемме 2 ве­
щественный ряд вида (2) с /о=ф(О) определяет ограниченную на 
Др целую функцию, удовлетворяющую оценке (5). Из вида (27) коэффи- 
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ииентов {/п}“ этого ряда видно, что они все отличны от нуля; более 
того, обозначая через n(t) количество членов последвательности 
fp„1" на отрезке [0, (]> будем иметь:

siXn/* = (-l)‘+e(*+։՜1)

и, значит ՜՜'Հ
Sign (АЛ-0 = sign(/*//*_։) = (-1)1+я (*+2-I)֊-(*֊2-J)>

•откуда следует, что последовательность перемен знака этого же ряда 
совпадает с последовательностью {vn} ". Необходимость доказана.

Вывод следствий 3.1—3.3 из теоремы 3 вполне аналогичен выводу 
соответствующих им следствий 1.1—1.3 из теоремы 1.
Институт математики
АН Ариняской ССР Поступила 23. IX. 1987

Վ. Հ. ՄԱՐՏԻՐՈՍ ՅԱՆ. Միակության թեորեմներ ամբողջ ֆունկցիաների Տամար իրենց թեյլոր- 
յան գործակիցների տերմիններով (ամփոփում)

Ներկա 4սջխատան-քոս1 ընդհանրացվում Աւ ուժեղացվում են [7]-ում ձևակերպված անհրա­
ժեշտ֊ բավարար բնույթի արդյունքները անկյան վրա սահմանափակ ոչ տրիվիալ ամբողջ ֆունկ­
ցիաների գոյության մասին իրենց թեյլորյան գործակիցների տերմիններով։ Ւեյլորյան գոր­
ծակիցների հաշվի աոման տրադիցիոն եղանակների (բացթողումներ, նշանափոխոլթյո։ններ ) 
հետ միասին աշխատանքում, հավանաբար .առաջին անգամ դիտարկվող հարցերի շրջանակում , 
բացահայտ -ձևով գտած Ւ, այդ գործակիցների արգումենտների ազդեցությունը (տես թեորեմ 
2-Ц),

V. A. MARTIROSIAN. Unique nett theorems for entire function։ in ter mt 
of their Taylor coefficient! (summary)

The present paper generalizes and strengthens the results of [7] [of necessary 
and sufficient nature shout existence of hounded within an angle entire functions in 
terms of their Taylor coefficients.
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Э. М. МАДУНЦ, А. Б. НЕРСЕСЯНЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА, НЕ УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛОПАТИНСКОГО
Введение

Пусть D—плоская односвязная область, Г—её граница. Рассматри­вается следующая задача: найти дважды непрерывно-дифференцируемое решение эллиптической системыА ихх + 2 В ихч + С + а (*) их + b W и.А- u = h (х, д), (1)принадлежащее классу С1’’ (О)и удовлетворяющее граничному усло­вию «|г=/, • (2)где z = х и—’искомая, а / и Л — заданные вещественные вектор-функции. А, В, С—вещественные постоянные матрицы; a (z), Ь (г), 
с (z) — вещественные матрицы порядка п. Коэффициенты уравнения (1) и граница Г достаточное число раз дифференцируемы.Как известно, система (1) называется эллиптической, если det С#=0 и уравнение det (А + 25Х + О?) = О (3)не имеет вещественных корней.При выполнении условия Я. Б. Лопатинского, как известно [1], за­дача (1), (2') фредгольмова.В случае, когда уравнение (3) имеет лишь два n-к ратных корня Л=±£, задача (1), (2) исследована в работе Е. В. Золотаревой [2], где показано, что при отсутствии младших членов в уравнении (1), за­дача (1), (2) фредгольмова тогда и только тогда, когда система (1) слабо связана [3].При нарушении условия Я. Б. Лопатинского коэффициенты a(z), 
b(.z)< c(z) играют решающую роль в вопросе нормальной разрешимости задачи (1), (2). Это впервые было обнаружено в работе Н. Е. Тов- масяна [4], где исследована задача (1), (2) в том случае, когда уравне­ние (3) имеет лишь простые корни.В настоящей работе исследован вопрос о влиянии младших членов уравнения (1} на нормальную разрешимость задачи в общем случае, а именно, при нарушении условия Я. Б. Лопатинского и наличии у урав­нения (3) корней произвольной кратности.



136 Э. М. Мадунц, А. Б. Нерсесян§ 1. Основные результатыНаряду с уравнением (1) рассмотрим систему
A wxx + 2В шху + С wyy = 0. (4)Как показано в работе [5], для общего решения системы имеется сле­дующее представление:

w (х, у) = Re {8 S՜1 Х(х, у)|, (5)где
к-0 Ki \Z /Для простоты изложения, не ограничивая общности, нами рассматривается случай, когда характеристическое уравнение (3) имеет два П-кратных корня X=±i.В формулах (5) и (6), б, S и Н вполне определенные постоянные матрицы.Введем следующие обозначения:

DQ, zo) = Е ’ <7>
к—о V- — i Xi \ z / /5(г0)=-1- f Д ()) (д (zo) + '' b 1 8 S՜1 £> (>., z0) di., (8) 4-’ J л — гД(«0)-֊Г fA(X)g-(-?o) ZS^DQ., го) А . (9)4к’ J л — гздесь А (л) = (Д + 2Вк + О.’)՜1, когда / пробегает контур е', охва­тывающий корни уравнения (3), лежащие в нижней полуплоскости, г'о означает производную относительно длины дуги.Рассмотрим разложение по параметру Л следующих определителей: det (8л — it i t B(t) S) = u>f (t) // 4- шг֊1 (t) >5՜1 + • —|-.шв (t), (10)det (8). + к it Bt (t) ЛГ1 S) = er(/) У.' + e,_։ (t) X'՜՜1 + ■ • • + e0(#), (11) в (11) возникает постоянная матрица М, которая определена в ходе до­казательства теоремы 2.Справедливы следующие результаты.Теорема 1. Пусть для системы (1) нарушено условие слабой 

связности, т .е. det 6 = 0.
Предположим, что коэффициент <or(t) в (10) отличен от нуля. Тог­

да задача (1), (2) нетерова и её индексх = 2(п-г)-^-[1пшг(0]г, . (12)
к

где r = rankb.Теорема 2. Пусть для системы (1) нарушено условие слабой 
связности и пусть



Задача Дирихле для систем 137։W_4W_2^._^_0,։€r. (13)
Предположим, что коэффициент Br(t), входящий в разложение (11), от­
личен от нуля. Тогда задача (1), (2) нетёрова и её индекс

* — 2(п—г)----—[In er(0]r, (14)те
где снова г = rank о.Замечание. В условиях теоремы 1 коэффициент c(z) уравнения (1) не влияет на результат. Из (13) следует, что иг=0 и теорема 1 в этом случае теряет силу, а из (9) и (11) заключаем, что c(z) играет ре* тающую роль.Пусть коэффициенты системы (1) и граница области D бесконечно дифференцируемы. Тогда имеют место следующие теоремы.Теорема 3. Если h^C*" k~2(D), /^С“'*(Г) м коэффициенты 
системы (1) удовлетворяют условию Я. Б. Лопатинского, то её 
решение принадлежит классу С*‘ k (£>).Теорема 4. Если А С“'*՜2 (Л)), С“'* (Г) и коэффициенты
системы (1) удовлетворяют условию и>г(О¥=О, то решение задачи (1), (2) принадлежит классу С“՛ ~ (£>).Теорема 5. Если h^Ca'k՜2 (D), f^C’’k(T)u коэффициенты 
системы (1) удовлетворяют условию er(f)^O и условию (13), то 
решение задачи (1), (2) принадлежит классу С“' k (D).§ 2. Сведение к интегральному уравнению на границеКак показано в [4] система (1) эквивалентна следующей системе интегральных уравнений Фредгольма:и(х, у)=^у£(х, у, В, т;)о(В, •»)) </В фт) 4- Н(х, у) + ш(х, у), (15)
где Н(х, у) = у у А (х, у, В, т)) Л (В, т)) & фц,

К(х, у, В, 7]) = (о (В — х, -п — у) а(В, т)))6 + (и(В— х, т) — у) Ь (В, —
— и (В — х, т] — у) с (В, т)), (16)о (х> з) = -^7- Ке У △ (X) 1п (х 4- Ху) </Х, (17)

I

I—контур, охватывающий корни уравнения (3), лежащие в верхней по­луплоскости. и)(х, у) определено в (5).Решение уравнения (15) можно записать так:« (*. У) = ® (Х, У) + [ [ К (х, у, В, 7|) Ш (В, 7)) </В Фп +



138 Э. М. Мадунц, А. Б. Нерсесян+ Я| (х, у) + с1 п։ (х, у) ч--------1֊ С*1 ик1 (х, у), (18)где К (х, у, 5, т;)— обобщенная резольвента уравнения (15), — про­извольные действительные постоянные, иу (х, у) — полная система ли­нейно независимых решений однородного интегрального уравненияН։ (х, у) = Я(х, у) + | К (х, у, 5, т))//(с, -»)) <Я </т).
Для обобщенной резольвенты используем представление

Я, 8» (В —х, V֊ У)а(*> П) + — х, 71 — у) Ь(Ч, ?() ++ Л։ (х, у, 5, 71), (19)/С։ (х, у, В, <;) имеет особенность при (х, у) = (;, т)) не выше лога­рифмического порядка.Подставим (18) в краевое условие (2), предварительно обозначив/1 (хо)=/(«о) — Я։ (х0) — с1 п, (х0) -- --------с*‘ икг (г0),АГ1.1(х0, В, V = К1(*о, В, ’1)35՜1, получим /1 (х„) = Ке (8 5՜1 X(х0) + ֊ Г Д (к) / (х0, к) <Д - 
I| Д(М /(«о. к)«А + У У А1,1(х0, В, 71)Х(\, •/]) (20)

где /(^о. м = Г1՝ -(£-Л^х0А(;’ 3л-1 Х(В, 7)) <*71, (21)
об*= В + )֊’?, =■ хо + хУо> *0 + фо € г-'Обозначим (9 \1------ 5՜) (22)и для р = 1,..., п — 1 определим Кр (з^, 9л) по формуле
^^(^. вх) = хя_х(4 ех). (23)Заметим сразу, что

д,Кр (до, 0Х) = Кр-1 (г°, 0Х). (24)'Обозначим ^’(5, 7,) = "е ֊ (1-ёнЬ\к Р1к+р> (0). (25)
• к~ъ к\ \ 2 /



Задача Дирихле для систем 139Тогда (21) преобразуется к виду/(а0> >-) = —- [ (а(0) + Х6(9))Р(го, К 9)^ + 
г

+ ~7/Рг(а(0) + >'6(е)) /г(г°'х> (26>
йгде 9 = $ + /т),Р(»о, К ех)85-1(<^-Н5¥^(',(9)։ (27>. р-0 \ I — X /

л—1 . / 9» \р , .К(։о, К 8)= 2 Кр^, 9Х)1Г։ МЦЯб) Х^{д), (28>
как и раньше здесь 9 = Е 4- гт), 9Х = 5 + Хт;.Полагая в формуле (6) г£Г, дифференцированием относително- длины дуги на Г легко показать, что

Х՝р> (2) = Л + — Т2Н3\՜ — Х(р-'Хг). (29>\ 2 / <1гТеперь интегрирование по частям в (26), с учетом (24) и (29), дает/(^ X) = °(*о) +Х 6(г°) 8 5-1 Г 0 ) х(0) +
• гЛ1,3 (х0, X, 9) Хф) ае 4-1Ку, 2 (яо, X, 9) х(е, 7!) аьац. (зо> • огде К\. а, К\, 2, а также и первые производные Ло,з по к0 и 9 имеют особенность при 9 = г0 не выше логарифмического порядка- Естест­венно интегралы с такими ядрами называть компактными. В (X, 20). определено формулой (7).Заметим теперь следующее:1ш X > 0 => Ко (г°, 9д) ֊ 1п (1 - 9/х0) £ С 2' “(Г), (31 >1т X< 0 => Ко (4 9Х) - 1п (1 - г0/в) 6 С2’ * (Г). (32)>Теперь, учитывая (30)—(32), будем иметь С 1п (1 ֊—)^(9)</9 +

-о/+ В (г0) [ 1п (1 ֊ ) *(9) ае + | (г0, 9) Л(9) ад +

а ' г+ и 5 (г0> 0) 71) аъ , (33>

А (*о) = Ке
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Д (,„) = -֊г / Д(к)(а(хо)+Х6(£о) 35_։ П()։ Хо) (34)

I

В(х0) определено формулой (8), интегралы с ядрами АГ1, < и Ку, 5 яв­ляются компактными.Структура (6) для А(0) позволяет сделать преобразование ^(9)=Л9)+У Г(8, (35)
ггде V«)—граничное значение голоморфной в области О вектор-функции, ядро 7'(0, /) является гладкой матрицей-функцией. Преобразование (35) обратимо: у(8)=Л(0) 4- С Г, (в, <) Х(/) л. (36)гЯдра Т(в, 0 и Т1(д, /) можно выписать в явном виде. Если обозначить

»-1 (—1)* <1к /0* —74 /г \*Т’о(в, 0= Е.( ? .. (т-г) (тЯ5) ’ <37>
*_о к\ « \ В — </\2 /то ядра Т и Ту есть не что иное, как линейная комбинация ядра Т3 и её производных, откуда и следует их гладкость.Теперь преобразуя (33) по (35) получим

здесь интеграл с ядром R (г0, 0) компактен.§ 3. Доказательство теоремы 1Используем представление И. Н. Векуа [6]
V (г) = Р И 

и I — г г
(39)

где ц(0—вещественная вектор-функция на Г, причем вещественная по­стоянная Л и вектор-функция ц(0 однозначно определяются по у(О.Для г0 £ Г из (39) получаем
V (г0) = * < *0 го ( Р (г0) 4

+ У (х0, Т) р. (0 Л. Г (40)



Задача Дирихле для систем 141Заметим, что
при этом (38) преобразуется к виду

/1 М = Не Ь 1 (Н(*о) + —— [ ~ +
I \ тч .} {— /

г

-Г к/ яс яо в (я0) у р (/) 1п ^1 — Л +

Г

4^ /?։(*о, 0 Р (*)</*}• 

гЛегко убедиться в равенстве
Не (а (я0) (р (я0) -Ь — Г л)1 =

I \ и /—?0 /\
Г

= Не в (։0)։р(д0) + ———С^-Л + 
к I—я0

г
+ (\։(я0, <)р(г)л,

где
О = Л«(^о)(—---^)’ 

кг Ч—г0 <—х0 /

(41 >

(42>
(43}а следующее равенство(ги,

+ В!.о1 | -֊)л4- ] к,(10, 0^(0 Л.

г ггде
/ Ц 7՛ \ В(#п) (45>
՝г Го ‘ ^о'устанавливается на основе (42) и формул



142 Э. М. Мадунц. А. Б. Нерсесянпоследние получаются интегрированием по частям. Теперь, отделяя ве­щественную часть в (41), на основе (42) и '(44) мы получим
• / / \ о / \ \ . ho [ Iх jt -4-/։ (*о) = Re а (х0) • р (z0) -I---------------------- at +

J * — *0 
Г

+ Kfel f in (i _ -fsA p (о л +2 J \ t/ г
+ -Цо1 Jln^- 1-)р«)Л+ J R(">, t)r(t)dt, (46) 

г 0 г
где

a (z0) = 8 S՜1 «/ z0 z'o, (47)e(z0)=B(z0)K/i0^. (48)Напомним, что 6 и 5—матрицы, входящие в (5), a S(zo) определено формулой (8).Заметим, что в случае слабой связности исходной системы (1), полу­ченная система (46) сингулярных интегральных уравнений является системой нормального типа, полная теория которых содержится в [6].При нарушении условия слабой связности для системы (1), т. е. 
det 6=0, как легко видеть, система (46) вырождается. Уравнения с та- кими вырождениями рассматривались в [7].Пусть г = rank 8, Следуя [7], пусть а։ (/) —невырожденная квад­ратная матрица такая, что (п — г) последних её столбцов являются линейно независимыми решениями линейной системы8 5"։ 4'> = о (/ = г +■ 1,• • п), (49).далее определим матрицы (t) и (/) порядка пХпQ« (0 = (’(t) - t $ (t) (50)a։(f) = (i(t) W, t*if(t)W), (5i)тде к = 1, • • •, r; j = г -J- 1,• • •, n.Легко заметить, что в этом случае

(t \п~* —det 2t (t). (52)
Теперь, если определить матрицу Стг по формуле СТ2=<Ть то при условии, ■ЧТО det 2t (0 =h 0, (53)как показано в [7], сингулярное интегральное уравнение (46) нормаль­но разрешимо и её индекс х вычисляется по формуле

,—1_ [ь At. (°. (')-.('» 1 . (54)2к [ det (2, (г) ,, (()) |г ՝ '



Задача Дврихле для систем 143Рассмотрим следующее разложение по параметру 1 определителяdet (8Х - -it В(t) 5) = »,(<) X' + (О )'-» + • • • + ш0 (Z). (55)С другой стороны, рассмотрим разложениеdet (a (t) X - кЙ ₽ (f)) = det (2, (/) а?’) X' 4֊ ■ • ■ -f- а0 (Z). (5б>Сравнение (55) с (56) даетdet 2։ (Z) = (wiz7)"-det (57>матрицы a(Z) и 0(0 те, что определены в (47) и (48), соответственно.Теперь не представляет большого труда вичислить индекс х по- формуле (54): принимая во внимание (49), (52), а3 =ait также (57) по* лучим формулу (12). Тем самым теорема 1 доказана.§ 4. Доказательства теорем 2—5Пусть теперь 2 6 Г и
«(») - ь U) - 0.' дА/ дМДля обобщенной резольвенты К (х, у, В, т;) используем представление-

у, В, Г)) =К(х, у, В, 7)) 4-‘ + JJ К (х, у, t, т) к (Z, т, в, 7)) dt dr +/Fj (х, у, В, 7)), (58}
где К (х, у, В, ч) определено по формуле (16), причем и дпК2 и֊ меют в точках (В, tj) = (х, у) особенность не выше логарифмическо­го порядка. В дальнейшем такие ядра условимся называть сверхком­пактными.Повторяя рассуждения доказательства теоремы 1, получим £р(х, у, в, 7j) IT (В, т։)л^ =

=Re I-Л- fд w7’ <г°’ х)d)- - . Сд w +
I в‘+ f/?(z0, 9)Х(9) de}, (59)г/?(Zo, 0)—компактное ядро, аА (х0, М = J J 1п (0х- г°) с (В, г.) 8 5՜ ’ Л (В, т)) dB dT). (60)

Обозначим Ko(z°, Ox) = In (Ox-z«) (61)



144 Э. М. Мадунц, А. Б. Нерсесяни для р=*1.--> П— 1 определим Кр (г?, Ы так:
дч Кр (г°, 0х) = (г°, 6х). (62)Осуществляя в (51) переход к контурному интегралу формулой Грина, будем иметь/,(г0, Х)=^-8 5-1£)(к, г0) [К, (г°, 0Х) ДГ(в) 40 + ։ — л4֊ ^А(г0, 0)№(0)</0, (63)

ггде £>(Х/ г0), как и раньше, определяется формулой (7), /?։ (г0, 0)— компактное ядро.Подставляя решение системы (1), заданное формулой (18), в крае­вое условие, с учетом (59) — (63), получим следующее интегральное уравнение на границе/, (г0) = Ие {։ 5՜1 X (г0) + А, (г0) | Ку, у (г0, 0) Х(&) 40 +
1 г+ В։ (г0) Г №. ։ (*о. 0) х С0) <*0 + | (*о, 6) ^(0) 401, (64)

г г•причем Ку, 1 (г0, 0)—первообразная от 1п (1 — в/г0), а №, ?(х0. 0)~пер­вообразная от 1п (I — хо/0), далееА (20) = тЦГ Д(к)с(Хо)-8 5-1В()., г0) ЛК 
4 п1 J г — X

а В1(^о) определив формулой (9).Преобразование искомой функции (35) преобразует (64) к виду
/1 (^о) = |8 Л՜1 * («о) +

+ Д (г0) (* Ку.2 (г0։ 6) V (0) ЛВ + Г К3 (г0> 0) V (0) • (65)
Г ГНапомним, что у (г0) является граничным значением голоморфной в области О вектор-функции. Пусть нарушено условие слабой связно­сти, т. е. с!е1 6 = 0, предположим гапк 8 = г. Пусть М обозначает не­вырожденную матрицу такую, что (п — г) последних её столбцов яв­ляются решениями алгебраической системы8£-։Л/О) = 0 (; = г + !,-••, п). (66)Применим два последовательных преобразования искмой вектор-функции уравнения (65)

40 = ^1/^ а) (67)



Задача Дирихле для систем 145и далее Ну(0 = <“у (О </ = I,"՛, г), (68) 
W = “/ W О = г + Ь ■ • • > ")•Тогда для искомой вектор-функции to (О получим следующее уравнение:/1 (z0) = Re |о 5՜1 М ш (z0) —

- Д (*o)J ш(0) ln(l--^rf8+- г4֊ I ^4 (*о. 9) «о (6) • (69)гЭто уравнение, ло существу, не отличается от уравнения (38), которое нами уже исследовано.Как и при исследовании (38) введем матрицы а, (f) = 8 5՜1 (70)М0 = -Д (71)и вычислим индекс уравнения (69) по формуле (54) в терминах разло­жения определителяdet (8X4- t В{ (t) М՜1 S) = er(t) -t er_։ (f) д'՜՜1 4--------1- e0(f).Тем самым, теорема 2 доказана.Доказательства теорем 3—5 основаны на эквивалентности задачи (1), (2) системам сингулярных интегральных уравнений нормального типа (46) и (69) при условиях С0г(0=0 и 8г(0=0» соответственно.Потеря гладкости в теоремах 4 и 5 точная и легко выявляется в ходе доказательств теорем 1 и 2.
Институт математики
АН Армянской ССР, 
Ереванский физический 
институт Поступила 24. VI. 1986

է. Մ- ՄԱԳՈՆՆ8, Հ. К Նն14)ԻՍ8ԱՆ. էոպարինսկու պայմա1փ& շքավարարալ էփպսական Нш- 
ւ|ասարւււմն1}ւփ £ա մակաոյի Տամար Դֆրիխլեֆ իէզխք (шЛфафаи1)

Ինչպես հայտնի է, Յա» Բ. Լոպատինսկու պայմանը էապես կախված է բարձր ածանցյալ­
ների գործակիցներից, ապահովում է Դիրխիլեի խնդրի նորմալ լուծելիությունը։

1966 թ. ն. Ե. 3*ովմ աս յան ի կողմից հայտնաբերվել է, որ այդ պայմանի խախտման 
դեպքում ցածր ածանցյալների գործակիցները որոշիչ դեր են խաղում։ Դա ցույց է տրված 
խարակտեր իստիկ հավասարման պարզ արմատների դեպքում ։

Տվյալ աշխատանքում, հիմնվելով հաստատուն գործակիցներով էլիպսական համակարգի 
ընդհանուր լուծման նոր ներկայացման վրա, ցույց է տրված, որ ալդ երևույթը տեղի ունի 
ընդհանուր դեպքում, երբ խարակտերիստիկ հավասարման արմատները ո։նեն ցանկացած պա- 
•տիկություն։ Ստացված նոր պայմանն ընդհանրացնում է Յա. Բ. Լոպատինսկու պայմանը, պա- 
բանակելով նաև ցածր ածանցյալների գործակիցներ։
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Е. М. MADUNTS, А. В. NERSESIAN. The Dirichlet problem for-the elliptic 
lyeteme of'eecond order differential equatlone. which non eatiefy the Lopatlneki 

condition (summary)
A condition for normal solvability of the Direclet problem is suggested. It im­

poses restrictions on the coefficients by lower derivatives and ihus is more general 
than the Lopatinski condition.
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УДК 517.51

Г. А. КАРАГУЛЯН

О РАСХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ по 
ПОЛНЫМ ОРТОНОРМИРОВАННЫМ СИСТЕМАМ

Если >֊(<): [0, оо) —» [0, со), Х(0) = 0, некоторая монотонно воз­
растающая непрерывная функция, то через X (А) обозначим класс тех 
функций /(х, у) на квадрате /’(/=(0, 1)), для которых Х(|/(х, у)|)^

Известно (см. [1], [2]>, что если /(х, при >.(#)=< 1п+#
то её ряд Фурье по двойной системе Хаара (хл(х)-хт (у)|л т=1 схо! 
дится почти всюду (п. в.) по Прингсхейму на и что при условии

Ит-^1------- 0,
Нп+ք

(I)

существует функция из класса Х(£), ряД Фурье которой по двойной си­
стеме Хаара расходится п. в. по Прингсхейму.

В дальнейшем, говоря о сходимости двойного ряда (в метрике 
Ь1 (/2), почти всюду или в некоторой точке), подразумеваем его сходимость 
по Прингсхейму.

В настоящей работе доказывается
Теорема 1. Пусть (х)}“=1, х£(0, 1)—полная ортонорми- 

ррванная система с условием

|'Р„(х)| <Мп, х£(0, 1), МЛ>0, л == 1, 2,-- (2)

и X (/) : [О, ос)->-|0, х>), X (0) = 0 — некоторая непрерывная возраста­
ющая функция, с условием (1). Тогда существует функция{ (х, у)^ 
£х(Д), двойной ряд Фурье которой по системе (<рл (х)-^т (у)|՞. т=։ 
расходится п. в..

Эта теорема, с учетом вышеупомянутого результата работы [2] 
Т. Ш. Зерекидзе о расходимости двойных рядов Фурье-Хаара, является 
следствием следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть §{х, у) £ П (Р) — некоторая функция, 
двойной ряд Фурье-Хаара которой расходится п. в. и {<рЛ (х)} —
полная ортонормированная система с условием (2). Тогда сущест­
вует функция /(х, у), равнораспределенная с § (х, у), и такая, 
что её двойной ряд Фурье по системе {<рл (х) <?т (у)}“ т-1 тоже 
расходится п. в..

При доказательстве теоремы 2 мы будем использовать некото­

рые свойства систем типа Хаара {х„ (х)Л_1։ определяемые следующим
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образом. Пусть [£/*\ г'= 1, 2■ 2>‘‘‘). семейство изме-
римых множеств, где £1°)=(0> 1)> ’с(0, 1) и:

1)ш(£1а,) = -֊г.

II) £$*’ Л Е,к) = 0 при i * j, 

III) Е\к) = £i/±in U Е^г>.

Тогда полагаем
2й2 при хе^*֊г.

-2кП при х£Е%*>'.

О при остальных х,

где л =2* + ։', 1 < 1 < 2** Когда Е]к) = [։—1/2*,. 1՝/2к),. получаем 
обычную систему Хаара [х„ (^*)} “=։*

Как известно (см. [3], стр. 122), полиномы, ло обычной система 
Хаара и по системе типа Хаара, имеющие одинаковые коэффициенты

N ~ N
РМ = £ ап хл (х), Р' (х) = £ ап /_л(х), 

л—I Л""1
имеют одинаковые функции распределения. Многие следствия, получае- . 
мые из етого факта, в дальнейшем будут использованы.

Верна следующая
Лемма 1. Для любой полной ортонормированной системы Ф = 

*= (։рЛ (ж)}“-! « номеров 0 = Л (1) < Л (2) < Л (3) < • • • существуют 

система типа Хаара = |у.Л (х)|“=: и полиномы по- системе Ф.

я-։ - -li/г I3) У Е W ф) I < 1_,л.= 2, 3,..., 
7-1 я։=Л (Л+1Н-1 J 4

* (т+1)
От (х) = £ а1^[ (х), т = 1, 2,

1—* (т) + 1
0=£(1)<£(2)<Л(3)<ч ’ ’ ‘ >

(3>
такие, что

1) {*№=!<= [п(0)Г=., (4)

2) хж (*) = С« (*) +а« (х), m = 1, 2, • • •, (5)

(/) 32»»+1 ’ m = 1, 2;- • •, (6>

где числа ст (о^, Ф), т = 1, 2, • • • — коэффициенты Фурье функций֊ 
относительно системы Ф.

Доказательство леммы 1 в точности совпадает с. доказательством, 
аналогичной леммы, приведенной в [3] (см; [3], стр. 341).

Перейдем к доказательству теоремы 2. Пусть {фпС*)}.,7_1 — неко­
торая полная ортонормированная система с условием (2). Согласно тео­
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реме Меньшова-Марцинкевича найдется последовательность номеров--
ОО

О = л(1)<л (2) • ■ такая, что если < со, торяд
/п-1

а г я (т+1)
2 Ё <№(*)

т=1 11-а (т+1)

будет сходиться п. в. Полагая, что в формулировке леммы 1 номера 
|п(/)||_| удовлетворяют вышеуказанному требованию теоремы Мень­
шова-Марцинкевича для системы {<рЛ (х)}“=1, мы можем согласно этой՛

лемме определить полиномы 0т (х) и функции хт (х) и ят (л) с усло-- 
виямы (3)—( 7) такие, что почти всюду сходились ряды

» Г 4(ж+1) -I
2 Ё с։(а/։ Ф) ^(х) , у = 1, 2,-.. . (8).
/п-1 )

Пусть теперь ё(х, у) такая интегрируемая функция, двойной ряд Фурье-- 
Хаара которой расходится п. в. Обозначим

1 1

Ьц = ё (х, у) К., (*) Ху {В) 4х ау, ։, у = 1, 2, • • •, (9)»

1
Ст=Ст (а/> Ф) = У а/(Х) (») Л ™ = 1, 2, •. (Ю)-

О

Известно, что двойные ряды Фурье-Хаара функций из Ь1 (У2) сходястя- 
в метрике Ьг(Р). В частности, это имеет место для функции ё(х, у), 
т. е. ряд

2 X ЬЧ /.Дх) Ху(у) (см. (9))
Д /-1

(IV)֊

сходится в £](/2). Следовательно, имея в виду определение системы типа- 
Хаара, найдется равнораспределенная с ё(х, у) функция /(х, у) такая, 
что

£֊(/!)»> о» ~ ~
/(х, у) = 2 2^Х4(х)Ху(у)- (И);

|=1 1

Аналогично, из расходимости п. в. ряда (11х) следует расходимость п. в..
ряда (11). Покажем, что

00 . / к (п+1) \_ 1£2'( 2 (с">)։У°С-5г.- = ։. 2.- -.

у—1 \т—»(п)+1 / X,

Имеем (см. (6), (7), (10))

(12).

4—255
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ш 2я՜2 “2^ 1
+ /Л-1 2' (/’ ~4п' ) =?-! (4 Г2 )' < ՛

Итак, неравенство (12) установлено.
Для доказательства теоремы достаточно доказать расходимость п. в. 

Двойного ряда Фурье вышеопределенной функции У) (см. (11)) по 
системе (<р„ (х) фт (г/)}“ «-1 (как отмечалось выше /(х, у) и у(х, у) 
равнораспред елейные).

Лемма 2. Все ряды

5 £ Ьи (2/(х) (у), (13)

у £ ьиу.1 ма/ (у)՛ 
1 = 1 1 = 1

(14)

£ 2 Ьи (х)х7 (у), (15)

£ 2 Ьи^(х)а.(у\ 
1-1 1=1

(16)

л де Ьц, ()1 и 1) определены выше (см. (3), (5), (9)), сходятся в мет­
рике В1 (Р). Причем ряды (14), (15) и (16) ещё сходятся п. в., а 
ряд (13) расходятся п. в..

Доказательство. Имея в виду (9) и определение системы 
■Хаара, легко убедиться, что

кТу7н1ч/։), £,/=1, 2,---. (17)

Используя этот факт, имеем

Но “1 (х) “/ (У Ж* (/«) = Н-'/| Мд>(/)
Г-1 <«™11— 1

Следовательно, ряд (16) сходится п. в. ив метрике £'(/2).
Докажем сходимость п. в. ряда (14). Обозначим

=|^^(0, 1); |а/(у)| С-Д-1./=1, 2,---. (18)
I 4 )

Используя (6) и неравенство Чебишева, имеем

тВу>1--1-, ;= 1, 2,.... (19)

Известно следующее неравенство (см. [3], стр. 83):

™(хе(о.!)._
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где есть абсолютная постоянная, a ct (f, /)—коэффициенты Фурье* 
Хаара некоторой функции / (х) £ (/). Отсюда, используя определе­
ние системы типа Хаара, получаем аналогичное неравенство

я» (* € (°. !)։ sup S ci (f< х) х, (х)|> 4 < у- (/). (20)-

Имеем (см. (9))
1 I

Bij = J J g(x, у) X, (х) Ху (у) dx dy — 

О о
1 1

= j [ j g (*• у) Xj (у) dy j Xi (x) dx. (21>

о 0

Это означает, что при фиксированном 1^7<оо, числа Ьц, ։=1, 2.....
являются коэффициентами Фурье-Хаара функции

1

(х) = | ? (х, у) /у (у) <1у, ] = 1, 2, • • •. (22)*
о

Очевидно, что

К/ 7 — 1» 2»՜ ■ ’ ■ (23)'

Следовательно, применяя неравенство (20) к функциям В], /=1, 2,... 
и обозначая 

Лу = |х£(0, 1); sup У6/уХ/(х) /•֊1. 2,- (24),< 2У

получаем (см. (21), (22), (23))

тА}>1- 1 ,/ = 1,2,.... (25).

Из определения системы типа Хаара следует, что (см. (21), (22)) ряды

£6//хДх), /-1, 2,--, (26)

сходятся п. в. и в метрике £’(/). Поэтому множество Ос (0, 1), на ко­
тором всё ряды сходятся п. в. одновременно, имеет полную меру. Из (25) 
следует, что множество 11Ш Лу тоже имеет полную меру. В итоге получим, 

что множество
А = ( и П Лу) П С (27)֊

в>1 У>л

имеет полную меру. Из (19) следует, что множество В = II П Вр
я>1 У«>л

тоже имеет полную меру. Следовательно, для сводимости п. в. ряда 
(14) достаточно доказать его сходимость л. в. на множестве А X Вс Р► 
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Итак, пусть (х0, у0) £ А Х.В—фиксированная точка. Имея в виду ха­
рактер множеств А и В, для любого е^>0 можно выбрать целое чис­
ло М такое, что

х0 £ А] при у > М, . (28)
Уа £ В։ при у > М, (299

2֊м 8

2
(30)

После этого, используя сходимость я. в. рядов (16) в точке х0 АсО 
(см. (27)), выберем такое IV, что

м ы£ Ё 7.1(хо)а/(Уо'> при №. (31)

При /п>Л1 и п>Л^, очевидно, что
л м ы м
ДДЬ0Х։(х)а.(у.)~

т пМ я ~
< *,<в) + 2 £ ^/Х/(^)а7(у) • 

)-М+1 2-1
(32)

Имеем (см. (18), (24), (28), (29))

£ Ьц у1 (х0) < 2У И |։У (у0)I < -^֊ при у>Л/. (33)

Следовательно (см. (30), (33))

У _1_=2_<±.
А. 2' 2^ 2 (34)

Из (31), (32) и (34) вытекает

Этим доказана сходимость ряда (14) в любой точке (л'о, Уо) £ АХ.В и, 
следовательно, его сходимость п. в.. Аналогично можно доказать сходи- 
-мость п. в. ряда (15).

Теперь докажем их сходимость в метрике £։(72). Сделаем это для 
ряда (14) (для ряда (15) оно аналогично). В силу базисности системы 
{х„ (-*))”-! в £՛ (/) и определения системы типа Хаара имеем

|£ (/, у) хДх)! < 1Д, п = 1, 2,...,
12-1 И)

где абсолютная постоянная, а с։(/, /) — коэффициенты Фурье- 
Хаара некоторой функции /(х) £' (/). Применяя это неравенство к 
функциям Гу, у 1. 2,--. (см. (22)), получаем (см. (21), (23))



О расходимости рядов 153

•С <^а V՜} Мл՛ (/>>• / — 1» 2. • (35)

Пусть задано число 8>0. Выберем целое число М такое, что

- е е
/Ли 327 2 (36)

Затем, используя сходимость в метрике £'(/) рядов (26) найдем целое 
число N такое, что

■ м л йеЁ Ё ^Х/(х)ау(у) <— прип>Л. (37)
|/-1 <=лЙН к1 (/•) 2

При п < Л/ нт>М имеем (см. ■(32). '(35), (36), '(37))

|у £ (*) (у) - £ 2 (х) а, (У)| <

< Ё Ё ^/Х<(х)ау(у) + X В’У№‘(/) Ё ЬЧ & (х) <
|/=1 <=л+1 Цд* 1/*) /=м+1 ||1=։ р (/)

е ’ ^/7ВА.(/.) е

Т+ Ъ п) <■6-
4 /=М + 1 I

Тем самым доказана сходимость рядов (14) и (15) в метрике £1(/?). 
•Сходимость в метрике £։(/2) ряда (13) непосредственно следует из схо­
димости в £1 (Т2) рядов (11), (14), (15), >(16) и равенства

0.1 (х) О] (у) = 7.{ (х) Х< (у) ֊ X/ (х) ау (у) —

— Л1 (х) X/ (у) + <4 (х) «у (у), (38)

которое следует из (5).
Расходимость п. в. ряда (13) вытекает из расходимости п. в. ряда 

(11) и сходимости п. в. рядов (14), (15) и (16), если иметь в виду (38).
Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Используя сходимость в мет­

рике рядов (13), (14), (15) и (16) (см. лемму 2), а также условие (2), 
вычислим коэффициенты Фурье апгп функции / (х, у) (см. (II)) по сис­
теме (<р„ (х) <?п (у))“ т-1- При к (рХ п ■< к(р 4- 1) и £(?)<т< 
<к(д+1) имеем (см. (2), (3), (5), (11), (10), (38))

I 1 
а"т== П/(х* 

о о

Фт (у) </х^ =

1 1
[ £ £ Ьц 7.1 (х) ху (у) (х) Чт (у) ду

1=1 /=1
о
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1 1

= е £ Ьи [ [ аы (&) 
(“1 у — 1 1* **О О

?„ (х) Гт (у) ** ^У +

1 1

«у (у) «я (*) Тт (у) 4* 4у +
о о

1 1

+ е £ ь‘> С [ а<(х) (х) ։рт (у) </х +/-) ;-1 и и о о

+ 5 £ Ьи [ (х) а, (у) Чп (х) <Рт (у) <1х <1у =
/-1 3 3о о

= ЬРО а, ат + ЬР> ап Ст' + Е Ь‘Ч ат С!/’ +

(39>

Для доказательства теоремы 2 достаточно доказать расходимость п. в. 
ряда

«О «О Г к (р+1) *(9+1) I
2 2 Е Е апт 'Ра М ‘ (4«)
р=1 9=11 л=<г(р)1֊։ т=*(9)4-1 I

для которого, как легко убедиться, имеем (см. (3), (39))
00 » Г к (р+1) к (9+1)

ЕЕ Е Е апт ЧпМчМ
р-1 9—1 I Л=4 (Р) +1 т—к (9) +1

= Е Е^^(х)(29(у) + 
р-1 9-1

® <я г а> * (9+1) 1

+ Е Е Е ЬР! Е Ст’ 'Рт +
Р-19-11 /—1 т-я (9)+1 )

“ х Г “ к (.Р+1) 1
+ ЕЕ <?Иу)Е^ Е <у>?«(*) +

р=1 9-1 I 1 = 1 П-к (р)+1 !

со 00 г ОО а> *(р + 1) 4(9+1) Т

Р—1 9 = 1 11=1 п—к (р)+1 т=к (9)+1

Итак, ряд (40) разложен на четыре ряда. Для первого из них

Е Е (х) О (у)
Р=1 9=1

имеем расходимость п. в. (см. лемму 2). Поэтому для доказательства рас­
ходимости п. в. ряда (40) достаточно доказать сходимость п. в. осталь­
ных трех рядов:

со 00 Г со

Е Е <?,(*) Е*р/9=1 9-1 [ /=1

4 (9-1) 

Е 
<"-* (9Ж

(41)
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оо оо г 00 * (р+1) I
ЕЕ <?7 (₽)£** У с« ?„(*) > (42)

р—1 I | /—] п-к^р)-*-! I

» оо г со со А (р+1) к (74-1) 1ЕЕ ЕЕ6'/ У У <осср?лСс)?т(7)I (43) 
р—1 ч—։ 11—։/=։ »—*(₽)+։/п=*(?)Н-1 1

Имеем (см. (12), (17))
оо ОО к (р+1) £(7"Н)
ЕЕ6'/ Е Е 

4 (/»+!) *(7+1)
] У (<°)։(сСр) 
р)+1 т-*7?)+1

< кк- (/»)

£1 (/։) 2? 2₽

Отсюда следует сходимость п. в. ряда (43).
Теперь докажем сходимость п. в. ряда (41). Имеем

СО со Г оо £(7+1) 1

ЕЕ <Мх)Е6р' Е <#%(»)=?
р-1 <7—1 I >-1 т^к (7) + * ]

оо 00 ■ — со к (^+1) I

= Е Е Р-₽ <*) Е Е ст *?,„ (л) - 
р—У 7 = 1 I у—1 <п—*(7) + 1 1
И ОО Г ОО к (?+1) I

-2 2 «с(«)£Ь/ 2 «!?».(») • <«)
р—1 ?■֊! I . /—։ т=к 1вН-։ 1

Имеем также (см. (6), (12), (17))

Ւ
« Д(<7^1) I

р(х)Е6* Е <7-1 .71=л 19)+1 |4‘ (/•>

°» / *(«+։) \1/2
< Ь (<•</, £ 1М Е Ш) < 

/-1 \rn-k <?)+! /

л/п “ I— / л։?-*՜1 х1'2֊<^„.,^>Тг2/у(^2>и(еИ-) <

Уд 1

Следовательно, имеем сходимость п. в. ряда 
ОО 00 Г ОО к (7+1) 1
ЕЕ ։'(*)Е*" Е ^^(я) • Р=1 7=1 I ;-1 «-* (7) И 1

Отсюда и из (44) следует, что для доказательства сходимости п. в. ряда 
(41) достаточно доказать сходимость п. в. ряда

00 00 > — со к (7+1)

ЕЕ р₽(х)Е6р/ Е (у) • (45)
р-1 7—1 I /о«1 т=Л(7։-1-1
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Для этого достаточно доказать что в фиксированной точке х £ Л (см, 
(27)) он сходится для п. в. у £ (О, 1). Итак, пусть Хо £ А. Тогда суще 
ствует такое число /?о .что

при /?0. (46)-
Учитывая (12), для любого целого М выберем такое число R(M)t что

м

»-։/=/? (Ж) +1
2'

/?QW)>/?0, (47>

(48>

Если через 5^, (х, у) обозначить частичную сумму ряда (45), то, 
обозначая

I». » г ~ ® * («4-1) ।
Ги,(х, у, М)= £ £ Хр (х) £ Ьр1 £ с^ч>т(у) , (49>

р-17—1 I /=.Л(Л<)+1 т=*и)-ч ]

, . и » г ~ «> к (?+Ц ֊1
/4,(х,у, М) = Ё £ Хр(х) у 6рУ £ с^<гт(у) , (50>

р-1 7-1 I т=я 1«)+1

получим

•$1, (х, у) = Лх, (х, у, М) + Яр, (х, у, М) = 1, 2,- •. . (51 >
Преобразуя (50), имеем

• л (Л) г г р. — 1Г ” *<?+։) 1
яи,(х, у, М)-= £ £ 6р/Хр(х) £ 2 <#?«(₽) • (52)

/=1 и р=1 л 7-1 т=Л (7)+1 )

Известна сходимость п.в. рядов (26) в точке х£ /сб (см. (27)).. 
Используя также сходимость п. в. рядов (8), получаем (см. (10), (52)) 

^Х°' д՝ М) = Н(х0, у, М) для п. в. 4,^(0, 1), (53)

где функции Н(хо, у, М), М—1, 2,..., являются п. в. конечными. С дру­
гой стороны, имеем ։(см. (24), (12), (46), (47), (48), (49))

II max 1/^, (х0, у, Я)||£, . < 
1 со ' '

Отсюда следует

i։?-։«?“- к-<х- »• ^)iLm=o.
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а это означает существование последовательности чисел Мп, п=1, 2,.. 
-таких, что для п. в. у £ (0. 1)

Нт тах (хв, у, Л/„)| = 0. (54)
я 1<|1, к ® '

Отсюда получим, что на множестве полной меры Ес (0, 1) выполняют­
ся условия (53) и (54). Пусть теперь уо € В и е>0.

Тогда существует целое число По такое, что
£ 

(х0՛ Уо, Л/„,)| < — • Ь V = 1, 2 -- . (55)
4

С другой стороны, из (53) следует существование такого числа Т, что 

(х0, у0, Мп,) — Н(х0, уо, М,,)|<-^- при н> Т. (56) 

Из (51), (52) и (56) получаем

(*0> У о) (хо< Уо'1 8
при 1*1, »1, ■*։ > Т.

Итак, доказана сходимость п. в. ряда ,45) и, тем самым, сходимость 
л. в. ряда (41). Сходимость и. в. ряда (42) доказывается аналогичным 
■образом. Теорема 2 доказана.

Из неё, как уже отмечалось, с учетом результата работы [2], сле­
дует теорема 1.

Замечание. Для полных ортонормированных систем общего вида 
(♦ят у№> т“1։ вообще говоря, теорема 1 неверна. Точнее, постро­
им пример такой полной ортонормированной системы [^пт (х, ։/)) П, /11=1» 
все двойные ряды Фурье по которой сходятся п. в. и в метрике А։ (/’)'

Известно, что существует измеримое отображение д(х):(0, 1)—* 
-►(0, 1)Х(0, 1) с условиями

1) Если х =/= у, то а (х) а (у),
2) Если Е — измеримое множество, то измеримо также в (£) и 

имеет место равенство тхЕ = таа (Е).
Пример такого отображения описывается в [4], стр. 94.
Обозначая Тп (х, у) = Х„(з-1(х, у)), п = 1, 2, - •• , где {Х„(х)}“-1 

система Хаара, получаем полную ортонормированную в Ь' (Р) систе­
му, для которой, как легко убедиться, все ряды Фурье

1
£ [/(/, а) Тп (I, з) Л Та (х, у) (Л) 

п-1 Л
О •

сходятся п. в. и в метрике Ь1(/2). Для неё справедливо

У т»[7’2*(х, ₽)^0}<оо. (57)
4=1

Теперь определим систему {2Пт (х, у)|” ш=1 с помощью системы 
(Гя (х, у)]я^=1. Для двойных индексов А = [и, 1); п =/= 2*, £=1, 2,- • •} 
полагаем 2л1 (х, у) = Тп(х, у) (л 2*). Для остальных же индексов
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(л, т)£Ас определим каждую функцию &пт (х, ^)((л> ) равной
одной функции Т2к(х, у), к = 1, 2,-• • > таким образом, чтобы этим 
осуществлялось взаимнооднозначное соответствие между семействами 
функций |2Я. (х, у); (л, тн)Мг) и { 7> (*. У>> к==}’ В силу
полноты системы | Тп (х, ։/))“-!» система {2ЛЛ> (х, у}п, т-1 тоже станет 
полной в £* (Р). Докажем, что все двойные ряды Фурье по этой сис­
теме сходятся п. в. и в метрике А1 (I2)- Пусть /(х, (/։) неко­
торая функция. Частичную сумму двойного ряда Фурье этой функ­
ции разложим на три слагаемых следующим образом (при этом ис­
пользуя определение системы (2ЛЛ։ (х, у)}п, т=1)

1 1 
/у М I* Р 
2 1! / (6 «) (*> 5)л у) =

п=1 т—1 и иО О

/(6 $) 2п1 (*. «) {11 2Л1(х, у) 4-

11՜
+ Е [ [/('. 5) ^т(1, 3)Л Л2лт (х, у) =

(п, т)^А‘ О

1<т<М

Т„ (/, э) Л сЬ Тп (х, у) —
о

I 1
/ (Л ։) Т2к (<, з) Л 4$ Т2к (х, г/)֊!֊

2* <№ о

1 1
+ 2 [ С/(С 5) 2"<п (*> «) Л (18 2лт (X, у).

(я, т)Р.Ас 
1<п<^ “ ‘
1<т<М

Во втором и третьем слагаемых участвуют только функции Т2ь (х, у), 
Поэтому в силу (57), они сходятся п. в. и в метрике 

А1 (/’) при N, М--*оо. Первое слагаемое тоже сходится п. в. и в мет­
рике А1 (/’), так как оно является частичной суммой ряде Фурье функ­
ции/(х, у՝) по системе [7’Л(х, у)}“-!. Отсюда следует, что все двой­
ные ряды Фурье по системе (2лл։(х, ^)}" И=1 сходятся п. в. и в мет­
рике £։ (/’) (по Прингсхейму).

В заключение выражаю благодарность А. А. Талаляну, под руко­
водством которого выполнена настоящая работа.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступала 26. II. 1986
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"Դ. Ա. ԿԱՐԱԳՈեԼՅԱՆ. Qum լրիվ օրթօնորմավռրված ճամակարզերի Ֆօւրյեի կրկնակի շարքերի 
տարամիտօւթյան մասին (ամփափոս!)

Աշխատանքում ապացուցվում է'
HtfU. Դիցսլր i?n(x))X.l սահմանափակ ֆսձկցիանևրից բաղկացած յրիվ օր- 

վէսնարմավսրվաէ համակարգ է։ Ւսկ X (0 : 10» Օօ)—• [0, օօ), X (0) ֊֊ 0, մսնստսն աճող ան- 
ընգհատ ֆսձկցիա ք, *րր բավարարում է'

lim

պայմանին։ Այգ գհպքսւմ gnjuiftjrtii „ձի X (ձ) դա и ին պատկանսզ ք (х, у) ֆսձկցիա 
U (|/(*. j)l)€i։(^*)> "ff *"44եՒ կրկնակի շարցը ըստ (?„ (x) <fm (у)} “/„-j հա- 
մակարդի համարյա ամենուրեք տարամետ է Պ րինգսհեյմի մեթոդով (04 )^հ(0։1) քառակուսու 
վրա.

Այս արդյոձքը ընդհանրացնաւմ է ձաարի {-Հ„(ւ) TnWin, И-l կրկնակի համակարգի 
համար հայտնի անալոգ իեորեմը ձևակերպված [2] աշիսատանքսլմ ։

G. A. KARAGULIAN. On the divergence of Fourier double eerie* by complete 
orthonormal eyeeeme (summary)

Theorem. Let {<рл (x))“=։ be a complete orthonormal system including a boun­
ded functions, and let X (1) : [0, oo)-► [0, օօ), X (0) = 0, be a continuous increasing 
unction for which

Ж- = о.
«-°» t In* t

Then there exists a function fix, y) from the class X (£) (X ([/(x, )> who
se double Fourier series by the System (?я (x) fm ($0)“ m=1 divergens almost every­
where by method of Pringsbeim;

This result generalizes analogous theorem of [2] for Haar double system 
Un<*) Նո<^)1“ m=l
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В. В. АНДРИЕВСКИЙ

О МЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ОТОБРАЖАЮЩЕЙ 
ФУНКЦИИ РИМАНА ДЛЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ К 

КОНТИНУУМУ БЕЗ ВНЕШНИХ НУЛЕВЫХ 
УГЛОВ ОБЛАСТИ

В 1959—1963 гг. В. К. Дзядыком [1—3] для некоторых областей 
G с кусочно-гладкой границей была получена конструктивная характе­
ристика аналитических в G и удовлетворяющих условию Гельдера в G 
функций. Центральную роль в этом описании играет расстояние р л (z) 
от граничной точки z^dG до R-тл линии уровня (/?2>1) функции Ф (z)r 
конформно и однолистно отображающей область C\G( С —расширен­
ная комплексная плоскость) на внешность единичного круга со стандарт­

ной нормировкой в оо. Очевидно, что расстояние рд (z) зависит от свойств 
функции Ф (z) или, что то же самое, от геометрического строения обла­
сти G. В дальнейшем вти результаты распространялись на более общие 
множества В. К. Дзядыком, Н. А. Лебедевым, Н.. А. Широковым, П. М. 
Тамразовым, В. И. Белым и др. (подробный обзор можно найти в мо­
нографии [4], глава IX).

В работах [5—7] были найдены два геометрических условия на 
континуум Э3?։ которые достаточны и при некоторых дополнительных 
предположениях необходимы для того, чтобы на Ж имела место прямая 
теорема В. К. Дзядыка. В формулировке этих условий, подобно построе­
ниям работ [8, 9], использовано понятие модуля четырехсторонника (см. 
[10, 11]), который хотя и зависит от конфигурации четырехсторонника, 
но, как известно, не является столь же геометричной характеристикой, 
как, например, диаметр или площадь.

Указанный факт делает необходимым более детальное изучение с®* 
держащихся в [5—7] геометрических условий и Их связи с метрическими 
свойствами отображающей функции Ф (z),

§ 1. Основные определения и результаты

Пусть SR cz С — конечный континуум (diam 2)? >0) с односвязным 
дополнением 2 = CX2R и границей L = д 2J?, функция w = Ф (я) 

df
конформно и однолистно отображает 2 на 2'= [w : |w| > 1], причем 
ф (оо) = оо, ф' (оо) 0.

Следуя [5—7] будем говорить, что Ж £ Н, если любые точки z 
и C£2R можно соединить дугой у (я, С)с2R, длина которой удовлет­
воряет условию
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mes т (z, r-)<C\z-l\. С=С(2Х)>1.. (1)
Континуумы класса Н в силу определяющего их условия (1) есте­

ственно называть континуумами без внешних нулевых углов. Тем же сим­

волом Ф будем обозначать гомеоморфизм между компактификацией й 
области Й простыми концами по Каратеодори (см. [12], стр. 45—50) и 

df - df ~
Й, совпадающий в S2 с отображением Ф (z). Пусть Чг= Ф , L ■— S \ 
\й.

Теорема 1. Пусть 2X 6 77. Тогда-. все простые концы Z£

первого рода, т. е. имеют одноточечные тела \Z\ = Z£ L; (II) 
каждая точка'z 6 L имеет кратность, не превосходящую некоторого 
числа к = к (2Х) > 1, т. е. может быть телом не более к простых 
концов.

Будем говорить, что дуга fcQ отделяет простые концы Z1։ 

^»>•••(6$) от простых концов Z„ Z։,--(6$2)> если й\? состоит из. 
двух связных компонент, к одной из которых примыкают Z1։ Z։,••• , 
а к другой — Z„ г։,---(под примыканием простого конца понимается 
тот факт, что в области и подобласти он может быть определен од­
ной и той же цепью сечений). В дальнейшем, не оговариваясь особо, 
будем рассматривать только локально-спрямляемые дуги и кривые.

Через tz (г), Z^_L, г > О обозначим дугу на окружности (С: |С— 
— z| = г|, = = \Z\, отделяющую Z от о։ (если таких дуг несколько, 
то в качестве Tfz (г) выбираем ту из них, которая отделяет Z от всех 

<и
остальных). При 0 < г < R d/2, d=- diam 2Х, дуги yz (г) и fz (R) 
являются сторонами некоторого четырехсторонника Qz(r, R)ей, две 
другие стороны которого—части границы L. Через mz (г, R) обозна­
чим его модуль [8 — 11], т. е. модуль семейства дуг, разделяющих в 
Qz (r, R) стороны 7Z (г)' и 7Z (R).

В дальнейшем через С, Ci,... будем обозначать неотрицательные кон­
станты, а через e, 8j,...—достаточно малые неотрицательные константы, 
в различных соотношениях, вообще говоря, различные и зависящие 
только от континуума 2Х.

Теорема 2. Пусть 2Х 6 77, ZQL, 0 < r2 < r8 < d/2. Тогда 

Q<2mz (r1։ г8) — [mz (r։, r։) + mz (r։, r3)] < Ct; (2)-

— In < mz (г1։ г։) < С։ 1п +С8. (3)
2r. rt rt

Будем говорить, что 2X6 77* (см. [5—7]), если 2X6 77 и для лю­

бых простых концов Z и Z 6 L со свойством |л — Ц, < в [z = |Z/, С =- 
= |Z|) выполняется неравенство

\mz (|z - С|, е) - mz (|z - Q, e)[ < C. (4).
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Пусть 26 £, 2 £ 2. Через гг (2) обозначим точную верхнюю грань 
-тех г>0, для которых дуга (г) отделяет 2- от 2.

Если ЭХ 6 Я, то непосредственно из определения вытекает соотно­
шение ,

\г - ч| < С гг (2); г = |2|, С = |2|. (5)

При проверке условия (4) полезен суледующий результат.

Теорема 3. Пусть ЭХ 6Н‘, 2 и 2 6£, я = |2| 6 £, С = |£| £ £, 
О < |я — С| < в < г//2. Тогда: (I) если тг (2) < С |я — С|, то выполня­
ется соотношение (4); (II) е'сли гг (2) > |г — 3, то соотношение (4) 
эквивалентно условию

\тг 0х '1՝ гг тт- О* ^1’ гг (^))| Ср (6)

При рассмотрении задач теории приближения, которые привели к 
необходимости введения классов Н и Н*, отдельному изучению подвер­
гается случай, когда ЯХ=£—конечная жорданова дуга.

Дуги класса Н принято называть кваэигладкими (см. [13]). Каж­
дая точка 2 6 £, за исключением ее концов, является телом двух различ-

.ных простых концов 2' и Р £ Ь.
Теорема 4. Для того чтобы квазигладкая дуга £ 6 Н*, необхо­

димо и достаточно, чтобы при всех г = |2'| = 6 £\{я։, х։| и
<Л

О <8 < в2-= пйп ||г — г։/, |г — г։|| и г։ — концы дуги Ь) выполня­
лось неравенство

1тг,0, ег) — тг,(Ъ, е,)|Х С. (7)

Теорема 4 дает удобное для геометрической проверки описание квази­
гладких дуг £ £ Н*. Условие (7) отражает в некотором смысле «сим­
метрию» дуги £ £ Н* и ассоциируется с гладкостью (т. е. с непрерывным 
изменением касательной к дуге Ь). Однако, как показывают приводимые 
ниже примеры 1 и 2, эти условия имеют существенно разную природу.

Пример 1. Дугу Ь1 в плоскости переменного 2=х-\-1у зададим в 
виде графика функции

у = \х\1\п1/\х\. |х| < 1/2, 
£՝ — гладкая, но £* Т Н*.

Пример 2. Определим последовательность точек Х1 > Х2 >■ .... 
Иш хп = 0, пользуясь следующим рекуррентным правилом. Положим Я-*«о

■ Х1 = 1- Точку хя+1, п = 1, 2 - • • находим из условия

(I + «2)и + (1 + х.м)" - 2 + X, - х..,.

'Положим далее 7Я = |г: |х — х,| = 1 + — 1, (—1)’1тх>0| и
рассмотрим дугу

£» = [-1, 0]и ( и Тя)- 
՝ / I

но ее касательная терпит разрыв в начале координат.



О свойствах функции Римана 163-

§ 2. Континуумы классов Н н Н*

Доказательство теоремы 1. Как известно [12, стр. 45— 

50], всякий простой конец 2 можно определить последовательностью 
круговых сечений 2... (с концами, соответственно, в точках С* 
и £), диаметры которых дк стремятся к 0 тц>и к — оо. Соединим 
точки С* и С* дугой 7 (ч*, С*) с Я)? со свойством

шее 7 (С*, С*) < С —С*| < С dk.

Таким образом, тело \2\ простого конца £££ можно заключить в об­
ласть, ограниченную кривой 7 117՜՝*, £*) и диаметром < Сх б к, £«!>. 
2, • • • . Следовательно, оно является точкой.

Пусть теперь произвольная точка является телом более, 
чем и простых концов Хп,- • • . Для достаточно малых г 0՛
имеем

И = 0։ ։ ։> / = 1. «•

Повторяя рассуждения из первой части доказательства теоремы 1, не­
трудно заметить, что

шее (г) > С г, у = 1, л.
Таким образом • ■ •

откуда следует искомое неравенство л к = к (SK).
Приведем необходимые в дальнейшем факты о свойствах континуума՛ 

SR£ Н, доказательство которых для случая области с жордановой гра- 
ницей содержится в [5] и в общем случае совершенно аналогично.

На протяжении всего § 2 будем считать, что SR £ Н.

Лемма 1. Пусть дуга 7^2 отделяет простой, конец 
от со, \Z\ = z^L, С67»

« fle-xR1, 2, е֊ч!— <е;
рг с (5) = . С — z

0, во всех остальных случаях.
Т огда

Jpz,c(omi>c. 
т

Лемма 2. Отображение Ф (Q при всех Z(^L и г>0 удовлет­
воряет условию

sup |Ф(С)-Ф(2)Х inf |Ф(С)-Ф(2)|,
<бтд(г)

где под символом А^В понимается неравенство СХА В С։Д՛՜
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Для Z^L положим

Гг = [С : се 2. arg Ф (О = arg Ф (2)|.
■Если С е Ъ, z ==> \Z\, то имеют место соотношения 

df
inf |5 - q = </(C, £)^rz(Q^|z-q. (8)
-QL

Лемма 3. Пусть Zj^Ll |Z| =z£L; C։ и Ф (Z) = т, Ф(Су) = 
֊=ш/> j — 1« 2« Тогда условия \z—C։| <C։ |z—’։| и |т — ш։| < С։(т—w։ 
■эквивалентны.

Согласно лемме 2 отображение Ф (С) обладает по терминологии 
работы [8] слабым (ÄQ-свойством, следовательно, для (|z — Z|), 

Z£L, z = |Z/, |C — z| < г <e d/2, справе<ливо соотношение (см. [81, 
•следствие 3)

|Ф (С) - Ф (Z)| X ехр I— к mz (|z — С, s)|. (9)

Этот факт в случае континуумов класса И допускает некоторое до­
полнение.

Лемма 4. Пусть Z^L, z = [Z] £L, С £ Г z, К -• z\ <^е< di'2. Тог- 
.да имеет место соотношение (9).

Доказательство. Через Г2(£) обозначим часть дуги Гг, 
лежащую между точками Z и С. Не ограничивая общности можно считать, 
что \z—CICCj՜1 е, где Cj достаточно велико. Положим

71 = 7z (Сё՜1 \z - С|), Ъ = lz (С։ \z - С|), 

где константа С2 (1^С2<С։) выбрана так, чтобы нашлись точки

«7i П (С), СаеаП[Гг\ГгС)] 

(существование такой константы гарантирует лемма 3).
Положим Ф (Z) = t, Ф (С/)= /=1, 2. Пэ лемме 3 |t — ш,| Х|т—ш։|
-а по построению |t — w։| < |t — w| < |т — w։’. Следовательно, имеем

|: — w| Ж — w։| ехр |— к mz (|z — С։/, s)j <

< ехр |— п mz (lz — C|, e)|.
Аналогично

|- — w| ~ I֊ — wa| Ж exp I - z mz (|s - C։|, s) | <

< exp (— it mz . |z — e)|.

Простым следствием леммы 4 является следующий факт.

Пусть Z^L, 0 < Г] < е, j = 1, 2. Для того, чтобы выполнялось 
■соотношение

\™z (ri> е) — mz (г։» е)1 < С, (10)

необходимо и Достаточно, чтобы Г1Жг2.



'0 свойствах функция Римана 165

Действительно, возьмем произвольно точки О(Тд Л 72 (г), у = 1, 
2 и положим Ф (Д) — *, Ф (Су) = и>р у = 1, 2. Согласно лемме 4 имеем 

|'— »у|Хехр {« тг (гр в)1, у 1, 2.

Следовательно, .неравенство (10) эквивалентно условию |т—»։)Ж 
I" — ша| которое, в свою очередь, в силу леммы 3, эквивалентно соот­

ношению Г2.
Доказательство теоремы 2. Левая часть неравенства (2) 

следует из известных свойств модулей семейств кривых (см., например. 
{Ю], стр. 21<). Докажем правую часть. Через Г/,/ = Гг (гр гу), ։=1, 2» 

<и
у = 2, 3 (Т2, 2=0) обозначим семейство дуг, отделяющих в Ог (г/։ г^) 
сторону у2 (г;) от стороны (г;). Согласно определению модуля се­
мейств кривых [10, 11] найдутся такие допустимые (т. е. заданные в 
С, неотрицателные, измеримые, суммируемые с квадратом) функции 
Р* (О, = 1„ 2, для которых

^*(Г*.* + 1)* ։п( [р, (0X1 = 1;
1ЬГк. Л + 1 у 

т аг с г>
А (₽*' = ] ] С 1Г*’ Г*+1) + 1֊

с
Положим далее

«2, е-1< 11=^1 <е;
Рз (С) = Г2

(О, во всех остальных случаях, 

где константа С1 выбрана настолько большой чтобы для всех дуг 
]с2, 7 П 72 (га) =/= 0. отделяющих простой^ конец 2^ от оо, вы* 

полнилось условие р3 (С) |Л|> 1 (существование такой константы вы- 

т
текает из леммы 1). Рассмотрим допустимую функцию 

аг
р (0 = тах р. .(С). Очевидно 

к -1, 2, з
£ДГ1֊з)= Ы [Р (С)Х1 = 1, 

тбг1, з ' 
т 

следовательно 
3 Г Г

(го г8) < £ р{ (0 <
*-1 У У 

с
< тг (г1։ г։) + тг (г։, г3) + Са, 

что и утверждается в неравенстве (2).
Левая часть неравенства (3) становится очевидной, если учесть вло­

жение Г1,2=>{т2 (г) : Г1 < г < г։}՛ ДАЯ доказательства правой части 
рассмотрим точки (Г/) П УГ = 1’ ДАЯ КОТОРЫУ
5-255 ___
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Гх(С։)\Гх(С։)с<2х(г։, г։).

Согласно лемме 3 имеем

С8 г, |х — С| < С« г„ С£Г2 (С։)-\Гл (£։)•

Рассмотрим допустимую функцию ,

... (|С — х| \ С3 г։/е л֊ |С -| -С- С4 е г։,
Р (*) — ]

10, во всех остальных случаях.

Учитывая лемму 1 и тот факт, что

7П[Гд(С,)\Гг(С,)]¥= 0. Т€Г1,2,

имеем £Р(Г։>։)>- Сь, в то время как

Л (р) = | у р։ (С) < Со 1п — + С„ 

с

откуда вытекает правая часть неравенства (3).
Доказательство теоремы 3. Не ограничивая общности пред­

положим, что |х—£| достаточно мало. Положим

А = ппп [|х — С| +• гг (2), е/2}.

Теорема 2 позволяет выписать следующие соотношения:

тг (|г — С|, е) = тг (|х — С|, Л) 4֊ лг2 (А, е) 4- 81։ (Ц)

тг (Iх — ՝!> е) = тг (Iх ~ А) + тг (Ь> е) + 8։> (12)

где |г — С| е/2, 0 < 8; -< С1։ у = 1, 2. Покажем, что
|шг (А, е) — тг (Л, е)| < С։. (13)

Для этого достаточно рассмотреть случай малых Л, так как если Л X е, 
то каждый из входящих в неравенство (13) модулей оценивается сверху 
по теореме 2 константой. При малых Л в силу леммы 3 и оценки (5) 
имеет место вложение четырехсторонников

Сг(С8А, С4)с$2(Л, е)с(2г(СьЛ, Со).

Следовательно

тг (А, е) < С, + тг (С3 А, С4) •< С, + тг (к, е) <

< С7 + тг (С6 А, Св) -< С8 4- тг (А, е).

Сопоставляя соотношения (11)—-(13) находим

|[т2 (/х — С|, е) — тг (|х — С/, в)] —

- [тг (х - С|, А) - тг (\г - С|, А)]|.< Св.

Для завершения доказательства теоремы 3 остается воспользоваться в 
каждом из оговариваемых в условиях (I) и (II) случаях теоремой 2.
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§ 3. Квазигладкие дуги на класса Н*

Для R > 1, 7 и 2££ положим

;Л = ЧГ[/?Ф(Д)|, с~=т[/еф(г)].

Лемма 5 (см. [5]). Пусть Следующие условия эквива- 

лентны: (1) (И) у7?>1, / и 2££, \х — С| < С |г— кл](։ = |Д|,
С = |2|) выполняется соотношение

К ~• ’л?| л к ~ *я1 • (14)

Пусть Ж=£—конечная квазигладкая дуга, з։ и г։ — ее концы. 
При R^>՝l, /=1, 2 положим Ф(гу) = х/։

$։ = {’:Л1>1» агг‘с։<агг'г<аггт2|, 0^=2' \21։

йу = Ф(а;՜), 2у = чч2Л £у=2'п£,

А={адгу, |Ф(С)| = /?1, р^)=։п( 
седу

Как уже отмечалось, каждая точка 2^£\|г։, с։) является телом двух

•простых концов и Д’£2Л

Лемма 6 (см. [14]]. Пусть 2*£йу, С* = |2*|£2У, Ф (2*) = ш, 
/ = 1, 2, к — ^, 2, 3. Тогда условия |С։ — С։| С С։ |С։ — С8| и |ш։—п>։|-< 
< С։\ю։— ш8| эквивалентны.

Применение леммы 6 к различным конкретно выбираемым тройкам 
точек позволяет убедиться в справедливости при /?>1, г и $ £, /=1, 2 
■следующих соотношений:

р£(г)~|г —г£|, (15)

К—С^|ЖР^(Д если |С — г|<Ср'(г), (16)

тле 5^ = ’Г[/?Ф(5У)], 5УС£У, |5У| = 5С£.

Следуя [9] через Г(2։, 2։; 28; £2), 2*£2, &=1, 2, 3 обозначим 
■семейство локально-спрямляемых дуг и кривых 7 с: 2, отделяющих 
простые концы 2։ и 2։ от 28 и °о

Доказательство теоремы 4. Согласно лемме 5 мы должны 
убедиться, что справедливость неравенства (7) эквивалентна выполни­
мости соотношения (14). Если 2 и Т. принадлежат одновременно одному 
к тому же 2-У /=1, 2, то соотношение (14) автоматически выполняется 
в силу неравенств (15) и (16). Если же 2 и 2 принадлежат разным 
ЛУ, то согласно (15) и (16) проверка соотношения (14) элементарно 
сводится к рассмотрению только случая 121 = 12 |. Итак, пусть точка



168 В. В. Андриевский

z££\{z։, г։) является телом простых концов и Для до­
казательства теоремы 4 необходимо показать, что неравенство (7) эк­
вивалентно соотношению

I* — — 4/, Л > 1. (17}

Пусть для определенности е, = |z — z։|. Положим Ф(г։) = ''n. Ф (ZJ)= 

= Ф (zJK) = vJK, j — 1, 2. Через С,£2 обозначим точку со свойства­
ми

|z — «1| =■ |С։ — zj, arg Ф (С։) = arg i0.
В силу леммы 6, примененной к точкам z։, и z, имеем

df . ~j
Рассмотрим семейства кривых Г/ = Г (Z, zr\ z։; 2), Г/ = Ф(Гу), j = 
= 1, 2. Относительно их модулей можно сказать следующее (см. [9])t 

1т(Г'>-11”(!¥L4+1)<с-

Таким образом, имеем

|т (Г,) - т (Г3)| = !т (П) - т (Г^ < Са. (18}

Положим далее Гу = г(z։), rz=r(:JR), j=l, 2. Согласно оценке (8)

r'j — 'z “ 41՛ .
Кроме того, Гу|z — zj, j = 1, 2. Действительно, определим 

точку С£2^ П 1^у(гу/2) из условия а^Ф(С) = arg тЛ В силу леммы 2 

՝Ф (С) — т-/| С3 /т0 — т>|. Применяя лемму б, получим

rj = 2 1C — z\ < Ci |z — zj.

Неравенство в обратную сторону следует из оценки (5). Предположим 
теперь, что имеет место неравенство (7) и докажем справедливость 
оценки (17). Если г^Гу хотя бы при одном j=1, 2 (например при 

7 = 1), то |z-z։|<C5 |z — zp| и согласно соотношениям (15) и (16)

|z — z₽/ — рр (z’J^PpCzj)^ \z — zp|.

Следовательно, нетривиальным является случай, когда Гу>г, /=1, 2. 
При этом имеет место неравенство

— Со < т (Гу) — (г], Съ /՝ = 1, 2.
(19}

Действительно, зафиксируем индекс /. Левая часть неравенства (19) 
следует из теоремы 1 и того факта, что семейство Гу содержит в себе при. 
любом достаточно малом 81 > О семейство дуг, разделяющих в четырех­
стороннике С?, (г'։ + е„ Гу — е։) дуги (г'. + в։) и т^у (гу— е։). Для 

доказательства правой части проведем следующие рассуждения. Че­
рез р։ (?) обозначим допустимую функцию, удовлетворяющую условиям
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inf [ Р1 (?) |<Ä| =1, 
lei-; /

где Г} — семейство дуг тс(^у(г^, гу), разделяющих 7*; (г)) и у у (гу) 

Положим далее
С8/|? —с|, гу/е<|? — я|<2егу

р։ (?) = или rj/(2e)-<|« — z|-<erj;

О, во всех остальных случаях,

где константа Се выбрана настолько большой, чтобы всякая дуга у ей 
отделяющая простой конец %1 от оо, для которой

7 Л[Тг/(г/)иТг/ (г;)] * 0>

удовлетворяла условию J р։(?) |rf?|^l (такая константа найдется в 
—4

силу леммы 1). 
df

Рассмотрим допустимую функцию р (?) = шах ч ։ (?), р։(?)}. В си­
лу сделанных предложений

ш( Гр(?)|<й|=1, 
7бг/ и

•Т
У р’(?) <Л1^у(г}, Гу) + С9,

откуда следует правая часть соотношения (19).
Комбинируя неравенства (18) и (19) получим

1^д։(,’1> П) ^27 (г2> г։)| С10" (29)

Пусть для определенности т\ <г ։. Пользуясь теоремой 2, неравенство 
(20) перепишем в виде

я։г,(гр гр<Си,
откуда заключаем, что г'3 < С1։ г'г Окончательно имеем

Покажем теперь как из соотношения (17) следует оценка (7). При 
фиксированном / в качестве возьмем первую при движении по 

Г^у = (С : arg Ф (С) *= arg Ф (2')} от точки z точку пересечения Г у ß 

П7^у(3), где 08<^e2 = |z — zt| — произвольное число. Положим R] = 

= |Ф (Су)|. Очевидно
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ՀԼր (Су) = |я-СУ|=8.
1 г'

Соотношение (17) в совокупности с леммой 6 указывает на то, что

Я,—0——1. Рассмотрим семейства кривых ГУ^Г (£', Су; 2),
, иг

Г/=Ф(ГУ), у=1, 2. Их модули можно оценить следующим образом 
(см. [9]):

Следовательно

\т (Г։) - т (Г,)| = |т (П) - т (Ռ)| < С։. (21)

Неравенство (19), в котром положено К = с учетом теремы 2 пере- 
пишется в виде

|т(Гу)-т у(8, |д-2,1) < С։, у = 1, 2. (22)

Необходимое соотношение (7) немедленно следует из оценок (21) и (22).
Обоснование примера 1. Положим 2=0, при этом е։ = 

= (1 + 1/1п’2)1,։/2. Пусть для определенности (0, при некото­
ром достаточно малом е 0. Нетрудно видеть, что при 0 < 8 < ех име­
ют место неравенства

т2, (8, ех) >■ — 1п - 4֊ С, 1п |1п 8|,
К о

т2, (8, »,) < — 1п > 
1է о

откуда заключаем, что

тг, (8, е։ — тг, (8, е։) С։ 1п |1п 8| — С4.

Следовательно в начале координат нарушается условие (7) и по теореме 
4 Լ1 £ Н*.

Обоснование примера 2. Несложный подсчет показывает, 
что для любой точки 2 £ Լ2 и 0<б<8։ выполняется неравенство

I 1 е I
тп , (о, ех)-------Ь-— < С, յ = 1, 2,

\ г тг б |

откуда следует соотношение (7). А значит по теореме 4 £2£/7*.
Институт прикладной математики
и механики АН УССР, г. Донецк Поступила 28. I. 1985

Վ. Վ. ԱՆԴՐԵՎՍԿԻ. Երկրաչափական հատկությունների մաստի, որոնք արտահայտում են Ռի- 
մանի ֆունկցիան, կոնաինումի к նրան լրացնող, առանց արտաքին զրոյական անկյունների, 
տիրույթի համար (ամփոփում)

Աշխատանքում ուսումնասիրվել են մի քանի հատկություններ, հարթ կոնտինումի և նրան 
լրացնող տիրույթին, որոնք բավարարում են երկու երկրաչափական տվյալների, և մեծ դեր 
են խաղում կոմսԱեքս փոփոխականի ֆունկցիաների կոնստրուկտիվ տեսությունումւ
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V. V. ANDRIEVSKII. On the metrical properties of Rieman’s mapping function for 
the region supplemented to continuum without external zero angles (summary)

The properties of planar continue and their complementary regions which sati­
sfy two geometrical conditions are studied. They are importance for the constructive 
theory of functions of the ccmlex variable.
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С. С. АКБАРОВ

О СТЕПЕННЫХ РЯДАХ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ В 
НЕНОРМИРУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Как известно, область сходимости всякого степенного ряда

ЕЛ..ЦС (1)

является кругом на комплексной плоскости С (возможно, нулевого или 
бесконечного радиуса) с точностью до точек на границе. Этот факт яв- 
ляетя следствием леммы Абеля, согласно которой область сходимости 
ряда (1) (с числовыми коэффициентами) вместе с любой своей точкой кц 
содержит и все точки, по модулю меньшие %о.‘

Легко проверить, что лемма Абеля выполняется и в случае, когда 
коэффициенты {хп} степенного ряда (1) являются векторами какого- 
нибудь банахова пространства, а сходимость понимается в метрике 
этого пространства. С другой стороны, как показал В. Желязко [1] в 
пространстве 5 измеримых по Лебегу функций на отрезке [0, 1] с то­
пологией сходимости по мере можно указать последовательность векторов 
{л'п} такую, что область сходимости ряда (1) совпадает с любым напе­
ред заданным конечным множеством в С, содержащим нуль. В связи с 
этим возникают следующие впросы:
1) какие вообще множества на комплексной плоскости могут быть обла­
стями сходимости степенных рядов с коэффициентами из различных топо­
логических векторных пространств (ТВП) ?
2) каким требованиям нужно подчинить ТВП, чтобы исключить воз­
можность появления в нем степенных рядов с аномальной областью схо­
димости?

Их рассмтрению и посвящена настоящая работа.

1. Степенные ряды в пространстве 5

В этом пункте мы коснемся вопроса о том, какой может быть об­
ласть сходимости степенного ряда в уже упомянутом пространстве $ 
(см., напр., [2], стр. 63). Первому содержательному утверждению мы 
предпошлем две несложные числовые леммы.

Лемма 1. Существует стремящаяся к бесконечнсти последователь­
ность натуральных чисел {Ль}, обладающая свойствами:

<» н. ՝
/? */Л’<оо, (2)

*=1

у£> 0 ----- > оо. (3)
А-* «•
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Доказательство. Нам достаточно просто выбрать монотонную- 
последовательность {ft} со свойствами У 1/А։ •< 1/Z! и

положить hk — I՜*՜*՛fi-i -С k<Zfi■ Мы получим

1/F< У /?'//!< оо, 
*=։ “։ м 1=1

Р Rhk> RK,։> hk\ £**-> oo , у/?> 0. 
л - «

Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть {fi} и {gi}—произвольные последовательности на­

туральных чисел, причем {/;} стремится к бесконечности. Существует 
последовательность {ал} положительных чисел, обладающая свойствами?

2 а* = оо, (4>
я=1

У а* - 0. (5>
1-а. 

Доказательство. Совершенно очевидно, что нам достаточно 
рассмотреть случай, когда ]//) и монотонны и ft^gi- Выберем: 
последовательность индексов ma ։ g- <.tm и положим a4=l/n(g_ — 

~8т„_^ ПРИ S.-nn_} <k ՝< %тп (““ считаем, что go = zno = O). Легко- 
проверить, что последовательность 1а*| будет искомой. Лемма 2 до­
казана.

Отметим попутно, что построенная нами последовательность обла­
дает следующими дополнительными свойствами: для любого k

0<аА<1, (6)-

аА-0. (7)

Лемма 3. Для всякой последовательности полиномов {Ра} суще­
ствует степенной ряд (1) в пространстве S с областью сходимости D, 
удовлетворяющей ограничениям:

p.£C:‘TtalP* (л)|<1|и(0}сРс)л^С: Ит |р4()-)|< l)U{0|. 
* А

Доказательство. 1. Обозначим £={).: lim (k)| < 1},. 
F = р.: lim ря (>֊)| -С И и отметим ^следующие очевидные свойства этих 
множеств:

VHf Л’1 п рДХЯ-О, (8)
k<l<ik k— =։

1 П (9)
Л к<ки к~»

2. Рассмотрим последовательность {йл} с описанными в лемме 1 
свойствами и положим

qk (')= П pt (X).
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Обозначим через Ьпк коэффициент при П-й степени аргумента в полиноме 
Чк и выберем строго растущую последовательность такую, что

<?*(х) £ Xя Ь1.

Вспомним, что {Лл} стремится к бесконечности, поэтому при всяком 
фиксированном п лишь конечное множество чисел \Ь%; к£/У] отлично 
от нуля. Выберем монотонную последовательность {йп}, обладающую 
свойством:

V" V* > М2 = 0. (10)

3. Положим /1= к-*-*- <1к-\ I < 4к и применим лемму 2 к после­
довательностям [//} и {#>}- Пусть [аА| — последовательность, обла­
дающая свойствами (4) —(7). Положим т0 =0, т1 = тах[1^Л/:

X а. < 1}, тогда

(11)

4. Каждому индексу / £ № поставим в соответствие полуинтервал 
на действительной оси М( = [0, 2 в, [. В силу (11) все \М1 ]

л։/—1<А<т I
являются подмножествами отрезка [0, 1], причем из условия (7) не­
медленно следует, что

р(Л/))= X
/Л А / «* ОО

5. Разобьем каждый полуинтервал М[ на полуинтервалы {/*; 
т1_1 < £ < т,} с длинами (аА; т1_1 < к < п^]. Пусть (уА| — индика­
торные функции множеств (/*):

У*(0={ о, <€[0, 1]\7?
1,

Каждому X £ С поставим в соответствие ряд qk (X) ук в простран- 
А

стве 5 (эта конструкция еще не будет степенным рядом) и рассмот­
рим множество

£={Х£С:ряд S Чк^Уь сходится в 5).
А

Покажем, что E\J {0) С р |J [0j,
а) Если У-^Е, то из (8) получим.- gZ у£> I |дл (Х)| < р.|А*/Л, отку­

да, с учетом (2)
£к*(х)|+ ЕР-Г*/*’ < «’■

А-1 k<t k>l
I

Это означает, что ряд £ qk (X) ук сходится поточечно, а поэтому и в 5. 
А

б) Пусть Х£?и {0), тогда из (9) получим: уА > l\qk (Х)| > 
> к3 |Х|л*, откуда, с учетом (3),

1<7* (Х)| — «и.
А-» 08
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Зафиксируем индекс 4 : ук > |д*(')|> 1. Для всякого по­
луинтервалы {/*; т1_1 < £ С не пересекаются, поэтому

У։>4¥*СМ I £ (Л > 1.
<"/_*< « <"1

Это означает что
Р(*6(0, 1]:| £ <7й(Х)^(0|>1։ = и(^)->1^0

<Я|—

и, следовательно, ряд £ дл (X) ук расходится в 5.

6. Положим теперь

х„=£ б5гг*== £ 6*У*- (см. 10>
»-1 *«л

Покажем что множество И является областью сходимости степенного 
ряда £ >п хп. Для этого зафиксируем Х£С и рассмотрим частичные 

п 
суммы

£ л"х, = £ Xя £ blyk = £ Xя X Ь1ук = 2 (X и
п<1 П<1 n<l k<gt b<g[ \л<1 )Ук

(здесь мы использовали ֊(10) и свойство монотонности {gj}). Так как 
yk<ifi dk < dfi-i < I (из определения {//)),

£ (£ >•" bi\ук= £ (X) поэтому
k<fl \п<-1 ] k<fi

£ хЛ хп — £ о) _ £ (£ хя 6*'i 
п<1 ։ k<fI УУk fi<k<gi\n<l ) Ук

(легко заметить, что эта формула распространяется и на случай, когда 
Однако, в силу (5)

И (supp £ ('£ ^б՞՝) ')< 5 H-fsuppy^ = £ aft ֊► 0.

Таким образом 
$ 

£ x"xrf- £ gjx)^^o. ■ (12>
п<1 l— ®

Последовательность {*4} мы выбирали строго растущей, поэтому {fi} 
монотонно стремится к бесконечности, причем У/lfi+i -^fi +1, то есть- 
[//] пробегает все натуральные числа, начиная с/։. Поэтому (12) как 
раз и означает, что ряды £>"хя и £ qkQ) ук сходятся или расхо- 

л к
дятся одновременно. Лемма 3 доказана. 

СО
Лемма 4. Пересечение П Di всякой счетной системы множеств 

{£>։}, являющихся областями сходимости степенных рядов в пространст­
ве S, само является областью сходимости степенного ряда в S.

Доказательство. Обозначим через S։ подпространство в «$,. 
состоящее из функций, носители которых сосредоточены в полуинтервале 
h = I—-—• — I. Для всякого l(zN пространства S и Si изоморфны;. 
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пусть <pz: 5 ֊> 5z — какой-нибудь их изоморфизм. Если теперь ряд 
£ХяХл имеет область сходимости Di, то ряд S X՞ ?i(х1„) будет.иметь 

ту же область сходимости Di. Положим

Хп = Ё <?l(Xn) (supp ®z («я) С Л).

Степенной ряд 2 Х"хя будет сходиться в 5 тогда и только тогда, когда 
п

он будет сходиться по мере на каждом интервале Л. Это означает что он 
имеет областью сходимости множество Г) ^0/. Лемма 4 доказана.

Объединяя два последних утверждения, сформулируем основную 
лемму данного пункта.

Лемма 5. Для всякой последовательности полиномов {рк} и вся­
кого числа Я(>0, существует степенной ряд (7) в пространстве 5 с 
областью сходимости О, удовлетворяющей ограничениям:

[X е С : Пт \р„ (Х)| < /?) и {0) с £> с {Х.е С : Ит \рА (Х)| < /?) п (0).

Доказательство. Фиксируя число и применяя лемму

К’1 \-1 1'R + } рА; к € М , мы получим степенной ряд с

областью сходимости А:

/ X: Нт՜ р (Х)| </? + -Ц и М С 0/С ( X: Ит|рА (Х)| <£+-Ц П (0).
I I 1 I 1 I — I )

Применяя теперь лемму 4 к множествам {В и 7 £ Л7}, мы получим иско­
мый степенной ряд. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Существует последовательность полиномов {<?*}, пото­
чечно на множестве С\ {0) сходящихся к функции Х-И/Х, а в точке 
Х=0 стремящаяся к бесконечности:

У> =#0дй(Х)->1/Х, |7л(0)|- оо. .
Л-*со А -*оо

Доказательство. Каждому к поставим в соответствие луч 
на комплексной плоскости с началом в нуле, проходящий через-точку 

«хр (։«/2 &). Обозначим через Ак невыпуклое замкнутое множество в 
С, ограниченное лучами Л* и (Х;1тХ = 0, КеХ^-О). Полижим

Вк = {1£Ак:11к< |Х|<£}.

Последовательность компактов {Вк} покрывает множество С\|0).
Каждый компакт Ьк содержится в области голоморфности функции 

Х-Н/Х и имеет связное дополнение. Поэтому, пользуясь теоремой Рунге 
о равномерной полиномиальной аппроксимации голоморфных функций 
(см. [4]), мы можем подобрать полином рк, для которого

?ир|рА(Х)֊1/Х|<1/Л.

Положив теперь <?л(Х)=рА(Х—1/Л). мы получим искомую последова­
тельность. Лемма 6 доказана.
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Лемма 7. Пусть П—произвольный открытый круг на комплексной 
■плоскости С. В пространстве 5 существует степенной ряд (1) с обла­
стью сходимости

D= С\£/) U |0|.

Доказательство. Обозначим через а центр круга U, а через 
«—его радиус. Рассмотрим последовательность полиномов {<?*} с опи­
санными в лемме 6 свойствами и положим Рл0) = 9*(^— я). Приме­
ним теперь лемму 5 к полиномам {рА} при R = 1/е. мы получим сте­
ленной ряд с областью сходимости D, удовлетворяющей ограниче­
ниями: (C\L7) U |0) С Dc (Сх(7) U {0|. Лемма 7 доказана.

Теорема 1. Всякое замкнутое множество А на комплексной плоско­
сти С, содержащее нуль, является областью сходимости некоторого сте­
пенного ряда (7) в пространстве S.

Доказательство. Дополнение СХА к множеству А будет от 
крытом и поэтому его можно представить в виде объединения счетной 

системы открытых кругов: С\Л= U Ui. Пользуясь леммой 7, каж / = I
дому IQ N поставим в соответствие степенной ряд с областью сходи­

мости £, = С\7/;. Пересечение П 07= А множеств |О/),в силу лем- 
Z—1

мы 4, также будет областью сходимости степенного ряда в S. Теоре­
ма 1 доказана.

Докажем еще одно следствие из леммы 5.
Предложение. В пространстве S существует степенной ряд (1), 

область сходимоти которого D являетя плотным в С множеством, имею­
щие нулевую лебеговскую меру: D = С, р.(О)=0.

Доказательство. 1. Зафиксируем следующие две числовые пос­
ледовательности:

Pk=k (k+Yil2=k+Pl,_v tik =-֊ 1/2₽*.

Обозначим через Ек множество точек плоскости С вида (тп + П) 0Л> 
где тп и I — целые числа. Объединение Е множеств {£*1 является 
{счетным) плотным в С множеством:

Е~С. 03)
2. Каждому к£ N поставим в соответствие множество

Ь= U ^444’ 
«6Я* *+г

где U, (а) есть з-окрестность точки а, и покажем, что верхний предел՜ 
F = П U Fk этой последовательности имеет нулевую меру. Зафикси. 

п 4>п
руем произвольный квадрат Q со сторонами параллельными осям ко­
ординат, и оценим меру множества Fk f] Q:

Р If 4 П QX кб'л+1 card (£4 Л Q) + к е*+1 4 Vh (Q)/0t =

(
g ч 2 ______ n
֊֊) 6jcard(£4nQ) + 4K]/p(Q)64+։^±-1 =
°* / 0*
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/ < Д4-1 - /’ 1 \ А-4-1

= и (—0jcard (/:* Л (?) + 4it |/р ((?) 0* + i ( — j 
X 4 / X 2 /

Заметим теперь, что если каждой точке c£F*n(? поставить в^ 
соответствие квадрат со стороной имеющий а своим центром сим­
метрии, то число 0* card (£■* Л Q), то есть суммарная площадь таких, 
квадратов, будет сколь угодно мало отличаться от площади Q; точнее՝

0* card (£» (£* Л Q) — !*(<?)•
А-* » 

со _____

Поэтому £ fx (Г* Л (?) < со. и, следовательно, и (F Л (?) = |x(lim Fk Л 
л=1 л

п (2=0. Так как это верно для любого квадрата (?, то

МО = 0. (14=
3. Рассмотрим теперь последовательность {<2л} вложенных друг в. 

друга квадратов, покрывающих С, и положим
I ՝. e«rd

— а).

Применим лемму 5 к полиномам {рл} при R = 0. Нетрудно убедиться, 
что область сходимости О полученного степенного ряда будет уДовлет- 
ворять включению Е^ОР, что в сочетании с (13) и (14) как раз и.
доказывает наше предложение.

2. Пространства, в которых выполняется лемма Абеля

Перейдем теперь к вопросу о том, какими свойствами должно обла­
дать полное ТВП, чтобы в нем выполнялась лемма Абеля о степенных 
рядах. Заметим, прежде всего, что это заведомо будет, так, если прост­
ранство локально выпукло. Однако условие локальной выпуклости, как 
легко понять, вовсе не необходимо. Действительно, в пространстве 
Ьр [0, 1] при 0<р<1 (см. напр., [3]) лемма Абеля справедлива, 
несмотря на то, что оно вообще не содержит открытых выпуклых мно­
жеств, отличных от 0 и Ьр [0, 1]. .

Лемма 8. Пусть X—произвольное ТВП. Следующие три условия 
равносильны:
(»') в X выполняется лемма Абеля о степенных рядах;
(И) всякий степенной ряд (1) со сходящимся к нулю коэффициентами 
сходится всюду в круге С: |>֊| <1):
(։։։) всякий степенной ряд (1) с ограниченными коэффициентами схо­
дится всюду в круге {>֊^С: |Х|<^1).

Доказательство. 1. Пусть в X выполнена лемма Абеля, и 
пусть последовательность {хя} сходится к нулю в X. Положив Уп = 
=Хп—Хп-\, мы получим сходящийся ряд %уп. Поэтому ряд 5] Ууп схо— 

П и
дится при всех X £ С, |л| < 1. В силу тождества

2 V Уп = (1֊ X) и Xя Хп + к1 х/, Х6 С 
п« п<1

(легко проверяется индукцией), это означает что ряд У, X"хП сходит— 
п.

ся в круге Р֊:рК1|. Мы доказали имялмкацию (1)=5>(П).
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2. Пусть выполнено (И), и пусть {*„) ограничена в X. Зафикси­
руем X, 0<|Х|<1 И покажем что ряд (1) сходится. Действительно, 
положив г = / р.| (0 < в < I), получим вЛхЛ — 0 [x,j ограничена). В 

, л՜*,??
силу (ii) это означает, что ряд 2։"(։лхл) сходится при а = Х/в (|а| = 
=VJi<D, что нам и требовалось.

3. Импликация (iii) => (i) очевидна. Лемма 8 доказана.
Для удобства дальнейшего изложения введем следующее
Определение. Пусть X—комплексное число И—окрестность нуля 

в ТВП X. Условимся говорить,, что гомотетия X: Х—»֊Х сжимает множе­
ство V, если существует некоторая окрестность нуля й7, для которой

ХИ 4՜ V.
Лемма 9. Пусть X—произвольное ТВП. Следующие два условия 

равносильны:
'(IV) для всякого числа 0, О<0< 1, любая окрестность нуля U в X 

содержит некоторую сжимаемую гомотетией 6 окрестность нуля V;
(У/) для всякого числа X £С |Л|<1, любая окрестность нуля U в X 

содержит некоторую окрестность нуля W, для которой

£\nWcU. (15)
л=0

Замечание. Здесь под бесконечной суммой мы понимаем объеди­
нение всевозможных конечных сумм вида IF 4- XIF 4՜ X’ W-{- • • --f-X՞ UZ.

Доказательство. 1. Пусть выполнено (iv), и пусть Х£С, 
|Х|<1, и U—произвольная окрестность нуля в X. Выбрав сжимаемую 
гомотетией 8=р.| окрестность И, содержащуюся в U, мы получим, 
что для некоторой окрестности

И= 1ИО4-8И = 1Ио4-9(1Го4-8И)э1Ио4-81Ии+6։Из---э

«=о z<=0

Выбрав теперь уравновешенную окрестность нуля W, содержащуюся в 
1И0, мы получим ХяИ' = р.|'1 [И, и поэтому

5 X" W^ 5 |Х|" Ws £ |хп г0= и. 
и=0 л—«О

Мы доказали импликацию (iV) => (V).
2. Пусть, наоборот, выполнено >(V), и пусть 0<в<1 и U—окрест­

ность нуля в X. Выбрав окрестность W, удовлетворяющую (15) при X— 9
ОО 

и положив И= 2 9я [И, получим 
//֊О

W + W= w+ 8 £ б" 1₽ = 4֊ £ 8" W — И = V.
я=0 П=1

Лемма 9 доказана.
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Теорема 2. Пусть X—полное топологическое векторное простран­
ство. Для того чтобы в X выполнялась лемма Абеля о степенных рядах 
достаточно, а если X обладает счетной локальной базой, то и необходимо, 
чтобы X удовлетворяло условию (ÎV): для всякого числа 0,. 0.<6<1, в. 
X существует локальная база, состоящая из сжимаемых гомотетией 0 ок­
рестностей нуля.

Доказательство. Из лемм 8 и 9 видно, что для доказатель­
ства достаточности можно просто убедиться в истинности импликации 
(V)=> (II). Пусть выполнено условие (V). Зафиксируем произвольную 
сходящуюся к нулю последовательность {хп}' из X и число X (- С, 
|Л|<1. Рассмотрим окрестность нуля U и выберем окрестность нуля W, 
•удовлетворяющую (15). Начиная с некоторого номера все вектора будут 
содержаться в W. Значит

3/ I X X хп^ Î JF= U. 
I- m n /i = 0

Так как это верно для всякой окрестности нуля U, в силу- полноты про­
странства X это означает, что ряд У хп сходится. Достаточность до- 

п
казана.

Необходимость. Пусть X обладает счетной локальной базой. 
{1^л}. Будем считать, что {W\} вложены друг в друга.. Пусть условие 
(iV) не выполняется; значит, не выполняется и условие (V) : сущест­

вуют число Х^С, |Х|<1, и окрестность нуля U такие, что 
СО

дЛЯ любой окрестности нуля. Заметим, прежде всего, что 
. п*=я 0
в этом случае

п>1 /<«>0

Покажем что условие (II) не выполнено.
1. У. ).я s U, поэтому 3 Z։ Зх0, • • •, xi, Ç 1Г, : У Xя хя £ U. 

n>ü ü<n</,
Змфиксируем вектора x0, ■ • •, x/,.
2. У Xя lFa = V, поэтому з/2 > Ц 3 х/1+ь • • •, xi, Ç 1Г5 : S Xя и nÇ

Фиксируем вектора x/1+j,-՛՛, xi,.
Действуя таким образом, мы получим последовательность {хп}, схо­

дящуюся к нулю (потому что вложены друг в друга и образуют 
локальную базу, при этом ряд ^Хяхя будет расходиться. Теорема 2 

п 
доказана.

Следствие. В полном метризуемом ТВП X лемма Абеля спра­
ведлива тогда и только тогда, когда X удовлетворяет условию (iV).

В заключение нам остается лишь продемонстрировать каким обра­
зом доказанная нами теорема действует в конкретных пространствах.

Прежде всего локально выпуклые пространства, очевидно, обладают 
свойством (IV). Это немедленно вытекает из формулы 0V-J-(1—8)V=K 
для всякого 0, О<0<1 и для всякого выпуклого множества V.
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Рассмотрим, далее, пространство LP [0, 1] при 0<р<1. Его топо— 
логия порождается метрикой

1

Р (х, у) = \ |х (0 — у (ОГ dt.
О

Легко убедиться, что любой открытый шар с центром в нуле сжимается' 
всякой гомотетией 9, 0<0<1. Действительно, выбрав е>0 и положив
V — {х : р (х, 0) < в], = (у : р(у, 0)<(1 — 9₽) е), получим 0И+ И՜

Автор глубоко благодарен А. М. Олевскому за постановку задачи, 
и постоянное внимание к работе.
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II. Ս. ԱԿքԱՐՈՎ. նորմավորված տարածություններում գործակիցներով աստիճանային շար— 
քերի վերաթերյալ (ամփոփում)

Ստացված են որոջ արդյունքներ տարրեր տոպոլոգիական տարածություններում գործա­
կիցներ ունեցող աստիճանային շարքերի զուգամիտության տիրույթների կաոուցվածքի վերա- 
բերյայւ Մասնավորապես ցույց է տրվում, որ կոմպլեքս հարթության վրա զերոն պարուրա­
կող յուրաքանչյուր փակ բազմություն հանդիսանում է չափելի ֆունկցիաների տարածության' 
մեջ ըստ Լափի զուգամիտության իմաստով որոջ աստիճանային չարքի զուգամիտության 
տիրույթ)

S. S. ACBAROV. On power eerie* with coefficient* in the »pace* without 
norm (summary)

The paper contains some results on the structure of domain of convergence of 
power series with coefficients In various topological vector spaces. In p ticlar, it 
Is shown that every closed set on complex plane containing zero is the ccmain of 
convergence of some power series in the space of measurable functions wjth L e mea­
sure convergence.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 

УДК 517.547 
' Н. В. ГРИГОРЯН

О СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ
В ПРОСТРАНСТВАХ М. М. ДЖРБАШЯНА

1 (а). В работе [1] доказана следующая
Теорема I. Пдсть \fk (z})” <^НР (1 < р < + kj), sup (|/Д>1 < 4֊ Л •> 1

4-от и (/*(9) Г (Д(9)=/*(е/։)) сходится на множестве £с[0, 2л| 
положительной, меры. Toi да I/* слабо сходится в Нр (в смыс­
ле слабой сходимости последовательности элементов банахова 
пространства Нр).

Нр — это пространство Харди функций /(z), голоморфных в кру­
ге D:|zKl и таких, что 

2ж
1Л> = sup Р- f l/te'*)/' <4 < + °о.

о<г<։ I 2it J Iо
Напомним (см., напр., [2]), что /(г)^Нр, то почти всюду на ок­

ружности |г| = 1 существуют некасательные граничные значения 
/(е/։)=7(0), причем

։< ' Нр

I 2г Л )
о

Цель настоящей заметки—доказать теоремы типа теоремы 1 для 
последовательностей функций из пространств Нр(а) М. М. Джрбашяна.

(6) Нр(а) (р>0, а>— 1)— это пространство функций /(г), го­
ломорфных в О и удовлетворяющих условию

Пространства Нр(а) были введены М. М. Джрбашяном в его ра­
боте [3] 1945 года. Им был установлен ряд важных свойств этих 
пространств. Одно из них следующее [3, 4]: если /(,г)^Нр(а) (р> 1, 

— 1), то 2 г. 1 

О О
Отсюда вытекает оценка
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И(х)|<|/Ь..(1֊Н)-(-+։), г^о, (3).
и поэтому Нр(а.) (р'^>1, а^> 1) с нормой ,—банахово простран­
ство.

Заметим, что Нрс.Нр (в) (р 0, а >—1). Кроме того, справед­
лива

Теорема II [4]. Если 0 < р < + оо, то голоморфная в И функ­
ция /(г) принадлежит Нр тогда и только тогда, когда интегра­
лы (1)“равномерно ограничены при а-> — 1.

Замечание I. Если функция /(а) голоморфна в Д, то при. 
всех />£(0, + ос) существует предел (конечный или бесконечный.)

։« пр
1։и|/Ь.«= зир Ц- С |/(ге<։)Р .

»-—։ о<г<1 ( 2к 7
о

Замечание. II. Последовательность {/*(г))Т* голоморфных в ГУ 
функций лежит в Нр(Ъ<^р < 4- оо) и сходится в этом пространстве: 
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

(/) Вт ։< + оо (к = 1, 2,- • •);
а-*—1

(И) для любого е^>0 существует /V, }>0 такое, что
Вт « < е (Л, т > М).

а-»-—1

(в) Последовательность с/) будем называть множеством՛ 
единственности для Нр(а), если не существует отличной от тождест­
венного нуля функции из Нр(а-), обращающейся в нуль на этой после­
довательности.

Пусть числа г)(г]=/=^) пронумерованы в порядке неубывания՛ 
модулей, п (/)—количество этих чисел из круга 4|-С и

/V (г) = у Л.

О

Теорема III [4]. Если р О, а > — 1 и
1

(1 —г’)« еР»<П(1г=+ со, 
о

то — множество единственности для НР(*)-
Отметим, что в работе [4] установлены также другие достаточ-- 

ные условия, при которых {г7)Г—множество единственности для Нр(а).
2 . Приведем основной результат заметки.
Теорема 1.. Пусть р 1, а > — 1, {/* (г))“ Р (а) и (г,)?

—множество единственности для Нр(о). Если существуют преде­
лы /

Вт = с, (/ = 1, 2,-՛ ) ДО
*-+-
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и равномерно относительно к(к = 1, 2,֊,֊)
2 г I

lira Г I (1 — г’)’ If к (re"')lf’ rd г d4 = 0, (5)
6- + в J J 

о j—։
то последовательность {/л(.г))Г сходится в Нр(л).

Доказательство. В силу (5) для любого s^>0 существует 
не зависящее от к(к = 1, 2,•••) число о^(0, 1) такое, что

I 2«
Jj (1 — га)*1Л('֊ей)|Р rd 9 dr<^e(k 1). (ь)

1-6 о

■Отсюда, в частности, имеем
1-6/4 2к
J lfk(re‘e) rd6dr<e(k>V.

1-6/2 0

Значит, при каждом к > 1 можно найти , 1---- —такое,
• \ 2 4 /

■что 
2*

] (1 ֊ 4)17* (гк вя)Р г* <# < « (4/8) (£ > 1). 
о

.Поскольку эти неравенства можно переписать в виде
2я
[ I/* (г* е'։)Р < 4е/(8 гк (1 ֊ г»)’} (к > 1),

о
то существует не зависящее от к число С>0 такое, что

2 к

[|/*(г>ей)/'<Я<С(£>1). 
о

Из формулы Коши

/*(2)=-1- 1՜ (1г|<1-8),
2 к I ./ ч — г

|:|=г4

пользуясь неравенством Гёльдера и оценкой (7), получим 
тах {|/*(а)|: |г|< 1 — 8| < с։ (^ > 1),

где С,>0 не зависит от к. Отсюда и из (6) следует оценка
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так что
sup (|/*L «) = М< 4- со. (9)

Пусть теперь {/*n(z))iJ— произвольная подпоследовательность 
последовательности [/*(z)|”. Из (9) и (3) вытекает, что функции 
Jkn(z) равномерно ограничены внутри D. Следовательно, по теореме 
Монтеля из {fkn (z)}“ можно извлечь равномерно сходящуюся внутри 
D подпоследовательность \fkn. (z)|i°.

Предположим, что е^>0 произвольно, а число 8 £ (0, 1) выбрано 
так, что выполняются оценки (6). Выберем также не зависящее от j 
и т число /V>0 таким образом, чтобы

|/*я («) ~fk»m </• т > N'> М < 1 —8) (Ю)

Посредством выкладок, аналогичных (8), с использованием (6) и (10), 
получим

1А, ֊А. a«*'՜1 +2(a + DM U, m>N).1 т
так что последовательность [/*д (г))Г сходится в Нр(а.).

Таким образом, из условия (5) следует, что последовательность 
,(/t(z))“ компактна в Нр(а.).

Чтобы завершить доказательство теоремы остается заметить, что 

■если (/*„(z)}“ и (/*„ (г)}Г —две подпоследовательности последователь­

ности (/*(?))", сходящиеся в Нр (а) к функциям /(z) и /(z) соответ­

ственно, то /(z)=/(z), z^D (это следует из (4) и того, что (zj”— 
множество единственности для Нр (а)).

Следствие 1. Если последовательность {/t (z)}? сНр (р 1) 
слабо сходится в Нр, то она сходится в Нр(а) при всех а^> — 1.

Действительно, если последовательность {/*(z))” слабо сходится 
в Нр, то sup <^ + 03 и эта последовательность поточечно схо- 

*елг
.дится в D. Кроме того

1 2к 1
J (1 — г’)“ |/* (reM)lp rd 0 dr < { j (1 — г’)“ г rfrj • 2к sup — 

՛։-։ о 1-г

=[։(2֊։)]*+։^suP^֊
а 4֊ 1 k£N

Значит для последовательности (/*(«)}” выполнены условия теоремы 
1 при всех а>— 1, так что она сходится в Нр(а).

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, так как сущест­
вуют последовательности {/* (z)}“ сНр, для которых *litn « —0

при всех а>— 1 и, вместе с тем, lim °՜--

Докажем более общее
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Предложение. Пусть \fk («))“ ^Нр(1 < р <4- оо) — произ­
вольная последовательность. Тогда существует последователь­
ность {F*(z))“аНр, удовлетворяющая условиям

(i) |Ь|р = 1/4р(* = 1, 2. - ).
(11) при всех а^> — 1 *Нт ИИр. « = 0-

Доказательство. Пусть (а*|i° — убывающая последователь­
ность действительных чисел, причем Jim а*= — 1, и пусть

Af/Jr) = ||/*(ге«)|'</в (0<г<1; Л = 1,2,...). (11>
О

Поскольку при к=1, 2,пт = 1, 2,•••; 0 <r < 1 
Л*/*(г)гт'<ЖЛк(г)<2к|/А|;

и при фиксированном к Вт Л//А(г) гтР = 0, то в силу теоремы Ле- гп * "|- сю
бега о мажорированной сходимости

1

lim f (1 - г’)*фИ/А(г) г”'] г dr = О (*= 1, 2, - • •).
т * + оо J 

О

Поэтому при фиксированном к = 1, 2, ••• существует число О, 
такое, что

1
j(l-r’)։*[^/A(r)r'n*₽]rrfr<l/L * (12)

о
Убедимся в том, что функции /ч (z) = z т*/* (z), к = 1, 2,••• * 

удовлетворяют условиям (i) и (11).
Равенства ЦЛдЦ, = [/*]„ (к = 1, 2,• • •) очевидны.
Пусть а > — 1 — фиксированное число. Поскольку а* I — 1, то

— 1 “ при к (а). (13)
Поэтому при к^-к (а) из (13), (11) и (12) получим

2« 1 2к' I
f | (1 — г’)“\F„ (/-е<в)р rd г dG < ( i (1 — г’)“* |/:*('֊e,V г dr dG =

о о о о
1

= f (1 ֊ r^Mfk (r) dr < l/<
ü 

откуда следует (ii).
Следствие. 2. Последовательность |/л(г)|” голоморфных в 

D функций лежит в Нр (р > 1) и слабо сходится в Нр тогда и 
только тогда, когда

’!<+«’> (14)
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сходится в Нр (а) при некотором а > — 1. (15)
Дока зательство. Если последовательность {/* (z))“ лежит 

в Нр и слабо сходится в этом пространстве, то в силу следствия 1 
имеем (15). Кроме того, sup <+ «>, так что с учетом замеча­
ния I верна оценка (14).

Обратно, пусть последовательность {/* (з)}Г голоморфных в D 
функций удовлетворяет условиям (14) и (15).

Из (14), с учетом замечания I, получаем: (/* (z) }® с Нр и 
sup “ <Z---- г »• Поскольку Нр — рефлексивное пространство
(см., напр., [1]), то из ограниченности последовательности норм ((УДр) 
в силу теоремы Банаха—Алаоглу вытекает слабая компактность пос­
ледовательности [fk (z) |“ в Нр.

Пусть (A„(z)}“ и 1У*Я(^))Г—две подпоследовательности последо­
вательности {4(z)|“։ слабо сходящиеся в Нр (а) к функциям f (z) и 

У(г) соответственно. Поскольку Нрс.Нр{л}, то Нр[а.)<=.Нр, поэтому 

последовательности 1У*Я(«)}Г и |ДЯ (z)| сходятся также слабо в Нр (а) 

к функциям /(z) и / (z) соответственно. Отсюда и из (15) заключаем, 

что У(г) = У(г). Следовательно, последовательность (У*(г)}“ слабо 
-сходится в Нр.

В заключение заметим, что сопоставив замечание '11 и следствие 
'2, можем утверждать следующее.

Если {y*(z))i° — ограниченная в Нр (р 1) последовательность 
-функций, то ее слабая сходимость в Нр равносильна сходимости в 
Нр (<) при а > — 1, а её сходимость в Нр равносильна сходимости в 
/7р(а), равномерной по а > —1.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.984

А. БЕТТХЕР

ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ Л. В. МИКАЕЛЯНА В ТЕОРИИ 
ДЕТЕРМИНАНТОВ ВИНЕРА-ХОПФА

1°. Пусть к—функция из £’ (R), и k^L* (R) — ее преобразование 
Фурье

СО

£(х) = ^к(1)е‘^ dt (x£R). 

—со

Положим а = 1 + к и обозначим через Т- (а) или / -+- Т- (к) усечен­
ный оператор Винера-Хопфа, действующий в пространстве L1 (0, т)(0<^ 
< т \ со) по правилу 

т
(7\ (а) ф) (/) = ф (t) + J к (t — $) » (s) ds (0 <^t t).

u
Функция а называется символом семейства операторов Т-. (a) (0<t<^

<^со). Если k^L1 (R)» то операторы (к) являются ядерными, и по­

этому можно определить детерминанты D- (а) : = det (/ 4֊ Т- {к) ) 
(см. [1]). В случае .регулярного“ символа а асимптотика детерминан 
тов D- (а) при -с -> со описана известной формулой Ахиезера—Каца 
(см. [2]). В недавней работе [3] Л. В. Микаеляна рассматривался 
один класс „сингулярных“ символов, а именно, класс символов вида, 
а = о? • • • а.лг bt ТА& lx

I x — а 2r (x — a.\2r<«= “ =((L.)4ir <•€«•' >
и b—«регулярная» функция. Отметим, что символ а обращается в нуль 
в точках at..... ад-, из-за чего формула Ахиезера-Каца не применима. В
настоящей работе под «регулярной» функцией b будем понимать огра­

ниченную рациональную функцию такую, что 6(±оэ)=1, Ь (х) О 
при всех x£R и ind 6 = 0 (ind 6 обозначает число оборотов образа 
функции 6 относительно начала координат). В этом случае 6 допуска­
ет факторизацию Винера—Хопфа 6 = 6—6+ (будем считать,что 6+ ( + 
±°°) = 1), а формула Ахиезера—Каца дает D- (b)~G (Ь)х Е (6) (t-*co). 
с некоторыми постоянными G (6) и Е (Ь).
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Л. В. Микаелян [3] выдвинул гипотезу, что

4-г2
Л.(а)~Се-(Г14- +^” С(6рт 1 Лт-со), (1) 

где 
с- с£(6) П ->У; п /------ ««/—<)■ + !)’ У՛''

у-Д *(«/) / \ +4) (ау-а/)։/

(2) 
и с—некоторая постоянная, зависящая только от Г\.... Мы выдвигаем
гипотезу, что для постоянной с можно указать вид

г?*" +,лг /V
с =(1/2) П С(г.+ 1)։/С(2г,+1), (3)

У-?

где О (г)—так называемая функция Барнса (см. [4]). Отметим, что 
■О (г) является целой функцией, удовлетворяющей соотношениям 0(г-{- 
4֊ 1) — Г (з) С (г) и С (2) = С (1) = 0. В частности, если т 3 — це­
лое число, то С(т) = (т — 2)1-• -21 11.

Гипотеза Л. В. Микаеляна является континуальным аналогом одного 
результата X. Уидома [4] и была доказана в [3] Для некоторых частных 
случаев (а=о;Ь, а = о։1о։, или п = о2). В настоящей работе эта гипо­
теза доказываетя для случая, когда г։,•••, гы—целые числа.

2. Пусть &—ограниченная рациональная функция на R такая, что 

О(±оо)=1. В таком случае операторы (к) являются операторами 
Гильберта-Шмидта в к2 (0, т) и, следовательно, можно определить регу­

ляризованные детерминанты О- (а): — (/ 4՜ Г, (к)) (см. [1]). Следу­
ющую теорему можно считать континуальным аналогом формулы К. 
М. Дей [5] для теплицевых определителей с рациональным символом.

Теорема 1. Пусть

а (х) = 1 + I (х) = п' (х ֊ ?л) П (х + А,)՜1 П (х - грт)՜’ (х£Н), 
/—I т—1

։де Ке)./>0, Еер.т>0, у > 1, б>1 и ?1։* — попарно различ­
ные комплексные числа. Тогда для всех т£(0, со) имеет место ра­
венство

к (14- 0) +
g

В-.(а) — е Е WM еа^-, 
м

(4)

здесь М пробегает все множества Л/с|1, 2,-՛-, g 4՜ s|, такие, что 
card М= s, и полагая М={1,՛ • •, g 4՜ з)\Л/, Q = (l,- ••,#}, S= {1,- • • 
• • •, s), имеем

«>«= S ։‘v (։ = V—1)>
уем

WM=* П (i^+ Rj„) П (kz- й4) П (рт 4- 1ч)-1 П (й,- - й*)՜1.
Уб-и ™е5 jGm
т($ *€Л1
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Доказательство. Разлагая а на элементарные дроби, легко ви­
деть, что ядро к является непрерывной функцией на [-т, т] Х{0) и что 
(конечные) пределы А։(0±0) существуют. Можно показать, что

А(а)=Нт<։е1(/ + — » (5}
Л-»- \ п \ п //(./_ О

если только в правой части (5) полагается к (0)=0. Символы теплице­
вых детерминантов, встречающихся в правой части (5), являются рацио­
нальными и поэтому они могут быть вычислены при помощи формулы 
Дей [5]. Переходя к пределу при П—>֊оо, получаем утверждение теоремы.

Предыдущая теорема решает проблему вычисления детерминантов

О- (а) для рациональных символов а. полностью. Отметим, что, совер­
шая подходящие предельные переходы в (4), можно освободиться от 
требования, что £я+з должны быть попарно различными.

тогда и только 
а— рациональ-

СО
формулы:

Легко убедиться в том, что Т х(к) является ядерным 
тогда, когда к (0 — 0) = к (0 + 0) = к (0) (вспомним, что 
ная функция). В этом случае имеем

Л(а) = Д(а)

Сочетая (6) и теорему 1 получим, например, следующие

)=е-э'՛ с°5 (Ке ₽ > °>'
\ X | /

.4 \ 1 I / «г \ 4 /я-\8 / х 2
) = |(— ) 4-8(—4 + 24/ —) 4-30 —+ 12 -

к(х։+1)7 12|\2/ \2/ \2/ 2 .

Вторая формула была другими методами установлена Л. В. Микаеляном 
[3], который также доказал, что 2Х(х4/(ха + 1)’)— (1/12) в-2’(т/2)4.

3°. Предположим теперь, что а имеет вид

а (х) = П (֊֊"У7 (~ ? Ь «Ю, (7>
/_1 \ х + ։ / \ х — I /

гдег = ]/—1, «։,•••,«« — попарно различные вещественные числа, 
г) и зу — натуральные числа такие, что > 0 и г =
•^5=2 5; и где Ь—»регулярная" функция. Следующая теорема яв­
ляется континуальным аналогом основного результата работы [6].

Теорема 2. Пусть а имеет вид (7). Полагаем

ЯК = (тп1։- • •, тлг)£2лг: 0 < ту пцН------- 1- тК= к|,

{л 
Д ,т^ £ ЯК-

ЯК*=-|(т1։ •••, /ПдО^ЯК : 2 ту(яу —т/) = <21>.
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■и пусть а = 1 -Ь к„, Ь — 1 + кь. Тогда при т —* ос
-■И*о(0+0)-*й(0-Н>) + г] -

. Ох (а) — е С (Ь)' ~Ч X
, н \

X 2 Няи—.т/,е + Д(т) ,

где Д(т) = О(1/х) при 0>1, Д (т) = 0(6՜*') с некоторым о>0 при 
<2 = 0, и

(г (Ь) = ехр —
о

ЛГН)#(0Л.(4*-:1 + *?),

1 ’с^+ис^+п
....си, + 1) х

№ т/з *9/ — 1П1)г — т/ (зь — ть)
X П [(1 +/«/) (1 - ։ау) ]П (&/-**) х 

/-1 ;**
Д' -т, —(։у-/П|)

Е(Ь) Ь-(- г)' Ь+(։У П М«у) М«/)

Доказательство получается из теоремы 1 с помощью подхо­
дящих предельных переходов в (4) и из результатов работы [6]..

Отметим один интересный частный случай предыдущей теоремы 
(дискретный аналог см. [7]):

Х'^Я __ ' С(Г + 1) Ь (б + 1) е_. (Л {О+О)4.Г] / т \" ։ /дч
(х-Н'У (х— /)* С(г-|֊б-+-1) ՝2/

,/п . 1 Л (Г-у з\/г+ 7—2\/ IV
7 "Аз —;/\ ; —1 2/

4°. Оператор Т-. [хг+*(х — ։)~г (х — 0՜՜*] — I является ядерным 
тогда и только тогда, когда г = 5. В этом случае из (8) и (6) вытека­
ет, что при г = 1, 2, 3,

Л <?(г + Рэ 
С?(2г+1)

(т-> со). (9)

Следующая теорема подтверждает гипотезу Л. В. Микаеляна в случае 
рациональных символов.

Теорема 3. Пуст а = а«*՛ • • 6, где и, ■ • •, гы— натураль­
ные числа и Ь—" регу лярная" функция. Тогда справедливы (1). (2) 
и (3).

Доказательство. Полагая в теореме 2 имеем Ж—Ж* —
= {(г1»‘֊,> глг)) и Г?1 откуда вместе с равенством (6) получаем
утверждение.

■5°. В заключение отметим, что гипотеза Л. В. Микаеляна может быть 
доказана методом работ [8], [9] для случая 0<г;-<1/2 (или даже 
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| Re rj | <1/2), если только установлена справедливость соотношения (9) 
для 0<г<1/2 (или, соответственно, |Rer|<1/2). Итак, как первый 
шаг в доказательстве этой гипотезы в полной общности, предлагаем до­
казать (9) при нецелых г. Заметим, что все выражения в (9) являются 
аналитическими функциями от г.

Технический университет
Кар-Маркс-Штадт (ГДР) Поступила 1.Х. 1987
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. С. ГРИГОРЯН. А. Б. НЕРСЕСЯН

ЗАДАЧИ ТИПА КОШИ-ГУРСА И КОШИ-ДАРБУ ДЛЯ 
МОДЕЛЬНОГО СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

1°. Теория задачи Коши для слабо гиперболического уравнения с 
вырождением на гладком многообразии продвинута достаточно далеко 
(см. [1] ). Изучены также многие случии вырождения на более общих множе­
ствах ([2]). Однако другие классические задачи для таких уравнений 
изучены очень мало. И это неудивительно, если учесть, что уже для про­
стейших модельных слабо гиперболических уравнений второго порядка 
в плоском случае задачи типа Гурса и Дарбу оказываются некорректны­
ми, а попытка их изучения в более или менее общих случаях наталки­
вается на технические преграды, до сих пор не преодоленные. Заметим 
также, что упомянутая некорректность может иметь место, когда зада­
ча Коши заведомо корректна, а уравнение вырождается лишь на неко­
торой гладкой линии (см. [3]).

В связи с этим определенный интерес представляет случай «мини­
мального» вырождения, то есть вырождения лишь в одной точке.

Ниже будут изучены некоторые краевые задачи для определенного 
класса модельных уравнений, вырождающихся в одной точке на границе 
области. ».

2°. Рассмотрим уравнения

<?+ ((* 4֊ ? (arctg (х + <) — 0) д- U — U) = 0, (1)
д- ((« + ? (р (х, 0)) д+ U - U) = 0, (2).

где ч> (х) — произвольная функция = —— ± (х 4՜ 0’ "Г՜ и
Ot дх

Р (х, 0 = [exp (In [(1 4֊ х 4- f) (1 — х — О՜’] — 20 — 1] X
X [exp (In [(1 4- х 4֊ 0(1 ֊ х - О՜1] ֊ 20 + I]՜1-

Характеристики этих уравнений определяются функцией 1֊ (х, 0 — 
= (х 4՜ 0’ и> таким образом, вырождение происходит на прямой х 4՜ 
4՜ t = 0. В данных случаях семейства характеристик выписываются,, 
соответственно, явно посредством формул

х = tg (t 4֊ const) — t,

x = [exp (2t 4-const) — 1] [exp (2f 4՜ const) 4՜ I]՜1 — t

и нетрудно видеть, что речь идет о модельных уравнениях типа предло­
женных в [3].
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Задачи будут рассматриваться в характеристическом треугольнике 
■G, опирающемся на отрезок [0, 1/2]. Обозначим координаты его вер­
шины В, лежащей в полуплоскости f>0, через (р, q).

Таким образом, уравнение (1), рассматриваемое в G, вырождается 
лишь при приближении к точке (0, 0).

3° Задачи Коши с начальными данными

U (х, 0) = а (х), Ui(x, 0) = Р (х) (3)

заведомо корректна при соответствующих ограничениях на ср—достаточ­
но применить один из известных критериев (напр., [1]). Однако для 
дальнейшего понадобятся более точные условия и явные формулы.

Проинтегрировав уравнения (1), (2) по соответствующим характе­
ристикам и учитывая (3), получим

•v f !■
U (х, f) = [<x(z(0, X, 0)֊£։^г'/0, X, />]ехр{ | (г + 

о 
/

4՜ <р (arctg z (t, х, /))“’}‘fr + | | <P (arctg z (vj, x, t)) (₽ (z (v;, x, t)) — 

о

— x* (-»}, X,

л' _U) 1 f p
X (tj+<p (arctg z(t), x. f)))՜1 — £ (q, x, t) exp J (* 4֊

. ”1
I N №

+ <?(arctg z(t, x, f)))՜1 f- £ ֊^1 zi(t, X, t), (4)
где

z(7j, x, O = tg (arctg [(exp {2>j — 2t 4- ln((l 4֊ x -I- f)(l— x — £)֊’]) — 1)X 

X (exp |2tj —2/ 4֊1п[(1 4-х 4֊ f) (1 —x —f)֊1]} 4֊ I)՜1] — q),

U (x, t) =
'V a<‘> (0) f

a (3(0, a» 0) ~ ---- Tj---- 3'(0, e, tj exp( J
о

4- (o(t, e, /)))“’ d f (° (rj. x, f) (P (3 (tj, x, t)) -f- 
o (5)

4֊ 8’(’J. x, f)։'(8(>J, x, 0))-^(8(t). x, t)) - f — ^0} У (q, s, <))jX 

։
x exp j [ (t 4֊ <p (3 (t, e, f)))-« (7) 4- <p (3 (q, ։, f))֊‘ —

,-|0) 5^»6» exP I ( ("4-«P (3(x, s, f)))-։ e, t),

‘-° '• U J (Xo fl
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а х + t = е + tgt и
г(т}։ х, 0 = [exp(]n[(l-Hgr(ij+arctg(x+f) — *))(l—tg(7j +

+ arctg (х 4՜ О— О)՜’! — 2т() —1] [exp (In [(14-tg (tj 4֊
+ arctg (х + 0 — 0) (1 —tg h + arctg (x 4֊ t) — <))֊«] — 2т)) 4. l]-\

Из (4) и (5) следует
Теорема 1. Решение задачи Коши (1), (2) и ((2), (2) а классе

С2(б) Л C(G) существует и единственно при условии

а<‘> (0) 
։1

z' -<£-®(z), L — const 0. (6)-

4°. ЗадачаДарбу
£/(х, 0) =а(х), £/(х֊(О, 0= 40, (7>

где *~(О — соответствующая из характеристик, исходящих из точки 
(1/2, 0).

Интегрируя уравнение (1) и подставляя /-М) (^ д и—>-0), получим

» (х) = <р (arctg х) (0 (х) — х2 а'(х)) 4֊ v (р — х sin 2р) — 
—, (р — х sin՜2/? + ф (arctg х)) / (р — х sin-2p).

Это соотношение, связывающее а, 0, V—ключевое. 
Проведя второе интегрирование, получим

I N a(i) (0)
U(x, /)= a(z(0, x, 0)֊ S —

I 1=0
Z1 (О, X, О Q (0, х, 0 +֊

г!

4- J jp(?l, x> + Ф (arctgz(tj, x, ^))) v'(e(1J. *, 0) ~ 

0
N aW (0)

— v (Ц*!, x, 0) + £----- ----- «'U x, 0
i=U П

(7) 4- <р (arctg г (м, X, О))՜1 —

N atom) 1 " a(O (0) ,- S x> 0 Qx‘ 0^ + 2 ——^-^(f, x, 0.
"on J z=o n

где
0 (fl, x, t) = p — tg (arctg z (ij, x, t) — tgvj) sin ։p, 

t
Q (fl, x, 0 = exp I у (x 4- ? (arctgz (x, x, f)))՜1 ՛

Отсюда следует
Теорема 2. Решение задачи Дарбу (1), ’(7) в классе С2(б) Л 

П С(О) существует и единственно при условии (6), если дополнительно- 
потребовать, что

(р (р) - (p))W + а(1) (0) = 0, i - 1, 2,..п. 

5°. Задача Кош и—Д арбу

Ut(x, 0) = ₽(х), U(x֊(t), t) = (8)-
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сводится, как нетрудно убедиться, к интегральному уравнению

U (х, Z) — ЛР - (* + t ֊ tg t) sin֊» IF, (0, x, t) + 
t

+ J {? (s Оь x (° (3 (•>?, x, 0) + 

p— (x+<—tg n։ln~։p
+ 8’ (l» x, t) U' (3 (t), x, 0), 0)) — U (6 (tj, x, 0), 011 X

X (vj, x, t) (r( 4- <f>(3(7), x, Z)))-*| df(,
згде 

p—(x+i—tg /) sin՜’ p
W{ (0, x, Z) = exp | J (т -I <p (3 (t, x. /)))֊■ d--

I 
t

lFa (v, X, t) = exp | | o 4- T (3 x, Z)))֊1 ■

ч
При Z=0 приходим к интегральному уравнению типа Вольтерра:

U (х, 0) = Ф (х) + R (х, р) U (8 (р — х sin 2р, х, 0), 0) — 
р- х sin- 2 р

- 2 J К (т|г р, х) 6'(8 (7J, X, 0), 0) <//), 

о
которое однозначно разрешимо, если |/?(х, р)|<1 и

р—х sin-2 р
J \К (т(, X, р)| dr, -*■ 0, где р — 0 при 

0
R (х, р) = 2 ® (8 (р — xsin֊’p, х, 0)j 8’ (р —xsin֊։p, х, 0) ехр{ — 

р— х sin-2 р
— | (“ -f- ® (8 О» х, 0))) 1 cZ-tj [р — х sin֊’p 4-

V

+ ? (8{— xsin֊’p, х, 0)) 8' (р — xsln֊ap, х, 0)]֊’,

АГ(т), х, р) = ехр J (т + ф (о (т, х, О)))֊1 сД (7} 4- ? (8 (т), х, О)))֊1 — 

о

Т (8 (l. х, 0)) 8։ (у;, х, 0) X
d
df\

Чтобы обеспечить эти условия заметим, что если Я՜-р — хзт֊ар, 
О< Ч<Р
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2 & (?, X, 0) (3' (<7, х. О))֊֊1 < 1 Ц- 1/9.(д + х)4 + 2;3(д + х)\ 
я

ехр {— | (■։ -г ? (о х, О)))՜1 <л}<ехр| — ?(ф(х)+(142х’ф'(*))д)-1}<Ь 

о
то |7? (х, р)| 1.

Для доказательства второго неравенства заметим, что

max |ХГ (т;, х, р)| = N (х, р) 4֊ <*> при х > 0.

Обозначим найденное решение через V (х, /) и в = х 4֊ t — tgf. 
В итоге получим

Л' у(1)(о) .
U (х, t) = (v (р — в sin-’p) — £ --------- (р — esin-’p) ) 2։ (е, t) 4.

1=0 Я

<Р (3 (’i, е> 0)) (ß (о (т), в, 0)) + 3’ (ч, е, 0) V (8(т(, е, 0), /) —

р—I ein՜2 р
N ^(l) ( п) ֊(И(8(г„ г, 0), f)-V-----А22

i—о n

- S С7։-*•е) dr> + S —֊^
/=о /I ) ։!

где 
t

Й։ (е, f) = ехР | j (т + <р (8 (т, е, О)))՜1 »

р — в sln~ р
t

Qi (■։?. Л е) = ехр | рт + т (8 ft, е, О)))՜1 rftj .

Отсюда следует \ .
Теорема 3. Решение задачи Коши—Дарбу ^2), (8) существует 

и единственно в классе C2(G) П С (G) при выполнении оценки
N VU) lD\ I

V (z) — У ------—- zl < L ф (z), L = const > 0.
z"° г I

6°. Задача Гурса с граничными данными

и (х+ (0. О = ^0 (0. и (х- (t), t) = ф, (0. (9)

ггде x+(Q—пара характеристик, исходящих из точки (0, 0).
Проинтегрировав уравнение (1) по соответствующим- характеристи­

кам, получим 
t

f/(x, ՝Fo (саО (Cjt + <р (СзО)՜1 + рс։ X ф"։ (С1 т)— 

Св/

— (с։т) (t + ф (Z3)) 2 rft [f + ф (f3)J-‘.

7-255
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После упрощения этого интеграла получим

U (х, t) = (t + <Р U3)) [Ч'о (c։/)(c։f 4֊ f (сз0)-։ 4֊ 
+ (c4( ЧТ; (c4f) ֊ ЧГ1 (c4t)(c։f 4֊ <₽ (#»))-’] ֊ 

/
- c.t v; (c,o + *։ (c.o + c5 J f »г; (,.C1)(t + <p (^))-։ dt, 

cti

где c։ = 3*՞, c3 = c։ — 1, c4 = c։ • c։, c5 — c’.
В итоге получаем следующий результат:
Теорема 4. Решение задачи Гурса (1), {9) существует и един­

ственно в C*(G), если 1/2] и

|ЧГ0 ММ + <р (с30)՜’ + (с4< чг; (c4f) -

- (c4*)(c։t + ? (f’))-1! < L а 4֊ Ф («»))֊*, L = const >0.

7°. Из приведенных результатов следует, что наличие одной (угло­
вой) точки вырождения гиперболичности, как правило, приводит к усло­
виям согласования в этой точке {или даже в других точках, см. теоремы 
2 и 3), если изучаются классические задачи для гиперболических урав­
нений.
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