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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
կեյ Հայկական ՍՍՀ գիտո։ թյունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի աոնեյ հետևյալ կանոնները'

/. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
Համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի ,վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար 
Նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի, նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատքլկսվ հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման 'դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավուկք' է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող,, 24 ր։ Գիտությունների ակա* 
գևմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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УДК 517.51
А. А. ТАЛАЛЯН к Ф. А. ТАЛАЛЯН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ 
ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 1. ВведениеКак известно ([1], стр. 564) абсолютно непрерывная на прямоугольнике _/ = [а, 6] .< [с, </] функция двух переменных Р представляется в виде
■ X у

/=(*, = ёМ + К(у) + [ |'/(з, t)dSdf, (1.1)
« сгде £ и А — абсолютно непрерывные функции одной переменной на отрезках [а, 6] и [с, </] соответственно и /£/.*(_/).В работе [2] приводится новое доказательство этого утверждения, основанное на теоремах Рисса о представлении и’ Радона—Никодима. Там же оно применяется при исследовании вопроса функциональной характеризации операторов вида С 1 Ю, где Ои С—коммутирующие 'вполне ограниченные операторы, действующие в заданном банаховом пространстве.В настоящей работе с помощью теоремы сходимости мартингалов установлена справедливость формулы (1.1) для произвольной размерности и при более слабых ограничениях на свойство абсолютной непрерывности.Будем пользоваться следующими обозначениями:

/V—множество натуральных чисел,
Кл — п-мерное евклидово пространство,
[е։—стандартный базис пространства R",— п-мерная мера Лебега,
2)*=[4*:/ = О’ ± * = 0’ 1։ 2’"’‘ £> = Й
О'к (соответственно От) — прямое произведение т экземпляров А (£>).Если х^В"1, то через х1 (1 С!* -С т) мы обозначим г-ю координату х. Таким образом, хт). Аналогично а = (а։,՛ • •, ат),Ь = (&',•••, Ьт), и = (и1,«--, ит) и т. д.Пусть х £ Рт и г‘1, • ■ •, ։* — произвольный набор натуральных чисел таких, что 1 < к < т — 1 и 1< ։։ <•••</*< т. Обозначим через г " ’ * (х) точку из* Ет՜*, полученную из х удалением координат 

х1՝,-’-, х‘к, через г1'՜՜՜’1* (х)—точку из Л*, полученную из х сохранением указанных координат и удалением остальных.



4 А. А. Талаллн н Ф. А. ТалалянЕсли Ec.Rm, то полагаемА (x>:x€£|
И

?■'-*'*(£)= |?"-’'*(х):х6^|-Пусть, как и выше, 1 к -С т — 1» 1 <1 Л <• ■•<։՛*< m— натуральные числа и w1,- ••, wk—действительные числа. Для любого х£/? через s^’,՜՜'' lkwk (х) мы будем обозначать точку из Rm, полученную иэ 
х заменой х” на ш", р=-1,•••,£. Заметим, что если у = (у1,-• •. ут)€ 
£Rm, то (х) есть точка пересечения ^-мерной плоскости, па՜

у1”՜'/*раллельной векторам е^, проходящей через х с (т — к) -мерной плоскостью, перпендикулярной векторам е/<։—, е^, проходящей через у.Если EaRm, то мы полагаем
'*(х):хС£. Л"։,*(х)=(։»*,...,«?)).Наконец, если /•—функция т переменных, то через мыобозначим функцию т—к переменных, определенную равенством•'*(*))=В дальнейшем мы будем иметь дело с многомерными сегментами, грани которых параллельны координатным подпространствам (т. е. подпространствам, порожденным векторами из стандартного базиса). Каждый такой тп-мерный сегмент J задается двумя точками а и Ь ив 

Rm такими, что а‘ =f= b‘ для всех г —՛■ 1,- ■ •, т, а именно, J совпадает՜ с множеством
/(а; Ь) = |х £ Rm : min (а1, b') <. х1 шах {а1, Ь1), г= 1,- • •, пг|, (1.2)-Вершины сегмента j (а; Ь), заданного равенством (1.2) — это те точки v£7?m, для которых при любом 7 = 1,•••,»»■ либо vl = al, либо vl = bl. При этом, очевидно, сегмент J может быть задан любой другой парой своих вершин и и v таких, что ul=r=v‘, / = !,•••, т. В этом случае мы будем говорить, что пара вершин и и v является определяющей для JБудем говорить, что сегмент J ориентирован, если каждой вершине J приписан знак + или — так, что знаки, приписанные соседним вершинам (т. е. вершинам, у которых все координаты кроме одной совпадают) различны.Пусть а—некоторая фиксированная вершина сегмента J. Каждой вершине v припишем знак (— 1)’ (v’а), где q (v; а) — число координат 

vl вершины ▼, совпадающих с соответствующими координатами а1 выбранной вершины а. Таким образом, выбор одной вершины задает определенную ориентацию на данном сегменте. Справедливо и обратное. Каждая ориентация определяется некоторой вершиной. Как еле- 



О представлении функций 5дует из леммы 4 для любых двух фиксированных вершин а и с сегмента ] разность <7 (у; а) — д (ч; с) имеет постоянную четность. Поэтому на каждом сегменте возможны только две ориентации.Будем говорить, что ш-мерный сегмент J ориентирован положительно, если его ориентация совпадает с ориентацией, определяемой вершиной с минимальными координатами. В противном случае J называется отрицательно ориентированной. Если V — вершина ориентированного сегмента то приписанный ей знак будем обозначать через ։ (у; У).Если т-мерный сегмент У ориентирован по вершине а и то (т — Л)-мерный сегмент л"" ։/*(У) всегда будем считать ориентированным по вершине г1" (а). Аналогично понимается выражение ' ’^(У). Ориентированные сегменты г1"' "‘‘к (У)՛ и ֊ ,/*(У) будем называть ориентированными проекциями ориентированного сегмента ].Пусть теперь У есть ориентированный т-мерный сегмент и Р — действительная функция, область определения которой содержит все вершины у. Положим
У) = 25(у; У)Г(у), (1.3}где сумма берется по всем вершинам V сегмента .].Величину Дт(/:; у) принято называть смешанной разностью Г на У. Очевидно при переходе к противоположной ориентации смешанная разность меняет знак.Пусть, наконец, У есть т-мерный сегмент и /—действительная измеримая функция на у. Пусть на У выбрана некоторая ориентация. Тогда интеграл

[/с1\>-т I ■* • т
лпо ориентированному сегменту ] полагается, по определению, равным՛ обычному интегралу Лебега помноженному на коэффициент + 1 или — 1 в зависимости от того, положительно или отрицательно ориентирован у.Теперь мы можем привести основные определения и формулировки результатов.Определение 1. Пусть Р—действительная функция, заданная на R”1 и Ес R"1— измеримое множество. Функция Р называется абсолютно непрерывной по Витали на Е, если для любого в>0 существует 8 > 0 такое, что каково бы ни было конечное семейство- (У*; & = 1,-••,/։} попарно неперекрывающихся >п-мерных сегментов с вершинами из £ и с суммой мер2 Н. (;.)<։. 

к-1 имеет место неравенство 
п
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Р называется абсолютно непрерывной по Витали почти всюду на лг-мерном сегменте;/.если У7 абсолютно непрерывна по Виталина некотором множестве Ес / с |*ОТ(/'\Е) = 0.Определение 2. Пусть /—/п-мерный сегмент,(г — действительная функция, заданная на / и Ес/—измеримое множество с Нт(/'х \£')=0. Функция Р называется абсолютно непрерывной на Е, если выполняются следующие условия:а) Е абсолютно непрерывна по Витали на Е.б) Для каждого набора натуральных чисел /,,•••, :* таких, что и 1 < /։ < т, для |*4-почти всех у=(у',---։1*(У) функция абсолютно непрерывна по Витали1*я_*-почти всюду на (т— &)-мерном сегменте /" ''*(/).
Р называется абсолютно непрерывной почти всюду на /, если Е абсолютно непрерывна на некотором множестве Ес/с (/\Е) = 0.Теорема 1. Пусть }~т-мерный сегмент и Р —действитель

ная функция, абсолютно непрерывная по Витали почти всюду на 
]. Тогда существуют точка а£/ и функция / г £1 (/) такие, что 
для почти всех х £ / имеет место равенство

Ьт(Р; /(а,- х))== у

/(а; х)

где /(а; х)—ориентированный сегмент, определенный точками а и х.
Указанным свойством обладают почти все точки а£/.Теорема 2. Пусть J—т-мерный сегмент и б—действитель

ная функция, абсолютно непрерывная почти всюду на /. Тогда 
какова бы ни была точка а£/ существуют постоянная С и функ
ции (/) и {г,,.՛-. гк^С (г1""՛1* (/)) для вЬех наборов натураль
ных чисел 1 ֊<֊֊ /։ </* -С т. такие, что для почти всех х£/
имеет место равенствоЛх)= Г/^ +Е1 2 { с, (1.5)

г*(/(а; х)>

где /(а; х) считается ориентированным по вершине а и г1'՛ "՛1к /(а; х)) 
— ориентированная проекция / (а; х).Теорема 3. Пусть Тпс.Кт есть измеримое множество поло

жительной меры и Р—измеримая функция, абсолютно непрерыв
ная по Витали на множестве 1 4֊ Е” для каждого \.^Т^. Тогда Р 
абсолютно непрерывна по Витали почти всюду на В"՛.Непосредственным следствием теорем 2 и 3 является следующаяТеорема 4. Пусть Р — измеримая функция т переменных, 
определенная на т-мерном сегменте /, у довлетворяющая условияма) Существует множество Т^сВ՞1 с 11Л1(Е0)^>0 такое, что 
при любом То функция Р абсолютно непрерывна по Витали на 
множестве (1 + Е*”) Л /•



О представлении функций 7б) Для каждого набора натуральных чисел iu- • •, z* таких, 
что 1 к < т — 1 и 1 ■< z։ <• • • z՜« -С т., и для рт-почти всех (у1• •, ук) £ //։*,k (/) существует множество

ТЦ»--,й; y՝, --,yk^Rm-k с P„_k(T(ilt-••>/*,• у՝,-■ ■, ук))>0 
такое, что при любом t£ if, у1,-• •, ук)) функция ‘lyk

абсолютно непрерывна по Витали на множестве (t {- Z)"1՜*) П Пг'1- ’'*(/).
Тогда для функции F справедливо представление (1.5).§ 2. Предварительные леммыЛемма 1. Пусть E^Rm — измеримое множество с («•Л|(£’1\ \£) = 0՛. Тогда для почти всех u£Rm справедливо включение 

u+D"cE.Доказательство. ИмеемНт (/?га\{й£ Rm : u + Dm^E\) = (/?m\ П (»6 Rn+ x^£)) = • 
x^d"1= M п |и6£”:и + хё£})< E pm|u6£m:uT£-x} = xeo” xeDm= Z нл,(/?и\£-х) = о. xeD՞*Лемма 2. Пусть E<=.Rm— измеримое множество c V-m(Rm՝K \£) = 0. Тогда почти каждой, точке и Rm соответствует изме

римое множество Н(и) с рот (Rm\H(u)) = 0 такое, что если v£ €/7(u), то

(u)Q£ и (v)^£ (2.1)

для всех к, i\, ■ • •, it, где 1 4- к 41 m, 1 4 i\ < • • -<Z it < m.Доказательство. Пусть к, z‘1։- ••, it зафиксированы, и пусть 71» • ՛ ■ ։ jm-t — все натуральные числа, не превосходящие т, отличные от всех il,- ։',it, занумерованные в порядке возрастания.В силу теоремы Фубини существует измеримое множества >41,,..., £* с н* (£*\Д1„..., it) ~ 0 такое, что для любого а = (а1, • • •■ ‘ ■» а’) € Д/,,՛... 1к имеет местоит_*(/гт_‘\<';;.;^)=о. (2.2>С другой стороны, существует множество lkcRm к с 
(£m֊i\B։„= 0 такое, что для любого Ь = (61,---, Ьт~*) £

/А имеет место (2.э>



8 А. А. Тала лян и Ф. А. ТалалянПусть б<„..., = (х€ Кт : /''• •• '* (х) С А....... 1к, Г1..........‘к (х) е в1........ <4| (2.41и для каждого и£б/„..., <4 пусть
л..-, /* («)=[х(; /г-: (х՝, е г‘...... '* («) *Д )•

и ’ и и1* • Ц(2-5)Тогда, очевидно, имеем ։‘т(Л"1\б|„...,/4)=0. (2.6)Так как (и\-• и1* ) 6 Л/,,..., <4 и (цА,• • •, и1т-к) £ Вц,..., ц, то в силу
(2.2) и (2.3) имеем такжеРт (.Вт\Н1„.... ц (и)) = 0 для любого и£ б(„..., 1к. (2.7)Теперь положим б = П б;,,..., /4 

сти для каждого и С б
Н(и)= П Нц...., 1к(и). 

<тТогда из (2.6) и (2.7) имеемРя։(/гЯ1хб)=о (2.8)■ р-т (£тХ^/(и)) =0 для каждого и^б. (2-9)Далее пусть и С б, у£//(и) и г։,> • •, г* заданы. Тогда и£ б/,,.... /4> у ;4(ц). Поэтому, в силу (2.5) имеем?....... “ 4 и г1" -՝ ։*(у) е £'՛;;•■■ .в и т—* 11 *»•••» и *Отсюда получаемЛ՜, Для п^б, у£/У(и).Так как справедливы (2.8) и (2.9), то этим лемма 2 доказана.Лемма 3. Пусть Ес: R"1—измеримое множество с н,„ (Ет X \£)=0. Тогда для почти всех и £ R"1 выполняются следующие 
условия:1) и + Ртс£.2) Существует измеримое множество Н(и)с/?՞1 с |4т(£'"\//(и))= = 0 такое, что при у£//(и)Л'Г'? 1к ,к (и + х)^^ и Л” ’? Ч ;4(У+У)^^ для всех х, у £ От, 1 < к С т и 1 С ц < ■ • • < г* < т.



О представлении функций 9‘Доказательство. Для каждой пары точек х, у £ положим £(х,у) = п« <т К£-Л"'/*/*(х))п(£-5'։;1-'/‘/к(у))]. (2.10) 
у1,..., у* X’,•••, X*Очевидно, рт (#т Е(х, у)) = 0. Применяя лемму 2 к множеству 

Е(х, у), построим соответствующее множество б (х, у) и положим
б = П б (х, у).

х, убОтТогда 1*и(Л"*\б) = 0 (2.11>
и каждому и £ С при заданных х, у £ И"1 соответствует множество 
//(и, х, у), для которого справедливо утверждение леммы 2. Положим

/7(и)= П Н (и. х, у).х, усгу” Тогда Ня։(Ля’\//(и)) = 0 для всех и £6, (2-12)՛Пусть и£б и у£Л/(м). Тогда и£б(х, у) и у£/?(и, х, у) для всех х, у £ От. Следовательно будем иметь
^(х. у) и Л',€■£(։. У) 

V ,•••, V и \ идля всех х, у и 1 < гх<^-• < т. Отсюда, в силу (2.10) получаем
Л”՜'Ч (»)££֊Л'74/*(х) и ^'Ч(*)€*֊Л"''Ч(у)

V , V у , •••, у и , •••, и X՝, •••, X

ИЛИ

1к /4(и-Ьх)6^ и /՛;;"'/* ։ 1*(у + у)££для всех х, и 1 <. /։ ••<;*-< т.Тем самым, учитывая (2.11) и (2.12), мы видим, что доказано условие 2) леммы 3. Справедливость условия 1) для почти всех и £ R”' следует из леммы 1.Следующие три леммы относятся к свойствам смешанной разности. Лемма 4. Пусть ]—т-мерный сегмент, Г—действительная 
функция, заданная на }, л и с—вершины ],_/* и ]* —соответ
ствующие ориентированные сегменты с ориентациями, определяе
мыми вершинами а и С соответственно. Тогдад™ (Г; /с)= (- 1)т-’(с- л) (Л /). (2.13>Доказательство. Пусть • • •, г(/ 1С; Л) — все натуральные числа между 1 и т, для которых с‘г — аг, 1<г<д(с; а). Рассмотрим произвольную вершину V сегмента /. Пусть р — число тех 1 С у <7 (с; а), для которых о‘г = а1г. Тогда, очевидно имеем
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Ч (V; с) *=>р + т — <7 (с; а) — (<? (V; а) — р) = 2р + т — ч (с; а)—д (у; а), откуда следует /2.13).Лемма 5. Пусть С—действительная функция, заданная на 
т-мерном сегменте У (а; Ь). Если J (а; Ь) ориентирован по верши
не а, то имеет место равенство

Дт«7; /(а; Ь)) = С(Ь)

֊£՛ 2 Дт-* (С'1;;՜ ’1«(У (а; Ь)))֊г;(а), (2.14)*-1 !</,<••• <1* -т " >••■•0

где г1՝’ "՝ (а; Ь)) — ориентированные проекции ориентированно
го сегмента У (а; Ь). *Доказательство. Рассмотрим произвольную вершину V — 
= («*,•■•, от) сегмента У (а; Ь). Пусть д(у; а) = п, 1-Сп<тп. Тогда непосредственное вычисление показывает, что О(у) входит в правую л _к ( пчасть (2.14) с коэффициентом — У (—1)՞ ( 

*-։ \ кДалее, из формулы Х(-1),"'(;)=՛
следует, что указанный коэффициент равен (— I)՞, что и требовалось.Следствие. Пусть ]— т-мерный сегмент, а^у—фиксированная точка и С--действительная функция, заданная на у. Тогда для всех х£У имеет место равенство

б(х) = Дт(б'; У (а; х)) 4֊

+ 2՝ 2 Д"֊* «Ъ"’ ՝"»* г՝"'" х))) + С (а), (2-15)к=1 <1к <т •’

где У (а: х) предполагается ориентированным по вершине а.Лемма 6. Пусть т-мерный сегмент У разбит на конечное 
число попарно непрекрывающихся сегментов и пусть Г-
—действительная функция, область определения которой содер
жит вершины всех сегментов ]и՝ • •, Тогда, предполагая сег
менты У, У1.,,։» /л одинаково ориентированными, будем иметь

Д/л (/=: У) = 2 Д/л (Л У*). (2.16)
Л = ]Доказательство. Достаточно рассмотреть тот случай, когда / разбит на два сегмента У, и У։. При этом, очевидно, можно считать, что все они ориентированы положительно. Пусть а и Ь —вер

шины, определяющие У, причем а1<^Ь‘ для всех { = 1,---,т. Тогда существуют натуральное число у -С т и действительное число У) такие, что У։ определяется точками а и (Ь), а у։ — точками 
«/(•) и Ь.



О подставлении функций 11Точки V, являющиеся общими вершинами _/։ и уа, характеризуются условием 
, _ I* при / = / V — | у £ *1а или Ь при г^-/, откуда следует, что д (у; з/(а)) = д(у; а) + 1. Тогда, в силу положительной ориентированности У։ и имеем ։(у; У») •= — «(▼; У։). (2.17)՛С другой стороны, имеем следующее. Если у является вершиной для J и V1 = а1, то у будет также вершиной для /1։ причем з(у; /) = з (у; У,). (2.18)՛Аналогично, если у есть вершина для У и vյ = Ь', то у будет также вершиной для Уа, причем«(▼; У)в«(^; У։)- (2.19)՛Теперь из (1.4), (2.17), (2.18) и (2.19) получаем△т (Л7; У) — Дт (/■"; У1) + Дт (/'՝> У։), что и требовалось. 'Для доказательства теоремы 1 нам понадобится также следующая Лемма 7. Пусть ] — т-мерный. сегмент, Ес] — измеримое 

множество, содержащее О"՝ П./ с ^т(У\£) = 0 и Р—действитель
ная функция, абсолютно непрерывная по Витали на Е. Тогда ве
личина Vт (Р; Е), определенная равенством

(Р; Е) = зир V |Д„ (Р- У/ )|, '(2.20)՛где супремум берется по всем конечным системам попарно непре- 
крывающихся сегментов (У/) с вершинами из ОпПЕ, клчгчча.Доказательство. Выберем такое число 8 > 0, что как только |Л| есть конечная система попарно непрекрывающихся сегментов с вершинами из Е и У (Д') < 8, то У, |Дт (Р;ГГ) | <С 1. 

г гПусть {_/*)—некоторая конечная система попарно неперекрыва- ющихся сегментов с вершинами из От П Е. Возьмем настолько большое натуральное число к, чтобы вершины всех сегментов У принадлежали и чтобы выполнялось неравенство ■"1 (2.21)
Тогда каждый сегмент У/ можно разбить ва элементарные сегменты 

к-го ранга. Пусть — все элементарные сегменты к-го ранга,,участвовавшие во всех указанных разбиениях. Тогда, в сиду лем мы 6 имеем
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х |лт(/=;Л)|С 2 |Дш(А;/г)|. (2.22)
I г*=1Так как (1^ (Л) = 1/2*՞1; г = 1,-*-, п, то в силу (2.21) сумму, стоящую в правой части (2.22), можно представить в виде£ |дт (Л; Л)| = £ '£ 1М/=; Л)| + с,+1, (2.23)

г=1 /=‘ г=Г]где 1 =гд<г։<---< г/+1-1<п. (2.24)
8 г/+1՜1֊֊<2 Нт(/г)<8;; = 1,..../ (2.25)
£• Г=*Т у 

и 0. если г։+։=л + 1(< (2 26)с'+։ £ |дт (/; /,)). если г/+1 •< п 4֊ 1.
. Г=Г]При этом, если г/+։<1, то имеем 

п 82 —• (2.27)
г=г։+։ >Из (2.24) и левого неравенства (2.25) следует, что• ■ •• /<2--яУ) ■ (2-28)

8С другой стороны, в силу выбора 8, из правого неравенства (2.25) и из (2.26) следуют соответственно
,У^_։|Дт(Г; /,)!<!» / = (2-29)
г=гу

•И 1 0<с,+1<1. (2.30)Из (2.22), (2.23), (2.28), (2.29) и (2.30) получаем оценку
£ |Дт (/=■;.Л)|<2-—^֊ + 1,

откуда следует конечность КД/7; Е). Лемма 7 доказана.§ 3. Доказательство теоремДоказательство теоремы 1- Пусть Ес], рт(]\Е) = 0и 
Г—действительная функция, абсолютно непрерывная по Витали на Е. В силу леммы 3 существует точка а£Е и множество НсЕ с 
Ы(]\Н) = 0 такие, что (а + О")пУс£ (3.1)



О представления функций 13
Л, Л* и .. <“"*)■ ,, „(У+у)е£и(Л"՝֊֊Л (3.21

ТУ 4-у V к -^У " Л -*-Х »•••« -4֊для всех V ( Н, х, у (; От, 1 ֊< к С т и 1 -< /։ 7* < т.Зафиксируем некоторую точку а £ Е, обладающую свойствами (3.1) и (3.2). Далее, построим последовательность (/*,'^6^1 функций, определенных почти всюду на / следующим образом. Для заданного 
к^М пусть у(*’— это наибольший сегмент, содержащийся в /, вершины которого принадлежат а + и {/*% ։»1,•••,/(£)) —разбиение /*А) на элементарные сегменты к-го ранга с вершинами из а-4-^**. При этом будем считать сегменты /к) и ։ = 1,---, 1(к) положительно ориентированными. Положимдт (Е; .. . , ль-------  . при х(-ШИ/*, Ит (71.О, приПусть д £ .V— фиксированное чи:ло. Для каждого к~^-д пусть В(д, к) это з-алгебра подмножеств /,я\ порожденная элементарными сегментами к-го ранга у(»’ь ։’-=1,---, / (д, к) с вершинами из а -ЬР*1, содержащимися в у(,). Докажем, что последовательность [/*, Б(д, к); 
к д| есть равномерно интегрируемый мартингал.Действительно, представив каждый сегмент у!’\ в виде объеди- 

. 2*77нения сегментов {к 1)-го ранга: /*,։ = □ 1Г и считая их положитель- но ориентированными, в силу леммы 6 будет иметь
Г* 2^И ,/• .^£■(/*4.1 В (д, к)) с/?п = 1/*+։</!1т= V 1/*^^ =

<”։ 4”։ ,=1

2">= £ Лт(Г; /г) = Дт(Г; У1’’/) = 
г-1Отсюда, в силу В(д, ^-измеримости функций £(/*+1| В(Ч, к)) получаем £(/*и|В(д, *))=/*.Таким образом, |/*, В (д, ^); к > д) есть мартингал. Докажем его равномерную интегрируемость.Пусть г о задано. Выберем > 0 так, чтобы из 2 (/г)-С ■»)

Гвытекало (Е; /Д < г, где | }г) —произвольная конечная система
Гпопарно неперекрывающихся сегментов с вершинами из Е П/|?>, и положим 8 = 7(е.Пусть, теперь, Ас— произвольное измеримое множество с и ^><7—натуральное число. Положим



14 А. А. Талалян и Ф. А. ТалалянМ=[г6^:1<1<Ц9, к), гаиМ<֊г„(Д\п >4))
И = (1,* • •, I (д, Д))\Л/։. Тогда
откуда, в силу выбора т}, имеем (3.3),С другой стороны, выполняется неравенство

? |Дт (Г; < а (Г: Е П /«). (3.4).<ел,В силу неравенств (3.3) и (3.4) имеем1' 1/*1 «Л*. - ՛ V (1/*1 = £ |д"(%^'|)| • и. (Л”, п А1 +У Л /бЛ', Ня, (У*. В
+ Е |АД,(?£?1 ГМ) < е + е Ит (Г; £ П /’>). (3 .5).©V. нт (У*. I)Так как, согласно лемме 7, величина Ут (Е; Е П У'”) конечна, то. из (3.5) следует равномерная интегрируемость последовательности. I/*; к ,>?].Далее, применяя теорему о сходимости мартингалов (см., например, [3], стр. 64) к последовательности {/*; к > д], получаем, что предел

/(х)=Л1т /*(х) (3.6)/существует для почти всех х£/(”, /( £1(У(в)) и/*-/в (3.7).Очевидно, для любого и объединение и /|А)от-личается от у на множество нулевой меры. Отсюда следует, что равенство (3.6) выполняется почти всюду на ].Далее, для любого д (Л' и к '^>д, имеем2 |а«(^Л!)|)/<Ия,(/;£).(3.8>

Из (3.7) и (3,8) следует, что для любого< и„(£; £),?<«)



О представлении функций 15откуда, предельным переходом, получаем ^). (3.9)
В силу леммы 7, из (3.9) .следует, что /^£*(/). Теперь докажем равенствоДж (Л /(а; ▼)) = у6М (3.10)/(аЛ) считая, без ограничения общности, что сегмент У (а; V) ориентирован положительно.Зафиксируем произвольную точку Для любого наибольший сегмент с вершинами из а + Од, содержащийся в /(а; у), имеет вид /(а; а + г), г1 = 9/ (о4— а4), 0<9<;<1. При этомимеем также

/(а; у)\У(а; а + г) = и У (а); 5^,^ (у)), (3.11)/-։где, при ։ = 1 положено }
Сегменты, стоящие в правой части (3.11), попарно не перекрываются и их вершины имеют вид з1", ' !к . , (у), где х = (х',-*-

о ‘ +х.к

•• •, хп՝)'~О”. Отсюда, в силу условий а£/, у£/ и (3.2) получаем, что все указанные вершины принадлежат множеству Е. Тогда, если д достаточно велико будет выполняться неравенство/ЛV |Дт (/■՝; У (<1+ж/ (а); 5,''. ”',,'՜',,/֊! +?-1 (V)))/ < 8, (3.12)
/-1где в 2> С— произвольное неперед заданное число. Очевидно, мы можем одновременно обеспечить также выполнение неравенстваУ <е- (3.13)

/(а; у>\/(а. а+а)Далее, в силу (3.7) и очевидного равенства| /* = А'« У (а: а 4֊ г)), Л > д
У(а;‘а+։)получаем равенство

±п(Г; а 4-х))= | /<Урт. (3.14)
■> (а; а+։)Из (3.12), (3.13) и (3.14) следует, что
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Ат(^'; /(«; V))— | /^т!<2е-

* & V)В силу произвольности и е > 0, отсюда получим (3.10).Замечание. Как видно из приведенного доказательства, в качестве а можно взять любую точку, удовлетворяющую условиям (3.1) и (3.2). Следовательно, в том случае, когда функция Г абсолютно непрерывна по Витали на всем сегменте ], (1.4) будет иметь место для любого а£У.Доказательство теоремы 2. Сначала докажем следующее: если С — действительная функция, абсолютно непрерывная почти всюду на и а £ У — произвольная точка, то существует функция # £ £ £’ (У) такая, что для почти всех ж £ У имеет место равенство
С(ж) = 2 ^..../.(А-'^СхМ+С, (3.15>

А=1 !</։<•• <1ь <т 
/(а.х)где при любом 1< г։<С‘ • т, есть функция т—к перемен*ных, абсолютно непрерывная почти всюду на сегменте /՝■" • ‘к (у), 

С — постоянная и сегмент У (а; ж) предполагается ориентированным* по вершине а.Действительно, согласно теореме 1 существует точка а։(У к функция Яо€^'(У) такие, что для почти всех ж£УД«(С; У (а0; ж)) = Яо «Чя* (3.16)'
■> («V х>В силу равенства (2.15) из (3.16) получим

6(х) = | Яв<^т +

/(•«.• х)+ “£ 2 г1՛'"4(У(.ав; х)))+С0. (3.17)
*=1 и/,<■••< <4 <т 40<"։.‘-0Все слагаемыеАт-* Н—' ч/(«о; х))) (3.18)в правой части равенства (3.17) - абсолютно - непрерывны рт_4-почти всюду на соответствующих сегментах г1“՛"՛ 'к (У). Проверим вто сначала для функций

Ди_; (С\; гЧУ(ао; ж))),* • ֊, Ат-1 (Ста„; гт(] (а0; ж))), (3.19)составляющих группу слагаемых в (3.17), соответствующую значению 
к=1. Рассмотрим, например, функцию

՝ г՝ Ц(а.; ж))).,
и



О представлении функций 17Пе условию для н։-почти всех / £ г1, '• т (]\ функция С(/, х*,-*- 
•••, хт) абсолютно непрерывна по Витали р<я_1-почти всюду на г‘(7> относительно переменных х’,---,х'". Фиксируя < из (3.17) получим Дт֊1 («Л; г’(./(>о; х))) = 6((, х3,--, хт) — Г £0 2. (3.20)՛

о J
J 1а.„- *} (х» где первые два слагаемых в правой части абсолютно непрерывны по Витали -почти всюду на г1 (/), а - представляет собой сумму конечного числа функций, каждая из которых зависит от не более чем. 

т — 2 координат точки х.С другой стороны, легко видеть, что если некоторая функция Ф, заданная на /с-мерном сегменте /, зависит от не более чем к — 1 переменных, то Д*(Ф; /) = 0. В силу этого замечания из (3.20) получаем, что функция Дм-1 ((£15 г’(/(а0; X))) ® < абсолютно непрерывна по Витали почти всюду на гх(]). Таким образом, она удовлетворяет условию а) определения 2. Аналогично проверяется выполнение условия б).Далее, после того как установлена абсолютная непрерывность функций (3.19), мы переходим к рассмотрению функцийА« - 2 1’ ы г'՛« {}(а0; х))), 1 < ц < < т,
«о» «0соответствующих значению к = 2. Используя приведенные выше рассуждения, мы установим абсолютную непрерывность каждой из этих функций на соответствующем сегменте г11՛ '• (_/) и т. д. Переходя по возрастанию к от 1 до т—1, мы установим абсолютную непрерывность всех функций (3.18).Пусть теперь задана произвольная точка Интеграл' (3.21 У

.' X)фигурирующий в (3.17), является абсолютно непрерывной функцией на всем сегменте ]. Поэтому, в силу замечания, приведенного в конце доказательства теоремы 1, мы, согласно равенству (3.17) (примененному к указанному интегралу, взятому в качестве (»), получим для почти всех х(; ] представление
^о^ш= (322)

յ (*♦.' X) У (»; X)где а ££’(./) и -и~ сумма конечного числа функций, каждая из которых зависит не более чем от т—1 переменных, причем все они абсолютно непрерывны на соответствующих севййрЙХ.:՛ ;
2-156  ■



1
18 А. А. Тжлалян и Ф. А. ТалалянПодставляя в (3.17) вместо интеграла (3.21) правую часть (3.22) и группируя слагаемые, зависящие от одних и тех же переменных, 
мы получим (3.15).Теперь непосредственно перейдем к доказательству (1.6). Пусть точка а£У задана. Применяя (3.15) к функции Г, мы получим /7(х)= 2 /г/.!,.,<4(г'1--**(х))+с„ (3.23)

3 *-1 <<я
/ (а; х)для почти всех х £ у.Далее применяя (3.15) к функциям 71/11 на г1(]) и соответствующим точкам г1 (л), подставляя полученные выражения в (3.23) и группируя слагаемые, зависящие от одних и тех же координат точки х 

мы получим р т .-Л՝(Х)= + Д |-

•'։«■«։ И(а;х)+ ’х 2 I» (X)) т С։. (3.24)
Перейдем к следующему шагу. Применяем (3.15) к функциям на г/,-/։(У) и соответствующим точкам г'1-/*(а), полученные выражения подставляем в (3.24) и группируем слагаемые, зависящие от одних и тех же координат точки х.Продолжая этот процесс, мы через- т шагов придем к равенству (1.5). Теорема 2 доказана.Доказательство теоремы 3. Пусть Е есть множество точек аппроксимативной непрерывности Е\ Тогда, как известно ([4|, стр.199), • (/?"՛ \£) = 0. Докажем, что Е абсолютно непрерывна по Витали на

Е. Пусть 0*0 задано. Для каждого р £ .V обозначим через Тр множество всех точек Ти, обладающих следующим свойством: для каждого конечного семейства попарно неперекрывающихся тп-мерных сегментов Л») с вершинами из и с суммой мер
1-1 рсправедливо неравенство " в

£|Дт(/ч 4тЛ)|<— • 
1—1 2Тогда имеем 0 Тр = Тп и Трс Тр I для всех £ ТУ, 

р-1откуда, в силу условия 11т(7о)^>О, следует, что при некотором( Т'/Л > 0. Положим 7'=7’л и 8 = —. Тогда
Ро



О представлении функций , 19Нт(П>0 (3.25)к для каждою конечного семейства попарно неперекрывающихся т- мерных сегментов 71։֊֊֊, /я с вершинами из Ет и с суммой мерДиж(Л)<։ (3.26)
ля всех выполняется неравенство

П £1 + 4) | < -֊• (3.27)֊Кроме того, без ограничения общности, можно считать, что начало координат является точкой плотности для Т.Пусть, теперь, [_/։,֊ • ֊, /„)—произвольное конечное семейство попарно не перекрырывающихся тп-мерных сегментов с вершинами и 3- 
Е и с суммой мер ЕМЛХ* (3.28>и пусть V, ։ .... V ж — вершины сегмента _/*» ։ = 1,֊֊֊, п. • * •» 2Для любого а^>0 обозначим через Сл тп-мерный куб со стороной а и с центром в начале координат.Возьмем число у > 0 так, чтобы имело местоРга(7’ПСч)>-^Т» (3.29>

л»и чтобы для всех /=1,֊֊‘֊, п и Л = 1,֊֊֊,2Ш существовало множество £/. *су( к + с мерой|‘т(Д.*>>('1--֊Гн-')’|" (3.30)
\ п 2 /такое, что для любого х £ £/. * выполнялось неравенстворН»,.,)-Пх)К—«—• (3.31).пдДалее выбираем положительное число С<^т) настолько малым, чтобы для всех /=1,֊ • •, п и 1, - • ֊, 2т множество (7/, * = £/, » П П 4 + С, _с) имело меруг.(а,։)>('1-^гп-Ъл (3.32)\ и 2 /Наконец, возьмем точки / = !,•• ֊,п; Л=1,֊֊֊,2 так,чтобы выполнялись условия

П(уъ* + Сс) (3.33)и чтобы при каждом / = 1,֊֊֊,п точки ад,։ 2ш являлись вершинами некоторого пз-мерного сегмента Л.



1V
Հ20 А. А. Талаляи н Ф. А. ТалалянЗаметим, что сегменты Л, ։ = !,•••, п попарно не перекрываются, так как по построению Цс^г, /=!,•••, я.В силу определения множеств С/. к и условия (3.33) имеем включение

(л.к-*. ксС\, !.•••, п; £ = !,•••, 2". (3.34)Далее, в силу (3.29), (3.32) и (3.34) будем иметь(С,\(ТП С,) П ( П (6\ * - мг, *))) < л< 1лт (Сп\(ТпС\») + £ (С^\(С/. * — 4)) < г/՞,
I. коткуда получаем

( Т П ( П (С,. * - ж, *))) > 0. (3.35)Л *Пусть
16 ГП( П (6։, *-мг/ ,)).I. кТогда, в силу (3.28) и (3.33) будем иметь

2 м»+ Л)= 2 МА) < 2 МЛ) <8.
։ I“I /"=1откуда, в силу выбора о, имеемА е2 |Ат(Л- 11-Л)|< — • (3.36)

1-1 2С другой стороны, так как I 4-ж/։ »а^, к для всех ։=1,-•••.я и £ = !,•••, 2Ш, то, в силу (3.31), будем иметь
<21* (Պ.յ-^(է + л <п2'л. 

Г, к
(3.37)Из (3.36) и (3.37) получим2 |Лш Л; 

1-1что и требовалось.
Е(реванскнн государственный университет, 
Институт прикладных проблем физики 
АН Армянской ССР Поступила 25. IX. 1988
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О представлении функций 21
A. A. TALALIAN and F A TALALIAN. On the representation of absolutely 

continuous functions of several variables (summary)

The property of generalized absolute continuity of functions of several variab
les is investigated. IFith the aid of martingale convergence theorem representation of 
those functions by integrals is obtained.
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Р. И. ОВСЕПЯН

, О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ 
СИСТЕМЫ ХААРА И ЦЕНТРИРОВАННЫХ СИСТЕМ 

НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИИ

Вопросы единственности представления тригонометрическими рядам ։ 
возникли, как известно [1], в непосредственной связи с проблемой Ри
мана о представлении функций всюду сходящимися тригонометрическими 
рядами.

Некоторое расширение постановки Римана позволи/о (см., например. 
[2]) получить положительные результаты общего характера сначала для 
тригонометрической системы (Д. Е. Меньшов), а затем, по существу, 
для произвольных полных ортонормированных систем (А. А. Талалян, 
Ф Г. Арутюнян, Н. Б. Погосян).

С другой стороны, теория единственности, основательно разработан
ная для (классических систем (тригонометрическая, с. Уолша, с. Хаара), 
пока не поддается распространению на более или менее общие классы 
ортогональных систем. По-видимому классические формулировки этой 
теории не могут иметь места в широком диапазоне, во всяком случае из
вестны примеры (с. [3, 4]) полных ортонормированных систем (подчинен
ных довольно суровым условиям), для которых неверна даже теорема 
Кантора.

Поэтому один из аспектов развития теории единственности, естест
венно, связан с поисками новых постановок (см„ например, [5] [6]). Тэ- 
кое расширение рассматриваемого вопроса может иметь и самостоятель
ный интерес, поскольку доставляет новые средства для распознавания ря
дов Фурье по тем или иным системам.

В настоящей работе устанавливаются некоторые теоремы единствен
ности нового типа самой системы Хаара и для одного класса ортогональ
ных систем, а именно, центрированных систем непрерывных функций. 
Эти последние (без требования непрерывности) являются объектом ис
следования теории мартингалов (см. [7, 8]).

Определение 1 (см. [8], стр. 207). Последовательность функ
ций и >1, принадлежащих пространству А1 (&, А, Р) называется 
центрированной системой, если для любого п и произвольного эле- 
мен.а е з-алгебры з„, порожденной функциями /| /։,•••> Л» выпол

няется равенство /я+1 <1Р = 0.
С 

п
Последовательность 5п — £ А называется мартингалом. Ясно, 

1
что определяющим свойством мартингала является равенство
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У՜^'" ~ У Зл+1 Vе € а"- 

г е

Если /„££’, то система (/л)1*  будет ортогональной (см. [8], стр. 
208).

* Условие (3) в несколько иной записи впервые появляется в работе [13] (си 
также [14]).

** -О — класс функций, интегрируемых в смысле широкого интеграла Давжуа.

В настоящей работе предполагается, что все /Л непрерывны на 
[0; 1]. Заметим, что по теореме Ганди (см. [9], а также [10]) центри
рованные системы непрерывных функций не могут быть полными в 
£’ [0; 1]; однако они могут быть системами представления почты 
всюду, в чем можно убедиться, используя технику работы [11]. В 
определенном смысле класс центрированных систем непрерывных 
функций довольно широк, о чем свидетельствует теорема А. В. Бах" 
шецхна [11].- для произвольной системы непрерывных на [0; 1) функ- 

1
ций ч>п, п>1 с условием J ։р„ = 0л>2 ^существует центрированная 

о
система непрерывных функций п > 1, такая, что /л и <рл равноиз
меримы при любом л^-!.^

Мы предполагаем, что определение системы Хаара (см., напри 
мер, [2]) известно читателю.

Определение 2. Вложенную последовательность двоичных 
интервалов постоянства функций Хаара ХЛ/, 1тл+1| =2՜' • 11/I будем 
называть цепочкой,

Перейдем к формулировкам наших утверждений (анонсированных 
ранее в [12]).

Теорема 1. Если для ряда

£ (1)

выполнены условия:

1. £ оЛ • ХЛ "С 30 всюду, исключая, быть может. некото- 
1

рое множество не более, чем счетное (кратко: и. с. м.) (2)
2. для любой цепочки верно

Пт

И
3. Ряд (1) сходится п. в. к Ф£Р**,  то (1)—ряд

(3>

Фурье— 
Хаара функции Ф.

Для’теорем единственности рядов Хаара условие 1 представляет со
бой условие нового типа. В отличие от предыдущих теорем подобного ро
да, данная позволяет выявлять такие ряды Фурье-1—Хаара, которые во 
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многих точках могут сходиться к бесконечности*).  Заметим еще, что 
для справедливости теоремы 1 существенно требование счетности исклю
чительного множества в условии 1. даже, если Ф=0,

* Существуют тривиальные ряды Фурье—Хаара, сходящиеся всюду, причем иа 
множестве мощности континуума к бесконечности.

|ая Х4- -0 и 2 |вл-Хя(ОИ<оо Vp>2(cm. [15]). 
1

Те о р е м а А. Если для ряда (1) выполнены условия:

1. sup |5m/(Z) = |ая-Хя (f|) < oo и. с. м, 
i >

2. для любой цепочки верно (3),

3. lim Sm < Ф <lim Sn, п. в.; Ф££’, то (1) — ряд Фурье функ
ции Ф.

Это утверждение фактически является частным случаем теоре
мы В. А. Скворцова [21J.

Следующее утверждение представляет собой гибридный вариант 
первых двух теорем.

Теорема 2. Пусть для ряда (1) выполнены условия-

1. min sup|5m<(0;^ <оп и. с. м, (4)
\ 1 I '

2. для любой цепочки верно (3),

4. Jim 5m < Ф < Um п. в. Ф £ £1.
Тогда (1) — ряд Фурье функции Ф.
Пусть / обозначает центрированную систему непрерыврых фун

кций /р /։,••• на [0: I]. Положим |/nja - 1. Класс таких систем обо
значим через F. Пусть 5„ обозначает n-ую частную сумму ряда

S °г/г (5)
1

Теорема 3. Если f^F и
1. sup < со и. с. м., (6)

2. suplaf/J £՛£’. (7)

3 lim Sn ■< Ф -С lim Sn п. в. и Ф £ (8)

то (5) — ряд Фурье функции Ф (и, следовательно, сходится к 
ней в L՝ и почти всюду).

Заметим, что условие 2 можно опустить, если / такова, что мно- 
([ и \ \

т. е. < t: bi ՝ fi (t) =constH

имеет нулевую меру, а в общем случае условие 2 близко к необходи
мому (см. замечание 3 в тексте).
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В случае же ограниченной Ф первые два условия теоремы 4 мож
но опустить, если полагать, что условие 3 ^выполняется всюду, за 
исключением, быть может, некоторого счетного множества (и это’вер- 
но при любой перестановке ряда (5)).

Теорема 4. Если / и ։

1. шт сц /3(0; зир |5Я/ (#)|) < оо и. с. м., ■ (9)

2, вир |а/ •/) £ (10

3. Пт 5П < Ф ■< Нт 5П п. в. и Ф £ £', (И) ■

то (5) — ряд Фурье функции Ф. •
Доказательства наших утверждений мы строим, отправляясь от 

схем, предложенных в работах [13, 16].
Доказательство теоремы 1. Как известно, утверждение, 

что ряд (1) является рядом Фурье суммируемой функции Ф, равно
сильно тому, что при любом т на каждом из двух двоичных интер
валов постоянства 8т функции /т выполняется равенство

У^т== [ф> V"։- (12)

։<п °т

Это утверждение справедливо и в том случае, когда Ф££) [16]. ՛ 
Лемма 1. Пусть для ряда (1) выполнены условия:

1. Вт 6’Я<ГФ < Нт 5Я п, в., (13)՛

2. существует пара (п, 8„ ), для которой нарушено (12).
Тогда для произвольного Л^>0 существуют 'т>п и от с 8я 

(кратко: (т, 8,я) »-(п, 8„)), такие, что:
для пары (т, 8т) нарушено равенство (12), (14)

2вГх?«)>л, у/е։». (15)
1

Доказательство леммы 1. Сумма 2' будет обозначать су
жение ряда (1) (аналогично для ряда 2 а]-Х]) на интервал из усло
вия 2 леммы 1, причем сумму первых слагаемых, которые 'постоянны 
на 8Я, т. е. 5Я (#), /£8„ будем считать за первый член ряда 2'.

Теперь заметим, что ряд не может быть равномерно ог-
1

раниченным на 8„, так как в противном случае по теореме Б. Леви

получим, что а^< оо, а это (надо учесть, что функции Хаара, со- 
1

средоточенные на 8„, образуют ортонормированную ’систему сходимо
сти п. в.), в свою очередь, повлечет сходимость в Е1 и почти всюду 
на 8Я, причем к функции Ф, что явствует из условия (13). Но если 
учесть, что функция 5Я (/), <£8Я является первым членом ряда 
2' а/ • X/, то из вышесказанного мгновенно будет след овать, что для 
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пары (л, Зя) выполнено равенство (12), а это противоречит условию 2 
леммы 1. Итак, на 8Л

(16)

Если теперь предположить, что лемма 1 неверна, то это будет 
означать существование такого А, что как только для 'какой-нибудь 
пары (/и, от) *-(п,  3Л) выполняется условие (15), то для нее не имеет 
места (14), т. е. верно равенство (12). Если учесть, что 'функция ?Хт 
постоянна на объединении обоих интервалов постоянства ЗХ, «ш (Фун
кции 7.т, то будет ясно, что мы имеем две пары (т, 3^,) г- (л, 8Л) 
м (т, ой) г-(л, 8Л), удовлетворяющие одновременно {условиям (15) и 
(12).

Пусть т — первое из таких чисел. Тогда ясно, что для пары 
(тп։, Зт,), где Зт, = В™ II 8т выполнены соотношения

§а’-х?и)<ЛлеЗОТ1; [5т, = (П) [ф. (17)

*т։ *Л1,

Пусть X։ обозначает ряд 2', из которого выброшены те ХЛ, но
сители которых сосредоточены на 8т1. Повторив процедуру для ряда 
2։ (вместо У.'), мы придем к ряду ‘2՛, и т. д. Через конечное или 
бесконечное количество таких процедур мы получим ряд 2 у со свой
ствами:

существует бесконечное количество ‘пар (тир 8„։/) (8т/ попарно 
не пересекаются), для которых имеют место соотношения типа (17), 
откуда , ,

<*?(')<  А (18)
1

Из (13), (17) и (18) следует, что ортогональный ряд У— сходится в 

£։ и почти всюду на 8„ к функции Ф £ £։, которая совпадает с Ф на
ОО

множестве 8,,х ( и Зт/), а на каждом из интервалов 8Ш/она постоянна и

(£) Ф = (О) [ Ф у/. (19)

4ЛЦ °Л|£

Но в таком случае (см. [17], стр. 370) получим

(!) [ Ф = (£>)[ Ф (20)

«Я «Л

и поскольку ряд 2^, сходится к Ф по метрике £*,  то будем иметь 
Г 5» = | Ф (напомним, что постоянная 5Л(0> ^(;8Л является первым 

։« *п
слагаемым ряда 2', а следовательно, и ряда 52), а это вместе с (20)
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приводит к равенству 5п = (£5) | Ф, что противоречит исходному

*п ։я
предположению. 

Лемма 1 доказана.
Лемма՛ 2. Пусть для ряда (1) помимо условий. 1 и 2 леммы 

I выполнено требование (3).
Тогда для произвольного А^>0 существуют пары (т, 8т) 

(п, 8Я) и (I, 8,) '-(п, 8„) такие, что 8тГ>8/ = 0, « для них справед
ливо утверждение леммы 1, т. е. выполнены (14) и (15).

Доказательство леммы 2. Поскольку для пары (и, о„) на
рушено (12), то имеем

==(£)) | ф 4-о, а =У= 0. (21

«я

В силу леммы 1 ясно, что предположение о неверности леммы 2 
равносильно существованию бесконечной „монотонной*  последователь
ности пар (ти 8т1)֊։ (т։, 8т,) -։ •••; ЗяэВд,,; 2|8т/+։| =|8т/|, для ко
торых нарушено равенство (12), причем для любой другой пары 
(т, 8т) »- (п, 8П) это равенство выполнено. Это последнее обстоятель
ство в сочетании с (21) приводит к соотношениям

I

У «Хж/ — (И) Ф -|- а, у/.

гтц 6т1

(22)

Так как неопределенный 25-интеграл функции Ф является непрерыв
ной (а следовательно, и равномерно непрерывной) функцией на [0; 1], 
то ясно, что первое слагаемое в (22) стремятся к нулю. Пусть г0 на
столько велико, что выполнено неравенство

(£>) 1 

6
Ф <։т^=ч՛ (23)

В таком случае для всех / ?> /0 будем иметь

Р$»Ч > 9 (24)
»

Для каждого г одна из половин интервала совпадает с 8<п/+1, а на 
другой половине 8т/+1 интегралы функций Ф и 5т/+։ совпадают. Да

лее, на 8т/+1 и &т/+։ ֊Хт^։ = -5я։/ +а<п/+1-5Ст/+1. Так как постоянна
на 8тр то из (24) следует

Г о .9
3 20

'"Ч-Н

(25)

Из (23), (25) и равенства интегралов функций Ф и Зт1+1 на 8Ш/+։։ 
следует
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Но это противоречит предпосылкам леммы 2, а именно условию (3).
Лемма 2 доказана.
Теперь ясно, что если предположить, что теорема 1 неверна, .то 

по лемме 2 для произвольного Л։ найдутся пары (тп։, от1) и (2։, Зг,),.- 
Ът, ПЗ/, = 0, для которых выполнены условия (14) и (15). За
тем при -г 1 надо применить лемму 2 к каждой из пар, опре
деленных на предыдущем шаге, и т. д. Поскольку Ап I °о, то через 
бесконечное число шагов мы придем к некоторому множеству мощ
ности континуум, в точках которого будет нарушено первое условие 
теоремы 1. Подобные выкладки хорошо известны и потому мы опу
стим их.

Теорема 1 доказана.
Пусть а1 — а-алгебра множеств, порожденная функциями Хаара 

/у, 1 < / < тр а ( £ а^) — система всех двоичных интервалов, на каж
дом из которых функция Зщ/ постоянна (т1 — последовательность из 
теоремы 2).

Замечание 1. Условие (12) равносильно соотношениям

| 5™, = Ф> УАС’р V'- (27)՛
а д

В самом деле, если условие (12) нарушено для какой-нибудь пары. 
(т, Зт), то на одной из половинок интервала 3,п оно опять будет на
рушено (для соответствующей пары). Повторяя это рассуждение, мы 
придем к некоторой паре (тпр Д), Д£тр для которой (27) не будет 
выполняться.

Замечание 2. Если последовательность 5,Пу равномерно Огра- 
ничена на некотором △ £тр то ряд (1) сходится на Д в метрике £’ и 
почти всюду к функции Ф (в силу условия 3 теоремы 2) и поэтому

[|ф, дег 

А А

Это утверждение легко следует из того, что функции Хаара,. 
сосредоточенные на Л, образуют ортономированную систему сходи
мости почти всюду и сужение ряда (1) на Д по условию замечания 
принадлежит классу

Лемма 3. Пусть для ряда (1) выполнены условия:

1. Нт 5Я<Ф< Нт 5Л п. в., Ф££։, (28>

2. существует пара(т{, Д,), Д;€\> для которой, нарушено (27).. 
Тогда для произвольного А > 0 существует пара (т

(т{, Д^) (тп. е. для которой тоже нарушено՛
(27) и, кроме того
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|5шу(01 > А *€  Ду. (29)

Доказательство леммы 3. Как и раньше сумма 2' обозна
чает сужение ряда (1) на нужный интервал, в данном случае на А/, 
причем УшД/), —первое слагаемое ряда 2'. За частными сумма
ми ряда 2' мы сохраним прежнее обозначение 5„,. В силу условия 2 
леммы 3 и замечания 2, последовательность 5»,у не может быть рав
номерно ограниченной на Д/, и поэтому предположение, что лемма 3 
не имеет места равносильно утверждению: существует такое Д^>0, что

|$т, (01 > А « € Ду. (тг Ду) >- (тр др => J 5„,у = | ф. (30) 

. 4у 4у
Пусть тУ1 — первый такой номер. Через ч>( обозначим объедине

ние всех Ду։^-е/։, которые вместе с удовлетворяют соотношениям 
(30). Пусть теперь 2։—ряд, полученный из 2' после того, как из 
последнего изъяты те функции Хаара, которые сосредоточены на ш։ 
>(т. е. на каком-нибудь Ду,). Тогда

|5ту(/)|<л у;</„ у*£Ду, Уду€-у, (31)

I ^У1 = |ф, УД,.<=«»,. (32)

4У, ' 4Л

Если учесть, что ՝5Шу при у > у։ постоянна на каждом из интервалов 
Д71С(и։, то из (32) можно извлечь такое соотношение

15"уО)1<ТГТ- | 1ф1» У/>71. У^Ду., уДу.<=®։. (33)
|Ду.1 •)

Теперь, продолжив это рассуждение уже для ряда 2,, получим номер 
тУ։, множества Ду։£ту։, ш, ( о, Л = 0), такие, что для ряда 2։, ко
торый получается из 2։ после выбрасывания из него тех функций 
Хаара, которые сосредоточены на «>։, будут выполняться соотноше
ния

|5т,(0|՝<А Уу</։, у/с Ду- УД/£Х/. Д;Пш։ = 0, (34)

У= I Ф' УДу.Сш։, (35)

4Л Ъ.

|5ту (01 < ֊- • [ |Ф|, V/ >7». У^ Ду., уД/.<=«•։. (36)
I 11 и

Продолжим этот процесс. Ясно, что через конечное или бесконечное 
число шагов мы придем к ряду Ув, который удовлетворяет условиям

Ул У^Д/\(и <“/)’՛ (37)

1|5Яу (0 < А уу<у„ у# е Д/, УДу € ’у. Ду Л Гй\ А = 0, уг, (38)
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Ф, уд7гс<ол, уг, (39)'

!•$«•/(01 < дУ֊ • [|ф;. V^JrCu>r. V- (40)i

■‘A
Но так как функция Ф

Ф(0 =

суммируема, то такой же будет и функция

Ф(0,

1 
141

*£Ь/Г> Nr.

Из соотношений (37)—(40) следует, что частные суммы Smj ря

да имеют суммируемую мажоранту Ф, откуда вытекает, что пос
ледовательность Smj слабо компактна в Д’. Но Sm/. — подпоследова
тельность частных сумм некоторого ряда 2^ по системе Хаара, яв
ляющейся базисом в L', и поэтому ряд будет разложением неко
торой функции ®£Д։. Теперь учтем, что сходится п. в. на Д/ (из 

условия 2 леммы 3), причем на множестве Д/ \( g a>z ] он совпадает 

с рядом (I), и поэтому в силу (28), получим, что функции <р и Ф сов

падают наи »Л. А из (39) следует

J ®= ф 

и <Ь- U OJr
1 1

В итоге получим
j <Р= J ф.

4/ “I

Но так как
J Ч> = J ֊bmp Д/ 6XZ. 

4/ 4/ 4/
то придем к равенству

֊ f^’i= Ф» Д< € хг

4i 4/

противоречащему условию 2 леммы 3.
Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Пусть для ряда (1) помимо условий 1 и 2 леммы 3 

выполнено требование (3). Тогда для произвольного Л^>0 суще
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ствуют пары (т]г Ь) Ь(), (т(, Л,) (тр Др, Ду1) \=0, для 
каждой из которых нарушено (27) и выполнено (29).

В силу замечания 1, доказательство леммы 4 сводится к таким 
хе рассуждениям, с помощью которых была доказана лемма 2.

Доказательство теоремы А проводится рассуждением от против, 
•ного по той же схеме, что и доказательство теоремы 1.

Теорема А доказана.
Доказательство теоремы 2. Начиная рассуждение от про

тивного используя лемму 2, найдем для произвольного А{ > О 
пары (т, 8Я) и (/, 8/), 8тп8г= 0, для которых выполнены условия 

£ а’-х’(/)>Л„ ^8т; £ а>^^>А„ ։£И1։
I 1 (41)

*т 6<я *1 Ч

Теперь, применяя лемму 3 для 4։>0к каждой из уже определенных 
пар, найдем новые пары

(тл. А/Л (в։/|’ Д/Л ДЛ ПД,,= 0, (42)

для которых (с учетом (41)) выполняются условия
Л1Д т1։
^«Гх?(О>А. ^ДУ1; £а]Щ(У>А1 ։$Ь,,г 

1 I *
'4 (01>А. |&./։(<)|>А. ^Д/„

УФ; [ч*С ф- •’

Д Д/П ц ^т11 ՝*т1։

На ■втором шаге надо повторить всю процедуру применительно 
к парам (42) и числу Л։^>Л|-|-1 и т. д. Поскольку Ап । со, то ясно, 
что в результате всех этих действий получится некоторое множество 
мощности континуум, в точках которого будет нарушено условие 1 
теоремы 2.

Теорема 2 доказана.
Лемма 5. Центрированная система функций /п^.Ьг <2, А, Р) 

г > 1 является базисной последовательностью (т. е. базисом в 
своем линейном замыкании) и все разложения сходятся почти 
всюду.

Доказательство. Для произвольного ряда его ча՜
стные суммы 5П образуют мартингал, и следовательно, последователь
ность ;5Я|Г будет полумартингалом (см. [7|, стр. 266), а математиче
ское ожидание полумартингала — возрастающая функция (см. [7], стр. 
280), т. е. в нашем случае

fn г р п+т 1г
. О1-/*  бР< I £ ак-/ь бР, У/п, Ут, • (4$)

а « 1
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Неравенство (43) означает, что (?п)? — базис в своем линейном замы
кании (см., например, [18], стр. 116). Согласно неравенству Дуба 
(см. например, [19], стр. 59) для мажоранты 5,= шах |5/։ выполняет- 

1 <1<п
ся соотношение

Р|.£>М< —• |’|5Я|</Р< — • ул>0, (44)

!5>х1
откуда следует, что для произвольного разложения У ап-{п мажоран- 

1
та 5» будет конечной почти всюду. Но отсюда уже вытекает, что 
все разложения сходятся почти всюду, надо только учесть, что /Л— 
базисная последовательность и повторить хорошо известные рассуж
дения (см., например, [20], стр. 307). Суть этих рассуждений такова: 
если некоторое разложение ^ал[п расходится на множестве поло
жительной меры, то найдутся числа | со и п*  Г такие, что ряд 
- "гн՜1

' 2 ■/*  будет разложением, которое неограниченно расхо-
/5։ *= Л/
дится на множестве положительной меры.

Замечание 3. Из первого неравенства (44) следует (см. [19], 
стр. 25) прн р > 1

< -Р—л 1ФЬ (45)
Р -1

в предположении, что ряд 2аЛ-/я является разложением функции Ф.
Лемма 6. Пусть (ф„)?—центрированная система непрерыв

ных функций на [0; 1], ЦфЛ= 1. Чтобы ^ап-'^п был рядом Фурье 
функции Ф из линейного П-замыкания системы фя, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого сегмента / и любого п имело место

| 5Я= у Ф. (46)

*7*  *7՛  (/)

Доказательство. Необходимость очевидным образом следует 
из леммы 5.

Достаточность. Зафиксируем п и заметим, что если соотно
шение (46) справедливо для произвольного сегмента /, то оно, оче
видно, имеет место и для любого полусегмента. Пусть фя ([0; 1]) с 

г
с[а5 ?)• Разложим [а; р)) на сумму и X/ попарно непересекаюп^ихся 

полусегментов X/, длины которых меньше наперед заданного е. Ясно, 

что ^0 фя (ч)=[0> !]• В силу ортонормированности фЛ имеем

I
ап = у 5я ■ фя, Пусть а € X/ и А< = ф7*  X/,

о
3-156
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Первая сумма но модулю не превышает е-|5я?։, а вторая, в силу (46} 
1г I р

равна у Ф-фя + £ I Ф-(с/—фя). А здесь первая сумма совпадает с 
/-1Л «=1 3

А/ А/ 
1 
^Ф'-’фя, а вторая оценивается через е -(|Ф|\. Теперь, если учесть, что- 

о ,
эти выкладки справедливы при фиксированном п и произвольном е, то 

1
получим ап = ^Ф-фл, чем завершается доказательство леммы 6. 

о , ,
Лемма 7. Пусть п{—строго возрастающая после дова,- 

телъность натуральных чисел, й — замкнутое множество, принад
лежащее а-алгебре порожденной функциями {]г)г, 5к— к-ая ча
стная сумма ряда (5), ф — суммируемая функция, удовлетворяю
щая условию (8). Если выполнено неравенство

то для ус^>0 существуют сегмент /с (— со; —с) и (с;, со) и чи
сло гц^>к (п! из условия (6)), такие, что

[зП1=г ( Ф, а =2-.П57/ (/) П П (|5л,|<с). (48)-
I Л/>Л 7

а/ и, ' ■■ ■ }<1

Доказательство. Прежде всего отметим, что сужение систе“՜ 
иы /|, на 2 является центрированной последовательностью. Да
лее, Ещ не может быть равномерно ограниченной на й, так как в си- , 
лу ортогональности системы //, /^-Лнай и леммы 5 отсюда следо
вало бы, что ряд (5) сходится на 2 в метрике £’, причем к Ф (см. 
(8)), а это противоречило бы неравенству (47).

Если в данной ситуации предположить, что лемма 7 неверна, то 
это будет означать, что существует такое с>0, что при> каждом 
яг > к на любом множестве вида 2/ из (48)- должно выполняться ра~ 
венство

У= у ф, съ (о = 5Я/ (о, ^2. (49):

Ясно, что равенство (49) будет выполняться и в том случае, когда: 
/, входящее в определение множества 2/, будет обозначать произ
вольный полусегмент, лежащий на множестве (—оо; —с) Ц(с; «>)•

Теперь заметим, что последовательность (& образует мартингал.
Определим для нее и вышеуказанной постоянной с момент остановки.
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~(t) = min |л/։ jQ։ (t)| > с). 
Я/ *А

(50)

Пусть В] обозначают множества уровней функции т, т. е.
Ву = ((т = л/у)^0), B, = |t = ooJ. (51)

Ясно, что Bj попарно не пересекаются

2 = U Bj U В„. (52).
/<-

Образуем новую последовательность — т~> k,t/\.m =
= nain (т, т). Как известно (см. [8], стр. 146), 7\, будет мартингалом. 

.Легко проверить, что в силу (49) и (50) на каждом из Bj выполняют
ся соотношения

|Гт|-<с, Vm<njy; Тт = 5Л/ , yfj < оо. (53)

|7m(«)|<c, V/n, (54)

J r„,= |՝Ф, V/. (55)

Bi Bi
Теперь вспомним, что при фиксированном /՛ для произвольного 

допустимого сегмента (полусегмента) 1 будет выполняться равенство

J тП1 = [ф, А = в,{\ тт,* (/). 

Л л
(56)

Из (56) путем несложных выкладок, аналогичных тем, ^которые уже 
проводились при доказательстве леммы 3, придем к заключению, что 
мажоранта зир|7’я,|— суммируемая на 2 функция. Тогда, в силу лем
мы 5 и соображений слабой компактности, Тп, будет сходиться на 2

и в метрике L1 и почти всюду к функции Ф, равной Ф на Вя и Т-Ч

ва каждом-из В], у<^оо. Но в силу (55) интегралы функций Ф и Ф 
на 2 совпадают и. если еще учесть мартингальное соотношение

и а
-.то получится противоречие с условием (47).

Лемма 7 доказана.
Л е мм а 8. Если к условиям леммы 7 добавить требование (7)» 

то из (47) следует: для произвольного с>0 существуют непере-, 
юекающиеся замкнутые множества 0)Ус2, шу£аЯ/, / = 1, 2, такие

что
(5Л, ,| > с, t Ç шу; [ Sni/ =/= [ Ф, /=1,2. (57)

a»/ mi
J /

Доказательство. В силу леммы 7 мы можем ограничиться 
'установлением интегральных неравенств' (57). Положим «= min St, 
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Р = тах5*.  где 5*  удовлетворяет соотношению (47). Пусть т= ■■ ■
2

Если существуют множества ю, с 2 а 5*՜ ’ [а; •{), ш։сй Л 5*՜ 1 [7? ?]. 
удовлетворяющие второму неравенству (57), то доказатель

ство леммы 8 завершается. В противном случае, для одного из мно
жеств, например, [7 р], выполняются такие условия: для произвольно
го П 5*՜ ’ [т, ₽], “£°л, п>к имеет место равенство

= у Ф, ут > п, (58}

»0 си

Далее, повторяем все эти рассуждения, отправляясь от отрезка [я, 7) 
и т. д. На этом пути возможны два случая: 1) на каком-нибудь шаге 
произойдет „расщепление“ (как выше уже описано), чем и завершит
ся доказательство леммы 8; 2) найдется уровень а*  [такой, что для 
множества А/, = 2 Л (5*  = а*)  выполнено соотношение

У5* = ( Ф + а, а =/=0. (59-)

Ак

Так как Д*̂а*,  то *̂5*=  5*+ь

Теперь повторим всю процедуру для 5*+] и Д*. Если произой
дет .расщепление*, то лемма 8 будет доказана, в противном случае 
найдется уровень а*+1 такой, что для ,

Д*+1  = Д*  П (•$*+!=•  ал-н) имеем

( 5**1 =[ Ф + а. (60)

Л*+1 л*+1
Если допустить, что при продолжении этих рассуждений ни на 

одном шаге не произойдет .расщепления“, то значит появится после
довательность множеств Д*ш  Д* +]^ • • •, удовлетворяющая условиям 
(59), (6О), --.

Если Д я| -»• 0, то оставшуюся часть рассуждений надо проводить 
по той же схеме, как при доказательстве леммы 2 и тогда получится 
противоречие с условием (7) леммы (8).

Если же |Д,.| +֊ 0, то сопоставляя (59), (60), ••• и (7), получим,

что 5П на Л ДЛ сходится (очевидно равномерно) к функции Ф, а это 
Я-Л

приведет к соотношению | 5П -*•  § Ф, противоречающему исходной 

с а •
предпосыкле (47). Подробные выкладки провести нетрудно, и мы их 
опустим.

Итак, лемма 8 доказана, а вместе с ней и теорема 3 (рассуждения 
проводятся по той же схеме, что и при доказательстве теоремы 1, 
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в данном случае надо пользоваться леммой 6 и сопоставлять соотно - 
шения (57) с исходным предположением (6)).

Лемма 9. Если f^F и для ряда ^ai-fi выполнены условия 
(10), (11) и

У ai'f't ти- с. м., (61)*
1

то втот ряд является разложением функции Ф.
Доказательство. Если предположить противное, то по ле м- 

ме 6 найдется замкнутое множество удовлетворяющее нера
венству (47), а по лемме 8 найдутся такие замкнутые множества ш/, 
что '' '' . • • •.

ш/ с2, ш/ (; amtl ш։ П ։о։ = 0, | Sm‘z=/= Ф, ։ = 1, 2. (62)՛
(Uf «£

Теперь к каждому из wz надо применить рассуждения, которые 
мы изложим для 2 из (47). Сумма ряда (61) не может быть ограни
ченной на 2, ибо в противном случае сужение ряда (5) на 2 сходи
лось бы в метрике L1 и почти всюду к функции Ф (ведь fn, п > & на 
Q — центрированная и, следовательно, ортогональная система), а это 
противоречило бы неравенству (47). Покажем, что для произвольной 
постоянной с > 0 существует замкнутое множество ш с условиями

wcfi; ш£ап, n>£; J Sn =/= J Ф; £ arfi(t) > с, V* 6«։. (63).

*О СП
Противоположное допущение повлекло бы, что существует постоян
ная а 0 такая, что для любого n к имеет место

г Г* ( н _ (п—1 )
|5„= I Ф, <о = 2 П | £ а?-/?>а П (64).

си ш

Определим момент остановки т

{П )
n: V ai -fl (0 a I ,t £ 2. (65)

1 J

Пусть В]—множества уровней функции ։, т. е.

В7 = {(т = н7)=/= 0), j< со; Вт =(т=оо). (66)

Очевидно, Bj попарно не пересекаются и верно (52). Новая последо
вательность Тт = Sxf^m, т к (~/\т = rain (т, т)) также будет мар
тингалом, причем в силу условия (10) сумма квадратов членов ряда, 
соответствующего мартингалу Тт, не превышает величину а + sup <։’• 

i
•fl на 2. Отсюда (по соображениям ортогональности) следует, что՛ 
мартингал Тт сходится на 2 в метрике L? и почти всюду к некото
рой функции Ф с условиями (см. доказательство леммы 7)

Ф = Ф, t^Ba; [ф= [ф, V;<°o. (67>

ву Bj
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Сопоставляя (67) и (52) получим, что функции Ф и Ф имеют оди

наковые интегралы на 2. Следовательно, | Тт— Ф. Остается еще 

учесть, что ( 7'т—- *̂5,  для любого т к, что приведет к противо- 

и а 
речию с исходной предпосылкой (47).

Итак, (63) установлено. Сопоставляя (63) с (62), найдем для про
извольного с^>0 непересекающиеся замкнутые которые удовлет" 
меряют условиям (62) и еще неравенствам

"I
2 а* •/*(/)>  с, • (68)

1

■Оставшуюся часть рассуждений надо проводить так, как а конце доказа
тельства теоремы 1.

Лемма 9 доказана.
Доказательство теоремы 4 проводится по такой же схеме, что и дока

зательство теоремы 2, только в данном случае надо пользоваться соотно
шениями (57), из леммы 8 и (63) из леммы 9, которые будут в нашем рас
поряжении, если исходить из того, что теорема 4 незерна. Последователь
ное применение этих соотношений по упомянутой схеме а конце концов 
приведет к противоречию с условием (9).

Теорема 4 доказана.
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R. I. HOVSEPIAN. 
and continuous

Some theorems on uniqueness of series by Haar 
martlngal differences systems (summary)

In this paper we prove new type theorems on uniqueness of Haar series and 
-show that these results hold for some classes of orthogonal systems.
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УДК 517.51
Г. М. МУШЕГЯН

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ПЕРЕСТАВЛЕННОГО РЯДА ПО 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ И ПО БАЗИСАМ 
ПРОСТРАНСТВА С [0, 1] ВСЮДУ СХОДЯЩЕГОСЯ К

ФУНКЦИИ ИЗ L„, 1 < Р < 2

§ 1. Введение

Известный результат Валле —Пуссена, в частности, можно сфор
мулировать в следующем виде (см. [I]).

Теорема 1. (Валле—Пуссен). Если тригонометрический ряд

— + V ап созп х 6П sin п х (1-1)
2 п-1

всюду на [0, 2к], кроме, быть может, счетного множества точек, схо
дится к всюду конечной, интегрируемой по Лебегу функции /(х), то 
(1.1) является рядом Фурье —Лебега функции /(х).

Результаты типа теоремы 1 были получены и для других орто- 
нормированных систем. А. Хааром [2] была доказана следующая

Теорема 2. (А. Хаар'. Если ряд

(1.2) 
н—1

по системе Хаара всюду на [0, 1] сходится к нулю, то ая=0 при л>1- 
Г. Фабером [3] был приведен пример ряда (1.2), который всюду.

на [0, 1], кроме одной точки, сходится к нулю, но не все коэффици
енты которого равны нулю.

В работе [4] Ф. Г. Арутюнян и А. А. Талалян выделили естест 
венный класс рядов Хаара, для которых счетное множество является 
множеством единственности. Этот класс определяется следующим об
разом.

Определение 1.1. Скажем, что ряд (1.2) принадлежит клас
су А, если для произвольной точки х0. хо^[О, 1], выполняется усло
вие

lira ]a„J• |ХП4 (хо) ՜’ =- 0, где |п4)£н = (n : Zn (х0) 0|. (1.3)
А--* •*

Отметим, что если ряд (1.2) всюду на [0, 1] сходится к конеч
ной функции /(х), то этот ряд принадлежит классу А-

В работе [4] была доказана следующая
Теорема 3 (Ф. Г. Арутюнян, А. А. Талалян). Если ряд (1.2) 

принадлежит классу А и некоторая подпоследовательность его час
тичных сумм {S„A (х)|?~1 всюду на [0,1], кроме, быть может, счетного
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множества՜ точек сходится к конечной функции / (х), то
(1.2) является рядом Фурье —Лебега функции f (х).

В этой же работе результат типа теоремы Валле Пуссена был 
получен для системы У олша (см. также (5]).

В работе [6] подобные вопросы рассмотрены для переставлен 
ной системы Хаара.

Если а — (с (п)|£=;—произвольная перестановка натурального ря
да (то есть взаимнооднозначное отображение последовательности {nlJJLj 

на себя), то через (с) V обозначим переставленный ряд у “<,(„>■ 
п«1 »=1

Имеют место следующие теоремы (см. [6]՜).
Теорема 4. Пусть переставленный ряд

(°) У О'1/.п(-г)= X а° (я) («Л՜*(Е4/՛ 
« = 1 .4=1

по системе Хаара принадлежит классу А. Если некоторая подпосле
довательность (5,ч(х, а))д„5 его частичных сумм всюду на [0, 1], кро
ме, быть может, счетного множества точек, сходится к конечной функ
ции /(х), f (х) (; L.it то (1-4) является рядом Фурье —Лебега функции 
/(*)•

Теорема 5. Существует переставленный ряд (1.4) и опреде
ленная на [0, 1] всюду конечная функция /(х), удовлетворяющие ус
ловиям:

1. —0(n-i/2)։ f(x)£Lp для любого р, р£ [1, 2);
2. ряд (1.4) всюду на [0, 1] сходится к /(х);
3- (1.4) не является рядом Фурье-Лебега функции /(х).
Отметим, что для любой фиксированной’перестановки о, как сле

дует из теоремы 4, ряд по системе Хаара, который после этой пе
рестановки может всюду сходиться к данной функции / (х), единствен
ный и в том случае, когда j6(x) Следовательно, коэффициенты 
такого ряда должны восстанавливаться с помощью функции /(х). Не
смотря на это, теорема 5 показывает, что интеграл Лебега не всегда- 
восстанавливает коэффициенты такого ряда, даже если /(х)^Ер 
1<р<2.

Ниже через Ф = (х))?=1 обозначена любая наследующих сис
тем: система Хаара, система Уолша, произвольный ортонормирован- 
ный базис пространства С[0, 1], тригонометрическая система, опре
деленная на [0, 1], то есть система {1, 1 2 cos 2՜ п х, р 2 sin 2-- пх п=1.

В настоящей работе результат типа теоремы 5 устанавливается 
для этих систем, а именно справедлива следующая

Теорема А. Существуют переставленннъш ряд

I a,(n)?a(n)U) 

n = l
(1.5)

по системе Ф и определенная на [0, 1] всюду конечная функция 
f (х), у довлетворяющие условиям-.
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1. lin։ ап = 0, f{x)^Lp для любого р, 1 р 2; .. Л-»-о»
2. ряд (1.5) всюду на [0, 1] сходится к f (х);
3. (1.5) не является рядолг Фурье—Лебега функции f (х).
В случае, когда.Ф—система Хаара, рассматривается следующий 

вопрос: насколько быстро коэффициенты ряда (1.4) в теореме 5 мо
гут стремиться к нулю? Ясно( что в этой теореме не может выпол
няться условие - •

" (1-6)
л=1

Поэтому на скорость стремления к нулю коэффициентов ■ ап, п=1> 2, 
• ••, естественно наложить условия, из которых не следует (1.6).

Теорема В. Для любой монотонно убывающей последователь
ности положительных чисел h = {Ля}л—ь удовлетворяющих условию 

Ёл« = +оо> ՛■: (1.7)
л-1

существует переставленный ряд

Ё ао(Я)ХоГл)(х) (1.8)
л-1

по системе Хаара и определенная на [0, 1] всюду конечная функ
ция f (х), обладающие свойствами:

1) |а„| <Лл, n — 1, 2, ■ •
2) / (х) € -р Аля любого р, 1 < р < 2;1
3) ряд (1-8) всюду на [0, 1] сходится к f(x);
4) (1 8) не является рядом Фурье—Лебега функции f(x).

§ 2. Определения и вспомогательные утверждения

Пусть Р(х)£ Li [0. 1J и
1

£ а„ <р„ (х), а„ = ая (Р) = | Р(х) <оц (х) dx 
л=։ д

—ряд Фурье функции Р(х) по системе Ф. Обозначим
N

Фу(х, Р)== X а«<р„(х), Л/=1, 2,-.- ; 
я=1 

л |
Р*(г) = Рф (х) == sup £ а„ <?„ (х). х£[0, 1], 

' ' l<JV< + ~ n-1 I
n|p]_min (п:ал^0|, 7V{Pl = sup!n:an¥=01, (/V[P|<+oo): 

|p] = {n:n[P]<n <JV[P]).

Если о = {a(n)|-։-некоторая перестановка, то 
лг 

(3)Ф;у(х, P)^(^N<X, Р(’))=- S а»М)^(«)(Х)՛
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(о) Р* (х) = />* (х, 0) = Бир
Л'
I а0(„)<Ро(л) (х)

л«1
х£[0, 1],

[(о) />]=(/>(<,)]=[/>).

О п р е д е л е н и е 2.1. Множество полиномов {РДх, с;)1у1.1, 1֊'С7И-<:
— со, по системе ■՛«>„ (х) [“.-1 назовем согласованным с последова

тельностью натуральных чисел (№|“=ъ если
Л,1<п[/>1], тах|Л\, /\7[/-։д._1]} п [Р*] при к = 1, 2, • • •, М.
Определение 2.2 Если Ф — [<р„(х)}“=1 — система Хаара или Уол

ша, то Ф-интервалом назовем множество, которое можно предста
вить в следующем виде: (/•2-г, (2-{-1)-2 г — 1, 2,---; 0 <. I <. 
<2 —1. Если Ф —тригонометрическая система или ортонормальный 
базис пространства С[0, 1], то Ф-интервалом называем множество 
вида [а, 6], (о, 6], |а, Ь), (о, 6).

Определение 2.3. Через О(Ф) обозначим класс множеств, каж
дое из которых (в случае, когда Ф— система Хаара или Уолша с точ
ностью до конечного числа точек) можно представить в виде объе
динения конечного числа попарно не пересекающихся Ф-интервалов.

О п р е д е л е н и е 2.4. Перестановку о последовательности т, т 4֊
+ !>•••, М назовем слабой, если 
= тп, т +!,•••, М, выполняется

для любого набора чисел а,,, п ~ 
неравенство

Бир
1 <Л' < Л( и ('О т

I /V
4 Бир ! У ап .• 

п֊т
Определение 2.5. Пусть А = {А:,}"=1—последовательность мо

нотонно убывающих чисел Ад—О, при А — со. Скажем, что полином или 
ряд

.И
Р (х) — V а,. <р; (х), т ֊< М -< -г оо, 

։-т
из класса (А), если |а/|-՝СА/,

Если А —измеримое по лебегу множество, то через |Е'| обозначим 
_ о

меру Лебега множества Е, Е—замыкание, а Е—внутренность множе
ства Е.

Ниже через А« обозначена внутренность замыкания множества 
8иР{Х„(х)).

Пусть Ф= {р,(х))’=։ = |у.„ (х)|“=1— система Хаара, а А = |АЯ}”_։ 
— монотонная последовательность с условием (1.7), тогда справедли
во следующее

Предложение 1. Для произвольных чисел Ро, Хо, 0<^₽0<^1, 
°<%<1, натурального числа М' и множества Л (-V (Ф)сучеству
ют множества Л(1), Л1*', и и полином

т՛՛
ЧЧх)= £ «„•/.„ (х),

п=-т
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обладающие свойствами:

1. 77£0(Ф), Ли’€О(Ф), /= 1, 2; ||Л|,)1-։Л|.2-’|<2-1 7/0 при 1 = 

= 1, 2, Л(1)ПЛ!2) = 0; Л(։)п^= 0, г = 1, 2, Л(” II Л'2) I) £/ = Л; |£/| <

<т(0, 1, 2;*
2. ЛЛ</п;

3. |Ч( (х)— (—1)‘+1\<₽0 ПР“ х £ Л/, 1=1, 2; Ч'՜ (х) — 0 при х'д’Л;
4. ЧГ* (х) < 2 при х £ А.; ЧГ* (х) =0 при хТГЛ;
5. |а,1( С А„ при п = т, т 4- 1, ■ ■ ■, т';

6. | Ч’(х)с/х = О. 
л

_ Т1 >>Доказательство. Нетрудно убедиться, что существует мон о- 
тонно убывающая поеледовательность положительных чисел (Ап}7=.1 
такая, что 

> < _ *°
Ап < Ап при п = 1, 2,• • •; Ит А„ V п — 0; У (А,,)2 = 4-00. (2.1)

,,=1

Выберем такое положительное число р', что
<7(о, Р'<Ро. ®'< (|Л| — т/д)֊1 (полагаем 7)0<|Д|). (2.2)

Согласно определению класса 0 (Ф) множество Л с точностью до ко
нечного числа точек можно представить в виде

Л = П о)/, где «>/, 1 С / < з, Ф — интервал; «н П «>; ֊ 0, 1 I з. 
/= 1

(2.3)
Пусть, далее натуральное число т таково, что

т > тах 1 /V', 2 тах (|а>։|—1)|, АяУл<3' при п > т. (2.4)

Очевидно, что для любого п, п т
либо существует /, 1 </< з такое, что А„со),-, (9.5)

либо Ап Г) II °’«՜ — 0- (2-6)
/=1

Рассмотрим следующие ряды .

7"(х)~ Ул"/-Я(х)> " X е„Х„(х), (2.7)
п I «-т

где е, = Ап, если Д„со>г и е„=0-в противном случае.
Из расходимости ряда в (2.1) и монотонности чисел Л^, соглас

но результату работы [7] первый ряд в (2.7) расходится почти всю
ду на [0, 1], откуда следует (см. [8]), что
-------*'з^сь и ВСЮДУ ниже в случаях систем Хаара и Уолша равенство для мно
жеств имеют место с точностью до конечного множества двоично рационально точек.
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Гил 5.у (х, Г) = оо, Вт 5дг (х, Т) = — со п. в. на [0, 1]. 
IV֊֊- Л' - -

Так как для внутренних точек х множества Л и 1^1 > П1 имеем

5дг (х, Р) = 5л(х, Г) — 5,„_1(х, Г),
то получим, что почти всюду на Л выполняется условие

Нт 5дг(х, Р) = +оо, Нт 5л'(х, Р) ——оо. (2-8)
.V-» лл^-

Составим новый ряд

Л(х)~ £ а„Хл(х), (2.9)
П-Ш

где а =е для тех значений и, п <■ т, при которых

5л՛ (А՜, Р)| 1 при х △„ с Л, Л = т, т 4֊ 1, • • ■, п — 1
и полагаем а^-О для остальных значений п.

Ясно, что о
|5л (х, Р')| <С 1 + Р' при Л т, х£Л, (2.10)

5л՛ (х, Р') — 0 при т, х £ Л. (2.11)
Отсюда следует, что ряд (2.9) сходится почти всюду на [0, 11 к 

некоторой функции Р (х), причем

1 < \Р՛ (х)| < 1 + Р' п. в. на Л; Р (х) = 0 при х £ А, (2.12) 
Исходя из теоремы Егорова можно указать такое натуральное 

число т', что
1{А \|х : (5т (х, Р')| > 1|, > 4՜1 г10. (2.13)

Обозначим
А*1’ = 'х : 5„,-(х, Л(2) |х:5,„'(х, Р')<-1|, (2.14)

и= А\(А(1’и А(’’).

Очевидно, что А(1’, А(2\ (7^0 (Ф). Оценим меру множества Л(1\ 
Исходя из условий (2.5), (2.6), (2.12), (2.13), (2.14) получим

О = 1՜ 5,,,՛ (X, Р՛} (1х (1 + 3') |Л(,)[ - |А(2'| Т 4 - 1 т(0.

Л
Отсюда и из равенства |А'"’| = А| — |Л՝’)|—|б/1 следует, что (2 -|֊ В') X 
Х|Л(1’| - |Л| + 2 1 -,1п >0 и из (2.2)

IЛ| 3' 9. 4՜1 т|а(”| > 2՜1 |л| ֊ 2֊(2՛.; ю - ^/’>2-' |л] ֊ 2՜1

1ем же путем можно установить, что |А(‘|^>2 1 •д| — 2 1
Легко убедиться, что полином

пГ
(*) = £ ап /„ (х) 

п — ги 
удовлетворяет всем условиям предложения 1.



46 Г. М. Мушегян

Ниже, чтобы использовать общую терминологию и случай сис
темы Хаара не отделять от случаев, когда Ф—одна из вышеуказан
ных систем, полином вида '1՜ (х), фигурующий в предложении 1, назо
вем слабо переставленным (формально это не противоречит опреде
лению слабо переставленного полинома).

Если Ф—одна из вышеуказанных систем, то справедлива следу
ющая

Лемма 2.1. Пусть ш—Ф-интервал, <»а:[0, 1], а' и /\/,") — 
( Л 7^) I 00— положительные числа, (/V* )х = 1 — после довательность нату раль- 

ных чисел. То?да существуют последовательности слабо пере
ставленных полиномов ! 4Г/ (х, (о) ]/=), ступенчатых функций 

[^/(х, ш)}£-1 и множеств {П? (ш)]ь=1, обладающие свой-
вами :

1. Л/(ш). Z7/(<о) £ 9 (Ф), г^>1; £//.(«>) Г) Uj (“>)՛= 0 при l-^z<y< 4- оо;.
■бр. (UJ) — U Л;„+1 («)) (J Un (и,), п 1;

Un («>) П (Л2„(ш) и А2я+1 («4) ~ 0, П = 1, 2,--; Л։(։о) = <о;

\ип (ш)| 2 Л„ (ш) с«։;

2. |2'|»|֊ а՛, где 2'(ш) = р (J A„(w)=<u՝x (j Un (U))5t
*=0 n=2k ni).

1 При X £ A2„ («>),
3. «5 6 7 8„(x, «) =

5. почти всюду на множестве 1У выполняются условия

Гпп V (х, ш) = — ос, iim у >F„ (х, о>) = L- со; 
k-֊- n = l

6. последовательность полиномов |՝I-(x, согласована С
последовательностью 1М"՛причем Л/՝" < п [Ф։ ((о)1;

7. “>)—ЧГ«(Х> <0)|<2 1"՜՜"’5' при X (; /Л(‘О), Ч 'п \х, «>) < С

при А' < | ։ р
8. если Ф — система Хаара и г'^ [1Г„ (;о)], то |аг|<А/, где а1~т 

коэффициент функции /^(л) в полиноме Ч'„(.г, ш).
Доказательство. В случаях, когда Ф — тригонометрическая 

система система Уолша или произвольны։ сутснормированный базис 
пространства С[0, 1], доказательство , леммы 2.1 можно- найти в ра
боте [9] Докажем эту лемму в том случае, когда Ф —система Хаара.

Положив Л = Л1(в։), ^() = 2 4а', ₽с— 2՜3 о', причем можем пред
полагать что а' <8', М = шах(/У(0), М"’) и применив предложение Г 
определим полином (х) = ՝!'', (х, <«) и множества А(1) = Л2(ш), А(2)=»г

— 1 при x £ A2n+I ('<»),
О при X £ Л2я и A2n+J (ш);

4. рГ„(х, и>)^<?/2՝(Я4՜3’, 1;
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= Л;!(и։), ^=4/։ (»՛>), которые удовлетворяют условиям 1. — б. пред
ложения 1. Предположим уже определены полиномы

|Чг;(х, и множества (А; | 11}

Положим Л = Ля(ш), 7)0 = а'2-("+3>, ^=8'2-(я+2), /V' = тах (ЛС 
Л'[Ф‘„_1 (ш)]| и применив прддложение 1, определим полином 'К (х) --- 
=’I1',; (х, ч>) и множества Л(1) = Л։г(<»), А’֊) = Л2я+1 («>), £/=£/„(<и), ко
торые удовлетворяют всём условиям предложения 1.

I Л!՛'֊1

Пусть указанным способом построены полиномы
|՝Г„(х, и множества |Л„(ш))“_։, (£/„ («>))"-!.

Из индукционного построения и из условия 1 предложения 1 
легко следует справедливость условия 1. леммы 2.1. Методом-индук
ции легко установить, что если 2 -С <Су *֊С 2Л + 1. то Л/('о>)Г|Л/-(ы)=0. 
Нетрудно также убедиться, что

<>Л+1 1 2я—1
д А։ (и)с и АД»»). (2.15)

/ — г"՜1
Обозначим

Тогда, использовав (2.15) и тот факт, что Л։((в)=и>, находим
•х.՛ улЧ'1 1 ■“ / 2 л +֊ 1 । \

= ,п ' и Л/(<»)= и(0>\ и л/(<”)) = 
„_1 2=2« .4 = 1 \ 2=2« /

~ I 2"+1-1 . \
— и'Н и лЯо>)?\ и -М1,։))= и £ЛЬ,։),

„ |Ч 5,2л-| I /=-■" 2-1

откуда
< У} |/Л (<и)| < »•'. 

/1-1

Так как
2;/ — ! >, —1 2Л 1 — 1
V Ч’г (х, <՛■) > 1 — > 2 при и А,•(«>).

- 2 -2"

то ряд

2« 1 "'1 , 'п‘
У у у; а; 7.;(-т), где ՝1‘г (х, ш) = у п . /у (х)', (2-16)
п — 1 ] _ чн — 1 /=

Расходится всюду на 2'. Следовательно, верхний и нижний пределы 
частичных сумм ряда (2.16) соответственно равны 4- о.> и — 30 почти 
всюду на 2'. Но так как из условия 4 предложения 1 и из того, что 
А/(о>) Л А; (о») = 0 при 2Л 1֊</<7<С2 следует

( 2,: - 1 Р
) У *1՛,- (х, < 2 при х^(2',
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то легко убедиться, что почти всюду на 2' выполняется условие

Ит ЧгЛ(х, ш) = 4-оо, lim V ЧГЛ (х, <■>)■= — оо.. (2.17) 
л=։ к-֊֊ л=1

Обозначим

(х, о>) =

1 при x^Ajnfco), 
— 1 при х £Л2л4.։ (со), 
° при х £ А2„(о>) U (<о)..

Из условия 3 предложения 1 имеем

(х, а>) ֊ Чгл (х, <о)| < 2 ("+2) о' при х £ Лг„ (.«>)■ U Л,„+1 (со). (2.18)

Отсюда, учитывая (2-17) и из определения множества 2', легко уста
новить, что выполняется условие 5 леммы 2.1. Из. условия 4 предло
жения 1 и из (2.18) имеем

л2„ (">)иЛ2,1+1(о,)

«»);

2— ՝F„ (х, <•>) dx -ь |
ип (՛”) 

+ 2-2-(«+3) а, < 2-(п+1) g/

Условие 7 леммы 2.1 следует из условия 5 предложения 1՛.. Тем 
самым лемма 2-1 доказана.

В условиях леммы 2.1 сделаем следующие замечания.
Замечание 2.1. Если для к и i имеем

П А։-(ш) 0, „-о AÄ (ш)с: А, («), к^>{.
Замечание 2.2. Если для некоторых чисел к, i, k^> ir имеем 

supp (х, IU) — supp’Г;. (Х։ <„) =^0։

лио либо supp ։1*(х, ։-)с supp Ч J*՜ (л-, U1)s ли^о supp Ч\, (1Х, со) с:

с supp 47 (х, <■>), где (х, со) =֊. 2-։{|Ч՜, (х, со)| + Ч՝\. (х>

4j՜՜ (х, <«)= Чг/ (х, со) — ЦТ/ (х> <1։у

Пусть l/z(x))/=i — конечная подсистема системы {4՜,-(х, со)|” 1 , 
построенной в лемме 2.1, и пусть {г\(х)՝}^> = (/;/,(х) о, 7 = 1, 2, 

/п} (если здесь множество справа пусто, то полагаем Д(х)=0, и 
множество слева тоже пусто).

Лемма 2-2- Существует целоэначная функция 7(х), 0 < 
<;/(х)Стп, определенная на с.о и перестановка ° последователь
ности 1, 2,- -> т такие, что
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sign {/»(«*։*)) (х)} --=
( — 1)А + 1 при k <

(— 1) при к

1 (х),

/(х).
где !п*(х); ։̂г>, пк (а՜) л4+1 (х)— множество всех тех значений п,
14п-^т, для которых 0 (л) (z* (x)}j£-J\

Доказательство этой леммы можно найти в работе [6].
Замечание 2.3. Пусть функции удовлетво

ряют условиям леммы 2.2, q и о—некоторые -числа, причем q—^r, 
где г — натуральное число, а d такое, что \dft (х), = |S| при х£ 
€supp |/* (x)j. Тогда

sup
1 <A'< т

N
9 + £ о'/о(„)(х) 

11֊ 1
где< Ы + lsl при х Е Е,

Е= \x-.q + £<7/„(х)= (А, 
I п=1 I

а °(п) — перестановка, удовлетворяющая условиям леммы 2.2.
Доказательство. Пусть х £ Е: тогда из набора d /։ (х), • • • 
df„։(x) в точке х количество отличных от нуля функций равно 

& (х). При этом из них (/֊'(х) — г) 2՜1 функций в точке х принимают 
одинаковый с с/ знак, а (к (х) 4- г) 2՜1 функций —противоположный с ц 
знака. Ясно, что 1 (х) — к(х) — г 4- 1 и согласно лемме 2.2 имеем

У °У° (") (х) 
п = 1

С|о, при jV< п/(х) (х).

Из леммы 2.2 следует, что при возрастании /V, п/(н) (х) ^Н-^т суммы

£ df, (,.)(*)

монотонно стремятся к q. Откуда получим

dfa („) (х) < |q! 4 Н пря х £ Е, 1 < Л' < т

Замечание 2.3 доказано.

§ 3. Основная лемма и доказательство теорем

Пусть имеем множество В,„ и полином

Л0(х)= V сДЛх),

где {^(х)}^^—слабо переставленный полином по системе 9. Пред 
положим также, что выполняются условия

[Ф,] ПрЪ| = 0 при т<г</֊<7; ^(х)^ 0 при х^Би, (3.1)
шах (1^1 Чг,՛(х) : х[0, 1]. 13.2).

Тогда справедлжва следующая

4- 156



50 Г- М. Мушегян

Основная лемма. Для произвольных чисел 2, е 2> 0, р, 1 
-С р <1 ‘2, натуральных М и последовательности \Хь}к*л>

существуют множества Р, РР, В, А, полиномы

М*) = 2 сп Ч-,;(х); (Л(х) = £ с„ 4>'„(.г), /=х, т+ 1,. ..., Ъ 
П •' п 1(1-1

где {-.= ՝(', при I = т, т-+-1,---, [, перестановки последа;
вательностей (п|^4'!;+1, / = х, -.֊р. 1, • • ■, 1, удовлетворяющие усло

виям
1. Г£б(Ф), Я£9(ф), 5£9(Ф), И^О(Ф),

Л и Н = В„, Л п Я = 0, А и В = Г, АпВ < 0, |Д| < е;
2. {Ч՝ц (х))*т_+_! — последовательность слабо переставленных по

линомов, согласованная с последовательностью {Мь|?=1, причем 
тах ( /V, ЛА[Л0]} < п ['Р՜֊-];

3. 1^0 (х) + Ь (х)| <^е при хбРР, Р*(х)<^& при х0 £ Ь’();
4. А(х)У=0 при х^В, тах (!с/։| Чг* (х): х £ [0, 1], т'< п <-['1 <Л'

5. |£0 (л)-И Их, о)|<г при х^В, где Т(х, а) == £ (а.) ф, (х); 
г=-.

6. Т*(х, а) <4 при х^В- |7’(х, а)|<2 при х~^Р\

• | У ^сп 8 ео ПРП В,

8. | (х) + L (хУ Ь Т(х, о))/’ dx < г.
д

9. В случае, когда Ф — система Хаара, полиномы Л(х) и Т (х о) 
из класса (Л), Л= |Л*|“-|.

Доказательство. Без ограничения общности можем пологать 
s<s(1. Для данного р выберем такие ß и а, чтобы выполнялись усло
вия 
0<ß<e, 4(F4-a)<£, (5eo8-f-v3o?+2vSo)'’4(ß2’/’-baß֊/') <2֊ie (3 3) 
(здесь и всюду ниже обозначено у = 7 —о 4-1).

Пусть, далее {ö*|“_j — такая последовательность монотонно убыва
ющих положительных чисел, что

IX4 ’е֊ (3.4)
Л-1 

Существует конечное число Ф-интервалов ։, удовлетворяющих
условиям

в„= и 1'>У” П֊»;.о) = 0 при 1 -</<։< г0; (3.5)
)-:У

Щ(х) - Ln (х')|<4 1 г при X, 1 <У < г0. (3.6)
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Пусть определены полиномы
__ яц гпк
А(х, <оГ’)=2 6^4’Лх, <40)); £(х, 4°})= V 6)*’Ф/(х, 4°), (3.7).

I 1 1= 1

к = 1, 2,- • •, у — 1, у < г0, где Ч'։(х, 40>)> слабо перестав

ленный полином, а ։Р/(х, 4°')՛ 
ступенчатых функций.

Положим

7=1, 2,•••, тк, последовательность

Л' = тах(Л, Л’ |£«0))] :/< = !, 2,-֊•,;֊!),

Л(о> - Ла*4.л-՛, к = 1, 2,-• •; О) = 4", 8' = 8у, а' —аг՜1 
(3-8)

и применив лемму 2.1, определим последовательности полиномов 
(Чг«(х, «>(;0/)}/=], ступенчатых функций (ЧгДх, 4 )Г?-։ и множеств 
|Л.(и)<°)))Г ь {77,-(а>(;0)))^=։, удовлетворяющих всем условиям՜, леммы 2.1.

Выберем точку Х-, из (3.1) имеем 4 (ху) =^= 0. Натураль
ное число и положительное число сг определим так, что

(^о))՜1 тахЦ/Дх,), С + 1)<4_Ч а}.= (9<0>Г’ |£0(х,)].- (3.10).

Исходя из ряда

£'(х, 4°’)~£ а/РИх, <О<°>) (3.11).
/=■

составим новый ряд следующим образом. Положим

1'(х, 4”)й(х, (3.12).
< =։

где коэффициенты определены следующим образом:.

с(/> = а>, если 0<|А0(х;)- ֊'»Пх, ^'(‘и(/О)))!<^ео₽՜1 ПР» всех 

х, х^Л,(ю(р)) и дЛЯ любого ГН, т -- 1, 2, •••, ?'—1> 

с(;) = 0 в остальных случаях.

(3.13)

Обоз начим

Л. т = {/ : 4 (ху) -I- 8.„ ( X, Ь (՝■?)) =0 при х £ Л/ (<՝), 7<2 т ! 1>1(3 14) 

К), ,л=(г:|£0(ху)+5т(х. Г(и»уО,))|>^ео6՜1 при х £ Л,- (.„У”) ,Д< 2тп + 1,1

Н^= и Л/(в֊(0>), и ЛИ<), С:? = <оУ!)х.^</’и^^).(3.15)
^7У, т

Легко проверить, что выполняются следующие условия:
а) если с'.п == 0, то = 0 при тех к, к^>!, для которых

д*(«>У)))<=Л/(«)Г);

б) из (3.10)—(3.13) и из условия 3. леммы 2.1 следует, что если
хотя бы для одного л?, тп <^1 выполняется неравенство
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{L0(xj) + 5„, (х, 2/(<'>;0>))| sign iA(, (х/)| С 0 на А,(чу"), то

:Ln (х/) 4- 5/(х, Л'(о»;0։) — 0 при х£А,(оу0)) и всех 1,1 т; 

■ в) если хотя бы для одного т, m<J выполняется условие

|А0 (х/) 4- Sm (х, А' (ш'/‘))| > * при х (; Л/(<»;՛՛), то 

£0(хД4-5/(х. А'(о»/®’)) — £(| (ху) 4֊ (г, А'(<՛>;”)) при X Л/(ш}0)),

1 = т, т 4- 1, ■ • •; 
г) из условий б), в) из (3.14), (3.15) легко следует, что

П tn <■—- Пт -|-11 / tn / rn * 1» ^<Jrn-\-\f

д) из определения множества А՝'/', условия в) и (3.10) легко ус
тановить, что

(Ао (лу) 4՜ Am (х, L' ('|>у '))| ՝; р 1 е0 4 ' е при х <»/°\ w >1;

е) из условия 3. леммы 2.1 имеем Ч;/(х, иу0)) т--0 при х (; »у”,/=1> 2- — 
Из условий 2. и 5. леммы 2.1 следует, что почти для каждого.

х, х £ 12 («у ) существует число т, удовлетворяющее условию х £ F 
U/7,n. Отсюда и из (3.15), с точностью до множества меры нуль, 
получим

и (£<,{’и = n G(,/?. ’
'« = 1 ,/։=֊• 1

Учитывая также условие г), будем иметь

а՜ > |£/(ш)0,)| > lim ! П Gj/’i =- liin |G1/|. 
- т֊\ j "։--■•

Следовательно, существует целое число ;n;, удовлетворяющее условию 

|Gj/’|<2a' = 2а г֊1. (3.16)

Обозначим 
/4-՛) r.(i> t-r՝ii , C,{i> — Г?(/) /оГ -- I’m., -г? — Г7,„^> о — и т (3.17)

ТП J fft j
L(X, »40))=S сР‘Г,(х, Ш<°>), А(х, «>У”)= V O)(0>b (318)

/ = 1 <1

Оценим меру множества F[J). Для этого заметим, что из б) и ус
ловий 1. и 3. леммы 2 1 вытекает

(/-»(х/) г А (х, ш'/”)) sign Ао (лу) > 0 при x(;i>y'։). 
Отсюда, воспользовавшись условием 4 леммы 2.1, получим

1 1Л> (х) 4- А (х, dx — sign (L{l (xj) |А0(лу) r 

<40)
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4- £ (х, I </х *֊'. |£0 (х,)1 |։»'”,| +| | £ (х, с/х ■< [£0 (х;)| |<»/0)| 4՜ 8/.

И.<Р>

Учитывая условия (3.14), (3.15), получим 
*

/-о(*/)11Ш?О)1 +8/ > | 1^-0 (х>) 4- (*• <£* >

1 (х) = у у с'," 'Г, (х, «У1) - £ «. ՝?. («) • 
;=1М

где т' = „ц + /п,Н-------4- тг + — 1. ск Ч\ ( г) = с<» (х,

с՝№к (х) = с!;) Ч /(д, как только

к + 5 т՛+1 ~1֊ 

I- 1

Из (3.4), (3.5), (3.16), (3.19) имеем

|^'1< у |£?('՝)| < р у Ц0»! ф е-1 з у 8; <23; 1^1 = РИ + (О < 2« 4- 2р, 
/ = 1 / = 1

(3.21»
Оценим сверху величину |£и(х)4 £(х) при х £ Н. Пусть х—не

которая фиксированная точка множества Н. Ясно, что существует 
единственное число I, удовлетворяющее условию х^«»)1', 1 С/) < г0 

и следовательно х ( Н\'п\

|£0 (х) 4- £ (х)| < |£„ (х) _ £„ (х/)| 4-1< (х/) 4֊ (*)1 - ^ (*) - ^ (*)!•

Из условия (3.6) имеем, что первое слагаемое в правой части 
неравенства меньше, чем 4՜1 з. Исходя из условия е), из определения 
множества получим

...(О) 
/

> | |£0(х7) + £(х, «>;')! ах > 7еор-1|£-<»|.

г!»
Откуда, исходя из условий |£0 (х/ )| < (т—'=4՜ 1) £<> = и ^>1 получим 

|£(/)| М"’| + ,М^о>-։ ? <₽1“'/0)1 + 8/ р е՜1- (3.19)

Предположим, что указанным способом построены полиномы и 
множества в формулах (3.17) и (3.18) при у-= 1, 2,---,г(1. Обозначим

Г = и £’(,); Я ■= и £/‘Л; С = Й Су; Л== £՜' и С, 
/=1 /•-=։ / >

Га т I Т ’
£(х)=£ £ с\ПЪ(х, «$՝)=։ £ сл^к(х). (3.20)

;=։<=! »—՛
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Рассмотрим последнее слагаемое
֊ р tn j

\L (X) - L (x)| < £ £ |c|n| |Ч\. (x, 0>Г) ֊ ‘F/ (x, 0.^)1.
; = J t 1

Предположим существует такое число /(), что 1 < /0 т, и х Ç i/։(։ujo).
Так как х£ Н'т{, то из (3.14) и’(3.15) следует, что х£-Л/(о։<°>)с 

i^.h,.nr Тогда Л/ (ш'°5) п (ш«»)) 0 и согласно замечанию 2.1
имеем Ai(i (<и(°>) с: Л/(<1><0)). Из свойства а) и (3.15), учитывая, что

Л, т/, получим =0. Поэтому независимо от существования та' 
кого числа t0 из условия 7. леммы 2.1 последует справедливость не՜ 
равенства

сР| |ЧМх, 4°') ֊ ՝F/(x, 2"(' И’ при 1 <./< т., j = 1, 2,. .г.

Отсюда и из (3.4)

\L (х) — Z (х)| <.££;< 4՜1 е. 
1=1

Следовательно

l^o (х) + L (х)| <СЕ 4 4-е 4 '<е при x Ç Н. (3.22)

Пусть теперь х~В„, тогда х £ о'°' при /= 1, 2,-.., Г() и поэтом) 
х £ (ioj0)), / = 1, 2, ••՛. г0, 1=1, 2,• • •, т,. Отсюда, из условий 3 ,’7.
леммы 2.3, из (3.10) —(3.13) и е) получим

Г, "՛}
L*(*) с £ V |сИ’||ЧМх, шр)| + 

1 = 1 1=1
+ sup ||с!;>| т, (х, «/°1) : 1 с j < rll։ 1 < I < znj < 

г т i —
П 1‘И |Ч-/(х, 0>Г) - V-/ (х, ш<°>)| ч- Д < 
;-л 1=1 4

< У 8; 4 1 е < 2՜1 е при х £ 50.

Отсюда и из (3.22) следует справедливость условия 3 основной леммы.
Оценим величину А0(л ) -֊ L (х)| при х F. Пусть х —фиксирован

ная точка множества С, а /, 1 -»<> I • г0. такое число, что х ш*°>. И? 
условий (3.6), д) И е) имеем

|Z.O (х) 4- L (х)| < (х) - (х/)| 4 |/-о (х/ ) 4- 2 (х)| 4- |£(х) _£ ( v)|

< е 4՜1 4- 4 ₽՜1 ео + Е 4 1 + É X I4՛՜' (х, о>՝О)) — ф, (х (<ою

Если существует такое /0, что х UK (ш<0>), то из условий 3., 7. лем
мы 2.1 и (З.Ю) следует

|cV’| |'F/V (х, <u</0)) — 'F/Дх, ш/й,)|<^е 4՜ 1 < е 4՜’ f- 8/ 2-(։’o+n_
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Учитывая, что множества ^Л(«>(0։). 1 < 7 го, 1 < г >■ Ж/, попарно не 
пересекаются из (3.8) и из условия 7. леммы 2.1 получим

|ср||^ (х, «.у”) -»Йг(х,о>Г)|<5г2-1^1’ при х£Г, (А /) ^ (/•<>. I). (3.23) 

Следовательно, независимо от. существования такого числа 40, спра
ведливо неравенство

|£о(х) + Л(х)|< Ч0՜՜1 е0 + 3 е 4՜1 4֊ У; 3/ О?՜1 ео + е при х^В. (3.24) 
... . . /=1 .. ...

Для каждой функции сп '^«(х), т С п < 7, определим полином 
(2(х, а,;) следующим образом. Пусть определены последовательности 
целых чисел множеств {В^1>}'1-֊.-1 и полиномов

4+1 - А+1
$(* ,) = (<,) V с, ЧМх), (2(х, Д,) = (°7) X сЛ’Мх)-, 

I -ГН 1 1 1 н-1

у==т, Т -ь 1,- ■ п — 1; П— 1 <։7,
где Ч\ (х), /։ 4- 1 < /„ — слабо переставленный полином, ЧИДх)—
ступенчатая функция. Кроме того, пусть

£1%0(ф), В{'-" = Г', В^В{‘~" при (3.25)

Существуют такие Ф-интервалы, 7 — 1’ Д՜՛’. г,р что

уЗ<"-՛' — и «Ая>, <•/"’ п4'*,¥=0 при 1<у< Кгп,

(3.26)
С„| Р^Лх) — ՝1’л(х')|<е (4*)՜՛ при х, х'£ «>/"’, 1<7<г„.

Предположим также, что построены полиномы

<2(х, ы<">) = £ ЧгДх, Л՞’), К 7 <5-1, 5<г„. (3.27)
1 = 1

где Ч^(х, (»<"’)_ слабо переставленный полином. Обозначим

к{"} У-|.. 14-£/у; /•Т_1=''О; 7(5, п) = £ Г,-4-3. (3.28)
,=1 ։=т-1

Положим

<в = а'=а(՝^гп) *, 3'= бу<л. „) (С | < 0/(л-, Ч), (3.29)

Л/°։) = /У[(2(о.(А,։)]; (№”)?=. =[Л^+ (3.30)

При 5=1 полагаем =/У[<2 (г.-։]. = 4-1. а если од
новременно п=т, тв берем Л/(1” == Л([ь]. =">' ~ ~՛ + 1-

Применим лемму 2.1 для величин, приведенных в (3.29) и (3.30), 
определим последовательности слабо переставленных полиномов 
{’Г, (х, о4")))ь=|, ступенчатых функций {11\ (х, о»‘"’ )\Т । и множеств { Л; ■
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Выберем точку х{"', х<п) £ Натуральное число д<"։ и число 
бз՞1 определим так, чтобы выполнялись условия

(g<"’)՜’ max ;|ся Ф„(х('-»)1. C + l|<e(4v) -1> 6*"’ = |с„ Ч'„ (х‘/>) М0)՜1-
(3.31)

В том случае, когда с;։ Чг„ (х^1՝) = 0 полагаем

Q(x, u>y")=O ։F1(.v, ш<Л>), Q(x, ш^>) = 0-Ч~, (х, «>'">)• (3.32)

Пусть сп Ч-,։ (х, ш^">) 0. Рассмотрим следующие ряды:

Q'(x, <о^"’)~ £ 6in,՝rz(x, <о^’), Q"(*> S ’!'/(*> Ч՞’)’ (3-33) 
i = I Z = 1

где коэффициенты ds"\, i 1 определяются следующим образом:

ds‘\ — b("\ если 0 < |сп И'п (х^Л)) + 5/(х, Q' (а։<_я))| < у р՜1 е0
(3.34) 

при х £ Л, (ш<։">), 1 = 1, 2, •••, i—1.

ds"?i — 0 — в остальных случаях.
Из свойств леммы 2.1, (3.31), (З.Зэ) и (3,34) легко убедиться в спра
ведливости следующих утверждений :

а ) Если dsn)t = O, то <4, \ = 0 для тех k, k^>i, при которых

Лt ((^"։)сЛ| (0>(л))-

б ) Из условия 3 леммы 2.1 нетрудно убедиться, что если хотя 
бы для одного т, т<^։, выполняется неравенство

{сл 4rn(x</’) + Sm (х, 5"(ЧЛ))Н sign |с„ Ч?-„(х, <>/">)! <0 при х £ А/(«Ил>),

то сп Ч'л (х</>) 4- 5/(х, 0"(Чл))) =° ПР» *<: А/((и<л)), Z=x,Tt, zn + l,---.

в) Если хотя бы для одного т, m<^i выполняется условие

С, Ч'п (х<">) 4- 5,„ (х, Q" (<»'">)), < V £„ ₽-՛ при X £ л; (и>(;»л

то с„ + 5z(x, Q" («><">)) = с„ 'F„ (х<«)) + S,n (х, Q" («/«))

при х^А/(ш^">), / = т, Ч1-+-1,--- .

г') Из (3.31) —(3.34), а также из условия 3. леммы 2.1 имеем

о < (с,. Ч'„ (х<;:>) -I- 5m(x, Q"(4"’H slSn (СЛ Чг«(^я))1 О?՜1 s0 -- е(4у)-1 

при х £ «><"), 1 ֊< гп +■ со.

д') ՝F; (х,ы^‘>) —q ПрИ xT01j”>> /=1, 2,-՛- • 

Обозначим

^K.s, i - {i ; ci։ 'Ir„ (x^՝) 4-5/ (x, Q" (։o^n))) ~ 0 при x £ At (<’>^')), i < 2Z -p 1,
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Кп, 5.1 = {Ц\сп Т„ (х(">) + 3,(х, х^ Л/(4«)),
(3.35) 

в^= и л։(4։)), ^4 = и л.-(4°); £<Ч = ^’\(</иД^).
'6 ГП. 5. I

Из условия 5՛ леммы 2. б'), и в') нетрудно установить, что поч
ти для каждого х, .г (; 2'(°’1">) существует такое натуральное число 
։(х), что

х £ В^/ и О(") при I > I (х). (3.36)

Из а'), б'), в') легко следует, что
+ ь ^/«=^41. £У,'Ь£(Л+1. (3.37)

Изпользуя условие 4. леммы 2.1, а также условие г) и (3.30), полу

чим
|с„ ։К„(х(">) -И 5/(х, (/'(Ч'0))! =

Ч'

= з1гп }с„ (х<">)| | [с„ '1',, (Ч"։) + 5'(х՝ О." (Ч"’))><*х <
(и) 

“ $ —

<|С/, ՝г„(х'">)!1։У')1 + 8л^ -

Из (3.35) и того, что £>(''} <=4"’. будем иметь

■ I с„ Ч-. (х«)|«<">| + \Г\> ) 1с„ Т» (֊<“’> + А<х. О" <“">1 >

о',՞՝'

Откуда, у,ИТЫВая, что »՛">= и 'с„ V,(х'”>) I< =»• "Обучим

М'"<| < |“£"1 ?>՛1 + ։>(։՛ ՛՛>'•՝"՛ ՝3՛38՝
, Из (3.36) следует, что с точностью до множества меры нуль* 

справедливо включение
а'(4я’) с и (5!/,։>/и М?;/) 

/«1

и следовательно из условия 2. леммы 2.1

и(Ч“’) = ((»У"))з>ч/<’4՝ (^л’)/1' ==;^] 1'

Тогда из (3.30) и (3.37) имеем
1нп |£(;41<|^(^я))> = а("г)՜1- 
/ — со

Выберем целое число /(“’ настолько большим, чтобы

| Е'лм\< 2’ <3-39)
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Обозначим
/(л) /(«)•-

Ъ(х, ш<")) = £ Ф/(х, (?(х, «/">) = £ ФДх, шб’)),
1=1 (=1

(3.40)

Д<Л) __  р(п) Г)(п) г(п) __ Б'(п)... ■“?, /(«)> = 5, 5 ^.5, /<">• . • •

Учитывая условие б') из 3.35 и 3.40 имеем

с„ Ф„ (г<'՛)) + (2 (х, 0,(л)) = о при х е В^. . (3.41)

Отсюда, так как при любом г и х, х^В[п\ 1 <4՜ из (3.31)
(3.34) из условия 3. леммы 2.1 имеем, что либо гА՞1/ = 0, либо а‘з"]= 
= Ьх\ то из замечания 2.3 следует существование такой перестанов
ки набора чисел 1, 2,---, /У'\ что

< |с„ Ф„ (хОО)| 4 61"’ < е0 + е 4՜1 при х £ В[п\

Пусть х—некоторая фиксированная точка множества Вя‘\ Тогда 
можно указать такое число г0, 1 < 4 <. 2/У0 4 1, что х £ Л/о(а>^л)) <=В1'0.) 
Если существует такое число 7', 1 < /' ֊4 2/(5") 1-1, что х £ 6/г (ш^՞’), то» 
согласно замечанию 2.1 будем иметь Лг (о>б‘)) аЛ/։ (н>00) и из а'), (3.35 
(3.40) получим сТг/г = 0. Следовательно, независимо от существова
ния такого числа из условия 7. леммы 2.1 и из (3.30)

^НТДх, 4"’)-ч~/(х,4л))/<2-(/+։)8У(,.л) при к/</™ х^в{"\
(3.43)

Из условий (3.2), (3.26). (3.41), (3.42) будем иметь

|с„ (х) + С? (х, ш(л))| < |Сл Ф„ (х) - С,, Ф„ (х("))| +
/(Л)

+ |с„ (х<">) 4֊ 5 (X, О) <«>) I 4 £ |4°г11‘Т, (х, <»<п))
. I I

— Чг/(х, «>^)| < 6 (4>)՜1 4 2/(5, „) при х£В‘"\ (3.44)

1с„ ЧГ„ (х) + (=('։))(?(х, Ц'0)}* < ,с„| Ф;, (х) 4- |с„ Фл (х) - с„ Ф„ (х<՞))! 4
/(л)

4 (х) 4 V |^я)/| |Ф, (х, ф^г>) - Ф, (х, .ш‘">)! 4
/=։

4 яир Ф/ (х, «>5°) < е0 4е (4^) ^(^Т^ ՛)4 $/<•։•, «) 4 е (4м) 1 <;

< 2 (е0 + Ю + 8/ (1. Л) при х С В{"\ (3.45) •
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Так как (Ч՞*) <= 4"’ ПРИ 1 < ։ <4"’- то исходя из (3.30), (3.31)
и условий 1., 3., 7. леммы 2.1 имеем
И'ЧЗЧх, ш<">) <£ + §/(., л); 4я))'<8/и.«) ПР" *ХП)-

х х (3.46)

Оценим величину К2(х,Ч'։,)1 при и Из (3.2), г') будем
иметь

|0 (х, 4"’)\ < |с„ ч>„ (х<«՝)| + |с„ ЧГ„ (Чл)) + <?<*’ Ч'°)1 + •

4֊|(2(х, <4"’)-(2(х. 4"))1<®о + «оГ՝+е +

+ £ !<#*11‘М*» 4”)4"։)|. 
; = ։

Для оценки последней суммы заметим, что так как множества V, («<*).

1< попарно не пересекаются, то для данного х может су-
..„«■дрстно £Л’(‘»?։)Ъ которое содержит эту шествовать только одно множество ‘ ' х '

о ю «а ГЗ 31 и из условий 3., 7. леммы 2.1 получимточку. В этом случае из (.о.о/ и по у
|<Й?,-||Т1 (X, (м. • "’ч < (С +■■)«”<« 4-1 < 4՜ '• +

л 9 ~~ (

При »"#=/', 1 </Х /У” имеем
(н)\։ > 9՜ (Ж)[ЧлИ'Мх, О,("’)֊ЧГ;(Х. )1< 2

Г „ „т существования такого числа из ус-Следовательно, независимо от сущ
ловия е<^е0 легко убедиться, что

|Р (х, о^’)| > «о Г’ + 3 е0 + 3; ") при х € ^"՝ 0 (3.47 )

Предположим указанным способом .построены полиномы и мно- 
,е> л г, . г Обозначимжества в (3.40) при $ = 1, ՝ гп

й'-'-С”вГ, О'”’=иО-
Х=х -1

/ _и V /<п) 4- I (3 48)4”/ ՝рг(х, ш‘">) = с. Ч^(х), если ; - /л + -

-(яри 5 = 1 здесь сумму по к полагаем равной ну )

•։=! <=1 ' •»’

Из (3.38), (3.39), (3.40) имеем
1 (Гп- '1) (3 401

;О«| .< ? >П +П?

' |£‘Я1| 2“ ч՜ 1 X Г" ' *“ '' (З.аО
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Пусть х £ В'п 1), a s' — такое число, что х Ç ш1х"' Из условий (3.44), 
(3.46) следует

гп
cn.4^u) + Q(x, «й)1<|с„‘Гя(х)4-<2(х, + £ |Q(x,

Jf=rl (J / S՛)

< е (4ч)14- £ Ву (J> „) при х^Я"՜1. (3.51)
5=1

При том же значении х из (3.2), (3,45), (3.46) получим

{сЛГИх) + Q(x, оЛ)|*<|с„|Ф;,(х)+ £' ЧЛ))1 -»֊
S = 1 (5 / J')

4- sup {(<><«)) Q* (x, «>(»՛) : 1 < s < rn, s=hs} + {c„ Ф, (x) 4֊

4֊ <^я)) Q(x, «><?’))* < e0 4֊ £ O«) 4֊ sup {5 4֊
s««i ($•, $՛ i ••

H՜ •։) I 4՜ 2 (eo 4՜ e) 4՜ ôj(i‘,n) < 7 e0. (3.52)
Отметим, что из (3.46) при x £ В(Я-1) имеем

|Q(x, g„)|< £ £J (s.n), (3 53)
i=l

rn
Q^{x, °«) -C y, l(3l" ) Q(x, u4">): 4֊ sup (o<">) Q(x, œy։)) < 

n-1 *<s<rn

0 4-2 £ S/(3.54) 
' 5=1

Пусть построены полиномы и множества в (3.48) при п = t, 
т 4՜ 1>'֊֊, t- Обозначим

Т (х, а) = £ Q (х, з„),

(3.55)
В=П В(,,\ D= U D("\ Е= и H = DU£UG. 

п=՜ п-~ п-х
Из (3.21) и (3.49) вспомнив, что v — f — х 4֊ 1, получим

т (П1 г ( i ^п, ч
1^=1 Р |ОП V v-1 4- (V е0)-’ У S,. <

« = t п ֊ т I j-j (1, л) J

< ₽П1 (1 4-Ç'e) < 4 82. (3.56)

Из (3.16), (3.17), (3.20), (3.50), (3.55) следует

|£UG|< у )£(я,|4- у |G(/)|<4s, |4| < 4 (а + ₽2) < е. (3.57) 
П=- /=1

Легко убедиться также, что выполняются следующие условия :
f' = BU Due, f- = F'UG= Лия, (3.58) 
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Оценим величину |7'(х, о)| при x^D[jE. Для каждого х из U Е 
существует число п0, " < п0 < 1 такое, что х £ D{'^ U Е{""} и поэтому 
•*֊€101?)при некотором s0, 1-<s0 OZJ|. Ясно, что х £ )с---сзВ 

= F' и х~В{"\ если только п > nQ, Отсюда, исходя из условий 
(3.2), (3.4), (3,46), (3.47). (3.51), (3.53), получим

\Т(х, a)|c'y’|Q(x,' о«) + с,, Т„(х)| 4՜ У|с„.Чг„(х)| 4֊ £ +
*—”•՛ .j — -г /1 — zi04՜!п=X "

' + у. |(=<."’’) Q(x. чя։))( +K’i;3) Qi*> 
. J=1 (Л f Sv)

ц у Г ‘ •* fl
< £ |e (4*)՜’ 4֊ £ W «) X £ у8/<х.П)+ S <W„)-b 

,7±- ( , j=l ) n~n0+l s=l 6'^1 (S + 5O)

4- (vs,.r1 ֊]֊ 3e0 + 8; )< £ 4՜1 4֊ j• % 8/ U. «) + *so ₽՜’ + 3e0 <
n=- s=l

< V s„ P՜1 + (y 4-4) e0. (3.58')

Заметим, что при x £ G имеем x £В * при л * 1» , 7 и из (3.53)
имеем

I Т (х, а)| < у у О; (5. П) < е < v ео Р՜1 + (v + 4) 60 при х G. (3.59} 
/7^-: j=։

Из (3.24), (3.58 ), (3.59) следует
|До(*) + А(х)/ Т{х, о)| <2 ve„& ’4-(’ + 5)е„ при x(zA.

Отсюда, :из (3.57) и (3.3) будем иметь

j |Л„(х) (- Л(х) 4֊ Г(х, а)|« dx (2^пГ՛ +(^-5) £0)" 4 (а-4 ?2) = 

= 4 (2v е0 4 (’*4՜ 5) е0 $)' (а р ' Н ) \ -•
Тем самым установлено условие 8. основной леммы. 

Из 3.5 следует

X Iе« ч;«(х) 4- Q (х, о,<)| < У 
Н = ” п t= '

Откуда, учитывая также условие (3.52), полу ։им

(S <»„ Ч'д^) + 0<->, ’»>]' S К '•'«М + Q(x- *■ 
) « = -

4- sup [С„ Ч-„ (х) 4- Q(x, 0„)>* < 6 + 7£0<8s<՛ ПР” Х^В- 
т<п < 7

Тем самым установлены условия 5. и 7. основной леммы. Из (3.53) 
(3.54), учитывая, что 5t"’<=A'/ при н = ՜ — 1> ">•••»’I» имеем.

|Г(х, о)!<е при х^Е: Г* (х, а) <

У (Q(x, а„4 4՜ SUP {<?(-. 5n)j*<2£» л՛€Ег 
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чем и доказано условие 6. основной леммы. Условие 4. следует из 
(3.14), (3.15), (3.20) ֊и из того, что Вс.Р'. Условие 9. основной лем
мы следует из (3.8), (3.29), (3.30) и из леммы 2.1. Тем самым основ
ная лемма доказана.*

Перейдем к доказательству теорем А. и В. Положим
(х) —</>। <?| (х) = ’К| (х), где если Ф—система Хаара и)I ^.01) 

а։ = 1—в остальных случаях. I
Обозначим М — тах {£։(х): х£[0, 1]|.

&_ |(0. 1),если Ф—система Хаара или Уолша, (3 62)
'яирр Л, (х)—в осталных случаях.

Пусть последовательности чисел {ел}"=։ и удовлетворяют
условиям

1 > Е* > г>+։ > 0 при к 1. 2. • • •; V е‘/2< .
ЙТ| 6М

(3.63)
1 '"֊■ Рк 2. Р„ <С при к = 1. 2, • • •; Пт р к = 2.

Возьмем (х) = £, (х), = В,,
— 2, /\/к- /7=1 при /< = 1, 2,---։ и, 

определим полиномы

е =֊։. р = р։, N = 1, 
применив основную лемму,

А (х) — L.t (х) ֊ У са '1г„ (х); О, (х) — у с„ Чг„ (х), где = £, < 62, 
«='։ л=Г,+ 1

перестановку сц последовательности 4֊ 1,- • •, и множества В\, 
Н ~ Н\, А=А]։ В = В.,, удовлетворяющие всем условиям этой леммы. 

Предположим определены множество Вь, 5^^0(Ф) и полиномы

^(х)== У С„ ՝г„(х), у=2,.--, X,

(3-64)
(J«'> У՝ с։ ’F<(x)= у (а„) Q,։(x), j = l, 

«=’/ «=t/
Причем

А*(х) при x£:Bk, max ['с,( '1г„(х):

:х£[0, 1], zj^n <-fy| <е,_1։ 1 (3.65)
Положив

^0 ( Л՜) ( х), Sg --  -4֊-| , Вц “ В^, 6 = С^, р == Р 1^1
(3.66)

yV= N = ֊*+. = !ч + 1, AÏ ֊ Л’, к = 1, 2, • • ■ ;

'А' Отметим, что в основной лемме в целях, выходящих за рамки настоящей работы, 
на согласованность последовательности {три (*)} наложены более сильные условия, 
чем нужны при доказательствах теорем А, В.



О коэффициентах ряда 63

и применив основную лемму, определим полиномы
1*4-1

£<<։(х) = £(х) = с„Ч;„ (*),
« = ■'* + !■ ■ н ... (3.67)

и множества Г=Гк, Н=Нк, Д=Л», В=Вк + ъ удовлетворяющие всем 
условиям основной’леммы.

Предположим, что этим способом построены следующие полино
мы и множества:

!А*(л֊)|Г=1. {П(х, о,)|“=ь (/ч, Нк, Вк, Ак}Ъг.
Обозначим

Рк (х, о<<”) = £ |с„ Чг„ (х) + (О„) (}п (л-)}, А 
'‘-'■к ՝

=- I) Ак, Н, = и Нк. Вх = П Вк. (3.68)
Л=1 «■ = > * = ’

Из условий Рк{)Нк=-Вк, Аки Ви+1 = Рк легко убедиться, что
[О, 1] = (|0, 1]\Я!)и (/4,04,0^). (3.69)

Напомним, что в случаях системы Хаара и Уолша все равенства мно
жеств надо понимать с точностью до конечного числа точек, а пос
леднее равенство выполняется с точностью до счетного числа двоич
но рациональных точек.

Рассмотрим ряд

Р(х, о)с- £ Л- (х, о<0)) = V I СН ՝г" {х} + (а,;) ,.^+ ЧГ" (х)| ՛ 

*=* (3.70)
Вспомнив, что У,, (х) — полином ПО системе Ф, подставляя их выра
жения в (3.70), получим переставленный ряд

Р (х, О, Ф) У՝. ао (Л) («) ■ Л^՜ )
п = 1

Убедимся, что ряд (3.71) всюду на [0, 1] сходится к всюду конечной 
функции /(х). Действительно, пусть х^Н^А«., тогда ~ л„ 
при некотором ?<0 и, следовательно, х Сс 1 и л<- *" + ’
поэтому из условий 3. и 6. основной леммы получим

£ \Рк (х, а<»>)| + 1 Тк {Х՝ °*)11
* = »о + 2 А’“*՝о+2» г

< У 2е* при х^5*„+1. 
&=*о4'2

(3.72)

Гак как из тех же условий имеем
(-»■- 4о)) < Вк (х) + Тк (х, о*) < е‘-' + е* ПРИ х к > + 2> 
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то сходимость ряда (3.71) следует из ограниченности полинома
Р։(л, 4°>) + Л(х, Ло+1(х,

Оценим последний полином при х £ 77*,. Так как х £ 7?< при 1
к0 их£7»։ц, то из условий 3., 5., 6. основной леммы следует

|*Е 1 л U «*’) < E՝ 1^*(*> **’)1 +1£*.U) + М + 

1* = 1 й=1

+ |Гй։+1(х,<)|4-|Л0(х, з;,)|<2£\. (3.74)
* = 1

Из (3.72) И (3.74) следует

1/(х)|< 2 У е, при х£Н.л. (3.75)
*•-=1

При x^Alfit имеем x^F^i и x^Bt, I Поэтому из усло
вий 3., 5., 6* основной леммы получим

£ Р*(х, ) -< Ё |Р*(х, 40))| + \L.Jx) + , (х) т п„(х, оЦ) +
*-1 К-I

+ IГ*. И (х, з,<>+ ։)| < \Lka (х) + +1 (х) ц. (х> а; )| + 2 ’е*. (3 76)
Л=1

Отсюда и из (3.72)

1/(*)1 <|7*„(х) 4- £*„+1(х)4- 7*.,(х, 4„)| + 2 Ё с֊* при х^Ак։։. (3 77)
<г֊1

Если x6 7?~U([O, 1|'хВ,), то сходимость ряда (3.71) следует из 
условий 3. —7. основной леммы, при этом выполняется условие

;/(х)|<2 у\ч, при х^В„ U ([0, 1]\/?,). (3.78)
/с-1

Теперь в случаях систем Хаара и Уолша установим сходимость ряда 
(3.71) на счетном множестве Z двоично рациональных точек, не принад

лежащих множеству {[0, 1]\В,] u/T^U ЛдаиЯл. Пусть x0^Z, надо 
установить существование и конечность предела

lim 2 ‘(5z(xo+0, Р(а, ф)) 4- 5/ (хи — 0. Р(з, ф))}. (3.79)

Очевидно, что для любого фиксированного I существуют и конечны пре
делы 5/(х0 ~ 0, Р (з, ф)) и 5, (Хц — 0, ^(з, ф)), поэтому достаточно 
установить конечность пределов

lim 5z(x„-+-0, Р (i, ф)), lim 5» (х0—0, Р (з, Ф))_ (3.80)
/-►«֊ z --

Установим первое из них. Рассмотрим два случая:
I) существует такое натуральное число ko, что Хо является левым концом 
некоторого интервала (й, cocz/l к (j Pi^ ,
•II) такого числа k0 не существует.
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В случае 1) 
у+1’ при у>1

пусть 1 — такая последовательность, что
при у^>1; ху — х0 при у—«оо. Выберем число

7По так, что

т0 > кп + 1, 2 \
11=т„

(3.81)

Очевидно, что для любого натурального I 
числа г(1) и Ц(1), удовлетворяющие условиям

существуют единственные

5,(х, Р(а, Ф))=Г£^(^. 4°') + Ф?(0(^ (3.82)

где Ф?(/)(х, Рг (/) +1 (-з г (/)4-1)) —частичная сумма согласованного с 
перестановкой переставленного ряда Фурье функции Ргщ <-\/\
X (х> аг(0+-։). Отметим, что когда г (0=0 (</(У) =■= 0), то первое (вто

рое) слагаемое в (3.82) равно нулю.Ясно, что если 7->оо, то г(/)—»оо. Следовательно, число 70 мож
но выбрать таким, чтобы г (1)^> т,, как только / > /«• Пусть I 

тогда из условий 3.—7. основной леммы будем иметь
|5/-(хр Р(а, ф))-5/(х/, Р(°, Ф))| С

\Ргщ +1 (ху, з<°(,/)+1) — Ф<7(/Д*՜/' г< 
^(Г)(х., Л(/')+1(^0(,/.И1))1<1^(П -

I Р* ( _<0) \ I Г VI՝ С -X- рг (Г)+1 (•*>-Ь ^г{/)+1 (х, зг(/)+1)-4֊ \ -л > Г1
* = Г(О + 2

2 I £‘ 
к - мл

а(г°()/')+1) <

Прейдя к пределу при /-*°°. получим .
„ . и_п Р(з, Ф))|<? ПРИ /։ ' °՜

|5г(хо4-0, Р(з, Ф))-5/(х0 ՛ ’ в (3.80) дока_
Следовательно в этом случае конечность первого пр

3аНа- „ с- ^шествует монотонно убывающая пос-
Рассмотрим II) случаи. Если УВД 1]\В։ и х;-*хо при у — °о, 

ледовательность {х^ такая, чТ0 ’станавливается тем же пу- 
то конечность первого предела в К • ' полОЖИм, что существует та
тем, что и в предыдущем случае. Р и Д-и и х/ хо

< 1 00 1 что (X |/*п1 1 ~ _кая последовательность 1Ху)/-ь х с Нк
П) можем полагать, /

при 7-4-00. Исходя из условия • • можем раз-
при у>& (в противном случае П°СЛе*°В^ЛЬПусть и 
ряжать). Следовательно ПРИ

'0 выбраны

так, что
£ ։;- 9՜'., г <')>'"«■ КаК ТОЛ'’К°

^т° . . и/') ֊՛ 1- ТогДа из Условий 5- И 7։ ОС՜
Пусть, далее, ('>/>/., » 7 - & ■>+.<= В, ори / >
новнои леммы, учитывая, 11 ° у ч-

' ' г (О 4՜ 1, получим
’р)|<з*, Р’̂ Х,.. а(0))<8£в_։ при />г(О+1, 1<*<г(Г)4-1.

5—156
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Следовательно, при вделанных предположениях будем иметь
;՜ ■’ Р(°,՜ Ф))~5/(л֊., Ф))|<8г(/.1 + 1 ֊Ь 8ег(/) -

Г W)
. .. + У + 8 ег(Г)+։ < 9 £ еа <£

(в случае, когда — в правой части получится 9 гл</) < s). 
Перейдя к пределу при /—со, получим фундаментальность последо
вательности | Si (х0 + О, Р (с, ф))}“=1. Следовательно, это. последова
тельность. имеет конечный предел. Тем же путем можно установить, 
что']S/(^j—О, Р (а, Ф))]՛“ j имеет конечный предел при / •֊♦ со и, тем 
самым, установим сходимость ряда (3.71) в точке х0, x0(^z. И так 
имеем1, чтб рйд (3.71) всюду на [0, 1] сходится к некоторой конечной 
функции f'(x).՛՛՛՛ "

Tferifepb установим, что f(x)^Lp при любом р, р£[1, 2). Пусть 
р — фиксированное число из этой области. Из (3.63) следует сущест
вование числа р0 такого, что р^р* при к<֊кй. Из. условия (3.77) еле- 

• ■ ՛. ' ՛

дует, что / (х) ограничена на множестве U Ак. Обозначим Е = .S,o U 
и/у^ипо, 1]\Д|.

Из (3.75) и (3.78) следует ограниченность функции ИА') на Из 
■условий (3.69) и (3.77) будем иметь

] 1 ip vp iipI (и <*)i" И < s! f i/(^)ip + s [ С|/(х)|р</х| +
U > *=i I J I I J )0 Ak

I'P . ՛ .
+ j j* ' £■

Первое и последнее слагаемые-конечные числа. Из условии 8. основной 
леммы и из неравенства P<Zph при получим

Убедимся, что ряд (3.71) не является рядом Фурье—Лебега функ
ции ,е(х). Из условий (3.63). (3.69), (3.75), (3.77),. (3.78)՛, учитывая 
также условие 8. основной леммы, получим

j |/(х)| dx-= j |/(х)\ dx + |। |/(х)\ dx | +

О Е
** 00 i/pr * г— — d'i

+ 2у՝։.<£(е4) +2£|-..<3
Л-J fc=i . » = ։ Р֊1 in
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■Следовательно

Պ ժ ձо
Но из (3.61) имеем, что коэффициент при ф|в ряде (3.77) равен 
числу <3։, =/= 0, откуда вытекает, что ряд (3.71) не является рядом 
’Фурье—Лебега функции / (х). Теоремы А и В доказаны.

Отметим, что в случае системы Хаара почти по той же схеме можно 
получить ֊более ֊сильный результат, чем теорема В. Именно, справедлива 
следующая

Теорема С. Пусть ряд

У ап X, (х) (3.83)
л—I

расходится на некотором множестве Е, Е [0, 1] |£| > 0. если при этом 

Кт апХ„(х)=0 почти всюду на Е, 
П-*֊ •*>

то существуют подряд ряда (3.83), то есть ряд

£сЛХ,(х.), (3.8-1)

где для любого ՝п выполняется одно из следующих условии, либо ՛ „ -'1п 
либо С։>=0; ц перестановка О последовательности I, 2,..., обладаю
щие Свойствами;
I- ряд

to

п — 1

всюду на [0, I] сходится к всюду конечной функции f(x), f(x)z ЕР для
любого р, р £[1։ 2],
II- ряд (3.84) не является рядом Фурье—Лебега
Институт математики
АН Ар.мяцекой ССР

функции I (х)-

Поступила 15. II. 1987

Z. Մ. 1րՈհՇ|>Ղ-31).Ն. եոանկյանաշափական սիստեմով և Շ[Օ,է]-ի կամայական որբոնորմա, 
բազիսով —ի, 1 s^p<2, ֆունկցիայի ամենուրեք զուգամիտող, սւեղաւիււիւված անգամներով 
շարքի գործակիցների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ցույց կ տրված, որ գոյություն ունի 
<Շ[Օ,է].ի կամայական օրթոնորւէալ րսւգփլսով {(\)-/'ն' 
լլոսյամիւոող տհղափոխվաէ անդամներով շարք, որը չի

եռանկյունաչաւիական սիստեմով, կամ 
f (x) է Լ ր, 1 < p < 2 ւ ամենուրեք 

հանդիսանում <(*)-ի Ֆուրյեի շարքը,

G. M. MUSHEG1AN. On coefficient of rearranged series by trigonometric system o 
and by arbitrary orthonormal basis of C [0, 1], which converges everywhere t 
a function L 1 >,<<9 ֊1 P<-i (summary)

In this paper we prove that there exists rearranged everywhere convergent to 
j, f^Lp, 1 p<2 series by trigonometric system or by arbitrary orthonormal basis 

•of 6 [0. 1], which differs from the Fourier series of f (x).
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. А..АКОПЯН, А. А. СААКЯН

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИИ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

В этой заметке вводится шкала систем дифференциальных уравнений, 
включающая (при l=k—1) систему, рассмотренную в [1]. Для систем 
этой шкалы доказывается теорема о существовании и единственности. 
Затем приводится рекуррентный метод решения таких систем. Далее 
описывается выбор независимых начальных условий, основанный на соот
ветствующем выборе, данном в [1].

Пусть

(х՛,---, х"}сЛ*\{0|.

Фиксируем целое число I, 0 % I < dim <5¥_>, где <ЛГ>:=лин.. 
обол. {X}.

Обозначим

Y = Y(X)=Y։(X) = \YcX; dim <Х\У>=/, ГП<Х\У> = 0),.
Z = Z(X) = Zi(X) = 'Zc=X; dim <JT\Z»Z). ’

Заметим, что 0 £ Z\Y при Z<dim<^O> и 0 £ Y\Z при Z=dim<A^>.- 
Выберем ^.-аффинное подпространство R такое, что

dim L — к — l — l; dim {L П <\4>| = 0 уД сХ, dim <A> = Z 4֊ 1 (1)
(dim В 0 означает # В: = мощность В=1).

Пусть Лу = П Dy, где Dy—производная по направлению у, т. е.-

grad/(точка—склярное произведение в Rk. при У=0 пола
гаем Dy f=/).

Рассмотрим систему

Dyf=<?r, KCY (2).

с условиями согласованности правых частей

Dy^y<?y=Dy^y’fr., Y, Г6У. (3)

Начальные условия для системы (2) пока будем задавать с помо
щью некоторой функции V:

Dzf(x) = Dz Т(х), x^L, Z^Z. (4)-

Естественно, заданные функции ф у, $ предполагаются достаточно глад
кими.
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Заметим, что в случае I = (Пт<Х>усАО>вия (3) и (4) отсутствуют, 
а система (2) состоит из одного (решенного) уравнения:

/=<РЯ-
Справедлива следующая
Теорема 1. Система (2) с условиями согласованности (3) и с 

начальными условиями (4) имеет единственное решение.
Нижеследующая теорема играет решающую роль з доказательстве 

теоремы 1 и содержит рекуррентный метод решения системы (2).

Для УсХ, длт<УС'\У> = 1 положим Фк = £> _ где у;
к

: = У \ <Х\ Г>, т. е. У, Г с У.
Теорема 2. Пусть АсХ, с11т<^Д^>= # А = 1 4- 1. Функция 

/ является решением системы (2) с начальными условиями (4) тог
да и только тогда, когда { удовлетворягт системе

£։у/=Гу, у^А (5)
с начальными условиями

/(х) = ЧГ(х), хбД (6)
где Еу удовлетворяет разветвленной системе

Оу Г, = Ф{,>иу, УС У(Х\|у|), (7)
с начальными условиями

Ог (х) =--■ £>ги{ (х), х££, 2£ 2 (Х\|^)). (8)

Доказательство теоремы 2. Пусть / является решением си
стемы (2) с начальными условиями (4). Определим функции Еу, у^А 
равенствами (5). Тогда ввиду того, что 0 6 2 (/<^сНт<^Г>) и 2 (; 2 (X \ 
\(у}) эквивалентно 2и |у| £ 2, имеют место начальные условия (6) и (8). 
Для ¥(Х \!#}), обозначая У" = Уц {у], имеем, что

Оу Еу — Оу / = О ъ = фу.
Г у.

г. е. Еу удовлетворяет системе (7).
Пусть теперь / является решением системы (5) с начальными усло

виями (6), где Еи, у £ А—решения систем (7) с начальными условия
ми (8).

Докажем, что Г является решением системы (2). Для любого 
У С У имеем, что УпА=*=0, так как <11т <Х’Ч У> = I. Пусть у С. 
^УЛЛ, тогда У \ !у| £ У(Х\|^}) и в силу (5) и (7)

Оу/= Оу/Ш /"у = (1>; ;и(։'х <>}) = ?,-

Теперь проверим выполнение начальных условий (4). При 2=0 
(4) совпадает с (6)

Если 2^2 и у^2{\А. то 2\{^} £ 2 (Х\ [у |) и согласно (5) и 
(8) находим, что

Ог/(х) = Еу = Ог ЧГ(х),х
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Остается рассмотреть случай Z-Z, Z=j=ÇQy Z{}A — 0.
Пусть Z=. |z} (J Z'. Предположим, что £ = х°Ч-£о, где x'^L и 

A„ — линейное подпространство R*՛ ■ •
В силу (1) имеем следующее прямое разложение

Rk = Lo$<A>.

Следовательно плучаем, что

Х = хо + £ Ххх, lx£Ry

и тогда , ......

Dz *= Dz v՛,!,՝, + X *֊ж Dz-\J\x} , 
.тел

причем >х = 0, если {x}U Z'~Z, так как в этом случае dira <^(Л\ 
|xj)U (։|> = /.

Вышеуказанным разложением рассматриваемый случай сводится к 
доказательству равенства

Dz. /(х) = Dz. W (х), х £ L;

при Zoc:Lu, что очевидно ввиду (6).
Теорема 2 доказана.
Доказательство теоремы 1 проводим индукцией по n=# X. В слу

чае # X = dim <Х> = / + 1 система (2) сводится к системе

Dyf=fr ykX

с соответствующими условиями согласованности

Dy fy = Dj <ру., у, у'^Х

я с начальными условиями

/(х)=4-(х), xÇ£.

Пусть М: = <^Х>. Для фиксированного х£/?* рассмотрим выше 
указанную систему в аффинном пространстве Л/х : = х -f М, параллель
ном М, с начальным условием в точке Мх П L. Для этой системы су
ществование и единственность оешения (в Мх} общеизвестно. Остает
ся заметить, что U Mx = Rk-

xÇK*

Допустим, что теорема верна для системы, мощность множества уз
лов которого меньше п, и докажем для п.

Воспользуемся теоремой 2. Достаточно доказать существование и 
единственность решений систем (5) и (7). Согласно индукционному пред
положению, для этого достаточно проверить соблюдение условий согла
сованности правых частей этих систем.

Условия согласованности системы (7) имеют вид:

Z?) . чг Фги; = ; У, У'Y (Л\(р}).

При У, У'£У или У U lÿ|, У՛ U(ÿ}£Y эти условия сразу следуют- 
из (3). В случае же У, У'111у]£У имеем, что
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/)гч>-Фп){у} = Д>'и{>})\Г?у = 0У\(Ги<(у})<рГ'и{у}=.О> ЧГ Фги(,} .

Докажем согласованность правых частей системы (5), т. е. равенство

Df Fy = Dy Fy, у, y'k А. • (9)
Сначала расамотрим случай dim < X X {^| > ~ Л\ {y'j ^> = I. 
Легко видеть, что тогда среди уравнений системы (2) имеются следую
щие: Dyf=yy, D3-f=՝9y։. Следовательно Fy = ^y, Fy- = ՝¥y. и ра
венство (9) есть не что иное как одне из условий согласованности (3).

В случае dim-<A\(y, у'}^>^1 рассмотрим следующую повтор
но разветвленную систему с множеством узлов Л\(.у, у') :

Dy F = Фги<у,у'}. ^(Х\{у, у'\) (Ю)
с начальными условиями

Dz F= Dzv{y, у-} ЧГ, Z^Z(X^\y, ур. (11)

Ясно, что функции Dy'Fu и DyFu' удовлетворяют системе (10) и на
чальным условиям (11). Легко убедиться также, что правые части си
стемы (10) согласованы. Согласно индукционному предположению систе
ма (10) с начальными условиями (11) имеет единственное решение и 

следовательно равенство (9) доказано. Этим завершается доказатель
ство теоремы 1.

Следствие. Пусть BczX, dim <2?> > 1.
Тогда система (2) с начальными условиями (4) эквивалентна системе

Dyf=F>,
■с начальными условиями

Dzf(x)=Dz^(x)-, x^L, ZeZ(S),
где Fy удовлетворяет разветвленной системе

Dy ^ = ФГ17, Г'^У(Г\^)
начальнымы у словиями

Dz Fy(x) = Dzu, ЧГ (.х); х £ L, ZfZ (X\Y).

Выбор независимых начальных условий из (4} равносилен нахож
дению базиса в следующем полиномиальном пространстве:

Т.(Х, /) = <{ П (х'-х); ZeZ,(Z)j>,

згдг :;!•՛. 5 м. что П (х‘х)=1 при Z=0. 
x'ez

Пусть
X^IZ'czZ; <Z>n X = X, dim<X'»Z), 

g-п (A՜, l) = \q p; p£n(X, Z)j.

Лемма 1. Имеет место следующее прямое разложение:

n(Z, 0=2՜ п (х' -х) r.(X', dimZ'֊ 1) 
х։ехЛх\х'

Доказательство. Достаточно доказать, что сумма пространств 
в правой части равенства—прямая, так как каждый элемент простран
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ства к(Х, I) вида П (х1 х). ^^2/(?Г) принадлежит одному из сла- 

гаемых пространств.
Итак допустим, что 

% П (х‘ х) рх.(х) =0, (12)
х'€Х х^Х/Х'

где

Рх фтЛ'.֊1)- (13}

Будем считать, что слагаемые полиномы (12) однородны одинаково
го порядка—т.

Разделив (12) на П (х1, х), получаем, что 
х^Х

Рх- (*)
п о- ж) -»- (14>

-4₽х'

Для каждого слагаемого этой суммы, согласно (13) имеем, что

, л. __ рх՛ <*) _ VI > 1
9л-W-- П(х'х)՜՜ X ՝Х' П (х'х) ՛

^х^-Хг

Обозначим через Их՛ — нормальное дополнение в Rк :

УУу. ;=|х; (у.х') = 0 Vx'€^'}-

Теперь рассмотрим слагаемые дх., для которых линейные оболоч
ки X £ X имеют наименьшую размерность: dim <Х՝> = 1 4-1. Для этих 
слагаемых размерности Nx։ максимальны : dim Nx՛ — k—I—1. С другой1 
стороны, И . и И . различных для различных X. и Х2- Следовательно*1 х.2
для каждого X' £ X, dim ^Х'՝^ = I 4՜ 1 можно найти точку х' £ Их՛ \ 
\( U Л'у). Теперь, устремив в равенстве (14) х к х' по прямой,.

Х'+Х։
не принадлежащей U Nx-, получим, что дх. э0. Действительно, ина

че это слагаемое стремится к бесконечности с максимальным, среди 
остальных слагаемых, порядком: р (х, х') <Ят) (Р~расстояние в 7?*).

Аналогично доказывается, что дх. = 0 для любого Х£Х, dim.Y, = 
— 14՜ 2 и так далее. Итак, все слагаемые в левой части (12) равны 
нулю, что и требовалось доказать.

Следствие. Имеет место равенство

dim֊(X 1) = #\Х'сХ-, #Х' = dim<JT»Z|.

Доказательство сразу вытекает из леммы 1 и равенства (см-
Следствие 9 [1]): < > •

dim к (X, dim X' -1) = # [Х'сХ-, # X" = dim <A”> = dim <JT>}. 
7—156
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Заметим, что лемма 1 и конструкция базиса в пространсве к (Л7, 
dim-AT—1)(см. следствие б [1]) дают конструкцию базиса в прост
ранстве к {X, I). , "■*'։ •
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ТЕОРЕМЫ О МОДИФИЦИРОВАННОЙ СИСТЕМЕ 
ФРАНКЛИНА - СТРОМБЕРГА

Разными авторами (см. [1]—[5]) исследовался вопрос о базисно- 
сти (безусловной базисности) системы Франклина (/я(х)]”-ов разных 
пространствах.

Ныне известно, что система Франклина является базисом в 
Д (0,1) и С (0,1) (см. [1]), безусловным базисом в Ар (0,1). 1<\р<^<х> 

(см. [2]), безусловным базисом в//р(.0,1), ~ <^р-^1 (случай р=1 см.

[3], общий случай см. [4]), и базисом в Нуг (0,1). (см. [5]). ,г
Все необходимые определения приведены в первом параграфе.
Однако система Франклина не является безусловным базисам в 

/Д(7),где Т — периодический отрезок [0,1). В работе [6] было дока
зано, что система, построенная 3. Чисельским [7] является безуслов
ным базисом^', в А/1.(7’). Эта система по своим свойствам похожа на
систему Франклина. •>

Стромберг [8] поставил перед собой задачу построить базис в 
пространстве НР(К). Модифицируя систему Франклина Стромберг [8] 
получил систему {/,, * (х)]/ л   которая является безусловным ба
зисом в НР(Я).

В работах [9]—[12] исследовались свойства мажоранты частич
ных сумм рядов Франклина и Фурье—Франклина, а также связь меж
ду мажорантой и безусловной сходимостью рядов Франклина.

В настоящей работе исследуются ряды по системе Стромберга 
на R. Полученные результаты являются аналогами соответствующих 
теорем о системе Франклина, полученных в работах [9]—[12].

В статье мы пользуемся следующими обозначениями:
R — множество действительных чисел;
2, 2+, 2_ — соответственно, множества целых, целых положи

тельных, целых отрицательных чисел; ,
/?+ — множество положительных чисел;
С — положительные абсолютные постоянные, которые могут при-- 

нимать разные значения в разных формулах;
<7— абсолютные постоянные с условием 0< <?<С1> которые в 

разных формулах могут принимать разные значения;
С (р), С (8) — постоянные, зависящие только от р и 8;
]Л | — Лебегова мера множества А;
^■а (х) — характеристическая функция множества А;
р(х, Л) — расстояние между точкой х и множеством А с: R, т. е.
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р(х, А) = inf|x — у|;
>вл

Г — дополнение множества Г,
LP(E), р>0, пространство измеримых функций с конечной нормой

г f* П/р(E)=~ I j I/(x)\p dx | .

E
Если из текста ясно что такое Е, то будем писать просто 

i-р»
Интервал вида [2 J-k, 2~J-(k+ 1)], J, к£7. назовем двоичным ин

тервалом ранга к.
Будем писать АсВ, если |/4\5|^=0. В этом смысле интервалы 

и сегменты не различаются.
Если /(х)— действительнозначная функция, то

supp /(х) --х !х:/(х) ^֊01-
Фигурными скобками | | в тексте пользуемся в разных смыслах. 

Первое для обозначения множеств. Другое будет дано в первом па
раграфе. Однако это не будет вызывать недоразумений.

Ссылка вида: »см. (1.3)" означает ссылка на формулу (3) перво
го параграфа. При ссылках внутри одного параграфа номер парагра

фа опускается.

§ 1. Определение системы Стромберга и некоторые 
вспомогательные факты

Пусть Ап = 2.+ и (0) и — Ь- и т4|=Д0и | . Точки множества

Л(1 разбивают действительную ось R на интервалы где а—ле
вая концевая точка интервала 1а. ..Обозначим через подпростран
ство пространства состоящее из таких непрерывных 'функций,
которые линейны на каждом интервале 7О, а £ Ап. Аналогично опреде
ляется подпространство 51։ если вместо Ао рассмотреть Очевид
но, что и, если /(х)£50, то/(х—!)££,. Вообще, функции из
5, отличаются от функций 5П только тем, что функции *из 50 должны 
быть линейными на [0, 1), а функции из 5, могут быть линейными 

только на каждом из интервалов 

имеет коразмерность 1 в ֊$։. Следовательно существует функция 
т(х) ££։(Л), с точностью до знака определяемая из соотношений

•։(х)_1_50, т. е. у* (х)/(х) Лх = 0 для любого /^50, (1)

Я
Ь (х)ь = I. (2)

Для любой пары (у, к) £ Z’ положим

. /л*(х) = 2772-т(27х-4>, (у,Л)€^. ... (3)
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Система {/,, *(х)|/7—ш была введена Стромбергом [8],. Им же՜ 
получено, что “—полная ортонормированная в £, (/?)
система и что система I//. * (Л))л “ является безусловным базисом 

в НР(К) при любом £
2 ’

Очевидно, что функция т (х) однозначно определяется значения
ми т(з), о^Л։. Числа т(о), ’ удовлетворяют соотношениям
(см. [8])

т(о-1)+4т(о) + г(о + 1) =0, а = 2, З,.--. ’ (4)

«А»— -^-)+4т(о) + тЛ + -Ц =0, а=—-1, — ֊֊, (5)

т(0)4֊6т^-1֊у-|֊13г(1)+4т(2) =0, (6

2’(-֊)+9’(о)+6^4) ՝Ьт(1):
\ л / \ * /

Как показано в [8] из (4), (5) и (2) следует: 

т(о) = т(1)(/3—2)°-1, в = 1,2,3,--- 

х (з) = т(0) (1/3-2)-2", с = 0, - А , - 1, 
£ 

I
Из соотношений (6) —(9) легко, выводится, что

(7)

(8)

(9>

т(0) = (10>

"(»--Ча? п (НУ

Из (8)—(11) следует, что для определенности в

дальнейшем будем считать, что т и поэтому

(12>

Из (8)—(11) вытекает также, что

(13}

Для (/, к) обозначим через (у, к\ отрезок [2 1 к, 2 у(&-{-1)] 
а через /у, к точку 2~} (к+ АЛ.
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Из (3), (12) и (13) имеем
1

I /л *(*) £/х = ^х’(*)^х>0, (14)

<Л*> V
п»ах|/л*(х)|-=//, * (</,*). (15)

Скажем, что (у1։ &։)<С(у։, &։). если или если у,= и
Ъ<к։.

Обозначим

Ъ.к(х) =

1, х = »;
О, хГ(2՜'^; 2-'(* 4-1));
линейная на [2՜7 к՛, 0. *] и [11։ „;2^(к+ 1)].

(16)

Пусть (у", А-')<^(у. к), Тогда из (см. (3))

У/', *' (*) //, * (х) </х = 2 2 j М/, к- (2-У (х 4- к)) т (х) е/х

R R
и (1) следует (легко проверить, что Л//-. *• (2~у (х 4՜ к)) £ 50), что

| Л(/', *- (х)Л, *(х) <1х = 0, когда (у', к') < (у, к). (17)

Из (8), (9) и (13) следует существование некоторых абсолютных 
постоянных С>0 и 0<^д<1 таких, что при любом (у, £)£23 имеет 
место

//.*(х)1<С2Л’р։'(18)

Учитывая, что функция //, к (х) является линейной на отрезках 
(2-'-1п, 2՜^-1 (п 4՜ 1)]» п € 2, из (18) получим

|А*(х)|<С2’уМж-/л*։. (19)

Оценки (18) и (19) получены в работе [8].
Определим понятие частичных сумм ряда

X а).к(1,к^
и. К) &•

по системе (/;, *(х)1(Л*)бг։- При фиксированном у рассмотрим частич
ные суммы

5«!л(х) = £ aj.kfj.klx) (21)
к=т

и допустим, что почти всюду существует предел сумм Зт] п (х), ког
да т и п стремятся, соответственно, к — со и 4՜ Этот предел
обозначим через 3^л (х). Отметим, что из сходимости почти всюду 
сумм (21) следует равномерная сходимость на каждом конечном интер
вале. Это следует из того, что все функции />, * (х), к£ 2, линейны 
на отрезках вида [2՜7՜1/, 2-у-1 (/ + 1)], 1^2.
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Наконец, для (/, К) £ 22 положим

Л/, х(х) = X «Л*/л*(х)=Е 5(7,(х) + £ ал*//, *(*)• (22) 
и,к)-. (ЛX) ,</ к<к 7 ' '

Полагается также 

5л + .(х)=.5/+։,_.=

Легко видеть, что из (18) следует равномерная сходимость на R 
ряда

1/л*(0/л*(х) 
к

и что его сумма не превосходит С27. Обозначим

К(х, *) — • £ /л * (х) //, * (О- 
(/.։)<(/, К)

3. Чисельский [13] доказал, что 

|£>д к (х, 01 < С / |х~ (23)

Из сказанного следует, что если для функции/(х) ££р(/?), р^-1. 
положить

/./*(0/(0
R

то частичные суммы (22) будут определены и их можно найти по- 
формуле

Зу, х(х) = у йу, к (х, 0/(0 <Л.

R

В работе [13] доказано, что если /(х) £ Ьр (R), р^>1 и 
X а).к^,к(х)—его ряд Фурье, то

(У. *։«

II/ (-0 — Зу. к (хЬ ֊> 0 при / -> + ос.

Отметим также, что не существует одноиндексной нумерации 
системы |/у. л (х))у. *£/?, т. е. не существует взаимно-однозначного 
отображения а:22-> 2+, при котором система [/«(/, *у)/*ег была бы ба
зисом в £։ (R). Это следует из того, что (см. [8])

/л * (х) </х = 0, .(/, /Ь)6 2’,
R

и поэтому, если 2 а* У, *)/«(/.*) (х) в метрике Д (R) сходится, то- 
«(у. л) < л/

интеграл от предельной функции равен нулю.
Пусть /(х)£Ер№), р^>1 и М (/, х) — ее максимальная функция 

Харди—Литтльвуда. Тогда (см. 23))

Зу, к (х) < у |£>у, к (х, <)| 1/(01 <Л «=• 

я
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х+(’+1)2-/ .4 •

=г.Ё( ( |£»л'л (х.П||/(О|^+1 | . |Д/.Н*.0П/:(011л)<
*=■0 \ ** , ” .Х+»2~> г-(»+1)2-у

(24)
х+(. + 1)2-у

<^С2У ( |/(0|Л<С£ 2^(2* + 2)2^М(/, х).

ОО

Поскольку ряд £ (V 4- 1) <7’ сходится, то из (24) следует 
*=о 4

|5Ах(х)|-<СЛ* (/, х). (25)
• . • г - •» л • . • •. , • . •

Известно, что максимальный оператор Харди—Литтльвуда имеет 
тип (р, р), при р>1. Поэтому из (25) следует, что система 
{/у, *}у. «г« (х) типа (р, р), при р>1, т. е. при любом существует 
константа С(р), зависящая только от р такая, что для любой функ
ции /(х) ££₽(/?) имеет место

Ц
1 ։/рзир |5у, К (х)|я«(х I <'С(р)|/]₽» р>1- (26)

R

Из (26) следует, что если ряд (20) является рядом Фурье не
которой функции/(х) 6 £р (/?), р>1, то

11т 5/, к(х)=/(х) п. в. на R независимо от К. 
/-Н- « • I . • • •՛

Лемма 1.1. Пусть /=[2-1‘-*1; 2՜*-^], ма, Т, и
ау, к — любые действительные числа. Тогда для любого у0^- р имеет 
место

|2 ау.*//„*(2"’1-’»2). когда х>2~,1->а 
<л.

и
I 2 а/,. */у„ * (х)| <

■ • ' л*Тс/
• .(28)

<Сд,ЛР(-г-/) |У й/.,*/уи 4(2-?^)|> когда х < 2_:‘у։.

Действительно, из (3) имеем

X а/., (х)=2^2 £ ~Ха^к^х-к).

Для х = 2“/։п>2^^։ из (8) получим

2 2 ау..*г(2Лх-Л)=2/'Я 2 аА,«т(л֊*) =
*=2Л-И»«
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Л 9 «, J= (Vz3-2)"-?‘՜'1-^ S а1п ^(2^ъ-к)= (29}

= (/з- 2)։У(х-а՜ '1”) 2 s ’ 1 а,. „ f)t. * (2~r va).

*—У“՜*1’։

Учитывая, что между точками 2՜'“ п и 2-,։ (п + 1) функция 
У а и. ь fь (х) является линейной функцией, из (29) получим 

</։•*/
27). Аналогично устанавливается (28).

Аналогично лемме 1.1. доказывается
Лемма 1.2. Пусть 7=[2՜’1^; 2 й ՝*»], v։, *», |a£Z, *։<м։ и- 

aj.t—любые действительные числа: Тогда для любого j0^֊v имеют 
место оценки • • ’ /

У aj„ к fj., k (x)< C- q*1**՝ h У a/„ * Д » (2-и n։), когда х>2-и щ- 
{/..*; с/ {/•.*> с/
и

У С9։Лр(-г'/> ' S а?и*/м*(2_|Ч). когда х ֊<2՜^,..
{/»Ис' :/..*>։=/ ;■ • •։•

Пусть {<?л(х)] — полная ортонормированная система. Известно,, 
что ряд 2мл(х) безусловно сходится в Lp в том и только в том

Л

случае, когда при любых ея = ± 1 ряд Senu„q։n сходится в Lp, р >0 
п

При втом выполняется

Sup ЦУ еЛаяЧ>л(х)йР< + со.
(•Л »

Пространства НР(Т) и HP(R) определяются с помощью класси
ческих простренств Харди Нр, рассматриваемых, соответственно, на 
единичном круге и в верхней полуплоскости.

В настоящее время найдены (см. [14], [15]) другие эквивалент, 
ные определения пространств Нр(Т) и J-fp(R), в которых не фигури
руют аналитические функции, а фигурируют [только их /граничные 
значения в смысле распределений. В ряде случаев -(в данном случае 
тоже) [удобнее пользоваться этими ^характеризациями пространств 
НР(Т), HP(R). Следуя работам [14], [15], дадим 'некоторые опреде
ления . 4

Определение 1. Действительнозначную функцию назовем 

р-атомом в /^(T՝),—<[р «С1, если существует обобщенный интер

вал 1с. [О, 1) (т. е дуга единичной окружности) такой, что:
supp а (х) с I, (30)

_ 1_
₽. (31>
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Г dx = 0. (32)

Атомом назовем также функцию а (х) е= 1, х£[0, 1).
Определение 2. Пространство НР(Т) — это множество функ

ционалов (обобщенных функций), допускающих представление

/= У Уч ai, где ai являются р-атомами и <С + «s. Норма в
<=i * i=i

Нр ( Г) определяется следующим образом:
Vp ‘ со

I ; / = ^У-1 I, ai — р-атомы

Пространства НР(К), р-атом в /7Р(/?) и норма в НР(.Ч), 
<^р<1,. определяются аналогично, с той лишь разницей, что вме- 

2
сто обобщенного интервала рассматривается обычный интервал la R, 
а функция а(х)=1 атомом не считается.

В пространстве Нр(0, 1), -^-<;р֊<1 р-атомом считается функция 
Л

а(х), удовлетворяющая условиям (30)—(32), где /а[0, 1] — обычный 
■нтервал. Пространство Нр(0, 1) есть множество функционалов, до

пускающих представление f = £ У-iai, где Оо(х) = 1, а։(х), 1,
'<, 1-0

р-атомы в Я, (0,1) и у |^ч 4՜ °0«
i—U

Когда р.= 1 вместо 1-атома, будем говорить просто атом.
Пусть f/?n(x))“=i — система Радемахера. Легко видеть, что при 

любых ап, п = 1, 2,и р,'0<р<1, имеет место оценка
аяЛя(х)| <С(р)|Д ая/?я(хУ՛. (33)

Действительно, достаточно рассмотреть только тот случай, когда 

| У ая/ея(х)1 <+ (34)
И П=1 , , ГР

30.
Из (34) следует сходимость пб мере ряда У ая/?я(х) на [0, 1], а 

л—1

■отсюда, в свою очередь <(см. [16]), следует сходимость ряда
ОО 00 I
У а*. Обозначим р(х)=£ апКп (х). Очевидно 
»51 . п-1 '

1 1 ' . 2- Р -
У Р։(х)^х= у |Р(х)|'В|Р (х)| 2 <

о о

1 1 2 £-I п г р \1/2 л— ~2^|Р(х)|р</х |Р(х)|4-р</х I =Р(х)||^Р(х)к-Р • (35)

о о
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Известно, что при любом д^>2 выполняется ^неравенство Хин- 
чина см. [16])

Р(х)Ь<С(<7)Р(х)|։. . (36)
Из (35) и (36) следует 

.t 
. А 2- £.

В?(х)Е<С(р)|Р(х)|;|Р(х)1!з 

которое и есть (33).
Приведем еще две леммы, доказанные в работах [12], [6].
Лемма 1.3. Для любых натурального т и положительного б 

существует постоянная С (т, в) такая, что если полином т-ой 
степени Р(х} на множестве .PcfO, 1] удовлетворяет условию

.. (х)| < 1, когда х^Е • . • ,
и , , ., >-

]£|>в(6֊а), 
то

| Р (х)| < С (т, в), когда х£ [а, 6).
Лемма 1.4. Для любого натурального т и положительного в 

существует постоянная С (т, в) такая, что для любого полино
ма т-ой степени Р(х) и любого множества Ес [а, 6], |Р|^-в(6—а), 
имеет место

Р(хШ,(0.4) < С(т, e)||P(x)h։v£).

§ 2. Мажоранта и безусловная сходимость рядов Стромберга

Основной целью настоящего параграфа является доказательство сле
дующей теоремы.

Теорема 2.1. Для ряда (1-20) следующие условия эквивалентны: 
(А) ряд (1.20) безусловно сходится в Lp^R), р>0;

(В) р>0;
/. *

(С) sup |5j.К (x)\CLp (R), р>0. 
» ♦

В доказательстве нуждается только случай ₽ «С 1. Доказательство 
теоремы 2.1 разобьем на несколько частей Сначала докажем одну вспо
могательную лемму.

Лемма 2.1. Пусть I = [2-/" к{}\ 2~У։>(£04- 1)], j0, k0£Z, 
__ I, »6Z

<C + °° u если {j, k} cz I, то а,, * = 0. Тогда при любом 0<р<1и 
любых в>, *=±1, справедливы

• 1— А

\ su£ ՝,Sj.k (х)\₽ dx < С (р)Щ (0

И 

Г| \р \рРI | X t/л * (х)| dx < С (р)(/1 . (2)
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где С(р) — постоянные, зависящие только от р, а 5/. к (х) — ча
стичные суммы ряда 2 а), и к (х).

Доказательство. Прежде всего оценим следующий ингеграл:

У^.£1‘։л*/л*(»)|у</х= (х)|) ^ +
7е 1 --

Интегралы Oj н аз оцениваются аналогично. Мы оценим только 
Ga. Напомним, -что если {]', А}с /, то aj,it =0. Поэтому с учетом (1.18)՛ 
получим (применяется неравенство Мннковркогс с показателем р^1)

«»< f £ У la/. *//. *(х)Г d* < 

j-Ato+l) 
♦ • а

<С(р)Х у 1«л.Г х 2ypVplx"/y'*,^ =

= С(р) у £ |ал*|р2яу/а f 4,Jpt dt< 

P (‘J. ,r)

Применяя неравенство Гёльдера к внутренней сумме с показателями 
2 2— и ------  • получим
р 2-р

р ։_ р_ 
f «’.*}"■( £ 2->/н/ЛА. /')2֊Л \ {3),

/= л • *։{?. *}с/ J '*••■{/.«! q/ - )

Легко заметить, что
2/>

2 /р(''-4։Я>г-Р<С(р). (4),
*:</. *Jc/

Еще раз применяя неравенство Гельдера, из (3) и (4) получим

Аналогично оценивая Qj, получим

J (5>

Iе '
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Учитывая, что система |/у. *)у֊ *с2(х) ортонормирванная и выполня
ется (126), можем сделать следующие оценки:

Из (5) и (6) следует (1), а из (7) и՜ (5) вытекает (2). Лемма до 
казана.

При доказательстве теоремы 2.1 нам нужна следующая
Теорема 2.2. Если ряд 1.20 удовлетворяет условию

|5/. л'(х)| = 1, (8)

то ряд (1.20) является рядом Фурье некоторой функции [(х) £ Я։(/?) «

! */л Л (*)! < С.
.; । н* I
R ■

Доказательство. Обозначим

<>(/) Л 762.

Из (8) следует, что как функции а у (х), так и их вариации равномерно 
ограничены. По теореме Хелли существует функция ограниченной вариа
ции о(х) такая, что при любом (/, к) имеет место

1։т //, л(х)</а/(х)= /у, л(х)Л(х). (9)
У~+ 

R R

Поскольку левая часть (9) равна ан к, то

У Ь.к(х) 4а(х)=а/։ ,։.

R

Из (8) следует, что о(х)—абсолютно непрерывная функция. Следо
вательно существует некоторая Т(х) £ Ь\ (R.) такая, что

а/. *= | /},*(*)/(*)
R

<1х.
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Итак, иэ условия (8) следует, что ряд

^<4. * (*)

является рядом Фурье некоторой интегрируемой функции Ц*}.
Обозначим *

£,= |хЕ /?: 5* (х)> 2Г.|, г, (10>
где

5» (х) = Бир |5Л К (х)|. (11)

Фиксируем некоторое г £ 2. Разделим действительную ось на. 
отрезки [2-,+3Аг; 2~'+3 (к 4֊ 1)], к^Ъ и обозначим через 1г-з,к те ин
тервалы среди интервалов [2~Г1/!к; 2-,+3 (к 4֊ 1)], [которые удовлет
воряют условию (таких может и не быть)

|/Д..п£,1 ,1'
Цй.,1 ' 8 г

(12)

Отметим, что если бы мы рассмотрели - -г-Нотрезки длины 2 , то-
среди них не нашлось бы отрезка, удовлетворяющего (12), поскольку
|£,Г|-С2-Г. Потом рассмотрим отрезки [2-,+2 к՛, 2~г+2(к-+ 1)] и обоз
начим через 4-2, к те интервалы из них, которые не пересекаются с 
интервалами 4-з, к и удовлетворяют условию. ՝

|4'Л*п£,| 1
|4'-2,*| " 8 (13)

Далее, для каждого у обозначим через /у,г* те интервалы среди
интервалов [27 к՛, 

иг, тервалами /Ч| ь, ч *
21 (к 4՜!)]. которые не пересекаются с ин-

^у и удовлетворяют условию

• |^П£И _1_
1^?к\ 8

Обозначим

Вг = и 4Л, 
л*

Очевидно, что

____ Ег+1сЕг с ВгсВгн и |В,| .< 8 |£’г|.

(15)

(16)

При каждом г множество В г с точностью до множества меры нуль 
можно представить в виде объединения счетного числа интервалов, ко
торые не имеют общих концов. Итак, пусть

Вг = и Д", (17)
ч

где интервалы 7^ не имеют общих концов при фиксированном, г и раз
ных Ч-
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Обозначим
когда х(- В,

| /(О Л, когда х£ /'Д

Докажем, что
|л; (х)|Х- ։Л)< С2г.

(18)-

(19)

Поскольку вне Вг выполняется |/(х)| < 2' (ей. (10), (16) и (18)), 
то для доказательства (19) нам нужно установить, что

1 
/4И1 (20)

1дП и пусть —самый длинный интерФиксируем некоторое
вал, содержащийся в Очевидно, что

(21)-
Учитывая, что 3,/,к{х) в метрике сходится к /(х), можем за

писать
С/(#)Л= ( £/„ + . (х) Лг + £ С (5;+1, - (х) — 5/, _ . (х) </х. (22) 

и 3 /=Л-Н 3ф $ ф
• <

Функция 5], + . является линейной на каждом интервале вида 
[2--/'-։ к-, 2՜7’՜1 (к + 1)]. . Пусть Д — какой-нибудь интервал вида 
[2-А՜1 £; 1 (£ _]. 1)], который пересекается с 1дГ\ Тогда

[ДП£г|<--|Д|. (23)

Действительно, если бы не выполнялось (23), то для содержащеегося 
в Д двоичного интервала Д1 ранга ]о—1 выполнялось бы

•д,п£г;> 4։д*1’ (24)‘
' о

которое означает, что Д։с£г и Д։П 7«г) ¥= 0- Следовательно Д։с 1^- 
Но это противоречило бы тому, что /}**,— самый длинный интервал, 
содержащийся в ]д\

Поскольку 5 + _ (х) является линейной функцией на Д и выпол
няется (23), то (см. лемму 1.3)

|5л. + -(х)|<С2г, х^Д. (25)
Из (25) следует, что

| 5Л։+.(х)</х <0^1. (26)

ч
6—156
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Рассмотрим функции

Wj (х) - S/+i. . . (л) - 5/. _ ֊ (х) -= £ aj.nfj, ♦ (х), J >j0.

Функция ’Р/Сх) — линейная на каждом [2 1 * * * к՛, 2 ' 1 (к + 1)] и

1й|П£г!>-^|8х|, . '
4

" .։ * ՛ 
которое противоречит (28).

Поскольку 5/41._ (х) и 5/. .. сс (х) — линейные функции на 8/՜ и
8Г,։ = 1, 2, то из (32) и (33) следует (см. (10), (И) и лемму 1.3)

выполняется (см. (1.17), (1.16))

: j* Ч1՜/(х)*(х) </х = 0, к^г, (27)

. , R

где Лу, л (х) — функции, определяемые формулами (1.16).
Пусть У>-/0. Выберем интервал Д/ = [2 4։; 2 такой, что 

р-'^-Н); 2~Ч].

81= [2՜^,; + За= |2՜' (Л։-1); 2^ к,(28)

Положим

Очевидно, что

ФДх) = S Л(у-1Л-(х).
eupp Л(/_1.

Ф/(х) =
1, 4[2’Ч 4-1);2-У(*։-1)],
О, х £ Д 
линейная на 3։ и 3։.

(29)

(30)

Из (27), (29 и (30) следует

4ry(x)rfx= [ 47(x)(Z ,и(х) — Фу(х))«/х=

МН R
Я

= Ê | (x j (7f(r} (х) - ФУ (х)) dx.
՝ я

(31)

Обозначим через й/ и S;, соответственно, левые и правые поло- 
знны интервалов '■'р ։==1,2. Тогда выполняются

|вг Г) £>| < -А- '3/ |, /= 1, 2, (32)

П£г|<-֊|ЗГ|, 7 = 1, 2. (33)

Действительно, если скажем не выполняется одна из (32) и (33) 
Для 7=՝1, то выполняется
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+ <С2', хе։։и։2,

|3}_ _ . (х)| < с 2Г, * £ г։ и а։.
Из (31), (34) и (35) получим (напомним, что |8/|=в2՜7)

[ Фу(х)</л|<2,2-<

4й

Из (22), (26) и (36) вытекает (см. также (21))

(34)

(35)

(36)

<C2'\/ir)\+C f 2r-2"'cC2r|7j',|, 

которое и есть (20).
Положим (см. (18))

(х) (Аг-н (х) — hr (х)). (37)

где С—константа, фигурирующая в (19).
Тогда из (18), (19) и (37) получим

|бГ(х)г/х = 0, | <'>(Х)|< *

4Г>
т. е. ЬдГ) (х) являются атомами.

Очевидно, что

supp bg'^xclq^,

/(*) = 's (Л,+։ (х) - hr (х)) = £ СХ |/Я b? (x).
/■ = — со Г- — « q

Оценим /7,(£)-норму функции /(x) (см. (17), (16), (10)) 

|/(x)pM*X jf £ C‘/‘i,4ril- c £ 2'|Br|< 
Г “ — "• t Г" — M

C 2 2r\Er\ = C £ (2r՝l—2r)\Er\ = C £ 2r+\|£r| ֊ |£r+Jl) =•

= С ■£ / \ЕГ \ н| < С (’ 5* (х) с/х •-= С. (38).
Г- - ОР 

/?

Для завершения доказательства теоремы остается к (38) применить 
теорему Стрсмберга [8], жоторую можно сформулировать следующим об
разом.

Теорема 2.3. (Стромберг). Для любого р> справедлив^ 

соотношение
С, (р)112 а’,»/},» (х)С'2 Цр<|! £ ад а/л л (х)|я <

У, к 1, Л Р
<-С։(р)|(Еал*/л*(х))1ЯЬ.

У*
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Доказательство теоремы 2.1. Мы докажем, что (Л)=>(В). 
,(В)^(С) и (Л), (С)^(В).

Доказательство импликации (Л)=>(В). Допустим ряд 
(1.20) безусловно сходится. Пусть |£у> Дх)| л —система Радемахера

.в какой-нибудь двойной нумерации. Тогда

Интегрируя (39) по переменной t и меняя порядок интегрирования, 
получим

'39)

£ Rj, Ax) 
J.

р
dt dx < т се. (4Q)

1

К внутреннему интегралу (40) применяя неравенство (1.35), получим

П1Р/2
S rfx<+-oo.

J. ‘6Z J
R

Доказательство импликаций (В)=>(Л), (В)=> (С). Пусть

£ «5. »//.*(*)? rfx = L (41)
J I/,..е? I

'• R
Положим

£,-|x6/?:S(x)>2r), r£Z, (42)
кгде

^)= S А/»Дх). ■ (43)

Аналогично определим множества Вг из соотншений (12)—(15). 
Обозначим 

’ . 1
л/'*’= [(m, n):(m, п\с и (т, л|сВг-м|. (44)

Очевидно, что если (т, л) £ A JA то (см. (44) и (14))

| im, п} n£r+i | <nj |. (45)
О

Из (45) следует, что если |т, л| и |л?, л) — левая и правая 
половины интервала [пг, л| и (т, л) £ Л1/' то

|{т, л] Л£г+1| < -у 11л։, л) |, 
4 (46)

||/л, л|+ Л£>+1՛ < -֊֊ Н/п, л|+|; (47)

Учитывая, что f'm.„(x) на интервалах |л։, л]՜считывая, что }т.п(х) на интервалах |т, л] и |т, л| являет
ся полиномом второй степени, из (46), (47) и леммы 1.4 получим
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յ /л * (х) <1х > С | /’, * (х) ժx. (48)
',т. п\ ^Ег+1 {<".»}

Из (1.14), (48), (42) и (43) имеем

Տ օԼ, л Հ С £ От. » I ք"1' п
(«, л) ел</> *> (л,, л) в4Л *> {„Հ}

<С С £ <4.« А-(х)Ле<С2'|/К,*|. (49)
(г) ч («. «)€*/■’

7/, « >яг-Н

Рассмотрим ряды £ ат. ոքա. л(х). Из (49) следует, что эти 

ряды В. Լէ (R) сходятся. Их суммы обозначим через *'(х), а мажо
ранты — ձ(/' к} (х), т. е.

Տրյ՛ *’(х) = зир I Տ ат, ո քт. К (х)|.
Л* (т. л)вл^-*’

(л>, л) < (Л К)
Из леммы 2.1 и (49) следует

р5(Л *’ (х))р</х < С (р) 2 (50)

/?

п ат, л/т, л(х)|₽^х < С(р) 2Г₽/2|/д л|. (51)

Из (50), (41)—(43) вытекает

<С(Р) £ 2^2|£г| = С(р) £ ( ջ 21ր,Ղ- Տ 21рП\\Ег\К 
г =— ас Г “— •• ՝/= — •• I —— •• /

-Ւ ее Гр
^С(р) £ 2Т(£г\£г+1|<С(р).

Аналогично доказывается, что из (51) и (41) — (43) следует 

Импликации (В)=ф֊(А) и (В)=>(С) доказаны.
Доказательство импликации (С)=>(В). Пусть

где
5* (х) = տս£ |5/, х(х)|.

I >
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Обозначим

^(=։хеЛ:5*(х)>1П, Г€2.

Как и при доказательстве теоремы 22. ив соотношений (12)—(15) 
определим множества Вг = и г £ Т.

к
Обозначим далее

Гг = {(Л *):|/, *)сД-ц, О. *|сВ,|
и положим

(r) {aJ.k' есАИ к^Г'> 
aJ,k — \ —

' 0, если (j, к)£Гг.

Рассмотрим ряды

S ‘М.*М
J.kÇZ 

с частичными суммами

5у?л-(х) = У вл,*/л*(*)- 
U, *)<(А X)

Отметим, что если (j, к)£Гг, то 

։°Л k fj, к WL = \aj, к fj, к

Действительно, из |у, к} с Br+i следует, что

Цу, *)п£,+։|<-֊НЛ *11.
О

(52)

(53>

(54)

(55)

а из (55), (1.15) и леммы 1.3 вытекает (54).
Фиксируем некоторое /£’ *„ некоторое у > у0 — 1 и хС № к. 

Тогда из (54) и (1.18) следует

S_ \aJ։kfJ։ll(x)\<C2r £ Q2'|x-/y.A:<
*:>ЛЛ}с£г + 1 *:{Л*}сВл+1

<֊> С 2 q
Из (56) получим

(56)

,1! , £_ \aj, к fj. к (х)| dx с
•'֊A-Î к-.iJ, к}СВг+1

С 2Г.Х_2 2 J^q'dt= С 2Г 2->- = с 2Г17^ (57)

О
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Из (57) следует, что ряд £ £ |ад*//.*(х)\ п- в- схо-
/=>• *}свг

Очевидно, что (см. 57). •

дится.
•’ ’> Обозначим

/ ’ ..

0, если х£ Вг,

։(х) = V V \аЛ*Л. если (58)
21 2։_

*:{/, Л}сГг

[ <рГ/ , (х) </х < С 2Г \Вг. (59)
и

/?

Теперь множества Вг представим в виде (17). Возьмем некоторое 
Д'՜’ и пусть / д, *. является самым длинным составляющим интервала 

Дг). Для обозначим через 1'/.'.^ самый длинный интервал вида
(2՜' кх; 2՜' к2), кх, к1£2, который содержит /д.\ и содержится в 
1^. Пусть Д — справа от первый интервал ранга у. Тогда Д не 
аёЬесекается с и ( □ ) ил

|дп£>|<4֊|а1- (60)
О

Рассмотрим суммы .(у0, к0, /—вышеуказанные)

■5/2*., Лп>(^)= 2 (г,/)а/. */л*(х1- • (61>
*?<=/ д. ь 
Кт

Очевидно, что

|5(д. /, т (х)| < 2-2', вне Ег, (62)

так как 5д? д т (х) — разность двух частичных сумм. Поскольку 
5(/2 /, т (х) линейна на Д, то из (60) и (62) следует

Л <П (х)| < С 2Г, на Д. (63)

Применяя лемму 1.1 из (63) получим
2УР (х. №՝ /։)

|3)2 ). т (х)| С 2Г д , когда х > шах /д, £.

Аналогичное неравенство можно получить для х пнп /д’ 
Итак

|5л!*„/.т(х)|<С2г я Р( Л’*։ , когда х(:/д,^. (64)

Ясно, что
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Положим

(65)

’ «пах л „ (х)\, х (г и и 1՝;Л = Д'». 
7. " У-Л *

°> *6 л?

Применяя

= С2' £ 2-' < 2Г |/£>А,| < с 2' |Д?| (бб)
У“/»

и обозначая
Ф(г) (х) = Ъ, ! (х) + £ <р<;> (х), ’ (67)

Я
из (66) и (59) получим

(хг) «/л: 02*՜ ]Д.|.
я

Через $г (х) обозначим мажоранту ряда (52), т. е. (см. (53)) 

5,(х) = вир |55Г,л-(х)|. г^1.

Из соотношений

(«) = (/ . /А,« - <л£1м>,/л, и), , € г

и, *) < (/, X) у, ку
следует (см. (65)), что

•$* (х) < Е (х) + 5 ?<Ж) (х) <՜ 
1 ч

< (х) + <Р«Г+ ։> (х), когда х~^Вг. (68)
Легко видеть, что

(69)
и, *)<(/, X) (у. К)

При любом (7, К) имеем

2и_ а

и. ЛХ(Л К
Х-1 а., Ь ] ։ ь</. Л>ОДГ к

и. *)<(/. К)
(70)
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Из (70), (65) и (67) следует

I £_ “/ *Л »(*)!< 2Г+’Р(г1(х). когда Х^ВГ, г62. (71)
{ЛНсЛ-

(1, *)< (/, /С)

Пусть х принадлежит некоторому /у?* и (/> К) С (/, —<»). Тогда

I ат>я/я,.^х)|<|5лд(х)|+| Г ат ,/ (х)|. (72)
(т, л>пД, <т, л,сВг
(я, л)<(/. К) (т' •)<</» X)

Первое слагаемое является линейной функцией на /у?*. Из то- 
то, что /у; * не пересекается с интервалами 1У\ < (см. построение 
множеств Вг) следует

1Л?*п£г|<֊-|/$:,*1. (73)
4

Из (73) и леммы 1.3 вытекает, что первое слагаемое в (72) не пре
восходит С2Г. Второе слагаемое в (72) не превосходит ?57г) (х) (см. 

(65), (61)).
Пусть х£/у?» и (/, К) > (у, —°°). Тогда из (58), (65), (67) сле

дует
I 2 ат>Л/т.я(.г)|<|5Лх(х)|+| Е ат,л/я.я(х)| +

{я, л}сЯг
(я, л)<(Л А'1 («."К/, — )

+ 1 , 2_ ,.(>)|<С2'4-Г’Ы.
<">. 11?авг

(/, —-1<(Л1, л>*(/, К)

Итак на Вг имеем

зир| Е аьД/У1Л(х)|<С2г + ?И(х). (74)
к и. Чсв, 

и, К) «Л К)

Из (74) и (69) следует

5; (х) < С 2,+1 + фЮ (х) + ?<'+’) (х), когда X 6 Вг+Ь (75) 

а из (74) и (71) имеем

Л*(х) < С 2г+1 + <р(,)(х)-Ь ф(г+п(х), когда х£Вг\Вг+1- (76)

Объединяя (76), (75) и (68), получим

5Лх) < С2гХв,(х) + <р^(х) + <р^+1’(х) 
'Я

2 а2 3ЛА^л(х))։/\х<С2ЧВг|,г€2. (78)
3 «С/. *)ЕГГ )

У 5; (х) dx<C2r |ВГ| + С 2' [Вг| + С2Г+1 |Лг+1| < С 2Г |В,|. (77) 

R
Применяя теорему 2.2 из (77), получим
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Обозначим

^г-
IJf г

Применяя неравенство Гельдера, из (78) получим
п < Р \р ՛ ■ • .՛■՛<՝

<2?(х)с/х< <2г(х)Ле ЬВ,|‘-'<С(р)2'р|В,|,г62. (79>

Вг Вг

Применяя лемму 1.2, легко можно убедиться, что

... I <2г (х) dx < С (р) у<2г(х)</х... (80).

R Вг ................

Из (79) и (80) следует

[ <?' (х) dx^c (р) 2rp I&I, г ç Z. (81)
R՛

Легко заметить, что U Гг=>((/, k) : а, 4=/=0|. Поэтому , 
tÇL '՝
£ “Л * /5. *(»)=■ £ Q?(x), 

J. г^г

из которого получим

{ £ (82>

В силу (82), (81), (16)
Р Piï р +<о
М£ “’.*//.*(*)) Qr (х) dx < с (Р) у 2Г₽|Вг|<

J ) • ÆÇZ rçZ J /*=—со
R /?

<С(Р) g 2гр|£’г| <С(Р) g 2"|£,\£г+1|<С(р). 
/■—« Г—ОО

Теорема 2.1 полностью доказана.
Из теорем 2.1 и 2.3 следует

Теорема 2.4. Для любого р > — следующие условия эквивалент
ны:

(А) ряд (1.20) безусловно сходится в LP(R);

(В)| £ 
/» л

(С) sup |5Л к (Х)| £ Lp (R); 
J■ к

(В) ряд (1.20) является рядом Фуръе некоторой функции f £ ffp(R);
(Е) ряд (1.20) безусловно сходится в HP(R).
12]аЛ°Г Тес^>ЯЙЬ1 2՛^ ДАЯ системы Франклина ’ установлен в ipa6o-

Е(ре.ванский государственный 
университет Поступила 7. IX. 1988-
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рЬтрц (шЛфяфя^)

О^чптиЛряи! inujwgeLgfuiè (, яр Umpedpbpçfi 1{я1^Ьз ЛраЛ!(1]Л[։ Jrrrff։֊
■W'4'"V^"’> \f M-l Мт/цяц qiit/jtuTLbpp -t-uidшрébf ЬЪ.

J • sup I S Sa J k fj k (x) + S a J. k fJ։ k (x)l € ^ (֊'»,+«>), ^ > 0,
* a Л /</ XçZ <<A

2. < S a’^Jx)}։'H(-'A + со), p>0.

3- frupait^inrj f Zp(— oo, 4- oq). p>0:

G. G. CEVORK1AN. Theorem* on modified Franklin —StrOmberg tÿefem 
(summary)

la the paper it is proved, that for modified Franklin system {/y. /.(x)}y։ k^z the 
following properties are equivalent.

1- sup | s £ al։ k fj, * + S aj,nfj, k <x)i € Lp^~ °°՝ + °°)> P>°> 
l  A *c/T1

2. I £ aj t(x)}1/2e^(-œ, 4-00), p>0, 
J, «tz л

3. The series У a. . 
), *tz ՛■

f. k (x) unconditionally converges in Lp(,—oo, +»>;р>0
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