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եմ բա գրությունը խնդրում ( այն անձանց, որոնց ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
կե/ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետ ելաք կանոնները'

1, Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավե/ի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջւ

Մեկ տպագրական մամու/ր գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոքեգիայի հատուկ որոշմւսմրւ

9» Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենադրված, երկու օրինակով) Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
Լ ռուսերեն լեզուներով)

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան քեգվով)

3. Մեծատառ յատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատաոերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում.

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները ’շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կոլրսիվ տառերր րնդդծվեն ալիքաձև գծով։

4- Գծագրերը ներկա լացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Լամար ե տեգը տեքստում էջի ձախ մասում)

, .5. Գրականոլթ լունը ։ տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
հպմարր, տարեթիվը և էջերը)

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում ւ

5. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում ւ

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ- 
ստացմ՛ան Ժամկետ’ համարվում է ՛վերջնական տեքստի ստացման օրը)

8 Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լզրաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով)

9. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի 1րիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշիւատանքըւ

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հալրանունցւ
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր)
եէմբագրութ յան հասցեն' Երևան, Մարշայ Բաղրամյանի պող», 24 բւ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»)
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.журнале: том XIII, №№ 5—6, 1978, 359—368.
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25. О наилучших приближениях рациональными функциями, ДАН СССР, т. 99, 
№ 5, 673—675 (сонм, с С. Н. Мергеляном).

26. О суммировании по Абелю обобщенных интегральных преобразований, Изв. 
АН АрмССР, сер. физ.-матем., ест. и техн, наук, т. 7, № 6, 1—26.

27. Об асимптотическом поведении функции типа Миттаг-Леффлера, ДАН 
АрмССР, т. 19, № 3. 65—72.

28. Об интегральном представлении функций, непрерывных на нескольких лучах 
(Обобщение интеграла Фурье), Изв. АН СССР, сер. матем., т. 18, № 5, 427—448.

1955

29. Некоторые вопросы теории взвешенно-полиномиальных приближений в ком­
плексной области, Матем. сб., т. 36(78), № 3, 353—440.

30. О двух квази-аналитических классах функций на вещественной оси, Изв. АН 
АрмССР, сер.физ.-матем., ест. и техн, наук, т. 8, № 1, 3—14.

31. Оценки для производных целых функций конечного порядка и нормального ти­
па, Изв. АН АрмССР. сер. физ.-матем., ест. и техн, наук, т. 8, № 2, 1—16.

32. К теории некоторых классов целых функций многих переменных, Изв. АН 
АрмССР, сер. физ.-матем., ест. и техн, наук, т. 8, № 4, 1 — 23.

33. О кручении призматических стержней Труды Ер.ГУ, сер. физ.-мат. наук, 
т. 48, вып. 2, 49—70.

34. О наилучшем приближении целыми функциями в комплексной области, ДАН 
СССР, т. 104, № 3, 345—348 (совм. с А. П. Тамадяном).

35. Об одном новом интегральном преобразовании и его применении в теории 
целых функций, Изв. АН СССР, сер. матем., т. 19, № 2, 133—190.

1956

36. О взвешенно-полиномиальном приближении в комплексной области. Труды 
Третьего Всесоюз. мат. съезда, секционные доклады, т. 1, М., 80.

37. Исследования по теории обобщенных интегральных преобразований в ком­
плексной области и по теории целых функций. Труды Третьего Всесоюз. мат. съезда, 
т. 2, краткое содержание обзорных и секционных докладов, М., 26—27.

38. К теории рядов Фурье по рациональным функциям, Изв. АН АрмССР, сер. 
физ.-матем., ест. и техн, наук, т. 9, № 7, 3—28.

39. О квази-аналитическом классе функций взвешенно-полномиального приближе­
ния на всей вещественной оси, ДАН АрмССР, Т. 23, № 3, 97-102.

40. О наилучшем приближении целыми функциями в комплексной области, Изв. 
А-Н СССР, сер. матем., т. 20, № 4. 485—512 (совм. с А. П. Тамадяном).
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41. О полноте системы функций {г/”} в комплексной области при взвешенно- 
квадратической аппроксимации, ДАН СССР, т. 110, № 6, 914—917 (совм. с И. О. 
Хачатряном).

42. Об асимптотическом приближении целыми функциями в полуплоскости, ДАН 
СССР, т. 111, № 4, 749—752.

1957

43. Об интегральном представлении и разложении в обоб!ценный ряд Тейлора це­
лых функций многих комплексных переменных, Матем. сб„ т. 41(83), № 3, 257—276,

44. О взвешенно-равномерном приближении полиномами функций многих перемен­
ных, Матем. сб., т. 43(85), № 2, 227—256 (совм. с А. Б. Тавадяном).

45. О разложении аналитических функций в ряд по рациональным функциям с 
заданным множеством полюсов, Изв. АН АрмССР, сер. физ.— матем. наук, т. 10, № Т, 
21-29.

46. Об одном методе решения гиперболического уравнения, содержащего смешан­
ную производную, Изв. АН АрмССР, сер, физ.-матем. наук, т. 10, № 1, 113—121 
(совм. с Р. А. Александрином и Н. X. Арутюняном).

47. Об одном интегральном преобразовании, Изв. АН АрмССР, сер. физ.-матем. 
наук, т. 10, № 4, 3—18.

48. Теоремы единственности для преобразований Фурье и для бесконечно диффе­
ренцируемых функций, Изв. АН АрмССР, сер. физ.-мат. наук, т. 10, № 6, 7—24.

1958

49. Интегральное представление некоторых классов функций, аналитических в обла­
сти угла, ДАН СССР, т. 120, №. 3, 457—460 (совм. с А. Е. Аветисяном).

50. О взвешенно-наилучшем приближении функции | л [ на всей вещественной оси. 
Изв. АН АрмССР, сер. физ.-мат. наук, т. 11, № 1, 77—84.

51. Исследования по теории обобщенных интегральных преобразований и по теории 
целых функций. Труды Третьего всес. мат. съезда, т. 3, Обзорные доклады, М., 
182—189.

52. О применении некоторых интегро-дифференциальных операторов, ДАН СССР, 
т. 121, № 2, 210—213 (совм. с А. Б. Нерсесяном).

53. Об обратной задаче наилучшего щриближения в пространстве функций 
Լշ (—1 °°). Изв. АН АрмССР, сер. физ. мат. наук, т. 11, № 2, 79—82.
54. Критерии разложимости функций в ряды Дирихле, Изв. АН АрмСССР, сер, 

физ.-мат. наук, т. 11, № 5, 85—106 (совм. с А. Б. Нерсесяном).
55. Некоторые интегро-дифференциальные операторы и связанные с ними квази» 

аналитические классы функций, Изв. АН АрмССР, сер. физ.—мтт. наук, т. 11, № 5, 
107—120 (совм. с А. Б. Нерсесяном).

1959
56. К теории интегральных преобразований с ядрами Вольтерра, ДАН СССР, т. 

124, № 1. 22—25.
57. Разложение мероморфных функций в обобщенный ряд Маклорена, ДАН СССР, 

т. 125, № 4, 707-710.
58. О квазиизометрическом отображении пространств функций (т(, б։), 

Վ(<։2, ԿՆ ДАН СССР, Т. 128, № 3, 456-459.
59. О построении некоторых специальных биортогональных систем, Изв. АН Арм. 

ССР, сер. физ.-мат. наук т. 12, № 5, 17—42 (совм. с А. Б. Нерсесяном).

1960

60. Интегральное представление некоторых классов функций, аналитических в об­
ласти угла, Сиб. матем. журнал, т. 1, № 3, 383—426 (совм. с А. Е. Аветисяном).

61. Интегральные преобразования с ядрами Вольтерра, Ивз. АН СССР, сер. мат.» 
т. 24, № 3, 387-420.



.512 М. М. Джрбашян

62. Разложения по специальным би ортогонален мм системам и краевые задачи для 
дифференциальных уравнений дробного порядка, ДАН СССР, т. 132, № 4. 747—750 
(совм. с. А: Б. Нерсесяном).

63. К общей теории биортогональных ядер, ДАН СССР, т. 132. № 5, 994—997 
{совм, с Р. М. Мартиросяном').

64. Проблема моментов и биортогонализация ядер, ДАН СССР, т. 132, № 6, 
1250—1253 (совм. с Р. М. Мартиросяном).

65. Об интегральных преобразования^. порожденных обобщенной функцией типа 
Миттаг-Леффлера, Изе. АН՛ АрмССР, сер. физ.-мат. наук. ■ т. 13, № 3, 21—63.

1961

66. О квазиизометрическом отображении пространств функций (я։՛ ^>)՛ 
(«2. М, Иэв. АН СССР. сер. матем., т. 25, № 1, 87-112. '
67. Теория общих ядерных преобразований, Иэв. АН СССР. сер. матем., т. 25,

6, 825—870 (совм. с Р. ,М.- МартиросиномX •
68. Разложения по некоторым биортогональным системам и краевые задачи для 

дифференциальных уравнений дробного порядка, Труды Моск. ,мдт. общества, т. 10. 
89—179 (совм. с А. Б. Нерсесяном).

69. Унитарные пары операторов и их аналитическая характеристика в пространстве 
Ц_(а. Ь), ДАН СССР. т. 141, № 2. 281—284.. .

70. О пополнении и замыкании неполной системы функций ''ДАН 
СССР, Т. 141, № 3, 539-542.

1962

71. Об интегральном представлении некоторых ортогональных систем, ДА՝ I 
АрмССР, т. 35, № 1, 13—19.

72. О пополнении неполной системы Мальмкзи-ста за вещественной оси. ДАН. Арм. 
ССР. т. 35, № 2. .55—61.

73. О пополнении одной неполной системы, ДАН АрмССР, т. 35, № 3, 97—105.
74. Разложения по системам рациональных функций с фиксированными полюсами, 

ДАН СССР, т.143, № 1, 17-20.
75. Ортогональные ситемы рациональных функций на окружности с заданным мно­

жеством полюсов, ДАН СССР. т. 147. № 6, 1278—1281.

1964

76. Лекции по избранным вопросам теории функций. Вып. 1. Преобразования 
Фурье (на армянском языке), г. Ереван, 1—101, изд: Мктк.

77. О параметрическом представлении некоторых общих классов мероморфяых 
функций в единичном круге, ДАН СССР, т. 157, № 5. 1024—<1027.

78. О представлении некоторых классов целых и квазицелых функций, ДАН СССР, 
Т. 159, № 1, 9—12.

79. Об интегральных преобразованиях в комплексной области, ДАН СССР, т. 159, 
№ 2, 258—261.

80. К теорий интегральных преобразований с ядрами Миттаг-Леффлера, ДАН 
АрмССР, т. 38, № 4, 207—216 (совм. с С. А. Акопяном).

81. Об одном обобщении полиномов Чебышева, ДАТ! АрмССР, т. 38, № 5, 263— 
270 (совм. с А. А. Китбаляном).

1965

82. Об оценке голоморфных функций, подчиненных дополнительным условиям в 
единичном круге, УМН, т. 20, вып. 4 (124), 148—150

1966

83. Интегральные преобразования и представления функций з комплексной обла­
сти. М., Наука, 1—682.
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84. Классы функций и ассоциированные с ними интегральные преобразования в. 
комллексиюй области, Изб. АН СССР, сер. матем., т. 30, № 4, 825—852 (совм. с 
С. А. Акопяном).

85. Классы функций и их параметрическое представление (Межд. конфер. по теории 
аналит. функций, Ереван, 1965). В кн. Современные проблемы теории аналит. функций, 
М„ 118-131

86. Ортогональные системы рациональных функций на окружности, Изв. АН Арм. 
ССР, Математика, т. 1, № 1, 3—24 и № 2, 106—125

• • 1967

87. О. граничных свойствах мероморфных функций класса Ла , ДАН СССР, т.
173, № 6, 1247-1250 (совм. с В. С. Захаряном). .

88. Об одном свойстве функции Бляшке, ДАН СССР, т. 175, № 5. 981—984.
89. Обобщенный оператор Римана-Лиувилля и некоторые его применения, ДАН 

СССР, т. 177, № 4. 767-770.
90. Разложения по системам рациональных функций с фиксированными полюсами, 

Изв. АН АрмССР, Математика, т. 2, № ,1, 3—51.
91. Граничные свойства мероморфных функций класса А\» Изв. АН АрмССР. Ма­

тематика, т. 2, № 5,9275—294 (совм. с В. С. Захаряном).

: 1968
1 : ■* •

92. Дробные производные и задача Кеши для дифференциальных уравнений дроб­
ного порядка, Изв. АН АрмССР, Математика, т. 3, № 1. 3՛—29 (совм. с А. Б. Нер­
сесяном).

93. Расширение кваэианалктических классов Данжуа-Карлемава, Изв. АН АрмССР, 
Математика, т. 3, № 3, 171—248.

94. О факторизации функции Ва(р), Ма^ем. заметки, т. 4, вып.. 1, 3—10 (совм., 
с В. С. Захаряном).

95. Обобщенный оператор Римсна-Лиувилля и некоторые его применения, Изв. АН 
СССР, т. 32. № 5, 1075—1111.

96, Расширение квазианалитических классов Данжуа-Карлемана, ДАН СССР, т. 
180, № 4. 782-785.

= • ’ • -1969

97. О расслоении классов однолистных функций, Изв. АН АрмССР, Математика, 
т. 4, № 4. 225—243.

98. Теория, факторизации Функций, мероморфных в круге, ^атем. сб.,. т. 79(121), 
№ 4(8), 517-615.

1970

99. Краевая задача для дифференциального оператора дробного порядка типа 
Штурма-Лиувилля, Изв. АН АрмССР, Математика, т. 5, ,.№ 2, 71—96.

100. Факторизация функций, мероморфных в конечной плоскости, Изв, АН Арм. 
ССР, Математика, т. 5, № 6, 453—485. • . :

101. Граничные свойства подклассов мероморфных функций ограниченного вида, 
Изв. АН СССР. сер. матем., 7. 34, № 2,'1262—1339 (совм. с В. С. Захаряном)

. '1971 ; • • • ‘

102. Граничные свойства подклассов мероморфных функций ограниченного "вида, 
Изв. АН АрмССР, Математика, т. 6, №№ 2—3, 182—194 (совм. с В. С. Захаряном).

1972

163. .Примыкание и единственность рядов типд Дирихле на вещественной оси, Изв. 
АН АрмССР, Математика, т. 7, № 4, 258—274. . ,
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1973

104. Теория факторизация и граничных свойств функций, мероморфяых з круге, 
УМН, Т. 28. ВЫЛ. 4(172), 3—14.

105. Теоремы единственности для некоторых классов аналитических функций, Изв. 
АН СССР, сер. матем., г. 37, № 1, 98—134 (созм. с Г. С. Кочаряном).

106. Теоремы единственности аналитических функций, асимптотически представи­
мых рядами Дирихле-Тейлора, Матем. сб., т. 91(133), № 4(8), 580—626.

107. Некоторые основные результаты, полученные армянскими математиками в тео­
рии функций за последние 15 лет. История естествознания и техники в Армении, т. 5, 
21—34.

108. Биортогональные системы рациональных функций и представления ядра Коши, 
Изв. АН АрмССР, Математика, т. 8, № 5, 384—409.

1974

109. Harmonic analysis in the complex domain and applications in the theory of 
analytical and infinitely differentiable functions. Lecture Notes in Maths., 399, Functio­
nal Analysis and its Applications International Conference, Madras, 1973, 94—118.

110 Биорто тональные системы и решение интерполяционной задачи с узлами огра­
ниченной кратности в классе Н», Изв. АН АрмССР, Математика, т. 9, № 5, 339—373.

111. Биортогональные системы рациональных функций и наилучшее приближение 
ядра Коши на вещее таенной оси, Матем. сб., т. 95(137), № 3(1 1). 418—444.

112. Решение обратной электродинамичеокой задачи, для звездообразной системы 
отрезков, ДАН СССР, т. 218, № 2, 312—315 (совм. с Л. Д. Бахрахом, О. С. Литви­
новым).

1 13. О замкнутости систем функций типа Миттаг-Леффлера, ДАН СССР, т. 219, 
№ 6, 1302—1305.

114. Теория факторизации и граничные свойства функций, мероморфных в круге, 
Математические структуры. Вычислительная математика. Математическое моделирова­
ние. Труды, посвященные 60-летию академика Л. Илиева, г. София, 69—79.

1975

115. Классы формул и разложения типа Тейлора-Маклорена, ассоциированные с 
дифференциальными операторами дробного порядка, Изв. АН СССР, сер. матем., т. 39, 
№ 1, 69—122 (совм. с Б. А. Саакяном).

116. Об интегральных представлениях и мерах, ассоциированных с функциями ти­
па Миттаг-Леффлера, ДАН СССР, т. 223, № 6, 1297—1300 (Созм. с Р. А. Батияном).

117. Теоремы типа Винера-Пэли и Мюнца-Сасса, ДАН СССР, т. 225, № 5, 1001 — 
1004 (совм. с В. М. Мартиросяном).

118. Об интегральных представлениях и мерах, ассоциированных с функциями ти­
па Миттаг-Леффлера, Изв АН АрмССР, Математика, т. 10, № 6, 483—508 (совм. с 
Р. А. Батияном).

119. Theory of Factorization and Boundary Properties of functions Meromorphic 
in the Disk, Proceedings of the Internationnal Congress of Mathematicians Vancouver, 
1974, 197-202.

1976 ' ?

Г20. Some problems in the theory of single-valued analytical functions and har­
monic analysis in the complex domain, “Complex analysis and its applications, vol. II, 
IAEA Vienna, pp. 145—202.

1977

121. Базисность некоторых биортогональных систем и решение кратной интерполя­
ционной задачи в классе 7/. ДАН СССР, т. 234, № 3, 517—-520.

122. Теоремы типа Вянара-Пэли и Мюнца-Сасса, Известия АН СССР, сер. матем., 
т. 41, № 4, 868—894 (созм. с В. М. Мартиросяном).
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123. Общие классы формул типа Тейлора-Маклорена, Изв. АН АрмССР, Матема­
тика, т. 12, № 1, 66—83 (савм.с Б. А. Саакяном),
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М. М. ДЖРБАШЯН

Л- КРАТКИЙ ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИИ 
МАТЕМАТИКОВ АРМЕНИИ В ОБЛАСТИ ТЕОРИИ

ФАКТОРИЗАЦИИ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИИ 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИИ*

* Содержание данного обзора в значительно менее полном виде было представле­
но автором в качестве доклада на международной конференции по комплексному ана­
лизу в г. Будва (Югославия) в мае 1986 г. и опубликовано там же [1].

Почти в самый начальный лериод развертывания в Армении научных 
исследований в области математики, в начале сороковых годов, лично ме­
ня, как аспиранта, привлекла одна из фундаментальных областей класси­
ческого комплексного анализа—теория представлений аналитических 
функций и их граничных свойств. Началом зарождения этого направле­
ния в Армении явились результаты, анонсированные автором в статье 
[2] в 1945 г. Три года спустя, в 1948 году, развернутое изложение этой 
статьи, а также ряд новых результатов, были опубликованы автором в ра­
ботах [3] и [4]. ' •

Указанные результаты были получены под свежим впечатлением вы­
дающихся достижений в комплексном анализе, достигнутых в фундамен­
тальных трудах Фату, Привалова, Рисса, Сегё) Неванлинныг Харди и 
других. Эти результаты, изложеннь^ё'в замечательных монографиях Р. Не- 
ванлинны [5] и И. И. Привалова, [6], сыграли решающую роль в станов­
лении научных интересов автора, как начинающего математика.

Исследования, проведенные в нашей математической школе, в указан­
ных выше важных направлениях классической теории функций и иниции­
рованные публикацией автора 1945 года, интенсивно продолжались как 
мною, так и моими учениками и последователями.

В данной статье, однако, я не коснусь исследований в том же кругу 
проблем, проведенных у нас за период г 1964 по 1971 г.г. Они были 
представлены в докладе автора на Ванкуверском международном матема­
тическом конгрессе в 1974 году (см. [7], где приведена также полная биб­
лиография публикаций этого периода).

Итак, настоящая статья посвящается краткому обзору как ранних,, 
так и недавних результатов, полученных в исследованиях армянской шко­
лы советских математиков и инициированных первоначальными результа­
тами автора 1945 года. Они посвящены интегральным и факторизацнон- 
ным представлениям функций, аналитических или мероморфных в круге- 
и в полуплоскости, а также их применениям.

Отметим, что в недавно вышедшей в свет монографии А. Е.. 
Djrbasbian, F. A. Shamoian. „Topics in the theory Aa spaces“, Teubner- 
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Verlag, Leipzig, 1988, многие из основных результатов данного обзо­
ра приведены с подробными доказательствами.

§ 1. Классы аналитических функций одного и .многих 
комплексных переменных и их интегральные представления
1.1. В первом сообщении [2] 1945 года впервые был введен класс ана­

литических в единичном круге О {2! |21<1} функций f(z), для которых
I 2ч

—Р j j (1 - f։J’-|/(pe'°)|6 Р rfp rfO < 4- СО, (1.1)

о о
где —1<а<-|-оо и 0<б<-|- <*> —произвольные параметры. Этот класс 
первоначально был обозначен через В& (а), но впоследствии, начиная со 
второй публикации [3] и дальше, ввиду глубокой аналогии с классами 
Харди, в работе [4]автором было введено более удобное обозначение. А 
именно, через Нр (а) (— 1 4- °0, 0 < -f- сп) обозначался
класс функций / (х), аналитических в круге D, для которых конечна 
их норма, т. е.

def /1 4. я Г \ ИрИ,. а (֊ I | ‘ 1- IT)*- 1/ (О? do «Н < +со. (1.2) 

՛ о
Легко заметить, что при любом а>—1 эти классы включают в себя 
класс Нр Харди, т. е. Нрс.Нр (а) (— 1 а 4֊ то).

По-видимому, эти результаты прошли мимо некоторых исследователей. 
Частично лишь этим я могу объяснить то, что спустя десятилетия после 
публикации работы [2], а также работ [3] и [4], где впервые были вве­
дены классы Нр( а) и установлены их интегральные представления, появи­
лись публикации как у нас, так и за рубежом, авторы которых повторяя илч 
обобщая лишь часть моих результатов, для этих же классов ввели, по 
моему убеждению, совершенно неудачные обозначения А р , и А*  и име­
новали их «пространствами Бергмана». Общеизвестны заслуги покойного 
профессора С. Бергмана в введении и изучении керн-функций в гильбер­
товых пространствах голоморфных функций (см., напр., его монографию 
[8] 1950 г.). Ни там, ни в какой-либо публикации С. Бергмана до и после 
1945 года нет и следа введения им моих классов Я''(а). Именно поэтому 
«крещение» некоторыми математиками этих классов его именем является 
явным недоразумением.

1.2. (а) Важнейшее значение для всего данного цикла исследований 
имела следующая основная теорема ([2], [4]).

Теорема 1.1. Для любой, функции f (z) £ Нр (я) (I -С р < +°°. 
— 1 <; а < + оо) имеют, место интегральные представления

[Г ,՛՛ ~HL. до*  о. «60. (1.3)
т. j j (1- ՛;• z)

D
U
/Ы------ ДоГ4-11 + 1112 f 1՛ 11 VX. Re 1/(0) 4« ГО, ^D, (1.4)

к J J (I“՜
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1дё с/о(£)—элемент площади О*.
Отметим, что для частных значений параметров а=0 и Р=2, инте­

гральное представление (1.3) для класса Я2(0) в неявной форме содер­
жится в одной работе Виртингера [11] (см. также Дж. Уолш [12].

(б) В случае, когда р=2, справедливы также следующие теоремы 
([3]. [4]).

Теорема 1. 2. 7. Класс К2(а) совпадает с множеством функций, 
представимых в виде

л (3) = С Г <1 - |С|^а. / (С) фа (С), И 6 В, (1.5) 
" Л Л (1—о

где Р(г)—произвольная функция, определенная на В, с конечной нормой 
ж.

2. Функция [р(г) минимизирует интеграл

|’р1-1С|։)в-|/?С) -/(С)|։<МС) (1.6)

ъ 
в классе функций ^(г)е№(а).

В случае а=0 (см. также [11] и [12]).
Теорема 1. 3. 7. Класс Я^(а) совпадает с множеством функций, 

представимых в виде
Г—2£В, (1.7)

_ 2
Д (1-с-х) 

дО
где ф(£)—произвольная функция на дD с конечной нормой

Мдо=( [|?(С).’|Л|),Л. (1.8)

дв"
2. Если / (г) £ Н1 (а) (— 1 <[ а <[ 4֊ оо), то функция 

1 «-1
?/(2)=— |’(1֊И 2 /(р-*)4> (1.9)

о
в круге В принадлежит классу Н2 Харди, и имеет место формула обра­
щения

1 е,(С)/ (*)  = — —■' ..з кл г 6 В. (1.10)
1 2

да-с-*)  дО
При этом функция Фу(£) минимизирует интеграл (1. 8) в семействе 

функций <р (С), определенных на дВ, у которых ||?;|до <[<»,« пред­
ставляющих данную функцию /(г)^Н2 (а) в виде (1/7)

* Следует отметить еще, что в ряде публикаций, например, в монографии [9], ։ 
также в статье [10], ядрам типа ядер интегральных операторов теоремы 1.1 (а гаки։? 
приводимой вами дальше теоремы 1.7), как и классам Нр(а), столь же безосноаатель- . 
но «присуждается» имя С. Бергмана.
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Классы Нр (о) (0 < р < + «и, — 1 а являются естест­
венными расширениями классов Харди, поскольку Нрс.Нр(«), Vе>—1». 
и кроме того, справедлива следующая простая

Теорема 1.4. Для того, чтобы аналитическая в О функция 
{(.г) принадлежала классу Нр Харди, необходимо и достаточно выполне­
ния условия

Пт։ sup -JJ(1 ֊ |С|։Г-|/(С)? do (Q < + со. (1.11).

D

Можно доказать, что для любой функции предель­
ный переход в формулах (1.3) и (1.10) при а->—1 приводит к интеграль­
ной формуле Коши

/ (г) = ֊ f —------ >Л>’ * * D-
2к J 1 — C-z

KI-1
где / (С) (£ = е'։)—суть граничные значения функции / (z).

(в) Расширив класс Яр(а) рассматриваемых функций, Ф. А. Шамп— 
ян [13] дал обобщение интегрального представления (1.3) теоремы 1.1. Но 
условия, налагаемые в лемме 1 его работы, целесообразно несколько ви­
доизменить, и тогда его результат может быть сформулирован в таком*  
виде.

Теорема 1.5. Пусть функция f(z) нерерывно-дифференцируема. 
в круге D и удовлетворяет условиям:

D

где <։£(—1, + оо) и р£[1, + °°).
2) Пусть

Тогда справедлива формула

/М = У У /(О *•  «>+ 
□

+ 1ГГ(-^Ц1+‘. ^о. (1Л2>.
« Л./ \ 1 — С-г/ г — С ' о

Заметим, что если функция [(г) аналитична в круге В, то ,

д/(а)/дс = о, сев, 
и формула (1.12) сводится к основному 'интегральному представлению 
нС.1.3) теоремы ЛД*.

- 2о введении работы Шерг.антье [14] приводится формула (1.12) для функций 
/(։)€С։ (В), при атом без какой-либо ссылки автор заявляет ее „известкой“ и, тем 
самым, пользуясь „математическим фольклором“, обезличивает ее. Между тем выше •
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Отметим еще, что, например, в классе С*(  О ) непрерывно-дифферен­
цируемых в О функций формула (1.12), после надлежащего пре­
дельного перехода при <։->֊—1+0, переходит в известную формулу Коши- 
Грина

до О
1.3 (а) Теорема 1.1 допускает другие естественные обобщения в мно­

гомерном комплексном анализе. Чтобы привести их, сначала напомним 
принятые здесь простейшие обозначения.

Здесь Сп(«>1) означает декартово произведение п экземпляров 
комплексной плоскости С. Точками С являются упорядоченные наборы 
п комплексных чисел г = • •. ««)> где х/ £ С (1 < у •< л).

Множество точек г — (zi,• • •, хп), |г;|<С 1 (1 С /■С л), называемое 
единичным полидиском, обозначается символом В’ = В X В X • ■ ■ X В 
(л раз).

Следующая теорема является тривиальным обобщением теоремы 1.1 
и получается в результате ее п-кратного применения.

Теорема 1. 6. Пусть функция 1(г) голоморфна в единичном поли­
диске Оп и принадлежит классу

М(а): Л»г.С,).|/(С)|»’</32в(С)<+оо, (1.13)

оя
где

Г, ('.) = п а ֊ ГЛ*) “' (-!<«/<+ оо, 1</< л), 
1

а (кт (С) — ^п-мерная мера Лебега для В՞.
Тогда имеет место интегральное представление

о"

Х(1-^у) ')/ С) </з2ч(С). (1.14)

(б) Более глубоким является обобщение теоремы 1.-1 на случай еди­
ничного шара

В՞ С":>|’-£М*<1  
/-1

где 2= (х|,- • -, хЛ), х/ £С (1 < п).

мы видели, что ета формула для функций / (х) £ № (а) ( — 1 «■ а<+ао, 1 . р<+оо) 
на самом деле известна с 1945 года, и была впервые установлена именно в работах 
автора [2], [4]. Что же касается формулы (1.12) теоремы 1.5, то мне неизвестны 
другие публикации, кроме работы Ф. А. Шамояна [13], где она была анонсирована с 
наметкой доказательства. 1

лл
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В данном случае мы сочли нужным привести не только формулиров­
ку, но краткое доказательство теоремы, содержащей в себе и одномерный 
случай—теорему 1.1.

1 Приводимое нами ниже доказательство является перенесением дока­
зательства теоремы 1.1, изложенного в работе [4], на случай, шара 
ВЛ (п>2).

Предварительно введем некоторые дополнительные обозначения.
Полагается, что скалярное произведение двух векторов 2 = '{Zt, ...,Zn) € 

£ СЛ и С — (С։,• • •» Сл)ССл задается формулой

<я, С>=^яД/, (1-15)
/-։

d°in (С), как и выше, будет означать меру Лебега в Ся=В2я, 
a ds (С) — поверхностную меру Лебега на единичной сфере S = <?ВЖ.

Поскольку точки шара Вя в полярных координатах запишутся в ви­
де я = r-С, где г — |я|£(0, 1), то указанные выше меры связа­
ны соотношением

2л-1 (1.16)

Обозначим через г՞ множество всех упорядоченных наборов ®елых 
чисел «=(»։,•••, ал), где а; > 0 (1 -< у < п). Для произвольных я = 
= (а։, • - •, ал) £ 2”г и я = (я։. • • •, яя) 6 Ся полагается я® =я*'.  • • •. гпп г 
<։! = <։,!••. а„!, |р.| = ------- а„.

Наконец, определим класс Нр (а) (0< р 4՜ оа, — 1 < « < 4՜ °°)> 
как множество голоморфных в шаре В" функций / (я)/ для которых

det z р \1/Д
Mk«®( ](WP)N/M) <+«>. 

в"
(1Д7>

Справедлива следующая
Лемма 1.1 Если a, ₽£Z+, то

, при a =f= ₽'

, при я =
j?-C₽rfs(C) =

0
2кя а!

S (п — 1 + |а|)1

(1.18);

2. Если f։£Z", у£ Z+ и я£Ся, то

[ ։?•<«, =
0

2* я-|Р|Ьяр 
1(л-14-|?|)1’

при |₽| =и> j
(1.19)<

По поводу (1.18) см., например, [15] или . [9]^
Соотношение (1.19) следует из (1.18.),. если воспользоваться, форму— 

• лой Ньютона для <2Г
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Теорема 1.7. Если f(z) £ H? (а) (1 р + со, — 1<Са<С+ °°)«- 
то она допускает интегральное представление

в"
Доказательство. В шаре В” функция f(£) допускает разло­

жение в ряд Тейлора

/(С)= ^оаэ^, CÇB-, (1.21)-

равномерно сходящийся в любом компакте Кс. В",
Тогда при ^(0, 1) имеем разложение

£ а?ч₽, (1.22)-
lf»l> О

равномерно сходящееся в В".
Заметим еще, что справедливо также биномиальное разложение

1
(1 -<z, С» 1 + «Нп

■ £ -77.Г (1 + * I г п ^4՜<ь ;>л сев"- (1-23)'у>0 Г (1 •+• Л -Г л)-Г (1 + у) ь..

Пользуясь разложениями (1.22) и (1.23), притом заметив, что вто­
рое также равномерно сходится при В՞, для любого фиксированного • 
значения геВ", на основании формул (1.15) и (1.19) приходим к следую­
щей цепочке равенств:

Г (1 + я + п) 
к"-Г (1 + а)

л(с>^к>- 

вЛ

_ Г (1 + а + л) у, I f|P| Г (1 Ч- g -4֊ л + /)___
• К«-Г(1 4֊g) ■tfèol ₽ Г(Ц-в -г П)-Г(1 +;)

/>0

х J (1 - iq։)e • с’ • о, с>/ </M-)j = 

в"

= 1______ P L JPI г (1 + а + п + /) х
«"•Г(1+«) 1^0 г Г(1+Л

»0
1

X J (1 — г։)‘-г2»-։+1₽1+/ dr j С₽-<х» ^>} Л(С)| — 

о s

_, 1 у L Г (1 + g 4- л + IPI) IPI у
Г(1+а) |йро(₽ Г(л + |₽!)

2-781
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Х2 | (1 — г’)*-/- 1"-։* ’1?։ <//■ 
о

= 2 =/' (г).
|р. лЭ

(1.24)

Так как, очевидно, при I—*-1 —О 

то переходом к пределу в левом и крайнем правом членах формулы (1.24), 
получим интегральную формулу (1.20) теоремы.

(в) Из очевидных вложений Нр (։)сЯ' ({5), при 0 > * — 1
Р

(1 < р < 4՜ «>) и Н՝ (а) с/7’ (0), 0 а, вытекает
Следствие. В условиях теоремы 1.7, т. е. при /(г)е/7р(а)

•(1..-С р < 4՜ — 1 о < -Г °°) справедливо также представление
/ (х) = Г(1+Р4-п) Г (1-|С|аР 

П"-Г(1+?) 3 (1 —<г, Г>)ЛН+Р
в"

֊если только р ------  — 1 при 1 р 4- оо,
Р

/С)^. (С), гев՞,

(1.25) 
или Р > а. при р - 1.

Замечание 1. Частный случай этого следствия, когда а=0, содер­
жится в работе Форелли и Рудина [10] (см. также [9]). То обстоятель­
ство, что там соответствующий параметр 0—комплексный, не меняет дела. 
'Отметим также, что в этой работе представление (1.25) до-.азываетс^ при

Р>—---- 1 и, тем самым, важный случай, когда 0=0 при р = 1, просто от-
Р 

сутствует.
Таким образом, теорема 1.7 является существенным обобщением тео­

ремы 1.1, а также теоремы Форелли и Рудина (для п^2).
Замечание 2. В публикациях автора [1] и [16] была допущена 

.досадная ошибка, поскольку в них теорема 1.7 приписана Форелли и Ру­
дину, между тем, как отмечено в замечании 1, это не так.

1.4. Методом специальных преобразований и предельного перехода, 
на основе теорем 1.1 и 1.7, были получены интегральные представления 
для классов (а) функций, аналитических в верхней полуплоскости

== |хСС|, 1т г > 0}

и в ее п-мерном аналоге—в области Зигеля- типа

С" ==! х = (х|,-г„)£Сл, 1т г, > V |г/ I (п > 2).
( /-а 1

Перейдем к формулировкам полученных здесь результатов.
(а) Условимся отнести к классу Н+ (а) голоморфную в полуплоско­

сти функцию /(г), для которой

^ !/(*  + чОИ № ЛхЛу <4-00(О <^/><4-։», — 1 < о <С+°3)- (1-26)
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f Г(lmzеt1-27)’
JJ

Теорема 1.8 ([17]). Если / (г) £ Нр¥ (։) (1 4 р < + —1<С«"С
< 4- ос), то справедлива интегральная формула

-) = с.- 
о

где с, = — е -2*  • (1 + а)/’, С = В +
Такое же представление справедливо.с заменой а на 0, если только 

(р > 1) ₽ > I*  + а>---- 1 или 0 ><։ (р=1).
Р

Замечание. Хотя первое последовательное и строгое доказатель-- 
ство теоремы 1.8 появилось только в 1985 г. в совместной с А. Э. Джрба- 
шяном работе автора [17]. на формулу (1.27) для целых значений а ука­
зывали и ранее, но не более, чем на уровне ^математического фольклора» 
(см., наир., [18], [19]).

(б) Для формулировки аналога теоремы 1.8 для области Зигеля = 
С»՞ (п > 2) введем некоторые дополнительные обозначения.

Для г = (я|։ х։, •••, хп) 6 С" положим г' — (я։,- • •, гп) £ С"՜’, так: 
что г = (х1։ г'). Кроме того, если г, С^СЛ, то будем полагать

/-2
Обозначим через Нр (а) класс голоморфных в области Зигеля՛ 

G՞ функций, для которых 
/г \,/р8Д. . = ( J (Im ֊ |С|’)« • |/ О1-» (С) ) < + оо, (1.28),

Ч

где 1 р <С + °о, — 1<^а<С+оо.
В работе автора, совместной с А. О. Карапетяном [16], на основе 

теоремы 1.7, была установлена
Теорема 1.9. Пусть функция >f(z) голоморфна в области Зигеля 

G+ (л 2) и принадлежит классу Н”, (։)(1<р<+<ю, —1<։<^4-оо).
Тогда справедлива интегральная формула

/(«)=*•  Сг.-гГ *(С'+։ (l W>
J 17 14 2i) * 5

°+
где d. = 2"-:+*.  Г (1 + a + л)/«"-Г (1 + a).

Такое же представление справедливо при замене а на ₽, если только 
1 _1_ а

₽]>---- • 1 при 1 < р < + оо u Р >։, при р = 1.
Р

Эта теорема при а=<0=О и р=2 является следствие*։  значительно 
более общей теоремы, установленной С. Г. Гиндикиным [20] методом при­
менения техники преобразований Фурье-Планшереля.
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(в) Легко видеть, что во всех формулах интегральных представлений 
теорем 1.1, 1.7—1.9 можно вместо аналитических функций подставить 
произвольные измеримые функции из классов с соответствующим ве­
сом в каждой из рассматриваемых областей. В результате все интегралы 
будут иметь смысл и будут аналитическими функциями в соответствующих 
областях.

В этой связи справедлива
Теорема 1.10. Пусть 6 с С" (л 1) одна из областей, из те­

орем 1.1 1.7— 1.9, где мы имеем интегральное представление для 
надлежащих классов На (а). Пусть, далее, К, (г;') и ра (г) —соот­
ветствующие представляющие ядра и весовые функции.

Если ( С)—множество функций / (г), г £ С, с конечным ин­
тегралом

|’р։0(С)-1/(С)?</з2я(С)< 4- оо. (1.30)

О

то оператор

Т9Цг) = Р₽о С)/ (С) Л։я(С), : £ в, (1.31)
б

является непрерывным проектором из пространства С*  (С) в 
На (я) (1 < р < 4՜ °°. — 1 < я < 4՜ °°) только при соблюдении ус­
ловия Р > (1 + а)/р — 1.

В случае шара В’1 теорема эта доказывается так же, как и в работе 
[10], где был рассмотрен частный случай, когда а=0. В случае области 
С/+сСл (п$> 1) доказательство приведено в работах [17] и [16].

■§ 2. Каноническая факторизация подклассов кероиорфЕьгх в круге 
О функций с неограниченной характеристикой Р. Неианлинны

2.1. Введенные в § 1 классы Н (а) и их интегральные представления 
преследовали важную цель. Она заключалась в установленных в тех же 
работах [2] и [4] теоремах о канонической факторизации мероморфных в 
единичном круге О функций Р(г), для которых конечен интеграл вида

I
| (1 - г)’- Г (г, Г) бг, я£(— 1, + со). (2.1)

о
При этом здесь

т (г, Л) = — | 1о2֊'- |Г(гел)] бЬ + [ —°°) ~ п (°’- °°) Л 4֊ 

о о
п (0, со) 1о£г = т (г, со) 4- Н (г, «>) (2.2)

характеристическая функция Р. Неванлинны, а т(г, оо) и М(г։ оо )—из­
вестные ее слагаемые.
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(а) Пусть ш = Р(г) мероморфна в круге В, и в окрестности 2=0 ее 
разложение в ряд Лорана имеет вид

(г) = c,-z'4- • • • (сА Ф 0), (2.3)

где X ^0—целое.
Пусть {ар.| и [6,1» соответственно, означают отличные от 2=0 пос­

ледовательности всевозможных нулей и полюсов функции /7(г), располо­
женные в порядке неубывания их модулей, причем с условием, что каждый 
«ратный нуль или полюс пишется столько раз, какова его кратность.

В работах [2] и [4], прежде всего, устанавливаются следующие ре­
зультаты.

Теорема 2.1. Пусть Р (г) мероморфна в круге В/? = |г: 
|х| R՝, с нулями |а11} и полюсами |£„|.

Тогда при любом значении параметра <*£( — 1, + оо) и для 
-любого г(;(0, R) справедлива формула

1огГ(г)= 2Ц + а) Г (г*  ֊ Р3)*֊  1ОУ//?(Р^)31+, Р</Р </9 + 
" .) и (г’ — г Р е~и )

о и

■ exp j— Ua (' — > —4՜ l°Jf г + 4л (1 + а) т 2® 2. (2.4)

Г
■ J (г։ — Р։)* ֊Р log — df — log сА, z (; Вт, 

о
։де

, ре"
2 (1 -Pa) I I °S

£/,(х,0 = ——J I (1_.р)«_—prfprfO, (2.5) 
it оо (1 — 2 ре )

При этом отметим, что формула (2.4)—(2.5) явилась существенным 
обобщением классической формулы Иенсена-Неванлинны и после предель­
ного перехода а-»-—1+0 совпадает с нею, в чем легко убедиться (см. [4], 
стр. 21—22).

(б)Введенная по формуле (2.5) функция с/, (z, £) обладает важны­
ми свойствами.

Теорема 2.2. При г£Ви0 < ч|<1 функция U\ (z, t.) до­
пускает разложение

U, (z, ',)= J (1 dt —

ГР
* |.1‘.

_ у г (2 + а 4- 4)—/_z\ ; .J _ (2.6)
Й։Г(2+а)Г(1 + Л)\,С/ J
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а при 0 < |z| < |С| < 1 она представима в виде

(2.7)

Теорема 2.3. 1°. Имеет место реккурентная формула

U-i (z, С) - U. (г, Q = ֊֊ f у-)’ * ’(« > О). (2.8>

2°. При любом целом а=р^.—1

при р 0. (2.9)՝

Из этой теоремы следует
Тео рема 2.4. 1°. Если р^О—целое число, то при 0<|£| 1.

1 —ехр U„ (т, Qi =

_ fl -IzzE-Yexp If -1֊ flnS.Y+'l. к i-Сг/ Kbai+;U-u/ I
2°. Если p = — 1, mo

(2.10>

fl --֊Yexp {£/_, (z, C)} =\^V՜ 
\ t / 1 — C z

■C; *,C6D. (2.11)

(в) Формула (2.8) теоремы 2.3 приводит нас х существенному расши­
рению классического понятия функции Бляшке.

Здесь устанавливается следующий основной результат.
Теорема 2.5. Пусть [г4)“ сВ (0 < |гд| |л>+1|)— любая после­

довательность комплексных чисел, для которой при данном 
€ (— 1» + <»)

2 (1 — |**|) ։+“< + ОО. (2.12).
А -3

Тогда бесконечное произведение

«• (*>  zk> = П (1 ехр {- ил (z, zj) (2.13)՝
м \ zk/

абсолютно и равномерно сходится на любом компакте Кс. D, не содержа­
щем точек последовательности {2Л}" . При этом оно представляет анали­
тическую в круге D функцию, равную нулю только в точках последовав 
тельности {«*] “.

Здесь надо отметить важное
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Следствие. При а=—1

«֊։ (*•.  **)  = с0 В (z, z։), (2Л4)
где

~ —z UJ
В («. *.)  = П -֊----------- --  (2.15)

*-1 1 ~ ** * ֊*

произведение Бляшке, а сп— П •=*=/=  0 — постоянная.
*-։

Таким образом, я, (z, г к) (—1<а<оо) является существенным об­
общением функции Бляшке в том случае, когда последовательность ее ну­
лей |z*}j-  вместо условия Бляшке

Я (1-МХ + 00 -֊ •• .. - ■ ■:
4-1

подчинена условию вида

У (I -|г41)’+։<+'”,«€(-1. +оо).
*=։

(г) Обозначим через N'a (—1<а<4֊оо) множество мероморфных в 
круге О функций F(z), для которых

1
(1 — г)’ • Г (г, F) dr < 4- со.

о
Тогда основная теорема факторизации класса Nл формулируется та­

ким образом ([2], [4]).
Теорема 2.6. Любая функция F (z) £ 7V, (— 1 а 4- оо) до­

пускает каноническую факторизацию вида
. г., (х, а )'

F(z)s/f(/., a) zA _ . -֊֊X••a(Z, О-.)

X exp | 2 (1_+ a)- [J (1 - |Z|’)« (Q). zC D, (2.16)

‘d

где к։ (z, a,t) и "»(z, 6,) опргделяются из (2.13), л 0—целое число,
• ՛*• 1

Л'(а, /■) = с,՜1-exp h. (1 + a) i (1 — р)։ log 1 ՛ (2-17)
I J P I

• о
По поводу этой теоремы отметим, что если р^О—наименьшее целое 

•число, для которого
1

I (1 — р)р-Т(р, /■) dp < -Г 05, 

о
то в представлении (2.16) факторы произведений пр, отделяющих нули и 
полюсы функции F(z), могут быть записаны в более простом виде (2.10), 
напоминающем классические факторы Вейерштрасса.
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Впрочем, при а=р^0 целом, вид соответствующих факторов (2.10) 
и произведений легко угадать, если применить схему построения фактвров 

_ С •— г -=
Веиерштрасса к факторам Бляшке вида -----=—

Наконец отметим, что спустя 11 лет после нашей публикации [2] 
этот частный случай факторов и произведений яр(г) был вновь введен։ 
японским математиком Цудзи [21].

2.2. В связи с основной теоремой факторизации 2.6 естественно воз­
никли постановки ряда соответствующих задач.

Приведем здесь краткую сводку решений такого рода задач, которые 
в основном были даны Ф. А. Шамояном [22].

(а) Пусть Ла (— 1 <С я < + °о)—класс голоморфных в круге О՜ 
функций /(х), для которых

]' [ (1 - |С|։)‘-1ог+ 1/(01 (0 < + <«. (218>

О *՜

Очевидно, что имеет место включение и, тем самым, лю­
бая функция / (х) £ Ли допускает факторизационное представление (2.16)- 
теоремы 2.6, но без множителя к՜1 (х, 6,).

Теорема 2.7. Если (х4}“сО, то
1. При условии

Ё (1 ֊ К1)։+а < + со (- 1 < а < + со) (2.19), 
4 = 1

для любого Р>а будем иметь

(«» **)  € Ла. (2.20),
2. При условии

Ё (1 -к1)в+2-1ог —1 < + о© (2.21).
*-։ 1 —

имеет место включение (г, х4) £ А՛,.
3. Если {х4)1 сО лежит внутри некоторого- угла Штольца 

раствора^ - с вершиной над!) и ряд (2.21), расходится, то 
«• (г. д)  £ А‘л.*

Из утверждений теоремы 2.7, в частности следует, что в фактори­
зации функции /(г)еЛ’ возможны случаи, когда отдельные факторы все- 
же не входят в тот же класс Л*.

Однако, имеет место следующее усиление теоремы 2.6 [23].
Теорема 2.8. Класс Лц (— 1 а <; + со) совпадает с мно­

жеством функций /(г), допускающих представление вида
/ (-) = с (а, Р) хх -яр (х, а*)  X

К1 )
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-Здесь любое, с (я, 8)— постоянная, 1 0—целое, а последова-
апельность (a^jcD и подчинена условию

2 (1-К1)“+։< + ~. (2.23)
и

Наконец, |л(?)—произвольная вещественная мера на D с конечным 
интегралом

И»֊ 

D

14’)“ I dv- (01 4՜ 00 ■ (2.24)

(б) Приведем некоторые замечания к результатам этого пункта ([23], 
[24]. [25]).

>1. Положим, что функция И (ОСС1 (О, 1) и такова, что

1
ш (0 > 0, t С (0, 1); J <л (0 dt <С + °о; 

о
К(01-(1-0 ,, sup -----------------------оо.

'во, о ш (t)
(2.25)

Тогда аналог теоремы 2.8 при надлежащих переформулировках останется 
в силе и для класса

£[ш(|С|) log*  |/(С)|Л(О<+ 00. 

D
(2.26)

2. Введем класс Х~ аналитических в круге D функций f(z) с мажо­
рантой вида

|/ (х)| < ехр (С г ? (—1— V. z С D, (2.27)
I \ 1 — |z| /I

где С/ > О—постоянная, а функция <р (О из класса С։ (0, -f- оо) и 
.подчинена условиям типа

a9 = lim sup Х <С + °°, Р? = inf Х > 1. (2.28)
JT -+- <р (х) Х-+- <f> (х)

В цитированных выше работах Ф. А. Шамояна для классов X“ бы­
ла получена полная характеристика нулей и аналог теоремы 2.8. При этом 
было установлено также, что условия (2.28) существенно необходимы для 
справедливости соответствующих результатов.

Наконец, последние результаты в дальнейшем были успешно приме­
нены в исследовании замкнутых идеалов в алгебрах аналитических в кру< 

те Б функций.
В заключение отметим, что приведенные выше результаты были по­

лучены на основе фундаментальных свойств произведений я Ди, а^), иве" 
денных в нашей первоначальной работе [2].
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§ 3. Канонические факторизации классов голоморфных в 
полуплоскости Gь функций с неограниченной характеристикой 

М. Цудзи

Существенное продвижение в исследованиях наших математиков за 
последние десять лет было достигнуто благодаря циклу работ в области 
интегральных и факторизационных представлений мероморфных в полу­
плоскости функций обобщенно-ограниченного вида ([26]—[29]). Эти ре­
зультаты по духу родственны общей теории факторизации мероморфных *»  
круге D функций, развитой нами в период 1964—1971 г.г. На них, как 
и на результатах автора указанного периода мы останавливаться не будем.

В случае полуплоскости G+={z, Imz>0} так же как и в случае кру­
га D , представляет особый интерес нахождение аналогичных приведенным 
в § 2 простых, но вместе с тем удобных для приложений классов функций 
и их факторизационных представлений. Недавно результаты такого рода 
для полуплоскости G+ также были получены А. М. Джрбашяном [30]. Их 
мы приводим ниже в пунктах 3.1, 3.2. В конце параграфа, в пункте 3.3,. 
приводятся другие результаты А. М. Джрбашяна [35], которые, в част­
ности, также посвящены изучению классов аналитических в G+ функций 
с неограниченной характеристикой Цудзи.

3.1 (а) Характеристическая функция T(r, F) Р. Неванлинны (2.2) 
инвариантна относительно вращения круга вокруг начала координат. Ес­
тественным ее аналогом для полуплоскости можно считать специальный, 
тип характеристики М. Цудзи, инвариантный при параллельном переме­
щении верхней полуплоскости относительно вещественной оси.

Для любой функции F(z), мероморфной в верхней полуплоскости՛ 
G+ = |z, Imz^>0), характеристикой Цудзи будем называть функцию-

“ +"
j Jog+ /Г(х + ։р)| <1х +

• р
S m (р, F) -J- N (р, F) (0 < р < + оо), (3.1>

где х(/, F)—количество полюсов F(z), лежащих в полуплоскости С|_(0= 
= {x, Im z 2> t > 0|.

Заметим, что величина L представляет собой инверсию специально­
го случая характеристики М. Цудзи [31] с интегралом, взятым по всей 
касательной к вещественной оси окружности.

Впервые классы аналитических в G+ функций F(z}, для которых 
+-

sup \ log՜*՜  |Л (х + jp)| dx < + оо (З.Г).

(т. е. ограничена характеристика L(p, F)), были рассмотрены В. И. Кры­
ловым [32] в 1939 г., при этом, значительно раньше работ Б. Я. Левина 
[33] и М. Цудзи [31], связанных соответственно с. вопросом выявления 
и исследованием такого рода характеристик.

Применив специальный способ исчерпания полуплоскости G+, наме­
ченный в статье [17], автор работы [30], опираясь на теорему 2.6, мето­

L (р, , (/ — р) d*  (t, F) =
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дом тонких предельных переходов установил каноническую факторизацию 
классов типа В. И. Крылова ГС, 3 (— 1<^а<4-оо, 0<{1<2 + и) 
мерофорфных в полуплоскости С а. функций Г (л), у которых характе­
ристика Цудзи Ь (?, Г), вообще говоря, не ограничена.

Ниже с некоторыми незначительными, но целесообразными для дан­
ного изложения видоизменениями, приводится основное содержание рабо­
ты [30]. С этой целью сначала же необходимо отметить, что далеко не 
для всех функций ^(г), мероморфных в полуплоскости С+, имеет место 
соотношение равновесия между характеристиками Ь (р, Г) и Ь (р, Е~х ). 
По этой причине в работе [30] классы И7р(—1<։<^4-оо, 0<?<2-|-в) 
естественно было определить как множества тех мероморфных в С+ 
функций Г (г), для которых

( _£?(Е(6Г) + Е(6/-1)]Л< + оо. (3.2)

в
Для этих классов имеют место включения

1^0^ (-1 < а < + ГО> 0 < ₽, < ₽։ < а 4֊ 2)
(3.3)

ГС цСГСн, ж(— 1 <а < + оэ, 0 < э < 2 + а, 0 < 8 < + оо).

(б ) В факторизационных представлениях классов М։. р участвуют 
особого рода произведения типа Бляшке для полуплоскости О-ь На осно­
ве идеи работы А. М. Джрбашяна [26] (см. также [28]) в другой его ра­
боте [34], совместной с Г. В. Микаеляном, были введены факторы вида

21шС
.а. (г, С)^ехр|- С - , (_2< я < + от> г (ЗЛ)

I и г - I («—С)Г )

к установлена следующая
Теорема 31. I. Функция ал (г, С) (— 2 < а со, (?+) ана- 

.литична в полуплоскости G+ и имеет нуль, притом первого по­
рядка, только в точке г = С. При этом

а_1(а,С) = ^. (3.5)
г — С

2. При любом ае(—1, -f-oo) справедлива реккурентная формула

, Г\ t n I 1 /2*а, (г, С) = аЛ_х (z, С) exp —■—(--- =• ) (3.6)
И т ։ V — U / J

3. При любом целом а=р^1 имеет место представление

Для произведений с такого рода факторами справедлива
Теорема 3.2. Если последовательность сб+ при данном 

а £ (— 2, + ос) удовлетворяет условию



534 М- М. Джрбгшян , 

£ (1т24)2+* < + со. <3-8)
А1

то бесконечное произведение

В.(г, |г4|*) = В, (г) = п а,(г,в„) <3«9/
Ь-1

абсолютно и равномерно сходится внутри С?+ и представляет аналитиче­
скую функцию, нули которой совпадают с последовательностью чисел- 
{гк|Г. При этом порядок нуля в каждой точке г = г 4 (£ 1) равен
кратности его появления в последовательности (*̂1Г-

в) Установлена следующая теорема о канонической факторизации 
функций классов М՞ р.

Теорема 3.3. Пусть Г (г) £ р (— 1 < а <С 4՜ 00 • 8 ^?^24* а)~
Тогда

1. Интеграл

I [ 1 • >10* (С)> I * + 00 <ЗЛ0>
Л 1 4՜ (1т Сг 

°+
(здесь с/а (С) —элемент площади). Кроме того, нули |аи) и полюсы 
{6.} функции /'(х) таковы, что

£ (1т аи)։+в < 4- оо, £ (1т 6,)’֊Н < 4֊ °о. (3.11).
н ч

2. Справедливо каноническое представление вида

X ехр {о. ■ у (1т 0« ^2՜^^ (С){’ 2 е С+- (ЗЛ2>

где Ср = Ит [/’ (— И) ]-1 =/= 0, причем Ср.= + 1, если О -С ₽ *\  2 +аг 
I -»00

а = (а 4- 1)- 2* +1.е-«^ ։«+я>.я-1.
Следует отметить, что такие же канонические факторизации допус­

кают аналитические в 6+ функции !(г) из рассмотренных в той же рабо­
те классов, определенных некоторыми ограничениями, накладываемыми 
лишь на их характеристики роста Ь(р, [).

3. 2 (а) Автору работы [30] удалось также установить своеобразные 
аналоги приведенных в п. 2.2 результатов для круга. Для произведений 
типа Бляшке Ва (г) имеет место важная для дальнейшего оценка.

Теорема 3.4. Если для {г4]ГсС+ выполняется условие (3.8), 
то справедлива оценка

(1т х \ $ *̂ а
.—. (-1 ОС* ’). (3.13) 
1г ~ /
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Не менее существенным является справедливость соотношения равно­
весия

Е (р, В,) = Ь (р, В7՛) (0<р<оо, — 1 < а < оо) (3.14)1 

и следующей теоремы.
Теорема 3.5 Если {яА}Гс:С?+, то

1. При условии

2(1тг>)«+2< + а,(֊1<а< + со) (3.15).
к-1

Аля любого Р>а имеет место включение 

в₽ (Ж»-
2. Для 1т г  < 1 (к 1), при условии*

5 (1т 1оя 1^֊֊ < + со (- 1 < а < + со) (3.16)1

Аля любого ₽>0 имеет место включение

В« (я) 6^0.

3. Если 1?е яй = О (к~^1) и ряд (3.16) расходится, то 
в« (г)ё^.42.

(б) Наконец, на основе результатов, приведенных выше, была уста­
новлена следующая теорема о параметрическом представлении классов

Теорема 3.6. Класс Ы" р (— 1 \ а < + со, 0 < 1 + а)
совпадает с множеством функций, допускающих при каком-либо 
а։ > а представление вида

Г(г) = ±
В«, (я, [а,)) 
Во, (я, 16, |)

X ехр <------------------  е • =------—^</р(С),я£О+, (3.17)֊
I « л л и- — *)  )

°+
где последовательности {а^}, подчинены условию (3.11), а
р (С) = ро> (^)—функция ограниченной вариации на каждом компак­
те С+ такая, что

Г Г |</р (С)| < + со. (3.18)՝
и 1 + (1т С)»

°+
Установлено также, что в случае, когда 1+а<р^2 1 а, классы

Ы՞ р (— 1 < а 4֊ со) не допускают параметрического представле­
ния вида (3.17)—(3.18).

3.3. В этом пункте приводится краткий обзор некоторых результатов,, 
установленных в недавней работе А. М. Джрбашяна [35].
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(а) Основной из установленных результатов усиливает и дополняет 
классический факторизационный результат Р. Неванлинны [36] (см. так­
же [37] л. п. 6.3.—6.5) в полуплоскости.

Р. Неванлинна дал полное описание класса аналитических функций 
f(z) ограниченного вида в полуплоскости G+={z, Imz>»0}, непрерывных 
вплоть до вещественной оси. Этим полным описанием является следую­
щая пара условий на рост функции

lim f log+|/(Re'։)|-sin 9 <-|-оо, (3.19)

[ log4՜ dx < + оо. (3.20)
J 1 + д’

В отличие от указанного класса в работе [35] вводится в рассмотре­
ние семейство классов N' (—1 < ? 2), аналитических в полуплос­
кости (?+ функций /(я), подчиненных условиям:

К
lim ֊ f log+ \f (Rert)| sin 9 rf9 = (°’ nP« ֊ 1 < 7 <1 (3.21 j

л J [< оо, при 1 <C 7 <2>

R
Iim lim f bg+l/u+ф)! rfx<4rOO 

7=0՜ < (1 + |x|)T
(3.J2)

Первое принципиальное отличие этих классов от класса, рассмотрен­
ного Р. Неванлинной в полуплоскости, как видим, заключается в том, что 
в их определении вовсе не предполагается даже существования граничных 
значений функций класса У*  на вещественней оси. Значительная общ­
ность условии (3.21)—<3.22), налагаемых на классы М*  по сравнению с 
классическими условиями (3.19)—(3.20) очевидна.

Установлена следующая
Теорема 3.7. Класс (—1<[т-С2) совпадает с множест­

вом аналитических в 6+ функции / (.г}, допускающих представ­
ление вида

./(я) = е"-В(я)-ехр(-Мя + — [ 1 -еС+. (3.23)
I ч ] < — я 1+ £’]— я*

Здесь

. (3.24)
* я — ал 1 + а*

—произведение Бляшке с нулями (а>|с=(3+ функции /(я), А, С—ве­
щественные числа (причем А<0, при —1<т <1), а н (0 — произ­
вольная вещественная функция на (— оо, ао), допускающая раз­
ложение

1*  (0 = Н+ (0 — И՜ (<), (3.25)
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где н (О—неубывающие функции, такие, что

‘ г (t)
I d+ ИГ

d՝y՜ (t)
(3.26)

Из параметрического представления (3.23)—(3.26) классов П*  не­
посредственно вытекает, что Класс М՝, монотонно расширяясь с возра­
станием параметра у, при у=2 совпадает с множеством всех аналитиче­
ских в О+ функций ограниченного вида. И, тем самым, при у=2 условия 
(3.21)—(3.22) являются, в отличие от отмеченного выше результата Р. 
Неванлинны, полным описанием уже всего класса аналитических в 0+- 
функций ограниченного вида. Причем этот результат одновременно содер­
жит в себе результат Р. Неванлинны.

Из параметрического представления (3.23)—(3.26) также непосред­
ственно вытекает, что представление класса П*  совпадает с представле­
нием класса В. И. Крылова, определенного условием (3.1') ограниченно­
сти характеристики Цудзи.

(б) Своеобразие и общность приведенных ниже теоремы типа Фра- 
гмена-Линделёфа и теоремы единственности автора работы [35] заклю­
чается в том, что поведение вблизи вещественной оси рассматриваемой 
аналитической в б+ функции /(г) вместо общепринятого условия Р. Не­
ванлинны

Иго I/ (г)| ■< 1 (— ОО X <[ + ОО) (3.27)՝
*€О+

подчинено некоторым интегральным ограничениям большей общности.
Нижеприводимая теорема единственности из работы [35], с одной 

стороны, содержит в себе классическую теорему единственности Р. Неван- 
\инны [5] (гл. III, п. 38), а с другой—качественно отличается от нее тем.
что ее условия предполагают «превалирование» в некотором интегральном 
смысле скорости убывания функции вблизи границы 0+ над скоростью 
ее возрастания.

Теорема 3.8. Пусть ](г) аналитична в 6+ и существует последо­
вательность Пн Т со такая, что при любом Л >> 1

К
У 1од+ |/ (Л*  ел)| 8шб </8 <^ -|- ос (3.28)

о
и

lim I log+ \f (х + ф)| dx < 4֊ со. 
у-о J-л*

(3.29>

Если выполняется условие

lim ( log\f (Re№ )| sin 8 -f-

о
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где

g (R; х) log |/ (х 4֊ <у)| </х =— ОО, (3.30)

(3.31)

то будем иметь

/(z)=-0, zCG+- (3-32)
Нижеприводимая теорема типа Фрагмена-Линделёфа из работы [35] 

•содержит в себе известную теорему типа Фрагмена-Линделёфа, принадле­
жащую Л. Альфорсу и М. Хейнсу [37], [38] (см. также [39], стр. 115).

Теорема 3.9. Пусть функция f (г) =£ 0 аналитична в G± и 
такова, что при любом R (0 <[ R <[ 4֊ оо)

R
[ log՜1՜ |/(х 4- ф)1 dx = 0. (3.33)

У—Н> J
֊R

1. Тогда, если М (R) = sup \f (7?е/։)|, то существуют и равны 
о<։«

пределы

P=lim /г՜1 log М(R) = lim R՜1 log+ М (R) =

к f
2 If

= - hm+> — Iog+ If (£e'9)| sin9 rf9 £ [0,՜ -]-оэ]. (3.34)
о

При этом, если

а ~ у>о 9' log + (3-35)
то

Р = а+ = sup^-‘log+|/(x + tg)|. (3.36)
у>о

2. В случае, когда Р = а+ < 4֊ оо, имеем
К

2 1 Г
а = — lim — log|/(£e'։)|sin 9 rf9, (3.37)

n /?֊•+- j
0

и для всех 6 £ (0, я), лежащих вне некоторого множества нулевой внеш­
ней логарифмической емкости, также соотношения

a sin9 = lim R 1 log |/ (/?e/։)|, 

а+ sin9 = lim R՜1 log+ \f (Яе'։)|.
(3.38)
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Несколько слов о методе получения результатов этого пункта. В их 
основу изначально кладется установление теоремы о полном списании 
.аналитических в G+ функций ограниченного вида в полукруге G+(R')=; 
= {z^G+, |z| <Z /?). Затем производится поэтапное исчерпание полу­
круга сегментами вида G± (R, р) = {z^G^ (R), Itnz > р) (при р->-|-0), 
и в конце—исчерпание полуплоскости полукругами при Л -» -J- оо.

Следует -отметить, -что все результаты работы [35], изложенные в 
этом пункте, после замены 
гармонических в G+ функций. Причем метод их доказательств остается 
в силе. В частном случае, когда u(z) = |F(z) | ₽, в теореме 3.1 содержится 
эквивалентное определение для шкалы модельных весов, весовых классов 
Нр в полуплоскости.

§ 4. Приложения и смежные результаты

Введенные нами классы функций, их интегральные и факторизацион- 
ные представления получили существенные приложения в решении ри то­
го рода задач комплексного анализа.

В данном заключительном параграфе нашего обзора мы приведем 
лишь часть такого рода результатов.

4.1. (а) Начнем с теорем единственности ([3], [4]). Пусть f(z\ 
£Нр (а) (—1 < а < 4֊ оо, 0 <[ р + со) и {<}  означает последова 
тельность ее нулей, расположенных в Kpyre’D и нумерованных в поряд­
ке возрастания их модулей, притом каждый нуль берется соответст­
венно его кратности.

*

Пусть, далее, п (f) означает число чисел (։*},  лежащих в круге 
х/ < t (0 < t < 1») и

N (г) = / Л.

о
Тогда справедлива
Теорема 4.1. Пусть f (z)£.Hp (а). Тогда
1. Если f (г) ф О, z £ D, то

1
J (1 —.г.)“--ехр \р N (г)) rfr < -+- со. (4.1) -

о
2. Если же

1 •
J (1 — г)а-ехр {pN(г)} dr = + оо, (4.2)

О 
то f (z) = 0.

Из теоремы 4.1 (2) вытекает следующая
Теорема -4.2. Если f(2)effp(a) и числовая функция n(,r) се ну­

дей удовлетворяет условию

' litninf (1 — г) п (г) =lim inf (1 — |ая|) п > —— (4.3)
г-.1—0 п ■»+« п

3-781
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или же условию

։. (1 — г)п(г) । (1 —|д„\)п
lim sup - ---------- -----------= lim sup--------------- =-----
Г-.1-0 s 1 П-- i. -1

mo f(z)= 0.
По поводу дальнейших усилений теоремы 4.2 см 

А. М. Седлецкий [41].

(4.4)֊

Ч. Горовиц [40] и

(б) Если нули {ап} имеют особое расположение, то для՛ определен­
ных классов аналитических в круге О функций свойство՛ единственности, 
сохраняется и при меньшей плотности последовательности {ап}.

Полагая, Что последовательность {ап} удовлетворяет условия»!

1) lim а„ = е1 ’ (0 < 60 < 2п), 
n-4-r

*

2) |arg («„ е- «• - 1 )| > -1 + 8 (8>0),
Л»

(4.5).

установлена
Теорема 4.3. Пусть для аналитической в круге D- функции f(z) в 

окрестности точки Z0=ei°‘ имеет место оценка вида

.. . (4б)'

где М>0и р>0—произвольные постоянные.
Если {ап}—нули функции f(z) подчинены условиям (4.5)) и, кроме- 

того

Ё (1֊ К/) = Ч-°о, (4.7).
л—1

то f(z)=o.
(в) Существенно опираясь на аппарат интегральных представлений 

для надлежащих классов, в работах Ф. А. Шамояна ([13],. [42]) было 
дано полное решение некоторых тонких задач многомерного.комплексного 
анализа. Для их формулировки необходимо ввести некоторые обозначения 

и определения. Пусть, как и в п. 1.3, Нр (а։,. ••,<։„) (1<р<оо, —1 
< оо, 1 j < n) — множество голоморфных в n-мерном полидиске D  
функций ] (г) =/ (г։,• • •, zn), для которых конечна величина интеграла 
(1.13).

*

Рассмотрим, далее, n-мерный тор

Т» = = for • •» 2Ж) ։ |*;|  = 1, 1 < п) (4.8).

и обозначим через (D՞) (0 < р < оо) класс голоморфных в D" 
функций / (я), для которых

sup 11/(гС);р rfp (Q <4-оо, (4.9),
0<г<1 J

Т 1
п

где ^Нп(£)—п-мерная мера Лебега на Тп.
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Отметим, что -класс /7р( Dn)—естественный аналог класса Харди 
для значений п^2. Полагая, наконец, что D”) (0<р<;-|-оо),

- можно определить функцию 
def

D/(x)^/(z,...,z), z6D, .(4.10)

и поставить две задачи.
1. Дать՛ полную характеристику тех голоморфных в D функций F (г), 

которые допускают представление вида

F.(z) = D/(z),/e^(D-). <4.11)

Решение этой задачи дается следующей теоремой.
Теорема 4.4. Функция F(z), ZE D, допускает представление ви- 

. да (4.11) только в том случае, когда

F (z) (//'(л - 2)(л >2, 0<р< + оэ). (4.12)
2. Дать решение задачи, родственной задаче 1, для многомерных про­

странств.
Здесь имеет место
Теорема 4.5. Функция F (г) допускает представление вида

F (z) = Df(z), f£Hpn (а.,- - -, «я), 0 < р < + оо‘

„ — 1 < a-j < + оо (1 < j < л) (4.13)

• только в том случае, когда

F(z)W (ja| + 2л - 2), |af = £ |а/|. (4.14)
• f /-1

3. Третья задача несколько иного рода—она относится к вопросу кон­
структивного решения проблемы короны.

Пусть w(f), f С [0,՜ 1]—функция типа модуля непрерывности, и пугть 
Дш —класс голоморфных в D функций f(z), для которых

зир {l/(Q - f &)!•<■>-*  (|С| - У)) < + со. (4.15) 
Ci. г,ео

Как.известно из теории нормированных колец, для любой совокупно- 
•СТИ функций [/у (zJJJ'cAa (л 1), подчиненных условию ՝:

ÉlAWI>S>.0, z6D, • ■ „(4.16)

• существует совокупность функций (*)}"<=Д«>,  такая, что
• , . - I ֊• I •

П
1. z€D. (4.17)

/-1

Опираясь на теорему 1.1 об интегральном представлении классов 
#р(а), в работе [13] была дана явная конструкция искомых функций 
(g; (z)]]с՝Д0 посредством заданной совокупности функций

Такого рода явное решение проблемы короны было достигнуто впер- 
• вые, благодаря, как уже отмечалось вначале, привлечению аппарата ин­
тегрального . представления классов №(а), данного в работах [2]—[3].
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4.2. В работах А. Э. Джрбашяна ([43], [44], [45]) рассматривались 
классы Арл гармонических функций в единичном шаре и в полупростран­
стве, но в многомерном эвклидовом пространстве Нп(п^3).

(а) Пусть х = (х։,• • •, хя) (— оо <С х, < + °°» К/Х»։)՜ точка 
л-мерного эвклидова пространства R" (л 3). Единичным шаром В 
этого пространства принято называть множество тех точек х£Я » для 
кот орык

М = ]/ГДх’<1. (4.18)

Обозначим, далее, через Ав (0 < р сс, — 1 <С я <С со) класс 
гармонических функций /(х) = /(х։,- • хв), которые определены в 
шаре В" и для которых

(1 — |х|’)* >|/(х)р (1х < 4-оо. (4.19)

в"

Теорема 4.6. [43]. Если / (х) £ А. (1 < р < °о, — I < а < со) 
то справедливо интегральное представление

/(х)= |(1 — |р|։)«-<2.(х, у)/(у)г/у. (4.20)

в"
Здесь

«)=2 £ • + % г?-' (Л (4.21>
*—о 1 (1 4՜ а) Г (л/2 4՜ к)

Ае х'=х/|х|, у՛ = р/|р|, а21* }(у')—зональная гармоника порядка 
О (см., напр., [46]).
Отметим, что ядро ^а{х, у) допускает эффективную оценку, анамн 

гично оценкам представляющих ядер для функций, аналитических в круге 
или в шаре. На основе такого рода оценок устанавливается ограниченность 
проектора из весовых пространств Ьр в Ар, а также оценивается порядок 
роста дробных производных и интегралов гармонических функций в шаре 
([43], [44]).

(б) Пусть Я++1—верхнее полупространство в R՞ (п-2). 
Условимся отнести к классу А? (R՞41) (О Р «х °°> —1 < а <С°°) мно­
жество гармонических функций /(х), которые определены в R՞4՜1 и 
удовлетворяют условию

У !/(*'.  хд+։)И-х;+։ М </хд+1 < 4- <*,  (4.22)

пл+1 
к+

где (х'։ хд+։)№, хд + ։>0.

Теорема 4.7. ([45]) Пусть /(х)£А£(0 < оо„ — 1 < а со 
и т—целое число такое, что
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1 4- я 1 "1՜ я
т > —------- (л 4֊ 1) (0 < р < 1), т >------------1 (1 < р < со). (4.23)

Р Р
Тогда справедлива интегральная формула

/М = |/(у'. Уя+т)՛<?"" у)-у%$ </у' Ууп+1, (4.24)

«Г*

где

(X. ,) = Ь2р' р(ж- _ у-, ж + у ), 

7Л1 ОХя-|-1

а «>я+|)—ядро Пуассона в Яр՜1.
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mathematician։ in the field of conetruction and application։ of factorization theory of 

meromorphic function։ in the disk (summary)

The papor contains the brief survey of results of work of the author published 
in 1945 as well as of the investigations accomplished on the base of this work until 
now.

ЛИТЕРАТУРА

5
71. MM. Dzrbasjan. Survey of some achivements of Armenian mathematicians in the 

theory of integral representations and factorization of analytic functions; Ma- 
тематики Весник (Югославия), է. 39, 1987, 263—282.

^2. M. М. Джрбашян. О каноническом представлении мероморфных в единичном кру­

ге функций. ДАН АрмССР, 3, № 1, 1945, 3—9.
"V 3. M. М. Джрбашян. О представимости некоторых классов голоморфных функций в 

единичном круге, ДАН Арм.ССР, 6, № 5, 1947, 129—134.
A4. M. М. Джрбашян. К проблеме представимости аналитических функций, Сообхц. 

Ин-та матем. и мех. АН АрмССР. 2, 1948, 3—4G.
5. Р. Неванлинна. Однозначные аналитические функции, М., Гостехиздат, 1941.
6. И. И. Привалов. Граничные свойства однозначных аналитических функций, М., 

( Изд-во МГУ. 1941.
— 7. M. М. Dzrbatjan. Theory of factorization and boundary properties of functions 

meromorphic in the disk. Proc, of the Int. Cong, of Math., Vancouver, vol. 2, 
1974, 197—202.

8. S. Bergman. The kernel functions and conformal mapping; Amer. Math. Soc. Pro­
vidence, 1970.



544 М- М. Джрбашян

■9. V. Rudin. Function« theory is the unit ball of C". Springer Verlag 1980. Русский 
перевод книги „Теория фуккцй в единичной шаре из С » М., Мир. 1984.

10. F. Forallу. W. Rudin. Projections on spaces of holomorphic functions In hall. 
Indiana Univ. Math. J.. 24, 1974, 593—602.

11. W. Wirt Ing er. Monatshefte fOr Math, and Phys., vol. 39. 1932, 377-384.
12. Дж. Уолш. Интерполяция и аппроксимация рациональными функциями, М., ИИЛ, 

1961.
13. Ф. А. Шамоян. Приложения интегральных представлений Диьрбашяиа к некото­

рым задачам аналяэа, ДАН СССР. 261, № 3, 1981, 557—561. ,
14. P. Сharpenter. Formules explicition pour les solutions minimales de I equation 

du=f dans la houle et dans le polydisque de Ся; Ann. Inst. Fourier, Grenob­
le, 30, 41, 1980, 1921—1954.

15.. Б. В. Шабат. Введение в комплексный анализ, часть И. М., »Наука», 1976.
-Aç \П6. М. М. Джрбашян, А. О. Карапетян. Интегральные представления некоторых клас­

сов функций, аналитдсчсслих а области Зигеля, Иэп. АН АрмССР, сер. магем. 
22, Хе 4. 1987, 399—405.

17 М. М. Джрбашян, А. Э. Джрбашян. Интегральное представление для некоторых 
классов акалятическнх функций з полуплоскости, ДАН СССР, 285, № 3, 1985, 
547—550.

18. М. Talbelton, G. Wet։.  Astérisque, v. 77, 1980, 67—112.*
19. F. Ricci. M. Taibehon. Annali Scuola Norm Sup. Pusa. Serie /V, Vol. 10, N» 1, 

1983, 1-54.
20. С. Г. Гиндикин. Анализ в однородных областях. УМ'Н, 19, № 4, 1964, 3—92.
21. М. 1'taji. Canonical product for a meromorphic function in a unit circle, Journ. 

Math. Soo., Japan, 8, 1956.
22. Ф. А. Шамоян. Факторкзацнонвая теорема M. M. Дмьрбашана и характеристика 

нулей аналитических круге функций с мажорантой конечного роста, Иэв. АН 
АрмССР. «Математика», 13, № 5—6, 1978, 405—421.

23. Ф. А. Шамоян. Параметрическое представление классов голоморфных а круге 
функций, допускающая рост вблннз его' границы, Тезисы докладов, Ереван, 
1986.

24. Ф. А. Шамоян. О нулях аналитических в круге функций, растущих вблизи грани­
цы. Изв. АН АрмССР, «Математика», 18, № 1, 1983, 15—27.

25. Ф. А. Шамоян. Теоремы деления и замкнутые идеалы в алгебрах аналитических 
функций с мажорантой конечного роста, Иэв. АН АрмССР. «Математика», 15, 
№ 4, 1980, 323—332.

У — 26. А. М. Джрбашян. Функции типа Бляшке для полуплоскости, ДАН СССР, 246, 
№ 6, 1979, 1295—1298.

\/ 27. А. М. Джрбашян. Факторизация некоторых общих классов мероиорфных в полу­
плоскости функций, ДАН СССР, 257, № 1, 1981, 21—25.

28. А. М. Джрбашян. функции типа Бляшке для полуплоскости, Изв. АН АрмССР. 
«Математика», 18, № 6, 1983, 409—440.

— 29. А. М. Джрбашян. Соотношения равновесия н фактораэащионные теоремы для ме-
роморфных а полуплоскости функций, Изв. АН АрмССР, «Математика», 21, 
№ 3, 1986, 213—279.

У 30. А. М. Джрбашян. Параметрические представления классов мероиорфных функций 
с неограниченной характеристикой, Иэв. АН АрмССР, «Математика», 22 № 5, 
1987, 451—477.

• 31. м. Tfujl. On Borel directions of merbmorphic functions of finite order, Tohoky 
Math , J, v. 2, № 2. 1950, 97—112.

32. В. И Крылов. О функциях, регулярных в полуплоскости. Матеи, сб. г., 6 (48). 
№ 1, 1939, 95-138.

33. Б. Я. Левин. О функциях, голоморфных в полуплоскости, Труды Одесского держаз- 
ного ун-та, № 3, 1941, 5—14.

— 34. А. М. Джрбашян, Г. В. Микаелян. Построение а основные свойства одного семей­
ства произзедений типа Бляшке для полуплооаости. Изв. АН АрмССР, «Мате­
матика», 15. Ха 6, 1980, 462—474.



'i • ։ , • ' ։h * t * * I
Краткий обзор • результатов 545

у Х֊35. А. М. Джрбашян. Классы функций ограниченного аила в полуплоскости, теорема 
единственности и теорема типа Фрагмеиа-Линделёфа, Иьв. АН АрмССР, «Ма­
тематика», т. 23, № 4, 1988, 396—401.

36. R. Nevanlinna. Uber die Eigenschaften meromorpher Funktionen in einem Winkel- 
raum, Acta Soc. Sci Fennicae. v. 50, 12, 1925, 3—15. j •

37. M. Heint. On the Phragmen—Lindelof principle, Trans. Amer. Math. Soc., v. 60, 
1946, 238—244.

38. L. Ahifort. M- //efns.Questions of regularity connected with the Phragmen-Lin-‘ 
delof principle, Ann. of Math., v. 50, № 2, 1949, 341—346.

39. R. P. Boat. Entire functions. New York, Acad. Press. 1954.
40. Ch. Horowitz. Zeros of functiosn in the Bergman spaces, Duke Math. J., 41, 1974 

693—710.
41. A. M. Селлецкий. О нулях аналитических функций классов А£. Актуальные воп­

росы теории функций, Иа-во Ростовского ун-та, 1987, 24—29.
42. Ф. А. Шамоян. Теоремы вложения и характеристика следов в пространствах 

Нр (U") (0 <- р< + «о). Мат. сб., т. 107(109), вып. 3, 1978.
1_^|43. А. Э. Джрбашян. Интегральные представления и непрерывные проекторы в некото­

рых пространствах гармонических функций. Мат. сб., т. 121(163), № 2(6), 
1983. 259—271.

44. А. Э. Джрбашян. О порядке роста дробных интегралов ь՝ производных гармониче­
ских функций в многомерном шаре, Изв. АН АрмССР, «Математика», 20, № 5, 
1985, 366—374.

45. А. Э. Джрбашян. Классы А£ гармонических функция в полупространствах и 
аналог теоремы М. Аисса, Изв. АН АрмССР, «Математика», 22, № 4, 1987, 
386—398.

46. И. Стейн, Г. Вейс. Введение в гармонический анализ на евклидовых пространствах, 
М., «Мир», 1974.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
Н 3 В Е С Т ИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մաթեմաաիկա ХХШ. № 6, 1983 Математика

УДК 517.53

Р. А. АВЕТИСЯН, Н. У. АРАКЕЛЯН

НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ МЕРОМОРФНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ В УГЛОВЫХ ОБЛАСТЯХ

Основной целью настоящей заметки является конструирование меро­
морфных функций, которые равномерно аппроксимировали бы заданную 
голоморфную в угловой области функцию в несколько более узкой угловой 
области и имели бы, в известном смысле, возможно медленный рост на 
комплексной плоскости С (измеряемой ростам их неванлинновской ха­
рактеристики). Эта задача впервые исследовалась в работе [1], где бы хи 
получены близкие к точным результаты. Последние нуждаются в уточне­
нии, особенно когда аппроксимируемые функции ограничены либо имеют 
сравнительно медленный рост. Интерес к такого рода приближениям сти­
мулируется как потребностями самой теории приближений (см. [2]), так 
и возможными их приложениями в теории распределения значений ме­
роморфных функций (см., напр., [3]).

1. Формулировка результатов. Помимо общепринятых 
обозначений неванлинновской теории (см. [4]), мы по мере надобности 
вводим новые.

Для открытого множества йсС обозначим через H(Q) множество 
голоморфных в Я функций. Если 0 Q и Кг означает круг И < г, то обо­
значим через множество функций-/(Я), для которых величина

М (Г,/) = supl|/(x)|:x6an/C)

конечна при всех г>0.
Рассмотрим далее конечную систему А открытых углов с общей вер­

шиной в точке 0 и пусть для а>0

A<>={z£A: inf|argz— аггС|>в).
сеад

Теорема 1. Для функции f € Нв(А) и чисел е, о £ (0, 1] и р > 1 
существует такая мероморфная функция g, что

!/(«) — g С«)1 < 6 для -|z|>pa, (1)

pr t
T(r> 6֊1g)<Cc [ [ log —( ’ _|_ с |о$а J), при г

а а

где константа с>0 зависит только от а, р и от системы А.
Замечание 1. По сравнению с (2) установленная в [1] оценка 

роста аппроксимирующих мероморфных функций менее точна и компакт­
на, и там не указан явным образом характер зависимости от величины 
уклонения е.
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Замечание 2. Если дополнительно х условиям теоремы 1 предпо­
ложить, что f \КгЛ: Нв (Кг,,) ПРИ некотором г0>0, то тогда приближе­
ние вида£(1) можно обеспечить не только на но и на Д„ \)Krjp -
При атом в (2) число я всюду следует заменить на г0.

Что касается вопроса точности опенки (2), то заметим, во-первых, что 
рост функции g, с учетом (1), не может быть ниже роста функции f на Д. 
Поэтому оценка (2) асимптотически точна по г, во всяком случае, для 
функций f, имеющих регулярный рост конечного порядка. Если же функ­
ция / ограничена—допустим, что |/(z) | ^1 для 2 £ А, то для осущест­
вляющих приближение (1) мероморфных функций g, согласно (2), имеем 
оценку

Т (г, g) < с (log —)log։r, г >2. (2'>
\ е /

Следующий простой пример иллюстрирует точность оценки (27) (без- 
учета величины константы с).

Пример. Пусть Го и Г։—лучи без общих точек, /(z)=0 для: 
я^Го и f(z) = l для г^Г,. Предположим, что для 0<^е<;4՜1 меро­
морфная функция g удовлетворяет неравенству

1/(2) ֊ gU)i<e для г€ГйиГ; (3>

и оценим снизу величину

С։=ЦтПО_0.
log’ г

Если 6g<-|-oo, то тох'да из (3) следует существование такой после­
довательности />t4-ooF что

7* (r*> g) = ° (V г к} при к ֊* <ю, lim П ^Гк‘ < 4 cg.
*— log Гц

Полагая p*=r*/logr», применим к функции g и к области 
•О=С\Г(| теорему 2 работы [5], являющуюся аналогом на случай ме­
роморфных функций обобщенного варианта теоремы Фрагмена—Лин- 
делёфа. Учитывая, что согласно (3), |g (z)f < в для z[dDnM(r, gf> 
>1— е>|/е при г г0, из оценки (1.10) работы [5] получим, что

1 - 1
Q > —1о?-----
8в

В качестве другого примера можно рассматривать зависящую от ег 
0<е<С1, голоморфную функцию /=/,;

/, (z) = 2esin при |arg z| <£ 1,

где log z — главное значение логарифма. Имеем, что М(г, ft) ֊С 1. 
Если для / = ft выполнено приближение (3) при z£[l, + со], то за 

меняя g (z) на gt (z) = 2 (g (z) -h g (с)) и оценивая снизу число ну­
лей g։ на отрезке [1, <•], легко приходим к оценке Т (г, >
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(log — ) log2 г, г '• 2 где к > 0 — абсолютная константа..
\®'
С помощью теоремы 1 можно получить, более общие и удобные для 

приложений результаты об асимптотическом' (касательном) приближении 
мероморфными функциями на системе угловых областей с оценкой роста 
аппроксимирующих функций. • •
՝ Теорема 2. Пусть р (г) — уточненный порядок,

8>0£ (0,1) и р >> 1- Тогда существует такая мгроморфная функ­
ция G, что

|/(г)-С(2)1<з|.-Г₽<|։|)-для z£±„ |z| > р3, (4)
,r t

t Т(г, В՜1 G)<^k f f log -}- fcp (r) Iog:l (H-l) При r^-pa,
J J ' 6 Xt ,ex«/i »/a P)

где константа £>0 не зависит от'-/ и от чисел е и г.
Замечание 3. Рассматривая уточненный порядок р(г), ՛ мы под­

разумеваем, что re^r) f «о при г f оо.՛ Это условие, которое может 
нарушаться, когда р (г)-►0 (г ** оо) продиктовано желанием иметь в 
(4) касательное приближение.

Следующее следствие из теоремы 2 хорошо известно [6].
Следствие. Пусть ф—'Произвольно медленно возрастающая к 4~оо 

функция на [0, + oj) и а|( ая£С. Существует мероморфная
функция G с асимпотическими значениями а։, а։, •••, а.„ рост которой 
удовлетворяет условию

Т (г, g) = О (ф (г) log2 г) при г —» а».

В самом деле, пусть А—система из « открытых углрв Дь..., Дп с вер­
шиной 0 и попарно без общих точек, / (д) = а* для z £ Д*. Далее мож­
но считать, что ф (г) С log (г +1). Для функции е՜1՜ существует (см. [7], 
теорему 2.1 и стр. 70—72) нижний уточненный порядок р (г) так, что 
при г ՝$> гп

e'ln>' rflr>, т. е. р (г) log г -< ф (г).

Искомую функцию G мы получим, применяя к функциям f и р теоре­
му 2 при е=1, р = 2 и достаточно малом 6 (более подробно о количестве 
асимптотических значений мероморфных функций см. [5], теорема 1).

2. Доказательства. Для доказательства теоремы 1 мы приме­
няем несколько более сложную, чем в работе [1], аппроксимационную схе­
му. Нам понадобится следующая

Лемма 1. Для ветви аналитической функции z-> V z, У 1= 1, 
однозначной в области С\(—со, 0], и для числа (0, 1] сущест­
вует мероморфная функция <ч = иц с полюсами на (— оо, —I) та­
кая, что

1о> (*) — I а | < -^֊ | Г zl пРи 1аг? *1 < г- — И > 3» (6)

Т(г, о>) = О (log2 г) при г -> оо. (7)
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а) Доказательство леммы 1. Определим функцию со форму­
лой. ...

,«(ж) = Л0 + д2-4֊. ’ (8>
*=։ z~ 

г де С* — — qk для к =1, 2, • • • и <7 = 1 4 1 sin 2,

А. — — 1՜ для к — 0, С. = 0. ' (9>
/|Ч

' ՛ -и Чь-г ։ 1
Ряд в (8) сходится абсолютно в точке z=0, что гарантирует локаль­

но равномерную сходимость этого ряда в С. Свойства мероморфных функ­
ций, представимых рядами вида (8), исследовались М. В. Келдышем [7]. 
Из его результатов следует, в частности, что

Г (г, ш) = /У (у, <о) Ч- О (log г) при г -» оо.

•' Теперь оценка (7) следует из замечания, что если |С*| t IQ-hI» 
к 1, то п (t, ш) — к •< (log q)~x log I,. повтому N (г, ш) == О (log3 г). 
Для доказательства оценки (6) удобно представить ряд (8) в виде инте­
грала. С этой целью положим

։

Q (С, для С С (С*+1. С*], к = О, 1, ■ •..
2-с* ,

• н

Учитывая, что при (C*+j։ С*] величина

Q(C, г)֊1 1------------------- Я— .
С — z z—'k

не зависит от С. для т6С\(— <», 0) согласно (8) и (9) имеем
о

Ш(2)=_£ [ 1 г * rl-Q(C,z) л
« J С — z ]/|Ц՜ 2 iti I с — Z

где Г—положительно ориентированная граница области С \(—оо, 0]֊ 
Отсюда с учетом формулы Коши функции 1/V z получим представление

u> (z) _ у՜ —,-- £_ J՜ _Q (С Л_ = _£ Г Q(C, я) Л ։
2 itz J С — z V7. я J С — z y'|q

zk. С\(— оо 0].
Оценим последний интеграл при |2| 5 и |arg г| -< к — 8, учиты՜

вая при этом неравенства

!<?('■ 2)1 < ?֊ = 4֊ sin 8, |х - q > 4֊ (sin 2) (Н + |С|).
sin о 4 2

Мы приходим к оценке (6):

। / \ т/—1 121 Г лш (х) — у z < i-L --------- =2kJ (И+0/* 
о

֊/м •
Лемма 1 доказана.
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б) Доказательство теоремы 1. Пусть ь>=й)4—построен- 
а

ная в лемме 1 мероморфная функция для числа в= — • Заменяя f(Z) 
• Р

на е՜1 /(аг), можно свести доказательство к случаю, когда в=1 и 
считать (при подходящем выборе числа а£С), что полуось (—оо,—1) 
лежит в С\Д, т. е. полюсы ш лежат вне Ди/С(. При этом в усло­
виях замечания 2 можем также считать, что г0=а.

Пусть теперь Ео = Е — Да\Крз, а если дополнительно
известно, что f\K„ £ Нз (А,), то естественно полагаем £n=A4UAo, 
Е — Дв U К,,. Обозначим через Г положительно ориентированную гра­
ницу Ео и пусть Гг=Г п Кг. Из оценки (6) леммы 1 следует, что

1   3 . 
MQI lZ N ДЛЯ г, l-B (г)| < C,-|-— V |z| для z^E, (10) 

2 2
где константа С| зависит от б. В дальнейшем через сь j = 2, 3,... будем 
обозначать положительные константы, зависящие лишь от чисел а, р и 
от системы Д. Заметим, в частности, что £cz£0 и существует такая кон­
станта Cj<1, что

К — *|>Сц (|С| 4՜ |z|) для С£Г, z^E. (11)

Рассмотрим рациональную по z и кусочно-аналитическую по 
функцию Q (С, z), (j (С, С) s 1, вида

/' — Г',"֊Q(r.. 2) = ( - J ’
XZ — С. '

где выбор полюсов t,' и их кратностей п', кусочно-постоянных по t>, под­
лежит уточнению. С ээтой целью фиксируем число

q= min { Vp, 1 4- c։/Kp}

и возьмем произвольную пока последовательность (nt)£_0 целых чисел 
л4^г-0. Для полюсов С£ГВ мы полагаем п' — Пц. Сами же полюсы 
С £ Г» выбираем так, чтобы они делили Гв на дуги длины не больше 
(1— <7~')з. Каждой точке С любой из этих дуг сопоставим один и тот 
же конец С' этой дуги. Можно считать, что количествЬ указанных то­
чек (без учета их кратности п(։) ограничено числом св.

Длх определения полюсов на Г՝„ГВ положим = для к — 0, 
1, 2,- • •, То = Гв и Ti = rij4\r,i_։ для k > 1. Учитывая, что у, П у,— 0 
при i =/=j и

Г\Га= и 7».
4-1

мы для точек C£yfr ПРИ к >1 полагаем С'= (С/(С|) qk и п'—пк.
Таким образом, для С£Г соответствующий, полюс С£Г у нас 

выбран так, что q՜1 |С'| =< |-| < |V| и К — С'| С (1—д՜1) |7|. Если теперь 
z£E, то с учетом (11) имеем •

z—с։ q g’4-7
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так что при А։=0, 1, 2,... выполняется оценка

|Q (С, z)| < dnk для С £zеЕ (12)

Оценка (12) выполняется не только для z^E, но и для всех 
z где Р = 2 Q (g’+l)՜’1, поскольку тогда

|Lz£ < . ir-ri_________ ^-=± = d.
!*-с' (1֊н)П + |;-г/|

Наконец, оценка (12) выполняется еще в одном случае—когда 
С£ГХТ4 и |z| = ?qk для к. — 1, 2,--*. В самом деле, если |С| > qk, то 
мы приходим к предыдущему случаю, когда |г|Ср|С|. Если же 
|С| то тогда aq'" ՜'1 < |С| ■< iqn‘ при некотором т < к — 1, так что
I« —С'| >gm (н?*՜“—1), |С — С'|< (I— q-') qm, И поэтому

|»֊С'|

Из сказанного об оценке (12) ясно, что если определить последова­
тельность (пл)^_0 из условий

0< пк - с4 [А + log+ М /)]<1, Л = 0, 1, 2,-., (13)
/1 1 \-‘ л л

де с4= (log—1 , а А >0 — пока произвольная константа, то тогда 
\ d /

неравенство
l/(C)Q(C։i)|<e-A (14)

выполняется, если а) С£Г иг££иКх|с| ; б) С £ Г \ |г| = рд* при
fc=l, 2,--.

Рассмотрим теперь несобственный интеграл

/(2)^-1.|Ж^(:'2’4^С\Г. (15)
2г.1.1 ш (С) С — z 

Г

Из (10) и (14) следует, что подынтегральная функция при |£|^ 
_ з 2

р՜* |z| мажорируется интегрируемой функцией с:, |ч| . Поэтому 1 (z) 
сходится в С\Г локально равномерно и представляет голоморфную 
функцию.

Полагая теперь /п (z) = f (z) для z £ Ео и /п (z) 0 для z £ <’
Х£^о, покажем, что при подходящем выборе константы А требуемую 
мероморфную функцию g можно определить формулой

g (z) =/о(г) — Лг) ш (Z) Для z£C ЧГ. (16)

Эта формула определяет g как мероморфную вне Г функцию с возможны­
ми полюсами лишь в точках, где лежат полюсы функции <о. Убедимся од­
нако, что g допускает голоморфное продолжение и на Г, за исключением 
возможных полюсов в выбранных выше точках (£')с=Г. В самом де\е. уч:* 
тывая (15), (16) и формулу Коши для функции f/<o применительно к кон­
туру d(E0 fl Кг), мы для z^/G-ХГг при любом г о получим пред­
ставление
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Й _± 1-0<») л +

ю (г) 2 та } и> (С) С — г
г

+ 1 [/К* + 1 Г ЯО. * ,

2таи <и(С) С — я 2 та./ <« (С) С — г 
Г\ГГ Ьг

ГА& Ьг = Еа Г\дКг- Здесь последние два интеграла допускают голо­
морфное продолжение на .К,, а [первый интеграл—мороморфное, о- 
возможными полюсами в точках С'с Л,. кратности соответственно не* 
выше п', если учесть, что <2 (С, С) = 1 для С£Г.

Согласно (16) для доказательства оценки (1) (при е=1) нам необ­
ходимо иметь подходящие оценки функции 7(г)<|>(г) на Е.

Из (15) с учетом (10), (11) и (14) (случай а)) следует, что

|/(х)|еЛ<С։-1 [(П + М)՜1 ДляяС£. 

г *
Здесь часть интеграла по Г» [равна с։ (а ф- |г|)-։, а остальная часть 
(по Г\ГО) ограничена интегралом

-г" • •
с, С (/+ Ы՜1) у-- < с7(1 + /Н)՜1,

поэтому с учетом (10) для zeE получаем, что функция /(z)co(z) ограни­
чена величиной све~А. Для выполнения оценки (1) достаточно* фикси­
ровать А = log՜*՜ с8.

Перейдем к оценке характеристики T(r, g). Из (16) следует; что

m (г, g) < log М (г, f) + m (г, I) + m (г, ш) Ц- 1.
Поскольку

N О'» g) < W (r> gl10) + (г, ш),
то с учетом оценки (7) получим

т (г, g) < N (г, g/u>) + m(г, 7) + log+Af (г, /) + с9 log2 (г 4-1)
при г > О. (17)..

Полюсы функции g/<ü расположены на множестве (£')» имея в t,' крат- 
ность не выше п', поэтому с учетом (13) получим (при некотором Cio^Cg)

W(r, glu>) < n'logT^-C Cjo УТ njog— <
, K’i-t I՝. I qk<r qk

<cu S [l+log+A/^, /)] log —, r>0.
4k

Отсюда, учитывая, что

w*
[1 + log+A/(<7A,/)] log— ^(logQ)-1 f [l-|-log+Л7(?,/)] log — —

qk, J t t
«a
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находим, что • 1 ’ • '
я г . ..

N(r, f/®)<c։»J [1 4- log- Af(t/)]у-. r>a.

ч ։

Интегрированием no частям отсюда получаем
t

՝ N<r, g/ш) < c„ j J log + M (t, f) + C|։ log’ (r41), r>a. (18)

• в a •

Величину m(r, /) нам достаточно оценить при r = rA=pgA, &=1, 
2, • • •. С этой целью разобьем в (15) интеграл /(z) на сумму интегра­
лов It [z) и Jt (z), соответственно, по контурам Г \ 7* и

Если и |z| = г։, то тогда |С —zj > (1 — р) |С|. Учитывая
также оценки (10) и (14) (случай б)), получим

1/r(z)| < (Г- и)՜1 J|q՜1 |Л| < ес՝\ |х| = г„. (19)

г
Если же СО*- и 1?1 = г*> то тогда

1С(с,х)|=|^4;г<(^уя‘, 
I* — ՝. I ՝q 4՜ 1/

а согласно (10), J® (С)| 0,5 К я, поэтому с учетом (13) имеем

IJ* (г* е։?)\ •< ехр (с։ь -f- с15 log+ М (qk,f)) ак (<р), (20)

Заменяя в этом интеграле С на д4_։С при к 1 и учитывая, что 
Гк = r։ qk_\, мы обнаруживаем, что ак (<{>) sa( (<р). Кроме того, (<р) не­
прерывна на R, за исключением конечного числа точек ® где она 
возрастает, как — <р'Г՛. Полагая поэтому 

2к
— | log- а, (<р) с/т = с։0. 

о 
из (19) и (20) выводим

т(гк, /)<с1։4-ск,[1-г log-Al (qk,f)] 4֊ с164-1.

Сопоставляя эту оценку с (17) и (18) и учитывая, что Г։>.(Т, для Л= 
1. 2.... получим

’f* ,՛.
r(rk.g}<Zcl.i \ \\og'M(-., +

и J ~t
a о

4֊ct7log+A/(qv /)4-Cnlog։(rt+ 1).
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Здесь второе слагаемое оценивается через первое. Так как

Г , ЯГ„ dt 1 . ։ / . \log— — = — log2 (М) = е1в, 
J t t 2
4k 

i* ... .
то ясно, что

sr*log+ M (qk, f) < C51 J log 1- M (t, /)log — — = 

4k

=4? J J lor m<՝՝d
4k 4k

Таким образом, мы приходим к оценке 
4'ь ‘

Т (rk, g) < cJB I Clog-1 M (<, f) + c17 log* (rt, />, &>!՛.. (21).
J J tt

Пусть, наконец, г^-1. Так как rtt = qrk_y для ,к = 2, З,՝՝՝, то՝ 
существует такое 1, что г ^rk<_ qr. Поскольку. Г (г, g)-^.T(r.k, g)t. 
то из оценки (21) окончательно получим 

tfr t .
T(r, g) < Сю J j* iog+jW(T,4-Caolog’(r + l),.r>n1.. 

а а

Для установления оценки (2) остается лишь заметить, что Я2^р и 
Л > ро. Теорема 1 полностью доказана.

в) Доказательство теоремы 2. Можно считать, что (—оо,0)с: 
сС\А и что rf(r^l для г^>а. Положим

Аа = [z : |argz|< It — а].

Из теоремы 5.1 работы [4] следует существование такой голоморф« 
ной для z£Aa/4U Kt функции /р (z) и константы с։. что

2<l/p(x)lkr։W)<c։. (22).

Применим к функции /Р и к области Ла/4 и Ку теорему 1 (с учетом, 
замечания 2) при е=1, р = 2и заменой о на а/4.

Аппроксимирующая мероморфная функция g р будет удовлетворять^, 
в силу, (1) и (22), неравенствам

К I?р WI Кр К'։Ь < 2 с։, Z 6 л>, (23)»

а согласно (22) и (2) ее рост ограничивается неравенством (6=<г]4): 
ir t

Т ('•>£p)<cj | p(')logt-^p-֊i- caJag=(r +lX:
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2г I

< Ср (2 г) 1о?(2 г) I I 4- са 1оуа (г + 1) < 
Л т£ I I

<с3р(г) 1о8г‘ (г 4-1), г > о. (24) ՝
На последнем шагу мы использовали тот факт, что является мед­

ленно растущей функцией (см. [4], стр. 72—73), если р(/-)-»0 при 
п —♦ со. Константа са зависит от выбора функции р и от о (но не за­
висит от г). Замечая теперь, что А.дсЛ^, применим к функции 
и системе Дв;2 теорему 1 с заменой там о на а/2. Если g — аппрокси­
мирующая функция, то требуемую в теореме 2 функцию С мы полу­
чим, полагая G = gigf,. Тогда, согласно (1)

для г £ Дя, |г| > pa.

откуда, с учетом (23), получим (4). Кроме того

Т (г, е 1 G) < Т (г, e-'g) + Г (г, ра) + с4,

где константа зависит только от а и от выбора функции р. Теперь оцен­
ка (5) следует из оценок (2) и (24), если в (2) заменить / HAfg р °на. 
сП и учесть (23). Теорема 2 доказана.
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А. Е. АВЕТИСЯН

О ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЯХ ПОРЯДКА р (1<р<2)

Введение

Известно, что целая функция экспоненциального типа, которая имеет 
«много» вещественных нулей, не может быть «малой» на мнимой оси. Од­
ним из первых результатов в этом направлении можно считать теорему 
Карлесона о том, что функция экспоненциального типа /(г) не может об­
ращаться в нуль во всех положительных целых точках и одновременно 
удовлетворять на мнимой оси неравенству |f(4/) | <ехр{с|л/|}, если а<я. 
Известны результаты, которые довольно точно отражают связь между ко­
личеством действительных нулей такой функции (или поведением на дей­
ствительной оси) и ее ростом на мнимой оси. Приведем теорему, которую 
Винер и Пэли [1] сформулировали и доказали для четных целых функ­
ций. А. Пфлюгер ([12], см. также [3]) заметил, что общий случай легко 
приводится к случаю четной функции.

Пусть, как обычно, П;(г) означает число нулей функции f(z) в круге 
|z|<r.

Теорема А. Если f(z)—каноническое произведение порядка 1 с 
действительными нулями, то следующие условия эквиваленты:

• - • ■>
• • ' •• я

lim = - к'В, (1}г
-R

lira =2В, (2)
г-* »

и» (3).
у-±- |у|

В (1) берется главное значение интеграла в точке г=0, которое су­
ществует, так как f(0)=1.

Аналогичные результаты имеют место в случае, когда нули функции 
f(z) не обязательно действительны, но лежат близко к действительной оси.

Целая функция называется функцией класса А, если ее корни Za = 
ie4= г*  е 'удовлетворяют условию

Функции этого класса являются естественным обобщением функций, все 
корив которых вещественны.
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Теорема В. (Пфлюгер [2]). Пусть

/(г)= е«П (1 ֊

__целая функция экспоненциального типа. Тогда условия

|. л/(г) V ,3։П0Л
Ит -----= О, 2_1 ----------- =*  С< оо

* Множество Е имеет конечную логарифмическую длину, ески

г-- г гп

.и

Нт Г 'р. 1/<х)1 фд = - к’/ + ± оо
Т-- 3 х’ 

—г •
эквивалентны и О=2С+2/.

Теорема С. (Нобль [4]). Пусть

—целая функция экспоненциального типа и класса А. Тогда предел 

существует тогда и только тогда, когда существует предел

11т 
у

где у стремится к бесконечности, не принимая значения из множества ко­
нечной логарифмической длины*  Исключительное множество пусто, ес 1ч

существует угол |аг£г- у е (з > 09» не содержащий точек :,։•

Настоящая работа состоит из трех параграфов. В первых двух пара­
графах доказываются теоремы типа теорем А, В, С для цедых функций 
порядка р(1<р<2). В третьем параграфе приводятся теоремы об усло­
виях, при которых целые функции порядка р и конечного типа принадле­
жат классу Ир и имеют вполне регулярный рост.

Доказательства этих теорем основываются на систематическом приме­
нении методов теории функций вполне регулярного роста Б. Я. Левина— 
А. Пфлюгера. Мы неоднократно пользуемся результатами работ [2] и [5]. 
В то же время, при рассмотрении целых функций порядка выше первого.
возникают новые ситуации, появляются новые условия, в связи с чем при­
влекаются новые методы или различные модификации ранее известных ме­
тодов.

со.
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Обозначим через Г совокупность лучей arg г = (4 = 1, 2. 3, 4),
1t 1t 1t 1t 1t 1t 1t 1C

?, ==-------------» ?а ~------- 1-------> Ф.ч =------------------- > ф» = — Ч------- -2 2р 2 2р 2 2р Y‘ 2 2Р

§ 1. Целые функции с нулями на Г

В этом параграфе мы рассмотрим целые функции порядка р( 1 < 
р<2), все нули котовых лежат на Г. Этот класс функций аналогичен 
классу целых функций конечной степени с вещественными нулями. Для 
функций этого класса справедливы теоремы типа теоремы А.

Теорема 1.1. Пусть 1(2)—каноническое произведение порядка р 
(1<р<2), конечного типа, с нулями, лежащими на Г. Тогда условия

(А) Нш^2=2Д
Г*

И

(ВР) а) Пт = 2к д б) Нт 1п _ 0

эквивалентны.
Доказательство. Пусть выполнено условие (Ор). Составим 

функцию

?(*)-/(*)/(- «)7(*)7(-«)  . (1-1)

(/ (г) = / (г)). Ясно, что
п (г)

. Пт ---- — = 8Д.
г— г'

Нули функции ф(г) также лежат на Г, при этом они симметричны отно­
сительно действительной и мнимой осей. На каждом из лучей фл (к — 
= 1, 2, 3, 4) плотность нулей функции ф(г) равна 2Д. Согласно известным 
результатам Б. Я. Левина и А. Пфлюгера (см. [5], гл. II) отсюда следует, 
что <р(г)—целая функция вполне регулярного роста с индикатором

4 к Д cos р (9 — 
\ f ). при 9 ——

2 " 2р

А- (Ö) = 4 г. Д cos р ^9 4֊
2՜ при ° + ? (1.2) 

2?

Отсюда имеем

0, при /б| < у — - - и |0 
2р

-<=| >*Т--2р'

||т!111И=о (1.з)
у-- у? хр

и поскольку

(ф)1 = I/(iy)f(- iy)lJ, I? (*)|  = |/(х) А(-х)Р, 

то (1.3) равносильно условию (В р)
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Предположим теперь, что выполнено условие (В f). В терминах функ­
ции <Н2) ето означает, что имеет место (1.3). Но на мнимой оси <p(z) при­
нимает действительные значения. Для у > 0 <р (ty) — I/ (ф) / ( ф)/’ *
поэтому при у -» + ОО

In <р (iy) ~ 4« Д
или

/Л. -t*i i2.9 . 2 2
In 7 (г е ) ~ 4 i г (г е )р.

Функция гдломорфна в угловой области

и ограничена в области

Действительно, ф(з)—целая функция порядка р и .конечного типа, поэтому 
в Др+) (8) ограничена величина ~՛^2^ и, кроме того, п? (г)<^сг?(г^-г։)-

Отсюда следует, что в этой области ограничена также - —иг
(см. [5], стр. 87). При этом на луче аг^я = ■֊ — стремится к

-'-у- _ -
конечному пределу 4т△ е . По теореме Монтеля-она равномерно 
стремится к этому же пределу на любом луче из Д{+)(3). Так как 8>0 
—произвольное, то отсюда заключаем, что <р (х) вполне регулярного 
роста внутри угла Др+) и ее индикатор выражается формулой

Me) = 4«Acosp6-—V 0-Z-<-L.
\ 2/ 2 2р

Аналогично убеждаемся, что ф(г) вполне регулярного роста 
ласти

А<р )= 1° < Ul < °°»larg Z + ֊1 < — 1
I I 2 I 2р /

я имеет там индикатор

Л? (6) = 4я Д cos р (6+ —\ 6+ — К — • 
\ 2 / 2 2р

(1.4)

внутри об-

(1.5)

Из (1.4) и (1.5) следует, что Л(фл)—0, к—1, 2, 3, 4. Но по предпо­
ложению 1<р<2 и значит растворы угловых областей
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и

меньше чем —■ > и поэтому 
Р

А? (6) < 0 при |9/ < Л- - Л. и |9 - ~ (к6)
2 2р 2 2р

Так как из условия (Вр) б) следуют равенства

ЛТ(О) = Л,(П) = О, 

то в силу (1.6) получим . ! |> • . >
_ л . л . л ~ К [Л | — ТСА (?) = 0 при |б| < - - — и.!|9 - к|<— - — • 

2 2р • 2 2р

Поскольку <р(г) имеет вполне регулярный рост на лучах аг£Х—0 и йг§2!= 
я, 1о она' вполне регулярного роста в областях О1/1 и О? 1 (см! [5], тео­
рема 6, стр. 213). Таким образом, <р (г)—вполне регулярного роста на 
всей плоскости (множество лучей вполне регулярного роста замкнуто). 
Поэтому

к ,
(ф) Р С

1ип_—р, (Э)М =

.Отсюда, имея в виду (1.1), получаем

п, (г)
। Пт — *=2б,  ।

г .. Гр
т. е. утверждение {Ор). Теорема доказана. ,

Замечание. Теорема 1.1 справедлива не только для каноническо­
го произведения, но и для любой целой функции Т{г), удовлетворяющей 
условию /7(0) = 1. Действительно, множитель типа е“։ при каноническом 
произведении в представлении Адамара (факторизационная теорема) ни­
как не влияет на условия (£р) и (Вр).

Теорема 1.2. Пусть 1{г)—каноническое произведение порядкг 
р(1<р<2) и конечного типа с нулями, лежащими на Г. Тогда условия
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и

ln|<(x)/(-x)|6) lim 0

n. (r)(A) lim-^ = 2A

эквиваленты.
Доказательство. Пусть имеет место ). Снова рассмотрим 

функцию ф(г) (см. (1.1)). Ясно, что 

и ф(г)—целая функция порядка р, конечиого типа и вполне регулярного 
роста. Напишем для нее формулу Карлемана (см., например, [6]) для 
области

Т»

f Ь |<Р (Яе'։)/ COS Р ( е— df> +
KJ \ 2 /

?1

Функция <р (г) не имеет нулей внутри области Др+), так что ле­
вая часть (1.6՜) равняется нулю. С другой стороны <p(z)—четная функ­
ция н <р (0) = 1, поэтому при >•->0 In <р (Хе'8) = О (>.’). Значит, при Х-*0  
последний член правой части стремится к нулю. Переходя к преде - 
лу в (1.6') при Х-*0,  получим

°=J1п (z?ert)l cos ₽ (е- у) rf0+ у f dt _
Г‘ * и

R
[<,_1 ln k <р (telr,)l dt = л (/?) + 4 (/?) “ 4 (/г)։ (L7) 

о
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Заметим теперь, что поскольку 1<р<2, то второй интеграл справа вбли­
зи точки £=0 сходится. Далее, ввиду равенства |? (^?,)| = /<? (/е'**)|  имеем

R R t

•5 Tv J t W R' J \J X /
0 0 0

t R R t
- A14 fb «,] _4.Г,-՛(ГК (x^)| „x \ „ = 

к I R2f J x J nR2f J \J x J
0 000

R R
. P 1 f In If Ue'M1)l . p’ f Ju (ft) ..

о 0

■где

In |f (xefr')|

Функция q>(z)—вполне регулярного роста на луче argz=q>1 и поэ­
тому (ом. [5], стр. 188) существует предел

R
Jim 1 Г lnlf(*̂ ‘)l dx = lim R-p м=_L А? (Т։) = о.

R 9 J x R~~ ро
Отсюда, в свою очередь, следует (см. [5], стр. 52), что

о
Таким образом

Нт /3 (R) = 0. (1.8)
Ят-

-Г , л (+) 1п (7?е/в)|
1ак как ФС2) не имеет нулей внутри области Др , то ------ —----- равно-

/V
мерно стремится к А, (9) в любом замкнутом промежутке интервала 
՛(?!> Та)- Поэтому перейдя к пределу под знаком интеграла и учиты­
вая (1.2), получим

Т։
11m /։ (/?) = — А» (9) cos р ^9— —</9 = 

.л ”

•=-Р-4яД (*  соз’р (9---- —rf9 = — 4« д •——— = 2п Д. (1.9)
■к J \ 2 / it 2 р

г1

Имея в виду (1.8) и (1.9) и переходя к пределу при /?-»-со в (1.), пблу.ч 
чин'
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Р2" ] 
о

1ц |® (/е'»՛) <? (/е*>)1  
д+1 (1-10).Л = — 2՜ д.

Замечая теперь, что |<р ре'<')/ = |<р (<е,<։).' и |? (/е'»«)| = по-

лучим, что (1.Ю) эквивалентно условию. (Д) а). Условие же (Д) 6) 
следует из (5Р), что следует из (/Д).

Допустим теперь, ч+о имеет место (Д). Из (Д) а) следует, что 

՛ 1п |<р </е/у*)|
^1.

о
Для функции ф(г) справедлива формула 
7з(/?)—>-0. Действительно, обозначим

2^2 △Л = - (4=1, 2, 3, 4)
Р

(1.П)

(1.7). Докажем, что при R—>֊оо

” 1п |<р (хе'”) <р (хе'»’)' , _ 9 ।---------------------------- ах = л.

Тогда
R
( /р֊1 1п [<р (/е^՛) <р (<е։’։)| (К = 1 

/?2р

= Ф(*)֊  
о

о о 
R

\ Г Ф (0 л.

При

Ф (/?)->-

R

R—*-ОО  ЭТО 

4п3 Д
•-------и к

Р

выражение стремится к нулю, так как пег условию«
2р XXтакому же пределу стремится выражение —X

| <2р ’-ф^Л (см. [5], стр. 52). Таким образом, из (1.7) получаем! 

о

( ,п |Ср ^''Ь1 соб р А — </0= • (1.12).
R-*̂x>  К и \ 2 / р

Но с другой стороны, при условии (7р) а) в области Д^н функция. <р(х) 
вполне регулярного роста и 

»

/ц (0) = Лсозр (б — л\, ?1 <0 <:<!>.,. (1.13)

Это утверждение получается из соответствующей теоремы Б. Я. Левина 
(см. [5], тесрема 6, гл. V) конформным отображением полуплоскости на

Ф
и

’* 1п |? (хе'ь)| , 
। -------------- ах.

1 ( 
/?2р.)

и

1
R R

R
| ф (о =
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угол Др4 ‘ раствора — • Переходя к пределу при R -» оо под знаком 

интеграла в (1.12) и имея в виду (1.13), получим 
р»

к Г cos։ р f 9------- 'j cfi = 2к։ Д/р,
J- ՝ 2 )
*1

т. е. £=4яД. Из (1.13) имеем
и„ 1"|Т(ф)| 4,д

, у~-н° у*
Снова замечая, что |<р (։у)| = \/ (iff) f (—iy)', получим

lim ln//(zy)/(-fy)| =2тсД>
У-°0 у?

•т. е. условие (Вр) а). Таким образом, из условия . (/Р) следует (Вр), из 
которого, в свою очередь, по теореме 1.1 следует (ОР). Теорема пол­
ностью доказана.

И здесь можно сделать замечание, аналогичное замечанию 1 после 
теоремы 1.1. Сопоставляя теоремы 1.1 и 1.2 и имея в виду эти замечания, 
получим следующий результат.

Теорема 1.3. Пусть f(z)—целая функция порядка р(1<р<2), ко­
нечного типа с нулями, лежащими на Г и f(0) = 1. Тогда условия 
^/р), (Dp) и (Вр) эквивалентны.

§ 2. Целые функция класса А„

1’Определение. Целая функция порядка р(1<р<2) и конеч- 
л лкого типа.принадлежит классу Лр, если ее нули гк — гке *,  лежащие в 

в областях Др+>, соответственно, удовлетворяют условиям

(2.1)

и для любого 8 ( 0 <՜ 8 <------------
\ 2 2р.

ловых областях

множество нулей, лежащих в уг-

3 и |arg z —

нули котцрых лежат на Г.
Легко убедиться, что для функций класса А р множество нулей, лежа­

щих вне маленьких углов ]фл—6| <б, А=1, 2, 3, 4, имеет нулевую плот- 
■ность.Т’аким образом, функции класса Ар являются обобщением функций, 
нули которых лежат на Г.

Классу Лр принадлежат, например, функции EP(iz; р)= 

•Sp (z; р) = — [£р (։z; р) — Ер (— iz; р)]. Это следует из 

ft («? т 
оГ(р+пр՜*)

асимптотики

нулей этих функций (см. [7], [8]).
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В этом параграфе для функций класса Д р мы докажем теоремы типа 
теорем В и С.

Теорема 2.1. Если [(г)—целая функция порядка р(1<р<2),. 
конечного типа, класта Л ₽ и К0) = 1, то следующие условия эквивалент­
ны:

" In П/(/е'п) 
а) интеграл I ----- ---------------

о

dt

сходится:

6) |1Ю. ы/ы/(-*)!  „ о
-Г-*оо

U
• п/ (г) 

(De) существует предел lim —

(lim*/՛  (л) обозначает предел функции F(x), который существует при 
х -» »
условии, что х-+оо не принимая значений из некоторого множества нуле- 
вой относительной меры*).

Доказательство. Предположим сначала, что имеет место уело—

(вие (Df). Пусть lim —-у-- = 2Д. Рассмотрим функцию г-»оо Г?

^{z)=f(z)f(-z)7(z)'f(-z).

Очевидно будем иметь

п. (г) -lim -^=8Д.

Ясно, что ф(а)еЛ р и нули ее расположены симметрично относительно- 
осей х и y(z=x + iy). Множестно нулей функции q>(z) имеет угловую 
плотность Д(0, 0) при показателе р, т. е. для всех 0 и Ö, за исключением,, 
быть может, счетного множества, существует предел

п։ (г, 0, 6)
lim ———-----— Д (U, 9)

(пт (г> $> б) ~ число нулей ® (г) в секторе 0 < arg z < 8, |д| < г). Ра­
венство

А (8) — А (8) = Д («, 8)

определяет с точностью до аддитивного слагаемого некоторую неубываю-j- 
щую функцию Д(0).

* Множество Ео точек интервала (0, оо) называется множеством нулевой отно- 
ентельной мере, если л«рилю5ом ^>0 множество П [0, г] измеримо и

Ит те8£0П[0, г] =() 
Г-*а>  г
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Для функции ф(2) Д(6)—кусочно-постоянная функция с четырьмя рав­
ными 2Д скачками в точках ф*  (А=1, 2, 3, 4). Значит ф(г)—целая функ­
ция вполне регулярного роста с индикатором

А. (6) =

4"Дсонр/&----- —Y при
\ л /

к I к 
— < — 
2 i 2р

(2.2)՛4 к △ cos р ^6 + ПРИ

Отсюда сразу следует пункт б) условия (/’) (надо иметь в виду 
|<р(х)1 = !/>(*)/'( —*)| 2)- Чтобы доказать пункт а) воспользуемся форму­

лой (1.6'). Устремляя % к нулю, получим (ср. с. (1.7))

V / ’ П \ / к \
2.1 ( -------cos Pl?*-------------- 1 —о<£Аг; V* 2/

= ֊J >п !ч> /?ert)/cosp^e dQ + 

ft

+/к f (А* _ )in |<р (te՛^ vai՛
о 4 J

Докажем, что

■„?, г։со։₽(с֊Т.) = 0- 
R-tPv

Действительно, это следует из (2-1) и из оценки

(2.3>

(2.4).

которая верна при достаточно большом Го. Таким образом, предел левой 
части при /?—>-оо конечен и равняется

Рассмотрим первый член правой части (2.3). Пользуясь тем, что ф(г) 
вполне регулярного роста, можно вычислить предел этого члена, перейди 
к пределу под знаком интеграла (см. [5], стр. 320)

lira —-— I 
к R6 J

Т1

0 — —) =
2 /

In |<р (Re16)| cos р
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Г։
= — С Л, (9) созр А---- </9 =

тс з \ 2 /
?։

»«
= — Г 4тс Д соз’р (о--- —) а/9 = —4тсД- —— = 2тс Д. (2.5)

тс 3 \ 2 / тс 2 р
т» <

'Из (2.3), (2.4) и (2.5) следует, что существует предел выражения 
£
I (тп - 1п I* * <->1 <" = /.(*)-  Л (/?). (2.6)

В § 1 (теорема 1.2) доказано, что 1'

Пт /։ (/?) = О 
л—«

Отсюда и из (2.6) следует, что существует конечный предел Пт /։ (R),

•т. е. сходится интеграл

Г 1п |т (*е"')  ? (*е^*)|  _ „ Г 1п |<р (<е'**)|
з ~2 3
о о

что равносильно утверждению (1‘) а).
Допустим теперь, что имеет место (7р). Условие (4) а) означа- 

*ет, что сходятся интегралы

■ ■ |м։^>кд(, = 1,2).
о

Отсюда, как и раньше (см. (1.13)) следует, что в угловой области 
-Др+) ф(з) вполне регулярного роста и ее индикатор зыражается формулой

А? (9) = А, соз р ^9— у), < 9 < <р։. (2.7)

В частности

М?1) = Мф։) =0. (2.8)
Аналогично доказывается, что ф(г) вполне регулярного роста в области 

-АР > и имеет там индикатор

Лт (9) = Аа сое р ^9-}- ֊^, <р3 < 9 < ?4. 

։
В частности

А, (Фз) = А, (?<) = 0. . (2.9)
Из (2.8) и (2.9) следует, что Л9 (9) .< 0 при /9| < ф։ и |9—тс/<4>/ 

Но из ()р) б) имеем

Ат(0)=А, (тс) = 0.
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Значит

По условию (/’) б) ф(з) имеет вполне регулярный рост на лучах 
аг£?=О и-зг§г=л, поэтому она имеет вполне регулярной рост в угловых 
Областях £>Р+) и £)Р 7.Таким образом, ф(г) имеет вполне регулярный рост 
во всей плоскости.’Это означает, что множество ее нулей имеет плотность,.

т. е. существует предел liraГ-.ГО г

Но очевидно, п, (г) = — 
7 4

Теорема доказана.
Теорема 22. Пусть 

конечного типа, класса 

п*  (г). Значит выполняется условие (£)р).

Кг)—целая функция порядка р(1<р<2),. 
и /(0) =1. Пусть далее для некоторого 6>0‘

имеет только конечное число нулей в угловых областях

Тогда следующие условия эквивалентны. суще-

ствует предел. Ига

и
(Вг) а) существует предел

iim ln Iffà) fy)l •
у-+“> У₽

б) Вт*  ln V —îlL = о.

Доказательство. Пусть сначала ’ выполняется (-0р). Отсюда,, 
как в теореме 2.1 следует, что функция ф(г) вполне регулярного 

роста, откуда и вытекает (В₽)- Здесь учитывается, что

рр(Ф)| ֊ I/(”?)/(—ЛУ)/’> !<Р ։*)!  = I/ (*)/( —
и что ф(г) также имеет конечное число нулей в угловых областях |аг22±.

* I+ — < б, содержащих мнимую ось.

Предположим теперь, что выполняется Из (Вр) а) вытекает су­
ществование конечного предела

Вт 1р 1^ (ФЛ = К. (2.10>
у ֊•°0 У*

Ясно, что ® (г) £ А( и поэтому для нулей <р (г), лежащих в области 
△ рЬ) существует произведение Бляшке В*р +) (г). Функцию <р (г) в обла­
сти Лр|’) можно представить в виде

Ф(х) = В«+,(^)би).

где С (г) не имеет нулей в Ар+\ Так как (см. [3], [5])
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lina* ------------------ — =0, <pi < 9 ?а./■-♦оо Г*

то G (z) в области л£+) порядка р, конечного типа, с тем же индика­
тором, что и <р (z). С другой стороны, нули <р (z) симметрично распо­
ложены относительно оси у. Значит <р (iy) и В^՜1՜’ (iy) действительны 
и неотрицательны, откуда следует, что G(iy) >0. Из (2.10) имеем 

llm lntf(^.=^.
у-+«° yr

Отсюда, как яри доказательстве теоремы 1.1 получается, что G(z) вполне 
, л<+)регулярного роста в области Др и имеет там индикатор

Ло (9) = К. cos р ^9---- ֊^-J, <р, <' 9 < <р։.

Очевидно, ф(г) также имеет вполне регулярный рост в Др՜1 и

Л, (9) — Л cos р ^9— ֊у ф, < 8 < Т։.

. В частности

AT(?։) = Ap (ф։) = 0. (2.Ц)

Аналогично доказывается, что ф(г) вполне регулярного роста в области 
Д(-) и-41 р И

Л» (9) = Kt cos Р (9+- ?з < 9 < Ф«

и значит

М<Рз)=Мф4) = 0. (2.12)

Ив (2.11), (2.12) и (Вр) б), как и раньше, легко выводим, что 
<Р (z) вполне регулярного роста в угловых областях Dj+) и

Таким образом, <p(z) имеет вполне регулярный рост во всей плоско­
сти. Значит множество ее нулей имеет плотность. Очевидно то же самое 
верно и для функции f(z). Теорема доказана.

2°. Условия ‘(/р), (Df) и (Вр) в теоремах 2.1 и 2.2 можно нес­
колько видоизменить.

Обозначим через п (г) число нулей функции f(z) в верхнем, со­
ответственно, нижнем полукруге радиуса г. Тогда справедливы следующие 
теоремы.

Т е о рем а 2.3. Пусть f(z)—целая функция порядка р(1<р<2) ко­
нечного типа и класса Ар Тогда следующие условия эквивалентны:
(I) а) сходятся интегралы

f In |/(re»-)/(re<"M j СМ/ (<е/?։) / (ге1*)/
J гр+1 ar> ^+i dr՛
1
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б) Нт ♦ = 0;
х •« X?

(II) существуют пределы

Теорема 2.4. Пусть /(г)—целая функция порядка р(1<р<2) ко­
нечного типа и класса Лр. Пусть далее для некоторого 6>0 она имеет 

только конечное числа нулей в угловых областях |аг£3±—| <6. Тогда 

•следующие условия эквивалентны: 
(II) существуют пределы

б) lim
X

(III) л) существуют пределы

п Ь I/ (± iff)l 
у°

1п//(х)/(-х)| 
х<>

Доказательства этих теорем мало отличаются от доказательств теорем 
2.1 и 22, поэтому мы их опускаем. Заметим только, что вместо функции 
ф(г) здесь надо рассматривать функцию —z), которая так­
же принадлежит классу Ар и нули которой симметрично расположены от­
носительно мнимой оси.

§ 3. Целые функции класса Af и вполне регулярного роста

1° В этом параграфе с помощью предыдущих результатов мы укажем 
условия, при которых целые функции порядка р и конечного типа принад­
лежат классу Af и имеют вполне регулярный рост.

Теорема 3.1. Если f(z)—целая функция порядка р(1<р<2), ко­
нечного типа и удовлетворяет условиям 

{а) сходятся интегралы

{ dt (fe =2-3» 4)> 

I

(Р) iim* 1п1/ *)1,-  = о,
х- = X?

то она принадлежит классу Лр и вполне регулярного роста.
Доказательство. Из условия (а), как и раньше (см. (1.13), 

(2-7)) следует, что f(z) вполне регулярного роста з областях и 
5—781
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A/(8) —

В частности

kt cos p

ki cos p при

при

А, (?*)  = о (А = 1, 2, 3, 4). (3.1)
Условие (iß) означает, что на лучах arg г—0 и argz—л f(z) имеет вполне 
регулярный рост, при этом

А/ (0) «= А/ («) = о. (3.2)

Из (3.1) и (3.2) следует, что

А/ (6) -0, при и I6 — Ч <- 
2р 2р

(3.3)

и что {(.2) вполне регулярного роста в областях Таким образом, /(г) 
ииеет вполне регулярный рост во всей плоскости. Кроме того из (3.3) по 
теореме А. Пфлюгера (ом. [5], стр. 199) .имеем, что для любого 

я я

2՜ --2р множество нулей функции f (z) в областях

имеет нулевую плотность. Для завершения доказательства остается пока­
зать сходимость рядов

cos р Т

где гк е* т* — нули функции / (г). Напишем формулу Карлемана для 

функции / (г) в области Др+) (К, R) (см. (1.6))

S (-Г------ -4-^ cos pf ®а----—f In |/ (Rea )| cos p(ö----—dO +
!<!•*</? 2/ itÄ'j \ 2/

fl
R

+ ։”l/л+о<1) =

л -/■(*) + /,(/?) + 0(1). (3.5)
Обозначим

TW_J.hi/(^vw">i
X
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По условию (а) функция ф(х) ограничена. Значит ограничен и интеграл 
я

֊֊֊ (’ Т (0 
/?2р 3 

л
“С другой стороны

R ПК
(։) г»֊1 л=±V (0 -X Г_

Л XX
я

= Г ( 1п I/ (^Т‘) / (<«*•)!  л + О (1), 
и\С+ R*/

так что 7։()?) в правой части (3.5) ограничен, /(г) имеет порядок р и ко­
нечный тип, поэтому /(•(/?) также ограничен. Таким образом, правая часть 
равенства (3.5), а с ней и левая часть ограничены. Теперь сходимость од- 
лого лз рядов .(3.4) следует из неравенства

Аналогично доказывается сходимость другого ряда. Теорема доказана. 
2°. В следующей теореме условие (а) заменено другими условиями.
Теорема 3.2. Если 1(2)—целая функция порядка р( I <р<2), ко­

нечного типа и удовлетворяет условиям 
(у) 1) сходятся интегралы 

■чр /о /э
| 1п|/«е *)/<>.

. • о
•2) Л/(Ф*)  = О (Л = 1, 2, 3, 4), 

.(б) Ит*  -1п (± х)| = О, 
х-» X?

то и ](г)—класса А.р и вполне регулярного роста.
Доказательство. Рассмотрим функцию £(г)=/(г) —2). Она 

удовлетворяет условиям теоремы 3.1 и, следовательно, имеет вполне регу­
лярный рост и принадлежит классу Ар. Очевидно и [(г)^Ар Индикатор 
^(г) при 0Е [ф(, фг] выражается формулой

(9) = 2 соз р
к
2р

(3.6)

где, как легко видеть, й։=Л С другой стороны, по условию теоре­

мы Л(ф1)=/1(фг)=0. Из этих двух условий вытекает, что
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Az(0) = A։cosp6--^-), при 0— (3.7}
\ 2 / 2 I 2p

Имея в ВИДУ: что при 0^[<р1։ Та]» А/(0) = Л/(к — 0), из (2.1) и (2.2} 
получаем

.. Ь1/(гея)| , 1п/А (ге'։)| — 1п|/(ге'<«-»))|
пт --------------= Ит -------- -----------пт ------------—----------=

гр £-« г*  г-**  гр
гёЕ’ г£Е‘ г^Е>

(ТС \ 
В~"2՜/

(Е°—множество нулевой относительной меры). Это означает, что /(г) 
вполне регулярного роста в области Д р *.  Аналогичное утверждение верно 
для области Др՜1. Регулярность роста / (я) в областях £)р+) и £>р-)/дс> 
называется как в теореме 3.1. Таким образом, / (г) вполне регуляр­
ного роста во всей плоскости. Теореме доказана.
Ереванский институт 
народного хозяйства Поступила 20. II. 1987

Ա. Ե. ԱՎհՏԻՍՅԱՆ. р (1 < р < 2) կ™ր<փ ամթոդշ ֆունկցիաների մասին (ամփոփում)։

ԴիՅՈւք Г-i arg z=±
я к

2+2р ճառագայթների համախումբն է։ Ներկա- աշխատան­

քում ուսումնասիրվում են p (1 <р<2) կաՐ4Ւ ամբողջ ֆունկցիաներ, որոնց զրոները ընկաք 
են "Է-ի վրա կամ նրա ծ մ ոտ». Այղպիսի ֆունկցիաների համար քանակական կապ է հաստատ­
վում նրա գրոների բազմության խտության, կեղծ և իրական առանցքներով աԼի և ք-/ր վրա 
ֆունկցիա յի վարքի մի,ել Վերքում բերվում են բավարար պայմաններ,' որոնց դեպքում ամ­
բողջ ֆունկցիաները պատկանում են յձ ? ղասին և ունեն յիովին ոեգույյար աՇլ

A. E. AVETICIAN. On entire function*  of order p (1 <Լ p -Հ.2)- (summary)

Let Г be a set of rays arg z = This paper investigates entire-

functions of order p(l<p<2)with zeros on or „close“ to F.[For such functions Connec­
tons are established between the density of sets zeros, its growth on real and ima­
ginary axis and behavior on T. At the end sufficent conditions are given which imply 
the functions belong to class Ap and have regular asymptotic behaviot.
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Ф. А. ШАМОЯН

ОПИСАНИЕ ЗАМКНУТЫХ ИДЕАЛОВ В АЛГЕБРАХ 
НЕВАНЛИННЫ-ДЖРБАШЯНА, И ХАРАКТЕРИСТИКА

СЛАБОЦИКЛИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ АЛГЕБРЫ N+

Пусть D-единичный круг на комплексной плоскости, Г—его гра­
ница, а > — 1, обозначим через А» множество всех голоморфных в D 
функций f, для которых

[ (1 - МГ log + I/ (С)| dm. (О < + со, 

D
где т.—плоская мера Лебега на D. В работах [1], [2] М. М. Джрба- 
шяном было построено каноническое представление классов А«, а 
именно им было установлено, что каждая функция /£АВ допускает 
представление

У (х) = С\ Xх те/ (z, zk) exp g£ (z), z £ D,

где . ' '' t
W _ «-±2 f (t) D,

* J ■ (i - ч 
D

(z> zk> = п/1 —M exP (z> **))> z £ D>
1 \ Zh!

fn-wriogfi֊֊)
U. 0, Zk) = 2( +1) ] ----------------zzAxj----k— dm. (О, к = 1, 2, • • •.

4 nJ (1-Cz)a+2 /
D

Произведение те/ равномерно сходится внутри D при условии сходи­
мости ряда

+f О - № < + оо. (1)
4=1

Еще раньше в [3] Р. Неванлинной было доказано, что если УС^» ' 
У (х4) = 0, к — 1, 2, • ■ •, У (х) 0, то выполняется (1).

В работе автора [4] установлено, что существуют функции У£А«> 
для которых те{, exp Ав. В то же время, если У£А„ и Р > а, то 

функции те£, exp gf £ Аа. На основе последнего утверждения и выше­
указанных результатов М. М. Джрбашяна было построено параметри­
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ческое представление класса Л« (см. [4], [5]), т. е. установлено еле 
дующее утверждение:

Класс совпадает с классом голоморфных в D функций /, до­
пускающих представление

/ (х) = Сх Xх «р(х, zk) exp | f - (Qi» * € D- (2)
I J (* ■ * z) 1
D

Здесь {z*}—произвольная последовательность из D, удовлетворяю­
щая условию (1), р—любая комплексноэначная борелевская мера на D 
такая, что

• ■ [ (1+ °°- (3)
а/ 
D

Нетрудно заметить, что относительно метрики

Р (/> я) = j<l ֊ Г-1)’ log (1 + \f (С) - g (С)|) dm. щ (4) 

D

Ав превращается в F-алгебру, т. е. превращается в топологическое век­
торное пространство с полной инвариантной метрикой, в котором оператор 
умножения на функции из Аа является непрерывным оператором (см. 
[6]). Интересно отметить, что в классе функций ограниченного вида N 
невозможно ввести метрику, относительно которой N превращалось даже 
в топологическое векторное пространство (см. [7], [8]). В этой работе на 
основе представления (2) мы получим полное описание замкнутых идеалов 
алгебры А Мы докажем, что идеалы этой алгебры определяются свои­
ми внутренними нулями и порождаются одной функцией. Для того что­
бы привести остальные результаты, введем обозначение. Через /V* обоз­
начим множество всех голоморфных в D функций f, для которых

К X

lim С Iog+ I/ (ре'’)| df = f log+ |/ (e'’)| d<f.
p-i-o J J

— X — X

; В N+ вводится метрика (см. [8], ]9[)

Р (/, g) = J log (1 + |/ (е«) -g (e«)l) d . (5)

— X

относительно которой превращается в /'’-алегрбу. В [9] получено 
описание замкнутых идеалов алгебры N+. В отличие от алгебры Л* для 
описания замкнутых идеалов алгебры N+ существенны также «гранич­
ные» нули. Так что в этом случае идеалы не определяются только внут­
ренними нулями. В § 2 мы докажем, что замыкание любого идеала в сла­
бой топологии алгебры N+ определяется внутренними нулями. Этим мы 
■даем полный ответ на вопрос, поставленный в работе [9].
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§ 1. Замкнутые идеалы алгебры А„

Основным результатом этого параграфа является следующая 
Теорема 1. Пусть I— замкнутый идеал алгебры Аа, 2 (/) = 

= /е/Д(/)» ։хе
7(/) = {дС0:/(г) = 0).

Т огда
(б)

причем существует {г^А,, такая, что 1=//Ал.
В качестве // можно брать произведение Джрбашяна "р (г, гк), 

(₽ > «) с нулями 2 (7) = (гД Г. И обратно, каждое множество вида 
(6) представляет замкнутый идеал алгебры А«.

Доказательство. Обратимся к представлению (2), из которого 
видно, что если /£Л« и / = ^ ехр (₽ > а), то ехр {± 6 >4«.

Пусть /—замкнутый идеал алгебры А„ и 70 = [/^ : Z(/)z5Z(/)).
Для доказательства первой части теоремы достаточно установить ра­
венство 7=70. Очевидно, что 1й^з1. Докажем обратное включение. 
Положим 7* = {/£ Л. :/70с/|. Легко видеть, что /*— замкнутый иде­
ал алгебры Ай. Докажем, что /* = А„, откуда следует первая часть 
теоремы. С этой целью сначала докажем, что если /£/* и /(хо) = О, 
то /(г) (г — г0)-1 принадлежит идеалу /*. Предположим, что г0 яв­
ляется нулем порядка к, (к 0) идеала I. По предположению сущест­
вует функция А 6 7 такая, что Л(А> (г0) =/»0, Л^’(го) = О, 0 ֊</ < к—1. 
Тогда если §—произвольная функция из 70, то функция /(г) § (г) X 
Х[Л(г) — А“’ (г0) (г — г0)*] (г — г0)՜*-1 принадлежит идеалу /, т. е. 
/(г) (г) Л(г) (г —г0)՜*՜'—/(г) ^(г) А(*’(г0) (г —г0)֊1 принадлежит 7. 
Поскольку/(г) #(г) (г—г0)-*-։(;Да, то первая функция в по­
следнем выражении принадлежит идеалу /. Следовательно, 
/(г) 8 (г) Л(4' (г0) (г—г0)"։£7. Но ввиду определения/* и произволь­
ности 8^о получаем, что /(г) (г — г0)-1 £ /*. Таким образом, если 
/£7* и — нули /, то исходя из вышеприведенных рассуждений и 
учитывая представление (2), получаем

У (г) тсй(г, г.) ехр {#{(;:)}
--ГГ------------------------- " / X ------- €/• (?>»)■ 

п (1 — ) ехр {— и֊р (г, г4)} П (1--------- ) ехр {—£/р (г, гД)
։ \ гк/ 1 \

Но поскольку ехр (—ё£)£.Ал, то

Если мы докажем, что lira 1г^я = 1 в топологии алгебры Л։, то, ис- 

пользуя замкнутость /*, будем иметь 7* = Ла.
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Итак, остается доказать, что

р (4 d = J(1 - W)*1о? а+14 - - w(') -* о, 

D
ири п -*• + оо. Функцию п, чтобы не осложнять запись, будем обоз­
начать через кя. Далее, положим /„ = р (кя, 1). Пусть в — фиксиро- 

1
, / е \ _ванное положительное число и г, =*= 1 — ( ---------- ) . Положим

\ 4 log 8 7

Dr, = {C:|q<r,}, CD, = D\Dr„

рК, 1)= f( ’) + [( ) = Л+/д. (7)
• < К

Сначала оценим !*■ Пусть

CD? = {С е CDr,: |к„ (С)| > 2}, CD?, = CDr,\ CD?,, 

Ясно, что • ■’

/? = J (1 - |С|)" log (1 + |кЛ (С) - 1/) dm. (0 +

CD? 
гл

+ J(1 ֊ /С|)“ log (1 + /«„ (О - 1|) dm. (О <

CD? 
гл

< J (1 ֊ 1Фв log (1 + IMQ - i|) dm. (О + (1 -r,)o2log4. (8)

Кроме того, нетрудно заметить, что

J(1 - /С|)- log (1 + К (О ֊ 1|) dm. (О < 

CD? гл

< J(1 -К/)а Iog+1K.(0| dm. (О + (l֊r,r+։log2. 

CD?,

Следовательно, учитывая (8), получаем ‘

/п < const J(1 - |C|)e+210g+ |кя (01 d т. (С) + (1 - r,)"+։ log 8. 

D
Используя лемму 1.2 из [4], приходим к оценке

/S<const+E (1-^|Г+24֊±.
*=»4-1 4
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Отсюда, подбирая л>Л](е), окончательно получаем

«<֊• (9)

Но поскольку на Ог, равномерно (я) -»1 при л —• 4- то сущест­
вует л։ (е) такое, что

<у» л>П։(е). (10)

Объединяя оценки (9), (10), получим, что при п>П]Ч-п2

Р(*л> 1)<е.

Теорема доказана.
Имеет место аналог этой теоремы в несколько более общих алгебрах. 

Чтобы привести этот результат сначала введем обозначение. Символом 
£2 обозначим класс положительных функций со на (0,1), удовлетворяющих 
также условиям <и££1(0, 1), существуют числа та, Ма>, причем 
тт, ди£(0, 1) такие, что

т„<^֊ г€(0, 1), Ч[9ш, 1].
ш(г)

По аналогии с классом Аа символом Ак обозначим класс голоморфных 
в D функций /, для которых

J (D (1 — |С/) log+ I/ (С)| dm3 (Q < + оо. 

В

Введем в ,4Ш метрику

Р(/. g) = [ «d - N) log(l + //(C)-g(C)|) dm3(4),

D

относительно которой Аги превращается в F-алгебру. Используя ре­
зультаты [10], аналогично доказывается

Теорема 2. Пусть I — замкнутый идеал алгебры Аа, р > 
log /л,„

-J--------- . Тогдаlog qm

1 = гн) Аа, (11)՛

где 2(/) = {ял)—множество нулей I, т. е.

г (/) = п г (/). (12)
/£/ V

И обратно, каждое множество вида (11) представляет замкнутый идеал 

алгебры А„.
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§ 2. Характеристика слабоциклических элементов алгебры Л/*՜

Как уже отмечалось выше, относительно метрики 

к
Р (/. g) = | loz (1 4- - g (е'°)|) (13)

— К

N+ превращается в F-алгрбру. В работе [9] получено описание замкнутых 
идеалов этой алгебры. Для формулировки основного результата этого па­
раграфа приведем

Определение. Пусть f скажем, что f является слабоцикли­
ческим элементом алгебры N+, если замкнутая линейная оболочка системы 
|z*/}*=o в слабой топологии алгебры Л/+ совпадает с ней.

.Поскольку множество всех .многочленов Р всюду плотно в /V'+, го 
■ функция будет слабоциклической тогда и только тогда, когда су­
ществует последовательность многочленов {Рп}՝ такая, что для произ­
вольного линейно-непрерывного функционала (N+)* выполняется 
соотношение

litn Ф(РЯ/) = Ф(1). (13)
п —1-~

Для сингулярных внутренних функций в работе [9] установлено, что ес­
ли их представляющая мера ■подчинена некоторым ограничениям, то эти 
функции являются слабоциклическими элементами алгебры Л+. Здесь 
же поставлена задача о характеристике тех представляющих мер, для ко­
торых соответствующая функция является слабоциклическим элементом 
глгебры N+. Из теоремы 3, в частности, ’следует, что любая сингулярная 
внутренняя функция является слабоциклическим элементом алгебры П*. 
Интересно отметить, что в случае пространств Харди Нр, 0<р<1 син­
гулярная внутренняя функция 5^ является слабоциклическим элементов 
пространства Нр тогда и только тогда, когда |1(£)=0 для произвольного 
карлесоновского множества КсГ (см. [11]), т. е. множества К, для кото­
рого | К| =0 и 
+ ՝ 1
V 1/, log —г -֊ Здесь |1 — представляющая мера функции 5,.

Ik
(/»Ц’ —последовательность длин дополнительных интервалов замкнуто­
го множества К.

Теорема 3. Пусть Тогда следующие утверждения равно-
Имеет место следующее утверждение.

сильны:
1)/(z)=A0. zfcD.
1) f—слабоциклический элемент алгебры N^.
Доказательству теоремы предпошлем несколько вспомогательных ут­

верждений. Следующая лемма вытекает из результатов работы [8].
Лемма 1. Пусть Ф—линейный непрерывный функционал на N՜, 

Ьк = Ф (z*), к = 0, 1, . Тогда существуют положительные числа
А=А(Ф) и 8 = 8 (ф) такие, что



Описание замкнуты։ идеалов 581

/6*| < А ехр {— о Ук), к = 0, !»•••» (И)
-4*“ __

причем, если Ькгк, то имеет место представление
к^О

Ф(Л = Пп> Л_ [/(ре")# («֊'•)< /6ЛГ. 
и—1-0 2тс ։ (15)

И обратно, если у—голоморфная в О функция, коэффициенты разложе­
ния которой при некоторых А^>0 и 62>О удовлетворяют оценке (14), то 
по формуле (15) £ порождает линейный непрерывный функционал на

2 1֊։Пусть Р (г) = (1 —г)1о£
1 — г

г£(0, 1). Введем в рассмот­

рение пространство Е (Р) как множество всех голоморфных в О функ­
ций /, для которых

11/1е (Р) = УI/ (01 ехр (- Р (К1)) Ли, (С). 

О
Очевидно, что относительно нормы || ]Е(Р) Е (Р) превращается в ба­
нахово пространство. .

Лемма 2. Пусть /£Е(Р), М(г, /) = тах |С(>)|. Тогда справед- 
, .. М<г

лива оценка

М (г, /)<С ехр [-----------֊------к֊) Д(₽), (16)
1(1 _г)1ог^_/

1 — г

где С—положительное число, не зависящее от
Доказательство. Пусть /£Е(р), С0€О. Используя субгар­

моничность |/(С)|, имеем

,г).3 |'|/(0Г</т,(0, (17>
«р։(1- Ко) 1

Яр (У

где Кг (Со) = (С:|С —С0(<р(1 — Ц)). Поскольку при С £ К( (Со)

-_____ 1_______ <_________________1— ,
(1+р)(1-Ко|) 1-К1 (1-Р)(1-Ко1)

то справедлива оценка

// (%)1 < яр։ {1 _ ехр
[ • • _______ 1_
|(1,-р)(1֊|С0|)1о« 1

(1-р) (1-Ко|)

X ]|/(О|ехр(-Р(|Ч)) Ли։(С).

Яр (С.)

п 1Полагая р = —> получаем
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I/(Со) I ** exp I ! •

1 I'ol
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть ! (.Е(р) и f (z)= £ atzk, z£D, тогда имеет 
и

место оценка

1«я1<С|/1'Е(р>вхр[121/ « [. п = 2, 3,••• . (18)
I У log п J

Доказательство. Исходя из неравенства Коши и учитывая лем­
му 2, имеем

( 6 Iехр------------------ g-
ЛНг /) l(l —г)1ог ——
-Н1 < С Ие ■

Следовательно

41 < С։ Ие (р) ехр(----------- - ------- Ö---- 1. п = 2, 3, • • • ,
^֊Ulog֊ J

1 Г п

, 1
где г„ = 1 ֊ ֊֊----- •

у п log п

Подставляя указанное значение гп, сразу получим доказательство 
: еммы.

Лемма 4. Пусть g (z) = £ Ьп zn —голоморфная в D функция, 
n-J

при этом коэффициенты Ь„, п = 0, !,••• при некоторых о>0 и
Л^>0 удовлетворяют оценке (14). Тогда по формуле

X
Ф(/)= Нт 4֊ /6Е(Р) . . (19)

р-1֊о 2к J
—К

порождается линейный непрерывный функционал на е(Р).
Доказательство. Пусть

К
Фр (/)=֊֊( / (pe'T) S (е-/?) = V ак 6. (Л Р 6 (0, 1),

— к
где {а*}—коэффициенты разложения функции f. Тогда, учитывая оценки 
(14) и (18), получаем

laj СЦДе ехр [—о ехр [12 1 / k ] <
( У logic)

<С,||/||Е(р)ехр(֊8։/Л)(8։>0).
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Отсюда немедленно следует представление

ф(/)= lim Ф₽(/)=£а46* 
я-1-° *=о

и опенка 
|ф(/)1 < с3[|/]Е(р>,

что и требовалось доказать.

Лемма 5. Пусть 5И (z) = exp 

ная внутренняя функция

^(9) сингуляр-

V(x) = - f
J е" — г

Тогда для любого натурального т существует последовательна:™ много­
членов (<2,л, ,)л~" такая, что 8Ст, п 5—5 ։Р'”1Е (р) — О при п-* ։+ оо.

Доказательство непосредственно следует из полноты системы много­
членов в М+. Действительно, очевидно, что е(р) при любом т = 
= 0, 1, 2,••֊. Поэтому существует (С?™,я )+7։ такая, что

0 ПРИ п ■* + 00 • Отсюда

10-, и 5- 5 ¥"|е (р) < -֊ ’Ив (р, - о

при п—^ + со. Лемма доказана.
При доказательстве следующей леммы мы используем методику ра­

боты [14]. л
Лемма 6. Пусть 5ц—сингулярная внутренняя функция. Тог­

да существует последовательность многочленов {Ря|^ ՝ такая, что

Нт Ря5֊1|Е(р) = 0.

Доказательство. Обозначим через Е(5) замыкание множест­
ва Р5 в Е(р), здесь Р — множество всех многочленов от г. Из лем­
мы 5 следует, что 54?’"՛ ££(5), т = 0, !,•••, где '₽=1ог5, 1тЧг (0)=0, 
Пусть Ф — линейный непрерывный функционал : Ф ±£(Л). Докажем, 
что Ф(1) = 0. После этого утверждение леммы будет следовать из 
теоремы Хана—Банаха. Пусть ?£[0. 1], положим о(/) = Ф(5/). Имеем 
о(т) (<) = ф (5՛ Чг"'). Учитывая лемму 5, имеем

8(",(1) = 0, ш = 0, !,•••, (*)•

Используя теорему Ф. Рисса, получим представление

ф(/)= /(՝) § Г’) ехр {— Р(|ч|)] (1т1 (С), /С:Е(р),
о

где (В). Следовательно
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|8(я) (01 < ||5' (С)| 1ЧГ- (01 |g(0| ехр (- >(|С|)) rfm։(O < 

D

•CteL (2Н)" f %(Z^(r)) } =teL(2M)-мя..

Последняя оценка следует из неравенства

Отсюда легко видеть, что

^(ОК——. C£D.
(1-KI)

Вычисляя указанный супремум и производя элементарные упрощения; убе­
димся, что

|о<я,(/)1 < с՞ л/я < сГп՞ (io? п)я, п=2, з,
где Ci—некоторое положительное число, не зависящее от՜/.՛.

Но поскольку V к * — 4֊ со, то по теореме Т. Карлрмана (см- 
■ /Л4*

[12]), 8 принадлежит некоторому кваэианалитическому классу функций;
По (*)8(f) = 0, t £ [0, 1]. Поэтому Ф(1) = о(0) = 0. Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Сначала домажем импликацию
2) =S> 1). Итак, пусть /—слабо циклический элемент алгебры Л/+.. До֊ 

4՜ •“
кажем, что /(z)=/=0, z£D. Пусть 1г (С) = J] z* С*. Очевидно, что пр»֊ 

я=0
фиксированном z£D функция С -*• !г (С) удовлетворяет всем условиям, 
леммы 1. Следовательно, по формуле

Фх (g) = lim 4֊ f g (pe'e) l, («-'•) dd = g (z), z 6 D, g£ W+,
p-l—0 Jit J

—X

порождается линейный непрерывный функционал на Л/+. Поскольку f— 
слабоциклический элемент алгебры Л+, то существует последовательность՛ 
многочленов (Л.]“, такая, что для любого линейного функционала. 
Ф^(ЛЛ)* Ф(Ря/)-Ф(1), в частности

, ФДР«0֊>ФД1), т. e. P«(z)/(*)-► 1, z£D.

Поэтому f(z) =/=0, z£ D. Докажем теперь обратное утверждение. Пусть ■ 
f£N+ и /(z)=/=0, z£D. Обозначим через Z. (/) замыкание множества 
Pfv слабой топологии алгебры 7V+. Р, как и прежде, множество всех 
многочленов от z. По теореме факторизации/допускает представление?

. ж • «

{
1 г Л -L - ) .( /• t ;0 4- 9 1 de*— I — log /|(e'e)l<Mexp֊l— —--------Q/ •

2к j e/B—z J l J e*'—z J
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Здесь ц—неотрицательная сингулярная мера на [—я, я]. Очевидно, что 
•2/—обратимый элемент алгебры Л/+. Поэтому существует последователь­
ность многочленов (Ря|1 , так что р (ря, Оу1) — 0 при п->4֊со. 
Но поскольку оператор умножения на является непрерывным опе­
ратором в Л'+, то р(Р„О/, 1) —’ 0 при п —• -|- оо. Таким образом, 

= Учитывая лемму б, можно подобрать последовательность 
многочленов |<2Я)“ такую, что (?я5/->1 в сильной топологии прост­
ранства Р (р). Следовательно, для \юбого линейного непрерывного 
функционала Ф £ (Р (р))*

Ф«2.Л/)-Ф(1) (п — + со). (20)

Но поскольку каждый линейный функционал Ф£ (УУ+)* по лемме 1 по­
рождается некоторой функцией ё с условием (14), то по лемме 4 этот 
же функционал непрерывен в топологии пространства Ф(р). Поэтому ра­
венство (20) выполняется при всех Ф£ (Л^+)*. Теорема доказана.

Замечание. В работе [15] доказано, что если [=3—сингулярная 
внутренняя функция и Ф£(Л^+)*, то существует последовательность мно­
гочленов (/’«}”, вообще говоря зависящая от Ф такая, что

11т Ф(Р„3) = Ф(1). (21)
п •

Из теоремы 3 следует, что можно подобрать {Ря}” такую, чтобы (21) 
выполнялось одновременно при всех Ф£(7У+)*.

Естественно возникает вопрос: существуют ли сингулярная внутрен­
няя функция 3 и последовательность многочленов {Рп} такие, что 
Рп5 — 1 (п -» + со) в сильной топологии алгебры Л4՜. Следующий 
результат дает ответ па указанный вопрос.-

Теорема 4. Для произвольной сингулярной внутренней функции 
имеет место соотношение

1п(?(Р5, 1) = <7,>0.

Доказательство. Вопреки утверждению теоремы предположим, 
что существуют Р„ такие, что р(Рп$, 1) —0, п— + ос. Тогда р(РяЗ, 
РщЗ) — 0, (п, т —* т сс). Следовательно

Е

р(РяЗ, Р,я5) = [ 1од(1 + |РЯ (е‘") 3(е») - Рт (е'։) 5 (е'’)| М =

= ро» (I + 1Л (е/։) - Р„, (е/։)|) М - 0, 

— к

при п, т—>֊ + оо. Но ввиду полноты пространства Л+ получим, что сущест­
вует функция /£ЛГ1՜ такая, что р(Р„ /) ֊>֊0, п—4֊ое. И следователь­
но, но первой части теоремы 3, Ря(г) — р(х), и одновременно
Рп (г) -*3~։1(г)‘ Отсюда получаем. что очевидно
не выполняется. Теорема доказана.

Из теорем 3 и 4 непосредственно вытекает
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Следствие. Пусть S—произвольная сингулярная внутренняя 
■функция. Тогда на фактор-пространстве N+/SN+ не существует линейных 
непрерывных функционалов, кроме тождественного нуля.
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« 1
j У (1 — ր)* log+ I/ (re*)) rd rdy< + oo:
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ների նկարագրությունը/ 9

F. A. SHAMOIAN. Closed ideals of the Nevanlinna-Djrbushian algebras and weak- 
cyclic functions in the algebra N+ (summary)

The paper gives a description of the closed ideals of the algebra^ of the func­
tions f for which

к I
У j՞ (1 — r)’ log+ |Հ (re,f)| rd rdy< + 00 • 

֊«»
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УДК 517.53

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

В. С. ЗАХАРЯН, И. В. ОГАНИСЯН

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ТЕЙЛОРА ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
М. М. ДЖРБАШЯНА Вл (г; дА)

Пусть {г*}1 , (0 < |гх| < 1) — произвольная последовательность 
комплексных чисел, пронумерованных в порядке неубывания их моду­
лей (|гл| < |г*+1|, 1с — 1, 2,- • •).

Как известно [1], если

£ (1—խ..|)4*< оо (— 1 <<։< + «>), 
Л-1

то бесконечное произведение М. М. Джрбашяна

Вл (г, д.) = П (1 - ֊=֊) ,
л=1\ Да/

где

1ч

ժյք_ V Г(1+х-ЬА) 
Л1Т(1+а).Г(1.+ к)

ч/х - 5й

(1)

(2)

1 (3)
О

■сходится в единичном круге ] г | < 1 и представляет там аналитическую 
функцию, обращающуюся в нуль на последовательности lz.li՜.

Функция В, (2; является естественным обобщением произведения 
Бляшке

8/ \ „ ПЛ хк — х
(х; £к) = П — ;-----=—

*~>1 2* 1 — £к г

и совпадает с ним при значении параметра а-= 0, то есть Вп(г‘,гк) = 
^В(г; г*).

>ч
Обозначим через В» (и) п-ный коэффициент ряда Тейлора функ­

ции Ва (г; г»). Для тех В (г; гл), нули которых удовлетворяют усло­
вию Ньюмана

зир(1-к*+1|)/(1-Ы)<1, (И)
Л> I 

получена [4] оценка

(4) 
\ п /
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В работе [5] доказано и обратное утверждение: из условия (4) сле­
дует, что множество нулей {г*}* состоит из конечного объединения (М) 
последовательностей.

Для значений параметра а£(—1; 0] в работе [2] доказывается, чтс 
если выполняется условие

2 1-|ха| V* 
>я- гк\) ФУ

то в точке ей существует радиальный предел
Вл(е10; г*)= 15т°/?«(гей, я*). (6)\

При а=0 условие (5) является [3] необходимым и достаточным для су­
ществования радиального предела (6), равного по модулю единице.

В данной работе получена оценка коэффициентов Тейлора 2?,(п)։ 
для —1<а^0 при условии, что все нули расположены на одном радиусе 
и по модулю, со скоростью геометрической прогрессии, стремятся к едини­
це. Из этой оценки видно, что тогда функция (2; 2*) при —1<а<0 
становится непрерывной в замкнутом круге |г| ^1. Полученная оценка, 
показывает, что при —1<а<0 условие (5) является только достаточным: 
для существования радиального предела (6).

Для доказательства теоремы сначала приведем вспомогательные лем— 
мы.

Леем а 1. Для всех значений г£ (0; 1) и а £ (—1; оо) имеет место 
соотношение

• г 1

Г. (г; г) = 1п(1֊ г) + [ С1֊•*)*—1 Их + Г- <*х.

Доказательство. Согласно (3)

I х Ик1՜՜)

О г

_ И (!-*)• у Г (!+« + *) »1
Д х л±!1Г(1+а)-Г(1 + й) / 
о

. Г ( Ц-*)' у г (!+« + *) г»*) Лх 
I х 4=] Г (1 т а) Г (1 -г к) х» )

Г
Применяя разложение

1 = у .< |Ю| < 1,
(1—а>)1+* Дг(1+^)-Г(1+а) “
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получим .

Лемма доказана.
Приведем также две леммы, доказательства которых можно найти в 

работах [6] и [9]. Они нам понадобятся при доказательстве теоремы.
Лемма 2. Если последовательность {гл} удовлетворяет условию 
то для любого £>0, при п-^оо

£ Ыя(1-1**1)₽ = о(-Ц- 
я-1 \ГГ/

Лемма 3. Если множество нулей {?к}1 удовлетворяет условию
<(^)» т® имеет место неравенство

г*)|> -А-.
1 — к»1

.где 6>0—некторая постоянная.
Докажем теперь основную теорему.
Теорема. Пусть множество нулей {2л}' удовлетворяет следую­

щему условию:

4 = 1, 2,---, 0<а<1, 0<<р<2г, (7)
тогда

\71 + • П а /

Доказательство. Во-первых заметим, что произведение Д, (г; 2н) 
сходится, так как из (7) следует, что выполняется условие (1).

Имеем, далее

2с

Ва (л) — — |ДО (е'։; гА) е֊"” </6,
2«

о
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_____ 2ч
Bi (п) = —— | В„ (ея; z*)e//rtd9.

и

Но

Вычисляя интеграл с помощью вычетов, получим

r։(zm; к*))

Ä(n) = £ 
т ֊։ Во (zm>

Имея в виду [7, 8] неравенство

Re | IF, (z; ') - IFO (z; 5)| >0, —1 < a C 0, |z| < 1, |<| < 1,

(8)

(9)

•оценим сумму 
о» /И
S Re I 17„ (z,„; zj - W (z,„; zt)| < £ Re / Wu (zm; zj - IF, (zm; zj ). 
4=1 d—i

Имея в виду применяемое при доказательстве неравенства (9) раз­
ложение в тригонометрический ряд функции

Re|lF,(z;£)-IF(1(z; 5)|=^+ V ак (?) |-»f cos (Ar-arg«.), 
2 *-i

где ? = |;|, «. = z •; и а*(?)>-0, Ас = О, 1,---, а также условие (7), на 
ходим
•• т
£ Re | lF0(zw; zj - IF (z„,: zj| < £ Re | IF,.(zA; zj - IF,(zm; zt)}. 
к -1

Используя лемму 1, имеем
1>*1

X Reiir.U.; л,)֊ :„)> < £ ( I ‘~(1~х|\х +
*֊1 4—I I J x

0
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I*»։

(I-*)1
1-^1

dx

так как
1

l*J

f dx,

(1֊

о

Из равенства (7) и условия —1<а^0 получим

Г* 1-(1֊х) т

О

= а

Так как In (1— |гж|) = /и -In а, то т =

/ a \ t1 m----------- | •
\ 1 — a/

ln(l---- l£ml)։ следОвательн(>
In a

£ Re (1FO (*„; zk) - W„ z*)| < In (1 - |zml)“/In “ - ֊
1 — a

Из (8), применив полученную оценку, а также лемму 3, находим 

|B.(n)|< const £ |z„|e-1 (l-|z/B|)1+e/,no'. 
т -1 ' .

Использовав, наконец, лемму 2, находим

|&(я)|<о/- —~ - У 
\п1+ *Па а )

Теорема полцрстью доказана.
Следствие 1. Если нули {zx}f удовлетворяют условию (7), то,, 

согласно доказанной теореме, при —1<а<0 имеем IB.(n)|=of —---- »
\7р+°/*по/ 

где 1 + а/1па^>1, поэтому функция Вл (z՝, zk) будет непрерывной и пт 
раз дифференцируемой в замкнутом круге |z|-d, где т — наибольшее;

_ я 
целое число, удовлетворяющее условию т -

In а
Следствие 2. Так как при zk = (1 — а*) е18 имеем

то из следствия 1 вытекает, что для существования в точке ел радиаль-
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кого предела (6), условие (5) при а £ (—1; 0) является только доста­
точным.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступила 2. IV.1987
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նկարագրության և հանրահաշվի թույլ ցիկլիկ էլեմենտների բնութագիրը . 6է 575
Դ. Յո։. Պանինւս. Ուռուցիկ մարմինների ներկայացումը նվազ լափոզականություն 

ունեցող մարմինների գումարի տեսքով . . . .... 4/ 385
՜Պ. Լ. Պսյյակով. Հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերջավոր կարգի զրոները բազմաշրջանում »4, 386
Ա. է. Ջ^քաշյան, Ա. Հ. Կարապետյան. Ինտեգրալ անհավասարություններ համալուծ 

պլուրիհարմոնիկ ֆունկցիաների միջև բազմաչափ տիրույթներում • . 3, 216
'Մ. Մ. Ջրրաշյան. Կոմպլեքս տիրույթում մի եզրային խնդրից ձնվսդ սեփական 

ֆունկցիաների րաշխայնության մասին ....... 5, 409
՛Մ. Մ. Ջրքաշյան. Գիտական աշխատությունների ցուցակ . . . . . . 6, 509
Մ. Մ. Ջրթաշյան. Համառոտ ակնարկ Հայաստանի մաթեմատիկոսների կողմից շաշա­
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կիրառությունների բնագավառում ձեռք բերված արդյունքների մասին . • 6, 517

Մ. Մ. Ջրթաշյան, Ս. Գ. Ռաֆայեցան. Ֆուրյեի տեսքի համակարգը ծնող հատուկ 
եզրա՛յին խնդիրները • • • • • • • • . ^ • 2լ 109

• 0. Վ, Օղինոկով. Հարթ սիմվոլով օպերատորների համար Կոշու խնդրի կոռեկտու­
թյան մասին ........... • քյ 65

Հսւմաաւա հաղորդումներ

'Ա. . Ե. Ավետիսյան. Ֆունկցիաների համակարգի լրիվության և մինիմալոլթյան մասին 1է 81
Ռ. Հ. Արամյան. Ուռուցիկ մարմինների դրոշակային ներկայացումներ և կորու­

թյան շափեր . • • • • • • • » ՚ . 1> 97
. Վ. Ս. Զա քարյան, Ի. Վ. Հովհաննիսյան, Մ. Մ. Ջրթաշյանի. Ba (zt z*) արտա­

դրյալի Ւեյլգրի գործակիցների մասին ■ • . . . • . 6է 588
• Վ. Ս. Զա քարյան. Մ. Մ. Հրբաշյանի արտադրյալների մի գնահատականի մասին 2, 189
Ա. Հ. Կարապետյան. Ինտեգրալ ներկայացումներ խողովակաձև տիրույթներում . 1լ 91
Հ. Մ. Հայրապետյան. Սևեռված բևեռներով ռացիոնալ կոտորակների ոչ լրիվ հա­

մակարգով ծնվող ֆունկցիաների եզրային արժեքների մասին . . • 3, 297
է. Մ. Մաղունց. Դիֆերենցիալ հավասարումների Լլիպաիկ համակարգերի ընդհա­

նուր լուծման ներկայացումը 4; 402
Հ. P. Ներսիսյան, Մ. Ջ*. Սաղակաշվիլի. Վիներ-Հոպֆի ինտեգրալ հավասարումների 

դիսկրետացված համակարգի նետերոլթյան մասին. . . . . 1է 87
* Վ- Ա. Սկվորցով. Բազմաչափ Հարի շարքի միակության վերաբերյալ մի թեորեմի

մաոթն ............................................................................................  . 3, 293
Ե. Ա. Հարությունյան. Մարկովի շղթայի վերաբերյալ վարկածների օպտիմալ ստուգ­
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