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hlilրագրությունր խնդրում Լ այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները

/. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված Էջ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալոլԼ հողվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացաոիկ դեպքերում խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2* Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկո։ սրինակով։ Ռուսերեն 
էհա յերեն ) ներկայացված հոդվածին անհրամ ևշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
I ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեւ 
Համապատասխան (եդվով։

3. Մեծատառ շատինական տասերը, որոնք միանման են համանուն փոքրաաաո երին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու հծիկով 
վերևում։

Հունական տասերը ւգետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կոլրսիվ տաոնրը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին Էջերի վրա, երկու սրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեգը տեքստում Էջի ձախ մասում։

Տ, Գրականութ յունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում , ընդ որում, գրքերի համար 
■Նշվում է հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հըատարակչոլթ յունը, հրատարակ-
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը^ 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

ամսա գիրը յ

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում , տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

0. Սրբագրության մամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման մամ կետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հողվածի մերմման դեպքում հեղինակին վերագարձւէում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերմման պատճառների պարզս։բանումովւ 

Ց. թողվածի վերջում ւսնհրամեշտ է նշել այն հիմնարկի Ափվ անունը, որտեղ կատար­
ված 4 տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հողվածը, նշի իր չրիւԼ հասցեն, անունր և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 2Տ ‘աոանձնատիպերւ

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բագըամյանի պող., 24 ր։ Գիտությունների ակա­
դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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Н. Е. ТОВМАСЯН

КОРРЕКТНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В ПОЛУ­
ПРОСТРАНСТВЕ В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ, РАСТУЩИХ 

НЕ БЫСТРЕЕ ПОЛИНОМА

Введение

Рассматривается система дифференциальных уравнений с постоянны­
ми коэффициентами

1.и =^- -лЛ'-Д')и = С; ((, х)6Л*+1, (1)
о/ \ Ох /

, д ( д д д 1 . .где х = (х։, х։,- • х„); — = ֊— » -— ,• • , А (х) — квадрат­
ах ( ах| Ох։ Охп]

ная матрица порядка т, элементы которой — полиномы действительной 
переменной х = (х։, х։,։--. хя), и (х,/) = (н։ ^х, ит(х, /))—ис
комая вектор-функция, ։ — 1, Л"+1=|(х, <)> ^2>0, х^Н"}.

Определение '1. Мы считаем, что функция и (х, I) принадлежит 
классу М, если она вместе с производной по < непрерывна в замкнутом по­
лупространстве I 0, х £ /?п и удовлетворяет оценкам

Г~^т՜0՜ * с‘1(1 Нх| +|*‘)Г։> (х> /И/?++1’ у^0-1- (2)

где С1 и сг—некоторые постоянные, зависящие от функции и (х, I).
Определение 2. Будем говорить, что функция /(х), заданная в 

Яп, принадлежит классу если она бесконечно дифференцируема и удов­
летворяет оценкам

^/(х.)|<с4(1+|х|Г. (3)

где с* и а — некоторые постоянные, зависящие от /(х) (а не зав исит 
.э1*1 х

от к), к= {ку, к-к---, к„>, |<г| = ку ----- + кК՝, Ох/— " д ------------~к •
0X1 0x2,•••, Оп

Делая преобразование Фурье по переменной х в системе (1), получим

£и=^_ А(в)«==0, *>0, </?'՛, (4)
Л

тде у=Г(и (х, О)-Здесь и в дальнейшем под Е{и(х, #)) иР~'(и(х, <)) 
понимается преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье 
функции и (х, /) (как обобщенной функции) по переменной х. Под ре-

.шением уравнения ։(4՝) понимается функционал «(£), зависящей от



310 Т°вмасян

как от параметра, который при фиксированном / принадлежит классу 
5'(R՞) и имеет вид Г /)), где и (х, 1)£М. В уравнении.
(4) производная по I понимается в слабом смысле, а по х — в обоб­
щенном смысле.

Пусть Е— единичная т-мерная матрица, X, (а), Ха(а),--, (з)'—
корни характеристического уравнения

с!е1 (Е>— А (’)) =0. (5).
Корень берется столько раз, какова его кратность. Обозначим р(а)— 
число корней уравнения (5) с Йе X -С 0.

Определение 3. Точка а0 £ R" называется регулярной точкой 
для системы (1), если в некоторой окрестности этой точки функция, 
р(я) постоянна, в противном случае точка называется нерегулярной.

В дальнейшем регулярность или нерегулярность точки а подра­
зумевается для системы (1). В данной работе предполагается, что все- 
точки регулярные, кроме конечного числа точек о։, оа, •••, ач.

Отметим, что при п = 1 данное предположение всегда выпол­
няется.

Пусть Со — пространство R'՝ без точек я։, аа,---, я,/։ При п^-2՛ 
функция р(а) в области (70 постоянна. Это число, называемое пока­
зателем регулярности уравнения (1), обозначим через р0.

Рассмотрим следующую задачу.
Задача А. Найти решение системы (1) в классе М, удовлетво­

ряющее граничному условию

0('7-)«М)=/(х), (б>
\ дх/

где <2(х) — матрица размерности р0 X гп, элементы которой — полино՜ 
мы, /(у) = (/։ (х), /а (х),-• /р,,(х))— заданная вектор-функция из
класса М

Под решением задачи А понимается классическое решение. Делая 
преобразование Фурье по х в граничном условии (6), получим

<?(’)«(", 0) = ? (о), (7)
где g (а) = /у.

Определение 4. Будем говорить, что задача А в зочке (То £ Яп 
удовлетворяет условию Лопатинского, если однородная задача (4), (7) 
при а = Сто имеет только нулевое решение в классе обычных функций, рас­
тущих по t не быстрее полинома.

Отметим, что в нерегулярной точке условие Лопатинского заведомо 
нарушается.

В случае, когда все точки регулярные, кроме меры 0, задача А в клас­
се обобщенных функций и (х, /), для которых Еи(х, /) есть обычная функ­
ция, растущая не быстрее полинома по х и по /, рассмотрена в работах 
И] — [3]. В этом классе доказана единственность решения этой задачи и 
получены необходимые и достаточные условия на Я(а) = Е((х) для раз­
решимости неоднородной задачи.

В случае, когда условие Лопатинского выполняется всюду, задача А 
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рассмотрена в работах [4] — [5] и доказано существование и единствен­
ность решения этой задачи.

Задача А для однородного эллиптического уравнения высшего поряд­
ка с однородными граничными условиями в классе бесконечно дифферен­
цируемых функций определенного роста рассмотрена в монографии [6]. 
При выполнении условия дополнительности доказаны существование и 
единственность решения этой задачи.

• В работах [7]—[8] показано, что если есть нерегулярные точки, то 
однородная задача А имеет бесконечное число линейно независимых ре­
шений, даже если во всех регулярных точках условие Лопатинского выпол­
няется.

Как показывают вышеуказанные работы, при добавлении хотя бы 
одного условия вида (6) рассматриваемая задача становится некоррект­
ной.

Целью данной работы является указание дополнительных начальных 
условий, при которых задача А становится корректной. При этом предпо­
лагается, что во всех регулярных точках условие Лопатинского выпол­
няется.

Теперь сформулируем основные результаты данной работы. Для это­
го введем некоторые обозначения.

Пусть п>2 и з։, «։,•••, оч — нерегулярные точки системы (1)

p+(0) = J_f (Ел-Л (а))՜1 Л; Р֊(а)=2- С (Ек֊Л«Ч (8)
2 П J 2 к; J

7* (о) 7՜ (о)

где 7+(о) (1՜ (3)) — контур в комплексной 'плоскости, охватывающий 
корни характеристического уравнения (5) с Re).^>0 (ReX < 0).

В работе [9] показано, что матрицы Р* (а) и Р~ (а) бесконечно 
дифференцируемы в регулярных точках, причем

rang Р + (з) = т —р(з), rang Р՜ (з) = р(а).

Условие Лопатинского в регулярных точках эквивалентно условию [9]

rang (Р ) = т, з £ Go. (9)
\ Q(°) /

В дальнейшем условие (9) предполагается выполненным. Пусть и« (х, О— 
частное решение задачи А, существование которого будет показано в § 2 
данной работы. Дополнительные условия зададим в виде

Bi {х, 0) — и, (х, 0)) * <?j (х) = e~hjX pj (х); j = l, 2,- •, q, (10)

где Bj (г)— матрица размерности (р (зу)—р0)Х т, элементы которой — 
полиномы, р։ (х) — заданная вектор-функция размерности р(з.) — р0, 

компонентами которой являются полиномы, ел (х)£С£, supp о;.(х) на­
ходится в малой окрестности точки aj, и в некоторой окрестности
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—1этой точки функция <ру(х) равна 1, <р(х) = / (<р (;)). Здесь ив даль­
нейшем / *g— свертка функций / и g, т. е.

/(*)* g(x)= j/(x —5)^(0^- 

— *»
В работе доказаны следующие теоремы.
Теорема 1. Для того, чтобы задача А. с дополнительными усло­

виями (10) имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы

/ Q(«y) \ 
rang! |=m, j*= 1, 2,-• q. (11)

В высказывании «имеет единственное решение» понимается существование 
и единственность.

Пусть р(s։) =р(а։) = • • • = р(ав) =*г0. Рассмотрим дополнитель 
ные условия вида

/ (j \ а
А>( 'Г1 ° — 0)) = 2 ехр(— гз х) рДх), (12)

\ ох / у_1 7

где Д, (х)— матрица размерности (гп — р0) X т, элементы которой — 
полиномы, Pj(x}—заданные вектор-функции размерности г0 — р0, ком­
понентами которых являются полиномы. В этом случае имеет место 
следующая

Теорема 2. Для того, чтобы задача А с дополнительными усло­
виями (12) имела единственное решение, необходимо и. достаточно, чтобы

/ Q \ 
rang! 2?0 (3/) 1 = ՞։, /=1, 2,•••,?.

Работа состоит из двух параграфов. В § 1 приводятся некоторые вспо­
могательные предложения. В § 2 исследуется задача А с дополнительны­
ми условиями (10) или (12) и приводятся результаты для п = 1. Пока­
зана естественность дополнительных условий (10). § 3 — полученные ре­
зультаты иллюстрируются для системы Карлемана-Векуа.

В работе указывается метод решения поставленной задачи и оценки 
'Производных решения.

§ 1. Некоторые вспомогательные предложения

Рассмотрим следующую задачу.
Задача В. Найти на полуоси I > 0 решение системы

аг
(13)



Корректные граничные задачи 313

удовлетворяющее граничному условию

ЯоУ<О)=а (14)

в классе функций, растущих не быстрее полинома, где Ао и Во — по­
стоянные матрицы размерности т X т и г X т соответственно, 
/ (/) = (/։ ((), /ч (#)»• ՛ /т (<)) — непрерывная вектор-функция, расту­
щая при I -» + о։ не быстрее полинома, «— заданный постоянный 
г-мерный вектор, г — число корней характеристического уравнения

ае! (£Х - Лц) = 0, (15)
у которых Ре X ֊< 0.

Пусть Р+— матрица, определяемая формулой

Р+=~ Г (£'• —А)՜1 А
2 «г Л 

т+
где ?ь — контур в комплексной плоскости Ре X 0, охватывающий 
корни уравнения (15) с РеХ^>0. Условие Лопатинского для задачи В 
совпадает с условием

гап8(в.)=т'

В работах [1] и [9] доказана следующая
Лемма 1. При выполнении условия Лопатинского задача В имеет 

решение и оно единственно.

Лемма 2. Если матрица Во имеет размерность т, где 
г^г и

/Р^\
гап£( о ) = т —Г-1-Г1, 

\&о '
то однородная задача В имеет г—Г1 линейно независимых решений, а не­
однородная Задача всегда разрешима.

Действительно,в этом случае в условие (14) можно добавить новые 
условия так, что будет справедливо утверждение леммы 1.

Обозначим через Мо класс функций в вида

«(х, 0 = скЦ)хк, (16)
к-0

где 10 — произвольное целое число, ск (?) (1с =0, 1, • • •, /0)~ т-мерные 
вектор-функции, первые производные которых непрерывны в области 
/>0и растут не быстрее полинома при /-»-{-оо.

Задача С. В классе Мо найти решение системы

^7 = А 2 (*, <)€#+> (17)
М \ Ох/ *-о

удовлетворяющее граничному условию

сЛ’֊^ш(х, 0) = акхк, х£Л1, (18) 
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где а4 (<) — непрерывные вектор-функции размерности т на полуоси 
<^•0, растущие не быстрее полинома, С(х)—матрица размерности 
г X т, элементы которой — полиномы, г — число корней уравнения 
Ие! (Е>. — А (0)) = 0 с КеХ<0, а* — постоянные векторы.

Лемма 3. Если
/ С(0) \

ГЭПО I 4- . =Чр+(0)/

то задача С в классе Мо имеет, и притом единственное решение.
Доказательство. Подставляя и> (х, Л из (16)' в (17) и (18) при 

/0^-тах(/, /։), получим относительно сА(<) задачу вида В, которая 
удовлетворяет условию Лопатинского. Согласно лемме 1 она имеет един­
ственное решение в классе функций, растущих не быстрее полинома.

Так как вектор-функции с4(<) удовлетворяют уравнению вида 
(13), то с&(<) также непрерывны и растут не быстрее полинома.

Лемма 4. Если С<х) — матрица размерности т, где 
Г1՝С г и

( с (0) \ гапг( (0).) =

то однородная задача С имеет бесконечное число линейно независимых 
решений, а неоднородная задача всегда разрешима.

Лемма 4 доказывается аналогично лемме 3, при этом используется 
лемма 2.

Лемма 5. Для того, чтобы однородная задача А с дополнительны­
ми условиями (10) имела конечное число линейно независимых решений, 
необходимо, чтобы имело место условие (11).

В случае однродной задачи в условии (10) частное решение ио(х, 0 
можно взять равным нулю. При Я=1, <7=1, л'1=0 лемма 5 непосредствен­
но следует из лемм 3 и 4. Общий случай доказывается аналогично. Лем­
ма 5 говорит о том, что условие (11) необходимо для корректности задачи А 
с дополнительными условиями (10). В дальнейшем это условие предпола­
гается выполненным.

В работе [5] доказаны следующие оценки для корней уравнения (5);

Мо)։<с0(1 + |а|)л»(/==1.2,---, /и), (19)

|Ке/.у(а)|>с։ |з — 0,1"՛ •••|з- з9|п’(1 -1-|3|)п?+ь у = Ро>..., т, (20)

где с0> с։, лР п3,-՛-, п9+1 — некоторые положительные постоянные.
Рассмотрим следующую систему уравнений в классе обычных функ­

ций։

^■ = Д(о)у+/(о, 0, />0, (21)
0.1

где у (а, /) = (^1(о, 0, у3 (а, г), ■ ■ ■, ут (а, 0) — искомое решение, 
/(а, 0 — непрерывная функция по з и I при о £ R", Г^֊0, з=^о։, ’а, 
удовлетворяющая неравенству
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1/(9, 01 < с/9 - а1Г'”' • • -|з - 9?Г"-/ (1 + |з|)т’+«(1+ 0т’+2, (22 

с, тх, т1г---, тд^2—некоторые положительные постоянные.
Лемма 6. Если у (=, /) является решением уравнения (21) 

при о^Р" и = э։, о,,-*-, ая и удовлетворяет оценкам

1У (°. 01 < 8 (°) (1 + 0*> 0 С Я՞, <։ ¥= а1։ о2,• • •, з„ (23)

(х, 0)| < с, |9- о.Г'1 ..•։=- а,Г'’ (1 + |о|),»+։, (24)

где §(=) — некоторая положительная функция, с։, ?։,/2,•••, /в+г — 
положительные постоянные, то у (в, О у довлетворяет оценке ви ~ 
да (22).

Лемма 6 доказана в работе [1].
Обозначим

■‘’К™))՛’1'1’!,'“'
где I — число миноров Р* (=) порядка т матрицы а (з). Из условия (9) 
следует, что функция р (а) отлична от нуля и бесконечно дифферен­
цируема всюду, кроме, быть может, точек 9։, о2, •••, з?. Имеет место 
следующая

Лемма 7. Функция Р (о) удовлетворяет оценке

|’₽(0)1 >с |=— 9,1я'. • -|= - 9,1я’ (1+1=1)-՞’+։,’ (25)

где с, П|, п2, •••, п9+1 — некоторые положительные постоянные.
Доказательство. Вычисляя Р+ (=) по теореме о вычетах, 

получим, что г~(а) имеет вид -т - ՝

/э+н=7?---0);-^-Ут(з))՛ <■>(«)= п п (мо)(о», 
“(’) ;-ьтП-1

где R (а, >֊!,՝/։,•••, Хт) — квадратная матрица порядка т, элементы
которой — полиномы относительно о, л„ л2>- ).т. Следовательно р (о) 
имеет вид

>!»<»», (26)
ш (а)

где Ро(=, >֊!,•••, ՝1֊т) — полиномы относительно а, >.„•••, ).т. Ясно, что 
°о(с> '•т(<’))¥=0 при а£7?" и 0=^’1,•••, ог. В работе [5-
(стр. 381, лемма 2.2) доказано, что функция Ро (о, (з), • • •, лот(=)), об
ла дающая вышеуказанными свойствами', удовлетворяет оценке (25). Из 
соотношений (19) и (26) следует, что Р’(сг) также удовлетворяет оцен­
ке (25).

Лемма 8. Матрица ш (=, I) = еА ’ Р (з) бесконечно диффе­
ренцируема при t'^Q, о=/=з1։ з2,з? и вместе с производ­
ными удовлетворяет оценкам вида (22).

Доказательство. Вектор-функция ДО (а, 0 является решением
уравнения

бы
<11

А (о) ш, / > О (27)
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и удовлетворяет начальному условию

w (а, 0)= Р (а). (28)
В работе [9] доказано, что

w (в, t) = exp (А (о) t) Р (а) = -5— Г е' (£ X — А (а)) 1 «А.
2 «г J 

1՜

Вычисляя w (а, t) и по теореме о вычетах, убедимся, что для 

них имеет место оценка (23). Используя оценки (19) и (20), полу­
чим, что для матриц Р~ (з) и Р' (а) и их производных имеют место 
оценки (24). Согласно лемме 6, w (a, t) удовлетворяет оценке вида 
(22). Дифференцируя уравнение (27) и начальные условия (28) по а, 
получим

= А (а) у (а, /) + W (а, 0, (29)
at di

У (°. 0)
dP~ (?) 

di

где у (-з, 0 -- ----- -  Применяя лемму 5 для уравнения (29), получим оцен­
ка

дп> .
ку (27) для —— • Аналогичным образом можно показать справедли­

ва

вость леммы 8 для всех производных (£ = 1,2,•••).

Лемма 9. Если выполнено условие (9) и

rangQ(3) = p0, a£G0, (30)

то задача А имеет решение.
Отметим, что условие (30) следует из условий (9) и (11).
Лемму докажем для случая, когда П = 1 и система (1) имеет одну 

нерегулярную точку СИ = 0. Общий случай доказывается аналогично. Вна­
чале найдем решение задачи А, когда граничное условие (6) имеет вид

м(х, 0) = £>?/(х), (31)
\ Ох/

где !(х) — правая часть условия (6), к — достаточно большое целое чис­
ло, зависящиее от / (х). Делая преобразование Фурье то иеременной х в 
уравнении (1) и граничном условии (31), получим

^.=А(з)и, (32)

(2(з) (а, 0) = в'‘^(а), • (33)
где !>(?) = Г/.

Рассмторим в классе обычных функций систему алгебраических урав­
нений
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| Р4՜ (з) ш(з) = О, (34)
| (?(3)ш(0) = 60‘, (35)

где 6 —(6։, 6К) — заданный постоянный вектор, ш(з) = (ш։(а),
ш2 (а)> • • ’ > шт (°)) — искомая вектор-функция.

Поскольку выполняется условие (9), то в области Go система (34)— 
(35) имеет единственное бесконечно дифференцируемое решение. Если 
доопределить это решение ш(0)=0, то, согласно лемме 7, при достаточно 
большом k оно будет иметь непрерывные производные до заданного по­
рядка, растущие не быстрее полинома при | а|— 

։ ։ р»
Пусть ш(а), ш(о),-.-։ ш (о) — решение системы (34) — (35) при 

й = (1» О,--., 0); (0,!,•••, 0); (0,0,- --, 1).
Ро

Ясно, что частным решением уравнения (33) относительно и (о, 0) 
является

V (о, 0) = ш (о) с* g, (а) + ш(а)в՝£а(а)-|------- |-ш а gfe (а). (36)

Решение уравнения (32) через начальные условия задается формулой

“о (о, f) — exp (А (о) /) v (о, 0). (37)

Подставляя (36) в (37) и имея в виду, что /^(о)-)- Р~ (з) = Е [9], а 
]

«о (3) удовлетворяет уравнению (34), получим '.

»(’. 0 = £ (fl, t)gi,

где

v>ks (a, t) = exp (A (a) f) з* Р (о) ш (о).

Из леммы 8 следует, что для любого I можно указать достаточно 
большое натуральное число к такое, что функции wts (з, t) непрерыв- 
но дифференцируемы в Рл.' до порядка I и эти производные растут 
не быстрее полинома по а и Zt при + f -> + со. Пусть /(х)
удовлетворяет условию (3). Обозначим через zh(x, t) обратное пре­

образование Фурье функции Wki (з. О 
(1+а3)^'

( s\ __ 1 I Wkl (з, t) —tax J'> = 2֊.J (1+g,)^e *• 

Л'
При достаточно больших |i и к функция Zki (х, t) и ее производная 
по t непрерывны и удовлетворяют оценке

д’՛ zki с (1 + О*** ։
dtp S(1 +|х|)а+2’ Р

где а0 и с — некоторые постоянные, а — постоянная из оценки (3). 
Решение и(з, /) можно записать в виде
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«(», П=^/:(ги(а, № (х)),
1-1

/ д3 \н
где фи/(х)=(£— — ) /г(х).

\ Ох1 /
Ясно, что

|Го(х1О = ^(аО*^И (38)

является частным решением задачи (1), (31). Из формулы (38) сле­
дует, что £>*и0(х, /) удовлетворяет оценке

1# и0 (X, 01 < ск (1 + |х|)* (1 + #)-; к = 0, 1, • • ■. (39)

где с4 — некоторые постоянные.
Так как и0(х, 0 является решением системы (1), то оценка (39) 

имеет место для всех смешанных производных функции и0 (х, {).
Теперь докажем лемму для общего случая. Пусть И1 (х, 0 — ча­

стное решение уравнения

ЬЦ‘и[(х, ^)==ио(х, #)• (40)

Так как и0 (х, I) удовлетворяет оценке (39), то И! (х, /) также удов­
летворяет втой оценке с другим показателем а. Подставляя и0 (х, О 
из (40) в уравнение (1) и граничное условие (31), получим

(г — (х, /)^ = 0,
• \ \ дх) /

<*’ о)-п?/(*).
\ Ох/

Отсюда имеем

0= 2 аМх1-, (41)
01 \ Ох/ ;—0

0^ £) и, (х, 0)=/(х) + £՛ х< (42)

где

Ьу — постоянные р0-мерные векторы. Ясно, что а, (Л непрерывны и 
растут не быстрее полинома при / -» + оо.

Чтобы найти частное решение задачи А делаем замену искомого ре­
шения

и (х, /) = и։ (х, 0 + ш (х, /).
Подставляя и(х, t) в уравнение (1) и граничные условие (6) и имея 
в виду (41) и (42), относительно ш(х, О получим задачу С, удовлет­
воряющую условиям леммы 4, которая имеет решение ш (х, 1)^М. 
Утверждение леммы доказано.
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§ 2. Исследование задачи А с дополнительными условиями

Доказательство теоремы 1. Необходимость условия (11) 
•следует из леммы 5. Покажем достаточность этого условия для существо­
вания и единственности решения задачи А с дополнительными условиями 
(10). Делая замену в системе (1) и граничных условиях (6) и (10) 
м(х, () = ип(х, () + хи (х, /), относительно ш(х, <) получим

- А 6'Г)ш==°>’(х’ /?++։’О( \ Ох/

—ш (х, 0)= 0, х£ Я", (44)
\ дх/

(Л\ ~ —1я։Х
։ — )я>(х, 0)* <ру(х)=е ру (х); х£ Р՞;/= 1, 2,-• 9- (45)
ох/

Теорему докажем для случая, когда п = 1, <7 = 1, а։=0. В этом слу­
чае (70 = Я1 \ <0}. После преобразования Фурье по переменной х в 
(43)—(45) получим

— = А (а) <■>, (с, 0 £ /г2+, (46)
<а
<2(а)ш(а, 0) = 0, а £/?։, (47)

В (а) а» (о, 0) ф (а) = т, а £ Л1, (48)

тде ш = Л՝ш(х, I), 7 — функционал из 5', сосредоточенный в нуле.
В работах [7] и [9] показано: для того, чтобы функционал 

ш = /• (ш (х, /)), где ы (х, /) £ М, был решением системы (46), необ­
ходимо, чтобы начальные данные ш (а, 0) удовлетворяли условию

Р+ (а) да (о, 0) =0 при а £ Со. (49)

Из соотношений (47) и (49) (имея в виду условие (9)) получим 
ш (а, 0) = 0 при а £ Со. Следовательно

а» (в, 0 = 0> ПРИ ^0, а£(70. (50)
Отсюда, в частности, следует, что если ш (а, /) является решением за­
дачи (46) — (48) и Р՜' (ш (з, /)) ^М, то В (о) ш (а, 0) вектор-функционал, 

■сосредоточенный в точке а = 0. Это означает, что В[ I—) ш(х, 0) * 
\ дх/ 

•* <р (х) является полиномом, т. е. в дополнительном условии (10) есте­
ственно задавать правую часть в виде

ру(х) ехр(—га,х).

Из (50) следует, что решение задачи (46), (47) имеет вид

ш (’> о = 2 (0 6<4)- (=>). (51)

где сА (<) и их первые производные растут не быстрее полинома, 
■3 (3) — дельта-функция Дирака.
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Так как функционал ш(я, 0) сосредоточен в точке я = 0, то в ус­
ловии (48) функцию <р (я) можно полагать единицей. Делая обратное 
преобразование Фурье в (46) — (48) и (51) (<р(я) = 1), для определе­
ния ш (я, <) получим задачу С, которая удовлетворяет условию леммы 3- 
Следовательно, задача А с дополнительными условиями (10) имеет реше­
ние и оно единственно.

Теорема 2 доказывается аналогично теореме 1.
Теорема 3. Если выполнено условие теоремы 1 и [(х) £ Ы, то ре­

шение задачи А с дополнительным условием '(10) бесконечно дифферен­
цируемо и удовлетворяет оценке

р?£>*гЦ(х, <)1<с41(1+|х1)”(1 + ПЛ / = 0,1,..., |*| = о,I,-.-, 

где с^, аи, “0 — некоторые постоянные, а0 и не зависят от к и I..
Для производных и(х, О эта оценка непосредственно следует из 

построенного решения. Так как и(х, /) —решение системы (1), то все сме­
шанные производные линейно выражаются через эти производные. Отсю­
да и следует утверждение теоремы 3.

Замечание 1. Если правая часть граничного условия (6) имеет 
вид такой же, как и правая часть условия (12), то в граничных условиях 
(10) и (12) можно полагать ио(х, /)=0.

Пусть п = 1 и все точки R' регулярны для системы (1), кроме 
точек я1։ я։,•••, о, и я։<яа<^-• яд. Обозначим ^0, 2։,-.., — ин­
тервалы (—оо, о,), (я։, я,), •••, (я^,4-сс),1 а 2о, ^1,- - -, —отрезки 
(—со, я,], [я1։ я2‘],..., [я?, -|- оо), р(я)— число корней характеристиче­
ского уравнения (5) с Не/-<10. Функция р (а) в каждом интервале 
О/(/ = 1, 2, • • •, у) постоянна. Это число обозначим через р/.

Пусть р=тах(р0, !»„•••, р7). С/ = 11 2* 
!»•*>/

(/=1, 2,..., р), р* = тш(р*-1, И*), Г4==р(я*) (* = 1, 2,-• •, </).

Ясно, что (7։о • • • зэВ случае, когда р0= р։—• • • = р», то по­
становка задачи и результаты остаются те же, что и при п > 2. Те­
перь поставим корректную краевую задачу, когда среди чисел р/ есть 
различные.

Так как система (1) при помощи преобразования Фурье всегда при­
водится к системе (4), то корректные краевые задачи рассмотрим для си­
стемы (4), а решение будем искать в классе обобщенных функций вида 
V = Е(и(х, {)), где и(х, 1)£М.

Рассмотрим систему (4) с граничными условиями

£ О0(я)и1(я,о)=^, яС^; /=1,2,---, и, (52>-
>-։

где (?0 (я) —полиномы, /л(х)€М £/= /'//(*)•

Обозначим через (а) матрицу с элементами (я) 0=1, 2, • • •, /: 
/•—1, 2, •••, т). Условие Лопатинского для задачи (4), (52) в интер­
вале 2* (к = 0, 1.- • •, д) совпадает с условием
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rang = т, при а £2*; к~ 0, !,•••» 9«
(«)/

В дальнейшем это условие предполагается выполненным.
Можно показать, что если существует хотя бы одна нерегулярная 

точка, то однородная задача (4), (52) в рассматриваемом классе имеет 
бесконечное число линейно независимых решений, а неоднородная задача 
разрешима. Если нерегулярных точек нет, то задача (4), (52) имеет ре­
шение и оно единственно. Теперь укажем дополнительные условия, при 
которых задача (4), (52) станвоится корректной, если есть нерегулярные 
точки си, аг,..., ач. Дополнительные условия зададим в виде

Л?(о) о(а, 0) — и0(?, 0)) = при |о — ау| С е, (53)

:где /=1, 2,•••, q, п0'(°> f) — частное решение задачи (4), (52) в клас­
се функций v (a, t), .для которых F՜՜1 v(x, -(j — (гt—Ру)-мерный
лектор, компоненты которого — функционалы из S', сосредоточенные 
в точке aj, Rj (а) — матрица размерности (гу — Ру X т) ьс бесконечно 
.дифференцируемыми элементами.

Имеет место следующая
Теорема 4. Для того, чтобы задача (4), (52) с дополнительными 

условиями (53) имела единственное решение, небоходимо и достаточно, 
чтобы

/ Qtk (°*) \
rang! Rk(at) I = m, к —0, 1,- • •, q.

\ Р+(о4) J

Доказательство теоремы 4 и метод решения указанной задачи остаются та­
кими же, как и при п 2.

Замечание 2. В случае, когда правая часть граничного условия 
'(6) является обобщенной функцией из а решение ищется в классе 
функционалов и(х, I), которые при любом фиксированном I > 0 принад­
лежат и имеют полиномиальный рост при оо, то дополнительные 
условия, обеспечивающие корректность краевой задачи, задаются также 
в виде >( 10) и при такой постановке приведенные результаты сохраняются.

•"§ 3. Корректные граничные задачи для системы Карлемана—Векуа

Результат работы рассмотрим на примере следующей системы Кар- 
лемана-Векуа:

— = + аи + Ьо, = ф2 4- си + А»> (х, /) € ^+> (54)
0( Ох О( Ох

где а, Ь, с, с! — действительные постоянные, а решение (и.(х, I), о(х, £)) 
ищется в классе функций, растущих вместе с производными до первого по­
рядка не быстрее полинома.

Делая преобразование Фурье по переменной х в (54), получим
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— = V-}- аи+ Ьу, — = — /аи + си 4՜ А», (55)*
Л д1

где и («, {)=Г(и(х, #)), V (а, Г) = Р (и (х, О), 
(преобразование Фурье понимается как от обобщенной функции). Ха­
рактеристическим уравнением, соответствующим системе (55), является? 
уравнение

Х։— (а + </) '/• — о’+ ։'а (Ь — с) 4- ад — Ьс = 0. (56)-

Если |сг| —достаточно большое число, то один из корней характеристи­
ческого уравнения (56) имеет Не 11 •< 0, а второй — ЯеХг > 0. Поэто­
му, чтобы граничное условие задавать на всей оси X, необходимо, чтобы 
число корней характеристического уравнения (56) с КеХ.^0 было рав­
но 1 всюду, кроме конечного числа точек. А это возможно тогда и только, 
тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

А։) Ьс — а</^>0 или Ьс — ад = 0, а + </>0. В этом случае все- 
точки о £ R1 регулярные и число корней уравнения .(56) с Яек-^О- 
равно 1 для всех о £/?։.

А։) Ьс — ад = 0, а 4֊ д = 0 или Ьс — ад < 0, а 4՜ д = 0 и в —с=^=0. 
Тогда система имеет одну нерегулярную точку о — 0 и в этой точке 
число корней уравнения (56) с Ие <С0 равно двум, а в остальных 
точках оно равно единице. В дальнейшем одно из этих условий пред­
полагается выполненным. Рассмотрим систему (54) с граничным усло­
вием 1

1и (х, 0) 4 (х, 0) =/ (х), (57)։

где [(х) — заданная функция из класса Л/, а и р — заданные действи­
тельные постоянные. При наших предположениях на коэффициенты систе­
мы задача (54), (57) удовлетворяет условию Лопатинского всюду .кроме, 
быть может, точки а = 0.

При выполнении условия Л1), условие Лопатинского в точке о=0 
эквивалентно: « •

В,) либо Ьа?—(д — а) — сВ’т^О, (59)*

либо ач՜ т (6 4- с) а? 4֊ -С 0. (60)«

Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Если выполнены условия А1) и В1), то задача 

(54), (57) имеет единственное решение в классе М.
При выполнении условия Аг) из леммы 9 следует, что неоднородная за­

дача (54), (57) имеет решение в классе М. Пусть (ио (х, I), 1'о(х, /)) — 
частное решение этой задачи. Применяя теорему 1, получим

Следствие 2. Если выполнены условия Аг), .то задача (54), (57) 
с дополнительными условиями.

7(и(х, 0) —ип(х, 0))4-8(«(х, 0) —и0(х, 0))==р(х) (61)- 
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имеет единственное решение, где Р (х) — произвольный полином, у и 
о—действительные постоянные, удовлетворяющие условию ао— 
Пусть граничное условие для системы (54) имеет вид

+ 0) = /(х), (62)
\Ох/ 'Ох/

где р(х) и Q(x) —полиномы с действительными коэффициентами, 
^(х)£ЛС Тогда при выполнении условий Ai) или Аг) условие Лопатинско- 
го для задачи (54), (62) выполняется всюду, кроме, быть может, конеч­
ного числа точек. Используя результаты работы [7], получим: если вы­
полнено условие At), то однородная задача (54), (62) имеет конечное чис­
ло линейно независимых решений, а неоднородная задача всегда разре­
шима. В частности, из этих результатов следует, что если выполнено усло­
вие Ai), но нарушено условие Bi), то однородная задача (54), (57) имеет 
одно линейно независимое решение:

и (х, t) = с? ехр (>./); v (х, t) = — ся ехр (>7),
где с — произвольная постоянная, X—корень уравнения (56) при а=0՛ 
с Re I- <. 0.
Ереванский политехнический 
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Ն. Ս. ք^ՈՎ1հԱ118ԱՆ. Կորեկսւ խնդիրներ մասնակի ածանցյալներով դիֆերենցիալ հավասարում­
ների սիստեմների Տամար, թաղմանդամային ահ ունեցող ֆունկցիաների ղասերում (ամփուիում)լ

Ուսումնասիրված են ընդհանուր եզրային խնդիրներ, որոնք բավարարում են Լոպատինսկոլ 
պայմանին ամենուրեք, բացի վերջազոր թվով կետերից։ Այդ խնդիրները կիսաաարաօս. թյուն- 
ներում րազմանդամային աճ ունեցող ֆունկցիաների դասում ունեն անվերջ թվով լուծումներ։ 
Աշխատանքում բերված են լրացուցիչ եզրային պայմաններ, որոնք ապահովում են նշված 
խնդիրների լուծման գոյությունը և միակությունը այդ ֆունկցիաների դասերում։

N. E. TOVMASIAN. Correct boundart; problem։ tn half-space for a system of 
partial differential equations tn a class of functions with polynomial growth 

(summary)

The boundary problems, satisfying Lopatinsky condition everywhere except for՛ 
finite number of points are studied. Such problems in half-space in the class of fun­
ctions with polynomial growth have infinite number of solutions. In the paper Some 
additional boundary conditions are given, with which the problem has a unique solu­
tion in the same classes.
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УДК 517.956

Г. Р. ОГАНЕСЯН

ВЕСОВАЯ ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО 
ВОЗМУЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА

§ 1. Формулировка результатов

В настоящей работе, пользуясь весовой постановкой задачи Дирихле, 
предложенной в [4], мы докажем весовой вариант теоремы о среднем для 
уравнения

Ди = q(r)u{x), g(p — 0) = оо, (1.1)՛

в шаре K=Kt = |х6Л՞, М = |/ J] <Р} радиуса р.

Пусть уравнение
• Ф"(г) = Р(г)Ф(г), Q(r) = g(r) +-<~_?.п+ 3. (1.2>.

4 г2

является уравнением без сопряженных точек (например, Q (г) >0, см. 
[2] или § 2). Обозначим через (г) неглавное решение уравнения (1,2).

Зададим весовое условие Дирихле

lim lx (г) и(х) = Ф (ш), ш = —> (1.3)
г-р-о |л|

где весовая функция р. определяется по формуле

!L± / 2 / 
р(г) = хр / Ч'։ (г), х = const. (1-4)'

Весовые функции р(г), р։ (г) мы назовем эквивалентными, если

'•՝<> Н (г)

т. е, асимптотики р (г) и р։ (г) совпадают при г—»р.
Теорем а 1. Если п^>3 и q(r) является вещественной, по­

ложительной, непрерывной на |0, р[ функцией, то для любого ре­
шения и£С2(К) уравнения (1.1) и-меетп место формула

“(0) = ֊ f (1-5)
л J 

дК 
где шп =2пл ։/Г (п 2) — площадь поверхности единичной сферы в R » 

— элемент объема единичной сферы, постоянная х зависит 
только от n, q (г) и выбора функции (г), а асимптотика р (г).- 
при г -» р зависит только от n, р, q (г).
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Замечание 1.1. Условия теоремы 1 можно ослабить, потребовав, 
чтобы р (г) была вещественной функцией класса С (]0, р[), г у (г) £ £։ [0, в], 
0<^е<р и такой, что уравнение (1.2) было бы уравнением без соп­
ряженных точек на [0, р].

Наложив на функцию Я (г) дополнительные ограничения

V у (г) Фг = оо, (1.6)

7(г)6С’((о.р|). 5^-^г ֊£М(». р1). •>»■ И-7) 

весовую функцию можно выпивать в явном виде, пользуясь теорией асимп­
тотического интегрирования обыкновенных дифференциальных уравне­
ний ([2]).

Следствие 1. В условиях теоремы 1 и (1.6), (1.7) для любого ре­
шения и £ С2 (К) уравнения (1.1) справедлива формула (1.5), где функция 
р. = Щ мз (1.3) задается формулой

—~Л. т
НИ = «Р’ (1-8)

О
Условия (1.6), (1.7) следствия 1 можно ослабить (см. пример 4 §6), 

;усложив вид весовой функции (1.8).
Введем вспомогательные функции

(1.9)<71 (О = ЗИ ~

_ _з_ 
2

е,уЛг)=У՝ (г)
•' У1 (։)

У (Н = С (г) ехр (1.9')

(1.Ю)

(1.И)

(1-12) 
ра(г)-хр / у1 (г),

здесь значение г = е выбирается большим последнего нуля функции у(<՜). 
Следствие 2. В условиях теоремы 1 и

<71 (Н>0, ]0, р[, (1.13)

У1 0՜) У г (<•) [С {г) — <7, (г)] 6 Ь։ [3, ₽]. (I-14) 

/2-1 
'2
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Для любого решения и £ С2 (К) уравнения (1.1) имеет место формула 
(1.5), где функция |1 = р.2 (г) из (1.3) определяется по формуле (1.12).

§ 2. Вспомогательные формулы и леммы

Переходя в формуле Грина

| Ли <1х = | (18

«г »><г

:к сферическим координатам (</5= г'1՜* <7ш) имеем

•откуда, обозначив

<р(г) = и (г, ш) Л). (2,1)

.получаем, в силу (1.1), уравнение
Г

( г"-1 д (/•) (г) <1г = гп՜1 — •

о
.дифференцируя которое по г получаем

< (Г) + ֊— < (г) = ч (г) ? (г). (2.2)
г

Из (2.2) заменой
п — 1

?(г)-=г 2 <Г(г) (2.3)

получаем уравнение (1.2).
Приведем некоторые определения и утверждения из теории обыкно­

венных дифференциальных уравнений '(см. [2], глава XI).
Если каждое решение (^ 0) однородного линейного уравнения вто­

рого порядка с вещественными коэффициентами, определенного на интер­
вале 7 имеет на 7 не более конечного числа нулей, то уравнение называет­
ся неосциллирующим на 7. В последнем случае уравнение называется урав­
нением без сопряженных точек на 7, если каждое его решение (^ 0) име­
ет на 7 не более одного нуля. Если граничная точка г = р интервала не 
принадлежит этому интервалу, то уравнение называется осциллирующим 
при г = р, когда некоторое (или каждое) вещественное решение (^ 0) 
■имеет бесконечную последовательность нулей, сходящуюся к г = р. В про­
тивном случае уравнение называется неосциллирующим при г = р.

Из теоремы сравнения Штурма следует, что уравнение (1.2) при 
Ф > 0 (что следует из условий п. 3, Ч (г) > 0, теоремы 1) является 
уравнением без сопряженных точек.
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Если уравнение (1.2) является нерсциллирующим при г = р, то оно 
имеет такое решение Ч^, определенное однозначно с точностью до постоян- 

г 
Г <1г ного множителя, для которого интеграл ■ • расходится.

Решение, удовлетворяющее последнему условию, называется главным 
решением уравнения (1.2), а решение (г), линейно независимое с 
Чг2(/՜), называется неглавным решением уравнения (1.2) при г = р.

Отметим важное для нас свойство главного и неглавного решений:

Нш ^-^- = 0. (2.4).
г-р-0 Т»

Нам понадобится следующий результатХартмана—Уинтера.
Лемма 2.1. Пусть <7о (0— непрерывная, вещественная при 

г С [0 , р[ функция и уравнение
У՛'(г) — д0 (г) у (г) (2.5)

является неосциллирующим при г = р. Пусть уг (г), у\ (г) — главное 
и неглавное решения уравнения (2.5). Если <2(г) — непрерывная, комп­
лексная функция такая, что выполнено условие

(И Уа ('•)[(? (г) — д0(г)]££! [в, р], е>0, (2.6)
то уравнение (1.2) имеет пару решений V, (г), ЧГ։ (г), удовлетворяю 
щих при г —* р — 0 соотношениям

ЧГ.С/-) V', У, / 1 \Ит ֊^ = 1. =-'(г)-|-о(------- , /=1, 2. (2.7)՛
-р-о!/у(г) V у/’

§ 3. Доказательство теоремы 1

Для выяснения поведения решений уравнения (1.2) при Г-+-0 преоб­
разованием

г = —> Ф(г) = -^1 
I I

(3.1)

уравнение (1.2) с левой крайней особой точкой г = + 0 сведем к уравне­
нию

*'Ю-<2։(0*(0, «€]֊» «•[, (21(О=г4<2('4У <3-2>
р \ I /

с правой крайней особой точкой £ = оо.
Чтобы применить к (3.2) лемму 2.1 найдем главное и неглавное реше­

ния кг (О, %։ (0 точно решаемого вспомогательного уравнения

^(^ = я2-4^+3х(0> 0<е + 1<^<оо. 
4** ,р

Имеем при п. 3 
л — 1 3— л

»1(0 = * >»а(*)=*

(3.3)

(3.4)
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Условие (2.6) леммы 2.1 принимает вид

*+ ~
или, в терминах переменной Г:

'Я (г) дг < оо. (3.5)
о

Последнее условие автоматически вытекает из условий теоремы 1, а 
также из условий замечания 1.1.

Таким образом, применяя лемму 2.1 (при р = оо) к уравнениям (3.2), 
(3.3) получаем для главного и неглавного решений уравнения (3.2) асимп­
тотику

Л — 1 3 — л

г։ (<) = <’ [1 + о(1)]։ а։(П = # 2 [1+О(1)], <-оо, 

из которой для линейно независимых решений (1.2) получаем асимптотику 
л — I 3— п

~ “Г՜
%,('-) = ' [14-0(1)], *3(г) = г [14-0(1)1, г —0. (3.6)

Из (2.3) и (3.6) получаем при п 3

<ро(г) = 14-0(1), ?։(г) = г’"л[14-0(1)], г-0. (3.7)

Так как нас интересуют решения (и £ С2 (К)), ограниченные при 
г = 0, то неглавные решения <₽1 (г), Ч'з (г) мы отбрасываем.

Итак
л—1

^(г) —г ‘ [14-0(1)1, Г-0. (3.8)

Так как уравнение (1.2) является неосциллирующим при г = р, то 
существуют главное и неглавное решения уравнения (1.2) при Т = р, кото­
рые мы обозначим через Ч'г (г), Ч1՛! {г).

Общее решение уравнения (1.2) класса С2 ՝([0, р[) можно записать в 
виде

Ф (г) = ( С° (г)> 0 г < 8> (3.9)
՝ I С1ЧГ1(г)+СЛз(г), 5<г <Р.

Так как нас интересуют лишь решения уравнения (1.2) класса 
•С2 ([0, р[), то должны выполняться следующие условия склейки для 
Чг (г) и его производных при г = 6:

Софо (6) = СЛ1(։) + С,чг։(3), 

со Фо (3) = с, ф; (3) + сз ф2 (2), (3.10)

СоФо(8)=С1 ф[ (8) 4- С։Ф2(8).
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Функции Фо, 1, г( г) являются решениями уравнения (1.2), поэтому 
(ввиду <2 (г) >0) третье из соотношений (3.10) вытекает из первых, 
двух. Из первых двух соотношений (3.10) находим

С։ = ^(Фр, Ф») г г ~ с
1Р(Ф։, Ф։) °’ ’ 1^(Ф։, Ф։) °’ (3.11У

где через 1Р'(ЧГ1, Ф։) обозначен вронскиан Ф։ (г) Фа(г)— Ф| (г)Ф։ (г).
Вводя весовую функцию (1.4), где постоянная х определяется по фор­

муле

с, ^(ф0, ЯМ,.7
имеем из (2.4) соотношения 

л—1 л-1
2 2

Нт рФ = хр С։ = Сор 
г *р—о 

л—1 л—1
2 р 2 Г

Пт рФ — Пт |ф I и</ш = р 1 Ф (о») «Ли,
г-р-0 г-р—о 1 J

ф- г
Сй = Пт — Пт ? (г) = Пт и&» = шл-и (0), 

г- ,0 >г0 г-Н֊о г--ну

(3.12).

(3.13).

из которых вытекает формула (1.5).
Покажем, что постоянная х конечна и зависит только от функции

<2(г) и выбора Ф։ (г), а асимптотика р(г) при г —р зависит только 
от д(г), р, п.

Для доказательства конечности х достаточно показать, что 
Г(ФП, Ф։>*0. Если (Ф’о, Ф'։)=0, то существует- отличная от ну­
ля постоянная С такая, что Ф'։ (г) = С Фо (г), а это, ввиду Ф'а(р) = 
= Чг0(0) = 0, означает существование решения (1.2) с двумя сопря­

женными точками, вопреки условию (? =
ф֊"

V > 9 (Н 0 теоремы 1 (см.

также замечание 1.1).
Ввиду формулы Лиувилля, вронскианы, фигурирующие в формуле 

(3.12), не зависят от г = б, поэтому постоянная х также не зависит от б.
В силу (1.4), (3.12) постоянная х и функция р- зависят от Ф'о, 1,2, 

р, п.
Решение Ф0(г) уравнения (1.2) определяется однозначно асимп­

тотикой (3.8) и зависит только от (?(г). Главное решение Фа(г) урав­
нения (1.2) определяется однозначно с точностью до постоянного 
множителя, от выбора которого, ввиду (3.12), постоянная х не зави­
сит. Итак, постоянная х зависит только от (2(г) и выбора Ф։ (г).

Изменение Ф\ (г) на слагаемое, кратное Фа(г), не влияет на х и 
асимптотику р (г) при г -*■ р. А выбор неглавного • решения Ф։ (г) по 
модулю главного решения также однозначен с точностью до постоян­
ного множителя, от которого р(г) не зависит (см. (1.4), (3.12)).

Итак, асимптотика, функции р(г) при г -»р зависит только от 
9 (г), р, л.
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§ 4. Доказательство следствия 1

г 0

В условии (1.7) к уравнениям (1.2), (4.1) применима

5 С'2 О"
<7о = (2(г) -г 16 из которого следует,

«г 1Г
Ит —- (г) = 1։т —- ~ 1. 

г-Р-о а, г-р-ь а։

Из (4.3), (4.4) следует, что если ввести весовую функцию

Выясним асимптотику решений уравнения (1.2) вблизи г = р при до­
полнительных условиях (1.6), (1.7), которая позволит нам вычислить явно 
весовую функцию (л (г) с точностью до постоянного множителя х.

Рассмотрим вспомогательное, точно решаемое, .уравнение

о" (г) = [ О(г) 4-——------~Г~- I 3 ^)- (4.1)
| <^г> + 1б(2։(г) 4 0(г) I

В силу (1.6) имеем
р 
|Ч'<ЛЙ^=«, (4.2)

։

откуда следует, что главное и неглавное решения уравнения (4.1) имеют 
вид

_ I ■

С 4 (г) ехр | ± | Г С? (3) ’ •

Г 
или, в регуляризованном виде, 

։ ь г
32.1(г)=$ \-)ехр|± [Г7՜^[(ГО^-Г'О)^]. (4.3)

лемма 2.1 с

что

(4.4)

Ц1 по формуле 
(1.8), то

1- М'՜) 1пт ------- — 1.
*■-₽-<» И (г)

Следствие 1 непосредственно вытекает из теоремы 1 и (4.5).

§ 5. Доказательство следствия 2

Рассмотрим вспомогательное, точно решаемое уравнение 

у"(г) = 41 (г) У (г), г£]0, р[, (5.1)

где 41 (г) определяется по формуле (1.9).
Так как на [0, р[ имеем д(г)^>0 и п > 5, то С? (г) >0 и явное 

решение (1.9'1 уравнения (5.1) не имеет нулей на [е, р[, где е— произ- 
волное положительное число. Поэтому в формулах (1.11), (1.10) главного 
и неглавного (при г = р—0) решений уравнения (5.1) е можно выбрать 
произвольным положительным числом (см. [2], следствие 6.3 на с. 420).
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В условиях (1.13), (1.14) следствия 2 к уравнениям (1.2), (5.1) при­
менима лемма 2.1, из которой следует, что

Jim = |im Zlk) = 1. (5.2),
r-p-oÿ։(r) Г-р-0 yt(r)

Из этих соотношений и теоремы 1 вытекает следствие 2.

§ 6. Примеры

Пример 1. Применим теорему 1 к частному случаю q (г) = 0.
В этом случае фундаментальная система решений уравнения (1.2) • 

имеет вид
л—1 З-Л

ЦГ0 = / , Ф3 = г 5 , п>3, 

откуда находим главное и неглавное решения

(г) = ^3 (г) ֊ Р2-՞ 4% (г), ЦТ, (Г) = «Го (г) - ֊п р՞՜2 <F3 (г).
л — 2

Непосредственным вычислением получаем

, = g(^,! = ---------- tL_.

“’'(«'о. Т։) п-2 (п-2)Т,(г)
л—1 

lim Т։ (r)=—L р՜. 
Г-t п —2

Из этих формул получаем lim р. = 1, поэтому из теоремы 1 при <7 = 0 
г-»р 

следует классическая теорема о среднем для гармонических функций.
Пример 2. Из теоремы 1 можно вывести известную (см. [1], [3]) 

теорему о среднем для уравнения (1.1) с q — const, т. к. и ® этом случае 
известна фундаментальная система решений уравнения (1.2), выражаемая 
через функции Бесселя.

^2

Пример 3. Функция q(r)= --------- -> 7 > 2, а > 0 удовлетво--
(Р ֊ г?

ряет условиям следствия 1.

Пример 4. Функция <7(г)= —а\0 не удовлетворяет 
(Р—г)։

условию (1.7) следствия 1, но удовлетворяет условиям следствия 2, при 
дополнительных условиях на а и р (см. пример 6, условие /(6.12)).

Приведем формулы для вычисления постоянной к в двух частных слу­
чаях.

Пример 5. Пусть q (г) = ----------- » 0 < р <С а.
(р — гУ

Реешение уравнения
Н(^7)? + У^]’г(гМ = 1Т’’ (61) 
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ищем в виде

Т (г) = 'Fo (г) V (г), т (г) =֊- г9(Р - г) ехр . (6.2)
ip — d

В полученное после подстановки уравнение

vff(r)+| —+ 7-— v4r) + 2(g + r~p) v(r) = 0 (6.3)
I г Г-p (p— r)։ r(p — r)1

подставив ряд

v (г) — £ a* (— 'j , a0 = 1, 
*-o X p /

получим для чисел a* рекуррентные соотношения

= — I |2 Pt an — Q*֊i a*-i I > Л = 0, 1, • • •, 
Q* I <j I

где

= + ---------------------------Q4 = (jt+i)(A. + 2 3).
X p / X P /

Полагая (см. (1-4))

(6.4)

(6-5)

H(r) = —77’ ®i (Й “ <Р— И ехр [ —— | • (6.6)
«МП IР — г J

получим 
. f 1 I 

Со = lim 4' г "i* = р ехр < — ! , 
'- + ՛> 1 P J

с1= lim^^ = p?£a*. 
»■-ря։(г) *=«

откуда, в силу (3.12), получаем

С* S ап 

«» 
Докажем абсолютную сходимость ряда V а* при 

*-о 
р<а. (6.8)

Обозначив р* = °*՜1 > из (6.5) получаем 
ап

2 Рп р*+։ = Qk + Qt-i р* Рн-։> ։ 6.9)

откуда limp* = 1, поэтому признак сходимости Даламбера не прохо- 
k

дит. Нетрудно проверить, что

p* = i + z1/^+o(y)’
У р к \ к /
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2а
*Р

(6,10).

По признаку Раабе ряд а* абсолютно сходится, если 

lim к (р — 1) > 1,

т. е., ввиду (6.10), если выполнено условие (6.8).

Пример 6. Пусть q (г)՜ »(а — 1)
(Р - гУ

Проверим условия следствия 2. Очевидно, а (г) £ С1 ([0, р[),.
g(r)2>0. Обозначив 0 = 0։ =  ---- ֊> 0j = ^ ”

2 2
получаем, вместо (1.2),.

уравнение
ЦТ" а 1а — I) 

(Р-г)*
р(р֊1) (6.11)

При дополнительном условии

р ,а(а — ?(?-։) |3/4

Р(₽ —1).+ а(а—1) 5
(6.12)

условие > 0 следствия 2 вытекает из оценок

о' (г) < т = 6Н«-1) + ?(Р-1)16/2 
p[ap(a-l)₽(P֊l)F«’

<х(а-1) + Р(Р-1) РТо
Р2 4/։(։-1)

В качестве главного и неглавного решений уравнения (6.11) 
вместо (1.11), (1.10), более простые выражения

выберем,.

У2,1(г) = <2 4 (г) ехр

Условие (1.14) выполнено, если

о
I /а2 +16 

что выполняется автоматически.

или ——- £ '0]'7рЬ

Итак, при п>3 для уравнения (1.1) с у— ---- —> а<^0 в ус--
(Р —г)2

ловии (6.12) справедливо следствие 2.
Для вычисления постоянной х в этом частном случае решение уравне­

ния (6.11) ищем в виде

0. (6.13)՝

Для функции v (г) получаем уравнение

г (г ֊ р) о" (г) + 2 [0 (г - р) + аг] V' (г) + 2 а₽ V (г) - 0, 
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решение которого ищем в виде ряда

v(r)= У Ьк(—Ÿ, 60 = 1. (6.14)՛
к^о \ Р /

Для чисел Ьк получаем рекуррентные соотношения

, F + (2a4-2₽-l)Â: + 2а? , , п,Ьк-4-i —-------1---------------------------------- Ьк, к « 0, 1, ■ ■ ■. (6.15)+ (^ + 1)(Л + 2₽)

Неглавное решение уравнения (6.11) имеет вид

я(г) = (р-г)7, (6.16)-
поэтому

ЦТ
Сп = lim 4՜ r_? = р", С։ = lira — = v(p) = У Ьк, 

r-p r-t У\ к-0

откуда находим постоянную

X = —0 = . (6.17)»
Ci ^Ьк

Àr==û
Так как

lim к(— *-֊1) = 2-2а. 
\ 6*+1 /

то, по признаку Раабе, ряд Srf* абсолютно сходится яри а < —— и, тем:;

более, при а <. 0.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 19. XII. 1985.

Գ. Ռ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Կշոային միջին արժեքի թեորեմ սինգուլյար զրգոումով Լապլասի հա­
վասարման համիւր (ամփոփում)

Վերնագրում նշված հավասարման համար ապացուցվում է թեորեմ կշռային միլին արմերի ' 
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G. R. OGANESIAN- Weighted mean value theorem for the etngalar 
Laplace equation (summary)

A mea.i value theorem for the equation Дп = g(r)u(x), q (p — 0) = oo in the՝ 
n-dimensional ball of radius p is proved.
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Е .С. МКРТЧЯН

•ОПИСАНИЕ ОБЛАСТЕЙ ОДНОРОДНОЙ СУММИРУЕМОСТИ 
СТЕПЕННОГО РЯДА В Ся

Вопросы аналитического продолжения многомерных степенных рядов 
исследованы сравнительно мало. Постановка задачи здесь аналогична од­
номерному случаю. Сначала задается элемент аналитической функции в 
С" с 'помощью степенного ряда

/(■*»>* “’ 2п)= а*.,,...,*  (г, — а։) ‘ ••• (гя—<։„)*",  (*)

* Всюду в дальнейшем мы под эффективностью суммирования подразумеваем вос­
становление голоморфной функции с помощью формул и предельных переходов.

1Л11-0

сходящийся 'В поликруге

ип (а, г) = |г £ С"; \гр— ар <гр, р = 1, 2,- • я), 

где £, >0 целые числа /=1, 2,п, а И = ------- (- кп.
Далее, ставится целью выразить все свойства определяемой элемен­

том ՛(*)  аналитической функции в терминах коэффициентов этого эле­
мента. Использование для решения указанной задачи метода непосредствен­
ного аналитического продолжения, как и в одномерно“ случае, приводит 
к непреодолимым трудностям. Поэтому возникает необходимость поиска 
других подходов. Один из них основан на применении к ряду (*)  мето­
дов матричного суммирования за пределами поликруга его сходимости, 
если заранее известно, что это продолжение возможно.

В работе [1] был рассмотрен частный класс таких методов суммиро­
вания, фактически суммирующих не ряд (*),  а сгруппированный ряд

гп) = £ Рт(гх,---, гп), (**)
/и—О

где

Рт («о- • •, гя) = 2 а*,,....  *я(гх—а։)*'  • • • (г„—ая).*՞  
11*11  — т

т. е. Рт (21,2п) — однородные полиномы относительно переменных 
№р = гр — ар, р = 1,2,.... п. Там же получено достаточное условие на об­
ласть для эффективного*  суммирования элемента (**).

В настоящей работе дается условие уже необходимо-достаточного ха­
рактера на область для эффективного суммирования сгруппированного 
элемента (**).  Этот результат, в частности, содержит утверждения работ 
•[1] и {2] и распространяет на ногомерный случай теорему Н. У. Араке­
ляна (см. § 1).
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§ 1. Определения

Рассмотрим зависящую от параметра б £ Z последовательность ком­
плексных чисел

С = [C„(S))“_o.
В случае I = N = {1, 2, 3,...} принято называть С бесконечной мат­

рицей (см. [3]). Нам будет удобно сохранить это название и в общем слу­
чае, когда I — некоторое бесконечное множество чисел с предельной точ­
кой бо (см. [4]).

Пусть область 2сС՞ и //(2)— множество всех функций, голо­
морфных в 2. Для функции /£//(2) рассмотрим разложение (*)  в- 
окрестности некоторой точки а, полагая, для простоты, а = 0.

Тогда каждая матрица С вида (1.1) порождает зависящее от пара­
метра б преобразование рядов ՛(’) (в самом деле, рядов •(**)),  определяе­
мое формулой

(C։*/)(z)  = £ С։л|(о)а>......4Лг?' ••• Z". (1.2)՛
Ики-о

Для обеспечения локальной сходимости ряда '(1.2) в й потребуем, что­
бы Ст (б) удовлетворяла следующему условию:

Нт /|ст(3)| sел (1.3)՛

где и Л։ — радиусы п-мерных шаров Вц, и Rr, соответственно (с^ 
центрами в точке о), причем Br, Если область 2 неограни­
ченная. то считаем, что правая часть неравенства (1.3) равна нулю.

Определение 1.1 (см. [4]). а) Бесконечную матриицу С, удов­
летворяющую условию (1.3), называют эффективной для Н (Й), если для 
каждого элемента из //(2) выполнено условие

lira (С։ */)(z)=/(z),  z£2, (1.4>
д-*о о

причем сходимость локально равномерная в й.
б) Множество всех эффективных для Н (й) матриц обозначим через- 

SR (2).
в) Область й назовем областью эффективной однородной суммируе­

мости для Н (Й), если S3? (2) =£ 0. В случае п =1 слово .однородной  
опускаем.

*

Для формулировки и доказательства основных результатов работы 
предпошлем необходимые определения и обозначения.

Определение 1.2. а) Для a£R‘ и t £[0, + «?) положим

z։ (0 = = t exp (fa log t)

и рассмотрим логарифмическую а-спираль La = ze ([0, + оо)), а также 
ее части La = z։ ([О, 1]), L, = za ([1, + со)).

б) Для ЛсС" и Вс С1 обозначим
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Л5 = {№бСп; № = Сг, ^А, г^В}, 

полагая АВ = <В в случае А = [С), С£СЛ.
Определение 1.3. Область 2сС՞, 0£2 назовем а-(спиралью) 

звездной или а-звездной областью (относительно точки 0), если 
2-/.а = 2. Равносильное условие — 2е■£+== 2е. Здесь и далее мы по­
лагаем Ес = Ся\£ для Еа.С'.

Приведем формулировку результата Н. У. Аракеляна (см. [4]).
Теорема А. Для того, чтобы область $2 с С1,0 £ 2, была областью 

эффективной, суммируемости для Н{&), необходимо и достаточ­
но, чтобы 2 являлась а-звездной относительно точки нуль для 
некоторого фиксированного я£К՛.

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1.1. Для того, чтобы область 2сС՞, 0£2 была об­

ластью эффективной однородной суммируемости для //(2), необ­
ходимо и достаточно, чтобы оболочка голоморфности 2 являлась 
а-звездной относительно точки нуль для некоторого фиксирован­
ного а е R1.

Замечание 1.1. В случае п = 1 понятие эффективной однородной 
суммируемости совпадает с понятием эффективной суммируемости, а тео­
рема 1.1 совпадает с теоремой А.

Замечание 1.2. Достаточное условие из работы [1] получается 
из теоремы 1.1 в случае а = 0, т. е. при обычной звездности Миттаг-Леф- 
флера.

§ 2. Доказательство основного результата

Пусть ДсС1, Ес = 0 и 0£Е. В работе [4] рассмотрено множе­
ство

£*=и(Г ‘£). (2.1)

Там же замечено, что если Е—область, то £* —также область.
Для каждого /€:/, где ] — некоторое конечное или бесконечное 

множество индексов, рассмотрим области Е’с.0,', [Е1')с=£0, О^Е' и 
соответствующие им по формуле (2.1) области Е[.

Лемма 2.1. а) Если матрица С эффективна для всех Н(Е>), 
у £ ]՛, то она эффективна и для Н^Е''/, где

Е՝ - и Е1. (2.2)
>&

б) Если область Е’ из (2.2) является а-звездой, то все области Е’ 
и Е1 также являются а-звездными.

Доказательство утверждения а) очевидно. Докажем утверждение б).
Так как 1 £ (Е*) с, то по определению 1.3

£+с (£ )с =г п (£У,
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откуда следует, что (£.У для всех /6/. Отсюда, с учетом то­
го, что (Е{)с—моноид (см. лемму 2.1 из [4]) и 1£/л , получаем, что 
(£’/)е-£^’ = (£,^)г. Лемма доказана.

Пусть 9сСя—область и 2® = 2 П где |то#^Ся; то фик­
сирована то £ Ся\!01, •/£ С1).

Лемма 2.21 Если область 2 является областью голоморфно­
сти и областью эффективной однородной суммируемости, то для 
любого то £Ся\{о} множество 2® связно.

Доказательство. Не нарушая общности можно считать, что, 
аналитическая прямая задается уравнением г3 = ж3=- • • = хл=0.

Предположим обратное, т. е. 2» для некоторого то не связно. 
Тогда 2® можно представить в виде 2И = 2® и В, где 2®—область, 
содержащая нуль, 5= 2®\2® =# 0. Далее рассмотрим функцию g(z^) 
равную нулю на 2® и единице на В. Из теоремы Картана следует, 
что § («!՛) можно аналитически продолжить во всю область 2. Про­
долженную функцию обозначим через С (г). Таким образом

С^Н(^) и = о (* ։).

По условию леммы существует бесконечная матрица С£ Ж (2) такая, 
•что для любого г£2

(Се * б) (г) ->■ С (г), когда о — 80. (2.3)

Очевидно на области 2® вместо (2.3) имеем

о=(Сй*  С) (г)|ге_-ш-^ С(^'/ге..в= а(г։) при 8 — 80.

Получаем противоречие. Таким образом, Л® связана.
Перейдем к доказательству теоремы 1.1 сначала в случае, когда П— 

■область голоморфности.
Необходимость. Пусть С£ Ж (2) =И=Ф. Тогда из определения 

1.1 следует, что для всех /£^/(2) и^2о локально равномерно вы­
полняется условие

Цт (С» */).(&)  =/(?), то£_/=Ся\{0}.
'»-«о

Перейдем к областям (йм)*.  Применяя для них, а также для 
области й*=и  (2=)» теорему А, получим, в частности, что сущест- 

■ , «6/
вует такое т £ R’, что все области 2*,(2®) ф и й® а-звездны (лемма 2.1). 
Необходимость доказана.

Вместо доказательства достаточности мы докажем теорему, из кото­
рой, в частности, следует и достаточность условия теоремы 1.1.

Пусть и бесконечная матрица С, такая, что для всех
локально- равномерно выполняется условие

1НтСИ0=;—• (2-4)

47<1
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аде

С» (0 = 2 
т—О

Теорема 2.1. Если бесконечная матрица С удовлетворяет условию- 
(2.4), то она эффективна для любой а-звездной области 2 с С".

Доказательство. Пусть функция [(г) голоморфна в й. Пред­
ставим ее в начале координат рядом (*)  и составим сумму (1.2).

Рассмотрим следы функций /(а) и (С»/) *(г)  на 2». Обозначим 
их через /*  (/) = /(го/) и

(С։*  /*)«)  = £ Сж(4) 6„(го) Л 
т—О

где

(го) = £ го*',-го ‘\
11*1-  Щ

Из леммы 2.3 работы [4] следует, что при условии (2.4) бесконечная 
матрица С эффективна для каждой области й^. Следователь но

(С։ ♦/*)(/)֊>/*(/)  при 8->%. (2.5)

Это равносильно тому, что для любого я£2

(С։ */)  (я) ֊» /(г) при о->80. (2.6)

Докажем, что предел в (2.6) достигается локально равномерно. Для 
этого возьмем произвольную точку го £ $ и шары В; (г0) с центрами в 
точке в0, /=1, 2, 3, такие, что

В, (ж0) сВДсЯ։(го)е2.

Из а-звездности области й следует, что

£7 • 5/(г0)е Й при г = 1, 2, 3.

Так как О £2, то к областям £7• В[(г0) можно добавить такие шары 
В;(0), что полученные области £Л, ։ = 2, 3 удовлетворят следующе­
му включению

£/։е[/,с2.

Пусть Вх (го) = Вх (я0) П £//(го) = С/г П ։ = 2, 3 и обозна­
чим через

Е=\ти£С"; |го| = 1 и таких, что Вх(ш),^0].

Для каждого сечения ВТ рассмотрим функцию I -6՜’, где / £ В։(го), 
а точка Е£<?£/3 (го). Из построения областей 1 = 2, 3 следует, что 
<?£г3(го)с(£/а (го))с. Тогда из определения (2.1) имеем, что 
£ (11։ (го))*,  причем образ £>№ этого отображения есть компактное 
множество из области С’\£^. Из непрерывности границы (Л, и отоб­
ражения /-?՜1 следует, что для некоторой окрестности го из £ также 
справедливо включение 2Эв®С։\£^, причем существует компакт С 
из С*Х£^՜  такой, что Д»с6 для всех го из упомянутой окрестности֊ 
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По условию предел (2.4) выполняется равномерно на компакте С. Из 
компактности Е следует, что б можно выбрать таким, что £)» с б 
для всех ш £ Е.

Разложив функцию /(л) в степенной ряд в В3 (о) с помощью под­
становки получим

2 «г.՛ \ с / с
дВ,(01 п'Г

Отсюда, с учетом формулы Коши для контура с>£/3(ш), имеем, что 
при < С 5|(ш)

■(с.. */*)(/)-/* (о = ֊^. р(<) _ (1_4՜)՜ |т” (2-7>

Отметим, что здесь /-;֊'£б для всех В{(ш), $£д1/3(и>) и ги£Е. Од 
нако из условия (2.4) следует, что правая часть՛ (2.7) равномерно на 
В} (то), стремится к нулю, что и требовалось доказать.

Чтобы закончить доказательство теоремы 1.1 заметим, что из усло­
вия (1.4) на область Й следует, что й является областью Рунге 'первого рода 
(см. [5], стр. 66—67). Следовательно, из теоремы 3.1 (см. [5], стр. 67) 
вытекает, что й имеет однолистную оболочку голоморфности.

Теорема 1.1 полностью доказана.
Приведем примеры таких матриц С, для которых выполняется условие 

(2.4). Как и в одномерном случае (см. [4]) ими являются следующие 
матрицы

С={т"։п+‘”я։^_| , С= [ ----------- - ------------Г > В >0,
[ Г (1 + В (1 -г /а) /п)[т_о

где Г(х) — гамма-функция Эйлера.
Первая из них обобщает метод суммирования Линделёфа, а вторая — 

Миттаг-Леффлера (см. [1]) для а—спиральных звезд в С".
Пользуясь случаем выражаю свою благодарность Н. У. Аракеляну за 

критические замечания.

Армянский сельскохозяйственный
институт Поступила 17. X. 1985 и 4. V. 1988

Ե. Ս. Ս՞Կւ՚ՏԱՑԱՆ. Հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերականգնման 
շարքերի գումարման օգնռկթյամթ (ամփոփում)

մասին Շ^֊-Ոէմ աստիճանային

Բազմաչափ աստիճանային շարքերի համար աշխատանքում տրվում է Բոր ելի, Միտտագ- 
էեֆֆլերի և Լինդելյոֆի գումարման մեթոդի մի ընդհանրացում, որի միջոցով դիտարկվում^ է 
տիրույթում հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերականգնումը այսպես կոչված գումարման տիրույթ­
ներում է Ապացուցվում է, որ Շո֊ում ընդհանրացված Միտտագ-Լեֆֆլերի-Լինդելյոֆի տիրույթի 
աստղաձևությունը համարժեք է այդ տիրույթը գումարման տիրույթ լինելուն։ Այս արդյունքը 
ընդհանրացնում է ն. 2.. Առաքելյանի թեորեմը Ո>2 դեպքի համար։
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Е. S. MKRTCH1AN. Qn recaptaring holomorph function*  by tummihg the power 
eerie*  In Cn (luminary)

A summation method for power series is given generalizing the method due to- 
Bnrel, Mittag—Leffler anb Lmdelof. We consider the problem of recapturing a. 
holomorph function by summation of his analytic element inside the disk of conver­
gence. Domain where holomorph function is recaptured by this (generalized summing 
method are called summation domains. We prove, that Mittag—Loffler—Lindelof ge­
neralized star condition in C" and summation domain condition are equivalent. This 
result is a generalization of a theorem of N. H. Arakelian for the case n>l.

r
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Б. Г. АРАРКЦЯН, Р. Р. ШАХБАГЯН

ОЦЕНКИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Постановка задачи. Формулировка основных результатов

Пусть Q—/i-мирный открытый куб с границей Г, точки которого бу­
дем обозначать через х — (xi, ха,..., хп).

= “X. ^7 (°" w й;) + “w “ 

— симметрический, равномерно эллиптический оператор, т. е.

ali (*) = aji (*)• а <х) > 11> 0

и для любого вектора Е = (Е։, Еа.---, Ея)

Е £Е?,
l~l l.j-l 1-1

где т1։ та и Тз — некоторые положительные постоянные.
Рассмотрим задачу определения собственных значений первой краевой 

задачи для оператора L ® области Q

Lu = Xр(х) и,
(1) 

u|r = 0.

На коэффициенты оператора L и р (х) накладываются ограничения 

О1/(х)^С«(2), а(х)£С(2), 

р(*)>Ро>О. Р(х) £ С1 (Q),
при которых известно {см., напр., [1]), что оператор L имеет счетное 
число положительных собственных значений:

0 < Xj • •,

Целью настоящей работы является получение оценок собственных 
значений оператора L через собственные значения оператора, коэффи­
циенты которого являются кусочно-постоянными в Q ■функциями.

Перейдем к точным формулировкам.
Пусть {Q;}, j — 1, 2,•••, q— равномерное разбиение куба 2 на 

_ я
кубы 2/со стороной Л такое, что 2 = U 2Z п2/= 0- Для любой 

7-1 г+
функции / (х) £ С (2) определим в 2 ступенчатые функциии j (х) > 
f (х) и /~(х) следующим образом: для х£2у
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Л (х) = sup / (х), /' (х) = inf f (х), (х) = /(х<с)),

х(с) — серединная точка й /.
Через (1+), (1՜) и (1՜) обозначим краевые задачи, получаемые 

из задачи (1) путем замены коэффициентов (atJ (х), а (х), р (х)) опе­
ратора L на (az+(x), a+(x), р" (х)), (aj}(x), а՜ (х), р+(х), (а£ (х), 
а~ (х), (х)), соответственно. Пусть, далее, Хг, и* , X*. и* обозна­
чают к-ые собственные значения и соответствующие им обобщенные 
собственные функции задач (1*) и (1~) (см., напр., [5]).

Основным результатом настоящей работы являются. следующие тео­
ремы.

Теорема 1. Если atj.(x), a(x)^C։(2), р(х)^С(2), то суще­
ствуют постоянные С (к) > 0 и h0> 0 такие, что при h < h0

р*^-Х*~ |< С (к) h1.

Теорема 2. Если alt (х), а(х)£С։(2), р(х)^С(У), то суще­
ствуют постоянные C(k)"^>Q и ha> 0 такие, что при А < Ао

!x*-v(Z*++>r),<CWA2- (2)I 2 1 ՛ *

Получению оценок вида (2) для оператора Штурма-Лиувилля (зада­
ча (1), п = 1), с установлением различных скоростей сходимости, посвя­
щены многочисленные работы, из которых отметим лишь работы [2] — [4J, 
где можно найти и дальнейшие ссылки. ՝

В [2] получена оценка (2) для оператора Штурма-Лиувилля первого 
порядка по Л, которая в дальнейшем улучшена в [3], где получена квадра­
тичная скорость сходимости. В [4] при более жестких ' ограничениях на 
гладкость коэффициентов оператора, получены оценки более высоких по­
рядков по к.

В настоящей работе оценка вида (2) получена для симметрических 
эллиптических операторов второго порядка в кубе.

Случай, когда й—произвольная ограниченная область с кусочно-глад­
кой границей, сводится к рассматриваемому с использованием известных 
приемов продолжения функций на более широкую область с сохранением 
гладкости. Отметим также, что аналогичный результат имеет место и в 
случае неравномерного разбиени куба й на параллелепипеды йа, при этом 
роль Л играет длина наибольшей стороны параллелепипеда Йа.

Доказательствам основных теорем, которым посвящен § 3, предпосы­
лаются три леммы, приведенные в § 2. .

§ 2. Вспомогательные утверждения

Предварительно введем некоторые обозначения. Для любой точки 
х = (х։, х։,---, х„) и для любого мультииндекса я = (я։, яа,---, з„) 
с целыми неотрицательными компонентами определим как обычно

х* = х? х?... =/)? D? • • • А՛»,
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Пусть далее
J/J = sup |/(х)|

2

— обычная норма в С(й).
Лемма 1. Если
1. с՝ (2),

то • ||/ — v4’1 ZT/I,
2 Н-1

2./(х)СС’(2),

z ц о 1®1в*

Для доказательства обозначим через /*(х) сужение /(х) на 2к. 
По формуле Тейлора в точке х<с) £ 2*

/* (ж) = fk (х"’) + S (х ֊ xwy D* fk (?. (х(сУ)),
/«1=1

где E« (x(f)) — некоторая точка 2*. Отсюда

|/А(х)-Г(х) < S '(x-x(c,ri|D*/*(U(x։f)))|<
l«l-l

<4 S *up^VHx)i<4։^(x)S-
2 ,«|=1 •8* 2

что и доказывает первое неравенство. Аналогично доказывается оценка

ll/֊/±J<nAmaxpa/(x)J. (3)
1»|-1

Перейдем к доказательству второго утверждения. Не ограничивая 
общности можно предположить, что в Йд имеет место следующая система 
неравенств:

АД(х(с))>0, г = 1, 2, I,
(4) 

A/*(xW)<0, i = n.

По формуле Тейлора в точке

/4(х)=/*(х(е))+ 2 (x_x(cyz)։/*(x(£)) + 
l«l—։

+ V S *{е))‘ A <5)
2 |.,_2

Обозначим через

х“’ = (х1Ч х4Ч-, «I*"’) 
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вершину куба наименее удаленную от начала координат. Тогда коорди­
наты всех вершин Йа будут иметь вид

Х(*+Г)=(х(*.тг)( х(*гН)։...։ х^}

при всевозможных подстановках вместо г значений 0 или 1. Далее очевидно

Подставляя в (6) значения

«*', А՜.

вычисленные по формулам (5), получим

-֊- IX (*“’))-
l а|-2

- 4 S (x<m) - (x,r>))> (8)
2 |«|-2 •| 4 »

> У (x(m։-x(*+։))։^7i(*<f)). 
I«"i

где

a x(m) £й* и в 2a.

С другой стороны, в силу выбора вершины (xi*'\ •••, xi1' 
x4^l+1, •••, x£n+') и условий (4), имеем

£ (х(я1) - х“^’)* D'fk (хм) > 0. (9)
1«|-1

Аналогично, подставляя в (7) значения

Л(х(?'+1),-.., Х^\ х'4'-’), ft,

вычисленные по формуле (4), получим
4 s (xw-xW(M*(e))-
2 |aj-2
- 4 S <x(M)- x<e,)‘0* (x(c>)) < (1°)

2 i«t“2
< 2 (xw - xlk+t}YD'fk(xM),

I«!-1
r«e

8 = 1-8, XW 6 и fk (x(M)) = •/+

в Йа. Как и выше из выбора вершины .

(х‘։*֊+1),-.-, Х(№}, х^՛’,---, хя‘")
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и условия (4) имеем

Е (х'М} —х(4+')* £7* (хи,)< о. (П)
1*1-։

Используя (5), вычисленную соответственно в точках х(м; и х*”4 и очевид- 
п (с) (*-Н) , (*+«)ное соотношение 2 х — х + х , имеем

/2՜ +/Г - 2/Г= 2 (х(Л,)֊х(4-Н))' £>7* (л{е)) + 
|.;-1

+4 Е (х(А0--х(е))'л7*(р«(х(в,)) +
2 |»!=2

+ £ (х(т)֊х*+։)։£>7*(х(е,)4- 
1»1—I

+ 4 Е (х(т,-х(еУ£>7Л0Мхи>)), (12)
2 |«|-2

откуда, с использованием соотношений (8) и (11), получим верхнюю 
оценку

/^+/Г-2/Г<4 (х(А+։)-х(с))“Р7*(С«(х(е))) +

+ 4 Е (х(Л։)-Х(СУ Р7* (Ра (Xм)) <

<4 Е 1(х1*+։,-х(е,)в1 Р’МС. (х(с,))| +
2 .»1-2

+ 4 £ Кх(л։,֊х(е)Г1 |£>7*(Мх(е,))1< 
2 |»|-։

- п’Л2 лп« л 
<_Т_Х211 л

Аналогично из (12) при помощи неравенств (9) и (10) получается 
оценка снизу

Л+/Г-2/; > 4 Е 1(х{га,-х(с))'| |£>7нмхс))|+ 
2 1»|-2

+ 4 Е |Г>7* (х(е)))1 >
2 I»,—2 

п^а «Л» Л >------— шах Р /5-
4 1«|-։

Из последних двух соотношений и следует второе утверждение леммы.
В дальнейшем нам понадобятся следующие функционалы:

7У(и)= С ( у аи (х) £)/ + а (х) и2) с/2, (13)



М(«) = |р(х)и’</2, 
а

/?(։,)=. 
М(у)

Обозначим через
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(14)

(15)

М* («), (V), М-- (о), М~ (V), R* (о), R՜ (V)

функционалы, построенные по формулам (12)—(14) для краевых задач 
(1±), (1՜) и (I՜4), соответственно.

Отметим, что если «л — А-ая собственная функция оператора Ь, а X*— 
соответствующее ей собственное значение, то, как известно, [1]

** = *(«*) = —֊• - (16)
М (ин)

Лемма 2. Если ац(х), а (х) и р (х) £ С (2), то существуют 
постоянные С (Л) > 0 и Ло> 0 такие, что при Л < Ао

. |Х*-Х?КС'(*)Л, (17)

р.*-х;ь<с.(л)л. 18)
О Я о |

Д о к а з а т е ль с т в о. Пусть 1^2(2), где 11^(2)— замыкание
множества бесконечно дифференцируемых финитных в 2 функций в
норме

В силу оценки (3)

МЧ(Д а
(О^У+ю* )</Й.

1М(«)-мМ < [ |р(х)р(хг(--Р(х)</2< 
а/ Р \Х)

а

Р (х) И Ро
и

\Ы(») — ЛГ* (о)| < | 2 |ау (х) — ас, (х) | о| | £>; и| + 
- И-/-• а

+ |а (х) — а± (х)| о’] </2 -< с։Л |и]?.

С другой стороны, в силу условия эллиптичности

Л'Н>сзМ)Ь (19)

т. е.

отсюда следует

|Л'М ֊ /Vх («)| < — л^(и); 
с3

(и)>(1 -8։Л)7У(«),
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- - —ЧТ*»֊ — — *■ • . —- - Г • • • ~՜ ' ' •

где о =. —■ Таким образом, Е± (и) > О при А < — • 
с։ 6,

Далее из очевидного равенства

Л («) - Я* (V) = Л,‘„ — + К ы М
сХедует, что существует положительная постояная 8։= 8։ (с։, с։,с8, р0) 
такая, ,что .

֊4 (и) я(и) < тЧ’г Л± (у)’ ■ <20>1“Т”О|Л 1—-

откуда в силу определения функционалов А?(и) и Л*(и), минимаксных 
свойств собственных значений (см. [1], или [5])

Оценка (18) доказывается аналогично.
Лем'ма 3. Если ац (х), а (х) и р(х)£С։2 , то существуют 

постоянные с(А)^>0 и А0^>0 такие, что при А<^А0

|Я4 (а.)-Х||<С(А)А\ (21)

|Я~ (щ)-ХГ|< С(А)А\ (22)
•-.Доказательство. Имеем

£(и*— п^) = Х±р?(х) (и*— и?) -|֊Хй(р(х)— (х))и* +

+ (Ч ֊ X?) и* - (£ - £*) и?. (23)

С другой стороны (для нормированных «л и и*, к фиксировано)

Тз0м* — «*11 -С (X. (и*— и*), и*— и*), 
։ ՛ ■ '

где (• , •)—- скалярное произведение в Откуда с использованием
(23), получим

в

+ X* I |р (х) — р± (х)| |и* — и^| с/2 4֊ 
1

с

+ |Хе - X?I у (х) |ИА| !и* - ы*±| </2 + 

и

+ 2 [ 1а</ (*) — а/* (^)| |£>/и*| |£);(и»— и։±)|՝</2.

2
Используя неравенство Юнга, лемму 1 и (17), получи^

7։ Ци* Ии 5? -С С* Аа-|- ь с5 — щ [1, 
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где е> 0 произвольно. Выбирая е^>0 из условия ?3— ։с5>0, получим 

|и» — и?I < св (к) А.

Отсюда следует, что

|л,± (и* — ы?)| < с, (к) Л, (24)

|М* (и*֊ ы»)1<с8(^)Л. (25)

С другой стороны, используя соотношения (13)—(16), нетрудно про- 
верить, что

л/1 (к*) - & М* (и*) = №* (и* ֊ и±) 4- к? М± («* ֊ и?) 

и окончательно

|/?± («») - =
М* (и*)

֊< |Л^ (и* - »**)! + |Х?| \М* (и, - И>*)| с А, 

М±м

Аналогичным образом доказывается оценка (22).

§ 3. Доказательство основных теорем

Теорема 1. Если а^(х), а(х)£С’(2), р(х)£С‘($)> то суще­
ствуют постоянные С(к)^>0, А0^>0 такие, что При

(26)
Для доказательства воспользуемся соотношением (՝16), полагая соб­

ственные функции задач (1) и (1՞) нормированными. Очевидно

|Ч - ХГI < |Л/Г (щ) - ЬГ (о? )| + |/7 (ИА) ֊ АГ (щ)|. (27)

Первое слагаемое в травой части (27) в точности совпадает с левой частью 
(22), следовательно достаточно оценить второе слагаемое в (27). Для это­
го оценим предварительно интеграл вида

] (/(х)-/“(«))« (х) </2, 
с

где
6 С1 (2).

Используя формулу Тейлора для функций (х), получим

Г (6(х) — /Г (х)) ш/ (х) = | (// (х) — /Г (х)) ин (х(г)) 4-
«*! • 4

+ Г(Л(х)-Г(х)) 2 (х-х^’Г^ш/^Дх11’))^, 
1«|-։

Второй интеграл в силу первого утверждения леммы 1. очевидно не пре- 
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.восходит по абсолютной величине сЛп+։. Покажем, что аналогично оцени­
вается и первое слагаемое. Имеем

р(Л (х) —/Г (х)) то/(х(е)) =

-а,

= то г .(х<£’) £ £>* А (х(£) ) Г (х - х(е) )* </2։ + 
11-1 3

»<

+ Г (х(£)) £ (х - х(с) )։2Г/| («. (х<е)) </2։. (28)
֊, 1.1-։

«I
Первый интеграл в травой части (28) равен нулю, а второй—ото абсолют­
ной величине оценивается через сАп+2.

Таким образом

|(Л(х)-/Г(х)) шДх)^ сАЛ+2

к окончательно

(29)
В

Далее ото определению

ау (х)) А ик О) нк+
• в

Г(х))м^ а~ (х)) и’ </2 I

В

у, (а1](х)~ан(х)О{икО{ ик\<1& . (30)
а

Применяя поочередно неравенство вида (29) к каждому слагаемому 
в отравой части (30), приходим к оценке

|ЛГ(и*)-ЛГ(и*)|<с(А)А», 

которая вместе с оценкой (22) и доказывает теорему.
Теорема 2. Пусть а/у(х), а(х)£С’(2) и р(х)£С (2). Тогда 

существуют, постоянные С(к)>0] и Ао> 0 ] такие, , что при

а*-֊-(>: + )-Г) <с(А)А».

Для простоты доказательства будем полагать, что собственные функ­
ции задач (1*) нормированы. При фиксированном А имеем

։՛*—— М + ) | -С I ?-а— ^Г| +
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+ рГ ֊ /г («01 + ֊ I я+ («*) ֊ Կ+4 + .

(31>

Из определения функционалов Я* («*) и («л), после очевидных 
преобразований, с использованием второго утверждения леммы 1, получим

Теперь доказательство теоремы следует из теоремй Г и оценок (21),.
(22) леммы 3. ; ...
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problem for the second order elliptical operators. ,

ЛИТЕРАТУРА

1. P. Курант, Д. Гильберт. Методы математической физики, тт. Г, II, М., Гостехиздат, 
1951.

2. А. L. Andrew, F. R. de Hoog, Р. J. Robb. Leighton’s bounds^for Sturm—Lioville- 
elgenvalues. Journ. of Math. Anal, and Appl., 83/1981, 11—19.

3. J. W. Paine, A. L. Andrew. Bound and higher—order estimates [for Sturm—Lio— 
ville eigenvalues, journal of Math. Anal, and Appl, 96, 1983, 338—394.

4. S. Pruess. Estiiuaiiu the eigenvalues of Sturm—LiovilIe problem by approximating: 
the differential equations, SIAM Jour. Numer. Anal., 10, 1973, 65՛—68.

5. О. А. Ладыженская, H. H. Уральцева. Линейные я квазилинейные уравнения эллип­
тического типа, М., «Наука», 1964.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
^այԱւմաօֆկա XXIII, № 4, 1988 . Математик!

УДК 517.5

А. Г. БАГДАСАРЯН

ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ И О СЛЕДАХ ФУНКЦИЙ 
ИЗ НЕКОТОРЫХ АНИЗОТРОПНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

ПРОСТРАНСТВ

Сущность функционального подхода при изучении различных вопро­
сов, возникающих в теории дифференциальных уравнений с частными 
производными заключается в том, что дифференциальное уравнение вме­
сте с граничными условиями реализуется как оператор, действующий в спе­
циально подобранном пространстве. Появляется необходимость изучения 
свойств этого пространства, осуществления интерполяции и получения тео­
рем вложения различных измерений и различных метрик. Первые резуль­
таты по проблеме следов функций из пространств С. Л. Соболева были 
получены С. Л. Соболевым .[1] и дополнены затем В. И. Кондрашовым 
[2] и В. П. Ильиным [3]. Эти результаты формулировались в тер­
минах пространств W и, как выяснилось, не могут иметь замкнутой формы 
в терминах этих пространств (во всяком случае при р 2). Окончатель­
ные результаты были получены при р = 2 Ароншайном [4], В. М. Баби­
чем и Л. Н. Слободецким [5]. Гальярдо [6] охарактеризовал следы функ­
ций из пространства!^ {Яп), 1 р °о, на (п—1)-мерном сече­
нии Rn. О. В. Бесов '.[7, 8] решил эту задачу для анизотропных прост­
ранств С. Л. Соболева и сечения произвольной размерности т; m<Zn—1. 
Для пространств Никольского-Бесова В՝' q прямые и обратные теоремы 
вложения различных измерений были доказаны С. 'М. Никольским .[9, 10] 
при q = с» и О. В. Бесовым [7, 8] при 1 q <Z оо. Обобщением предыду­
щих результатов занимались многие -авторы. Отметим, прежде всего, рабо­
ты П. И. .Лизоркина 111], Л. Н. Слободецкого [12], С. В. Успенского 
[13]. Более подробное изложение истории вопроса и соответствующую 
библиографию можно найти в монографиях [14—’17]. В .работе [18]. 
А. Р. Волевича и Б. П. Панеяха описаны следы из достаточно общих гиль­
бертовых пространств (содержащих в частности лиувиллевские гильберто- 
вые пространства).

В настоящей заметке вводятся некоторые банаховые пространства 
функций, совпадающие при р = 2 с изученными в [18] пространствами. 
В отличие от случая гильбертовых пространств, когда следы функций из 
этих пространств описываются терминами пространств такого же типа (с 
иной весовой функцией), в нашем случае для достижения этой цели, как 
и в классическом случае, возникает необходимость введения более общих 
пространств типа Бесова. В частности при п = 2 следы функций из этих 
пространств совпадают со следами функций из обычных пространств Со­
болева.
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Как самостоятельное направление исследований' теЪрия интерполяции 
в банаховых пространствах сложилась в 1958—1961 годах в работах 
Ж. Л. Лионса, Э. Гальярдо, А. П. Кальдерона, С. Г. Крейна и других. Су­
щественную роль в ее развитии сыграли работы Я. Петре, который, в част­
ности, в работе [19] получил результаты об интерполяции изотропных: 
пространств Соболева и Бесова. X. Трибелем в работе [20] были распро­
странены эти результаты для обобщенно-однородных пространств. Здесь- 
мы доказываем теорему об интерполяции некоторых пространств типа Со­
болева—Лиувилля. В изложении мы будем придерживаться схем, предло­
женных Трибелем в [17, 21], Бергом и Лефстрёмом в [22], при этом бу­
дем пользоваться методами и результатами как перечисленных, так и мно­
гих других авторов. В дальнейшем мы намерены применить полученные 
здесь результаты при доказательстве априорных оценок для одного клас­
са дифференциальных операторов, являющегося подклассом регулярных 
операторов, введенных С. М. Никольским в [23].,

1°. Будем пользоваться следующими обозначениями: — п-мерное 
эвклидово пространство, Zn — множество мультииндексов, т. е. век­
торов «=(«։,•••, а„) с целыми, неотрицательными компонентами. Если:

то положим: |а| =£а/, ç’ = £՛ D* = D? • • • Dâ"..
I "1

Пусть А = {а,---, aJ Ç ZÏ (/=1, 2,-., А).
Определение 1. Характеристическим многогранником множа 

ства А назовем наименьший выпуклый многогранник N = N(A) в Rn, 
содержащий все точки А.

Определение 2 . Непустой многограник N с вершинами из- 
Z^ назовем полным, если начало координат Zn՜ является вершиной N 
и N имеет вершины на каждой оси координат Z„ , отличные от начала 
координат. Полный многогранник N назовем вполне правильным, если, 
внешние нормали (п—1)-мерных некоординатных граней N имеют только 
положительные координаты. Пусть N—полный многогранник с верши­
нами а°, а1,---, ап, Р1,---, ?л’» при этом вершина а7находится на /-той. 
координатной оси (/=1,2,- • •, п) и а°= (0,-• «.О). Сопоставим мйогогран- 
нику N функцию

/ n „ N „о,\ 1/2

\/-1 1-1^ /

и многогранник SR (s, N) с вершинами (0,• • •, 0), sa7, s 0'(/=1,2,• • •, и;, 
z = 1, 2,--, N).

Определение 3. Пусть — oo<s<o°, l<^p<a>, S'—прост-։- 
ранство медленно растущих распределений.

Положим

ЛДр; /?„) = (/; f£S',|/|я,= р-1{(1 + РГЯ/7}1 <«)..
. I pu . 1гР h*  -

Определение 4. Пусть s—натуральное число и следовательно» 
вершины многогранника ^принадлежат Z*.  Положим-
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«?<•։ Ä)-{/; /€5'. ։».>)’’<■»} •

При |a;| = |ß'|-= т (j—l, ?, / = 1, 2,•••, N) определенные выше
пространства Нр, Wp совпадают с обычными пространствами Лиувил,. 
ля и Соболева, соответственно. Здесь, как и в классическом случае 
можно доказать, что при натуральном s Нр (р; Rn) = Wsp(р; Rn). Пусть. 
Мр — пространство всех мультипликаторов Фурье типа(р,<7), т. е. обоб­
щенных функций р из S' таких, что (F՜1 p)*g  £ Lq для всех g £ 5 и ко­
нечна следующая норма:

И ^supo^-'p)*  4 .•
р

Определение 5. Пусть функция р. (£) определена формулой (1). 
Через Ф (g; R-n) обозначим множество систем функций обла;-
дающих следующими свойствами:

а) ?€5(/? я), (/?)(?)>  О, 4 = 0, 1,...,* *

б) supp Л?4а{В; 8 е Rn, 2՜'  < Р (В) < 2й՜’b 

suppF?oc|8; р(8) < 2), (2?

*

в) £ (/?)(;)>  С| > 0, yltRn, 
t=o

*

1 т) существует сг > 0 такое, что 
к/Ч)Г < с։, л-i, г,- -.

МР О)'

Приведем примеры таких систем функций.
Пример 1. Пусть со (/) — несколько видоизмененное ядро Соболе­

ва, т. е. бесконечно дифференцируемая, неотрицательная функция одной 
1

переменной с носителем в [0, 1] такая, гто | ш(<) Л = 1. Положим далее- 

о
для к = 0, 1, 2, • • •

(«) = (f; 2*<  р (?) + 24՜1 i < 2‘+11 •

Покажем, что система (?*]*_(;,  где

{F <fk) (В) = |՝ш (0 dt, к = 1, 2, • • ■ (4)7

и функция <р0 (В) выбрана подходящим образом, удовлетворяет усло­
виям а)— г). Свойство а) следует из(1) и (4). Докажем свойство б),. 
Если точка 80 такова, что р(?п)>2А4՜’ или р(с0) < 2*՜ ’, то 4—2-(А֊1)р(В0)< 
< 0 или 2—2 (А р(80)>1. В обоих случаях по формуле (4) (F®4)(Eo)=- 
~ 0. Для доказательства свойства в) убедимся, что для любого Ео?֊
4-473
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•р (?о) >3/2 существует номер к0 такой, что С». (?0) = т. е. од­

новременно 2—2 1’р(?о)4^ ~՜ и 1<4— 2 ” (*(%)•  Поскольку
2 I

)[3/2; оо) = II [3-2*՜ 2; 3-2*՜ 1], то хотя бы для одного натурального ка 

3-2*"- ’ <р(Е0) <3-2>м.

Теперь, если выбрана подходящая функция фо (5), то свойство в) стано­
вится очевидным. ' •

Для доказательства свойства г) применим теорему П. И. Лизоркина 
о мультипликаторах типа (р, р) (см. [24]). Представим произвольно взя­
тый мультииндекс а в виде суммы ненулевых мультииндексов; а = 
= Р’-г • • • +-рМ и обозначим через А (а) множество всех таких пред­
ставлений, т. е. множество всевозможных наборов мультииндексов 
{?',•••> И таких, что р'Ч—■+ рм=а. При этом очевидно число М 

принимает значения М=1, 2,- • •, |а|. Тогда производные <р*  (к = 1, 
2,-՛-) представляются в вида

(Я‘/^)(В)= % СИР1,---, ₽Ж;ы,ш\...,<о(|*|։)£>ур(5>,..., Р?Ир(5), 
А(«)

(5) 
1где сумма распространяется по всевозможным наборам (£’,•■•, £

£ А (а), а для коэффициентов С к справедливо неравенство

|С*(Р ’,-.., Рж; ш, ш',՜..., ш(|։1>)|<С|.2-ж‘ (6)

.с некоторой постоянной с։ — С1 (а) > 0.
Теперь из представления (5) имеем

г’(^<р*)Ю  = 2
А 1«)

Так как N (ц) является вполне правильным многогранником, то (см. 
[25]) существует постоянная сг = сг (у) такая, что

Г«1 О р (5)1 < С։ р (5). -г е #, 5 е /?«• (7)

Пользуясь доказанным свойством 6) и неравенствами (6), (7), из пред­
ставления (5) получим для любого 2Г+

(5)|<с, А = 1; 2,-.-.

Пример 2. Пусть I <р*  ]Г=о (р; /?,). Положим

(/г'ЫО)=(^«р*)(о|  2 (^ ?/)(?) Г. *=о,1,2.---.
I 7-0 1 -

Получим систему !'!'*) ^_0 £ Ф (р; /?«), для которой справедливо тож­
дество

. £ (/=ф*)(6)=1.  (8)



Об интерполяции функций 357а

Определение 6. Пусть —со<'з<6эо> 1<^р<^оо, 1<д^со. 
Положим

#.«(н; ЯЛ =4/; /б.т, =[ 2 Л*  Н
.1 р, ч I *—о • ■ £р <яя։ I •

/#л(1Ч Яя) = (/;/С5',|/|1 = 17 £ 2^’|/ *<р я|’Г^]1Д<оо|,.
I р. а О \ *-о  I I

йя

^. -(7Яя) = {/;/£$. _=зир2^ .<р4р()?л)<-}. •

При этом в определении Р* Р։ ч будем считать, что 1<д<ОО. Пусть 
/65' (Яя), положим I3/ = Я՜1 ((1 + р’)5,2//). Всюду в дальнейшем, если 
это не вызывает путаницы, через с мы обозначаем (вообще говоря) 
разные постоянные.

2°. Лемма. Пусть/6 5'(Яя), для системы (<р*)^_ 0 С $ (К Яя) вы­
полняется тождество (8), / * фл (/?я), & = 1, 2,---. Тогда для лю­
бого р; 1 < р <6 °°» талое, что ՛ ' ' •' '

Гъ *Л,(Ля)<с2‘Ч/ *фЖ,с^> • *=о, ь.-.-. , -

Доказательство. Будем считать, что фл = О при & < 0. 
Из условий (2), (8) следует, что для всех к

2 '
• / *Ф* = £ (фл+г *фл */.)> . (9>

г- -2
поэтому

2-“Г?*  */1 £р(Ля) = ^։’я'21^_Ч(1+>Г^т*.^/-2-Ч р(Ля) < •

2
< 2 *ф* */)2 _л')и,(Ля) =

г— —2

= (2«)в/2 £ |Г-1!2-‘Ч1 + |^Лг*̂ +г/-(фл */Ь яГ„ )< • 
г— —2 и

СсИ *®»!кр (>?„).

Последнее неравенство следует из того, что функции

2-* ’(1 + Н։Г'2^?*+г.  г=-2, --, 2; Л = 0,1,-..

является элементом пространства Мрр, причем

зир |Л"։ {(1+1х։),/2/??»+г-Гя)1 <с, й = 0,1,-• 
1Й«дя“1 £Р

Проверка этого факта легко осуществляется с помощью теоремы П. И. Лн- 
зоркина, при этом свойства (2) и (3) обеспечивают выполнение условий 
этой теоремы. Лемма доказана.

Наша ближайшая цель — доказательство интерполяционной теоремы 
для пространств №р (ц; /?п). Приведенная выше лемма будет играть ос­
новную роль в этом вопросе. Пусть Ао и — два комплексных банаховых
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пространства, линейно и непрерывно вложенных в комплексное топологи­
ческое пространство A :AoCzA, AiC.A. Два таких пространства будем 
называть интерполяционной парой {До. Д։}. Для интерполяционной 
пары (До, Д,} и всякого/, определим в До+Д1 функционал
К следующим образом:

К{1, а; Ао, Д։) = inf (|ац1| + tlaj ). а—а,+а, Д, А,

Определение 7a. Пусть (До. ДИ— интерполяционная пара, 0< 
1. При 1< оо положим

(До. ДО». <r= (а; а 6 До + А „ ЦЛ Л, 
I q *=

'/ “г . 1
= ( [Г*  K(t, а]’—) <ео ,

и
три 9= оо

(До. Д1)о, - = (а; а£ До 4֊ Д։, |а|(Л<в Л )։ _=sup г՜’ K(t, а)< оэ|.

Дадим другое определение пространства (Ди, Д։)։. ?, эквивалентное 
■определение 7а (см. (17]). Для интерполяционной пары (До, Д,| и / 
՝0<^/<оо введем функционал, определенный в Д0ЛД։:

/(/, а; До. Д։) = тах{Ца||д։, /На.}-
Для сокращения записи положим

- о

1/р
, при 1 -С р <

Hvrai тах . . . = |v(/)|, при р=оо.
~ 0 < t<^ оо

Определение 7б. Пусть {До. А{}-—интерполяционная пара,
•О 0 < 1, l<ç«^oo. Через (До, Д։)։, q, обозначим множество 
элементов а, а £ До 4՜ Д։ для которых существует непрерыв­
ная Д0ПД । — значная функция u(i) с конечной нормой Jf՜8 J {t, u)[ 

՝ Lp-t

-такая, что а = ы(/) —• Введем в (До, Д։)б, q норму следующим
о

образом:
Ha а>. =infllf։/(t и)8 . 

р 
где нижняя грань -берется по всем представлениям элемента а описанного 
типа.

Теорема 1. Пусть 1<р<^<х։, 0<՜ 6 1, sn ¥= s։,
тогда 

(^;°(н. Rn).Hsp՝^-, = Rn),
.где s =(1 — S) s0 4- 0sv
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Доказательство. Пусть € ф (w #1), £ (/ <pt) (с) н= 1 и

f£(Hp, Нр)ь, q. Представим функцию / в виде суммы /=/о + /։. где 
fa^Hp, Ji^Hp. В силу доказанной леммы имеем

J/ * тЛ, < I < l/о • 'Pjip +J/i ♦ <

< с ULf + 2-Ji V/iM

Беря нижнюю грань по всем разложениям функции f, получим

И*  иЛр<с2-^/С(2*̂~ г,), f; Н3р', Нр').

Это неравенство вместе с леммой 3.1.3 из [22] приводит к оценке

1Л„ -( S(2“l/„...«-1. •
Р- Я \ 4-0 ₽ / I Р Р }•. я

ж
.Докажем обратную оценку. Пусть / /?я). На основании дока*
занной леммы имеем

г“*-*»  нр, я;-х

Сс2‘и“',)тах(2*'"к*  *Д Р, 2*4?*  *Л Р) = с 2‘%*  */Up-

Из полученного неравенства и леммы 3.2.3 из [22] будет следовать 

нужная оценка, если мы докажем, что f= /*  ?*•  в Hp'+ Нр'.
Л-0

Пусть s0 < s։, тогда Нр' + Нр' = Нр и

Теперь уже условие (/г«р*)  (?) =1 обеспечивает нужную сходимость 

в Нр- Теорема доказана.
3°. Определим оператор следа соотношением

(Гг/) (И=/(-Л 0), х' = (х1։..., хл֊1), /€5(ЛЯ).
Следы остальных функций определяем с помощью предельного перехода. 

В настоящем пункте мы опишем следы функций из определенных весовых 
классов (определение весовой функции см. в [18]). В качестве таких весов 
будем использовать в частности функции (1 + н')4 2> где функции р(5) 
и ?(£) определяются следующим образом:

/ Л / Аг п ^2н(?)=(У« +Х(И ) . (10)
\;-1 7-1 /

— (11)
Ч;)=(1+на(։/)) (1 + Р(Ш -

Расширим несколько определение 3.
Определение 8. Для 1 <р < =» и весовой функции >֊ (£) поло­

жим
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Нр.хля=1/; .^и՜1 ։м^л^я)<«>1.

Теорема 2. Пусть So, $1 — натуральные числа, причем Si < «о.
Т огда для р, 1 < р < сю 

■ • f V
4։՜^ (12)՝

Тг: НР. ,(R„) - Вр.р (и(Г); /?„-,). 
Т • В

где m = |ап|.
Доказательство. По соборажениям плотности (см. [18]) доста­

точно рассмотреть лишь функции из S.
Пусть R^՜— полупространство хЛ >0 и

. («) - (л /e S՛. W ; - (s fD' л; -}, 
( • WP »* ՝ЛЛ I \ • I

i »
где B = B(v)— многогранник, отвечающий функции v(5), т. е. много­
гранник с вершинами (О,---, 0), soa'(/== 1, • п — 1), (so(0')։ > 0) 

= (s։ «y, s,m) (/=!,• •'•, n —1), (s։ (£')*> s։m) (f =1,-• N),.
(0,՛՛«, s։m) из Za. Обозначим через R оператор сужения на R+.

Так как Trf = Tr Rf, то соотношение (12) будет установлено^ 
если мы докажем, что 

• г . ■ * г “ •«*  ' ՛ • Z !
Ь-------рт

Tr: IF,.,(/?+)-► В,,р (МН;
Из теоремы 1 следует, что для любого s։, s։ =#= s0 ։ ՝. ■

------ !-------. р 
рт (а,—«,)

(1---------- i------ U+--------i— . • ' .՛ ,.-Д
I рт(а։-а,)7 рт(ао-а,> . о / /ем о х

— Вр.р ((*(£)»  Rn-\) — Вр։Р (р. (5); Rn—i).

Пусть положим u(t)=f(x‘, t) при f]>0. Тогда n(f)—‘Тг/ в-
jHp՝ (Р (V); Rn-i) при t -»О. Теперь следствие 3.12.3 из [22] дает 

tTr/U J Ccmax[|?*M(fj| . , PV’՛ (f)| 1
■ Lpwy LP^ •

p. p l J
Правая часть полученного неравенства эквивалентна норме пространства 
Wp, Теорема доказана.

Пусть система функций {<рд]“_0^ф (p; Rn) такая, что имеет 
место неравенство

|&]|а1| (D՛ FTk) (5)1 < с, к = 1, 2, • • •, а e zt, (13)

где с = с(а)]>0. Условие (13) обеспечивает выполнение оценки (3) 
(см. [26]).

Теорема 3. Пусть р(;) — функция, определенная в (10), 
—=°<[s<[ao. Тогда какова бы ни была функция /(х')€ 

6^ Г (р(5')՛, R.i-i) существует функция g(x)^Hp (p; Rn) такая,- 

что Tr g{x)-f(x՛).



. - - . Об интерполяция функций - 361

Доказательство. Обозначим преобразование Фурье на Ri 
»(/=1, п—]•) и его обращение соответственно через Fi и /}-1. Пусть 
|?*| а=о^Ф(н(С);^я֊։), %(0 £5(7?։), Ф (0 £S(Rt), при этом supp Л։фос 

■<= (- 1, 1) supp F, фс= (1, 2), ф0 (Oj = Ф (0) = 1.

* Недавни П. И. Лиэоркин доказал теорему (см. признак В из [27]) о мультипли­
каторах Фурье для /.^-пространств со значениями в гильбертовых пространствах. При­
меняя при доказательстве теоремы 3 этот признак вместо теоремы 2.2.4 из [17], мож­
но в качестве рассматриваемой здесь системы (։Р*)*1==оС Ф (р; /?Л) брать систему, 
.приведенную в примере 2.

*
Положим (F։4*)  (0 = ф (2 т t) при 4 = 1, 2,---, тогда

-J- /
= «М)(2 mO}(y)ly_o=2m+(2VU=2m- (И)

Пусть /•£ В* р, р (р (£'); Л„_1), положим еще
к 

g(x',x„)=£2 п Ф*  (хя) /)(х')- 
*-0

Тогда из (14) имеем g(x', х„) = f(x'), т. е. f(x') — след функции
т+ —

_g(x', хЛ). Докажем сначала, что g^.Fp,iP • Пусть система (<?*)£  
£ Ф (р; Rn] такова, что для нее выполняется неравенство (13). Тогда 

•из (2), (13) следует, что матрица K;i~= <fj-при j=0, 1, 2,-• • и Kjj=G 
’удовлетворяет условиям теоремы 2.2.4 из [17J*.  Применяя ее получаем

£ -Я m фл (хл) 2 ""'(Ъ*/)  | dxn<
ni ‘-“I . . ֊ 1 ^^я-1)

Г/“ “(,+ 3s) . \рП

<Cj(aÄ2 1-А(Хл)1’՜2 1Т‘*/|։4р («„_!)) dXn- (15)

«I

Представим .последний интеграл в виде

| • • • dxn = | • • • dxn + V J • • • dx„, (16)

. x, l ~ Lk

.где L = (—ao; —1) U(1; «=) и
_ * -*-l  — A—l _ A

Lk=<-2 ;2 )U(2 ;2 )•
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Согласно (14) имеем

2 (17)

где о — произвольное положительное число, с = с '(а) >0. Если ст выбра­
но достаточно большим, то

Чтобы оценить соответствующие интегралы Ь), снова воспользуемся (17). 
Получим

- Г “ . , 2*>+֊Ч  чр/2
У " £2 'к •«’!.«._,>) +

/—О /и,0 , \ £—о у
ч

+ с22 ( 2 2 рт>.2 =£,+ £,.
7=0 \*-ух1 Я * /

(19)՝
При 0 < е < 1 имеем

> Л'0՜-*’ пкР 
у 2 .2

,-о (я ,)*։р '^л—1/

т
= с£2

*=0
К <4 (Я !) 

ьр 1*л —1)

- с' Ё 2‘">; • л' г .. 
*-0 1-п (лп-0

(20)-

Далее, если ст достаточно велико, то

у. 2

/Г
*—0 £л л—1)

-(*-»  (—։)֊•
•2 к*/г

- -(*-/>( ’-։)-5֊ + ^
«—• л тт

*=о ^п—т)

Теперь (15), (16), (18)—-(21) дают

(21)'

тр 
рР.2 вг
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Для завершения доказательства нам остается показать вложение 
Fpt 2(1*;  Rn)czHp(^’, Rn), т. е. неравенство

։«!՛ < с и
Я' Fs W)

Р р, 2

для всех g£ Fp,z ((*;  Rn)-
Пусть Fp, г(н Rn), системаl4>t}*_o  £ Ф(р; Rn) такая, что выпол­

няется неравенство (13).
Далее предположим, что для системы верно тождество

(2՜)՞'2 У - ------ --- ---- То (^Т,) (0=1А(1 + Н’(х)),2к

(см. пример 2). Далее выберем вторую систему(ф/| До £ Ф (н; Rn) так, 
чтобы (F<oj) (;) =1 при supp Fp}։. Тогда для // — 2tJ g * sj при 
/ = 0,1,2, ••• и fj — 0 в остальных случаях, и для матрицы Ао,/(*)  = 
=i j(x) при j = 0, 1, 2, • • • и Kjj = Q — в остальных случаях выпол­
нены условия теоремы 2. 2. 4 из [17]. На основании этой теоремы 
имеем

)~0 Lp '°п> р, 2

Далее
i (2sjg *?,•  *՝?j=(2^) ,'2i]2v/:’-i(/7/-/r<p;) = 
J-0

. [ 2 (2«)” • />,(!+!*■  (x)>’Vg|;=

Д"։1(1 + (х’(х)Г2^|.

•Отсюда немедленно следует (22). Теорема доказана.
Пусть теперь А.(£) такая функция, что

Н? (к Rn՝^ с НР. >.(/?„) с Нр. , (R,,), (23)

где р(?) и V (?) определены формулами (10), (11). во, з — натуральные 
числа; з0Д>з։. Условие (23) эквивалентно условиям

9 + е мрр, ЬШ е мрР 
МО МО

>(см. [18]). В частности, Нр, х (£„) может совпадать с //р'(н ^п) или 
с Нр, 7 №п). Из теорем 2 и 3 и из условия (23) немедленно следует 

Теорема 4. Пусть величины з0, $։, Ь՜*,  X, определены как вы­
ше и справедливо соотношение (23), тогда

а) при 1 < р оо оператор следа действует следующим обра­
зом՝.

1 SQ-----рт 
Тг : Нр, х (/?„) ч֊ Вр. р (и (£'); Яд-1).
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է
** Р՛"

б) для любой функции / (')  £ Вр, р (|А ($'); R„-i) существует՝, 
функция g{x)^Hlt,\{Rn) такая, что g(x', O)=f(x'),

*
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Ա. Դ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ. Որոշ անիզոտրոպ ֆունկցիոնալ «արագությունների նետքերի և ինաեր-■ 
պՈԱայյիայի մասին (ամփոփում)

Հողվածում դիտարկվում են H* p(p՝, Rո) անիզոտրոպ ֆունկցիոնալ տարածությունները ևւ 

մտցվում լն B‘ q (թ; Rn) Բեսովի տիպի տարածսւթյուններրւ Ապա՛ցուցվում է ինտերպոԱա- 

ցիոն թեորեմ և թեորեմ Hp տարածության ֆունկցիաների հետքերի մասին,

A. G. BAGD AS ASIAN. On interpolation aud function trace» tome from anUotropic 
functional »pace» (summary)

In the article anisotropic functional Hsp (p; /?„) spaces are considered as well) 

as spaces B? ց (p; Rn) of Besov type. Interpolation theorem and the theorem on fun­

ction traces from Hsp (p.; Rn) space are proved.
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П. Л. ПОЛЯКОВ

НУЛИ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА 
В ПОЛИДИСКЕ

Пусть /—голоморфная функция в полидиске Dn =■ (С £ С": |Q |< 
<1, /=!,•••, и). Ее порядок определяется следующим образом' 
[1Ь [2Ь

ord/= inf {а : [ (р(С))"‘+“ 1п+ |/ (Т)| d>- (С) < «>} ,

{.ад—-М

где X(Q —мера Лебега на |С: |ч| = • • • = |Сл||> p(C) = dist (С, (bD)H) и 
ln+|/(Q| = max|In/(Q, 0|.

Пусть М — аналитическое подмножество в D" чистой размерности' 
п — 1. р — положительный поток типа (1,1), соответствующий интегри­
рованию на М форм типа (п — 1, п—1). Порядок М определяется сле­
дующим образом [1]:

ordМ= inf { а: j (р (С))1+’р (С)Л < (С) <оэ। ,
1 {|:.1--------1:Я|}

где ?'(<)=£ (-D'-'dcMOA,--’, Ad<p„(C), и Т/ (С) = Arg Q .
“1 Л

Имеет место известная теорема М. Джрбашяна [3].
Теорема. Для дискретного подмножества М в Di выполняется ра- 

вен&тво

ord М = min ord f, 
(/■ z tn - М)

где Z(/) = [С:/(С}=0).
Обобщение результата М. Джрбашяна на строго псевдовыпуклые об­

ласти в Сп было получено Ш. Даутовым и Г. Хенкиным в [4]. Обобще­
ние для случая бидиска получено в 1983 г. в работах [5], [8]. Для случая, 
полидиска в Ся из многомерной формулы Йенсена [1], [2] вытекает

Предложение 1. Если М = (С: /(ч) =0], то ord М < ord /.
Однако вопрос о построении функции f, обращающейся в нуль на 

MaDn и такой, -что ord f = ord М, оставался открытым. Настоящая ра­
бота посвящена решению этого вопроса.

В работе доказывается следующая
Теорема 1. Для любого аналитического подмножества М в. D™ 

чистой размерности п —1 выполняется равенство
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огс! Л/==ш։п огс! /. 
• {/:Д(/)-М)

Эта теорема дает ответ на вопрос, поставленный в работе В. Штолля 
[1] и частичное решение задачи М. Джрбашяна об описании нулей голо­
морфных функций класса Неванлинны-Джрбашяна № (Дп), определенно­
го условием

№(£>") = {/: у (р(С))-։+,1п+1/(С)|гД(д<со|.

{!=»:-------м
Мы доказываем теорему. 1 как следствие двух других теорем, форму­

лируемых -в терминах классов Л/“ (Дп). Для формулировки этих теорем, 
нам потребуются следующие обозначения:

£>(8) = < 2): р/ / у р*> 3, г = 1,- • п

где 0 8 < 1/п и р* = 1 — |С*';

Им(8)= [(рыпГ-иЛ/'е 
\1-1 4+1^ 1

О(«)

где М — аналитическое множество, ц — соответствующий положительный 
поток, = У—1 Л >Рппп(С)=лпп Р1 (С), р = £р*,-мультииндекс-

к ?
Теорема 2. Пусть Мс.О" — аналитическое подмножество 

чистой размерности п—1. Тогда для существования голоморфной 
функции / £ Л/“ (О*) такой, что М= {«.-/(;)=0}, необходимо, чтобы

Ум(Ъ) = О (О

и достаточно, чтобы: 
при а > О

1/л .

^(3)^ = С(р) < оо, 
о

при а = О
1/л
[ Им(а)-(1п8)’1п։+*</а = с(-л) < оо, 

о

(2>

(3>

где в случае а = 0 » (п) = У (п — /)-2 , е^>0, а под П (22՞) пони- 
1-1

мается класс Неванлинны, состоящий из голоморфных функций, 
удовлетворяющих условию

зир{ у 1п+|/(С)| Л</<р*(С)|<оо.

{|С,1------ (ся1-г)
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Теорема 3. Пусть McDn—.аналитическое подмножество 
■чистой, размерности п—1 такое, что ord М=а. Тогда для уе^>0 
имеет место следующая оценка:

ИИ8)<С(в, Л*)-(4^’

где С (е, М)-константа, зависящая только от г и М.
Утверждение теоремы 2 для случая бидиска вытекает из результатов 

[5] и [8]. Дополнительные результаты для бидиска получены в [9]. Необ­
ходимость условия (1) в теореме 2 и теорема 3 доказаны в [12]. В настоя­
щей работе мы докажем достаточные условия в теореме 2, и докажем тео­
рему 1, используя теоремы 2 и 3. * . ։

Автор приносит благодарность Г. М. Хенкину за поддержку и внима­
ние, оказанные при.написании этой работы.

§ 1. Доказательство оценок для коэффициентов потока,՛ 
определяемого аналитическим множеством

Аналитическому множеству М ■= ! С £ Dn : /(Q = 0| соответствует
<■ ,---- * _

замкнутый положительный поток |‘ = ; £ V — 1 Ио Л/Л d\j, задавае-
<.711

мый интегрированием по М форм типа (п — 1, n— 1), и положитель- 
п

ная обобщенная функция типа меры |н|=^ Ин- При этом [10]: 
1—1

(i) / и р связаны уравнением Пуанкаре—Лелона

ttoïn '/I = и,

(И) коэффициенты pij являются мерами с носителями на М, ре­
гулярными относительно |р|, а меры ин положительны.

Доказательство достаточности в теореме 2 мы проведем по классиче­
ской схеме, предложенной впервые Лелоном [11] и использовавшейся за­
тем во многих работах (см. [4], [5], [7], [8]). По этой схеме последова­
тельно решаются d и d уравнения с необходимыми оценками, и полученное 
решение уравнения до задает искомую голоморфную функцию. Нашей 
ближайшей целью является получение оценок на коэффициенты Ц/j пото­
ка |х, следующих из условий (2), (3).

՝ Введем такие обозначения.
Для мультииндексов /, J, К таких, что |/|. |J|, |/Q-< п, и набора 

строго положительных чисел щ,--՛, ая таких, что а։+--- 4 ая=1> 
-определим многообразия

1°, к = [С£ Dn : kj = Zf, 0 < a/j-p/i -С- • • < a/r-p/r <

<ал-РЛ=- •• “ % = • • • = -Р*7<

֊< arpi для I (z 7U K\i J\, где r = |J|, р = М, <7 = 1^1 и «г = П ат;
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7/. г““ Тг.к (*/) ЛАЯ у = 0; 77 = 7/. х. ДЛЯ Л = 0;

•։/, к (zj) = (С £Dn: r,j = zy, 0 ■< aj, • р,,-С• • • <- ajT• p>r =

= а/, •₽/,=••• =^aip-fip < a*. ■?/,=■• = a*<-p*,; a*?-p*?<

<^az-p/, для lk /U KU J\.
В следующем предложении мы доказываем необходимые оценки на> 

коэффициенты |1.
П р е д л о ж е н и е 2. Пдстпь р = X V—IpijifaAdti—поток ин- 

t.)
тегрирования по аналитическому множеству Mcz.Dn чистой, раз­
мерности п — 1 такому, что М-) |0J. Пусть р удовлетворяет ус­
ловиям:

при а > 0 выполнено условие (2) теоремы 2;
при а = 0 выполнено условие (3), и аналитическое множество М за­

дано в некоторой окрестности Dn.
Тогда найдется набор чисел '(ai,..., ап) и константа А такие, что коэф­

фициенты потока Ц удовлетворяют следующим условиям:
при а О

Ур«-рГ“-7’/<Л.С(р), (4)>

т/

J (P«m + h*m<|)-p]-pm-77< Л-С(р), (5>

I/

Г (|*mm + + |Pm*l)-p“- Т, к <_ А-Cfa)՞, (6>

при а — 0, кроме условий (4), (5), (6) условиям

2ж 2к
( • I ^гРгТ/<А-С(^), ■ (7)՝

с ‘° ifaj)

2ж 5ж
J й\пт+|И^)-Рт-Г'<Л С(И), (8)-

° ° '

где i^I, m^J, Т/ = Л — Arfr. Л r.d^„
«I/Рг

Tr, i = Л — Ad, Л г. d<f. А dr. А г. df>t, Тг= А — Adr, А г. Уф,, 
s-±ivk р, ‘/е/ *’*e/f рл- ‘./е/

в (7) и (8) [Zyj — 1, а константа А при а = 0 не зависит от окре­
стности полидиска Dn, в которой определен поток р.
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Для доказательства предложения 2 нам понадобятся несколько лемм.
Введем вначале такие обозначения. Для набора положительных чисел 

■
(в։) такого, что у <։,= !, и числа 8 6 (0, 1) определим

£>“(8) = ((б Л: Р*/ Е Рм>а*4’
I т=1 )

I? (8) Р/ ] Е рт >-0/8, для <£/1,
( т=1 )

(8) =! с 6 т г р' I Е Рт = а՛г> для 4 • 
( т—4 * )

Лемма 1. Пусть положительный поток типа (1,1) р удовлетворяет 
условиям:

1/Л
У Ум (3) = С (р)< со, при а > 0, (9)

1/л

Ум (8)(1п8)'(л) “^8=С(р), при а = 0. (10)
о

Тогда найдется набор положительных чисел (а1..... ап) такой, что
Я

У ат=1, и константы А, для которых выполняются условия: 
«■>1

при а > О

Ь/ГР^-ТХЛ-Сйг),' ՛ (И)

Т/ 
при 7-0

Р/гР< •(1п9/)’<я> *’• Г/ < Л-С(р), (12)

т/ 

1/л
[ (1п8)’(я)+,^(’ м р7-Т/<Л С(р), (13)

•Рл—•7’/<Л-С(р), (14)
и р/

где ?6Л ^64 Р' = 77гЕ Р/ = 0/=*:Рг/ Е р«’
|/| /£/ т-1

а Г /Л X/ \
Доказательство. Пусть У а (8) =• | Р“։п • ( Е л — )•

3 \ 1-1 1 /*' Р; /
оМ)

7?(»)

!я
[(1п 8)’(л) + ։ <78^** 

т/ <«։
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Тогда, учитывая, что* V' (3) < К* (а-о), гдеа = пппа/, получаем для 
д^>0 из условия (9) леммы: 1 (

1/л

I ка (8) йо< Л (а)-С(р).
. о

Интегрируя полученный интеграл по частям, имеем

Г -9и’0<Л (а)-С(и).
и М

(15)
О

где константа А зависит только от (а,}. 
Используя теперь в (15) неравенство

</К(0)
</0

2а<+в0
<1—0* 0)2֊‘ 3

«7 (в>
т*‘?т

получаем

н

Т| <»»

0՛
(16)

.) (1-а/0)3+ •' рш
’ ’ »7 («)

где А (а) — константа, зависящая только от набора {а;}.
Из (16) заключаем, что неравенство (11) выполняется для |/ 

при произвольном выборе {а<} и соответствующей константе Л (а).
= 1
Для 

доказательства (11) при > 1 достаточно в интеграле из левой части 
(16) воспользоваться теоремой Фубини. Неравенство (12) доказывается 
вполне аналогично неравенству (11), но с использованием условия (10). 
Неравенства (13), (14) доказываются применением теоремы Фубини к 
интегралу из левой части (10).

3 а меч ан не. Из доказательства леммы 1 видно, что множество 
наборов {а.}, для которых выполняются неравенства (11)—‘(14) при соот­
ветствующей константе А, имеет положительную меру.

Теперь всюду в дальнейшем будем предполагать набор {а]}, для ко­
торого выполняется утверждение леммы 1, равным {1/п} и будем писать 
всюду 7, к, уг к вместо 7/>А-, А- В тех местах, где необходимо 
учесть отличие наборов |а/| и |1/п), будут сделаны дополнительные 
замечания.

Для доказательства неравенства (5) нам понадобится такая лемма.
Лемма 2. Пусть замкнутый положительный поток типа (1,1) р. 

удовлетворяет условиям (9) при а > 0 или (10)—при а = 0. Пусть кро­
ме того выполнены условия:

при а > 0
5-473
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। ■ ~ ------ ■..... •- Г ---- --=Г ~1 .ь. т — 1C.- ■ -■ — =j—я

0/՜1 Т,<А.С№, (17>
\л = 1 /

при а = О

pF1 (1пе/)-я+'’и-‘ Р,)՜* ■7,<Л С(|Х), (1&).

Ь
где |/| = р4֊1^2. Тогда неравенства (17) при а>0 или (18) при 
а = 0 выполняются и для мультииндексов I таких, что | Z] = р.

Доказательство. Мы будем доказывать лемму для а > 0. При 
а = 0 доказательство несколько отличается от приводимого ниже, но более- 
громоздко.

Рассмотрим функцию х (р) € С'[0,1] такую, что х(р)=О А*я р >19/20' 
и z( р) = 1. для р-< 9/10. Зафиксируем мультииндекс 1 = (։։, - • •, ip), ин_ 
деке m £ I и определим

К='х(Рт)-Ря> Ф/=*(Р/)-Р/ и ß = ՛>’՛• Фм-и.Л/ÿz _а — •
W itfVm pi

Предположим вначале, что Ц — гладкая дифференциальная форма, удовле­
творяющая условиям леммы, и применим к форме ß формулу Стокса на 
многообразии f/. Тогда получим

X [₽=[<#• (.19).
/Т/

7/Ш V

По определению формы ß имеем на 7,: ß ßm + ß/m, где

ß ■ t* t Л rfo Л —,• m • * • m r.um m rl _
i er sérum Pj

ß/m == ф/‘ Фт (P-Zin У 1 d-l A.d^m 4՜ PmZ 1 d^m A d^l) Л d^fl _ А “
'6/ a^rum pj 

Аналогично dß = 4֊ ՝£vim>

где

■и =ф • ф®—։.u rf-Ь.Ат A d<f, А — »'m rmm 'I 'n,,-, _
։£/Um Pj

= Ф/ ' (P/m ‘Л/А cf, 4- p . У—1 Л Л </ С) Л zty Л d?t Л — - чт ՝։ im r I т * mi r m i* 1 * — «Pj.
Введем такие обозначения:

ßz = ,l'/+։֊PlucftpznAJrJ Л d^i А —,
sëium Pj

Ф1/+։-Нн^А/?/А 2a,
stf Pi
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1/Ul VUm 7/U»i T/Uzn
Qm = f |7im], Qj = | |ТД |« Qim= I

T, Tz Tz

Ограничим область интегрирования в интеграле из (17) множеством 
[ / 9 ֊-г Н 9 I

7Z = -fz Г) j < Jo / И оценим этот интегРал следующим

образом:

■ Pmm Рт ( У՝, Р>^ ■ т՝/*< 4 ■ Qm. (20)

Т/

Из (19), используя неравенство < |(ч|-|jimm| и неравенство Гёль- 
дера для Р/т и Q,m, получим

Qm֊j ря/-ь^А4-ря). (2D
»fc/ ՝ IfdUm /

Используя теперь предположение леммы 2 для оценки Pi, Рт, Pmi и нера­
венство (11) из леммы 1 для оценки Qi, получаем следующую оценку:

0m А. • С ( Р" ). (22)

Теперь, для завершения доказательства леммы 2 для гладких потоков, 
достаточно показать, что требуемая оценка сохраняется, если в интеграле 
из (20) расширить область интегрирования до у,. Для того, чтобы убрать 

9
условие рт < —, произведем биголоморфное отображение 27 -» 27 та-

кое, что С; (С) 

жении p՝t (С) = 
Ct pm (С) рт |

\j при j =рт, a Cm (С) — ֊ -1/5
:т/5

• При таком отобра-

= PZ(C) для ]' =р т, а для pm (С) выполнены неравенства 
(С) < C2-pm (С). Используя функции \pj{j=hm)< полу-

( 9чаем требуемую оценку для интеграла по области 7/П Р£(СХ_ (։£/) >

' 91Рт(С)«\—которая вместе с полученной ранее оценкой позволяет

9
убрать условие р,п (С) < - • Для того, чтобы убрать условие р; (С)

9
\—(*(;/). достаточно воспользоваться ограниченностью И“(5) при

I 9 )8 > 0 и теоремой Фубини, так как многообразие Т/П<р< —(г'€^)> 

лежит строго внутри 27" для любого мультииндекса I.
Для доказательства леммы 2 для произвольного потока, приблизим 

поток р на вложенных полидисках гладкими потоками р։ (г) =



374 П. Л. Поляков

— ^։(С, я)|‘(С)։ где Х։(С, г) — семейство гладких форм, приближаю- 

Ь
щее диагональ {С = х} в /7 (С) X В (г) в смысле теории потоков. Исполь­
зуя затем лемму2для гладких потоков р։ и неравенства (17) для по­
токов р։ и р, получаем утверждение леммы 2 для произвольного по­
тока р.

Докажем теперь неравенство (5) из предложения 2. Для этого считая 
утверждение леммы 1 для у«... п базой индукции и ярименяя лемму 2 в 
качестве шага индукции, получим такие неравенства для замкнутого поло­
жительного потока Ц, удовлетворяющего условиям предложения 2:

при а > О

(23>

т/
при а = О

(\т-Р,-։ Ч1п^)֊"+'-։-Р2т-Л<Л.С(р), (24>

ъ 
где р = |/|.

Из (23), (24) сразу следует часть неравенства <5) для ртт. Остав­
шаяся часть неравенства (5) при а > О следует из такой цепочки нера­
венств:

/ 1ит,1 -р“-р.7;- т,< ( у 1 х

и Т/
(•25>

х( РГ։-Р^7-/)1'<^С(и).

Ъ
При а = 0 необходимо воспользоваться неравенствами (12), (24) и не­
равенством у(п) — 2* (п—1) 4- п — 1>2у(д — 1)4֊п — р для получе­
ния неравенства

У|М (1п е/)’,я-»+։М.рт • 77 < а ■ С (н), (26)-

ъ
которое заведомо сильнее (5) при а = 0.

Неравенство .(6) является простым следствием неравенства (5), ко­
торое получается с использованием теоремы Фубини для диагональных 
коэффициентов р. и затем неравенства Гёльдера для недиагональных.

Для завершения доказательства предложения 2, т. е. для доказа­
тельства неравенств (7), (8) нам нужна, кроме доказанных выше лемм 1 и. 
2, еще одна лемма, которую мы приведем без доказательства.

Введем также обозначения:

։)-(СеО::у = е՛'՜’'.
1 1
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рл л
I) »«/,/ Р, /

Лемма 3. Пусть положительный замкнутый поток типа (1, 1) ц за­
дан в окрестности полидиска Оп и удовлетворяет условию (3). Тогда вы­
полняются следующие неравенства:

2« 1/л
У у (1п г)’<л-։’+‘’ Рл,(<р;о). </8<Д.С(н),

О о
(27)

где (1,..., п) и константа А не зависит от окрестности Оп, в которой 
задан поток.

Теперь, для доказательства неравенств (7), (8) достаточно применять 
по индукции лемму 3 и использовать на каждом шате леммы 1,2 для огра­
ничения потока |* на О(ху) (|г,т| = 1). Это возможно для 'почти всех 

по теореме Фубини.

§ 2. Решение «/-уравнения с оценкой

Наше следующее предложение показывает существование специально­
го решения уравнения = У для правой части ц, удовлетворяющей не­
равенствам (4)—(8).

Предложение 3. Пусть аналитическое множество в Оп М Э {0} 
таково, что соответствующий положительный замкнутый поток р удовле­
творяет неравенствам (4)-т-(8), а при а = 0 множество М задано в неко­
торой окрестности Пп. Тогда существует решение уравнения с1§ = у. на 

такое, что § = #01 + £°д, и коэффициенты д-замкнутой формы 

£°'1 = £ удовлетворяют следующим условиям:
т-\

при а > 0

|'р*/-|^|-7’/<Д-С(р), (28)

Ь

У р“՜1 ■ |£4| • Ту к < А • С (р), (29)

Т/, К

при а = 0

р<Рл--. рф,г [ |Л|-Г?<Л.С(р) (кТж| = 1), (30)

О ь т/'/

где !с^К, и при л = 0 константа А не зависит от окрест­
ности, в которой задан поток р.

Доказательство. Искомая форма Я0՛1 находится по формулам 
гомотопии
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1
?°'։(С)= (’</'£—֊ (31)

1=1 \ .1 *=1 аг /
о

где 2Г(С, /): £)"Х [0, 1]-♦ Л" — гомотопия, выбираемая по разному для 
случаев «0 и а = 0. Опишем выбор гомотопии в случаях а > 0 и 
а = 0.

Пусть а > 0. Предположим для упрощения выкладок, что набор чи­
сел {а,} из гпредложения 2 таков: {1/п}, и рассмотрим гомотопию Пуанка­
ре: (£, О = Ь£т. Для доказательства (28) предположим, что I =
= (1,...,/?) и воспользуемся такой цепочкой неравенств:

] М- < А ■ у Л| X
Ь Т1 '՛

X Ь/(21С, 0)П< А- £ [ ֊֊֊Л
/ "1 т Ст (ч »=*

V
։ Ро я« ря .

Г л 1՝ С Ни 1՝ ои
X Л|1Ч/(2(С, *))1<л- У 1В’Л -^х

3 "и ■ ? *1 Уя-п

''/и;

+/р'/+в(^^(У!-7’/(;)), 

Т/
где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались интегрированием по 
частям по и, а в последнем таким неравенством:

1

7/П(Р/=и> Рт=ол»—р}

Лг,с*р,-1М0|.
1/П(Ру= “• Рт=°т -р)
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Теперь из (32) получаем, что (28) доказывается индукцией по р = |/| от 
п до 1 с использованием условий (4), (5) на каждом шаге индукции. Пред­
положение индукции при |/| = П доказывается с помощью выкладок, 
вполне аналогичных (32).

Оценка (29) доказывается аналогично (28) индукцией по | К | от 
п—1/| до 1 с использованием выкладок, аналогичных (32). При доказа­
тельстве шага индукции применяются неравенства (28) и (6). Предполо­
жение индукции при |Л| = п.—1/| является следствием неравенства (28) 
при |/| = п.

При произвольном «неравновесном» выборе {а<} гомотопию Пуанка­
ре необходимо модифицировать следующим образом. Если а/ = шах {а,}, 

то определим
т? (С,

(33)
(С, п=6-^ + ^|:т|-1 +—¥)•֊^(тг=/).

\ а/ \ а{// |Ст|
Легко видеть, что построенная гомотопия сохраняет многообразия 
14, к и 7°(С, /)®Р" при *<1.

Пусть теперь а = 0. В этом случае используются несколько гомото­
пий, которые строятся индуктивно по размерности полидиска п. В случае 
п = 1 искомой гомотопией является гомотопия Пуанкаре. В случае произ­
вольного п рассмотрим покрытие полидиска Оп областями:

Р։о) = {С £ Р՞: р, (С) < 1 — 8/2 0 = 1.-и)}, 

£>('>={СС/)п:р/(С)>1-8|,
где 8>0 выбрано из условия Н/(՝) = 0, если шах |Сь| <С 8. Приведем 

доказательство предложения 3 при а => 0 для „равновесного" набора 
{а/}=|1/п}.

Используя разбиение единицы, подчиненное покрытию (Р<0), 
получаем, что для доказательства предложения 3 достаточно пост­
роить формы на областях соответственно Р(0), Р(/)> удовлетво­
ряющие (30) и такие, что (#(0) + g^">) = р|д(0) и с( + #(/>) =р.|о(,>.

При построении искомых форм gu^ на мы можем предпола­
гать, что условия предложения 3 выполнены на полидисках Р(о։=|С £ 
£Р'1:С։ = 0) размерности п — 1, так как этого можно добиться под՜ 
ходящей голоморфной заменой координат. Поэтому, используя пред, 
положение индукции, находим формы #оП на Ри’, удовлетворяющие 
условиям (30) на Ро’. Теперь форма g''V| определяется из равенства

(Со •••,<:-)=№ (С1։ • • •, о, • • •, с„) + / (С1, • • •, с„),
7

где форма g'Vl получается применением оператора гомотопии Пуанка­

ре по переменной С/ к потоку ц. Коэффициенты ^у’при находят­
ся по формулам
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?/’«) = ул-СгйЛС..---» «<.•••.
и

Предполагая теперь без ограничения 
Л7пМп является аналитическим подмножеством в 
(։ = !,•••, п) и учитывая условие (30) для £о° на 

Ся).

общности, что 
D'o> коразмерности 1 
Do\ получаем вы-

полнение (30) для £о2) на /У2. Оценка (30) для получается из ус­
ловий (4), (5) для коэффициентов р.

Для завершения доказательства предложения 3 в случае а = 0 доста­
точно теперь построить форму £<0) на О(0), удовлетворяющую (30). Эта за­
дача решается специальной гомотопией «к остову». А именно, определим 

отображение Z (£, t):

<fk(Z£, П) = ?*(С), • .

P*(Z(Z,O) =#-p*(Q+h(1-Op* (Q-f ipm(Q)
' m = l /

(34)

и гомотопию Z по формуле Z (Z, t) — Z(’, ~ (Z, t)), где функция "(Z, t)£ 
£ C7 (£)nX [0, 1]) выбирается следующим образом. Для произвольной 

точки Z рассматриваем Т (Z)=-{/:max pj(Z(Z, /)) ^>1—8/2}. Из (34) 

следует, что T(Z) непусто для Определим t՛ (Z) = Sup{ Z"(Z)} и 
строим функцию т(С, /) так, чтобы т (Z, t) = t при t > t՛ (Z) 4֊ ?>/n и 

—— — 0 при t С (Z) — 8/п. Модификация Z с помощью " произ- 
dt

водится д«я того, чтобы гомотопия Z была определена корректно, 
т. е. чтобы p*(Z(Z, f))<Zl.

Для доказательства оценки (30) для ^0) нам понадобятся такие 
оценки:

dZt^ ..от p* 
dt p (Z(C, f)) ’

<»y) пй(0)=: (*/) nD<°։’

(35)

(36)

где p(Q= 2р„(С). 
т=1

Оценка (35) является непосредственным следствием формул (34). 
Для доказательства (36) необходимо ввести сферические координаты 
9^ ^п-г-р из условий

Р/(Q = — р (?) ■ Sin3 е, (Z), pn (С) =Р (Q • cos’ 9, (€)••• cos’ 9„_г_ р (С), 
Р

где р = |/|, г = |/| и для простоты обозначений J =(!,-••, г), 1 — 
= (j»4-l,-.., г р). Формулы (34) показывают, что 9j(Z(C, /)) = 
= 9Л(С) и rfcp(Z) = O(l) </cp(Z(C, t)), а отсюда легко следует (36).
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Используя теперь формулы (31), (34) и оценки (35), (36), получаем

7/

1

А- С ТУ (С)-С dZk^, I) 
а

•Ь(^(С, 0)К

(37)

л Р* («О

Л, Т/(։у)П(р(’»)>п(1-О)

4

-*֊ Г

л (1-з) ;
I/ <*у)Л ,'₽<»’="•(!-•։)}

А-

т/ (։/)лО(°)

где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались интегрированием по 
частям, и в последнем условиями (4), (5).

§ 3. Решение ^-уравнения с оценкой ц доказательство теорем 
» ■

Следующее предложение посвящено решению с оценкой уравнения 
дh = g для с»-замкнутой формы типа (0,1) а, удовлетворяющей ус­
ловиям (28), (29) или (30).

Предложение 4. Пусть д-замкну тая форма наполи-
диске Пп, у доелетворяющая условиям (28), (29) или условию (30). 
Тогда существует решение Ь уравнения

дк = 80Л (38)
такое, что:

при а > 0
У р(9-1+М1тЛ(С)։<ад<Л.С(р), (39>

Ъ---Л
при а = 0

Г|Л(С)|д ^*(С)<Л-С(р). (40>
к=1

Для доказательства предложения 4 нам понадобится специальная фор­
мула для решения уравнения (38). Введем необходимые обозначения:

а«| — набор неотрицательных чисел,
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вт (С, г) =
1___/ 1-М*

2к/-1\1 -
• Р1. / (С, г)

п-р-г+ -5- я-(₽-П+1 .г ( АГ, \
= (-1) AG/ ^֊֊ /\ 4$ (С, .’) 7-^-2 .

/е I ч —й/, л ч — XI

где р = |//, г = |У|.
Зафиксируем на 7, в качестве положительной формы объе­

ма следующую форму:

(- *—֊Л Р " • -»А^.Л^А.-• ->Л
\2 'Ку ---  1 /

А^т/. л т («—'р—ч~ г), 
где

П=|^|(։6Л» г։=|С*1 (4^/С), ы(п —р —д —г) =

= а (<Д։Л<*Д р = |/|. г = \Л ч = \к\.
1&. Л К

Предложение 5. Пусть gOЛ—д-эамкнутая форма на поли- 
диске О". Тогда функция А на Оя, определяемая по формуле

л<г) = "£ I ( I [ ?1(ОЛЛ./(С, X)), (41)

г֊0(и=/-| (/л/=01
удовлетворяет уравнению (38).

Предложение 5 является обобщением ряда формул, полученных в ра­
ботах [5], '[6] при участии Б. Берндтссона (В. ВегпсНззоп). Доказатель­
ство предложения 5 здесь не приводится.

Доказательство предложения՛ 4. Пусть вначале а = 0. 
Будем доказывать оценку (40) для компонент решения, определенных сле­
дующим образом:

Л/./(г)=(’/'(С)Л/>Д/(С. г)> 
и

Т/иу)

где Р/, ] построены по набору [ат = 0 (т=1,- • •, п)).
Используя определение Рг. получаем

(42)
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где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались оценками

1*1=։

dz 1
1 - 1С|։

1
1֊|С|!

а в последнем условием (30).
Пусть теперь а > 0. В этом случае мы воспользуемся формулой (41)

для набора {ат = а (т = 1,.„, п)}. Так оке, как в (42) определим 
ненты Л/у .Для доказательства оценки (39) нам понадобится 
лемма.

Лемма 4. Существует А > 0 такое, что при |С| <31 и 
Г (1-1СР)-' 1

К0.М1П0-

такая

<։> 0:

(43)
=։

1С֊х|
А. (44)

Если |С1|=...= |ф<1> то

П (1 ֊ |СЛ 
/=։

dz■^/\dzi■ (1—|г1Р)'
7—1________________

/«л 
1*.|---------|*р

Доказательство этой леммы мы опускаем.
Оценим теперь те компоненты Л/, у, у которых / = 0. В 

случае имеем

г'1 (0 А (б։ (С, г) ■—֊) Л 
/6/ \ Ч г1 / *£/

(45)

этом

Х( *С,(С, х)Л

/6/

Т/

d г։Л dzl -р“,՜' (г) 
к/

- 'Чр' 
dzг■(l-№^

Л

е

<л- 2 Р}(С)-|^(С)|-Г/(С)<Л-С(р),
<е» յ
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где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались неравенствами (33) 
и (35), а в последнем условием (28).

Для оценки тех компонент, у которых ]={= 0, применим индук­
цию по |/| от 1 до п- |/|. Зафиксируем мультииндексы / и ], набор 

г1г такой’ что 1*л1='” = | = '' ’ =1г’/г 1« и определим

(м == (С 6 ол • 1V(в,) = [С С В (г,): 1 > .

>1^,1 (<€/)). А; (г) = У Г г°ЧС)Лр/.,г(С, г).
1 и

(/', Г сПМ) 1Г <*/')

Тогда функция 1т А/(г) плюригармонична по */(/£/) в /У(гу), так как 
<?/Ау (г)^д<^)= 0, где ^7 — ^-дифференциал по переменным г/(/£/). 

Отсюда заключаем

Л4г||1пАЛу(х)|
1»/| =1'у,1

1ХД-1

(46)

Тогда имеем

•д

т /6/ |1т Ау (г)| 4֊ А • С (р) <

՛>/ л՛

с&, ЛЛ тТ/

I

1՜ /
1 /е/’|1-С/2/11+’|С/-

цг I

[ /\ </24|1т А/(г)| + А- С(р)
,/ /6/

՝(=)<! г Л сИ}- М9х

■ (1-г,х1։)*-՛^
' ]-■ у՜ 1«+։ |1 — Сх 2x1

I цг I \ikf.J)

+ ДС(н)<Л.С(|1),

где в первом неравенстве мы воспользовались (46) и предположением ин­
дукции, во втором неравенстве использовано (46), а в последнем неравен­
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ства (43), (44) и условие (39) для f у, г. При доказательстве базы ин­
дукции, т. е. оценки для Im hr.j при |/| = 1 достаточно воспользоваться 
гармоничностью hi.j в Dl(zj), что впервые было отмечено Ф. Шар­
пантье (Ph. Charpentier) в [7].

Замечание. Нами доказана необходимая оценка на многообразии 
где яабор (а,} фиксирован. Однако, используя одномерное не­

равенство Йенсена, легко получаем требуемую оценку на произволь­
ном многообразии

Доказательство достаточности в теореме 2.
Для доказательства достаточности в теореме 2 последовательно 

-применяем поедложения 2, 3 и 4 и получаем [решение и = 2к (Imh)

-уравнения Пуанкаре—Лелона дд ——— ы = р, удовлетворяющее (39) 

•-или (40). Т. к. для призвольной голоморфной F, имеющей М множест­
вом нулей, выполняется уравнение дд —* 1п |/'| =р, то получаем, что 

«существует голоморфная функция / на Dn такая, что u = ln|/|. Это за­
вершает доказательство теоремы 2 при а^>0. При а = 0 необходимо 
применить предложения 2, 3, и 4 к потоку р на вложенных полидис 
ках, а затем, используя диагональный канторовский процесс, построить 
.последовательность голоморфных функций, сходящуюся равномерно на 
.компактах к искомой голоморфной функции.

Доказательство теоремы 1. Для-доказательства теоремы 1 
.достаточно"для аналитического подмножества՛М в Dn чистой размер­
ности п—1 построить голоморфную функцию / такую, что Af=U Dn՝. 
/0 = 0] и ord/=ordAf. ՛

Обозначим a = Ord М. Тогда, используя теорему 3, получаем: 

^։(8)<Д(.)-^֊^.
О

•т. е. выполнение достаточных условий теоремы 2 для а-|-е.
Применяя теперь «предложение 2, находим набор {а<} такой, что для 

У е > 0 «выполняются условия
J Нк.р|։+*+,-7’/<Д(в), 

т՞

((н„,т+1нт/|)т4-рт-г/<>։(е).

т/

| I- Т, К<А (в).

л՜
Теперь для построения искомой функции f порядка a достаточно восполь­
зоваться гомотопией (33) для а>0 из предложения 3 и формулой (41) 
из предложения 5.

НПО Главмосавтотранс Поступила 14. VJI. 1986
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qL Լ. Հ11ԼՅԱԿ11Վ. Հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերջավոր կարցի զրոներյ» թօւցժաշրջանում (ամո 
փոփում)

Աչխատանքոլմ ապացուցվում է Ord Af=min (ord/) հավասարությանը Dn բ^ողմ սս- 
շրջանում 1 կողափողականոլթ յան անաչիտիկ M ենթաբազմության, ինչպես նաև ք հոչոմորֆ. 
ֆունկցիաների համար, որոնց զրոները րազմությունր M-ե է՛ Այդ հավասարությունը պա­
տասխան է Վ. Շտոլլի կողմից ղրվաե հարցին, ինչպես նաև մասնակի պատասխան Մ. Հրրաշ- 
յանի Na (Dn) Նևանլիննա֊Տրբաչյանի ղասի հոյոմորֆ ֆունկցիաների զերոների նկարագրման, 
խնդրոս).

P. L. POLYAKOV. Zero» of finit» order holomorphic functione within 
a polydisc (summary)

In this work the equality ord M = min (ord /) is proved for analyticjsubvariet, 
M of codimensional 1 in a polydisc Dn and holomorphic functions f for .which M i 
• zero set. This equality gives an answer to the question, posed by W. Stoll, and a 
partial answer to the problem of M. Dzrbasjan of description of zero sets of holo.
morphic functions of the class of Nevanlinna—Dzrbasjatr N*(Dn).
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Г. Ю. ПАНИНА >

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ л-МЕРНОГО ТЕЛА В ВИДЕ СУММЫ 
(п—1)-МЕРНЫХ ТЕЛ

В в ед е в в е

В статье получено разложение П-мерных выпуклых гладких централь­
но-симметричных тел ՛(« четно, п 4) в виде интегральной суммы Мин­
ковского тел меньшей размерности.

Для осуществления такого разложения построен аппарат так назы­
ваемых веджевых плотностей трансляционно-инвариантных мер и ядер вы­
пуклых тел. Этот аппарат в значительной степени опирается на разрабо­
танный ранее (см. [1]), но отличен от последнего.

Для гладких тел К получено представление вида

сгде К± («) — тела, лежащие в гиперплоскости ш. Они указываются 
.явно, в терминах опорной функции.

Этот результат относится к общей теории выпуклых тел, но имеет ин­
тересное приложение в теории зоноидов. В качестве несложного следствия 
(ел. 2 к теореме 6.1) получается гипотеза Вейля '(см. '[2]) о характериза­
ции зоноидов для случая четной размерности пространства.

Автор выражает глубокую признательность >Р. В. Амбарцумяну и его 
.коллегам за пристальное внимание к данной работе.

§ 1. Предварительные сведения

Рассмотрим множество гиперплоскостей Е в пространстве Ил. 
■Пусть на Е задана мера р, инвариантная относительно параллельных 
.переносов R՜’.

Пусть 2я՜1—единичная сфера в R՞ с площадью 5П֊1. Каждую 
гиперплоскость ю£Е можно задать парой координат: ш0 2՞ 1 — нор­
маль ш.

р — расстояние до начала координат О.
В дальнейшем будем отождествлять точку ш0 на 2я՜1 с гипер­

плоскостью, проходящей через О и имеющей нормаль ш0.
Каждая трансляционно-инвариантная мера р однозначно пред­

ставляется в виде
</р(ш)= </р* (ш0) X др, 

где р*— некоторая симметричная мера на 2я՜1.
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Если в качестве dp* (ш0) взять d<o0, то мы получим т. наз. стан­
дартную инвариантную меру рИнв. Она будет инвариантна относитель­
но всех движений R".

Как показано в [1] каждой мере р соответствует ее т. наз. вед- 
жевая плотность р^. р = р(1— это функция на множестве флагов/7. Фла­
гом называется пара.

f (прямая L, проходящая через О; гиперплоскость ш, содержа­
щая L).» ՛

? аддитивно зависит от р и может быть вычислена с помощью 
следующей формулы:

,,,, хх | sin’(u։n«»o. /-) • */ х 
%))= I --------——-—</р*(<«).

J cosn-3(w, U>o) 
2«—1

Пусть Kc. R՞ — выпуклое тело,

[KJ = |ш^Е:шпА=#0).

В статье [1] найдено выражение для р ([А]) в терминах веджевой; 
плотности р. Нам потребуется это "Выражение для многогранных К 
в § 2.

§ 1. р ([А]) для многогранников

На протяжении всей статьи п — четное число, п^>4. Пусть. 
AcR"— выпуклый многогранник, <» пересекает К. Тогда АП“— 
(п—D-мерный многогранник (случай касания мы не рассматриваем).

Если Д;(А)— z-мерные грани К, то согласно формуле Эйлера,, 
примененной к КП ш

S с֊1)'*1S('1-п

Здесь /[.]— индикаторная функция [•).
Проинтегрировав (1.1) по dp(w), получаем

2p([A]) = S (-1)'+1£ И([Д/]). (1.2)'
1-1 j

В правую часть (1.2) входят меры множеств гиперплоскостей, пересе­
кающих многогранники размерности не выше'(п—1).

Коль скоро (1.2) выполняется для любой трансляционно-инвариант­
ной меры |1, то верно

‘ (1՝з>
1=1 i

(это равенство следует понимать как равенство оперных функций).
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§ 2. Веджевая плотность р

Плоскостью мы будем называть плоскость размерности п.—2. Равен­
ство (1.2) дает возможность вычисления ц'([К]) для п-мерных многогран­
ников, если известен способ вччисления Ц ([Л]), где А—(п—1)-мерный 
многогранник в 11՞. Пусть Ас<и0(Е. Мера р на Е индуцирует меру 1» 
на множестве плоскостей в ши, причем для плоскости есш։

</р-* (е) = |я1п (ш, «о)'|/1՜1

«Чэе

В статье [1] было введено понятие внешнего веджа многогранника 
А. С каждым внешним веджем № в [1] связывается некоторое множество 
плоскостей Ф (№). При этом справедливо:

р([Д]) = И([Д])=֊^£/ч(НМ, 
Аи-з

где — внешние веджи Д с ребрами ;
= Ы J e))rfe.

. Ф (•Я7/)

(2.1)*

Здесь p^t/) — веджевая плотность меры ц в гиперплоскости «0: 
. ։ »

u I sin։(ene0, v) , 
P-U/K e0))= I ----- *------ 7—i^*(e#) =

J cos" 4(e, e0)
q/I—2

( sin’ (w П w0 Л e0, •*) . . . ~
= I ----------------- 2 2—- jsm (w, OJ0)| d\L*(ш).

J cos՞՜ (e0, шП'»о)
q/I—1

Удобно ввести новое понятие флага: с этого момента флагом 
/(£, е, ш) будем называть тройку:

/(прямая L, содержащая начало координат О; плоскость е, со­
держащая L\ гиперплоскость ш, содержащая е).

Тогда, полагая
р(ЛД е. Ш)) = Р»(/(Д е))> 

имеем
/ (IFZ) zz |vz| J р (/(£, е, ш)) de, 

Ф (W',)

где ш — гиперплоскость, содержащая Wi.
Сопоставляя (1.2) и (2.1), можно выразить |Ч[А']) через F(Wi), 

1де пробегает множество внешних веджей граней К размерности 
не выше (и — 1):

р([А]) = ֊֊ V(-1)I+I^ ^Г(П). (2-2)
^Ая_з/=1 t .

где Wjk — внешние веджи А4. 
6-478 ”
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В дальнейшем нам будет удобно пользоваться мерой df на множестве 
■ флагов, инвариантной относительно евклидовых движения R՞.

Удобно представлять меру df следующим образом:
Пусть da — стандартная инвариантная мера на множестве гиперпло­

скостей, содержащих О.
dL (со) — стандартная инвариантная мера на множестве прямых в со, 

■ содержащих О.
de (L, со) — стандартная инвариантная мера на множестве плоскостей 

из (о, содержащих L.
Тогда

df (L, е, ш) = rfm dL (ш) de (<u, L).

В дальнейших вычислениях будет' полезен
Пример. Пусть р = Ринв — стандартная инвариантная мера на 

.Е: </р*нв= do>, вычислим ее веджевую плотность рИца:

- /г/г . w I sin* (ш n Wo n е, L) ! . , ~ х1л—1 ,
Рин»(/(ь, е, ч։0))= \ --------------------- — Ism (т, ш0)| dv=--

J COS՞՜4 (ш Л u։0. е)
■5л-։

§ 3. Основная теорема

Для гиперплоскости <в = ш0 из R՞ пусть Ф (ш) — множество фла- 
ггов с гиперплоскостью ш.

Для
/о=/о(4). «о. ю)€Ф(ш)

«61-—> —1 
I 2 2 ]

;ß£2+՜3 — верхняя полусфера 2П՜3, положим L»—плоскость в ш, ор­
тогональная Z.o, /а(/01 — флаг, полученный из /„ поворотом на угол а 
относительно е0, ша (f0) — поворот го на угол а относительно 
во. ва, ß (/о) — плоскость из ш», образующая угол ß с е0 и содержащая

■ L, з(/о)— поворот w на угол а относительно во, з(/„)
/«, ß (/о)==/(■^■о. в®, 3 (/п)> °*» (/о))-

В втих обозначениях справедлива
Теорема 3.1. Для центрально-симметричного выпуклого тела 

./fcR" класса Сп-гладкости с опорной, функцией h существует 
непрерывная функция заданная на множестве флагов F,

. такая,что
1) для любой трансляционно-инвариантной меры р с ведже՜ 

.вой плоскостью р;
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Н[*])= [ А>(/)р(/Н/;

р

2) .4* (/(£, е, «։)) зависит, лишь от значений функции Н и ее 
первых п производных в точке ш.

Замечание. Как станет ясно из доказательства функцию Ан мож­
но вычислить явно:

а/2
>։*(/) = Е сГ

I ֊0

л֊2/ . .
-Г+։ £(л-2)(л-1) ,

2։я+1-(л—2) ([А

л! ■ Зп-2 • «$л-3

'я—3

+ /-(2,)-

8(п—2)(л—1) 

л! 5«_з
^2/) (/)<$•

Здесь
1, если 2г = л, 
О, иначе;

Доказательство теоремы. Зафиксируем гиперплоскость ш_ 
Построим прямой круговой конус О с основанием — единичным ша­
ром £>осгш и с высотой Л = 1£га. Пусть на £)0 случайным образом 
брошены с независимыми и равномерными распределениями л точек. 
£>л„ — их выпуклая оболочка. Еп — конус с основанием О„а и с той же 
вершиной, что и 2).

Тогда
(X ([Я] \ [£>0]) = Нт Е? ([£„] \ [£>о]) =

Ря и /)Л„—многогранники. Применим к ним формулу (2.2), азатем 
из соображений симметрии получим

-л,(а) Гр(/. (/))'№)-5.-, , С),/(») +

1 (п — 2) ( — 11 2 1
Ф (ю) Ф(ш)

+ ---------  С С р(/а, ,, (/)) df^).
|(֊)1 2"-’(П-2)

ф (») 2«—3

Здесь <//(а) = «/£. (а>) г/е («>, £) — инвариантная мера на Ф(«>). Величину՜
А1 (а) можно вычислить, подсчитав независимо
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Нина ([Р] \ [а0]) = 5л-2 ^я_1^ (д~2) +0 <а'1) ПРИ а 0 

и приравняв к соответствующему выражению.
При этом получаем

5я-2 5л-з л! сое а
(л —1) (л—2) 5я_з 2

2"
+ о(ая). (3.1)

Для краткости обозначив

А(а) =
•Уд—2 л! соз а . . .— р - ՝ А3 (а.) — -
-) I 2"՜'(л-2)

•Ул-2 5л-з л!
2я_։(п-

получаем
Н(Р]\[а0]) = 4։(а) [ р (/.(/)) <//(шЦ- 

Ф(и)
(3.2)

з

Ф (“) ..л—з

Предположим, что мера р. обладает плотностью X относительно 
дартной инвариантной меры Ннн։-

Тогда при а-*-0

стан-

р ([£>] \ 1Р0])=Ц‘») Нин» ([а) \ [£>„]) +о (а").
-Значит

Продифференцируем тождество (3.2)
.л р ’л<2

</а" а-0
Г2'՝?'20 (/)<//(“) +

ф(-) 2

■■ ■л-2';рГ(/)^^(«').

-Здесь

{/а* А1. р(П(/)
а-0

Р (/.«)),

рУ’(/) ^а-_0
Нпнп ([ а] х [а0]) —

(33)
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=| ф (ш)| Ри... (У) (лН + А(2Л> —)=

5'я_а оя -з ______֊$л-з и!_______ >Я.-з _____ п!_____
4 ’ (п_2)/|_^_! |22-2 2 (п֊1) (п-2)

5я-25л-з (п!)։
(п-2)’(п-1)(

Отсюда получаем

/Г* '1 \ 2Х(<о) = (|-՞- I ! ) 2Л+1 (п—2)’(п—1)

(л!)։ 5л-2*$л-з

X Г [ 2 С? А\-я‘ р<”> (/) + | £ С? А',-т р>։,1(/)

Ф (со) ол~3

Мы получили выражение для плотности меры через ее веджевую плот­
ность. Пользуясь этим, вычислим теперь р. ([К]):

Рь([^1) = | //(ш) X (ш) ==
□/։•“ 1

я/2

2 с?лГа’Р<2/) (У)Н(«)+
£ =Л

+ ] 2 с" Л^"2') рР° (Я н (“) ] и (“) =

2л-3 
+

! у2Л+։ (п-2)’(л֊1) Г [ 2 С2п‘ Л!՞՜20 //Я) (/) P(f)df +

(п!)’5я_2 .^_з

/* л г2 '
+ I £ С? Л?-Я) М"’ (У) Р (У) </? ^у. 

Л 1-0 I
„л-З

где

Вычислим явно ЛуЛ֊2,) и произведем сокращения

(3.4)
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-г 1п (2 ։•)

(п-2Л
~5~8 (п -2) (л - 

п! 5^_3

Р([*])= [?(/)( £ с"|

2?л + ^

Н™ ({) +

Теорема доказана для мер, обладающих плотностью, а следовательно- 
и для всех мер.

§ 4. Ядра выпуклых тел

Определение 4.1. Функция А, заданная на множестве флагов 
Т, называется ядром выпуклого центрально-симметричного тела К с R. 
гели для любой трансляционно-инвариантной меры ц наЕ с веджевой плот­
ностью р

Р([/С])= г л (Пр (/)<//.

Ядро тела К определено неоднозначно. Действительно, если А—ядро 
К, Ао таково, что для любой ц

]А(/)Р (/)<//= о,

то А + Ао тоже является ядром К. Ядро А однозначно определяет 
тело К.

Очевидно, что ядро тела аддитивно зависит от К՝, если А։ и 
А3—ядра тел К։ и К1։ то А1 + А3 служит ядром /С։+

Нам известен способ вычисления некоторого ядра для довольно ши­
рокого класса тел: формула (2.2) дает представление о ядрах п-мерных 
многогранников, теорема 3.1 дает пример ядра гладкого тела.

Основной результат статьи [1] описывает ядра гладких тел из 
R՞ размерности (п—1). При этом очевидно, что если —те­
ло размерности не выше (п— 1, то К обладает таким ядром А, что

Л(/(£, е, ш)) = 0, при . (4.1

Обратное тоже верно:если тело К обладает ядром, которое удовлетво­
ряет условию (4.1), то /(с «о. Это замечание весьма существенно и будет 
использоваться в § 5.
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§ 5. Представление п-мерного тела в виде интегральной суммы 
(л—1)-мерных тел

Пусть тело К удовлетворяет условиям теоремы 3.1. Наша задача — 
представить К в виде интегральной суммы тел меньшей размерности.

Это равносильно представлению ядра Ак ([) в виде суммы ядер тел 
՛ меньшей размерности.

Для каждого 1 определим

.&.,(/(£, е, <и)) = Д4 (/(£, е, ш))8։0в(<о), 

где о», — дельта-функция, сосредоточенная в точке В таком слу­
чае

Ак(/) = | Вш,(/)1/ш0.

г» л '—1 
+

Если Вш, (У) является ядром некоторого выпуклого тела, то это. 
■тело (л — 1)-мерно (лежит в ш0), и, следовательно, задача о разло­
жении в этом случае решена.

В общем случае В^ — не обязательно ядро выпуклого тела, 
но В<^ (/) всегда является разностью ядер (л — 1)-мерных выпуклых 
тел. Докажем это. Для каждого В£ Й"՜1 пусть щ такова, что Н;==\— 
дельта-мера, сосредоточенная в точке В; р=—веджевая плотность щ. 
Тогда

р=([а:])=2Н*(В),
.где /Д(В) —опорная функция К в направлении В.

Для каждого ш0 образуем

Я«, (В) = -1 Г (/) Р£(У) -у [ Ак (У) Р£(У) #(«„).

Р Ф(Чо)

Здесь £?/ (шо) — инвариантная относительно движений мера на множестве 
флагов, лежащих в (Оо. При этом

</у = </ш0</у(ш0).
Представим в виде разности двух выпуклых функций, яв­

ляющихся опорными функциями тел, лежащих в ш0:

Я<0.(В)=Щ(В) -НГ0(В).

.Н*„ — опорная функция АГ<^си)0; Нй„— опорная функция сш0.
Пусть —ядро тела Тогда В^, — В^о — Ви.„ — ядро Ки,„ 

Итак, получено представление

Ак(у) = у (у, - в»;.(У)] ж>0, (5.1)

1;и—1

где В^ — ядро некоторого выпуклого центрально-симметричного тела
лежащего в гиперплоскости ш0.
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В^, зависит лишь от значений Л*(/), где /сш0, а, значат, лишь- 
от значений А/* и ее первых и производных в точке ш0. Поскольку 
имеет место представление (5.1), то

. (5.2)'
„я—1 
“+

Это равенство следует -понимать как равенство опорных функций.

§ 6. Представление тела К в виде интегральной суммы отрезков

Как известно (см. [3]), гладкое центрально-симметричное выпуклое 
тело Л с R'՜1 представимо в виде

Л = (Нд)Г</Е,

о"-2 
. . < + • - г՜

где Е — единичный отрезок с направлением Е, Нл — опорная՛ функция 
Л, Рг—некоторый линейный функционал.

Если известен вид Ре для размерности (п —1), то получим его1 
вид для размерности п следующим образом: представим п-мерное тело 
вначале в виде суммы (л — 1)-мерных тел, а затем каждое (л—1)-мер 
ное тело с помощью Рг представим в виде интегральной суммы от­
резков.

Теорема 6.1. Для выпуклого тела /С а: R", удовлетворяюще­
го условиям теоремы 4.1, верно:

К= |՝РЕ(К)ТЛ, 

где »
Р£ (К) = | Р= (Н) На = Н* - Н~ (см. § 5)’.

Следствие 1. Значение Р= (К) определяемся поведением опор>- 
ной функции Нк в окрестности точек ш, содержащих Е.

Следствие 2. Если тело К с опорной функцией Нк таково, 
что для любой сферы 2 = 2я-։с2՞՜1 существует окрестность е(2). 
и зоноид Кп с опорной функцией Нк.2 такой, что Нк„ —Нк, е(2)г 
то тело К тоже является зоноидом.

Доказательство. Для тел класса С”-гладкости утверждение сле­
дует непосредственно из следствия 1 к теореме 6.1. Для произвольных тел 
результат получается путем аппроксимации их гладкими.

Следствие 2 дает доказательство гипотезы Вейля (см. [2]) для слу­
чая четной размерности. Формулировка гипотезы в точности совпадает с 
формулировкой следствия.

ЛОМИ АН СССР 
нм. В. А. Стелкова Поступила 6.1. 1988-



Представление ո-мерного тела 395

Դ. ՅՈ Ի. ՊԱՆԻՆԱ. Ոսւուցիկ մարմինների ներկայացումը նվազ չա վււղականոլթյոլն ունեցող մար­
մինների զամարի տեսքով (ամփոփում)

Հոգվածր նվիրված ք ուռուցիկ մարմինների ինտեգրալս։լին ներկայացումներին։ Օգտա­
գործված կ սեպային խտությունների ապարատր։ Հիմնական արդյունքն Լ' ուռուցիկ մարմինների 
ներկայացումր նվազ լափողականութլուն ունեցող մարմինների գումարի տեսքով։ Որպես հե­
տևանք ստսւցվել կ գոնոիգների բնույթին վերաբերվող Վայլի վարկածի ապացոլյցր։

G. J. PANINA. On the repreeentatlon of central eymmetrlc body by a turn 
of lett֊dlmenetonal bodiee (summary)

The article is devoted to convex body integral representations. The method of 
wedge dencities and nuclei is developed. The main result is the representation of 
central by symmetric even-dimensional convex body as a sum of less-dimensional 
bodies.

A positive solution of Weil’s zonoid characterisation hypotheses is obtained as 
a result.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ՛

А. М. ДЖРБАШЯН

КЛАССЫ ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА 
В ПОЛУПЛОСКОСТИ, ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ 

И ТЕОРЕМА ТИПА ФРАГМЕНА-ЛИНДЕЛЕФА

1. Основные результаты, анонсированные в данной заметке, усиливают 
и обобщают классические и хорошо известные результаты, приводимые в 
этом пункте.

Общеизвестно принадлежащее Р. Неванлинне [1] (см. также [2], 
п.п. 6.3—6.5) полное описание роста аналитических функций ограниченно­
го вида в верхней ■полуплоскости С(+) = {г:1тг>0}, непрерывных 
вплоть до вещественной оси. А именно, пара условий Р. Неванлинны 

lim 
л-+-

sin 0ժ9 <Հ 4֊ оо,log+ (1)“

(2)

выполнение которых необходимо и достаточно для того,՜ чтобы аналитиче­
ская в 6(+) функция f (z), непрерывная вплоть до вещественной оси, была 
ограниченного вида в G( + 1 (т. е. функция log+ |/(z)| = max |log|/(z)|,0} 
имела бы в G(,) гармоническую мажоранту).

Общеизвестна также нижеприведенная классическая теорема един­
ственности Р. Неванлинны [3] (гл. III, п. 38).

Теорема А. Пусть функция f (z) аналитична в 6<+> и такова, что 
для всех (— оо, 4֊ со)

Ita |/(г)|<1. (3)-
z-Z

igOC+J

Тогда, если
lim/?՜1 log/И (/?) = — оо(Л/(/?)= sup |/(/?e‘s)l), (4)

0<’<«

то /(z) = 0, z£G(+}.

С двумя вышеприведенными результатами идейно неразрывно связа­
на классическая теорема типа Фрагмена-Линделефа, принадлежащая 
Ф. и Р. Нсг.нлиннам [4]. Ее существенным дополнением является сле­
дующая теор.сла, принадлежащая Л. Альфорсу и М. Хейнсу [5], [6].
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Теорема Б. Пусть функция f (г) аналитична в G(+> и удовлетво­
ряет условию (3).

1°. Тогда существует предел

Р= lim У?՜1 log М (У?) £ 10, + оо],

и, если

a = su^y~‘ l°glf(x 4֊ iy)\,

mo a4՜

2°. В случае, когда 9 = s+<4֊ar, для всех 0 £ (0, к), лежащих 
вне некоторого множества нулевой внешней логарифмической ем­
кости, справедливо также соотношение

1 sin 0 = lim R՜’ log /(£e/fl)|. (5)
/?-+-

Отметим, что как приведенные результаты Р. Неванлинны, так и тео­
рема Б. Альфорса-Хейнса справедливы для субгармонических в G;+) функ­
ций u(z) после замены log f(z)\ = и (z). Аналогично, после такой за­
мены верны для субгармонических в и1՜1 функций и все нижеприво­
димые результаты заметки.

2. Прежде чем перейти к изложению результатов заметки, укажем ме­
тоды, с применением которых они получены. Изначально, путем исчерпания 
полукругаС(41 (R) = [z: Im z 0, |z| < 7<j сегментами вида G1^’ (А?) = 
=|z £ G( 1 (R): Im z ^>p >}, получены формулы типа Ф. и P. Неванлинн 

и Карлемана для аналитических в G+) функций, ограниченного вида 
в G<1) (/?). Эти формулы совпадают с аналогичными формулами 
Н. В. Говорова [7] (формулы (2.4), (2.15), однако основополагающее зна­
чение для результатов заметки имеет также 'конструктивное построение ме­
ры по отрезку (—R, R) в тех же формулах, найденное благодаря выше­
указанному исчерпыванию. Результаты, анонсированные в заметке полу­
чены путем применения указанных формул и перехода R —|֊оо.

Обозначим через JVu(y) ( — 1 7 < 2) множество всех аналитиче­
ских в G՛ ' ’ функцию f(z), удовлетворяющих условиям

lim — 1՜ log+|/(/?eO)|sin0^[< + o°’ еСЛИ 1<^<2 (6)
« R J 1 = 0, если — 1<С т 1,

о

л

lim lim f log+|/(х + ф)|----- —----у < + a՝. (7)
*?-+՝ y+u (1 + |х|)т

Справедлива следующая теорема о параметрических представлениях 
классов № (у).

Теорема 1. 1°. Класс .V"(t) (— 1 <С 7 2) совпадает с множе­
ством функций, допускающих в G<+) представление вида
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ZZ \ DZ \ f -I | 1 f 1 + iz ։ •/-.)
/(z) = 5(z)exp -iAx+t’ —-------ГТТ։+,С ’ (8)

где

B(z)= П 11 4-»11
1+z*

— произведение Бляшке, составленное по нулям {»*} с. СГ + ) функ­
ции /(г), Л и С—вещественные числа, причем А <0, если —1^7 ֊<1, 
а. Н(О — функция, допускающая разложение н(/) = Н+(6 —11~(О» в 
котором |*+ (/) — монотонно неубывающие функции, подчиненные 
условиям

Г </и+(О „ Г dy (<)
J (1 + И)т к ’ J (1 + 1Ф։ 

— *» — ее
(9)՛

2° функции ц* '(0 ив представлоения (8)—(9) могут быть определе­
ны из соотношений

I
lim I log1'/(х 4֊ zy)|rfx =р± (/) 

у-*+о J
о

(а — а+—а), где пределы существуют и конечны для всех t £ 
£ (— 00> + °°). При этом, будут справе дливы также соотношения

11m I log+|/(x + zz/)|---- ——— — I —,y-+0 _J g J (l+|.cl)T

lim f log՜ |/(x + ։y)|  ----- —-----= f —.

Кроме того, для любого конечного отрезка [а, 6]с(—со, + со) бу­
дет справедливо равенство

ь ь ь 
1/р= Ир++ Уу~, 
а а а

а для любой непрерывной на [а, 6] функции g(x)—соотношения 

? 4
lim ( J?(x)log±|/(x + /#)|</х= I g(x)rf|i± (х).

y-HJj J
а а

3е. Для числа h из представления (8)—(9) (так называемого средне­
го типа функции f>(z)) справедливы соотношения

Л± = — lim_l log* |/(/?е/в)| sin Odd,
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А= И™ У 1 bg|/(jy)|, 
у-+-

а также, вне некоторого множества нулевой внешней логарифмической ем-- 
кости — соотношение

AsinO= lina Я՜1 log|/(/?e/S)l- 
R- + -

Замечание 1. Как очевидно из представления (8)—(9), класс 
№ (2) совпадает с неванлинновским классом всех аналитических в G(+) • 
функций ограниченного вида. Тем самым, условия (6)—(7) при у = 2, в 
отличие от более частных условий (1)—(2) Р. Неванлинны, представля­
ют собой полное описание роста уже всего класса аналитических в 
функций ограниченного вида, независимо от того, задана ли каким-либо 
образом функция на вещественной оси.

Замечание 2. Из представления (8)—(9) также непосредственно 
следует, что класс N<a) (0) совпадает с классом N В. И. Крылова [8]:„ 
аналитических в Gf + ) функций /(z), для которых

sup I log" I/ (x + /iy)| rfx<-hco. 
y>0 J 

— OB
Замечание 3. Как показывают примеры аналитических в G<h) 

функций неограниченного вида expfz՜1} и ехр ( — (х+г)-2ехр{— 
ни одно из условий (6) или (7), взятое в отдельности, не обеспечивает- 
ограниченный вид функции /(z).

3. Справедлива следующая теорема единственности.
Теорема 2. Пусть функция f (z) аналитична в G(՜*՝ и сущест՜ 

вует последовательность Rn f +°° такая, что при любом. п>1

( 1°£+ 1/(Ялв'в)| sin + °° 

о
и

гл .
lim log |/(х + ry)| rfx< + оз.

--лл
Тогда, если при каком-либо Ro (0 < Ro < + со) 

к
lim !— Г log |/(Rei8)| sin 9rf9-f- 

я-т- ( R J 
о

R
-r lim I gR (R, x) logi/(x -Hy)| = — co,

J J
֊R

где

(10>

gRt(R, x) = 

mo f(z) = Q, z£G^\

npu \ /

8rAR> ^o)- npu|x|</?0,
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Замечание. Легко видеть, что из теоремы 2, в частности, следует 
теорема А Р. Неванлинны. Однако имеет место также качественное раз­
личие условия (10) теоремы 2 от условий (3)—(4) Р. Неванлинны. 
А именно, в отличие от (3)—(4) условие (10) предполагает «превалиро­
вание» в некотором интегральном смысле скорости убывания функции 
f (z) вблизи границы G(+) над скоростью ее возрастания.

4. Установлена также следующая теорема типа Фрагмена-Линделефа, 
более общая, чем теорема Б Альфорса-Хейнса.

Теорема 3. Пусть функция f (z) аналитична в Cfl+' и такова, что 
при любом R (0 < R < + 00)

/?

11m ( log+/(x + ф)| dx = Q.
У-+0 J

-R
1°. Тогда существуют и равны пределы

Р =- lim R՜1 log М (R) = lim R~x log՜ Af (/?) =< 
/?-+- /г-t—

■К
= — lim — С log*՜ |/(/?e'e)|sin M6 L [0, + oo], 

к /?-+ - R ,) 
0

При этом, если

a = sup у՜' log|/(jr -г /р)|,

ТО

։T=supj/՜' log+|/(x+ iy)\, 
у>о

и Р = а+.
2°, В случае, когда Р=։+ < + =», имеем также

т:
о If

<։ =— lim — I log |У ( 2?е<0 )| sin
- А'--г’ R J 

о

и, кроме соотношения (5), вне некоторого множества нулевой внешней ло­
гарифмической емкости справедливо также соотношение

sin 8 lim = R՜1 log+|/(/?е,։)|.

Институт математики
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Э. М. МАДУНЦ

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

1°. Рассмотрим эллиптическую систему

Амхх + 2BuXJ 4- Curj = 0, (1)
где А, В, С — постоянные вещественные матрицы порядка n'Xjl. Эллип­
тичность, как известно, означает: det С =/= 0 и уравнение

det (А + 2В> + CV) =0 (2)

не имеет действительных корней.
В работе [1] А. В. Бицадзе было получено представление общего ре­

шения системы (1). На основе этого представления в работах [2, 3] иссле­
довалась задача Дирихле для системы (1) в случае одного кратного корня.

ВпослгдстЕие Н. Е. Товмгсяпом [4] было получено другое представ­
ление для решений [1], обладающее тем преимуществом, что технически 
позволило исследовать также и задачу Пуанкаре [5].

Ниже получено новое, уже векторно-матричное, представление реше­
ний уравнения (1), коэффициенты которого, в отличие от упомянутых 
представлений, имеют явный вид. Это представление может быть исполь­
зовано при изучении граничных՛ задач для эллиптических систем.

2°. Обозначим через л,, Ха>-- •, X;i корни уравнения (2), а через 
&t, k,k их кратности, соответствннно. Без ограничения общнос­
ти можно положить С = Е (Е — единичная матрица).

Система (1) эквивалентна следующей:

и . = Аих = / О’ & \ V| = ux, ua = u> (3)
\— A, — B) \v2j /

Пусть матрица J приводит матрицу А к нормальной форме Жорда­
на, т. е.

(4)у֊' AI=N -:.N,
где

def , р Л , Р®С֊О

а черта означает комплексное сопряжение.

Заметим, что собственные числа матрицы А в точности совпадают с 
корнями уравнения (2). Тогда матрица У представляется в виде
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N=‘&NI. (5)
1—1

Г
В свою очередь, каждый блок Л\ разлагается в прямую сумму «чистых-» 
клеток, соответствующих корню

"Ч
Ni=* (6)

Заметим, что размеры матрицы Nt равны ktX ki, а число »чис­
тых* клеток в блоке Nt равно mi=n — rt, где rt = rank (A + 25XZ -4֊ 
+ >]). Формула для т1 отражает тот факт, что число »чистых* кле- '

ток равно падению ранга матрицы (А—)./)• Если размеры матриц 
обозначить через 1ц X 1ц, то очевидны равенства

к = У п = £ Ь •

Для структуры приводящей матрицы / из (4) заключаем

/ = ( ։’ (7)
7 \877, оЛ7

где б—матрица порядка пХп, а столбцы матрицы I, не что иное, как це­

почка собственных и присоединенных векторов матрицы А.
Преобразование V = приводит систему >(3) к виду

wy=(/V®JV)«>x. (8)

Поскольку N имеет блочную структуру, является прямой суммой клеток 
Nfj, то система (8) расщепляется на независимые подсистемы так, что для 
ее решения достаточно решить каждую подсистему в отдельности.

3°. Обозначим 
/«։ \ 

def а2 а։ 0 
[а։, а1։-- •, ая] = 1 ; . .

\ая • • • аа ах J . ■ .

’ Общий вид подсистемы системы (8) таков • ■

wy = [X, 1, 0,• • •, 0] wx.

Замена V -f- iy' = х + iy приведет к виду — »'

wy = [г, 2р, 0, • • •, 0] шх, (9)
г де переменные (х', у՛՝) вновь переобозначены через (х, у), и, еслр 
= а + г?, то р = i/2$. Систему (9) запишем в виде

w = [0, р, О,-՛-, 0]wx, ։ , ; (Ю)

где д- = (1/2) (дх +։<?у).

Из (10) видно, что систему можно проинтегрировать. Для бтого 
обозначим У՝
7-478
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5=[1, р, ?,•••,р-֊Ч, (11)

Н= [0, 1, 0,..., 0]. (12)
Лемма 1. Пусть 2 = X + ?.у, тогда общее решение системы (10) 

представляется в виде

ш (я) = £ 2_ (р7ад* Ф(*'(я), (13)

где р, Н, 8 определены выше, а Ф (г) — произвольная голоморфная 
функция переменного г.

Доказательство. Интегрируя систему (10), легко убедиться, 
что

«"։ (:)==?!(։), »а (г.) =<Ра(г) + рг<р1 («)•

Наше утверждение заключается в том, что

шл(е)=<рп(я) + 2 2 р-֊‘֊'ад_, <р^(я), (14)

■где ф։ (2) —произвольные голоморфные функции.
Интегрируя (10) для п = 2, 3, легко убедиться, что решения действи­

тельно даются формулой (14). Индукцией по п докажем (14). Прежде все­
го легко убедиться в равенствах

п / ] л+1 — к

р-'-‘Ск.-,-, ТРИ +

+£ 1Р-и-£ <։)-

Исплоьзуя очевидные соотношения

Со . _ ро р*-1 _1_ р* _ р* р*__р*+1п-1-1 Ьп-Г ' Ьл ~ Ья+1» —и*+1>

легко видеть, что д^и,^1^рдхп>л.
Также имеет место равенство

[0,- ■ -,0, ОД.рС*֊1,- ••, р«֊‘֊։С^=[0,1,0,..0]‘.[1, р, р\-.., р-«]‘ 

что в обозначениях (11), (12) дает (13).
4". Лемма 2. Пусть я = х + Ау, Х = а4-։Р и р = Ц2$, матри­

цы 8, Н и вектор-функция ш (г) определены по формулам (11), 
(12) и (13), соответственно. Тогда справедливо равенство

Сш (г) дк + (Я+ ).£) ш (я) <1у = 5֊1 (р ГЯ5)*Г«(х) г < (15)
3 *-0 X! ֊ г„

где Т (^)—первообразная от Ф (г), входящей в (13).
Доказательство. При вычислении
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ш (г) (1х

используем соотношения

Е -pH = 5՜1, (Я5)-։ = (/УЗ)«֊’5֊\ (16>

а при вычислении 
в
(// 4֊ >-Е) ш (г)

кроме (16), используем равенство
р) = 1 -4- р)-.

В итоге нетрудно убедиться в справедливости формулы (15).
Теперь вспомним, что

и = У ш։ ф ш։,

где ։сч (г) — решение системы (10). Структура матрицы /, и тот факт, что 
нас интересуют лишь вещественные решения исходной системы (1), позво­
ляют заключить: тс>2 (г) = (г), что, в свою очередь, приводит к фор­
муле

г
и(х, У) = Не -|3 »1 (г) + Л/ш, (г)*/։/| >

где б—матрица, входящая в (7), а N определено >в (5).
5°. Пусть

^к = х + Ьд, 'l^k = з|' + $к, рк = 1‘12^к, (к—р), (17)'

Л/ = р.ь1.0,-,0]. (18)

5// = [1, рР (19)

здесь Му и 5у—теплицевы матрицы порядка 7/>Х
Пусть, далее, ш‘-'(г1) обозначает общее решение системы 

дг = Х\) дх ш11. (20)՛

Теорема. Общее решение системы (1) имеет вид

п(х, у)= Ее Л г фз;-.1 (21}

•где 6 — постоянная матрица, входящая в (7); Зц, — матрицы, опре­
деленные в (18) и (19), соответственно, наконец, —произвольные
голоморфные вектор-функции переменного г<.

Доказательство. Общее решение системы (20) нами получено 
в лемме 1, а лемма 2 позволяет вычислить криволинейные интегралы для 
получения решений системы (1) из решений системы (20). Заметим, что 
5՜1 = Е—Р1Н1!, где Е — единичная матрица порядка Ъ/Х(г/. 
Ереванский физический

институт Поступила 20. IV. 1988֊
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