


Журнал основан в 1966 г.
Выходит 8 раз в год
на русском и английском языках.խմբագրական կոլեգիաԳյսաւէոր խմքազիր Մ. Մ. ՋՐՕԱՇՑԱՆ
Ռ. Ա. ԱԼԷՔՍԱՆԳՐՅԱՆ գլխավոր խմրաղւփ տեղակալ Ն. 2. ԱՌԱՔնԼՅԱՆ Ի. Գ. ԶԱ-ՍԼՍ-ՎԱԿԻ Ա. Ա. ԹԱԼԱԼՑԱն

Ռ. Վ. 2ԱՄ8ԱՐսՈԻՄՑԱՆՍ. Ն. ՄԵՐԳԵԼՅԱՆ Ա. Ո. ՆնՐՍնՍՅԱՆՌ. Լ. ՇԱ2ՈԱՂՅԱՆ ղլխավոր խմքաղրի տեղակալ
Պատասխանատու քարտուղար Մ. Ա. ՀովհաննիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կի Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ- 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հողվածները պետք Լ ներկայացվեն գրամ եքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական ւոառերը, որոնք միանման են համ անուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։Հ* Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությոմւը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

0. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ . աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24 բ։ Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Ասւրևմատիկա XXIII, № 1, 1988 Математика

УДК 517.956

Г. Р. ОГАНЕСЯН

О ВЕСОВЫХ ЗАДАЧАХ КОШИ И ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ СИНГУЛЯРНЫХ НА ГРАНИЦЕ 

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

§ 1. Введение

1°. Постановка задачи. Пусть <? (/) — положительная функ- 
" д'1ция класса С*  (]0, 7]), Л — V —г — оператор Лапласа, 2 — {(/, х), 

7=1
^]0, 7[, •хСЛ'’}, 2т=|(*.  х), Т, х£Кп\.

Для сингулярного эллиптического уравнения
[о? + Д —<?.(/)] и = /Хб х), <7<+0) = оо, (#, х) £2, (1.1)

краевая задача с. данными Дирихле на границе с)2 полосы 2 в клас
се дважды непрерывно дифференцируемых внутри 'и непрерывных 
вплоть до границы функций, вообще говоря, неразрешима, так как 
однозначно разрешима задача Дирихле с краевыии условиями на части 

■£2г границы ([1]).
Для сингулярного гиперболического уравнения (а (/) — комплек

снозначная функция)
;[#-.Л+.<ф)}И=/(*,  х), |а(+0)|= ОО, «, х)£2, (1.2)

решение обычной задачи Коши с данными на гиперплоскости £ = 0 не- 
о 2• единственно.-Например,'при а=------  нетривильным решением одно

родной задачи Коши в 2 является функция и = Р.
В подобных ситуациях в книгах [2], [3] и статьях [4] — [10], [16] 

рассматривались весовые постановки .задач Дирихле и Коши в клас
сах неограниченных (на сингулярной части границы) функций.

В настоящей статье предлагается новая постановка начальной и 
^краевой задач, обобщающая ^известные весовые постановки. При этом 
жраевые условия задаются ։(в терминах преобразования Фурье иско
вого решения (сравнить с [11])) в кокасательном расслоении 7*2,  а 
.затем опускаются .на дЗ.

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор вида 
т—2 .

, £>.) =.дТ +2 А, (л £>) д}, (1.3)
л—О

1где В =՛(— ,■ — 5—а £>) — произвольные линейные
\ ։ 0x1 I 'Ох*/

.дифференциальные (операторы (вообще говоря, бесконечного порядка),.
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с коэффициентами, непрерывно зависящими от / в^ ] , 7"], ь ко
торых — целые аналитические функции от В С (^ ) ПРИ фиксирован
ном ։ £ ]0, Г].

Обозначим через <р «, 5) = [<Р, (6 Ф-Ж ФУ^аменталь։ 
ную систему решений (ф. с. р.) уравнения

М, е) = рг + £2Лл(д «><??]и(*г  *) в0> (1։4>

полученного из (1.3) применением х-преабразоваяия Фурье. Общее 
решение (1.4) запишется в виде

м«, В) = £ е»(В)фН#. ВК (1;5)
Л—1

Дифференцируя это представление у раз; по £(у = 0'. !>•••, т 1) 
и разрешая полученную систему уравнений относительна функций 
с*  (В), получим

с* (В) — Ок (и), к = 1у֊’ •, т, (1.6)
где ,

О* (и) = -=֊; • Ф*->, «> Т*+ь••>?«>, (1.7)1Г(ч>)

О, (и) = (О1 («)>•• •» От(и)), 
а вронскиан '

1Г(ф) = 1Г(ч>„ • • •, <рт) = Ие1 Це??՜1 <рХ /-г 
не зависит от ։ и не обращается в нуль (такая Ф. с. р. существует в 
силу формулы Лиувилля и вида уравнения (1.4))1

Если задать данные Коши при £ = +0 в Т*&  в виде

11ш О¥(ы) = ^(В), (1.8)
/-+о

где £ (В) — произвольные заданные вектор-функции, та и определяется 
однозначно (из (1.5). (1.6)) по формуле

' 1 — т л- ('

Ц(/, В) = £ я* (В)?А (6 В). (1.9)
Л—1 .- 

* • 1’ ՜ ’ ■* . • •

Замечание 1.1. Из (1.9) следует инвариантность постанов
ки задачи (1.8) относительно мультипликативного преобразования 
“ —* Ь (<) и, Ъ(() — функция класса Ст (]()•, Т՝])1, которая может иметь 
особенность при £ = 0, и замены переменной т=ш«), «ч/коао, т$, 
которая может быть вырожденной при I = 0.

Замечание 1.2. Если ф«։ В), ®(^։ В)—две фь с. р. уравнения 
'(1.4), принадлежащие классу Ст (]0, 7], А) (здесь А = Д (Я՞) — класс 

целых аналитических функций), то данные (и) взаимно однозначно 

определяют данные Оф (и), точнее существует црлая аналитическая 
невырожденная матрица Л (В) такая, что . . ч
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? (t, 5) = F (?) 7 (f, с) и О, (и) = '>(с) (\ Си).

При этом операторы 0-, O^:u|-*-g(x)  [эквивалентны т. е. ком
мутативна диаграмма (пространства Н՜' определяются ниже в п. 2)

(Ker L) Л Ст (]0, Г[, ^±՜)
Оф I-------------------------- IО?

п •

;-1 >-։

Замечание 1.3. Имея в виду упрощение оператора О (и) в 
дальнейшем, полезно отметить, что его изменение на бесконечно ма
лую (при t-» 0) величину не влияет на постановку задачи (1.8).

2°. Теорема Коши —Ковалевской для уравнений с 
особенностью. Пусть а (6)—целая аналитическая функция вида

а(Е) = J а. Г, оа>0, (1.10>
|«|-0

где а — мультииндекс, 6£ (/?Л)'.
Следуя Ю. А՛ Дубинскому [13] определим пространство № как 

множество комплекснозначных функций / (х) £ £։ (Rn) таких, что для 
любых функций вида (1.10) конечен интеграл

Ja (6) |/(В)М<оо. (1.П)

Через Н °՞ обозначим совокупность всех линейных непрерывных фун
кционалов, определенных на основном пространстве №’.

Пространства №“ инвариантны относительно дифференциальных 
операторов бесконечного порядка В (О) с аналитическими в (/?")'сим
волами (см. [13]). По предположению Ак(1, Е)^С(]О, Т՝], Л), поэтому 
из теории обыкновенных дифференциальных уравнений имеем 6)£ 
С Ст (]0, Г], Я). Сопоставим каждой функции 4»; (£, 6) дифференциаль
ный оператор бесконечного порядка

<Ру(/,Р)/(х) = (е^<рДб ?)/(£) /£№,

который действует непрерывно в №. Выберем ф. с-р. <р (#, 6) так, 
чтобы вронскиан №(?) не зависел от 6.

Обозначим через О(и) = (О։ (и),-• •, От (и)) начальный оператор, 
определяемый формулами

О*  («) = ■֊֊7 О),-1Г(<р) ?*-1  (t D), U, Ч>* +1 (t, D),- • •, <pm (/, D)),

к = 1, ■ • •, т,
здесь единица над ц—обозначение Фейнмана—Маслова, 
12 3

(1.12)
например,

uB(D)A(D) = A(D)B (D)u.



б Г. Р. Оганесян

/л /
Т е о ре м а 1. Для любых g (х) 6 П ( или

J-i 4
g (*)  6 П Н 

J-1
СУ-

ществует единственное решение и^С (]0, 7}, Н )(и^С (]0, Г],
№) задачи Коши

Lu = Q, (t, х)£2, (1-13)
11m O(u) = ^(x) = (a1(x),.--, gm(x)). (I-И)

*-+o
Пример 1.1. Единственное решение задачи Коши (тэт = 1) 

ui—(0 их +՜ a' (t) и (Z, х) = 0, f>0, x£R՝, 
lira О(к) =g(x)£/T, '~+o

O(u)= [exp(a(f)— Д (t) £))| и (t, x), £)=—
i Ox

имеет вид u = g (x + '-(/)) exp |—a(Z)|. Отметим, что эта задача имеет 
смысл, даже если функции a' (t), /.'(f) имеют при f — 0 неинтегрируе. 
мые особенности, например a(f) = f՜5, '• = ՛'. Если a' (t),

[О, Г], то разность О(и) — и стремится к нулю при <->0 и мы 
получаем обычную задачу Коши (см. замечание 1>3 пункта 1).

Теорема 1 малоэффективна, так как для постановки задачи (1.14) 
необходимо знать ф.с. р. двойственного уравнения. Следует ожидать, 
что в тех случаях, когда известна двойная асимптотика ф. с. р. при 
t —»0 и Е-*ос,  постановку задачи (1.14) можно упростить. Мы осу՜ 
ществим этот план для эллиптического уравнения с особенностью, 
заменив задачу Коши весовой задачей Дирихле (см. п. 3°).

3°. Эллиптический случай. Весовая задача Дирих
ле. Рассмотрим уравнение (1.1). Пусть q (f)— вещественная, положи
тельная функция класса С2 (]0, Т՝]) такая, что выполнены следующие 
условия:

<7о = inf (g (f)j > 0, '6Ю. rj (1.15)

(1.16)

2 9

l’'w’ (։■•’>
т
J/g(s)rfs=co 0Д8)

о
Введем вспомогательные весовые функции

Р*(0  = <7 </(#) = ехр Г] q (т) dt, (1-19)

г



О задачах Коши и Дирихле 7

пространство Q(H')— пополнение С“ (2)-функций по норме

I«Iq = sup V Н*О)Р?
*G|0, TJ *_ 0

(1.20)

и пространство В (Н3) — пополнение С” (Л"+1)-функций по норме
2

|и|в = sup у ак (f) (1-21)
'ею, -j

здесь ] —норма пространства Соболева Н3—Н3(В"),
0, к = о,

Т’ к = 1, МО

— > Л = 2,
2

(1.22)

Теорема 2. В условиях (1.15)—(1.18) весовая задача Дирихле
un + Au = g(0u+/(f, х), (f, х)£2,? (1.1)

lire |po(O«(f. х) —Ф1(х)| = 0, /-+0 (1.23)

lira ||u(f, х)—Ф2(х)| = 0, Г-.Г-0 (1.24)
при

t “ <
,f(t,x)q (t)£C([O, Г], Н‘), s

3 
"2

^Ш|1, (125) 
*73/2(0 Л ‘

имеет единственное решение О (Н3) причем справедливы оценки

а =

где постоянная с зависит только от д0 и Ро (см. (Ы5) и (1.16)).
Замечание 1.4. Если/=0, то 4^0 в (1.17) можно заменить 

произвольной постоянной.
Рассмотрим задачу Дирихле для однородного уравнения (1.1) в 

полупространстве Вп++У = [(/, х), £^>0, х£/?п). Пусть д (/)— веще
ственная, положительная функция класса Са (]0, оо[), удовлетворяю
щая для некоторого Т^>0 условиям (1.15), (1.16) и

I? (т)1 со,
т 

_ Я
q'{t)q 2 (f)</V<oo, <6]0. П

֊֊ f - >
Г J Vq(t) V q0‘

(1.26)

(1.27)

(1.28>
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Теорема 3. В условиях (1.15), (1.16), (1.26)-(1.28) весовая за
дача Дирихле

и//+ Ли = Ч (0 <?(0) = °°, (6 *)  € R+ •
(1.2У)

lim |ро (0 и х) —Ф(*И  = О,
Г- + 0

имеет единственное решение, причем справедливы оценки
|и|д<с1Ч> <L30)

где постоянная с зависит только от Чо< М, N.
Пример 1.2. Если р, 8, а — положительные постоянные и р J>2, 

3>2, то функции

7’ 7 |1п^’ ех₽ (у)

удовлетворяют условиям (1.5)—(1.18) теоремы 2.
Пример 1.3. Функция

ç(/) = pr”(l-HT)’, 8>1, ±<3-7<1, р>о
} *

удовлетворяет условиям (1-15), (1.16), (1.26)—(1.28) теоремы 3-
П ри мер 1.4. Уравнение

utt + ^(t)uxx « Qi (0u + °։ (О л“ + ^0) +/(t х), (1.31) 
"X (0) = 0. b (0) = Ч\ (0) = со, Л — п. д. о. с символом <7 > =У 1 + |?!։» 
преобразованием

I _Т /
’ = J X (s)rfs, и = |1 (0 W (', х) |А (0 = X (/) exp { J 

0 а
■сводится к уравнению

«^+wxx = a(t)Aw+4(t)w -I■ (1.32)
рХа(О

или, применением х-преобразования Фурье к уравнению

w-.. = Qw+J-, Q = |r+a(/)<£> + ç(0.
|1X։ 

где

К уравнению (1.32) при з=0 применимы теоремы 2, 3. При а>0 
и некоторых дополнительных условиях для уравнения (1.32) можно 
доказать аналоги теорем 2, 3.

Замечание 1.5. Если функция p{t, х) подчинена q(Z), т. е. вы
полнено условие

tpß<Чо Ч (t) d1 (t), (1.33)
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то теорема 2 остается справедливой и для уравнения
[д? + Д — д (/) — р(Л, х)]и=/(7, х), при малом Т. (1.34)

Замечание 1.6. Пусть функция д (7) + Ь{1) удовлетворяет ус
ловиям теоремы 2. Для того, чтобы решение вёсовой задачи Дирих
ле для возмущенного уравнения

“п -г Ди = [д(0 + Ь (7)] и (7, х), д (0) — оо, 7, х) £ 2, (1.35)
Лт н„и — Ф| (х), Нт и = Фа (х) (поточечная сходимость) было един- /-+о /-т-о
ственным необходимо и достаточно, чтобы

Пт 1*/..  .?<*>  „ ехр С- —*£>*  + о.
'-о |/ <7 (7)+6(7) /<7(0 + /<7(0+ 6(О (1.36)

Например, для функций д = 1 4, Ь=—7 ,3, 7 3/1п 7 условие (1.36) 
нарушено, а для функций д = 7՜4, Ь = 7՜3, 7֊3/1п։ 7 выполнено.

Замечание 1.7. Если д (7) ££։[0, 7], то для уравнения (1.1) 
корректна обычная задача Дирихле (без веса).

§ 2. Доказательство теоремы

Доказательство теоремы 1 проводится аналогично доказательству 
соответствующей теоремы из [13] (см. § 5). 

т
I случай: #(х)£ I՜] №. Так как решение и начальной задачи 

7—1

(1.13), (1.14) мы ищем в классе Ст (]0, 7*],  №"), то существует х-пре- 

образование Фурье решения и (7, £)6С"”(]0, 7*],  £։сОтр (/?")). Далее 
из (1.5), (1-6), (1.14) получаем явную формулу для решения

«(*•  *)=  £ Ч»у(6 £»)^(х). (2.1)
7-1

ГП
Если п«±и’, то эта формула имеет смысл (так как Фу (7, ?)£

7=1

£ Ст (]0, 7*],  А), то фу (7, О): Н±’' -*  Н՜“). Непосредственно прове
ряется, что функция (2.1) удовлетворяет уравнению Ли = 0. Началь
ные условия (1.14) следуют из операторного тождества

О(и) = О ( V (7, £>) (х)) = я (х). (2.2)
\ .'“1 /

Итак теорема существования в этом случае доказана. 
Единственность решения при фиксир ованной ф. с. р. очевидна.

т
Л случай: £ (х) £ |՜] /7՜“. Покажем, что и в этом случае ре

шение задачи (1.13), (1.14) опять задается формулой (2.1), имеющей 
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смысл и в этом случае. Начальные условия следуют из тождества 
(2.2). Действие оператора A (t, D) в Н определяется формулой

</(/, D)u, «> --=< и, (2.3)
поэтому для любой функции в силу ?) € Ker L, имеем

=. У <<?,?. (6 D)+£>)<>?’₽/(<» D) Ф/(х),«> =
/_1 ' "о

Гт—2 t _. _
<?Г?У (/, - D) + S Ак (t, - D) д, «Р/f, - и) V > =0,

откуда следует, что Аи = 0. Для доказательства единственности за
метим, что из предположения и (•, х), Ф(х)^// следует суще- УЧ х-ч
ствование х-преобразований Фурье этих функций и(-, ;), Ф(Е)6 
£Д 1ос(/??) и уравнение £и = 0 эквивалентно уравнению £и = 0, из 
которого следует единственность, ввиду формул (1.5), (1.6).

Доказательство замечания 1.1 Инвариантность операто
ра О (и) относительно преобразования •? ֊> Ь и (/, *')  -*  Ь (/) и сле

дует из формулы Оь-Т (Ьи)= О, (и), которая, в свою очередь, следует 
из свойства вронскиана В^(6<Р1,—, Ьът) = Ь'п (/) Й^(<Р1, ■ • -, ч>,п).

Преобразованием т =«>(/), #= 0 при ]0, Г] ф. с. р. ?(£, Е)

преобразуется в ф. с. р. ф(т, Е) =<р (w՜1 (-), Е). Пусть «(:, ?)=иХ 

X (w՜՛ (т), Е). Инвариатность оператора О? (v) следует из соотноше

ния Of (u) = Oj, (v) (здесь W (ф) = det [д*՜ 1 фЛ*.  /_1).
Доказательство замечания 1.2. Так как ® и ф— ф. с. р.

л
уравнения £и = 0, то существует невырожденная матрица F (Ъ) такая, 
что ф(#, Е) — /'(E)'p(t, Е). Дифференцируя это равенство s —1 раз по 
1у получим систему dj՜1 ф4 = Fkj (Е) dj՜1 (fj, s, к, j= !,-••, т, из кото 
рой получаем явное выражение для матрицы F (;):

/ау(?)=^7?)1Г(<Р1’"’’ Ту՜1’'Рт)' т- <2-4>
Из этой формулы следует аналитичность Л՝(?) при тп>-2 и 

(Я՞)'.
При т = 1 скалярная функция /г(;) находится из соотношения

т=1ка._ *£4.,,, €1о, 7]. 
?(6-0 ч>(т, с)

Если при Е = ?0 аналитичность /7 (?) нарушается, то у (/, ;0) — 0 ДАЯ 
всех £^]0, Т], что невозможно, так как <р (#, Е) — ф. с. р..

Остальная часть замечания 1.2 слудует из формул 
и7(ф) = (ае!/:)- 1Г (ф), 

Оф (п) = (/7) О4,(м),
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§ 3. ВКБ-оценки. Доказательство теоремы 2

Применяя к уравнению (1.1) х-преобразование Фурье 
u (I, ;) = у е~‘х' u(t, х) dx, 

получим вспомогательное обыкновенное дифференциальное уравнение 
с параметром 5:

о«=7(6 а *€]о,  и, од)
<Ж?)=1Ф + д(0, |5|’=е? + -••+<? (3.2)

Пусть функция (2(0 комплекснозначна, дважды непрерывно диф
ференцируема на ]0, Т\ и удовлетворяет следующим условиям:

<2(0 ¥>0, /С]0, П • (3.3)
существует ветвь корня класса С՛1 (]0, Т]), такая, что

. Ее/(2>0. (3.4) •
Ввведем обозначения

8.(6 7") = 2[—1 + ехр (р(6 Г))].

Мб Т) = 8, (6 Г) + ^(^•[1+Мб7)1, (З.б)

Ф?(0=3 "(Oexpf-5(6 Г)|,

_ J (3,7>
Фа (0 = 3 (f)exp{5(6 Л)-

Хорошо известна следующая (см., например, [12])
Лемма 3.1. В условиях (3.3)—(3.4) и

р(0, ()<«>, Р(6 Т)<^, #£]0, Т[, (3.8)
уравнение ф*  (() = (2 (/) ф имеет решения ф.,г(() такие, что при 
(£]0, Т՝]» /—1, 2 справедливы ВКБ-оценки՛.

Ф/0
Ф>(0 ‘ 1 <3,(6 Г 8,2),

У(2Ф/(0
(-1/ < за (6 ГЗЛ), (3.9)

здесь 8,4 — символ Кронеккера.
Замечание 3.1. Функции ф.д (/), существование которых ут

верждается в лемме 3.1, линейно независимы, если
֊։-(о!<то. (€10, Г], • . (3.10)
4Q - • |

где постоянная т0 определяется формулой (1.17) с заменой q(t) на 
QW-
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Условия (3.8) леммы 3.1 можно огрубить, потребовав выполнения 
условия (1.16), так как р (0, 0-^ро» р(Л Г) < ро-

Итак, в условиях (1.15) —(1.17) к уравнению

q tt)]«ptt, О = о (3.11)
можно применить лемму 3.1, из которой следует существование ф. с. р. 
{?։• Фа) уравнения (3.11) такой, что имеют место оценки

|?/tt. о 
|ф7и(6 о

(-1)' Г8Л),/=1,2;

(3.12)
здесь в отличие от (3.7), мы используем регуляризованные ВКБ-ре- 
шения уравнения (3.11):

т. ___ ‘ ______________
"Fi0. ։ tt» 0 = Q (*>  0 ехР | ± J V q (s) ds ± J [У q (s) — VQ(s, 5՜)] .

t и
(3.13)

Общее решение уравнения (3.1) можно записать в виде

в tt, 0 - С։ (0 Ф. (6 0 + С։ (?)?»(«, ?) + >(/, ?), (3.14)

! тИ(6 0= ----- 7 I 4,1 ( ։ра^(х’ 0^+фа (6 0|?i/tt,0 <^|.
W («fa, Ф1) L J J J

(3.15)
Из условия (1.18) следует, что

lim р0(Оф?(7, 0 = 1» lim pott) q>°(f, «) = 0 (3.16՝
/-+0 /ч-О

и (ввиду (3.12))
lim Ро (O’Pitt» 0®1» lim Ро (0 Фа tt. 0=0. (3.17)
t-о t—+o ՝ '

Поэтому при условии

/tt,x)g (f)€C([O, Т\, Н3), IF(<p։, ®а) = 1 (3.18)

подставляя (3.14) в краевые условия (1.23), (1.24) формально полу
чим соотношения

Jim Ио (0 и (t, 0 = С։ (0 = Ф1 (0» 

т
и (Г, ?) = pl (О ֊ J Фа/ (т,;) j <pt (т, е) + сз (0 Та (т, 0 = Ф։(5), 

из ^которых находим функции (Л,-а (5). Подставив полученные форму
лы в (3.14) и дифференцируя к раз по /, получим (^=0, 1, 2)

л * Г Г
дЧи = 4- дУ+ ֊ ’։т-’л- R» + (Т’ об |'«?а/^֊Ф։) 1, (3.19)

Фа ( 7, «) I V /о и
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где, ввиду (3.15)
I г

у. = 1 т I ’п &5) (т> г) d՜՝+Е) Гd՜ 1 ’ <з-2о>~ (фа. Я»։) L J J . J. • о t

Vu = Q(t. 5) И+ /(6 5).
Перейдем к получению коэрцитивных оценок.
Обозначив

< Е > = 1/1 + Щ , >.о (т, f)=exp 
V Яо

ввиду (1.15), получаем

t

| Kg(s)rfs

max {?о<с>а, <7(ОК 0(6 «)<?(/)<! >’.
■*  _2_ Д. _ L

* 4*я функций / (х), / (х) на пространстве X мы пишем, следуя И. М. Виногра
дову, / если существует постоянная С>0 такая, что |/ (х)| < С (х, для всех

'2 4 2 ~ 4
Q (t,l)<q (0<?>% fc = 0, 1, 2.

(3.21)

(3.22)

(3.23)
Из ВКБ-юценок (3.12) получаем при 4 = 0, 1, 2

k 1 
к 2 4| *

<#?, (6 ?) « Q2 <р?< ——-exp ( Г(/д ֊ /О) ds\ « . <3.24)
d(t) и J МОо

Далее при f<C't<C Т, 4 = 0, 1, 2 имеем о.ценки 
*

ъ 0 дЧ ш, (6 5) «, (3.25)
yQ(O

а при 0 < " <f t — оценки _ 2_
5)<frp,(6 Я՝ ՝■ (3.26ч

у </(т) '
Далее из .(3.12) имеем ?) = ipj (Г, Е), поэтому

к 1 к__ i_ ’ t
« Q4 (r.H)Q2 4 (6 Qexp Г /0(7) ds« d (t)X

?։ ( ^ 0 Jr* _ 1
X <E >*  я * • (3.27)

Из оценок (3.22)—(3.27) и представления (3.19) получаем при7£]0, Г] 
оценки (4 = 0, 1, 2)

Ил (О $ и « |ф,| • < 5 > « + d1 (0 < $ >‘ |Ф,1 +
(3.28)

+ d (t) Str I/ (t, 5)1 • q (f) + d (t) < 5 >« С-1//"’ s)l dr, 
J /g(x) 
V

из которых применением формулы Планшереля получаем априорные 
оценки
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н! (О [<?? «£-.« р։։’ + </•(/) |Ф^-.+< +

+ </*(*)  Г + ЗГ73«1/(Л х£?՛
Р 1 9 (с) ^’(0

(3.29)«

из которых следует оценка (1.25} и утверждение единственности ре
шения.

Докажем существование решения задачи (1.1)> (1.23), (1.24). Ив- 
формулы (3.19), применяя обратное преобразование Фурье, получаем 
формальную формулу для решения искомой задачи:

И(/, 5) + Ф| (5)<Р| (*»  ’) Ь
(3.30)- 

т
+ -։’;(';֊)1|ф։(<-) + т.<7-, ։>(' 1՛?,/(՛. |рг-

чЛТ, 5)1 '11 .

и (/, х) = —֊: I е1х-1
(2«)Л3 I

Если Ф1,2^Со*  (Я՞), /(Л х) д (/)£ С([0, Г], Со), то ата формула 
имеет смысл и является решением задачи £(1.1), (1.23), (1.24). Дейст
вительно, в силу теоремы Пэли—Винера, интегралы в (3.30) сходятся,, 
уравнение (1.1) проверяется {непосредственной подстановкой, а про
верка начальных условий следует из формулы Планшереля и теоре
мы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла. Например,

Иш Ц|10 и — Ф|||2= 11т4но и — Ф1Г = 0.

Если же Ф^Н3, Ф2£Н , /9 £ С([0, Г], Н3), то приближая
эти функции Со (Л")-функциями, существование решения искомой за
дачи получаем предельным переходом в оценке (1.25).

§ 4. Доказательство теоремы 3

Асимптотическое поведение ф. с. р. уравнения

о« = <9(0 4- |;|։) и(6 2) (4.1)-
при больших / описывается следующей леммой (см. [14], с. 450)։

Лемма 4.1. Пусть в уравнении (4.1) |;| > 0 и д({)— вещест
венная непрерывная функция, определенная при больших t и удов
летворяющая ус ловию

М< °° (4.2>-
т 

для некоторого 7’> 0. Тогда уравнение (4.1) имеет решения ии(/),. 
Н| (0 такие, что равномерно по |Ц
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lim (u0—ехр.(—#|?|))= lim [u,j (О + |?|exp (— t|s|)] = 0,
(43) 

lim («i —exp (f |?!)]= lim [i4(f)—|։|exp(f|ç|)]==O.

Отметим, что условие (4.2) леммы 4.1 можно ослабить (см. [14]).
В условиях теоремы 3, общее решение уравнения (4.1) (расту

щее при ; —* оо не быстрее полинома) запишется в виде

I CiOO'HM). *>Т,
где

lim[4-2exp(-f|?|)] = lim['b + 2|?| ехр (- ПЛ)] = О, (4.5)/-♦•о /-*֊оо
а ф։ (/, ?), ?) удовлетворяют оценкам (3.12). Так как решение

и (t, ?) должно быть дважды непрерывно дифференцируемым по t, то 
получаем ֊следующие условия склейки при t = Т:

ct (?) ф. ( т, ?) - С3 (?) <р։ ( Т, ?) = Сз (?) И Т, ?),

С, (?) ( Т, ?) - С2 (?) фit ( Т, ?) = С3 (?) Фг ( Т, ?), (4.6)

с, (?)«?,« (Г, ?)- Са (?)фа</ (Г, ?) = С։ (?)<]>« (Г, ?).

В силу того, что функции ф, ф։, ф։ удовлетворяют уравнению (4.1) и 
чу(Г)^>0, третье из соотношений (4.6) вытекает из первого. Из пер
вых двух соотношений (4.6) получаем

с, (у _ -*-Т'  С,= С, (У. С,(У = JEIbrlsî. с,(Е).
фф2/ — ']»< Фа (Ф, фа) № (ф, ф։)

(4.7)
Итак, общее решение уравнения (4.1) (С։ (?) мы . заменили на 

<!>,(?)) имеет вид

[ у----- *•<*■  т.>

Sу, 1^(Ф, «Ра)

(4.8)

Перейдем к получению априорных оценок. Оценим вронскиан
(Ф> «Ра) снизу при больших |?|. Выбрав Т достаточно большим, из 

(4.5) имеем
ф(Л?) >ехр(-П?|), -Mf, ?)>|;|ехр(-Н?|), ^[Г, со[. (4.9)
Далее из (3.12)

“ т - J т?з(Г,?)-фИЛ?)>д (Л<^> 2ехр( (4.10)
՝J к ç -H Q/. ' о

-----—— 1 > ( Т ?) (411) ^ЛТ^У^Т,Ц ' 4Q3/a(^^- (4.11)
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Из условия (1.28) следует при |;| > I <7о оценка

поэтому
1Г(ф, Фа)|г-т> «5 (Г, В) е-Г151 /ОЙЛ)' ֊ ( Т, 0 + 1<|

(4.12):

Докажем оценку
I НПФ. «Р։)1 > с> 0, пр» |;| < т, (4.13)՛

где т( — достаточно большая постоянная. При фиксированном ? = 
вронскиан 1Р(ф, ։։)т0, иначе существовало бы Ъ такое, что՛ 
ф (/, ?о) = 6 (?о) Фа (^ М> а эт0 означало бы существование решения 
Ф (6 £)» равного + 0 при / = 4՜ 0 и I = 4՜ <*>  (ф-*0  при ( —► оо ц 
<ра—*4-0  при /-»֊ 0) и поэтому имеющего локальный положительный 
максимум, <что ввиду условия (2(0=Ф«/Ф > 0 невозможно. Тогда 
|^(Ф> Фа)! 0 и в некоторой окрестности ;0, Неравенство | 1Р(ф, <р։)| >>с 
можно ՛ распространить на весь '’компакт Л?| -С1» покрыв его малыми: 
окрестностями, в каждом из которых справедливо это неравенство.

Объединив (4.12) и (4.13), мы получаем
1^(ф,<р։)|>с Г<6>՜- (4.14>,

Аналогично неравенству (4.12) доказываются оценки: 
г

|^(ф,<р,)|,.7«/<?>ехр{ ( (Р Г|5|1» (4.15Х

• о

I (?!»?։)!/- т ՝< ” (4.'6>‘

учетом.՛Дифференцируя решение (4.8) к раз по I, получаем, с 
(4 5), (4.14)—(4.17), (3.24) при & = 0, 1, 2, оценки

*̂и<< и

-1
|ф(01<е> ’ехР(-не|), 1>т.

М*)

(4.18>
Выбрасывая фигурирующие здесь экспоненты,, получаем:
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«2(0\дк, и (/, «)|։ '< |ф(5)1 <*> ’>*€  ]0, »[, (4.19)
откуда и следует оценка (1.30) (интегрированием по ; и применением 
формулы Планшереля).

Окончание доказательства теоремы 3 мы опускаем, так как оно 
аналогично доказательству теоремы 2.

Замечание 4.1. Полученные нами оценки (1.30) грубее обыч
ных коэрцитивных оценок для эллиптических операторов (в нашей 
оценке (1.30) есть потеря гладкости ֊ по сравнению с обычными 

оценками для классической задачи Дирихле в полупространстве).
Чтобы получить более тонкие оценки, чем (1.30) необходимо за

менить условие (1.28) более жестким условием

1/?“- Г > с?, г6]0, Г], 0>1. (4.20)-
К 2 Л и <?(*)  о

Тогда из (4.18) получаем при /£]0, оо[, к = 0, 1, 2 оценки

о*  (0^* м « |Ф(0 1<5>“|ехр^---- — 4-ехр(—г|с|)^ , (4.21),

из которых, ввиду формулы

Г « ։ з- .< Г (а) 

о 
получаем

Г4(О|д?и|։Л<|Ф(|)|’<6> ”, (4.22)-

и 
или, интегрированием по ։ и применением формулы Планшереля, по
лучаем обещанную более тонкую, чем (1.30) оценку

£ I 4 (*)!<#<•£  1 Л«ГФ& (4.23)
,’։+57 о

Доказательство замечания 1.5. Заменив в оценках (1.25 
/(Л х) на /(/, х) + р(£, х)и(/, х) получаем оценку

. Т ।
Е (о и£-«« |ф1£+цф,|’+ , + [л +
*֊° ’ Л } ч с-)

+ эир [ з + 1р«5д- 1^1*

из которой, в условии (1.33), применением леммы Гро нуолла получаем 
оценку (1.25) для уравнения (1.34). ла։-՞1՜*՜'  *՜*֊  .
2-։,, ՛ -
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Теорема единственности для уравнения (1.34) следует из неравен
ства (1.25), а теорему существования мы докажем методом последо
вательных приближений:

и х) = £ ип, ии =ши> 
н-0

[<?? + А — <7 (<)] юо = / (6 *)»
Д— <?(/)] ш„ = рш„-1+/(6 х),

.-здесь вспомогательные функции
— шп-г Л = 1> 2’"

удовлетворяют уравнениям
[с*?  4- Д — <7 (01 “л = рил-1

•с нулевыми данными Дирихле (1.23), (1.24).
Из оценок (3.29) при ф։=Фа = 0 имеем

2 I/ ’’аМ-«
Л-0 9з;2

г , 
3 1' (<7 (О о

(4.24)

.а при к = 0 имеем (интегрированием (3.29) при к = 0):

Г Г Г 1/(0 х)Р 1
Ь«о!’^<сГ ||ФХ։ + |Ф^Ч- П7-֊-Л • (4.25)а I. .1 г »и ]

Далее, ввиду (1.33)

ЧоУ Ч .) Уч (Оо 
г . т

< с՞՜’ до՞՜1 Тп -2 у аг < спчпо Г՜1 |՛ Цо£ с1г, (4.26)

о о
1 -я при 1 < ---- сходимость ряда и= У ип следует из оценок

сЧо и

„ . Т

Е е [|Ф,е+|Ф,й+
Л=о *—0 [ I у п (ц) I

х Ё (сЧнТ)". (4.27)
/1—0

Доказательство замечания 1.6-. Если функция д(04"^(/) 
удовлетворяет условиям теоремы 2, то общее решение уравнения 
(1.35) имеет вид осциллирующего интеграла (см. формулу (3.30)):
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u(t, х) = —^- | eui Ф, (?)<?, (t, 5)+(Ф։(«) —
(2«)я J

- (Г, ;) Ф, (?)) ^֊֊ I (4.28)-
(т, oj

где функции ч>|, ?а удовлетворяют оценкам (3.12) с заменой q (') на 
9(0 + 6(/). Обозначив

i t
Р4 (0 = (<7 + Ь) expj | Г9+6 (-)«/-|> (4.29}՝

. т
имеем (см. (3.17)):

Пт р*  = 1> lim|Aj։s = 0, (4.30)՝
t-o t-o

откуда применением теоремы Лебега о предельном переходе под зна
ком интеграла, получаем начальное условие

Нт (p#(f) u(t, х))=Ф, (х). (4.31)-z-o
Если произвольная функция p(t) такова, что существует предел

Р (О пп------ > то имеет смысл начальное условие
-° МО

11m |р(0 и (t, х)} = Ф։(х), (4.32)-
t+0

причем для единственности решения задачи (1.1), (4.32), т. е. для 
того, чтобы

из lim ри—0 следовало Ф(х) = 0 (4.33)-
(-0

необходимо и достаточно, чтобы

lim-!^-+0. (4.34).
'-»МО

Действительно, это утверждение следует из соотношения

0 = lim pu = (lim рг>и) (11m — ) = Ф (х) lim — • 
z-o t~o \t-o \ib /

В частности, если в качестве р(/) выбрать весовую функцию
I г‘ _

Ро = 9 (Оехр 1 }z<7(s)</s невозмущенного уравнения utt ±^u = q (t) и, 
т

то условие (4.34) принимает вид (1.36).
В качестве примера, иллюстрирующего теорему 2, приведем ре

шение краевой задачи

м« + ихх = Ч (0 и» 0 < Z < Т, 0<х<^/, д(Э)=эо, (4.35 )
и(0,- /) = u(it, t) = 0 (4.36)

Ио ° <Т> =^а х [°’ Zb
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| /

МО — q (О ехР | V я (о ds- 
’ г

Методом разделения перемннных находим решение

и (t, х)= J [at t»A (t) + bk wk (01 sin kx
*-i

краевой задачи (4.35), (4.36). Здесь vk, wA(/) —линейно независимые 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений

Vя (0 4֊ qk v (О = 0, qk (0 s Я (О + .
В условиях ВКБ-леммы (см. [14], с. 450):

_ 1 _ 1 т

<7(0>0, q(f)£ С1 [0, Г], q (я П՛ J V Я («) ds=<*>,
о

имеем 
t

®*(0=[l+ ei (0]<?Г^хр j yrqk(s)ds, 11m «ДО«О, / = 1. 2, 

т
Г ____ г

Wk U)=[l+ea(f)]<7* exp J У qk (s) ds + j (V Я — Vqk) ds j> • 

t и

.Нетрудно показать, что при фиксированных к
limHv.=0, lim (w. -j*) = l. 
«-о t-o

Выбирая решения '_vk, wk так, чтобы vk ( Т) = 1, wk ( Т) =0, из началь
ных условий

найдем обычным способом коэффициенты ак, Ьк,՝ Отметим, что ввиду 
«^(0) = °° решение п (7, х) при /->0 будет неограниченным.

•Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 19.XII.1985

%. Ռ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Կոշու կշոայիՅ և Դիրիխլեի խնդիրների մասին եզրին եզակիություն ու
՛նեցող մասնակի ածանցյալներով հավասարումների համար (ամփոփում)

Վերնագրոսէ նշված հավասարումների համար կշռային Կոշոլ տվյալներով խնդրի համար ա- 
ոյացուցվում են Կոշի-Կովալևսկայայի տիպի թեորեւէներւ

էլիպտական հավասարման համար ապացուցվում է կշռային Դիրիխլեի խնդրի միարժեք լու- 
ծելիությունը և կոէռցիտիվ դեահատականներըւ լ

G . R. OGANESIAN. Weighted Cauchy and Dirichlet probems for. the 
singular differential equations (summary)

In tbe paper versions of Cauchy—Kovalevskaya theorem for weighted initial 
-value problems are proved.
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For elliptic equation ult 4- Au - q (t) u, q (-[- 0)= oo in the domain 0 t < T, 

jcQR" the correctness of Dirichlet problem lim {p. (f) и (t, x)) = Ф։ (x), u(T, x) = 
(-0

I

Ф _. (x), H q1'4 (t) exp | f^q (s) dt is proved.

'r-
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Г. А. КАРАПЕТЯН

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ РЕГУЛЯРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ

Рассматривается квазилинейный- дифференциальный оператор ди
вергентного вида с младшими членами

Ри £ (—I)1'1 £>’ А (х, и (х), О1' и, • • •. +
°ь«

+ £1(*> и) + 82 (х, и,-а,--> . (0.1 >
где 7*1 — конечный набор мультииндексов, мультииндексы
0։,- "»Рл в каком-то смысле „подчиняются“ мультииндексам (т1,- • •, •(*), 
х£2, 2сЕп> вообще говоря, неограниченная область. Изучается воп
рос о существовании (в некоторых случаях и единственности) слабого 
решения первой краевой задачи для уравнения Ри — / в банаховых 
пространствах, порожденных оператором Р. Пространства такого ти
па изучены С; М. Никольским (см., например, [1]). Подобные задачи 
для общих регулярных уравнений, без выделенных младших членов,, 
изучались в работах [2], [3], а при наличии выделенных младших чле
нов для эллиптичечких уравнений— в работах [4], [5], [6]. В настоящей 
заметке доказывается ^существование решения уравнения Ри=/при
болев слабых ограничениях на коэффициенты исследуемого оператора, 
чем в работах [2], [3]| и для более общих операторов, чем в [5], [6]. 
Тем самым настоящая работа является развитием и продолжением работ 
[2]. [3], [5], [6].

Определение 0.1. Характеристическим многогранником (х.м.) 
для набора мультииндексов в назовем 'наименьший выпуклый много
гранник И = Ы (в) в Еп, содержащий все точки набора в.

Определение 0.2. Многогранник Ы назовем полным, если И 
имеет вершину в начале координат и отличные от нее на каждой оси 
координат 2*, где через 2„ обозначено множество п-мерных мульти
индексов, т. е. векторов с целыми неотрицательными компонентами.

Определение 0.3. Полный многогранник И назовем правиль
ным, если оператор проектирования на координатные гиперплоскости 
любых измерений не выводит точки Ы.

Определение 0.4. Полный многогранник К назовем вполне пра
вильным (в. п.), если внешние нормали (п — 1)-мерных некоординат 
ных граней Ы имеют лишь положительные координаты. Очевидно, что 
в. п. многогранник является правильным. Внутренность многогранни
ка Ы обозначим через М(0) и положим д'М=М\Н(0>.
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Уточним теперь вид оператора (0.1). Пусть

Ри= Аи + g1 (х, и. О' и),
где

Аи= Е(-1)|։|£>’Л«(х, и, О'и,--; Я^и), 
«ем

р (; М , | — «| Ч-----4՜ 2?’ и =------- -—;----- обобщенные производ-
0х1'---0хпп

ные по С. Л. Соболеву. Далее ради кратности записи будем писать 
Аа(х, О (и)) вместо А,(х, и(х), Ии,-”, О' и,-՛-, О՛՛՛''и).

Пусть х. м. М содержат мультииндексы «',•••, ал'. Положим 
В = (?։>..., где соответствует производным О’։и (<=1, • • •
•••> 5)» ?=(т), ?)» где т] соответствует производным £)։ при а £ №% 
С— производным /У при /?д = /?з,ХЯ,„ 7) £ Кз2, С £ Л,,. Опишем
банахово пространство, в котором будем изучать оператор (0.1). Пусть 
К—правильный х. м. набора е. Обозначим через (2) множество функ
ций и, для которых О' £р(52) для всех а£М. Норму в простран
стве (2) введем по формуле

Ми=Ер։и^а). (0.2)

Обозначим через (2) замыкание множества Со“(2) по норме (0.2).
Определение 0.5. Пусть X и К—нормированные простран

ства. Отображение Т’.Хт+У называется деминепрерывным, если для 
любой последовательности хп^.Х, хп~*х0, 7՝(хя—Г(хц) (слабо схо
дится).

Отображение Т: X—♦ У называется хеминепрерывным, если для 
всех

х, ш^Х, Г(х4֊/ш)— Т(х), при /-> 0.

•Очевидно, что деминепрерывное отображение хеминепрерывно.
Определение 0.6. Отображение Т:Х.-*-Х* называется коэрци

тивным, если

1։ (У(х),х)
ИЛ1--• ЦхЦ

Определение 0.7. Отображение Т : Х->Л* называется монотон
ным, если (х — у, Т(х)—7’(д))^>-0, ух, у^Х. Отображение Т назы
вается псевдомонотонным, если для произвольной последовательности 
(uJc-A՛՜ такой, что и.-* и, Т (uj) — у в X* и Иго(Г(иу), иу.—ц)-^0сле- 

У՜*3® 
дует, что у=Т(и) и при /-* оо (7՝(и/), ыу— и) — 0.

Ниже будет показано, что хеминепрерывный ‘монотонный опера
тор является псевдомонотонным (см. лемму 1.2).
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§ 1. Квазилинейные регулярные операторы

Пусть и, о£Со (2). Обозначим через

а (и, и)= £ | Да(х, £>(«)) ^*^х + 
®е« •' □

(1Л> 
+ Г ?! (х, и) ис/х + ёг (х, £>(и) «</х

. И * 2

нелинейную форму Дирихле, отвечающую оператору (0.1).
Определение 1.1. Пусть /6 ( 1^р-(2))*- Будем говорить, 

что функция и (2) является слабым решением задачи Ди
рихле для уравнения Ри = / с ну левыми начальными условиями, 
если 

а(и, «) = (/. и), (2)- (1.2)

Замечание. В определении 1.1 вместо Со (2) можно взять 
1^(2) П£" (2).

Ограничения на оператор А. Пусть оператор А удов
летворяет соотношениям:

До) Для любого а £ Ы, А„ (х, 6): 2 У, R։ -» 7?, удовлетворяет ус
ловиям Каратеодори, т. е. для любого фиксированного 5^7?, А„ (х, ;) 
измеримо по х и непрерывно по 5 для любого фиксированного х.

Д,) Существует постоянная С>0 такая, что
|Д. (х, 5)| < С(|;Г’ + 1*(х, 5)|, ух £ 2, 5£ /?„ « £ К, (1.3) 

где К(х, 5) — измеримая функция, удовлетворяющая условию: если 

| ы^-СС! и----- 1-----= 1, то существует постоянная ,С2 = С։(С|) та-
Р Я 

кая, что

|К(х, и, Лъи,---, П՝” и)|’ бх < С։. (1.4)
2

Д։) Оператор А коэрцитивен в й^р (2).
Д3) Существует функция ф£С0՞ (2) и непрерывная по р при 7?>0 

функция 7՜ (R, р), Пт -———»О такая, что для любого 7?>0 к

и, №р (2), ви[к < R, < R справедливо соотношение
(Д (и) — А (и), и - и) > — Г(/?, 1(и — у) Чг1м(о)). (1.5>

Ограничения на 
С։) Для любых х£2, /^7?!

£,(х, 0=р։(х, 0 + г1(х, 7), (1.6)
Яа (х, 7)) = Рз (х, 7)) 4- г3 (х, 7)), (1.7) 
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тде р։, plt гi, rt, gi, g2 удовлетворяют условию Каратеодори и
Pi (х, f)t > 0, |r։ (х, f)| <Л։ (х), (1.8)
Pi (*> |г։ (х, 7։)|<Л։ (х), (1.9)

■а А„ Аае/Л(2)п£Ч2).
Обозначим

= suplgjx, /)|, g2s(x) = sup |ga(x, tj)|.
Ul<* I’ll«*

<J2) gj։i> й.Л£1(й) Для любого s:0<s<ce.
G3) Если Ju|(n < Cit и £ Wp (2), то с некоторой постоянной 

•С։ = Са(С։)

J|ft(x, Z)3u)||£)’n (x)|</x<Ca, V<N(O).

2։) Область 2 удовлетворяет условию теорем вложения Соболева. 
В работе fl] С. М. Никольского выделены те граничные значения 
функций WB (2), которые устойчиво оцениваются через норму

Точнее, в [1] выделено множество мультииндексов Л=|а} 
(скелет) такое, что £>“/ имеет след. Пусть область 2, числа р, п 
и многогранник N удовлетворяют следующим условиям:

S։) l^(2) = SR = [/; D7ba = 0, а 6 А).

(Д. У) (Дополнительное условие) Wp (Еп)с.С(Еп)-
Предложение 1.1. При условиях й։), 2а) и (Д. У) для 

жаждой, функции и^W*^՝(Q) существует постоянная С>0 и по- 
следователъность wn (2) П А” (2) такие, что wn-*-u в W? (2) 
и |wn (х)| < С|и(х)| на 2. •

Доказательство. Сперва покажем, что для любой функции 
.u^Wp (Еп) и для любого числа s2>0 существует функция w^W^(E^), 
0< w<l, х^Еп такая, что (1 — ш) и £ (£я) П L“ (Е„) и [wuJn<s-
Из (Д. У.) следует, что, если u^Wp (Еп), то и £ С (Еп) П A” (En). С 
другой стороны, для любого s > 0 существует число N такое, что

(Ixi^.v)^ S-

Пусть w £ С“ (Еп), О w (х) -С 1, w (х) = 0 при |х| < N, |х|^-2Л/. 
Тогда, очевидно, w^Wp(En), SwUiaN<e и |w (х) и (х)К |н (х)|. Следо
вательно, существует последовательность wn£.Wp (Еп) П Е° (Еп) та
кая, что wn — и в W^p^En) и |wn(x)|-< С\н(х)[.

Пусть теперь и£1Ур (2). Из условия 2а следует, что функцию 
м можно считать продолженной нулем на все пространство Еп, т. е. 
можно считать, что и £ Urf (Еп). Построим последовательность {w,| 
так, чтобы (1 — wj) и -* и в (2). Тогда (1 — w7) и 6 Wp (Еп) П 
,n£" (Еп) и ,|1 — wj) u| ■֊< С|и(х)|. Остается показать, что (1 — а»;) и £ 
< (2). Так как и (2), то из условия 2а) следует, что
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/Уи|ви = О, я£Л. Отсюда по формуле Лейбница, с учетом правиль
ности многогранника Ы, получаем, что при ։£А/)((1 и ^ = 0.
Предложение 1.1 доказано. Основным результатом настоящего пункта 
является

Теорема 1.1. Если выполнены условия Л(|) А3), —С3),.
2։) — 2։), (Д. У), то для любого элемента (2)) сущест
вует функция и£ УБР (2), являющаяся слабым решением уривне- 
ния

Ри = /, (1.10).

такая, что (х, и), (х, и),---, О3 и), п[#| (х> «) + #а(х, ^ (“)) £
6£‘(2) и (Р(О)и, в) = (/, в).

При доказательстве используются следующие вспомогательные 
предложения.

Теорема 1.2. (Г. Брезис [7]). Пусть X — рефлексивное бана
хово пространство, А:Х ֊>■ X*—коэрцитивный ограниченный и не՜' 
прерывный в конечномерных пространствах псевдомоно тонный 
оператор. Тогда для любого /^Х* уравнение Аи=[ имеет хотя 
ы одно решение и^Х. Эта теорема является аналогом соответ
ствующей теоремы для монотонных операторов (см., например,. 
[8] т. 29.2).

Лемма 1.1. Если последовательность (ип)с^р (Я) слабо схо- 
дится к №р (2), то существует подпоследовательность {вл) 
последовательности (вл) такая, что для люб°го а £ ц„ ֊> 7)" ц- 
почти всюду (см. [3], лемма 1.3).

Лемма 1.2. Пусть оператор А : й^1 (2) ֊> (1^р (2))* хемине- 
прерывен и удовлетворяет условию А3), тогда А является псев- 
до монотонным оператором.

Док азательство. Сначала покажем, что если щ -*-и и

1։т(Л(в,), и/ — и) СО,
С у, 

то для произвольного элемента №р (2)
(Л (в), и — у) < Нт (А (гц), гц—и).

Так как и/— и, то существует число такое, что (иуЦи < R'
Ми < /?. Следовательно, из условия Л3) имеем

(А (иу) ֊ А (и), и,-гг)>- Б (R, Ц(и> ֊ и) ФЦ»),

(Л (и), М] - и) < (Л (ву), в, - и) + Б(R, Пи,- и) (1.11)

В силу того, что №р (2) с 1^р (2) (см. [3], лемму 1.3), то суще
ствует подпоследовательность (и^) последовательности такая, что

Пт||(ил — а) ЧгЦГ)(о) =0.
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Поэтому из определения функции Г (см. условие Д3), следует, что 
/(/?, \и— ч) 4'^(0)) — 0. (1.12)

С другой стороны, так как и’ — и и (Д(ы), ч'у— и) —• 0, то из соот
ношений (1.П) и (1.12) вытекает, что

Ит(Л(и}), и,—и) = 0. (1.13)

Докажем, что соотношение (1.13) справедливо и для последователь
ности {иу.}. Допустив противное, получим, что из предложения

Пт (А (и ), и. — и) < 0 
• 1 7

следует
Нт (А (иу), и/ — и) = — с/, 0 < </ < оо (1.14)

для некоторой последовательности [и’|.
Применяя соотношения (1.11), (1.12) для последовательности 

а'-* и получим, что для последовательности [и՞} с (м^| будет выпол
няться соотношение

Нт (А (и7), ы?— и) — 0, 
7 7

•противоречащее (1.14).
Следовательно

Нт (А (иу), Иу—а) = 0. (1.15)

Заметим, что если оператор А хеминепрерывен, то отображение 
t £ [0,1] ՛->• А (и — /а 4՜ /а), и — а) непрерывно для произвольных и, у £ X. 
Воспользуемся теперь условием (1.5), положив ш = (1— Г) и 4- {у, 
*С[0»1], В^(2)- Имеем

(А (йу), Чу — ч) 4֊ (А (и^, 1ч — 7и) — (А (и 4՜ 1у — (и),

(Цу — и -I- 1и —/«)) > — Г(R, Ц(ау— и 4- 1ч — /а) Т|м(0։).

Отсюда и из (1.15) получим при у֊* да
:£(/4(ц—<и4-/и), ч— у)—Р(Я, Ц? (ц — а) *Г||ы (р)) -С I Нт (А (а,), и— V.)

Деля обе части последнего неравенства на I и считая, что / —0 
шолуч им

(А (ч), и — у) •< Нт (Я (а,.), и — у). 
Г^՜

'С друго й стороны, так как
(Я(ау), и} — у) = (Я (иу), Иу — и) 4֊ (А (цу), и— у),

то из (1.15 ) имеем
Нт (А (и(), Чу—у) = Нт (А 1ч/), (и — у) 

]•֊ 
и

(А (и), и — у) К. 1пп (А (чу), Чу — и).
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Если теперь А (и/) в (1^р (2))*, то
Нт (Л (и), и, - V) = Нт_(Л (иу), и - о) = (/,«֊ «)

и поэтому
(Л (и), и—«)<(/, и —и). Уи€^р(2)’

Пусть о = и — и։, О1 £ (2)- Тогда (Л (и), Ы|) <։■(/» “|)> а при
»=а+-и։. (Л (и), и,) > (/,и։). Следовательно Л (и) = /в ( 1₽Л(И))*~ 
Лемма 1.2 доказана.

Пусть И, V 6

а (и, «)= ( 2 А. (х, О (и)) О’ о</х
□

— форма Дирихле, отвечающая оператору Л.
Очевидно, что для фиксированной и а (и, •) является линейным,.

ограниченным функционалом. Определим оператор
-> ( (й))* формулой Т(и) — а(и, •).

Из условия Л^ следует, что Г (и)— ограниченный оператор.
Действительно, пусть С > 0 и М— {и£ М С}. Рассмот

рим оператор Т(и) на множестве М

(Т (и), у) = а (и, о) = С Л ։ (х, О (и)) £)’ о^х -С
аей и .

[^|£»₽оГР%|')</х+ X Г|/Г(х, 0(и))||2У«|։/х<
\afcN J Чс.4 / «ем •/а з

£ рРийр(е)-Ц£)°о||£/,(и)+ X ['|АГ(х, £>(ц))|? с/х- 
՝», рби »еы и9

• |'|£>1о|р</х < С։Мн- 
9

Покажем, что Т (и) — непрерывное отображение в конечномерных про
странствах ИЛ= {иц։ • ия}, т. е. покажем, что если и4= С*и*-|-• • •+• 
+ С*ип и с‘-*• С°,• • •, Сл-> С°, при к-* оо и и°=С?и|4------ нс“ая,-
то 7’(и*)->- 7’(ы0) в Уп- Имеем

а (и*, V) ֊ а (и°, V) =. С V (Лв (х, £>(и‘)) - Л։ (х, D(u<W■Dl^ 

и
Из условия Каратеодори следует, что

Лв (х, 2>(и»))’ ֊> Лв (х, £>(ы°))%
а согласно условию Л։)
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рЛ,(х, +- Г|ХТ(х, £ (и°))|’</х < Са.

*
Применяя теорему Лебега получим, что оператор Т непрерывен 

в конечномерных пространствах, следовательно Т хеминепрерывен_ 
Из леммы 1.2 получим, что Т—псевдомонотонный оператор, а из ус
ловия А3) следует его коэрцитивность. Таким образом, оператор 7” 
удовлетворяет условиям теоремы 1.2 (Брезиса).

Оценим члены #։, g3. Пусть п£7У, положим
81, п (ж> = х" Р" (х> 0 + Г1 (х> О,

82, п(х, I) =*п(х) р2(х, 0+г։(х, 0.
где х„ (х) — характертеристическая функция области = {х£й

Р1 (х, «), (х, 01 <

«֊֊֊’ 1М*. 01 >п, 
|Р1 (х, 01
рЛх, т?), \р2(х, 7)У<П

Р2(х, 7)) = р2 (х, у) 
1₽а(х> *1)1

'р2(х, 11)> п.

Опраделим следующие формы Дирихле:

Ьп(и, [£1. „(*» “(х)) + £2, „(х, Л(о))]«(х)Лс. 
□

Из определения функций gl п и g7 п следует, что при фиксированной՜ О до
«€^(2) ьп(и, у)— линейный ограниченный оператор, т. е. суще
ствует постоянная С=С(п, и) такая, что

|6п(ы, и)| < СНл» (2).
Определим оператор 5Л: №р (й) -»((Й))* формулой 

(5Я (и), у) = Ьп (и, и).

Лемма 1.3. Если О* ип-> £)“и п. в. для всех аЫ<0), то 5’л(и;)֊* 
-5л(п) в Г(2).

Доказательство. Имеем
1^1. л (“/) + 82. п («р “ 81. л (и) ֊ g2, „ (и)1’<

< 1^1, Й (“/)!’+ 1в2, л (иу)1’ +1^1, я (“)!’ +1?2, л (»>!’•
С другой стороны, из условия £7։) следует, что 

1?1, л (“И’ < Iх» (■*)!’ 1Рч(х, и)|? + |Г1(х, и)|’ < 
< п’ |/.Л (х).ч + |Л։ (х)|’ < (х) е I1 (2),
„ (х, 2)(и)|» < |хЛ (х)К \рп2 (х, £> (и)|’ + [г։ (х, <

* V т л
К п’ |Х, (х)|? +'л։(х)|’ < С։(*) £ /? (Й).
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Так как для всех а £ N(0) D' uj(x) —» D Uq (x) П. в., то из условия 
Каратеодори следует, что при у -*

1*1. Л (*• «р + „ (X, D (иу)) - gl։ „ (х, и) - gi։ „ (X, D (и))|*- 0.

Применяя теорему Лебега отсюда получим, что (uy) -*■ Sn (и) в 
L9 (Q). Лемма 1.3 доказана.

Из доказательства леммы непосредственно вытекает 
Следствие 1.1. Для любого n£N оператор Sn ограничен. 
Лемма 1.4 Для произвольного n £ /V операторы՝., Sn, Sn -j- Т 

леев домонотонны.
Доказательство. Докажем псевдомонотонность оператора 

Sn. Пусть и/ —■ и в IFp (2). Тогда из вложения Wp (&) с Ц7р (2) сле
дует, что для всех a£N<0) и некоторой подпоследовательности {и,} с: 
с {цу}, D^jUj—^D^u п. в. Таким образом, выполняются условия лем
мы 1.3. Следовательно, 5Л (uj) -* Sn (и) в L9 (2).

Из неравенства Гёльдера получим, что (Sn(uy), uj — и) — 0 при

Пусть теперь Sn (Uj) -*• у. Так как 5„ (uj) -* Sn (и), то остается до
казать, что если lim (Sn(u,), и, — u)֊<0, то lim (S„ (uy), и — ц;)-> 0.

Предположим противное, т. е. пусть для некоторой подпоследова
тельности (uj) a |uy;

(Л\ (uj), и] — u)^ — e0, s0 > 0. (1.16)
Так как uj-»u, то повторяя рассуждения, приведенные при доказатель
стве леммы 1.1, получим, что для подпоследовательности {u՞} cz 
<={«;}

(S„ (и"), и, — u) -» 0.

Это противоречие с (1.16) и доказывает псевдомонотонность операто
ров Sn(n£/V). Докажем псевдомонотонность оператора Т 4֊ 5Л. Если

-*■ и, то для некоторой подпоследовательности {uj} с {цу} и для всех 
a £ N(0)£>* uj(x) -» D՝u(x) п. в., а из леммы 1.3 следует, что при 
У-*-00

иу-и)-*0.
Пусть (S„ + Т) (и,) ~^у. Так как Sn(u'j) — Sn(u), то Т(и}) — у՝. До
кажем, что = Т’(ц). Как и при доказательстве леммы 1.3 из соот
ношения Jim ((Sn + Т) (uj), uj — u) -С 0 следует, что

((•$։ + Т) (uj) — (Sn + Г) (и), и,- — и) > 
>(6„(uy)-S(u), Uj-u)-F(Rt Juy ֊ и) Tl^oj), 

litn((S„ 4֊ Т) (uj), uj— u) = 0.

Отсюда и из (1.17) имеем lim (Г(иД и, — и) = 0.

Используя псевдомонотонность оператора Т, отсюда получим 
Si = Т (и). Лемма доказана.
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Лемма 1.5. Если (и/)с1Гд(й), uj-* и в 1^(2) и

/(*»
а

£ D(uJ))\D'u]\dx<Ci>
У

то u[gA'> и) + gA’> Z>(u))] (2) и

?։,/(•> “/) + &,/•’ D(ujY)^ gi (•> u)+gi(-> Щи))-

Доказательство аналогично доказательству леммы 4 рабо
ты [6] (с применением леммы 1.1 настоящей заметки).

Лемма 1.6. Оператор Т+ 5л(п = 1, 2, •••) коэрцитивен.
Доказательство. Имеем

Ьп (и, и) = J[g, „ (х, и) + g2։ „ (х, D (и))] и (х) dx = 

= | *л (х) [р? (х, и) + рп2 (х, О (и))] и (х) dx +

+ | [п (х, и) + г2 (х, О (и))] и (х) dx. 
и

Из определения функций р՞ (х, и) (/=1,2) и условия (7а) имеем 
*л (х) р" (х, и) > 0, х„ (х) р" (х, £> (л)) и (х) > 0.

Следовательно

Ьп (п, и) > — | у [г։ (х, и) + г2 (х, И (и))] и (х) dx >

(1-18)
> — С (ЦЛ|Ц£? (2) + ЦЛа|д^ (О)) |Мдр (О)«

Если теперь Ци||я -» оо, то
((7+ 5л)(и), и) _ (Г(и), ц) (5д(ц), ц) > 

Мвг , а и Ми

(7(и), и) С (ВА։|д (В) + [Ла|д .
> —г-»-------------------—|-г------ -——№р(в)-’ + °°>|“|н Ын

что и доказывает коэрцитивность оператора Т + 5Д.
Доказательство теоремы 1.1. Из лемм 1.2—1.6 следует, 

что операторы 7-}-5п(п = 1, 2, •••) удовлетворяют условиям теоремы 
Брезиса и, следовательно, для любого(1^р(2))* существует фун
кция И/ £1^(2) такая, что

(Т(иу), V) + (5; (иу), V) =(/, V), V« 6 (2). (1.19)
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Докажем сначала, что последовательность {и/} ограничена. Пусть 
это не так. Тогда из леммы 1.6 имеем, что при |и/|н -*• °°

(/. «/) = (Г+5,) (цу), нУ) _
Ни Ын

С другой стороны
. </. ^1/М)1иЛ ,

■ |ВД 1«^, "■

Полученное противоречие доказывает ограниченность последователь
ности (и,).

Из рефлексивности пространства 1ГР (2) и ограниченности опе
ратора Г следует существование подпоследовательности последова

тельности (иу) (которую также обозначим через (иу{, такая, что иу —и, 
Г(иу)—>։/в №р (&). Из ограниченности последовательностей [и |, 
(Г(иу)|: |иу|-<С1, |Г(иуЯ< С՛։, из условия (1.19) и из соотношения

[|г։(-. «/)| + ка (*, £>(и/))|]|в,|</х<С։

-следует, что

№։,/•. «у)1 -Н&. /(•. 0(Пу))0 1«;1 с. 1/1 + С,• С,+С3=С<СП, 
и
Далее из условия Сэ) имеем

Еп)р2.у(-, £>(ву))||0։И;|Ле< С.

'2
•Отсюда и из леммы 1.5 следует, что в[^։(-, в) + £\(-, /)(и)) £ 
££*(2) и для любого 1^,(2) Г) £՛“ (2)

(«!,/•> и(^1 (՛. “) + ?։(•» £>(и)))-и.
Переходя к пределу в (1.19) получим

(у.«) + у и, (•, и}-\֊гЛ-, Р(и)))«(х) <1х (/, и),

(2) п ь" (2). (1.20)
Докажем, что у— Т(и). Используем псевдомонотонность опера

тора Г, имеем
П^(Г(Ы/), и/_ц) = й^-((/_5у) (цу)։ Ц/)_

- (Г(И/), и) = Йт((/- 5/) (и,), и/)— (у, и) <

и) —11т(5у(иу). иу).
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Отсюда по лемме Фату получим
Ит(Г(ы/'), Uj— — у, и)—

— J[gi (•» и) + gi (•» £>(и))] u(x) dx.

O J OУчитывая равенство (1.20) для всех wÇ W'p (2) П A” (2) имеем 

lim(T.(u/)oz—«) ■<(/֊ p, u — w) 4-

+ Jlgi ( > + gi (•> Щ“)>] (w — u)dx.

■Используя замечание 1.1, построим w, (; IF^(2) ПА”(2) такие, что 
wj—* и в U^p(2։), ,w/i(xj| < V Ju (x)J. Тогда (f—у, и — ш/)-»0 и 

J[#i (•. «) + &(*» £>(и))] w/(x)rfx֊*J[g։(-, и) + gi(-, D(u))]u(x)dx. 

-о f а

Последнее соотношение следует из того, что п. в. (g։ (-, а) ֊г 
+ gt> (^(и)) u£ Li (2՝) и из теоремы Лебега. В результате Тимеем 
lim (T(u/), и/ —и) ֊СО. Отсюда и из псевдомонотонности оператора Т 

■«следует, что

У = Т(и) и (Г(иу), uj— гг) — 0.

,Подставляя в (1.20) v^=wj и устремляя /—»от, получим, что 
<(Р(и), u)=îf, и). Теорема доказана.

Теорема 1.3. Если регулярный оператор А у довлетворяет 
.условию Л,) (см. [2], опр. 3), т. е. для некоторой постоянной С>0 
и для всех и, (2)

2 С(Д«'(х, ©(и))-Д«{х,£>(и)))О1(н-п)Лг>СВИ—offi (1.21) 
oÇN JQ

ли, кроме того, выполняются условия G։), GJ,. &։Х 2J, (Д. У), • 
gi (х, ч) = О,

gl>(x, f.i)>gi(x, tj), tfXt, (1Л22)

u/no для любого 'f (2))* уравнение Ра = f имеет единственное 
■слабое решение гсв класса тг;(й).

Доказательство. Из условий (1.21), (1.22) следует, что 
■Р = А + gi (х, и) — строго монотонный, и. коэрцитивный՛ оператор. Так 
жак выполняются все -условия теоремы 1.1, то существование слабого 
-решения доказано. Единственность следует из строго? монотонности 
«пеоатора Р. Теорема доказана.

3-879
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§ 2. Анизотропные потенциалы и некоторые их свойства

Пусть *л€^> V/—четные числа. Положим P=(ft, ■ > Нл) =
=2 (— »•••« —1’ “-расстоянием чисел х, у^Е„ называется число- 

(см. [10]) 
С Л \ 1/3

Анизотропным потенциалом называется выражение

4,«(/)= L /(ÿL-« dy> °<в<Н (2-1>J (Рн (X. У)У 
Еп

При 1^ = 1, ։ = !,•••, п интеграл (2.1) совпадает с классическим по
тенциалом Рисса с точностью до постоянного множителя. Для локаль
но’! интегрируемой' функции / обозначим через. Л/(/)(х) максималь
ную функцию Харди—Литтльвуда

ЛГ (/) (х) sup г՜ |и| Г|/(х + ÿ)[ dy. 
r>o J 

P|X (У) <r
Известны следующие свойства максимальной функции М (f) (х) (см.,_ 
например, [11], 1.1.3).

Теорема 2.1. Пусть функция f определена на Еп. Тогда 
а) если f^Lp(En), где 1֊<р<оо, то функция M(f) почти всюду 
конечна, б) если f^Lp(En), где 1 < р -< со, то М(/)£ЕР(Е„) и

(2.2) 
где Ар зависит от р и размерности п.

Анизотропные потенциалы в основном обладают теми же свой
ствами, что и потенциалы Рисса (см. [10]—[13]).

Теор'ема 2.2 (см. [10], стр. 32). Если 0<^а<^|ц|, 1 р<^у<^ °о,
11а

— =------ ---- » то для любого f Ç Lp /и. а (/) £ Lq и имеет место не—
Я P IH

равенство 
14. « (/Ж < А Ш/ъ (2.3)

где постоянная А не зависит от f.
Следующая теорема, установленная В. А. Солонниковым [14] 

является обобщением теоремы Е. Гальиардо [15], Л. Ниренберга [16]; 
на анизотропный случай.

Теорема 2.3. Пусть 0<я<|р|, 0><^01,. 1 < р < со,
/ 1 1 —6 , 0 ~ р < q ^>, — -- --------- 1----- - /ог да

г р q

P4,«e(/)KC|/t-,J/L,B(/)|,?. • (2.4).
Аналогично работе [12] можно доказать обобщенный вариант нера
венства (2.4).
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Теорема 2.4. Пусть 0, 0 а |;л], 0 9 < 1, 1 р ос,
1 л_  с о

I д< <х>, б<^<^9-*-(1— %) р, — =-------- !----- - Тогда
г Р Я

<2.5)
Т’еорема 2.3 является частным случаем теоремы 2.4, соответствую
щим значению ( = 1.

§ 3. Дополнение

В этом параграфе покажем, что если Ы = {а; (а, |‘Хт}, где 
11 — некоторый вектор, т — произвольное целое число, то теорема 1.1 
верна без условия (Д. У), т. е. для любого р_>1. Для этого нам 
понадобится доказать аналог замечания 1.1. Будем различать два 
случая:

а) Пусть |*, р, т такие, что ртп^>||1|. Тогда (см. [10], 10.4)
(Еп) <= С(Еп) и условие (Д. У) выполняется.
б) рт -С 1Н> тогда имеют место все результаты § 2.
Для доказательства замечания 1.1 нам понадобится обобщенный 

вариант теоремы ^Хедберга (см. [13]).
Теорема 3.1. Пусть 1<^р<^оо, тр <|н|. Тогда для любого

У7р(Еп) и е>0 можно найти функцию «՛е«^(£Л), о ■С «> ֊с 1 
такую, что (1—то) №р (Еп) П Е~ (Еп) и < е.

Доказательство. Из результатов книги [17], гл. 9 (см. так
же [18]) следует, что любую функцию (Еп), N = {a; (а, у.)<. т} 
можно представить в виде

А.Ия) («) = «(х) = бу, 8^р,
3 &*,’(•*. у)

1#К •< С Мм-
Пусть Х^>0—произвольное число. Обозначим через

<п“|х; 4,т(|г1) (х) >-֊-Фх(х)=Х Д. т('г1) (х).

'Следовательно, Ф*'(х)>1 при х£й’л. Пусть А/(#) £ С” (Я։) такая, что 
[ °. ^< 4՜

7/(0== - , 0<//{#)-С 1- Положим т = НоФх. Очевидно.
1. <>1

НТО (1 — гох(х))и(х) с 1~’։, поэтому (1 — их) и С Е° (Е„). Остается по- 
жазать, что при X -♦֊ 0

К^и՜*0- (3.1>
Так как норма ]и|]ы эквивалентна норме

п /I
14,+ ЕР/аК,. (3.2)

1-1
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где /'= (0,//»•••» 0), (/', |*) = m, r==l,---, л,, то. достаточно по
казать оценку (3.1) для нормы (3.2).

Так как wÀ (х) —» 0 почти всюду при X -► 0 и 0 < •Cl» то из 
теоремы Лебега непосредственно следует, что jwx 0> при X -*■ 0֊ 
Оценим производные D՛/(w>. и), ։ = !,•••, п. Из. формулы Лейбница, 
для любого z: I = !,•••, и имеем 

/
Dl!(uwi) = S Сj Dl (wx) D1'- Ju, 

i
Оценим каждое слагаемое в отдельности. Для j = 0 уже доказано, что 
Ion £?“и|]р—» 0, когда X —► 0. Пусть теперь /^>0. Так как wx(x)=li 
на Gx, то Z)/wx = 0 на G\, следовательно остаются интегралы CG\.

Применяя неравенство (2.4) для производной ZJj'u, х = !,•••„ п 
(j==0, !,•••, l‘—1), имеем 

* *
IDl1֊* и (х)| < С /„ О։ |g| (х) < С (М (1*1) (х))’՜

х4.т(Ы)(хГ<С(л/|(г)|)(х>՜ а х т 
вне Gx-

Если к <Zl, то для производной /?*ФА (х) вне Gx получим 

1Д‘ Фх (х)|=|Х Di т (|g|))| < СХ4,,m—*ix/ (lgl) ֊С
*ц2 *14 1^1

<ал/(|^(*Г (4.^1)՛՜^ < см(1?|) (х-Г х"

Для оценки {Но Ф (х)) имеем

А‘(ЯоФ(х)) = ^’(Ф(х)) СгГ»рФ(х)-..Дг>Ф(х)к
)—։ г։+...+гу~*

Отсюда и из оценки (3.3) получим

к г^-+...+ г2^
^{Но^{х})^ £ С{М{8){х))т тх

у—1 Г։+...+Гуш։,^

XX т ' <сл/(г)(х>тх\

Для производной к — Ц имея

(/АФ (х)) = Я(1) (ф (х)>Р/ Ф (х) +

+ Е?/(4)Ф<х)) Сг£>рф(х)..... ^Ф(х)*.

,|Ап(/АФ<х))1 < С(ХМ(г) (х) + О? Ф (<х)У<

•< СУ {М(^) (х) 4- D^ll т |^| (,х))х
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Окончательно для любого г :/ = !,•••, п получим а). При 0<Հև<Հ11
*4

р; w,. (x)| id!1 -ku (х)| ֊< см (g) M x^x

։_ 52 _ 52
' X^(g)(x) *X m <CM(g)(x). (3-4)

б) При k — li
■ p/'wx(x)||u(x)|<C(Af(g)(x) + Dr<m|g|(x)). (3.5)

Из свойств функций M (g) (х) и u^Wp. следует, что функции, стоя՜ 
щие в правой части неравенств (3.4), (3.5) принадлежат Lp, следова
тельно D1̂ (wi и) էԼր. Так как D!‘(w^u} (х)-»■ О п. в. при X —> О, то по 
теореме Лебега при X —♦ 0 получим

S|Z#(wx»)fc,-*0.

Теорема доказана.
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Գ. и.. ԿԱՐԱՊնՏՅԱՆ. ե^րայիէ խէւփր 1՜վաւփ<յծայ]ւ(; пЬ<р։։ушг 6ավասարո։մ6հրի էւամար աՏ- 
սահմանափակ տիրույթներում (ամփոփում)

Աշխատանքը հանդիսանում է [3) և [6] աշխատանքների ընդհանրացումը/ Եթե մինչ այս 
ռեգուլյար ոչ գծային հավասարումների լուծումների ուսումնասիրության ժամանակ սահմանա- 
փակումները գրվում էին գործակիցների ւէրա համախմբության իմաստով, ապա այստեղ առանձ
նացվում են ոսւվագ* անգամները և ոկրտսեր» անգամները! ոԿրտսերո անգամների վրա գրվում 
են անհամեմատ ավելի թույլ պայմաններ/ քան ոավագո անգամների վրաւ Այս պայմանների դեպ
քում ոշ գծային ռեգուլյար հավասարումների Դիրիխլեի խնդրի համար ապացուցվում է գոյու
թյան (որոշ դեպքում նաև միակության) թեորեմներ անսահմանափակ տիրույթներում/

G. A. KARAPETIAN. Boundary value problem for non-linear regular 
equation* tn unbounded domain* (summary)

The article is a generalization of the articles [3] and [6]. For a regular equa
tion the "higher“ coefficients and “lower" coefficients are defined. On the “lower" 
coefficients weaker conditions are imposed than on "higher* coefficients.

Under these conditions theorems of existence (in some cases with uniqueness) 
are proved for Dirichlet problem for non-linear regular equations.
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С. М. ОГАНЕСЯН

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА Т. ОРИИ ПОТЕНЦИАЛА В 
ПРОСТРАНСТВЕ £Р(Б) И ПРИБЛИЖЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ 

ИЗ 1^(5) БЕСКОНЕЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ
ФИНИТНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

1°. Пусть R,,, п > 2, — п-мерное евклидово пространство точек 
х = (х։, ха, • • •, хя); 5с Кп—ограниченное открытое множество; 5 и <?5, , 
соответственно, замыкание и граница 5; £р(5)—банахово простран
ство функций с суммируемой р-ой степенью; 1^(5)—пространство Со
болева, которое состоит из функций, имеющих обобщенные производ
ные до порядка г включительно и суммируемые со степенью р; 
С” (5)—множество бесконечно дифференцируемых финитных функций в 
5;'С՜ (5) — множество бесконечно дифференцируемых функций в 5’; 

О
( И^р(5)—собственное подпространство 1^р(5), полученное замыкани
ем Со (5) в норме №гр (5); Д = 2 4֊ + • • ■ + ^3—оператор Лап-

12 п
ласа —----символ обобщенной производной); условие (25£ Сг—грани-

‘ д 
ца множества 5 принадлежит классу Сг (0 < г-С °э); 5>, /= 1, т — 
ограниченные компоненты связности множества 5։ = /?я\5 (для одно
связного 5 множества 5/= 0); £)(•) и R (•) — соответственно области 
определения и значения некоторого оператора.

Для удобства изложения вместо Ср (Б) будем писать также кр.
Пусть распределение плотности я в множестве 5 принадлежит 

пространству Ьр (5). Потенциал плотности а££р(5) вычисляется по 
формуле

у) ° (.у) ձց, х£кп,
3

где /Л =
» п = 2;

/—универсальная гравитационная постоянная; шя—площадь поверхно
сти единичной сферы в Кп; /(•)—фундаментальное решение уравне
ния Лапласа, равное

У(х) =

_______ 1
(п — 2) шя х]'

1п |х|0, п =
2к

> п > 3,
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Пусть операторы Уре и. УР1 —соответственно внешний и внут
ренний потенциалы плотности я £ Ур (3), т. е. х £ 5, и УР1=
= Иря/х € 5; П(3, р) = (я £ Ьр (5): Ир..я = 0} — ядро оператора Уре; 
Н(3, р) = (о££р(3) : Дя(г) = 0, х 6 5|-подпространство гармоничес
ких функций в Ар(5).

Сформулируем линейную обратную задачу теории потенциала: 
требуется восстановить плотность о по заданному внешнему потен
циалу у (х) при фиксированном множестве 3, т. е. необходимо решить 
операторное уравнение I рода

Ир»« = «(х), х£3,. (1)
Так как функция о(х) является гармонической на множестве 3։, 

то ее достаточно задавать на некотором множестве единственности 
фсЗ,. Поэтому при решении практических геофизических задач вмес
то уравнения (1) исследуется уравнение

Йр. а = о(х), х£<2, ' (2)
тде о(х)(;£р((2).

2°. В последние годы интенсивно развиваются методы поиска 
общего решения задач (1) и (2) в классе распределения плотностей в 
различных функциональных пространствах [1—16]. Основные резуль
таты работ [1—16] почти идентичны, получены, как правило, незави
симо и доказаны для гильбертового пространства £а(5).

Отличия связаны с условиями, накладываемыми на дифференци
альные свойства границы дЗ. Многие из результатов для Ла(3) с нез
начительными изменениями верны и для пространства £р(3), 1 <р<^ 
<С оо [10].

Сформулируем основные результаты работ [1—16] в виде теорем.
Теорема 1. Подпространство плотностей Л/(3, р) задает

ся при помощи равенств
П(5, р)=ТсГ(5)=Д^р(5), (3)

где Д Со (5)—замыкание области значения оператора Лапласа, оп~ 
ре деленного на множестве С” (3), в норме пространства 1.р(3).

Всюду в дальнейшем, если из соответствующих формул понятно 
в какой норме замыкается множество, это специально не будет ука
зываться.

Равенства (3) установлены в работах В. Н. Страхова [5, 6] для 
односвязной области 3 с границей .дЗ^С1, в работе Н. Вэка [1] для 
жордановой области 3, удовлетворяющей условию конуса, в работах 
Маргулиса [9 —12] — для множества 3 с границей дЗ£С. В работе [14] 
показано, что равенство (3) можно записать в виде 7У(5, (Л$), где
Д?—оператор, сопряженный к оператору Лапласа Д : А, (5) — Ьч (5)

~ Ч ~ 1> т. е. оператор Д9 совпадает с сужением оператора

Др на множество ^’(З).
Теорема 2. Для пространства Ь-ДЗ) справедливо ортого

нальное разложение
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£։(5) = ЛЧ5, 2)еЯ(5, 2). (4)

Для односвязной области 5 с границей дЗ £ С* теорема 2 фак
тически доказана П. С. Новиковым [17]. Равенство (4) установлены 
в работе [13) для односвязной области 5 с гладкой границей, в ра
ботах Н. Вэка [1] и Ф. Сансо [7] для жордановой области 5, удовлет
воряющей условию конуса, и в работах [9—12]—для множества с гра
ницей С.

Для пространства £р(5), 1 р оо, аналог условия ортогональ
ности записывается при помощи равенства [11]

Н(3,Ру--Н(3, д), (5)
где Л/(5, р) — совокупность всех непрерывных линейных функциона
лов на £р(5), обращающихся тождественно в нуль на .V (5, р).

Таким образом, при я = 2 общее решение задачи (1) или (2) 
представимо в виде

з = аг.р + Д <р, (6)
где «„₽£#($, 2)—нормальное решение уравнения (1) или (2), ®—про-

О 
извольная функция из подпространства (5).

Более подробно история вопроса построения тел с нулевым внеш
ним потенциалом приведена в работе [16].

Обозначим через / продолжение функции /, определенной на 
множестве 5, на все пространства ??п вида

7(х)==^(х)’

В этих обозначениях [18, 19] ^ (■$) = [/С 1₽р(5); /£ ^ (/•’«)} — 
множество функций из пространства 0^(5), продолженные нулем с 
сохранением класса.

Во многих вопросах [18—22], в частности для нахождения <։Гар- 
]10, 14], важное значение имеет установление условий на границу 
множества 3, при которых справедливо равенство

^(5)=^(5). (7)

Равенство (7) для области 5 с регулярной границей дЗ установ
лены С. Л. Соболевым [21, 22] и С. М. Никольским [20]. В работе 
Г. Г. Казаряна [18] равенство (7) доказано для области 5, допускаю
щей локальный сдвиг. При р~> п равенство (7) доказано В.. И. Бу
ренковым [19] для неограниченного 5 с границей дЗ = дЗ.

Для решения рассматривяемых в статье вопросов введем
Определение. 1. Пространство Ьр(3) разложимо в полупря

мую сумму, если для подпространства Кскр{3) существует такое 
замкнутое множество Р, что./^П/՞ равно нулевому элементу и алгеб
раическая сумма К и А совпадает с Ьр(3).

Разложение пространства Ьр (5) в полупрямую сумму обозначим 
следующим образом: Ьр (5) — К® Р.
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Пусть линейный непрерывный оператор А : ЬР, (5) -*■ (<?)• -Уа —
= [0 : Да = 0|; А* : Ь,, (С?) - (5) -оператор, сопряженный к А, ЛГЛ.=
= [т:Д*<р = 0|.

Рассмотрим следующую задачу:

пнп — Цз — По!?' (^0)
Р1

при ограничении ֊

где || • ||/.р —норма некоторого элемента из Лр,, Зо—фиксированный эле
мент, Ь—заданный элемент.

Если при заданном Ь уравнение (11) разрешимо, то задача (10) 
(11), в силу равномерной выпуклости пространства Лр(5), 1<р<^оо, 
имеет единственное решение в, которое совпадает с обобщенным нор
мальным решением уравнени (11) по А. Н. Тихонову [23, 24].

Настоящая статья посвящена доказательству теорем 1 и 2, ра
венств (5) — (7) в пространстве £р(3), 1<^р֊՜՛30» для ограниченного 
открытого множества 5 с границей дЗ, удовлетворяющей условиям: 
дЗ=дЗ и тезд5 = 0 (п-мерная лебегова мера). В связи с этим воз 
никла необходимость в параграфе 1 обобщись теорию двойственного 
метода решения линейной некорректной задачи для гильбертового 
пространства, разработанную в работах [25—27, 14], на случай бана- 
хового пространства Ьр(3), 1<р<^°о.

На основании этого обобщения построен устойчивый алгоритм 
нахождения элемента а. Показано, что для любого подпространства 
К пространство ЬР (5) разложимо в специальную полупрямую сумму 
и множество нормальных решений уравнения (11) совпадает с множе
ством

|Д*<р|?1-2Д*Т,
где | • (--символ абсолютной величины. Далее в параграфе 2 для мно
жества 5 с границей

дЗ = дЗ; тез дЗ = 0 (12)
доказывается, что не существует гармонической функции, имеющей 
нулевой внешний потенциал.

Используя результаты параграфов 1 и 2 в § 3 доказываются вы
ше перечисленные теоремы и равенства. Далее показано, что пересе
чение £>(Д) и 14(3, р) принадлежит пространству 1^(5).

Для множества 5 с границей дЗ, принадлежащей классу Липши
ца, разработан алгоритм построения тел с нулевым внешним потенциа
лом.

§ 1. Двойственный метод решения линейной некорректной задачи в 
пространстве Ь„(3)'. Разложение Ьр(3) й специальную 

полупрямую сумму

1 . Для решения, задачи (10), (11) двойственным методом рассмот
рим следующий функционал Лагранжа [28]:
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Ь [’» ®] = — 8= — — <,Аа — Ь, <р >, (13)

где ф £ Ьд_, , > —каноническое спаривание пары сопряженных прост
ранств.

Так как пространство Ьр, равномерно выпукло, то для любого Ь 
и фиксированного ® существует единственный элемент о-, минимизи
рующий функционал Лагранжа по переменной я, который является 
решением уравнения [24, 28, 29]

1° — «оР՜’ (’—%) = А *<р. (14)

Так как для функции ух = |х1|р֊2-х1 при 1<р<[оо существует 
1

обратная функция х։=|^։| у1։ то на основании уравнения (14) и
свойств градиента нормы в банаховом пространстве [29] легко можно 
показать, что целевой функционал двойственной задачи к задаче (10) > 
(И)

ф(<р) =пНп£[з, <?] =---- —ИМс,, -Н <Ь, »>֊<%, 4*<р>. (15)
°&-р, 91

Двойственная задача к задаче (10), (11) заключается в нахожде
НИИ

шах #(<р). (16)

Пусть задача (10), (11) разрешима, тогда имеет место
Теорема 3. Для разрешимости задачи (16) необходимо и дос

таточно выполнения равенства
7-хо0 = |Л*№аД*ф*, (17)

где <р*—любое решение уравнения

4(|4*Ч>|’1-։ 4*Ф + я0) = 6. (18)
Доказательство. Необходимость. Пусть задача (16) 

разрешима. Тогда любое решение задачи (16) удовлетворяет уравне
нию (18), для обобщенного нормального решения я задачи (10), (11) 
справедливо равенство

|я — а0|л՜2 (а՜—я0) = 4* (19)

а элемент я = я0|4* ^*|’1-24* является решением уравнения (11).
Известно [29], что если я =£= 0, то £гас! = |з]|_/’1 • |я|₽'՜2 и

1!ггасЦя|4р| = 1. Поэтому норма |я — а0|Р1՜2 (я — о0)] = |7—я^՜1, На ос

новании равенства (19) Ця — 0,^2^1 = [4* или |я — °о1кр1==|4*®*}£ . 

Аналогично [я — 0|)1 = ЦД*<р* £'~ , т. е Ца — я^, = |я — •

Так как задача (10), (11) разрешима однозначно, я является ре

шением уравнения (11), то из равенства [|я — Оо5 = ||0— а01| следует совг 

падение элементов я и о и справедливость соотношения (17). ՛
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Достаточность. Так как уравнение (18) есть градиент функ
ционала (15) приравненный к нулю, то достаточность условия (17) 
для разрешимости задачи (16) очевидна. Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Если уравнение (11) нормально разрешимо, то 
задачи (10), (11) и (16) разрешимы одновременно и их решения 
удовлетворяют равенствам (17), (19).

Принимая в равенствах (17) — (19) оператор А, совпадающий с 
•единичным, о0 = 0 на основании следствия 1, результатов Ф. Брауде
ра и Е. И. Линькова [29, с, 314] и свойств функции yt = |х(| х։,
1<р<^оо, нетрудно показать, что справедлива

Теорема 4. Градиент функционала — И?,, . 1 < Р < 00, явля

ется гомеоморфизмом Lp на Lq, обратный к нему оператор совпа

дает с градиентом функционала—•
Ч

Известно [30], что в равномерно выпуклых пространствах опера
тор метрического проектирования на замкнутое выпуклое множество 
является корректным в смысле Адамара. Поэтому на основании оп
ределения 1, теорем 3 и 4 имеет место

Следствие 2. Для любого подпространства Kc.Lp, элемен
ты метрические проекции которых на К совпадают с нулевым 
элементом, образуют замкнутое множество г = — grad (fj’ = 

Ч
=]<р1’՜2 а, где элементы <р принадлежат множеству KL, и прост
ранство LP(S) разложимо в полупрямую сумму

Lp (5) -ЛГфЛ= Кф м’՜2 ф, f е Кк. (20)

Следствие 3. Для пространств Lp, и Lq, имеют место пред
ставления в виде специальной, полупрямой суммы

Lp, = Na Ф I= Ад о £ Lg„ (21)

= Ад. ® ]Д"з|₽։ = Ад.® Г։, с С LPl. (22)

Замечание 1. Для любого 6£/? (Д) нормальное решение урав
нения (11) принадлежит множеству F։ =|Д*ф|’։՜2- А* <?. При р,=да=2 
равенства (21), (22) являются ортогональными разложениями в пря
мую сумму для гильбертового пространства £а(5).

2Г. Известно [23, 24], что нахождение решения задачи (10), (11) 
элемента о является некорректной задачей. Построим регуляризую
щий алгоритм двойственного метода нахождения элемента а. Для это
го проведем такое расширение понятия решения задачи (16), чтобы 
она была разрешима одновременно с разрешимостью задачи (10), (11). 
Пусть —произвольный элемент пространства £<։.

Определение 2. Задача (16) разрешима в обобщенном смыс
ле, если существует такая последовательность {<₽„], Ч> „ € Га + ?0, что 
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последовательность ап = | -|- |Д*?Я|’‘ 2 А* <ра | сходится в норме 
к элементу а.

Из определения 2, теоремы 4 и разложения (21) следует, что 
«ели задача (16) разрешима в обобщенном смысле, то [Д*уЛ] сходит
ся в норме пространства

Для построения последовательности [?„}, удовлетворяющей оп
ределению 2, рассмотрим следующие параметрические функционалы 
Тихонова и Лагранжа [26, 30, 14]:

Г [о] = 1 - С, + *>-!<’- ° Д, - «1 < А * То>; (23)
Ра Р\

П»[?]=-И*<.-<6. ?> + <’«. Л*Т> + а.^|Т-<рД։. (24) 
71 . 7 а

Г [а, у] = 1 - <4а ֊ Ь, <р> -а -1|? - ? Д,. (25)
Р\ 41

где а,, «^>'0—параметр регуляризации.
Ф ункционалы (23)— (25) связаны, соответственно, с задачами 

10), (II). (1Й 1 ( 13).
В силу равномерной выпуклости пространств £Р1, /„?1,

имеем [24, с 126], что для любых а։, а^>0 и Ь существуют:
а) единственные элементы а’* и ?*, минимизирующие соответ

ственно функционалы Тихонова (23) и (24), которые являются решения
ми уравнений

А * (И ° - 6|й՜2 (А а - Ь)) -4- а, ;а - а0|'’1՜2 (° ֊ »о) — «1 А* <?„, (26)

А (|Д* «р!’1՜2 Д*<р -|- а„) + а |? - ?0 ,'*՜2 (? ֊ Фо) - Ь; (27) 

б) единственная седловая точка (а®, ср1) функционала Лагранжа 
25), элементы кстсрого удовлетвсряют системе уравнений Эйлера

Па — а0|/’1-2 (а — а0) — Д*ф, (28)
1Ла + а|<р — <р01<։-2(ср — <р0) =6. (29)

Из анализа уравнений (26) — (29), теоремы 4 и равенств (19), 
(20) видно, что при а4 =аГ։՜ , оа‘=з։, у® = <р’,

Ф’-фо=֊-^1Иа--6|й-2(Да«-А). (30)
а

а’ —а0 = |Л*<р’|’։՜2 Д*?». (31)
Пусть и1 = ал + /, и и.2 = у0 4- /2.
Теорема 5. Если при заданном Ь уравнение (11) разрешимо, 

то при а։ -»0 последовательность [о’1) сходится к а в норме ЬР,, 
Задача (16) разрешима в обобщенном смысле одновременно с раз
решимостью задачи (10), /11/

Доказательство. Пусть уравнение (11) разрешимо. Из ра
венств (30) и (31) следует, что для любых а1։ а >0 -элементы о’՛- и 
ф1 принадлежат, соответственно, замкнутым множествам £/։ и £Л. Так 
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как их является множеством единственности для задачи (И), то на. 
основании работы [24] при а„ а —»0 имеет место сходимость к: 
элементу а в норме Вр, и разрешимость задачи (.16) в обобщенном 
смысле. Теорема 5 доказана.

Регуляризующий алгоритм двойственного метода нахождения 
приближения элемента я состоит из трех этапов:

1. Определении последовательности (?’Л) путем решения (27)- 
(«л-0).

2. Вычислении I =“' } по формуле (31).
3. Отбор о“՞ по критерию незязки [23].
Преимущество -двойственного метода нахождения приближения-՜ 

элемента а при решении практических обратных задач гюризики (те
ории потенциала) по сравнению с другими известными методами [23, 
24] заключается в том, что двойственный метод позволяет при помо
щи декомпозиции исходной задачи на две подзадачи уменьшить раз
мерность решаемой задачи на единицу. Этим определяется большое 
практическое удобство двойственного метода при его реализации на 
ЭВМ [27].

Замечание 2. Результаты параграфа 1 остаются в силе для 
пары рефлексивных локально выпуклых пространств В, и Ви которые 
вместе со своими сопряженными являются рефлексивными локально 
выпуклыми пространствами Ефимова—Стечкина.

§ 2. Доказательства основных теорем

1°. Более детальная конкретизация равенств (17) — (22). для за
дачи (10), (2) требует установления справедливости результатов, ко
торые являются важными в работе.

Пусть для множества 5 выполняются условия (12). Тогда имеет 
место

Теорема С. Если гармоническая функция яг £ Ьр (5), 1 р

<[оо, имеет нулевой внешний потенциал, то Л ог является о.сС— 
щенной функцией, носитель которой сосредоточен на дВ.

Доказательсво. Воспользуемся способом фиктивных облас
тей [31, 32]. Пусть ограниченная область В' с дВ'£С° полностью со
держит множество 5, т. е. 5 с 5', и уу, у = 1, т множество 5, \ 5? 
есть область.

В силу условий, наложенных на 5', имеем [22], что для а£- 
£7У(5, р) потенциал Ир(х) в области 5' принадлежит подпростран
ству 1^(5') и ДК(х) = —/„ а(х), х£Кп.

Известно [22, 10], что потенциал и его первые- частные произ
водные гармонической функции являются непрерывными функциями на
веем пространстве 7?п. Так как дВ=дВ и тез дВ = 0, та потенциал. 
Vр и его первые частные производные всюду на֊ дВ равен, нулю. Су
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жение функции ог на область 5' обозначим через =Г). Очевидно, что 

потенциалы аг и яп совпадают и »П^Л^(5', р).
На основании теоремы 1, в силу условия дЗ' £ С’, в области 5' 

существует последовательность бесконечно дифференцируемых финит
ных функций € С" (5')> которые сходятся в норме Ьр(3') к функ

ции оп и имеют нулевой внешний потенциал, т. е.
Ср(3։)~

----->ап> (5՜, р)ПС^(З').

Пусть внутренний потенциал функции <рл. Очевидно, что 
Ури, € Со* (5') и последовательность {Р’рм!-> Ир(х)'в норме простран

ства Ц7р(5'). На основании работ [13, 14| имеем, что является 
решением задачи

д» V(х) = — /„ А ок, х £ 3' (32)

при граничных условиях

= 0, (33)
^4'

где Да = А (А)—бигармонический оператор.
Следовательно для произвольного ф £ Со (5) имеем

Аа Ури ф Лк = | УРи Л2 ф <1х = — /п у ®4 А ф йх. (34)

У
äS‘ дп

Так как последовательности { УРи} и сходятся, соответствен

но, к У^ (х) и вп, то для любого ф6Сэ°’(5/) [22, с. 77]

| А2 УР1к ф </х = Ур (х) А2 ф Лх = —/Л ап Д ф </х. (35)

Из сходимости | Урц} к Ур (х) и равенств (35) следует:
а) (А2 Ур1к} сходится к обобщенной функции F, носитель которой 
сосредоточен на дЗ, т. е. supp. FcdS;
б) функция Ир(х)£ Wp(S') является единственным решением”задачи 
(32), (33.) с правой частью F [22, с. 567], т. е.

J А2 Ур ф dx = у F- ф dx = — /J ап Д ф dx. (36)

.$• S’ S'

'Очевидно, что обобщенная функция Р= А ог. Теорема доказана. 
На основании теоремы 6 при р = 2 справедливо 
Следствие. 4. Если ог£Л/(5, 2), то аг=0.
Доказательство. Так как скалярное произведение в (5) 

является непрерывной функцией, то на основании соотношений (3)՜, 
о

равенства (35) и (36) верны и для любого ф£ 117] (£')• Следователь-
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но, обобщенная функция F= Д зг принадлежит сопряженному к W-г (8 ) 
пространству, т. е. F С l₽j2(S') [22 f.

Подставим в равенство (36) Учитывая известное пред
ставление об обобщенных функциях из пространства W2 (.S ), а также, 
что supp FcöS и непрерывные функции УР(х) и его первые частные 
производные всюду на dS равны нулю, получим равенства j г - Vpdx-=- 

S՛

= —fn о" dx = 0, т. е. функция зг тождественно равна нулю. 
$

Замечание 3. Для п — 2.3 следствие 4 установлено в работе. 
П6].

§ 3. Описания множества нормальных решений и 
подпространства N (S, р) линейной обратной задачи теории 

потенциала. Дифференциальные свойства плотностей с нулевым 
внешним потенциалом

1°. Так как оператор задачи (2) Урв : LP (S) -* Lp (Q) является ог
раниченным [б, 14], то для УРч существует сопряженный оператор. 
Уре: Lq(Q) -*Lq(S), который задается при помощи соотношения

Vpi<f=fn J J(x — y)? (х) dx, y^S, ф £ Lq (Q) (37).
Q

и q).
Следовательно, разложение (20) для задачи (10), (2) примет вид.

LP(S)=N(S, p)®|7>p|’-2 i4?i, f^£?(Q). (38)

где замкнутое множество \Уре »[?՜2 У՝р. f совпадает с множеством нор
мальных решений уравнения (2). Отметим еще раз, что N(S, р)х =- 
кг?.

Двойственное соотношение к разложению (38) в пространстве- 
Z?(5) следующее:

£«'(5) = ^(5, р)Г։-Л<(5,р)®Й^. • (39).
Меняя местами индексы р и д, получим

£P(5) = |/V(5, g)|’՜2 /V(5, <7)®ИГг- (40))

Известно [10, 22], что для множества 5 справедливы включения

л Co“ (S)caÖ^(S)c^2(S)cJV(S, р) (41):
и равенство

[ДРСО“].£=Н(5, 9)1. (42),
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Для неограниченного замкнутого вс:зду разрешимого оператора 
Др соотношение (20) также справедливо и на основании равенства (42). 
имеют место разложения

кд (5) ~ &р С) К Др Си ф Н (3, <?)• (43)'
(5) = ДГС7 & Н (3, 9)|’՜2 Н (3, 9) (44)֊1

и
кр(8) = Н(3, р) ©Др Со \ч Др Со. (45)

Справедливость теорем 1 и 2, равенств (5), (6) для множества 
5, удовлетворяющего условиям (12), в пространстве кр (3), 1<^р<^оо 
установливается на основании следующих рассуждений. Из следствия 4 
и ортогонального разложения в прямую сумму (3)=/?(3, 2) © Да С“= 
= У?г (5, 2) непосредственно следуют равенства Н(3, 2)—Узе <? ՛ 
и Л/(3, 2) = А։ Со°(3). Учитывая [33, с. 78] тождественное вложение.

(5) в ко (5) при р>к'^1 получим, что для р>2

#(3> р)*= (46)
и

Л'(3, р) = Др ОТ (5). (47)
Из рефлексивности пространств £р(3), 1<[р<^оо и равенств 

(39)—(42), (44), (45) следует, что соотношения (46) и (47) имеют мес
то и для 1 <[ р <[ 2.

Из равенства (46) вытекает
Следствие 5. Множество гармонических функций, в 8 всю

ду плотно в Н (3, р), 1<^р<оо.
Из равенств (47) и (36) следует, что следствие 4 справедливо • 

и для 1 < р <[ оо.
Теорема 7. Для множества 8, удовлетворяющего условиям 

(12) при 2 -< г со и 1 <р<^оо, имеет место равенство (1).
Доказательство. На основании следствия 4 и включений 

(41) справедливо равенство

Д 1Г’(5) = Д 1Г’(3) = ЛС?(3). (48)՛

Следовательно, элементы У7Р (3) и 11^(3), для которых выпол
няется равенство (48), отличаются друг от друга на гармоническую- 

функцию ТГр(З). Известно [9], что функции из №р (3) являются 

внутренними потенциалами элемента о£ДЯ7р(3).

Так как функции ^Р£МР(8) является гармонической на множе

стве 3, то а = Д Ур = 0 иа = 0. Следовательно №р (3) = №р (3). Из- 
включения №р (5) с \Ур (3), г։ г։, следует справедливость равенст
ва (7) для 2-^г<^оо. Теорема доказана.

На основании теоремы 4 и равенств (38), (44) для множества с.
</3 = дЗ и тез дЗ = 0 справедливо
4-879
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Следствие 6. Множество нормальных решении уравнения 
(2) совпадает с множеством |//(.Ь, <?)|7 2 Н(3, я)- Нормальные ре
шения уравнения (2) являются бесконечно дифференцируемыми 
функциями за исключением нулевых точек.

Замечание 4. Следствие 6 для множества 5 с С установ
лено в работе [12].

Для множества 5, удовлетворяющего условиям (12), равенства 
<(38) и (40) принимают вид

4>($) = Д 1^(5) ф|Я(5, д)|’-2Я(5, д) (49)
.И

£Р(5)-//(5, р)ф|Д И^($)Г-3 Д ^(3). (50)
Замечание 5. На основании работы [12] для неограниченного 

• открытого множества 5, удовлетворяющего условиям (12), располо
женного в полупространстве хп > 0, следствие 4, а вместе с ним и 
равенства (5)—(7). (49), (50) остаются в силе с заменой пространст
ва №р($) на пространство Ьгр (5) [21, 22].

2°. Для исследования дифференциальных свойств функций = £ 
р) сформулируем следующую задачу: требуется по заданно

му определить на множестве 5 такую функцию (5),
которая удовлетворяет системе уравнений

гДз = 6, (51)
1Ир,с = 0, 4^($), »6 »'’(5). (52)

Так как для произвольного 6££р(5) уравнение (51) имеет реше
ние, принадлежащее пространству 1Гр(5)[22, с. 239], аналоги разло
жения. (49) и (50) имеют место и для пространства то ца ос
новании равенства (3) легко следует

Теорема 8. Для любого Ь^ЬР (5) существует единственное 
решение я0 задачи (51), (52) принадлежащее пространству №%{3), 
которое определяется из системы уравнений

з=-֊-Д<р, (53)

.(Де = Ь, (54)
где й^(5).

Потенциал функции =(>6Л(5, р)*~элемент (5) П ЙРр(5),на
основании равенств (53^, (54), определяется из уравнения

др д? ?-•=֊-/« Ь, (55)
которое при п = 2 подобно уравнению изгиба тонкой пластинки с за
щемленным краем [32, 34]. Когда граница множества 5 принадлежит 
классу Липшица, уравнение (55) принимает естественный вид

Д’? = -Л6 (56)
при граничных условиях
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? -М -0.
os дп

(57)

На основании задачи (56), (57) в работах [13—15] разработан 
регуляризующий однопараметрический алгоритм эквивалентного пере
распределения масс с нулевым внешним потенциалом.

Рассмотрим задачу

min — (58)'
Р 

при ограничении
До = 6, (59)--

где b^Lt,(S).
Из равенств (43) следует, что множество нормальных решений 

задачи (58), (59) совпадает с множеством |Д9 Сох|’՜2 Д? Со“ Л D(tp).
Из равенств (49), (50) следует, что при р—2 задачи (51), (52)- 

и (58), (59) эквивалентны [13, 14].
В заключение автор выражает искреннюю благодарность член- 

корр. АН УССР В. И. Старостенко, А. С. Маргулису и участникам 
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II. Մ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Պոտենցիալի տեսության հակադարձ խնդիրը Լ^ԼՏ) տարածության՝ 
մեյ 1լ (Տ) էլեմենտների մոտարկումը անվերջ դիֆերենցելի ֆինիտ ֆունկցիաներով. 
( ամ փովալմյ

Դիցուք Տ-ը սահմանափակ րաց բազմություն է թո< ո > 2, էվկլիդյտն տարածռլ _ 

թյան վրա 0Տ սահմանով, որը բավարարում է ՑՏ = &Տ 4 1Ո6Տ ՑՏ = 0 • (ո-Լափանէ լե-■ 
րեղի չափականություն) պայմաններին, Պոտենցիալի տեսության գծային հակադարձ 
խնդրի համար, միագումարվող ր֊րդ աստիճանի ֆունկցիաների Լր(Տ)լ 1.Վ/>ՀՕՕ, րանա- 
իւյան տարածության մեջ՝ տրված են թ (Տ> թ) նորմալ լուծումների բաղմության և զրո
յական արտաքին պոտենցիալ ունեցող ֆունկցիաների ի/ (5*. թ) ենթ ատ ար աեո ւթ յ ան- 
սպառիչ նկարագիրը։ Ցույց է տրված, որ իք (Տ, ք) ենթա տարածոլթյոլնը համընկնում է. 
անվերջ ղիֆերենցելէ ֆինիտ Շօ (Տ) ֆունկցիաների րաղմոլթ յան վրա որոշված Լասլլա- 
սի ձ օպերատորի արժեքների տիրույթի փակման հետ ԼՏ) տարածության նորմայով'

այսինքն իք {Տ, բ) — ճ {Տ)է Ս,յս հավասարության ապացույցը հիմնված է հետեյալ 
երկու փաստերի վրա', Լ^(Տ) տարածության վերածումը իք ( Տ > թ) ' ենթատարածոլթյան 
ե թ{Տ, թ) փ-կ բազմության հատուկ կիսաուղիղ դումարիւ

*2 Տ բաղմութ յան վրա գոյություն չունի զրոյական արտ աքին պոտենցիալ ունե
ցող հարմոնիկ ֆունկցիա» Ցույց է տրված՝ որ Աորոլևի (Տ) տարածության դասի պահ- 

պանմամր զրոյական շարունակություն ստացած ֆունկցիաների Ա7(Տ) բազմությունը 

2 ր < ©Օ դեպքում համընկնում է Շ() (Տ) բազմության փակման հետ ք Տ) նորմա- 

յսվ, այսինքն՛ Փ? (Տ)= ^(Տ), 2<ր<ՕՕ-
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S. М. HOVHANES1AN. The convene problem of the potential theory In the epace 

LAS) and approximation of elemente from Wp (S) by the continuously
P differentiable finite functions (summary)

Let 5 be a bounded open set in the Euclidean space R„, n > 2, with boundary 

dS, satisfying the conditions dS = dS and mesdS 0 (л-dimensional Lebesgue me՜ 
asure). Fora linear converse problem of the potential theory in the Banach space 
L (S), 1 < p < oo and functions with summable p-th degree a comprehensive descrip 
tions of the set of normal solutions F(S, p) and of the subspace of functions A (S.p) 
which have a zero outer potential. It is shown, that the subspace A (S, p) coincides 
with the closure of the range of the Laplacian A. which is defined on the infi
nitely differentiable finite functions Co (S) with the norm of fhe space Lp(S). i. e. 

N(S, p)֊bCf-(ST.
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В. В. АСАТРЯН

ОСНОВНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Введение

В настоящей работе рассматриваются основные краевые задачи: 
для уравнения

Ди (х, у, О + а (х, у, 0 их + Ь (х, у, /) иу 4՜

4՜ <1 (х, у, О и1 + с (х, у, () и = О, * > О, (1)

д3 , & , & »в полупространстве t^■0, где Л  ------г —— 4՜ ~~----оператор Лап-
дх3 дх3 О1

ласа. Коэффициенты а(х, у, <), у, О с(х, у, /), </(х, у, ^пред
полагаются непрерывными при I 0, непрерывно-дифференцируемыми 
при и становятся постоянными вне некоторого полушара 20(2 : 
։х’4-у’4-։’՝С^01 < > 0) достаточно большого радиуса /?0, т. е. 
а (х, у, 0 = а<» у, /) = 60, с(х, у, 0 = Со, (х, у, () = <4, при 
х* + у3 + /2 > R3 (£>0), где а0, Ьй, с0, </0 — постоянные числа. Через 
50 обозначим круг х3 4՜ у3 < R3-

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать два типа краевых, 
условий:

ы(х, у, 0)=/(х, у) (2}
для первой краевой задачи (задача Дирихле) и

~ ’(Х’ У' °> = (Х>

—для третьей краевой задачи (при а (х, у) = 0 получим вторую крае- 
ву задачу). Функции / (х, у), /։ (х, у) и а(х, у) предполагаются не
прерывными на плоскости 1 = 0, причем «(х, у')=<^о при х3+у3^^%, 
где а0—постоянное число.

В случае постоянных коэффициентов а, Ь, с, <1, а вышеуказанные 
краевые задачи рассмотрены в работах [1] — [4] в разных классах 
функций, имеющих рост на бесконечности не более полиномиального. 
В этих работах доказано, что однородная задача имеет конечное чис
ло решений, а неоднородная задача всегда разрешима. В настоящей 
работе исследуются эти задачи, когда коэффициенты уравнения (1) и 
краевого условия (3) переменные, а решение ищется в классе 
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функций экспоненциального роста в бесконечности (/ и также име
ют экспоненциальный рост).

Будем говорить, что функция и(х, у, I) принадлежит классу Ат 
(т > 0), если и £ С1 (t > 0) Л С (t > 0) и имеет оценку на бесконечно
сти

1“ (*> У, 0| < Conse<'"->' (А)
для некоторого 0 s т, г = Jzxa + у‘ + Подкласс класса Ат, оп՜ 
ределенный дополнительными условиями и£С'(£$>0) и

1|М*’ «■ П <Const e'—и (S)
I dt

обозначим через В՛". Здесь и в дальнейшем через „Const“ будут обоз
начены некоторые положительные постоянные.

Решения краерых задач (1), (2) и (1), (3) будем искать, со
ответственно, в классах А՛" и В"՛. Число т уточним ниже.

Пусть с0<^0. Обозначим си = — Ц ()и > 0),
_ ()0. при а0 > >0.

IV *0 — “и » при — >0<°о<?о-
Предположим, что /(х, у) и /, (х, у) имеют оценки на бесконечности: 

|/(х, у)| < Const• е1*0-*։(4) 
|/i (х, #)| Const • г°, (5)

тде г0 =Ух1 4- у1 .
Основные результаты статьи следующие:
Теорема 1. а) Если а0~ b0 — da = 0, с (х, у, t} < 0, то крае

вая задача (1), (2) имеет, и притом единственное, решение в клас
се А для любой непрерывной f (х, у), у довлетворяющей условию 
(4):

б) в условиях пункта а) решение краевой задачи (1), (2) из 
клсса А*" непрерывно зависит от граничной функции f(x, у);

в) если ап — Ьо = ф, = 0, с0 0, то краевая задача (1), (2) 
фредгольмова в классе А .

Теорема 2. а) Если а0 — b(} = d0—0, с (х, у, /)•< 0, сп < 0, а (х, 
то краевая задача (1), (3) имеет, и притом единственное, 

решение в классе В*՝’ для любой непрерывной f\ (х, у}, удовлетво
ряющей условию (5);

б) в условиях пункта а) решение краевой задачи (1), (3) из 
класса Вл' непрерывно зависит от граничной функции ft (х, у);

в) если an — bu = dn = Q, с(, < 0, —zn<Cao. то краевая задача 
(1), (3) фредгольмова в классе В11՞.

Работа состоит из двух параграфов. В § 1 приводится доказа
тельство теоремы 1. В § 2 исследуется краеваз задача (1), (3).

Изучение краевых задач (1), (2) и (1), (3) в общем случае сво
дится к случаю а0 — h0==d0 = 0 с соответствующими изменениями в 
классах.
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§ 1. Изучение краевой задачи (1)> (2)

Рассмотрим уравнение ('*֊—положительная постоянная) 
Ди(х, у, у, = у, (), £>0. (6)

В [5] доказывается, что решение краевой зада ш (2), (6) для ог
раниченных / (х, у) и ц (х, у, 0 дается формулой

и(х, у, ։) = и*(х, у, I) 4-»(*. У> 0. . (7)
где ' _____________
и*(х, у, п = - — I ] | я(?, V, о (!/_^+ (Г-С)’

:>о
а

4* т *“
ш(х, у, | У [/('. 71) - «*(•> ’!> °)1 х

д
д( ]/(х —5)а 4-(у —+

Аналогично, как в [5], можно доказать, что и при /, g, удовлет
воряющих условиям 1/(х, ^)| •< Сопз1-е(Х_։}Ги и |^(х, у, 01՝ССоп51 X 
ХгС’—формула (7) определяет частное решение задачи (2), (6). 
Убедимся, что краевая задача (2), (6) не имеет других решений в 
классе А; кроме (7). Для этого надо доказать, что однородная кра
евая задача

Ди(х, у, /)—>֊аи(х, у, /) = 0, ^0, 
и (х, у, 0) = О

(8)
(9)

не имеет нетравиальных решений в классе АХ.
Лемма 1. Краевая задача (8), (9) не имеет нетривиальных 

V ж Xрешении в классе А .
Доказательство. Предположим, что решение и (х, у, /) задачи 

(8), (9)’ продолжено в полупространство I < 0 нечетным образом 
“(*> У> ~С = — и(х, у, 0 и рассмотрим уравнение (8) во всем про
странстве. Тогда продолженное решение тоже будет из класса А\ 
Из [6] следует, что в этих условиях

•е' ди
•е(Х—>г, (10).(>■—*) г .

’ <>У
где М — некоторая положительная постоянная.

Обозначим через Ьц сферу достаточно большого радиуса R с 
центром в начале координат. Для произвольной точки (хв, уП1 /0) из 
шара ха 4- у1 4- /а < /?а будем иметь по формуле Грина

«(хо, уп, М= — д 1е~ е֊^д------- и 
г* дп

(И>
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тде (х, у, п- внешняя нормаль к сфере Sr.

г* ="=■ V (х — х0)։ + (у — у0)։ + ( t — tnY-
' Справедливы следующие очевидные неравенства

R — го < Г* < R -+• г*. — ).Г* < — t.R + ЛГ*

тде г’о — K^+yJ + fJ • Учитывая еще (10), из (11) получим следую. 
■щую оценку для и(х0, Уо> А։)։

|и(х0, уо» 6,)| < Const е(1-‘,л-е-хл е °——“тъ-----n°~—Х
— го)

х2-яа-+о, /г — os.
Следовательно, и (х0, уи, t0) «= 0, Лемма 1 доказана.

Из формулы (7) и леммы 1 следует
Теорема 3. Краевая задача (2), (6) имеет, и притом един

ственное, решение в классе А . Это решение определяется фор
мулой (7).

Можно показать, что при расширении класса АХ (в смысле ро
ста) единственность нарушается. Действительно, наряду с и = 0 ре- 
тлением краевой задачи (8), (9) является и функция и — С (е։/ — е-х/)> 
где С — произвольная постоянная.

Доказательство теоремы 1. Пусть а0= 60 = do = O. Пред
ставляя уравнение (1) в виде

Au —1? и = — а (х, у, t) их~Ь(х, у, /) и,—

— d(x, у, t) и,+[с0 — с(х, у, f)] и, t >0, (12)

считая правую часть в (12) известной и пользуясь формулой (7) пос
ле простых преобразований (интегрирование по частям и изменение 

.порядка интегрирования) краевая задача (1), (2) приводится к экви
валентному интегральному уравнению

и(х, у, t) > ■»)> С, х, у, t) и (5, т), С) d', di\ Л 4-
с-о

(13)
:-о

тде ядра К и Р стремятся к нулю, 
х0—оо, причем К(\, 7j։ С, х, у, t)=0
•^(S, т<» х, у, f) = 0 при 53 + 7ja > /?2,

соответственно, при г-»-со и 
при £а +т)։+ О,

/Г(х, у, 0 =
е-Х"К(х-Е)’ + (у-ч)։ +1*

сК dri.

Учитывая последнее свойство ядер К и Р, интегральное уравнение 
«(13) можно представить в виде
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и(х, у, 4)

, ■»). х, у, 4) и (5, ъ, 0) сК (1т\ 4֊ I" (*> У> О- (14>

Подставляя в (14) 1 = 0, получим

и(х, у, 0) = х‘ 9' и$' *>’ С) *

+

5.

т), х, у, 0) и(£, ■»), 0) <4; у, 0). (15>

Рассмотрим систему интегральных уравнений Фредгольма 
го рода

второ-

ф(х, у, {) = ууу К (5, т). С, х, у, 4) ՛)»(•> V, С) </« </т) (Г, +

У Р(5, Г), х, у, 4) <р (?, 7)) </7) 4- Р(х, у, о, (х, у, I) £ 20, (16).

5,

<р К(£, Т], С, X, у, 0) ф (5, 7), С) & сК +

+ У | Р(ъ г1, X, у, 0) <? ($, т֊,) «л </7) + Г(х, у, 0), (х, у) ££0. ('17> 

5а
Лемма 2. Уравнение (14) эквивалентно системе (16), (17).
Доказательство. Пусть [ф, ф)—некоторое решение системы 

(16), (17). Тогда функция и (.г, у, 4), где

ф(х, у, 4), при (х, у, 4)£20,
и(х, у, 4) - ■ у х с) лч_

. е«.

+ [ Р& V, X, у, 4) ч> (5, т;) (х, у, 4), при (х, у,4) 1՜ 20 (.18)

будет удовлетворять уравнению (14). Для (х, у, 4) £ 20 »то очевидна. 
Если (х, у, 4) е ^0. то подставляя п(х, у, 4) и ы(х, у, 0) из (18) в (14), 
получим тождество.

Обратно, пусть и(х, у, 4) — решение уравнения (14). Согласно, 
(14) и (15) функции ф(х, у, 1) = и(х, у, I) при (х, у, 4) £ 20, <р(х, у)= 
= “(*» у, 0) при (х, у)£50 будут удовлетворять системе (16), (.17).. 
Лемма 2 доказана.
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Ниже будет доказано, что и(х, у, t) из (18) принадлежит клас
су А'". Имея в виду еще эквивалентность краевой задачи (1), (2) и 
интегрального уравнения (14), из леммы 2 следует

Лемма 3. Краевая задача (1), (2) и система интегральных 
уравнений Фредгольма второго рода (16՝։, (17) эквивалентны.

Лемма 4. Если о0 = bt) = dtJ = O, с (х, у, t) < 0, то система 
(16), (17) однозначно разрешима.

Доказательство. Поскольку система (16), (17) фредгольмо
ва, достаточно доказать, что однородная система (16), (17) имеет 
только нулевое решение.

Пусть {•{•, ?} — любое решение однородной системы (16), (17). 
Тогда и(х, у, t) из (18) при F = Q будет решением однородной крае
вой задачи (1), (2). Из свойств ядер К и Р следует, что и—»0 при 
г->-со. Для таких и (х, у, t) принцип максимума применим относитель
но решения однородной краевой задачи (1), (2). Согласно этому 
принципу и(х, у, f) = 0. Из (18) и (17) следует, что ф (х, у, t) = 
= и(х, у, t) при (х, у, 0£20 и <р(х, ÿ) = u(x, у, 0) при (х, ÿ)Ç50. 

•Следовательно, ф (х, у, f ) = 0, ®(х, у) = 0. Лемма 4 доказана.
Из леммы 4 следует доказательство части а) теоремы 1. Дока

жем часть в) теоремы 1.
Пусть с (г, у, t) —с0<^0 в окрестности бесконечно удаленной 

точки, а в конечной части полупространства t 0 может быть и по
ложительной. Тогда однородная система (16), (17) (F = 0) имеет ко
нечное число линейно независимых решений и столько же условий 
разрешимости. Из эквивалентности краевой задачи (1), (2) и системы 
(16), (17) следует, что задача (1), (2) также фредгольмова, причем 
число линейно независимых решений однородной краевой задачи (1), 
(2) и однородной системы (16), (17) равны.

Можно показать, что условия разрешимости неоднородной крае- 
:вой задачи fl), (2) имеют вид

f [/(*> dy = 0, /=1, 2,-• -, к,
J J °t t-o<=-о

где ÏFI։ !₽։,•••, — полная систима линейно независимых решений
однородной краевой задачи (1), (2).
Для доказательства части б) теоремы 1 введем нормы f(x, у) и 
и (х, у, г) по формулам

|/ï = sup (|/| л>); |u| = Sup (|u|. «-(>»-•) г у
г—о t>')

'Очевидно, что |и(х, у, f)| <|и|-/•.
Лемма 5. Решение краевой задачи (1), (2) из класса А*“ 

у довлетворяет неравенству

М •< Const J/f. (19)
Доказательство. Из (18) видно, что неравенство (19) доста

точно доказать для функции F(x, у, t). После замены переменных 
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интегрирования в выражении /'(х, у, t) по формулам ? х — 
т) — р=7)1։ получим

4՜*" 4՜ ■* . »
F(x,y,t)=-±- Г f/(S + x, +

2« J j \ P P /
— w — •»

где p = ]/j։ 4՜ т)а -j- t1 . Полагая r։ =prx։ 4՜ y2 > ra = ]/ ?։ + ТД
будем иметь

J/te + x, l + (20)
Из (20) следует

JF(x, у, J +

— ex* —••

(21)
< Const-|j/R^-’r՛ < Const-1/1

Из (21) следует неравенство (19) и принадлежность функций
и (х, у, t) из (18) классу А*". Теорема 1 полностью доказана.

Рассмотрим теперь общий случай краевой задачи (1), (2). Вве
дением новой неизвестной функции Т (х, у, t) по формуле

- у (o»x+40y + rf»0
и(х, у, t)=e Т{х, у, t) (22)

приходим к новой краевой задаче

д Т 4- а (х, у, t) Тх + ь (х, у, f) Ту 4- d (х, у, t) Tt 4- с (х, у, t) Т = 0,
(23)-

Т(х, у, 0) = / (х, у), (24)

где а(х, у, f) = a(x, у. t) — а0; Ь(х, у, t) =b(x, у, t) — Ьй;

d(x, у, t) = d(x, у, t) — d0,

с (X, у, t)= с (х, у, ~ ~ [aoQ (х, у, t) 4՜ bob (х, у, t) 4- dltd (х, у, t)J,.

_ -֊-(o^+io >
/ (х, y)=f(x, у) е

“ ~а 1
со = ло = с0 ~ (а? 4՜ £»о 4՜ <^о) < 0, если с0 < 0, где с — значение:

с (х, у, t) вне 20.
Ясно, что задача (23), (24) аналогична задаче (1), (2) в случае

а0 ~■ b0 = d0 = 0. Если и (х, у, t) Am°. где

. ^.»"0=1/ -Co4--֊֊(a?4-63 4֊rf3) -|/cg4-*o2 + ^ >.
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то из (22) следует, что

(<"«-«) г
| 7՜ (х, у, Ol՝^ Const е

I 1/՜ п 2՜ 2
Т» °6+fto+rfo ("£-«) г

= Const •«

Пусть с(х, у, 0 = 0, но а2(х, у, 1)+Ь'1{х, у, 0'+<О(х, у, О ¥= 0՝.. 
Если /-»0, то нетрудно доказать единственность решения краевой՛ 
задачи (1), (2) в классе функций, стремящихся к нулю при г -* со.. 
Следует применить принцип максимума.

§ 2. Исследование краевой задачи (1), (3)

При изучении краевой задачи (1), (3) ключевую роль играет՛ 
следующая краевая задача:

Ди(х, у, 0 — Х2ц(х, у, О = 0-, t > 0j

ди (х, у, 0) . ri, ч------ -------------«и(х, у, 0)=//(х, у)՝, 
at

(25)'

(26>

где X, а—постоянные (X > 0). 
Пусть

( X, , при сг^-Х, 
llzX2—а2, при —Х<^а<Х.

Краевую задачу (25), (26) рассмотрим в классе В1*. Н(х, у) пред
полагается непрерывной и удовлетворяющей оценке

\Н(х, р)| < Const-e(|t՜4 V (27)՛

Справедлива следующая
Теорема 4. Если Х^>0, а^>—X, то краевая задача (25), (26). 

имеет, и иритом единственное, решение в классе Ви для любой- 
непрерывной функции Н(х, у), удовлетворяющей оценке (27).

Доказательство. Введением новой неизвестной функции по 
формуле

И(х, у, t) = ֊du(X՝ff՝ ° —аи (х, у, 0 (28).
< dt ■ , 

из краевой задачи (25), (26) переходим к краевой задаче-

ДИ(х, у, t)—Х2р'(х, у, t) = fy f>0; . (29)р

V(x, у, 0)=Н(д, у). (30}

Поскольку и£Ви, то из (28) следует, , что И^А՛1. Для таких. 
И(х, у, t) краевая задача (29), (30) имеет единственное решение, ко» 
торое дается формулой (7) при g(x, у, i) = 0. •

Пусть И(х, у, решение краевой задачи. (29). (30), Из соот.— 
ношения (28) определим и (х, у, /):
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С (х, у) е*1 — е,‘ (31а)

и (*> У> *) =

С(х, у) ел1 + е։/ е՜*՜՛ Р (х, у, ") <к, при —(316) 
I о

где с (х, у) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая 
-функция. Отдельно рассмотрим два случая.

Случай а К ([* = ).). Непосредственной подстановкой можно 
убедиться, что функция

«о(*. У, — X, у, •)

является решением краевой задачи (25), (26). Она будет из класса 
В , так как

։«0 (х, у, #)| •< Сопз! ■ е'

еА—е(Х — ■) (Кг«+ у’ +■։’— Т| г/г < Сопз1 • г.

.Для оценка (В) доказывается аналогично. Следовательно, и(х, 
01

у, <), определенная формулой (31а), принадлежит классу В', если 
С(х, у)-еи принадлежит этому классу, что возможно тогда и только 
тогда, когда С(х, у) == 0.

Таким образом, в случае краевая задача (25), (26) имеет 
решение и оно единственно, ото решенке определяется формулой 

•(31а) при С(х, у) = 0.
Случай —Х<^а<^Х —а’). В этом случае предполагает

ся дополнительно, что первые производные Н(х, у) также удовлетво
ряют оценке (27) и в окрестности любой точки удовлетворяют усло
вию Гёльдера.

Для того, чтобы и (х, у, Г) из (316) удовлетворяла уравнению 
•(25), необходимо и достаточно, чтобы С (х, у) удовлетворяла уравне՜ 
нию

ДС(х, у) — ()? — а։) С(х, у)= — [3(х, у) + ат (х, у)], (х> у)€№, (32) 

где Р (х, у) — , 7 (х, у) = (И(х, у, 0). При сделанных

предположениях на Н (х, у) функции Р (х, у} и 7 (х, у) удовлетворя
ют условию Гёльдера в окрестности любой точки и оценке (27). Так 
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как и (х, у) из (316) должна быть из класса В'л, то должно выпол
няться условие

[и(х, у, 0)| = |С(х, у)|<Const• . (33)-
Известно [7], что уравнение (32) имеет решение, которое дается 
формулой

ч +P+Pf "л ixr^-ü’+o-n’ « .
C (x, y) =-±? թ (S, rj) + aT (i, tî)] e ■ _ ■ ------ Л drt. (34)-

4«։ J J I J Vr — 1 J

Докажем, что и (x, у, t), определенная формулой (316), принад
лежит классу В’՜ (С (х, у) задается формулой (34)).

Поскольку С (х, у) и V (х, у, t) принадлежат классу В'1, то- 
каждое слагаемое правой части (316) принадлежит классу А . Следо
вательно, и (х, у, t), определенная формулой (316), также- принадле
жит классу А\ т. е. п(х, у, t) является решением задачи Дирихле- 
для уравнения (25) в классе А* с граничным значением и (х, у, t) = 
= С (х, у) из класса Аи- Из результатов § 1 следует, что это реше
ние принадлежит также классу В'1. Единственность решения уравне
ния (32) из класса В'1 доказывается аналогично лемме- 1.

Можно показать, что при а = — X единственность наруша
ется. Действительно, при а =•—X, наряду с и = 0, решени

ем однородной краевой задачи (25), (26) является еще функция и = 
= С-е~и, где С—произвольная постоянная. Таким образом, при а = 
= — X нет единственности даже в классе ограниченных функций.

Повторяя схему доказательства теоремы 1 и имея в виду теоре
му 4 и формулы (31), (34), нетрудно доказать теорему 2.

Замечание. Можно было получить все результаты этой статьи, 
заменяя условия (А) и (В) соответственно условиями

е.тг
|и(х, У> 0| < Const- —— • (А')-

Г*Тр

d“(x/-'> «Const-(Б> 
dt r3+p

где р — произвольное положительное число.
Пользуясь случаем, выражаю благодарность профессору Н. Е- 
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Հավասարման համար է >0 կիսս-տարածոլթյանում» Ենթադրվում (, որ հավասարման դոր- 
ծակիցներն անընդհատ դիֆԼրենցելի են է>0 կիսատարածոլթյոլնո»մ և հաստատոձ են ան- 

Վերջ հեռու կետի շրջակայքում։
Եզրային խնդիրների յուղումները փնտրվում են էցսպոնենցիալ աճ ունեցող ֆոլկցիաների 

դասում» Ապացուցվում են լուծման դոյության և միակության թեորեմաներ» Եզրային խնդիրների 
.-լուծումը բերվում է ֆրեդհոլմի երկրորդ սեռի ինտեդրալ հավասարումների սիստեմի լուծմանը»

V. V. ASATRIAN. Baste boundary-value problems for elliptic equations of second 
■ order with variable coefficients In half-space (summary)

In the paper the boundary-value problems I—III for the equation

ձս + a (x, y, t) и* + i (x, y, t) uy + d (x, y, t) ui + c (x, y, t) и = 0
' is considered in the half-space t > 0. It is assumed that the coefficients of equetions 
are continuously differentiable in the half-space t > 0 and become constant in the 
'vinicity of the infinite point.

The solutions are found in the class of functions which have exponential incre- 
. ase by reduction .to systems of Fredholm equations of Second kind.

Theorems of existence and uniqueness of the solution are proved.
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О. В. ОДИНОКОВ

О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ 
С ГЛАДКИМИ СИМВОЛАМИ

Введение

Рассматривается задача Коши

^-А(6 г, О)и = /^։, г), Г, г<С", (1)
о(

ц(0, х) = <р(г), х£Ся, (2)

тде Л (/, г, О) оператор, формальный символ которого А (I, г, Е) есть
у- пЯ г\ •бесконечно дифференцируемая функция по:^К , и—г — = / —, • • • 

дг \ дгх
—\ Таким образом, символу А (/, г, ;) можно сопоставить, 

Охп )
вообще говоря, лишь формальный ряд Тейлора по Е. Однако именно 
с помощью этого ряда определяется действие оператора А (/, х, О)

В § 1 вводится основное пространство Ед, которое, при определенных 
условиях, оператор А (I, г, О) непрерывно отображает в себя.

В § 2 доказывается основная теорема о корректности задачи (1), (2) 
в классах Ед.

Некоторые выкладки вынесены в Дополнение.
Отметим, что корректность задачи (1), (2) в классах экспоненциаль

ных функций для операторов с аналитическими символами установлена 
Дубинским Ю. А. [1]. В специальных классах функций, являющихся 
.подпространствами Ед, задача рассматривалась С. Стейнбергом [2].

§ 1. Основное пространство Ер

Пусть 0<<7< 1, К>0—некоторые числа. Рассмотрим пространство 
целых функций

Ер, я = |И(д): С" -> С1, зир 'и(*)1 е֊«И?< со| 
«еся

«ли, другими словами, пространство целых функций, удовлетворяющих 
неравенству

тде С—константа (зависящая от и), е|’=]г։|’-{- ••• 4-\гп|<7.
В Ер, я введём норму

5-879 ,
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=8ир1“(х)1 е *€С".

Нетрудно видеть, что имеют место следующие свойства пространств 
Ед. R •
1) Ед,я — банахово пространство;
2) при /?!</?։, Ед,к,сЕч, я, и Я։</?։ это вложение компактно. 

Определим пространство Ед как индуктивный предел пространств;
Ед,R, то есть .

Ед = Нпгппс! Ед„ц..
R-*-

Ввиду свойств пространств Ед,R и известных свойств регулярных индук
тивных пределов ([3], [4]) сходимость в Ед определяется следующим 
образом. Последовательность и , (г) —► и (г) в Ед, если выполняются ус
ловия:
1) существует число R такое, что все и, £ Ед, R и равномерно огра
ничены, то есть !и,[г7 где М> 0, * = 1, 2>։։-;
2) и, -> и локально равномерно (на компактах).

Приведем несколько примеров функций из пространства Еч.
Пример 1. Пусть <7 = т/п<1—рациональное число, причем т и. 

п взаимно простые целые числа (п#=0).
Рассмотрим функцию экспоненциального типа-

,. . / 12‘кт,\/(х) = V ехр( ехр к 1 г.
»-о X п /

Нетрудно видеть, что свойства этой функции таковы, что ф(г) = 
есть целая функция из пространства Ед, более точно, из пространства 
Ед,1.

Пример 2. Пусть 0<<7<1. Рассмотрим функцию, представлен
ную рядом Тейлора

тЮ = ё «.«■=
1»1~0 |»|—о(®1) •• ^-}

Здесь а—мультииндекс, а = (а1։-• •, а„), |а| = а, + ••••+ а!=а-,1: •“
:ал!, ■ :гпп,г = (ги---,гп)^С", г‘ = г^4 -^гп\

Поскольку при 7>1 и а։^-0,->0

а] + --- + а}<(а1+”-+а/,/=1, 2;' ■'
то

Таким образом, <г(г)££д, точнее Ф-(д) £ЕЧ, R-,: Л=.^ •
и
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Докажем сейчас несколько фактов, которые имеют место для прост
ранств Eq и которые понадобятся для доказательства теоремы о коррект
ности задачи Коши.

Лемма .1 (основная). Пусть ф (?) £ Еч,к, тогда для любого 
1 € [0> 1—9] справедливо неравенство

-------֊------------С-е«И’---------Ь------
П (Н-|<‘ , -1
i-i (։։)

.« . п «
г де z £ С , А (а) = const • (R ) П (1^«/ )

1-1

Доказательство леммы вынесено в Дополнение.
Пространство Еч можно описать в терминах коэффициентов Тейлора.
Лемма 2. .Пусть ф(?)—целая функция и

<р (z) ~= £ ал г\
1ч-о

-Тогда для того, чтобы ф(г) £ Ец, необходимо и достаточно, чтобы наш
лась константа <R, для которой

I I *|а|

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость следует из леммы 1, если по
ложить у = 0 и z = 0.

Докажем достаточность. Пусть существует R такое, что

'|а։1 (df՜’'

Тогда

liiW *Z («1)’'’ \|£o a! /

=ехр(/?’л.>|’/9).

Таким образом, лемма 2 доказана.

§ 2. Операторы с гладкими символами.

'Задача Коши

Пусть А՝(г, Е՝)—аналитическая функция по z и бесконечно диф
ференцируемая функция по Е,.в'£Ся, E^R՞. Функции A (z, Е) можно 
^сопоставить (вообще говоря формальный) ряд Тей лора в точке Е = 0

A(z, ֊•)- f a.(z)E«
l . I«|-O

ж, следоватехвно, пока тоже формальный дифференциальный оператор •
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Л (л, £>)= аа(г)£)а-
1«|-0

Покажем, что при некоторых условиях оператор А (г, О) действует в; 
пространстве Ед неформально.

Условие А). Скажем, что функция Л'(г, £) удовлетворяет усло
вию А), если при всех г £ С՞ выполнены неравенства

Л ®в/ о
|ав(я)|<Р П (1 + М) («И’

1-1
1 - »у

где 0<9<7<1 — ч, 0<Р <------ 1 — 1, 0< <7 < 1—некоторые чис-
Ч

ла, Р>0—постоянная.
Определим действие оператора Л (г, О) на функцию Н'(г) следую

щим образом:

Л (г, £>) н(я)= Ё а, (х) £>“и (г). 
1=1—0

Лемма 3. Л (г, О): Ед, R -*■ Еч, R и это отображение непре
рывно.

Дока зательство. Из леммы 1 и условия А) непосредственно 
следует:

|Л(я, D) и(г)\ = Ё аа (г) и (z) 
|«|-0

< Ё Р- П (1 + кД)0“' (а!)₽-К(а). —------- - ----- —
1ч-° <-! п (1 + W)T 1

Ь=1

х------Ня Ё Р------ -----------
lzl_l Ед. Я ^g.R |£0 1rI_I _ß

(«О UI>

Очевидно числовой ряд сходится. Отсюда

|Л(2, D) u(z)l -<C |b(z)L , О О, Ч» Ч»
то есть отображение непрерывно. Лемма доказана.

Пусть QT = {|d՝CP|- Введем пространства O(QT"» Ед)1 и՛ 0(<2тГ 
Ед, R ). Именно, обозначим через 0(Qt; Eq) совокупность функций: 
и(/, z), аналитических по t в Qy и таких, что для каждого фиксиро 
ванного t функция и (t, z) Е9. Аналогично, вводился пространство- 
O(Qt; e4,r).

Заметим, что O(QT; Ev,r)—банахово՛ пространство с нормой, 
* » 

|uj^= sup sup |u|-e~ÄW?, 
lrl<T z€Cn

O(Qt; £’e) = Kmind. O(QT;, Eq, r ),.
R-.-
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Обратимся теперь к оператору А (I, О'). Пусть функция
А (I, а, -) аналитична по / и г и бесконечно дифференцируема по Е. 
Тогда ей можно сопоставить формальный ряд Тейлора по 5:

А (#. --,\)^ Ё а. (6 *)\\ 
1«1-0

Допустим, что функция А (/, г, с) удовлетворяет условию А):

|ав(<, ж)'<РП(1+Ш)։'' («1)“.
<—։

Тогда действие оператора А(1, а, О) на функцию и({, г) £ 0(<2т; Ея) 
определяется следующим образом:

А (/, а, О) и (1, г) = X а։ и г^‘
1«|-0

Из лемм 1 и 3 и условия А) следует, что

А (6 г, О):О(<2-; Е,,Л)^О«?Т; Е?,₽)

для любого К>0, и это отображение непрерывно. Более того, это верно 
и для отображения

Л О, а, £»):О((2Т; Ея) ֊> 0(<?т; Е,).

Дадим следующее
Определение. Задача (1), (2) корректна в классе Ея,ц, если 

существует число 8 (0 < 8 < Т) такое, что для любой функции ® (г) £ 
6 Ея, ц и для любой функции Л (/, г) £ 0(0։; Ея, ц) существует и един
ственно решение и (#, а)£О(<2։; Ея, ц ).

Аналогично определяется корректность задачи (1), (2) в классе Ея.
Теорема. Если выполнено условие А) на символ оператора 

А 5) то задачи (1), (2) корректна в классе Ея,п.
Доказательство. Задача (1), (2) эквивалентна интегральному 

уравнению
г /

и(/, г) = <р(а) 4֊ | А (т, г, £>) п(т, а) <Й4֊ Г А(т, 2) (3)

о и
где интегрирование производится, например, по отрезку, соединяющему 
точки 0 и 1. -

Воспользуемся методом последовательных приближений. Построим 
последовательность функций

= ср (з) 4- А (г, а, О) и4_։ 4՜ А (т, а) Л,
о о

I
и0 = ? ( а) 4- У а (•:, г) (11.

в
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Покажем, что ик —• и в Ед. я), где о укажем ниже. По условию
^(г)СЕч.к и Л€О(0»г ЕЧ։Г(). Тогда в силу предыдущего, очевидно, 
что все и46О((?а» Ед, ц). Далее

t

D) {йк — ик^) d՜ = В(ик — а*_։)«

Используя лемму 1 и условие А), получим оценку для нормы интегралы 
кого оператора В в О((2Т; Ед, р). Зафиксируем /, тогда

I
1“*+։ —“J < f S I«» (х. «)1*
' J i°i-o

1 » I -i—:!
-- ------1----------еЯ««1» (а!) ’ х 
n(t+W)*,T

Здесь
1 1֊—

Q(A, а, q) = sup У! |а, (t, л)|------------------- •(»!) •&(*).
П(1+кГт 
1-1

Конечность этой величины устанавливается также как з доказательстве
леммы 3. Таким образом, если выберем 8=min(7’, Q '), то для |/,<3 
получим

то есть норма интегрального оператора В меньше 1, и процесс последо
вательных приближений сходится в О (<2а; Ед, /?) к некоторой функции 
и, которая удовлетворяет интегральному уравнению (3), а следователь
но и задаче (1), (2). Теорема доказана.

Легко видеть, что справедливо
Следствие. Если выполнено условие А) на символ оператора 

Д (^»2. £). го задача (1), (2) корректна в классе Еч.

Дополнение

Здесь приведем доказательство леммы 1.
Лемма 1. Пусть <р (z) £ Е9, #, тогда для любого Т С [0, 1 — <?] 

справедливо неравенство

, • i-lzl
|0‘<р(з)|<А-(а)------- ---------- е*>!’• С-(d) " ’

П(1+|г/|Г'
1-г

■—Т 1—7
К (а) = const- (R " )’*’ -П (V«p ’ ■ 

* ( . 1—1

Доказательство. Поскольку <р (г) — целая функция, то по фор
муле Коши
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К—։՜—а

где а= (а։, • • •, ая), а։ 0, •• •, ап^> 0—произвольные, а = (а1։* • ая)— 
мультииндекс, а1 = а։!:՛: «„!, |С —Д = а означает |С։— я։| = ан• • •, |СЯ— 
— г„|=а„, (С — х)" 1 = (С։—Х|) '+ :■:(««—гл)л , <Л = ••• <ЛЛ. От

сюда получаем, что

= »!• С-ехр

а!

(|г/| + а/
\ /-1

1

П а? 
1-1

Положим (1^1-|-а,)’= |г։|’+ е/, где е/^>0 произвольны. Тогда при
ходим к неравенству

|£)*<р(х)|<а! -С-еК'г-4- 1 " (1+
П (1+ <-1 ((1*<|’+е/)’" — 

где 0 < у < 1 — <у.
Каждый из .сомножителей под значком произведения можно максимизи

ровать по I«՜/, от этого неравенство только усилится. Далее, поскольку 
левая часть не зависит от е<, то соответствующие сомножители можно 
минимизировать по е,-. Произведем выкладки для одного из сомножи
телей, поскольку вид у них одинаков. Опустим при этом индексы для 
удобства написания. Отметим, что дальнейшие выкладки элементарны, 
однако, как нам представляется, нетривиальны, поэтому мы их приводим 
полностью.

Итак, найдем вир
1»1

(1 + |х|)т 
(|х|’+е)1/’-|2| , вернее оценим этот супремум

сверху. Будем обозначать |х| = р. Ясно, что

(1 + Р)т 
(рв+е)1,в — р

О, при р -» со и .

—(1 +^2------- »1/е’/г, при р -» О,■ . . (р? + в)’/»_р1 '’.ни., _

следовательно искомая верхняя грань конечна (для фиксированного е), 
если 0 < у < 1—д. Далее очевидно.
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(1+рр 1 Рт
(р« + б)։'’_р^(р7 + е)1'»_р ' (р, + е)։'’_р

о’

Исследуем производную второго слагаемого. Ее числитель равен

^֊’((р’-ге)1'’

= 7РТ
1/Я

Рт I 4-
1/7-1 \

I -11-

Будем искать вещественные корни этого 
1—ч 

/ е \ я 
(14----- ) = Ь. Тогда

Р’/ /
выражения. Обозначим

8

1

7
Один корень Ь = 1. Для 
следующим образом:

(6-1)-(6-1)=0.

нахождения другого корня заедем параметр р

\-я рЬ - 1 = -^
7 

6-1=р.

Это соответствует специальному представлению параметра у в виде

_ __ ________ Р________ п '> ()
1 (р4-1)1 1 Р

При этом уравнение (0.1) будет иметь корень Ь = р 4՜ 1. Нетрудно про
вести исследование асимптотики и производной по р выражения для у 
и показать, что такое представление параметра корректно, то есть, что

0< (р-г 1)1։1-”֊1<г ч՝р>0-

Докажем, что других вещественных корней у (0.1) нет. Производная ле
вой части по Ь

1-а 
я

в точке Ьп

Нетрудно проверить, что 1 < Ьо <. р + 1. В. точке Ьо производная 
левой части (£>.1) меняет знак с минуса на плюс, тогда как'при6<60 
она отрицательна, а при Ь > Ьо—положительна.

Следовательно, других вещественных корней, кроме Ь = 1 и 
£ = р 1 у (0.1) нет.
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Корень Ь=1 соответствует формально р=ос, но при ? —» эо

(р’ ± Р
Рассмотрим & = р + 1, при этом

р°=О,=г с՝(ч՝p),sl/’’
-г —■!/

7-1

-------- 'TJ— = 6 • С.2 (д, р).
(р7 4՜е) Р р-р»

Окончательно получаем

Q+.^_<-L+ * Ct(g, р).
(р? е)1 4—р е1՛’? jU-7).»

Будем теперь минимизировать по е выражение

ел.. 1___
eU-t)/«

с, (g, р) У‘ •

I с л у ч а й. (е С 1). Тогда ——, и, следовательно, нс J е1;’ е(1-7>/«
комый минимум ограничен сверху выражением

min eRl ■ G 
е*№

При достаточно большом а/ это выражение убывает при е С1 и дос
тигает минимума при е = 1, который равен ел-С3.

II случай. (е>1). Тогда (127)/у ' ՛ и> следовательно, ис

комый минимум ограничен сверху выражением

min exp (Re) • *'<
Найдя нуль производной, получим значение этого минимума: 

1-7 ьн.
/4 V_g£_\ 4 1

W / 4-1/ 3

Видно, что для достаточно больших а; это выражение меньше ек-Сл- 
Его и примем в качестве искомой оценки. Пр формуле Стирлинга окон
чательно получаем

v7՜1
О^{г)\<С-К(о.)-^ —--- 1------ • (-V)

П(1+|^Г 
1-J
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К (а) — const ■ П 
/-։

Հհ
Лемма 1 доказана.

Московский энергетический 
институт Поступила 20. ХП 1986

0. Վ. 0ԴԻՆ11Կ11Վ. Հարթ սիմվոլով օպերատորների համար Կոչու խնդրի կորեկաության մասին
(ամփոփում)

Դիտարկվում է հետևյալ Կոշու. խնդիրը'

--ՀԱ, 2, Շ) ս(է շ) = ձ(ք, շ), 14 Շ", (1)
ծէ .

ս(0, .-)=<?(շ), շՀՇո, (2)

որտեղ 4(<, ։, Թ)-ն օպերատոր է, nրիA(t,Z. 5) ս^մՀ։’«’ դիֆերենցեի ֆունկցիա է
է“" ;Հ1էո-ի . , .

Կոռեկտությունը դիտարկվում է ֆունկցիաների հետևյալ դասերում'

= Շ'; |ս(շ), <Շ(ս)6/? *■’, /?>0, 0 <գ< 1),

£ք=1աւտժ £դ, ո՝. . . ............... :
ո--

Ապացուցվում է թեորեմ (1), (Լ) խնդրի կոռեկտության մասին, երբ օպերատորի սիմվոլի 
վրա դրված են որոշակի պայմաններ!

O. V. ODINOKOV. On correctness of the Cauchy problem, for the operatcrs with 
smooth sumbols (summary)

In this paper the following Cauchy, problem is studied: . . ,

7- — A (f, z, D) u(f, z)=h(t, z), |f|< T, 2^0.՞՛ (1)
at

u(0, z) = <p(z), z6C", (2)
where the symbol A (t, z, i) of the Operator Is^n infinite differential function in 
C^Rn՛ The theorem about correctness (that is on the existence and Uniqueness of a 
solution) of the problem (I). (2) in the classes Eq and Et/ of the entire functions is 
proved. The $ and £? are defined as;

։6C‘

0<? <1, /? > 0}; 
Eq =lim ind Rqt r .
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 
УДК 519.21

Е. А. АРУТЮНЯН

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОМ РАЗЛИЧЕНИИ 
ГИПОТЕЗ ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕПИ МАРКОВА

1° Введение. Применения теоретико-информационных методов 
в математической статистике отражены в книге С. Кульбака [1]. В 
статье Р. Л. Добрушина, М. С. Пинскера, А- Н. Ширяева [2] содер
жится ряд перспективных постановок задач на эту тему. В работе 
Р. Блейхута [3] результаты теории проверки статистических гипотез 
используются при решении теоретико-информационных задач.

Здесь мы приведем одну иллюстрацию полезности применения 
комбинаторных методов, развитых в последние годы в теории инфор
мации [4], при изучении свойств асимптотически оптимального тести
рования простых статистических гипотез в случае последовательности 
испытаний, связанных в цепь Маркова. Наша цель—нахождение функ
циональной зависимости показателей экспоненциального убывания ве
роятностей ошибок первого и второго рода оптимальных крите
риев при бесконечном возрастании числа испытаний п + 1. Для раз
ных случаев независимых наблюдений эта функциональная зависимость 
1 олучена в различной аналитической форме в работах [5 — 9]. Близ
кие задачи нашли отражение в книге А. А. Боровкова [10]. В статье 
И. Чисара и Д. Лонго [6] прослеживается параллель решения выше
указанной задачи и задачи оптимального кодирования источников и 
отмечается, в частности, идейная близость с методом, положенным в 
[11] в основу построения границы сферической упаковки экспоненты 
оптимальной вероятности ошибки при передаче информации с задан
ной скоростью по каналу без памяти. В недавней работе С. Натара
яна [12] для конечной цепи Маркова со строго положительными пе
реходными вероятностями доказана теорема о больших уклонениях, и 
с ее помощью получена интересующая нас зависимость. В настоящей 
работе рассмотрен гораздо более общий класс конечных стационар
ных цепей Маркова, к тому же весьма просты комбинаторные дока
зательства, не использующие теорем о больших уклонениях.

2°. Формулировка результатов. Пусть х0, х1։- • •, хп, • • • 
|1,---, М\ наблюденные состояния простой стационарной це

пи Маркова с конечным числом М состояний. Относительно матрицы 
переходных вероятностей цепи имеются две конкурирующие гипотезы: 
Р\ — 1Р1 (//01» Р-1 — {Р1 (ЛО}- В обоих случаях имеются [13] соответ
ствующие стационарные распределения <21 = (д1(01 и <2, = [<?։ (Л| (не 
обязательно единственные), т. е.
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S 7* (0 PiC/7O = <7*'(/)> £ 7*0՜) =1, i = l, 2; j = !,•••, М. I I
На основе наблюденной траектории х = (х0, х։,-*-,хп) длины n + 1 
необходимо принять решение о верности первой или второй гипотезы. 
Обозначим «'(?„) вероятность ошибки первого рода теста ® , (х), т. е. 
вероятность отвергнуть первую гипотезу, при условии, что в дей
ствительности она верна. Соответственно, пусть ß (тя) — вероятность 
■ошибки второго рода. Последовательность тестов Ч>Л(х) называется 

6] логарифмически асимптотически оптимальной, если при заданном

А =1ЬГ — — log ։(?„)*
— п ;

предел '
Ti^-^-iogß^) 
л՜--֊ Л

принимает свое наибольшее значение, обозначаемое Е3 (Е^. По анало
гии с введенным в теории информации К. Шенноном понятием, естес
твенно, функцию E2(Et) также назвать „функцией надежности“.

Пусть Р=[р (j/i}]—матрица переходных вероятностей некоторой 
■стационарной цепи Маркова с тем же множеством состояний X и Q= 
« {q (z)|—соответствующее стационарное распределение. Обозначим 
X(Q°P, Qk°Pit} информацию Кульбака-Лейблера распределения Q°P= 
= 1<7'(0 Р <//։)} относительно распределения Qk°Pn = {qk(i) Pk(jli)},] 
Л=1, 2, Q°P, Q»oP*)=S q (։) p (J/i) [log q (г) p (fli)—log q, (г) pk(j/i)]=*

= K(Q, Qt)+X(OpP, Q»P>), 
тде

K(Q, Qk) ■-= 2? (0 (log q (/) — log (։)).

Теорема. При любом EtZ>0
£a(£1) = inf inf (K(Q°P, QoPa):A'(QcP, QoP։)<£„ 

Q P
/ля хотя бы одного Q։, K(Q, Qi)<°°|.

Отметим свойства функции надежности, вытекающие из теоремы.
С1. Если inf/(’(Qj'oPj, Q^Pi) то £,(£,)< lim E.i(Ei՝\ =

Q, e, I о
= inf AT(Q։eP։, Q։oP։).

Q.
C2. E3(Et) монотонно убывает no Eit при E{ > inf inf {K( Q~P, 

Q p
Q°Pi): K>(Q°P, Q°Pa)<c°}, а при меньших Е{ имеем E-i(El) = w.

СЗ. При Et У inf K(QtoPit Q^Pi) имеем E1(El) = 0. Однако ec-

ли inf K’(Q1°Pa, Qa°Pi)=o°, то Еа(Е։)>0 при сколь угодно больших 
Ql

£‘-
С 4. В частном случае, когда матрицы Р։ и Ра имеют строго 

положительные компоненты, стационарные распределения Q, и Qa 
единственны и строго положительны, а функция получает вид

В этой статье log и ехр имеют основанием е.
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£а(£,) = т!п \К((*>Р, О^Рг):К(^Р, фР,)■<£,!, 
р

причем Р также матрица с положительными компонентами, а О соот
ветствующее ей единственное стационарное распределение. Это ре
зультат из [12].

3°. До к азател ьство теоремы состоит из двух частей. В 
первой — путем построения соответствующей последовательности тестов 
доказывается, что £г (£|) не меньше выражения указанного в теореме. 
Во второй — доказывается, что £’ (£։) не может быть больше этого вы
ражения.

Назовем совместным типом вектора х = (х0> *и"֊։ хя) набор от
носительных частот [Л7(7, у) л՜՜’} одновременного появления в векто
ре на соседних местах состояний 7 в /. Обозначим '1.^ц множество 
векторов из ■ЛГ”1, которые имеют тип

/) = п</(7) р(у7О, 4 у'в'А'..
Заметим, что если вектор Т^.р , то

2^(1, у) =лд (•/>, г£Х,
)

2£А (7, у) — пд! ('/), у 6 Л»
I

причем в соответствии с определением Л7(7, у՜),՛ получаем,, что
|л<7 (7) — л</ (7)|,С 1> 7 £Х,

поэтому в пределе при л ֊* со распределение (7)}՛. можно счи
тать стационарным для Р= [р (у'/7)}֊

1 Ч (7) р (ДН = Ч (у), у € х..

Тест *РЛ(х) можно задать, задав множество £(£,), т. е. ту часть, 
пространства АГЛ + 1, в которой принимается гипотеза Р։. Асимптотит 
чески одги<։л'։ЧЫ4 о.сажгтся тест, у, когорзго 5(£։) = и!Г<г,₽

(2. Р: К^Р, С--Р։) < £,„ К (О, (&) < оо.
Заметим теперь, что при к—1, 2, и х£ Тцьр

С*° Рк (X) = (Х1) П р, (/77)"’(,) ' и,,\

Отсюда, если О^Р* (х) 0, то мера О-Р абсолютно непрерывна от
носительно меры (2к°Рк. Наоборот, если <2*°Р*(х) = 0, то. мера ()г>Р՛ 
не является абсолютно непрерывной относительно ՛ меры Ск°Рк. и в- 
этом случае

К((}°Р,, (}к°Рк) — со,.
но так как

^Рк) = К^р, (2оР;) + ТОД оо,
то бесконечности равно по крайней мере одно из слагаемых.

Заметим также, что если ОрР абсолютно, непрерывна, относи
тельно С^к^Ркг ТО
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(7q,,p ) = ехр |— пК(Ср.Р, Q^P*) 4֊ о(1))}, 
где о(1) = max [(тах|л-1 log : qk(i) >0)f

(max |n_| log q (z)l: <7 (») > 0)] -> 0, при n ֊»֊ oo. i
Действительно, это нетрудно проверить, учитывая что число (T'q-.p I 
векторов в Tq,,p равно ехр.{— п X q (/) р (j/i) log р (fli) 4֊ о (1)} (срав

нить с [4]). ______
Теперь наша цель определить »(?„) = max Q^Pt (B(Et}). Учиты-

Qi
вая, что число разных типов Qr‘P не превышает (л 4֊ 1)|х1, получаем 

«(?„)<ехр{— n(Et +о (1))]. '

•Одновременно, как легко убедиться
ß(?n) = rnax Q։oP։(P'(P’։))֊Cexp{—n[max|XT(Q°P, Q°Pa): 

Qi Q. Р

-K(Q°P, Q°PJ<E^ vQi> <(Q, Q,)<oo} + o(l)]|.
То есть предложенный тест обладает требуемыми показателями экспо
нент вероятностей ошибок.

Легко убедиться, что теорема верна и при Ех = <ж, т. е. при 
«(?„) = О-

Переходя ко второй части доказательства, отметим, что при х£ Tq„p 
любая вероятность QkaPk(x.) постоянна. Отсюда легко следует, чт 
для оптимального теста задающее его множество В'(Et) либо содер
жит каждое множество Tq,,p целиком, либо вовсе не содержит х-ов 
этого типа. Теперь нетрудно заключить, что единственной логариф
мически асимптотически оптимальной является взятая нами последо
вательность тестов, задаваемых множествами В(ЕХ).

4". Замечания. 1. Результат теоремы легко может быть обоб
щен на случай цепи Маркова произвольного порядка г^>1, в этом 
случае начальные распределения Q будут r-мерными, а тесты осно 
вываются на траекториях (х_гИ, х_г+2,-՛-, х,։, х։,---, хя).

2. Критерий, задаваемый с помощью множества В(Е\), является 
универсальным (робастным), т. к. он не зависит от альтернативной гипо
тезы Р։.
Ереванский государственный

университет Поступила 30. X. 1986
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. Е. АВЕТИСЯН

О ПОЛНОТЕ И МИНИМАЛЬНОСТИ СИСТЕМЫ 
ФУНКЦИЙ (Ер (hz; р)}Г

В настоящей заметке приводятся теоремы о полноте и минимально
сти системы функций (Ер (I.* z; p)}f, порожденной целой функцией типа 
Миттаг-Леффлера

£ (г; р) = £ ------- -- --------
₽ V Г(р + пр֊’)

в пространстве L2 на конечных отрезках. Предполагается, что — 
последовательность различных комплексных чисел с единственной точ
кой сгущения в бесконечности. Приводимые теоремы аналогичны изве
стным теоремам Винера-Пэли [1] и Б. Я. Левина (см. [2], приложение 
III). При установлении результатов мы пользуемся методами, развиты
ми в вышеуказанных работах. Мы существенно опираемся также на 
теорию М. М. Джрбашяна (см. [3[, глава VI) о параметрическом пред-- 
ставлении определенных классов целых функций конечного роста.

1°. Минимальность системы |ЕР (X*z; р)]Г
Теорема 1. Для того, чтобы система функций (Ер (Х*х; р))“,. 

fp>—, р= рбыла минимальной в £’ (0, о1?), (а0) необходм- 
X 2 2р / 
мо и достаточно, чтобы существовала целая функция f(z) по
рядка р, типа а, < а, обращающаяся в нуль во всех точках >•* и: 
такая, что

,„р (fl/w (1>

Доказательство. Допустим, что такая функция f (z) сущест
вует. Пусть —корень /(z) кратности st(st^-l). Тогда все функции-

G*(z)
!/(*)____

Л (м (х֊м,; (Л=1, 2, 3, - )

принадлежат классу 7?р, ., т. е. Ск (я) —целые функции порядка р 
типа удовлетворяют условию

sup {J|G* (reel’d-}<+

<>-879
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По теореме М. М. Джрбашяна Сд(г) имеет представление

Ск (г) = | ЕР (гх; р) А* (х) бх, А* (х) С £’ (О, а1'*).

6
Очевидно 6*(Х/)=0 при ;¥=А и С* (>•*) = !, так что системы 

|{Ер(Хух; р))” и {А«(х)}Г биортогональны на (0, з։'я). Из стремления к 
п

нулю в £’(0, а։/₽) последовательности сумм Фя= а^՞’ Е? ('/х; р) сле- 
/-1

дует соотношение Пт а,п) = 0 и необходимость условий доказана, 
л -**»

Если же система .минимальна, то существует функционал, который 
задается некоторой функцией g(x)^Li(0, о՛р) и который равен еди
нице, например, на Ер ().։х; р) и обращается в нуль на всех функциях 
.ЕР(Х*х; р) (А =2, 3,•••). Имеем

<Л'р
Г г /1 1 \ л (0, А =и=1

Ер()*х; р) £(х)</х=
.) 11. А =1.
о

Целая функция порядка р и типа а, о
«>/Р •

/(х) = (г— к,) у Ер (жх; р) §(х) с/х 

. о

•вращается в нуль во всех точках >.*(А = 1, 2,••■) и по теореме, 

М. М. Джрбашяна - £ В?,,я. Это означает, что/(г) удовлетворяет
. . ■։—Х1 » .

условию (1). Теорема доказана.
Аналогично доказываются следующие теоремы. ■ •>
Теорема 2. Для того, чтобы система функций [Е? (й-кх; р)}® 

/р>-1, р=----- -)была минимальной в —о1 р, а1՛?), необходимо и,
\ 2р /
.достаточно, чтобы существовала целая функция /(г) порядка р 
и типа а1 -С3, обращающаяся в. нуль, во всех точках ).* и такая, 
что

зир I ֊-------—бг <4- со.
.. • • _Л_ и 1+г։

1*՛ 2 2р о • • •

:?֊«։< 2---^

Обозначим через Г։ совокупность двух' отрезков: агдг=± ֊^—» 

•0 -С |х| -С
Теор ема 3. Для того, чтобы система функций {ЕР(Чг; р)}”՜

Н = ~—Убыла минимальной в и(уа), необходимой доста 
2р / ■ • ••
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точно, чтобы существовала целая функция / (г) порядка р и типа 
с, < а, обращающаяся в нуль во всех точках и такая, что

Замечание. При р - 1 (тогда и H = 1), (fl-tx; (x) = e'>4Jr и те
орема 2 (по существу и теорема 3) совпадает с теоремой Винера-Пэли..

2°. Полнота и минимальность системы \Ef().Kz; р)}։х.

Теорема 4. Для того, чтобы система \Ef (лЛх; p.|i°, ^р 2> 1,..

р— была полной, и минимальной в Z.2 (О, о։/₽), необходимо и 
2р /

достаточно, чтобы выполнялись условия:
1°. Существует целая функция «р (՝>■) порядка р и конечного- 

типа, имеющая простые нули только в точках X*,
2”. Ат(0) = з,

оо e n ( f l*F (re'’J|։ 
< I 1 4- г3 I

4°. Если X (À)—какая-нибудь целая функция порядка р и ну
левого типа, то о ().) X Р։) €

Доказательство. Необходимость. Допустим, что система 
полна и минимальна. По теореме 1 существует целая функция ф(Л) по
рядка р и типа oi^o, которая обращается в нуль во всех точках X* н 
удовлетворяет условию 3°. При р>1 отсюда вытекает, что ф(Х)— це
лая функция вполне регулярного роста с индикатором

o։cosp6,
Ау(9) =

при I6՛ **

при Iе՛
(2)՛

О

Докажем, что Лт(О) = з. Допустим противное: п(«) = з1<^о. Рассмот
рим функцию

ф(к)«т(к).£рЛ(з-о։)’/*; 1+ (3)
X Р /

Целая функция Ф (л) = Ер Л(з — о1)1,(’;1 +-Л ил:еет вполне регуляр-- 
\ Р /

ный рост и

(а — а։) cos р 6, при |0| < 
2р

О , при < |6| it. 
2р

ЛФ(0) = (4).
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Кроме того, в замкнутой угловой области |аг£>֊|> ф(к)=0/—\
2р \Р֊! /

''Отсюда и из 3°, (2), (3), (4) следует, что По теореме
М. М. Джрбашяна она имеет представление

«Пр

= У Ер().х; р)и(х)о'х, и(х)^£։(0, о1'?). (5)

о*7

'Очевидно 'р0*) = 0 (к=1, 2,--) и значит система {Е, (л*х; р)}Г не 
полна в Е1 (0, о^р). Противоречие показывает, что Л, (0) = о.

Функция ч> ()֊) не имеет корней, отличных от ).*(А? = 1, 2. ••■). В 
ш (Л) .

противном случае целая функция •------(где р—отличный от всех л* ко

рень <р (X)) принадлежала бы классу В1,. « и по теореме М. М. Джрбашяна 
֊имела бы представление типа (5), что противоречит полноте системы 
[Ер(Х*х; р)|Г. Докажем, наконец, 4°. Если при некоторой функции 
ХО ). порядка р и типа 0 <р (X) ■/ (/.) £ В29, „ то добавив к полной в 
2’(0, о։/р) системе {Ер(>.,х; р))” новые функции Ер(р*х; р), где рл 
нули функции х0)> мы получим неполную систему. Это невозможно. 
Значит такой функции х 0) нет.

Достаточность. Из условий 1°—3° следует минимальность си
стемы {Ер (Х*х; р)}“.При р>1, как и выше, имеем, что ф(Х)—вполне 
регулярного роста и

Ме) =

Если система не полна в 
№), /(М = 0 и

а СОЗ р S, при |0| < -----
2р

° ’ при к֊
£’(0, а։₽), то существует целая функция

Jit
f(') = Г Ef(Xx; p)g(x) dx, g(x)£L40, d4t).

[ (X) также имеет вполне регулярный рост. Ее индикатор выражается 
формулой

А/(6) =
a, cos р 0, при |0| < —— (а, < а) 

2р
чг

О , при ---- .0 < к.
2Р

(7)

'■Составим функцию

Z(X) = Ж.
?(>֊) .

(8)
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Она очевидно целая и порядка р. Из (8), (6) и (7) следует, что она 
нулевого типа. С другой стороны, Ч> (>•) у. (>,)=/(л)^Б2 ։. Это противоречит 
условию 4°. Значит система полна и минимальна. Теорема доказана.

Для формулировки следующих теорем дадим определения [3]: 
Определение 1. Г (г) принадлежит классу если она це

лая, порядка р^1, типа и удовлетворяет условию

зир I \ |/7(ге/ *)|։ </г | <-[- оо.
||1 г —____ — ' V '
11 2 2р о

;»-«— 1 2 -Р

Определение 2. /’(г) принадлежит классу В}, , (Г), если она 
целая, порядка р^-1, типа -С з, и удовлетворяет условию

зир | I |/՜ (ге'°)|а бг I < +- со.

9-0

Теорема 5. Для того, чтобы система{Е3 (А* х; р)] “ р > 2 • 

•р=^—была полной и минимальной в 2? (—а1/р, а1/р), необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1°. Существует целая функция ф(Х) порядка р и конечного типа, 
имеющая простые нули только в точках Хк> ___

2°՜ л?(т)= ^’(—т)=в’

3». зир И |у(ге,В)|\г)<+оо.
I.) 1 + г’ /

p_.Kl._JL

4°. Если у ().)—какая-нибудь целая функция порядка р и ну
левого типа, то ф (>.) у (>-) £ И^р. в.

о» / 3
Теорема 6. Для того, чтобы система {Е? ().*?; р)|” (Р > —»

՝Р= ——была полной и минимальной в Ь2 (Га) необходимо и 
2р /

достаточно, чтобы выполнялись условия:

1°. Существует целая функция ф(Х) порядка р и конечного типа, 
имеющая простые нули только в точках Хк,
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3- . „р Л՜-1^‘> ■,!<_.
О =0

4°. Если /(>•)—целая функция порядка (> и нулевого типа, то

Доказательства теорем 5 и 6 проводятся по той же схеме, что и до
казательство теоремы 4. Здесь надо пользоваться теоремами 2 и 3 и тео
ремами М. М. Джрбашяна о параметрическом лредставлении классов

и в;,о(П.
Ереванский институт
народного хозяйства Поступила 20. И. 1987՜
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ
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А. Б. НЕРСЕСЯН. М. Г. САДАКАШВИЛИ

О НЕТЕРОВОСТИ ДИСКРЕТИЗИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВИНЕРА-ХОПФА

т/*  прти чаи и я с «шагом» постоянной

* Здесь и далее знак преобразования Фурье опускается, поскольку задача сводит

ся к решению системы (4).

Как известно, равномерная дискретизация
п V . „„„пт-лт к бесконечной алгебраическомдлины уравнения Винера-Хопфа приводит к оси

“П „отпиинпм случае имеется возмож- системе с теплицевои матрицей, о матричном ?
_ ллпмлиип пазли'чный «шаг» дискретиза-ность выбрать для различных уравнении раз.

п г^павнения неисследованного, нации. При этом возникают интересные }равг
1_1,,изучается полученная таким способом сколько нам известно, типа. Ниже изучае.сл յ

•система двух уравнений, предложенная в [ 1]-
1°. Поставим вопрос о нормальной разрешимости

*• • ОО
V л;, (п — у) у + £ К,, (п — тр, г։ = ап

Հ° '՞Լ (1)
У АГ21 (тп — у) у,,4֊ У (п Р -:յ — Ь"
7-0 ' 7=0 - - п \

где т 2 — целое
у |к0(5)1< + °6; 2' (2)

5 - - — »

. 1 |А ( и искомые последовательна заданные последовательности ;а„ 1> I и
, т < П 1 9 т__ из /.(абсолютно суммируемы),ности {у.}, £„ (п = 0, 1, 2,- • • ) И3 ‘1 V

Г- /П к краевой задаче для аналитических
С целью сведения задачи _яние фурье (обозначаемое зна-

функций применим дискретное преобразо 
ком

7--0 (3)

т]п Л',, (тп
' 7—0 п — - ~ .

„ . ,, жункиии. аналитические внутри (.вне)Здесь знаком + (—) обозначены функции,
единичного круга и непрерывные вплоть до гр _ *

и н гистема (3) переписывается в видеНетрудно убедиться, что система в



88 А. Б. Нерсесян, М. Г. Садакашвнли

/п — I

I К" (ri) £ у' у; (ri) Л12 (у|) г+ (V") = У՜ (ri) + а ('/,)
• , (4>

£ ^21 (rz) у; (yt) -Ь К,2 (rj Z ь (г,) = 2՜ (tj) 4- Ж), 
г=и

где

Къ h) = £ К2} (тп — г) т/п, у, (т;) = 
п — — «

== 1Жл-гг<՞ (г-°, !>•••, тп—1). (5>
л —О

Поскольку у՜' О'}) = х <[ у+ (т/п), то естественно выразить у՛ непо
средственно через у4՜. Обозначив ер — ехр {2п/ plm} [=”' = 1, р = 0, 1 
• • • v т. — 1) убеждаемся, что вопрос сводится к обращению матрицы 
Вандермонда. В итоге приходим к краевой задаче со сдвигами отно
сительно двух пар функций у- и 2±

' Ki 1 С7!) У՜՝՜ ('/) + ^12 (ri) -г+ ('/'”) = У՜ (г/) + a (rj
(6)2 Qp (Ti) У г (£p ''?) + K22 (r/՞) z“ (V«) = -֊ (yi) -p b (^m).

P-0

Нетрудно убедиться, что Qk (rt) = Q„ (e*  tj) (k = о, 1,..., m — 1) 
Покажем, что можно брать Qo (ri) = т~ 1 К2Х

Действительно
т-1 т—1

^2i(7iffl) = Y 2 Ы' Q0(^r/) = m-‘ rf £ (гру K.H(£p-G) = (7>
р-0 р„0

4-00 /71 — 1 -4- «а

= т-1 £ 7i’+r^21(<7) £ Е(Р+9)г= £ ^'п K2I (sm-г), 
q «=— «о p^=Q

Таким образом, приходим к следующему окончательному виду крае
вой задачи

h) У*  (Ti) + А?12(т}) z+(rj = у~ (rj 4-
(8> т ֊ I

т՜ 1 £ K2i (£р rt) у+ (ep-/j) 4- К22 (г”՝} zT (т;)==г- (■/;) 4-(У/«), ‘

с дополнительным условием

z±(t}) = z1 (V").

2". Решение |г/‘ , 2-J задачи (8), вообще говоря, не обязано удов
летворять условию (9) 2±(T() = z1։ (7i՞'), что может нарушить эквива
лентность задач (1) и (8). Достаточные условия эквивалентности со
держит

Лемма. Пу:ть выполнены условия

К22 (rt) 0, ind К22 ( /;) = var arg К22 ('/)) < 0 (|т։|==1). (Ю>
Тогда любое решение (у֊-^, г±(У()) задачи (8) удовлетворяет ус
ловию (9).
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А Во втором уравнении системы (8) заменим 1] на ер] и вычтем из 
'исходного. В результате .получим

К-гЛт1г") (г+ (^ — г+(г։ 1)1 = г'՜ — * (г։ '։)• (И)

х==__(2х)՜ * var arg Д (0- I-'
г „„„ивалентна соотношению о К({. у) =^= 0, 

А Нетеро.ость °"еР»«>£“ ^։ОА о„ераТор» К (ем. |2|. гл. II. § 7). В 
»1 II 7 ± I. где ол. в несложные вычисления при-

■случае. когда оператор имев
водят к соотношениям

ае! = К(Л -I)“4՞’ ае1»Л-((, +1)-ДЮ. 

Остается пряменнт» теорию (гл. И «"»™ 12» " У-«’ь 
выше лемму. ▲

Из условия (10) следует (см. [2]), что г (<,) = г- (е։ 7]). Аналогично 
получим, что (/;) = г-р~^> т — 1, откуда и следует
условие (9). ▼

Систему(8) сведем стандартным методом (см. [2]) к системе син
гулярных интегральных уравнений со сдвигом Карлемана

def т — 1 ( 1 , i а (') d՜ I , . /irjx(Кф)(0= 1! MA(f)<p(eU)4- -5Н0 х_е. (12) .
г -J I У ՛ & к ։ II 1 И=1

Здесь |/| = 1 и

1 Кц (t) АГ|2 (z) 
zn-։A2l(/) l + /f2,(f'՛)

/?о(/)=Ао(^-2£՜.

(13)
0 0

7П՜1 АГл ОаО 0Лц0 = 5И/) =

(/: = 1, 2,-• m- 1Ь
В общепринятых обозначениях (см. [2]) оператор -К имеет вид

к — "у1 (/1*  (0 wk'1՜ (^ wk ^‘՝
А—0

Q интегрирования на единичной окружности,где Ь—оператор сингулярного инте1р»ч __
all1—оператор карлеманозского сдви!а ?

3°. Основным результатом работы я։,л” -л
т п л ind К.Л ';)-S-0 ИТ е о р е м а. Пусть А-п (ч) Т и>

т —1
Д (О т К.ГЛ^ П

р-0

(15)
т— 1

-т£к21(ер/)^2(£^) П ^=1՛
4=1 ՝.՝.

Тогда задача (1) нстсрова и
ее индекс вычисляется по формуле

1. (16)

(17)
доказанную
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Замечание, В случае (/) =/= 0 (Щ — 1) формула (16) прини
мает следующий вид:

2 г. /. = т уаг аг£ Кц (/) -|-
т —1

Н-уагагг]^ —
(. р-0 Л։! (~р /)

, И = 1. (18)

В заключение выражаем признательность Г. С. Литвинчуку за пло
дотворные обсуждения.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 2. IX. 1986

ЛИТЕРАТУРА

1. А. Б. Нерсесян. Разрешимость некоторых уравнений и задачи сопряжения со сдви
гом. Республиканская научно-практическая конференция по методике препода
вания математики и механики в вузе .Тезисы докладов, Ереван, 1983, 40—42.

2. Г. С. Литвинчук. Краевые задачи и сингулярные интегральные уравнения со сдви
гом, «Наука», М., 1977.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А РМЯНСКОИ ССР

Մաթևմատիկա XXIII, № 1,1988 Ма.тематака

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517/547

А. О. КАРАПЕТЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ В 
ТРУБЧАТЫХ ОБЛАСТЯХ

1(а). Хорошо известна классическая теорема Пэли и Винера о па
раметрическом представлении класса Харди Н2 в полуплоскости [1, 2]. 
В дальнейшем в работах ряда авторов были даны обобщения этого ре
зультата, не требующие, однако, привлечения каких-либо существенно 
новых идей или конструкций. В то же время в работе М. М. Джрбашяна 

и А. Е. Аветисяна [3] и в монографии М. М. Джрбашяна [4] на ос
нове далеко продвинутой теории гармонического анализа в комплексной 
области—теории интегральных преобразований с ядрами Миттаг-Леф- 
флера, были получены существенно новые результаты типа теоремы 
Пэли-Винера.

В работе С. Г. Гиндикина [5] для многомерных областей Зигеля 
впервые была поставлена и решена задача получения параметрических 
интегральных представлений типа Пэли-Винера для классов квадратич
но интегрируемых по области голоморфных функций. В этой же работе 
на основе полученных интегральных представлений были построены вос
производящие ядра для голоморфных в областях Зигеля функций из 
пространства Ь2 без веса.

В дальнейшем исследования в этом направлении получили новое 
развитие в работах ряда авторов (см. [6, 7], [8]).

(6) Введем некоторые обозначения. При произвольном п ^>1 обоз՜ 
начим через С" и R" п-мерные координатные пространства, соответ
ственно, комплексных и действительных чисел. При этом R՞ естест
венным образом отождествляется с подпространством в С". Если 

,х = (г*)Г £ С", то положим

г == (г*)՞€ С", г=х + гу^С', (1)

где х-= (хл)" £ R", у = (у1։)1£Кп, х* = х* 4֊ ф* (1 < н). Если х =
-= (х*)? 6 R '> то </х = «/х1с/ха-• • «/хп будет обозначать элемент объема 
в R".

Далее пусть 0 < р ос, 0<^з<^4-°°, В—область а R”, в 
7в=(г = х-|- /^£СЯ, у В|—трубчатая область в С՞ с основанием 
В. Если 7 (у) > О» У (: о—произвольная непрерывная функция, то 

•обозначим через ( Тв}- пространство голоморфных в Тв. функций 
/, удовлетворяющих условию _• ч ;...
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М?.т(/)«“Л р/(х + Ч?)|₽Ас| -1(у)4у< + °3֊ 

в R՞

(2)-

В данной работе для пространств Н?։1(Тв) устанавливаются ин
тегральные представления типа Пэли—Винера. Основываясь на них и 
используя методы, развитые в [5], для конкретной трубчатой области 
строятся воспроизводящие ядра.

2(а). Всюду дальше через С будем обозначать положитель
ные (вообще говоря, различные) константы.

Хорошо известно [9], что для произвольной функции / из про-- 
странства 1? (R՞), 1 •< р <2, можно определить преобразование Фурье 

/. При этом верно следующее предложение [9].
Теорема 1. Пусть 1 ^р -С2, 2 -С Ч -С 1/р + 1/<7 = 1. 1°. Для 

каждой функции /(R՞) выполняется неравенство

С=С(п, р, д). (3).

2°. Если #2£/.₽^Л), то

(х)^2(х) Ух— | Я1(х)-5а (х) </х. (4)

R" R՞

(б) Для введенных выше пространств справедлив следующий 
аналог теоремы Пэли—Винера.

Теорема 2. Пусть В—область в R", 7 (^/)2>0, у^В — неп
рерывная функция и Кр<2, 0<^5<^оо. Тогда каждая функция՞ 
/^.Нз'-^Тв) допускает интегральное представление вида

«6 Т„ (5)
и՞) л 

R՞

где •> суть скалярное произведение в СЛ, а Е(1), f£Rл — из՜՜ 
меримая функция, удовлетворяющая условию

1°. Если р= 1, то '

8иР{ I/7 (*)г-7; (я- п} < с-хт (/) < + «, (б)

7И5-0^[т^)-е-<,''у>^. <6^- (7)-

в

2°. Если 1<р <2 (д = р/(р — 1), то

| (01’ • е“’<у՛{> г//)' 'Р՜^. 7 (у) Уу < С-М՞ т (/) < + со. (8)-

Б R«

Д о к а з а т е л ь с т в о. .Пусть7 ( 7в). Не ограничивая общ
ности можем предположить, что для любого П՝^ 0 и произвольного- 
компакта К с. В
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SUP IWV-|/y(x)|| ֊*■ О, при |х| —>+со, (9),

где /, (х) =f (х + iy), R". Зафиксируем произвольные точки 
yt, и соединим их кривой ш ('), [0; 1], целиком лежащей в=
В. Затем при фиксированном f£R՞ положим

Ъ (г) = ( 2 к)я;2՜ ' f W ‘е՜ *' dZ <10)'

и при R 0; + оо) рассмотрим многообразие в С":

2л=(г = х + ф€С'1: |х| у = <»(•։), [0; 1]}. (И)1

По теореме Стокса в силу голоморфности f в Тв и имеем

j4(*) = 0. (12).

a<2R

Устремляя в (12) R -> 4- оо и принимая во внимание (9), приходим к 
равенству

/у.(0 е<У՛'' > =fyt(l) e<yu *t(^R*)» (13>

которое влечет существование измеримой функции F{t), R՞ такой,, 
что

/,(0“^)-в-<лГ>. у^В. (14>

Применяя к (14) теорему 1 (1°), мы получим (6) и (8). Наконец, (5} 
следует из (14) и (6), (8).

3 (а). Для произвольного rx = (z*)i6C՞ положим z'= (г>)2£С՞-1» 
так что z = (z։, г'). Если г, ш£Сп, то естественно положить <^х',. 

» ___________ __
w'> = £ X* • Wk, |z'| =]/<։', Z՛ >. 

к-2
При произвольном п 1 будем, рассматривать область

Gn = (у=(у։, у') t R՞, 9l > lyT) (15>

и соответствующую ей трубчатую область

2п= Ton = [z = x+ iy^C", y£Gn}. (1б>

Всюду дальше предполагается, что ч>(т), (0; + оо) — положи
тельная непрерывная функция, обладающая следующими свойствами: 

lim т“Мпф(т) = 0, 
t-» + ~

(17)֊
(0; R) при любом Я £ (0; + ос).

Далее будем полагать

7 (у) = ? (У1— 1у'|а). У = (Ух, У՛) € GH (1&>

и кратко записывать это соотношение так: f -* «р.
Наконец, в полном соответствии с (7) введем обозначение
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1оя(0 — | 7(у)-ехр {— <У՛ * » </У> '

(б) Введем следующее обозначение:

(19)

Фо„ (г, ш
ехр |1(г|— то^ 6 + * то', Г» 

----------------------  ацос ,

0 к"֊’

г. » € ал.

Кроме того, для любых г £ 2П и V £ Сп положим

о, л<о, гея՞-1
(*|. 0 = я/2 ехр {/<Х| + <Р|) *:+?՛< г'+ гс', 

(2 к) Тоя(2«„ 2<') ’

6>0, Г^Я՞՜1.

(20)

(21)

’Так как I-։ <р, то в силу соотношений (17) верна
. Лемма 1. 1°. Интеграл (20) абсолютно сходится при любых 

г, то £ 0я. . .

2°. Ядро ш) голоморфно по и антиголоморфно пб 

то £ 2Я.

3°. При любых х^2я и у^.Сп‘ Кг,9(^^Ьр (R՞), 0 < р оо, при
чем

Кг, V (и) —- Фо„ (х, и + й>). В £ R՞. (22)

(в) Справедлив следующий основной результат.
Теорема 3. Пусть <р("), "€ (0; + <х) — произвольная положи

тельная непрерывная функция, обладающая свойствами (17), 7֊։ ®, 
1<р-С2 и положительное число з удовлетворяет одному из сле- 

. дующих условий:
(а) 1/р < з < 2/р,
(б) 1/р-С 5 < 1/(д — 1), но при этом

<р (2■:)< С-<Р(т), т£ (0; + со). (23)

Тогда каждая функция допускает интегральное пред
оставление

Г/(то)Фоя(х, то)-7(г>) баба, г^2п (24)
(Х1Г) б 

е~я

(ш =а + 2,).
Доказательство. Соотношения (17) и теорема 2 (при В=С„ с 

■сЯ“) влекут существование измеримой на Я” функции Е, Е(^,Т)=0



Интегральные представления 95'

при /։<0, ', удовлетворяющей (6) прир = 1 и (8) при 1<р<2,.
и такой, что

' ■ /Ю-тАг- ( ( л,Л-. (25),
**) </ *•՛ 

. у К*-1

г = (*1» *') £2«.
При этом для почти всех у = (у1, у')^С„ справедлива формула

(/(Л, О-в"У1'1"<у’'<'>. <1>0, «ЧК'1՜՜1.

Зафиксируем произвольное г £ 2Я и обозначим через I (г) интег
рал (24), абсолютно сходящийся в силу исходных предложений отно
сительно функции '-р и параметров ри։. Нам необходимо установить- 
равенство 7(г)=/(х). Комбинируя лемму 1 (3°), теорему 1 (2°), (26) 
и (25), приходим к следующей цепочке равенств:

= I Г/*(“)-фоя(г- “ + ։«)ЛЛ= 
(2 к) .’ J

°п R՞

= ’ [ 7 (У) Р* (<) ’ К1‘ ’ <0 ~ Р<2 ֊
ОЯ R՞

О я*-։ • оп

-^Г 'И

О ял-1

Таким образом, теорема доказана.
В заключение выражаю благодарность академику АН Армянской 

ССР М. М. Джрбашяну за постановку задач и руководство.
Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 16.1.1988
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ФЛАГ-ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И МЕРЫ КРИВИЗНЫ 
ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ

В работе Р. В. Амбарцумяна [1] было указано на существование 
т. н. 5։п2-представлений функций ширины выпуклых тел в R’. Пусть 
Н (£)—ширина некоторого выпуклого тела К в направлении £ £ 5а. Суще
ствует представление

//(£) = у з1п51 (?, 2, ф) т (</2, </Ф) • (1)

5։х5‘

Здесь 5( —единичная сфера в R1, /=1, 2, 2£5а, Ф£5', т — неко
торая мера на произве дении 5аХ-$'- Угол а определяется с помощью 
следующего геометрического построения. Каждой (2, Ф)£5’х£| со
ответствует проходящая через О плоскость е (2, Ф): последняя со
держит 2 и повернута вокруг й на угол Ф. Через е֊ обозначим пло- 
вскость, нормальную к 5^5а. По определению а (с, 2, Ф) — угол меж
ду й и следом е-_ на е (2, Ф). Если К—выпуклый многогранник, то 

(1) можно полагать

т (</2, </Ф) = (2 к)՜* X \Ц 82/ (</2) X 1а։ (</Ф) тк. (2)

Здесь 1{ — ребра К, 2,£5а— направление 7/։ А1 — внешний двугран
ный угол 7/։ сумма берется по всем ребрам. Эта мера называется 
„стандартной мерой". Меры в (1) рассмотрим в дуальных относитель
но (2, Ф) координатах (ш, <р)£5аХЗ’, где и>— нормаль е (й, Ф), 
Ч—направление 2 на е(2, Ф). Пусть т представляет собой слабый 
предел стандартных мер многогранников, сходящихся (по Хаусдорфу) 
к гладкому выпуклому телу К. В таком случае при подстановке т в 
(1) получаем функцию ширины тела К. В настоящей работе доказано, 
что мера т()==тп (■, £’) (проекция тп по <р) совпадает с мерой кри
визны тела К. Аналогичное утверждение доказано в случае т. н. сто
хастической аппроксимации гладкого выпуклого тела. Отметим, что 
данное тело К может допускать представление (1) с различными ме
рами т.

1 .° Сначала напомним определение меры кривизны данного выпукло
го тела К с. R3 (см. [2]). Обозначим через

А (АГ, <2) = {х^/г\ р(К, х)е<2, |х-/»(*, ж)|<«)»

7-879 I
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где QczR3— борелевское множество, в>0, р(К, х) — проекция х на 
К. Тогда имеет место

з 
И (Л. (К, Q)) = £ в’-/ 7з_, Ф, (К, Q), 

J-0
где V — мера Лебега в R3, qj — у-мерный объем единичного шара в 
,R։. Согласно [2] счетно-аддитивная функция относительно Q, Ф /(/С, Q), 

= 0, 3 называется мерой кривизны тела К. Мера кривизны имеет 
следующие свойства [2].

а) .Ф;(АС, Q), у =0, 1,2 сконцентрирована на ОК. Следовательно 
для гладких К определена мера Фу (АС, Г (■)), / = 0,1,2 на 5։, где 
Г՜’—отображение, обратное к сферическому отображению дК на S3.

б) Если lim Кп = К (предел по Хаусдорфу), где Кп и К -— вы- 
п—<֊

пуклые тела, то Фj (Кп, -)=>Ф, (К, •) (слабая сходимость мер).
в) Если К— выпуклый многогранник, то

Ф, {К, Q) = (2 я)՜1 X \h П Q||а<I, (3)
/։сл՜

где 1, — ребра К, |aj — величина внешнего двугранного угла ребра lL 
Теорема 1. Пусть lim Кп — К (по Хаусдорфу), где К„-вы-

пуклые многогранники, К—гладкое выпуклое тело. Если тКп(см 
(2)) слабо сходится к мере т(тк^=> т), то

т,(В)=^ (К, Г՜1 В))). (4)

где BcS3—борелевское множество, т?(В) = т(В, 5') — проекция т- 
по ф.

Сначала докажем одну лемму. Пусть D — единичный шар с цент - 
ром О в R3, К — D = {z£R3: z + Dc.K} — внутреннее параллельное 
множество тела К.

Лемма 1. Пусть К — гладкое выпуклое тело и (внут
ренность К). Тогда для любого 2^>0 существует е^>0 такое, что 
для любой (АН-е/))\(.<—zD) и для любой, проходящей через I’
и не пересекающей К— eD плоскости е, имеет место

</0(п(е), л(х))<8, (5)

где х= [Р0Р) П (?АГ([Р0Р) — луч, исходящий из Ро), п (е) — нормаль к е, 

п(х)— нормаль к дК в точке х, dn — расстояние между соответ
ствующими точками на S3.

Доказательство. Допустим противное, т. е. существует

S0^>0 и последовательность (Pm, п (ет)), где Pmt-em Рт £ (К + г—
\ т /

(1\ / 1 \ .К-------D ) и ет П ( К-------- D), для которой dQ(n(em), n(xm))j> %.
т / \ т /

Здесь хт=[Р0, Рт)ПдАГ. Так как соответствующие пространства ком-



Флаг-предстаэления и меры кривизны дд,
_ = ———=== 

пактны, то из(Рт, п (ет)) можно выбрать сходящуюся подпоследователь

ность. Ясно, что пределом этой последовательности будет (Р, п (е))։. 

где 1’^дК, а п (е) — нормаль дК в точке Р. </„ непрерывна, следова

тельно 0 = </0(п(е), п(е))>5„>0. Полученное противоречие доказы
вает лемму 1.

Доказательство теоремы 1. Утверждение (4) равносильно 
тому, что для всех непрерывных и ограниченных функций / (со) на R1 
имеет место

| / (ш) т. (^>) = С / (ш) чг, (К, Г՜1 (<&)). (6)֊

Из тк^=>т следует, что

('71*Л=>т?- <7>
Из (2) получаем, что тКп в координатах (со, ф) имеет вид

тКп= (2 к)՜' £ \111 На/ (<*») X г֊ (</?).
п 111-К ..

Здесь а,—дуга соответствующей нормалям опорных плоскостей Кп, про
ходящих через его ребра Ц, — мера на 5’, концентрированная
на а1 и распределена равномерно на ней. Сумма берется по всем реб
рам многогранника Кп. Следовательно

ММ*’)- <8>
По (7), (8) и по теореме о среднем имеем

|/(ш) тпт (н'ш) = 11т (2 к)՜1 С/(ш) £ р«£ (</ш) =

р
= Ит(2я)֊։ У |/Л«ЯК). (9>

Ч&п

где 1^1 — величина дуги ар — нормаль некоторой опорной плоскости 
Кп, проходящей через 1Г

Пусть 1\сК — некоторый шар с центром Р(1£А՜. Определим не
прерывную и ограниченную функцию Е в R3 следующим образом.

1. Если Р^дК. то Г(Р)=/(Г(Р)).
2. Если Р £ 7?3\Б0, то Е (Р) = /г([Р0Р) П<?АГ), т’)_ луч, выходя-

Е1ГИЙ из Ро).
3. Внутри Во Е определим произвольно с сохранением непрерывности. 

Согласно свойствам меры кривизны, по теореме о среднем имеем

'|7(<'0 Г՜1 (</ш)) = р (Р)(К, •) = р(Р)(К, .) =

& дК R՝
(10)
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= Пт (V (I’) </Ч'։ (Кп, •) = 1*т ($Т:) И|115/0\)»
П--3 '^л

Я1
где Р— некоторая точка на ребре 1։ многогранника Кп-

Рассмотрим разность

кг«)՜1 2 |№1/(“’Ь-(2՞)՜1 X |л11а^(1,Р1<
1^кп '&Кп

<(2к)-։ 2 ИЖ1I/«)-Г(р;>| (И)
П&п

(£„)—равномерно ограничена, следовательно X. И։| 1а/| < С.
ЦЫСп

По определению /(Р/)=/(п ([Р0Р<) П дК, где п ([Р„Р/) П дК)—нор
маль к дК в точке [1’()1’у) Л дК.

Из равномерной непрерывности / заключаем, что для данного 
р>0 существует о^>0 такое, что |/(“*)— ^(Р/Жр։ если

</„ (ш/, л([РоР|) П^К)) <3. (12)
По лемме 1 существует е^>0 такое, что

4>(“ь л([Р0Р’)Л^)<3. если Р}е (К+Ф)\{К-гО) (13)

и (Р/, <“/) удовлетворяет условию леммы 1.
Из 1ЬпКЛ-=£ следует, что существует А'2> 0 такое, что при 

.п>Л'
К— ъОс.Кпс.К+зО, (14)

Следовательно, по (12), (13), (14) для любого р>0 существует Ы та
кое, что при п>^

(2 £ ,М ИI/ («О - /•՝(1’1)1 < (2 к)՜1 рС. (15)
1№<п

Окончательно из (9) (10), (11), (15) получаем (6), что и доказывает 
теорему 1.

2.° Стохастическая аппроксимация. Пусть Л՜—выпук
лое тело, и Мд—последовательность случайных выпуклых многогранни
ков (п. с. в. м.)

Определение, (п. с. в. м.) Мп стохастически аппроксимирует 
тело К, если

11т ЕсЦМп, К) = О, п — «•
где Ь метрика Хаусдорфа, Е—математическое ожидание.

Теорема 2. Пусть К — гладкое выпуклое тело и (п. с. в. л։.) Мп 
стохацтически аппроксимирует К. ЕслиЕт,, => т, то

тт

тЛВ) = У1(^, Г-’(5)),
где Е математическое ожидание, ВсЗ1—борелевское множество՝ 
тг — проекция т по у.
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В [3] была рассмотрена стохастическая аппроксимация гладкого вы
пуклого тела К с помощью (п. с. в. м.), натянутых на независимо бро
шенные на дК точки. В [3] было установлено, что при такой аппрокси
мации

к, (ш) к2 (ш) , , о г / \где т имеет плотность \ ~ Здесь к/ (ш)—главные нор-
к1 (и), <р) .

мальные кривизны дК в точке с нормалью «>, к (ш, <р) — нормальная 
кривизна в направлении о в той же точке. Отсюда ввиду теоремы 2' 
получаем

Т, (К, Г՜1 (</«)) = (—— + 1 е/ш.

Автор выражает глубокую благодарность Р. В. Амбарцумяну за 
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