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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տաոերր, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշւԼում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

0. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգայի փոփո­
խությունները (օրիգինաքի նկատմամբ) չեն թու յլատրվոսհ

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Տ. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրագրությունր իրավունք է վերապահում չգբա ղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված Հ տվյալ աշխատանքը։

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող,, 24 բ։ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ Н А У к А Р М Я Н С КОИ ССР

ՀրաքԼմ՚ւսսփկա XXII, Ла 5. 1987 Математпка

УДК 517.98

В. В. ВЭСКАНЯН

ОБ ОДНОЙ КОНСТАНТЕ, СВЯЗАННОЙ С ПАРОЙ 
КОНЕЧНОМЕРНЫХ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

1. Введение

Пусть X и Y—банаховы пространства. Для каждой такой пары 
пространств определим число v (X, Y) следующим образом.

Рассмотрим векторное пространство К линейных конечномерных 
опера торов из дуального к X пространства X' в Y, действующих 
по формуле

и:х' — S x'€X'(xi ^Х, У), (*)
4

и на нем —конечно-ядерную |jn|t и обычную операторную 1ий. нормы.
Напомним, что конечно-ядерная норма оператора и £ К опреде­

ляется следующим образом:
Мл = inf V Щ (у,?, (1)

I

где нижняя грань берется по всевозможным конечным представлениям 
вида (*) оператора и.

Положим по определению
v(X, Г)- Inf feL. (2)

«ел\{о; 5ц11л
Сравнительно недавно была решена следующая известная проб­

лема Гротендика [1, § 4, п. 5]: Для всяких ли двух бесконечномер­
ных пространств X и У справедливо равенство v (X, У) = ? Ж. Пизье 
в [2] привел пример такого бесконечномерного пространства X, для 
которого v (X, Х}=^=0. В связи с этим представляется интересной 
характеризация константы v (X, У) для пары конечномерных прост­
ранств X и У. В этом случае К есть пространство L (X', У) всех ли­
нейных операторов Х-г У.

В настоящей работе обсуждается задача нахождения константы 
v (X, У) и экстремального в (2) элемента и для пары полиэдральных 
конечномерных пространств X и У. Техника крайних точек позволяет 
в теоремах 1—5 свести вычисления норм к конечномерным задачам, 
связанным с матрицами.

2. Основные определения

Всюду в дальнейшем X и У будут обозначать вещественные нор­
мированные конечномерные пространства. В этом случае векторное
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пространство K—L(X', Y) может быть отождествлено с алгебраи­
ческим тензорным произведением: K=X(£)Y. Напомним, что X® Y 
есть векторное пространство всевозможных конечных формальных сумм 
вида V x։®jp xt£X, yt£Y, с соответствующей факторизацией, а 

i
оператор, соотносящийся элементу и = действует по фор­

муле и: х'-* S х' (х/) yt, х' £ X'.

Таким образом, на языке тензорных произведений конечно-ядер­
ная норма, называемая проективной нормой, элемента и^К опреде­
лится по формуле (1), где нижняя грань берется по всевозможным՛ 
представлениям u = Sx/®y/ элемента и.

Имеется и другое равносильное определение (см. [3]) проектив­
ной нормы элемента и х^у^К-.

М =suP is;rx,(yz)i, (.!♦)
А. /

где верхняя грань берется по всевозможным линейным операторам 
Т‘.Х-*У с нормой |Т|С1.

Обычная операторная, или инъективная норма элемента и£ К 
запишется в виде

= sup Е х' (х, ) у' (у,)|, (3);

где верхняя грань берется по всевозможным функционалам х' £ S (X') 
и у' ^_S(Y') (S(jV') и 5(У')—соответственно единичные'шары в дуаль­
ных к. X и У пространствах X' и Y'). *

Напомним, что конечномерное нормированное пространство на­
зывается полиэдральным, если его единичный шар 5(ЛГ) = {х :|х|<$1} 
есть многогранник, т. е. является выпуклой оболочкой конечного чис­
ла точек.

3. Некоторые свойства тензорных произведений 
конечномерных полиэдральных пространств, связанные 

с вычислением норм

Пусть X и Y—полиэдральные пространства, dim Х=п, dim Y=m.. 
Обозначим множества крайних точек (вершин) единичных шаров этих 
пространств через ext S (X) ={± е1(- • ■, ± ег) и ext S( У)'= {±£1։• • •,. 
•••, ± ks}, соответственно.

Теорема 1 (о наилучшем представлении). Пусть и — 
некоторый элемент тензорного произведения X ® У. Тогда. существует 
его'представление вида

“= S £ kh (4)>
1=1 /-1

причем наи лучшее в смысле (1), т. е. такое, что

Н = Е Sl^lleJ l*,l=S - (5>
i-1 У-1 1-1 J—1
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Действительно, согласно определению (1), существует некоторая 
последовательность представлений

и= иР = £ хР($дР (6)
1

такая, что

Мл = Вт М М- (7)

Имеем
К֊■ = §7(р> ^е>+ £։аг(р> 7(-е<) (8)

И 
ттР т

- Е ₽* (Р, ’) к, т £ ₽,֊ (р. *,), (9)

где все коэффициенты а/ (р, о.~{р, (р, х), Р~(р, х) неотрица­
тельны и

£ (7 (р. <) + «7 (р> ’)) = I = 2 (₽; <р, *) + ₽7 (р> *))• (10)
1-1 7—1

Из соотношений (6), (8), (9) и (10) следует, что 

и = ир = £ £ (11)
1—1

где

сн = £ 17 (р» г) ~ “7 (р> Т)1 [’7 (р> 7 — ₽7 (р> 'И ИИ- (12)

Отсюда, учитывая (10), получаем

2 £171 <у МИ- (13)
'-1I֊1 т-1

Следовательно, для любых ։ и у, ввиду (7), последовательность 
(сп)^-1 ограничена и содержит сходящуюся подпоследовательность. 
Не меняя обозначений можно считать, что сри —* с1։ при р -*• оо. Обоз- 

Г Л
начим и0== У У с։.; е։(£)к,. Из (И) следует, что у х' ^_Х՛ и0(х') = 

1-—1 у=1
Г '9

= Пт ир (х') = м(х')> и значит, и = и0 = у у с^е^к). Но тогда по 
I --1 у“1 г в

определению (1) Ци|1л ■< у у |с(;|. Противоположное неравенство выте- 
*«=1 ;■=•!

кает из соотношений (13) и (7), ч. т. д.
Изучим линейную зависимость между крайними точками шара 

5(Х). Так как их число есть 2г, где г՝^-п=Л\тХ, то существуют 
числа а<; £ R, г = 1, • • •, г — п; } = 1, —, г, такие, что

‘ Я11 ех + ’ ՛' + в>г «г = 0
.................. ...  ......... . (М) 

»г-л. 1 ех 4֊ - • • + &г-л, гег = 0
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:и ранг матрицы зависимости А = максимален.
Утверждение 1. Система, зависимости (14) полностью, т. е. 

с точностью до (линейной) изометрии, описывает пространство 
X (предполагается всегда, что г^А=г — п).

Действительно, если '1. = / X, где } есть изометрия некоторого 
нормированного пространства 2 и пространства X, то крайними точ­
ками единичного шара 5(2) пространства 7 будут точки ± г/—■ /?/, 
т. к. каждая изометрия переводит крайние точки единичного шара 
в крайние точки единичного шара образа. Применив оператор / к 
обеим частям равенств (1.4), получим, что и векторы г; удовлетворя­
ют уравнениям (14).

Обратно, пусть 2— нормированное пространство размерности п 
такое, что крайние точки ± X/,' г = 1,- • •, г, его единичного шара 
5(7) удовлетворяют уравнениям (14). Пусть максимальный не равный 
нулю минор матрицы А есть Г—"• Определим линейный опера­
тор / : Х'-+ 2 равенствами /е( = г,, г = г— п-}-1,—, г. Применив опе­
ратор ] к обеим частям равенств (14), получим

«и /₽! +' • • + 7 е,-я + а1. г-я+: хг-п+1 + *••+• ’и ^ = °

аг֊п. 1 -Г • • • + <гг_п Г_а /ег_„ - а,_я г_Ят1 г,. я+1 т • • • + *л_„. г = О- 
Так как векторы г/, г=1,- ■ ■, г удовлетворяют соотношении (14) и 
указанный минор не равен нулю, то ]е1 = г1 и для г =!,•••, г — п. 
Поэтому /—изометрия, ч. т. д.

4. Вычисление проективной и инъективной норм элемента, 
использующее его матричное представление

Пусть X— пространство, описанное в предыдущем пункте, с сис­
темой зависимости (14), Л = {։։,}. И пусть У—некоторое лтмерное 
полиэдральное пространство такое, что вершины [ + шара5(У) 
удовлетворяют уравнениям зависимости

Ри &1Н— • + Р141с, = 0
(14')

с матрицей зависимости /?={?(>}•
Выясним, как с помощью соотношений (14) и (14') можно вычис­

лять Л-и ՝. И-нормы произвольного элемента.
По теореме 1 для всякого и £ Л0 У существует его наилучшее 

представление
и = 1.С1/е,®к}, (15)

где
= • (16)

« ?
Разумеется, не всякое представление через крайние точки вида 

(15) является наилучшим. Выясним, при каких же коэффициентах с/у 
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для элемента (15) верно равенство (16). Для этого используем экви­
валентное определение (1*) нормы |и0л:

Ыл = ьиР 12 сц Т е1 СМ- (17)171=1 I.) ‘
Из соображений конечномерности следует, что существует такой 

линейный оператор То : X —* У', что
и МА = 2соГ0е((ЛД (18)

Таким образом, если представление (15) наилучшее, то из (15), 
(16), (18) следует, что

То е1(1ч) = я^пс1р если с/у=#= 0, (19)

и I То е1 (А/)| < 1 для всех /, /: 1-< г < г, 1 -Су < д. (20) 

С другой стороны, если То—произвольный оператор из X в У', 
удовлетворяющий (20), а числа таковы, что выполнено (19), то 
во-первых, легко понять, что |Тд| —1, и во-вторых,

Мл = Бир |2 со Т е, (Л/)| < 2 |с. .| = 2 с,, Тое( (£;) < Мл-В71<1 I, / 77/ /

Поэтому коэффициенты с/у дают наилучшее представление эле­
мента и и То—оператор, дающий верхнюю грань в (17).
Итак, всевозможные наборы {с^}, задающие наилучшие представления 
соответствующих элементов, можно описать следующим образом.

Рассматриваются всевозможные операторы Т-.Х—► У, || ГЦ = 1, и 
по каждому из них строятся матрицы {с^] следующим образом: 
с;у=О, если |Те։. (£/)К 1« если же I Т’е, (£,)| = 1, то $%пс^= Те^к/), 
а модули |с,у| произвольны.
Пусть теперь Т1Х-* У', ||7’||= 1 —некоторый оператор. Обозначим

Чч=Те1{к)). (21)

Применив оператор Т к обеим частям равенств (14), а затем 
применив՛ полученные функционалы к каждому вектору к), получим

23л/'Р,/ = 0, /=•!, •••,$; к = 1,- • ■» г — п, (22)
1—1

или в матричной форме: ДФ = 0, где Ф=|?,,|1
Аналогично, применив функционалы Те, к обеим частям равенств 

(14'), будем иметь в. силу (21)

Е г = 1,---, г; р = 1,-.., б —л», (23)
/-1

или в матричной форме ФВ* = 0, где В*—матрица, транспонирован­
ная к В.

Заметим еще, что условие ||Т|= 1 влечет в силу (21) соотношения

V'՜. V/ 1^.1 < 1 « 3 4. /о.: I?,.. л| = 1. (24)
или (Ф|в = 1, рассматривая Ф как элемент гд-мерного пространства.
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Пусть теперь у2։—произвольная матрица, удовлетворяю­
щая соотношениям (22)—(24). Покажем, что существует такой опера­
тор Т:Х-+ У', |Т)=1, что выполнены равенства (21). Действительно, 
допустим, для определенности, что у матриц |а4Х| и {?ру} не равны 
нулю, соответственно, миноры |а1.,К՜? г.՜? и 13 Д'՜" Тогда соотно- 
шения (21), выписанные для индексов ։ = г— л+!,•••, г и у=з— т-Ь 
+1»-5» уже однозначно определят некоторый оператор Т: X—■■ У'. 
Применим этот оператор к обеим частям равенств (14) и далее, полу­
ченное—к элементам к,. Из полученных систем числа
Т’вДЛу), ։՛=!»•••» г — и; у = з— т 4֊ !,•••, 5, однозначно выразятся 
через Т е1(к/) = ^и, I = г — п 1,- ■ ■, г; } = в— лт-)-1,-*-, з. В силу 
(22) Те1 (,/су.) = <р/у для индексов ։ = !,•••, г; у = з— т 4֊ 1,- • •, з. При­
менив, далее, функционалы Те1 к оберм частям равенств (14'), в си­
лу аналогичных соображений получим равенства (21) д<я всех остав­
шихся индексов.

Введем для краткости записи следующие обозначения для матриц. 

Если С=(с0|, то |С| = {|с,7||, ||С|г = £|с(/|.

Если матрица Ф={<р^|—тех же размерностей, что и С, то С X Ф = 
= [сц —матрица поэлементного произведения.

Суммируя все сказанное, мы приходим к следующему утвержде­
нию.

Теорема 2. Пусть А и В—матрицы зависимости прост­
ранств X и У, соответственно. Тогда для каждого элемента 
и^Х^У существуют матрицы Ф = {о(у| и С = (сХу|, ։ = 1,- 
у = з, удовлетворяющие условиям

ДФ = 0, ФВ* = 0, |Фк=1, СхФ = |С|, . (25)
так что и = ^Сц е.(£)ку и (м|д =|С|1.

Обратно, если Ф и С—произвольные матрицы, удовлетворяю­
щие условиям (25), то для элемента и = Ус{/ е1(£) к) верно равен­

ство МлМРк«
Перейдем теперь к рассмотрению И-нормы.
Теорема 3. Пусть и^Ус^е^к] £ Х@У. Тогда

= тах|У с,.I / ' х' (ех) у‘ (к/)\, где верхняя грань взята по всем
Му = 
функ-

ционалам х ^ех! 5(Х) и у' £ех! 5(Ул). 
Действительно, функция

8 (*'» у') = 1£ с ; X (е։) у՛ (к)} [>

определенная на компакте 5 {X՛} X 5 (У') выпукла по каждой пере­
менной х՛ и у'. Поэтому верхняя грань по каждой из них достигает­
ся на множестве крайних точек, откуда
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H,. = sup g(x', y')-= max max g(x’, y՛) ֊-=
՝ x espri. y'fsp") r’es(X') y'cw")

max max g (д', у") == max
։'6t։l 5 (Л”) y’6t։t 50"I x’Eext S(X'), y’Cext 5 (У)

у'), ч. т. д.

Из геометрических соображений очевидно следующее
Утверждение 2. Пространство X՛, сопряженное к X, так­

же полиэдрально. Вершинами единичного шара Ь(Х') являются 
функционалы, определяемые п — 1-мерными гранями многогранника 
£(Х), т. е. такие функционалы е', чьи гиперплоскости уровня 1, 
т. е. множества |х £ X՝. е' (х) = 1} проходят через п — 1-мерные 
грани шара В(Х).

Так как всякая п — 1-мерная грань содержит, как минимум, п 
вершин шара 5(Х), то каждая крайняя точка е' £ех13(Х') характе­
ризуется условием:

е^_Х', |е'(е/)|<1, г

и (26) 

для некоторых отличных друг от друга индексов /ц---, гя.
Возьмем теперь некоторый функционал е'^ех15(^') и приме­

ним его к обеим частям равенств (14). Обозначив вектор

е'(е,))= (г/х,---, </,) = </, 

получим условие Аб = 0. Легко понять, используя (26), что имеет 
место следующее

Утверждение 3. Для того, чтобы вектор б=(б1,- • бг) 
порождался некоторой, крайней, точкой е'£ех! 5(Х') по формуле 
е'(е/) = с/г, /=!,•••, г, необходимо и достаточно, чтобы Аб*=0։ 
Мя = 1 и, как минимум, п координат вектора б были равны по 
модулю 1.

Аналогичные рассуждения для пространства У вместе с теоре­
мой 3 приводят нас к следующему факту.

Теорема 4. Пусть и = ^с^ е^ку—некоторый элемент из 

Х0 У. Тогда [и|]у = тах|2 бг Ау|, где верхняя грань берется по 

всевозможным векторам б = (б1,--՛, бг) и А = (Л1։•••, Л5), удовлет­
воряющим условиям Аб = Ъ, ВК — О, И»=։Я> = 1 и самое меньшее 
п координат убит координат у Л равны по модулю 1.

Таким образом, для нахождения константы

v (X, У) = inf [|н]у/Ыд; и € Г)\{0) ]

можно использовать теоремы 2 и 4, и ввиду однородности ее форму­
лы по и, получается

Теорема 5. Справедливо равенство

v(X, У) = inf max IS cfi d. Ay|, C d,h I, j 1 (27)
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где верхняя грань берется по векторам, указанным в теореме 4, 
а нижняя грань—по матрицам С, JC'll = 1, для которых найдет­
ся матрица Ф со свойствами (25).

Отметим, что с помощью теорем 1 и 5, например, для случая, 
когда X — /"(п-мерный аналог вещественного пространства lx,a)Y—l.(m 
-мерный аналог вещественного пространства /„). нетрудно получить

С! ,П 1 I^O^V
ледствие. v Աւ, /»)=--------------------= «—- »

min (n, т) л
mln (n, mJ —

где элемент 0 /Т имеет вид и0— У bifë) b i, где через bt
/—i z

и bi обозначены i-ые элементы канонического базиса, соответствен­
но, в n-и т-мерном арифметическом пространстве.

В заключение укажем, что формула (27) может быть использована 
и для оценки константы v (X, У) при произвольном выборе веществен­
ных нормированных пространств X и Y заданной конечной размерно­
сти, что следует из возможности аппроксимации их единичных ша­
ров выпуклыми многогранниками.
Ереванский государственный
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Վ. Վ. ՈՍԿԱՆՅԱՆ. Վերջավոր չափանի բանւսիւյան տարածությունների զույգի հետ կապված մի 
հաստատունի մասին (ամփոփում)

X և Y բանախյան տարածությունների ամեն մի զույգի հետ բնական կերպով կապված է 
v(X, K)=inf (|Ju8v/Rn^ ) հաստատունը, որտեղ ստորին եզրը վերցվում է ըստ X'® Y տենզո֊ 
րական արտադրյալի բոլոր ոչ զրոյական էլեմենտների, իսկ I ս|Լ. և [|цСл նշանակում են հա­
մապատասխանաբար էլեմենտի ինյեկտիվ և պրոյեկտիվ նորմերը,

Հողվածում հետազոտվում է V (X, YJ հաստատունը X ն Y իրական վերշավոր չափանի 
նորմավորված պոլիեղրալ տարածությունների զույգի համար, Ծայրային կետերի տեխնիկան 
թույլ է տալիս նորմերի հաշվումը բերել մատրիցների հետ կապված ակներև էքստրեմալ խնդիր- 
ք-րի,

V. V. VOSKANIAN. On a confiant associated with pair of finite dimensional Banach 
spaces (summary)

With every pair of Banach spaces X and Y we associated a constant v (X, K) = 
=inf (Univ |lu՝A ) where the infimum is taken over all non-zero elements of the tensor 
product X® Y, |u]v and ||пл denote correspondingly the injective and projective nor* 
ms of the element a.

In the article the constant v (X, Y) is studied for the pair of real finite di­
mensional normed polyhedral spaces X and Y. Extremal points technique permits to 
reduce the calculation of the norms to extremal problems associated with matrices.
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Р. Г. АРАМЯН

О СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ

В работе Р. В. Амбарцумяна [1] было указано на существование 
т. н. з։п։-представлений функций ширины выпуклых тел в Л’ и была 
поставлена задача их систематического изучения.

Пусть Н (?)—ширина некоторого выпуклого тела в направлении 
5 £ 5՜2. Существует представление

//(£)= J sin2 а($, 2, Ф) т(</2, е/Ф). (1)

Здесь S1— единичная сфера в R1՜", i~l, 3, 2 £ 5s, Ф(;51, т есть 
некоторая мера на произведении S3 X S1. Угол а определяется с по­
мощью следующего геометрического построения. Каждой £(2, Ф) £ 
CS’XS1 соответствует проходящая через 0 плоскость е(2, Ф): пос­
ледняя содержит 2 и повернута вокруг неё на угол Ф. Через е- 
обозначим плоскость, нормальную к пространственному направлению 
5. По определению а (с, 2, Ф) есть угол между 2 и следом е- на 
е(2, Ф). В [1] было указано некоторое „стандартное“ зт2-представ- 
ление для многогранников и отсюда было выведено существование 
(1) для произвольных выпуклых тел в R3. В [2] было получено одно кон­
кретное 5т2-представление для гладких выпуклых телл. Однако представле­
ние (1) не единственно (для данного Н существует много мер т). В нас­
тоящей работе находится вид меры т, которая получается при неко­
торой стохастической аппроксимации выпуклого тела К. Стохастичес­
кая аппроксимация, которую мы рассматриваем, состоит в следующем. 
На тело К независимо друг от друга бросаются п точек с одним и 
тем же распределением Р. Для случайного выпуклого многогранника, 
натянутого на эти точки, выписывается „стандартное“ зт’-представ- 
ление, предложенное в [1]. Это представление усредняется относитель­
но последовательности бросаемых точек и рассматривается поведение 
усредненного] представления при п -> <». В настоящей статье пока­
зано, что в пределе получаем sin2—представление функции ширины те­
ла К, и что это представление не зависит от Р при выборе Р в не­
котором широком классе. Найдена плотность меры т в предельном 
представлении в терминах нормальных кривизн поверхности К.

I. Случай равномерного распределения по площади. 
Рассмотрим компактное выпуклое тело К (с непустой внутренностью) 
в R3, имеющее дважды непрерывно дифференцируемую границу дК. 
Предположим, что во всех точках дК гауссова кривизна кг ка поло­
жительна. Тогда сферическое отображение поверхности dK на еди-
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личную сферу 5’ (которое сопоставляет каждой точке Р*£дК ко­
нец отложенного от 0 единичного вектора внешней нормали к каса­
тельной плоскости в точке Р*) является гомеоморфизмом. На 3։ не­
зависимо друг от друга бросим п течек Ру.,-’-, Ра с одним и тем же 
распределением =/(ш) «А», г = 1, 2, •••,л где /(<“)—плотность 
распределения, непрерывная функция и /(ш) > 0, с/ш—элемент лебего­
вой меры на З2.

Точкам Р1։---, Рп по отображению, обратному к сферическому 
отображению, соответствуют точки Р1, - - -, Рп на дК. Согласно [1] 
функция ширины Нри. ..рЛ(?) случайного многогранника с вершинами 

(/’(,•••, Р,,) представима в виде

■••.РЯ(6)=(2К) | з5п։а($, 2/л ф) 1՝ч с/Ф. (2)

Здесь «, 21у£ 3®, Ф£3\ 1ч = 1Рь Р‘/\, 2/у—направление Р* Р’., Ац — 

внешний двугранный угол ребра Ру Р/, В—множество всех пар (։, у)> 
которым соответствуют ребра. После усреднения по последователь­
ности (Р։,•••, Рп) и из соображений симметрии получаем

У НР1...РП (?) <1РГ- • • <1РП = (2к)-: С\ у X 

(5*)'* ($-)Л

х[ У /в(1, 2)зш։а(5, 2„, Ф) /ьг^ФрРг-- ЛРП. (3) 

Ам

Принимая точку Рх за полюс, точку Р։ можно описать сферическими 
координатами (<р, *) относительно Рх:

</Р։=/(ш) <Ао =У(<р, V) з1п (Ь =/(?, I) М 1<1Ч, где / =

Так как /(<“)> О и /(ш) </<о=1, то в пределе (при п-» «>) в левой 

части (3) получим функцию ширины Н тела К. Имеем

Я(5) = Иш С2П
П-*- — /в(1, 2)зт։а(5, 2Т/, Ф)<7Ф

А.

X

X ЛРу- • ■ <1Рп /(<о) /(?, I) 1*1 <{■? <11, (4)

здесь направление Ру Рг, где Р\ точка на дК с нормалью ш. Р-у 
—точка на дК, нормаль'которой имеет (с, 1) сферические координаты 
относительно о», I* = /1,2. Пусть е(29/, Ф)—плоскость, которая прохо­
дит через 2Т/ (проходит через Р1 и Р2) и повернута вокруг 29, на 
угол Ф. За е(2?/, 0) примем плоскость, которая перпендикулярна 
плоскости, проходящей через ш и 2?ь
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Сначала рассмотрим случай равномерного распределения, т. е. слу­
чай, когда /(ш) = (50 С(<и))-1, где С(ш) = (ш) &2(ш)—гауссовая кри­
визна в точке на дК. с нормалью ш, 50—площадь дК. Плоскость 
е Ф) разбивает дК на две части. Пусть 5 (Ф, I)—площадь малой 
(по площади) части дКк (Ф, I) (см. рис. 1).

5( Ф, I) зависит также от ш и ®.

Рис. 1.

Во внутреннем интеграле (4) применяя теорему Фубини, получим

#(?) = (2г)-'1։т С2п 
П — яв

_5М-։+ЛМ’-։]х

X зт’а(?, 2?/, Ф) </Ф 1 ■ ' ' (5)
5о С(ш) С(?, I)

вероятность того, что Р\Рг будет 
внешнему двугранному углу ребра

В больших скобках (4) записана 
ребром и е (2?1, Ф) принадлежит 
Р1Р2(см. 1)).
п 5(Ф, 01 юскольку ----- -----

00
1—, то
2

к/2
Пш|Сл (~Т~?') 2 з։п2а(5’ Й’։’ Ф) ‘/Ф] Х 

(5>)« -к]2

1*1 сП

(50)։С(ш)С(«Р, /) (1 \п-։ „
—) С2 = 0.
2 /

Аналогичным образом можно доказать, что область изменения Фи/ 
можно взять сколь угодно малой.
Таким образом

Н(;) = (2^)-1Иш С„
/. Ф,

-I I) I (> 

^*Х5‘ 0 -ф։

5(Ф, /)\"՜2

/

/*/ 5тга (;, Ф) 
С(<р, о

сМФ
•Ь'о С (ш) (6)

где /0 и Фо—сколь угодно м^лые фиксированные числа. Из регуляр­
ности поверхности дК имеем разложение Тейлора.
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5(Ф, /) = $ (0, 0) I + 5ф (0, 0) Ф+ 5» (0,0)—* + 5^ (0, 0) /Ф +

< яIт
+ 5фф(0, 0) — + R (Ф, I) (/*+ Ф-=), 

2
(7)

где R (Ф, /)->0 при 2а+Ф։—»0. Здесь все функции непрерывно за­
висят как от I и Ф, так и от ш и о.

Из компактности 52 X 51 и непрерывности R (Ф, I) относительно
I, ф, ш, <р д\я сколь угодно малого а>0 можно найти /0 и Фо> такие, что.

R (Ф, /) > - -֊• Р Фг на 5’ X 51 X [0, /0] X 1֊ Фо, Фо].. 
2 Од 2 **о

В параграфе 3 докажем, что 5ф(0, 0) = 5/ (0, 0)=0, так что имеем-:

R 5(Ф, /)
։ ' 50

2 Г Р • /Ф •< 11 - ֊4֊ (5п(о, 0) — а) — -у- 5/Ф(0, 0) -
I 2 .Ьр •֊%

ф2 . Тл-2
(0,0)-а) •

В (6) перейдя к переменным 

а — I [ п, Р = Ф}/л,

(8);

здесь Г* = !Ь (л, <р) + о (/).

(X \
1-------1 лег-

п /
ко видеть, что мажорантой у нас будет следующая функция:

-•ТТ- 1 (О. О) - а) - 5«, (О, О)- (4ф (О, О) - а)
Х.е " ’ -а2,

которая при малых а имеет конечный интеграл (в параграфе 3 уви­
дим. что Ьц(О, О)> О и 5фф(0, О) > О непрерывны пошили под­
считаем этот интеграл).
Следовательно, в (9) можно заменить предел и интегралы местами.. 
Используя

1. 11т (1----- I = е--։ Где х = ИтхЛ,
\ п / «-»-
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2. sin*a ( ?, 2 а , j —* sin*« (В, ш, 44) почти везде при п-» со,
4 Гя V

где «(?, <“> ®i)—угол между направлением «рх на плоскости е*. и пере­
сечением «г плоскостью еш, окончательно получим

Я(0 = (2-)՜1 С Sin’«(5, со, *)[ X
J L 2 50 С1 (<о)

S’XS*

или

- rs;5и °’- £ А 5ФФ(0- °>
a* da с/р с/ш с/<р,

//(«) = (2«) 1 J sin*a(E, W, Х

s*x$։

" Г s'u‘°' °’-а? <ф 10■ °>՜ Т5фф О)
е а1 dv> d<f, (10)

г / a 1. I (ш. ?) где 5(ф, ф)=11т—-------•
с-- Z (со, <р)

В параграфе 3 мы получим зависимость фх от <р и в окончательном 
результате проведем замену переменного.

2. Случай общей плотности f (со) > 0.
Теорема 1. Мера (плотность) swP-представления функции 

ширины Н(\) выпуклого тела К, получаемая при стохастической 
аппроксимации тела К, не зависит от распределения бросаемых 
точек (от /(«։))•

Доказательство. Во внутреннем интеграле (4), применяя 
теорему Фубини, получим

Я($) = (2к)-1НшС2 |

S*x5‘
sin*a (5, 29z, Ф) X

Х[(1-Р(ф, /))я-։ + Р(Ф, Z)"՜2 ]Z*Z/(<p, l)dl с/ф|/(ш)с/шс/ф.

Здесь Р(Ф, Z)—вероятность’того, что Р* попадает на дКг(ф, I). Здесь 
таким же образом, как в 1-ом параграфе, можно доказать, что

<• Фо

Н (?) = (2֊)-1 lim С2 J [ J J sin2« ($, 2fz, Ф) (1 - P (Ф, Z))՞՜2 X

S«XS‘ О —Фо

X Z*Z f (», I) dl d<& f (w) c/ш d<f, (11)

где Zo и Фо—сколь угодйо малые положительные числа. Так ках

/(«>) = /Л01) 
С(ш) где /1(ш):г=/(ш) С(ш), а С(ш)—гауссовая кривизна, то

по теореме о среднем имеем-

U
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Р(Ф, /) = 5(Ф, 2) А («»♦/)•
Здесь и)ф/—некоторая точка из сферического образа о'К^Ф, 2). Под_ 
ставляя выражение для Р(Ф, I) в (11) и перейдя к <г = 2 |/ п, ^=Ф|/п*. 
получим

Ул/, ^ф.
//(£) = (2^)֊։ 15т С2п I Г ( Г ։։п’а(е, 2 «_» ->) X

л - «> ./Си и ' у'п у п.
5Х5‘ 0 _ у'

Р . )У.(— Sn<0, O) + ^S,*(O. 0)4- 
75’ 77?

4՜ „ 5фф (О, О) -I- R лп

п-1 «( » 6 4՜ о

п*С ( ®, —
\ У п.

АН
С(ш)

d»> dy. (12)՛

Из непрерывности и положительности Д. следует, что Д(“) '•> М > 0.. 
Следовательно

[1-Р(Ф, 2)]՞՜3 < [1 - М 5(Ф, 2)]’՜’.

Отсюда, из (8) и (7) следует, что и в этом случае существует мажо­
ранта с конечным интегралом, которая имеет вид (см. теорему 1 ) 

- ֊ (s'„ (О. О) ֊ а) - ЛТ О? $;ф (О, О)- (s^ (О, О) - а)
Лхе »а2.՜

Меняя местами предел и интеграл в (12), получим

H(0 = (2^)-1 f sin2a(;, Ш, *(ш> ?) X
Jxs- 2С(Ш)

(13)
’ “ _АЦк1.5;((о, 0)-/, («>)<Ф$;ф(0. 0) 5^(0. 0)

X I е da) d<p;

u —* 
/9 а. \ 

так как при п —»• со сферический образ dKJ —^=.> —zrz 1 стягивается к <о,. 
\Уп Уп/ 

то из непрерывности /х(а>) следует, что

А А (ш).
Vn Vn

После следующей VAC1“) a==ai и V fi (“) замены переменных
в (13) получим (10), что и надо было доказать.
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3. Вычисление плотности, полученной предельной 
меры в терминах нормальных кривизн поверхно­
сти. Из (10) видно, что эта предельная плотность, которую мы обозна­
чим через Я(ы, ф), равна

, ч &(«,«)(“ г (О.О)
#(։и. Ч>) = " - . - е -а* е/а </3.

2 с՜ (ш) J о —֊

Следовательно, нужно вычислить Ли (О, О), 5/ф(О, О), 5фф (О, О) в 
терминах нормальных кривизн (/К в точке Р* (ш) (точка с нормалью 
ш на дК).

Лемма 1. Ли (О, О), 5|ф (О, О), 5фф(0, О) зависят только, 
от значений производных не выше второго порядка поверхности 
ОК в точке Р*('о).

Доказательство. В некоторой окрестности Р*(ш), дК мож­
но представить в г = х(х, у) параметрической форме, где хну ме­
няются в касательной плоскости е0 в Р* (ш); г (х, у)—дважды непре­
рывно дифференцируемая функция. Для вычисления 5фф(0, О) нуж­
но найти 5(Ф, О), то есть площадь О), отсекаемую плоско­
стью е(ф, Ф), проходящий через направление <р на е0 и имеющей по­
ворот Ф. Уравнение е (у, Ф) будет

'Ж <л» °)
Рис. 2.

х sin Ф sin ® — у sin Ф cos о — — z cos Ф-

В следующей лемме докажем, что £фф(0, О) =(5р)фф (О, О), 5ф (О, О)= 
= (5>>)ф (О, О), где Sp (Ф, /) — площадь С(Ф, I) проекции дКг (Ф, I) 
на е0 (рис. 2). G (Ф, 0) ограничена кривой

2 2

(х sin f — y cost) 1йФ = —zxx(0, O)yz'y(O, О) у — Р(х, у}, 

где Р(х, у) = о(хг-\- ys) (оси х и у направлены по главным направ-■ 
лениям). Перейдя к x = rcosa, у = г sin а полярным координатам на 
е0> имеем 

2—602
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г tg Ф sin (у — а) = — г2 (О, О) —(О, О) —֊— \ — R (г ,i).

(14)
По известной формуле имеем, что

Г г2 (а. Ф)Ш О)= J 

֊1» -»)
где г (а, Ф)—решение (14). Отсюда

т
.№);(Ф, О)= j г (а, Ф) г'ф(а, Ф) Л.

•Следовательно .(5р)ф (О, О) = О, так как г (а, О) = О. (15) .
Дифференцируя еще раз, получим

(%(О, О)= J (г;(а, О))2 Л,

-IK—f)
гф (а> СИ .найдем дифференцированием (14) относительно Ф.

։г/ \ / • cos2a , . sin2a \ , /R \' . ,sin“ (® - а) = гф.(а, О) ( —— + *уу ֊г֊ ) + ( — ) • гф (а, О).
\ 4 / \ Г / г—О •

(R \*— ) = О. Отсюда видно, что г'ф(а, 0), а,
Г /г-0

следовательно, 5фф(0, О) зависит только от вторых производных дК 
в точке Р* (ш). Аналогичным образом это можно доказать для 
5/Ф(0, О) и 5п(0, О).

Лемма 2. 5ф1О, 0) = (5р)ф(0, О), ^(О, О) = (5Р)/ (О, О), 
5фф(0, 0)=(5р)фф(0, О), ^1Ф(О, 0) = (Зр)1ф(0, О) = £п(О, О) = 
= («5>/)и(О, О), где (Ф, I) — площадь С(Ф, Г) проекции дКх(<$>, I) 
.на е0(см. рис. 2).

Доказательство. (Пользуемся обозначениями леммы 1). До 
кажем сначала, что

'5ф(О, О)=(5р)ф(О, О), 3’фф(О, О)=(5р)фф(О, О).

Из дифференциальной геометрии известно, что

5(ф, /)= ]/ 1-Ь<яж)2 + (яу)։ г/х 8Лх,у)(!хду.
.О(ф,1} О(<р,о

По теореме о ср^дн.ем имеем

5 (Ф + ДФ, -О) — 5{Ф, О) = ёЛх, =
О(ф֊дф. о;\о (Ф. О)

= Л5Р(Ф, О) у)дф), 
:где (х, у)лф <7(Ф 4֊ Д Ф, О)\(7(Ф, О) (см. рис. 3).
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Следовательно

5ф(Ф, 0) = (5/,)ф(Ф, О)- Пт ^((х, у)дф) = (5р)ф(Ф, О) л((х, у)ф), 
ЛФ-*0

так как можно доказать, что Нт г1((х, у)Дф) равен значению ь. в
ЛФ-.0

некоторой точке (х, у).։.^дС(Ф, О).

Отсюда и из (15) имеем, что 5ф(О, 0) = (5р)ф(0, О)—О.
Из этого уже следует, что

о* / г\ гт 1. £ф (Ф, О) (5р)ф(Ф, О) и . \ \Sw{0, О) = hm ----- -г- — = lim —-——----------hm gt ((х' у)ф) =
Ф-о Ф ф-о Ф ф-о

■=(5Лф(0, О),

поскольку при Ф —» О вся граница <?С(Ф, О) стягивается к точке 
Р* (ш), a gi(x, у) —непрерывная функция (gx(O, О) = 1).
Аналогичным образом можно доказать и остальные равенства. Так 
как 5фф(0, О), 5/ф(О, О), Su (О, О) зависят лишь от производных 
не выше второго порядка, то мы можем их вычислить для соприка- 
сающего параболоида U поверхности дК в точке Р*(ш). Его уравне­
ние при подходящем выборе системы координат имеет вид 

h к2r(x, y)=-^x3-^-ya. (16)

Точка P* (u>) совпадает при этом с началом координат, а и к2— 
нормальные кривизны дК в Р* (ш) по главным направлениям. (Оси х 
и у направим через эти главные направления), z имеет направление 
w. Всё в дальнейшем будем рассматривать относительно этого репе­
ра. Теперь поступаем следующим обрагом. Находим точку Рг на U, 
нормаль в которой имеет сферические координаты (?, Z) относитель­
но оси параболоида U. Проведем через Р* (w) Р՝> плоскость e(2fz, Ф). 
Находим проекцию пересечения е (2Т/, Ф) и U на касательную плос­
кость и вычисляем плошадь, ограниченную этой проекцией. В точке 
(х, у) нормаль U есть (ktx, к։у, 1). Из соответсвующего условия 
находим координаты Р>:

р- = / tg ? cos<р , tgv sin ? _ tgav г (?) \ п
2 \ *1 ’ *։ ’ 2 J ’
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_ . . cos8y . sin8 у „где v (у)  ------ ֊ -|--------i —радиус нормальннй кривизны OK или U в
к3

направлении у (у измеряем от 1-го главного направления). Для сфе­

рических координат (/, у*) вектора Р* (ш) Р2 получим
, cos у . , sin у ,cos у -- -------- > sin у =----- --  > COS м —

кгА к2А
где

(18)
2В в

cos8 у sin2 у
Я к]

cos29 sin2 у tg*v-r8 (у)
kf

Единичный вектор в направлении Р* (ф) Ря стремится к единичному
вектору в направлении на нлоскости с нормалью ш 
(Ю)).
Из этого и из (17) получаем, что

при м ֊► 0 (см.

к 
tgyi=tgy' = tgy~ 

ка
(19)

(здесь мы имеем право вычислить уг для соприкаса ющего параболои­
да). Если имеем направление 2 = (у', /), то плоскость е(2, Ф) име 
ет следующее уравнение:

x(sin® sin у' — созФ cosy' cos/) 4֊ д (эшФ cosy' — cos Ф siny' cos/) —

= — z sin / созФ.
Следовательно, проекция пересечения е(2, Ф) и U имеет уравнение

(. cos у' , . Д—1гф i---- sin у ctgM ) =
cosy /

k-jX9 к3у3 .
2 2

/, 4,smy , .х(1£ф—-------- cosy ctg՛»

Из этого и из (18) получим, что площадь равна

5ДФ,/) ч: Г 1 /tgcp^siriу■ В , cosytgvr(y) \2
/ЛЛ [ТД М’ ՛ 2к^А3 /

1 /tg Ф ■ cos у • 5 sin ytg v г (у) \2
м* 2М3

где Z = 2 sin v/2. Отсюда и из леммы 2 получим

s-„ (О,О)=(SA (О, О) = - 2

5/Ф(0, 0)=(5Д'Ф (О, О) = *sin41 .Ca°/Sj/fe՜ = ао,
к։)-

(20) •
Уфф (О, О) = (5,).;.Ф (О, О) = =2 а3.

А \К^К2)

Соответствующий интеграл из (10) равен

£ 4
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« о> .

Г Г е- »֊»' --.«₽֊«.?« а» л d? = —- Г------2֊^- • (21)

Из (17) для Ь(и>, <р) получим (см. 10))

, / . - cos2? . , „ sin’«? . х . г2(ф) .* ]/ *2 ' ,2՛ +t2‘N—Гг2+ 1« "-Т2՛
Ь (ш, ?) = lim — = lira---------------- ------- ~------------------------------- - =

՝ z-o / /-о 2 sin v/2

= 1/֊^+^=^ (22)
I к\ К2

Из (10), (18), (20), (21), (22) получаем

. • к? (ш) cos2? + А? (ш) sin2?
g (<о, ?) =—,-------- ■.  ------------------------------------------- >

wj/^fu։) ks («) (£.(a>) cos,® + ^(ф) sin2?)2

здесь ? измеряется от первого главного направления. Подставляя 
это выражение в (10) и заменяя переменную ?г из (19), окончательно 
получаем

/У(’)=^Ь [ sin2« (;. ф, ?) у} </ш </?. (23)

3>XS*
Таким образом, доказана следующая

Теорема 2. Функция ширины выпуклого тела К имеет 
представление

‘ Н^=՜^ f sin2« (Е, ш, (24)

где ki(w), ։ = 1, 2—главные нормальные кривизны поверхности дК 
в точке с нормалью ш, к(и>, у) —нормальная кривизна в направле­
нии ? в этой же точке, а—угол между направлением ? на плоско­
сти еш и следом на ней плоскости ес, ?—измеряем от первого 
главного направления.
Формулу (24) можно записать и в дуальных относительно (<в, ?) ко­
ординатах (2, Ф) (см. [1]).

Следствие 1. После интегрирования по d<p в (24) получаем 
формулу, впервые найденную другим методом в [2]:

о и 1 Г sin2« cos2«

3*
здесь « угол между первым главным - направлением в касательной 
плоскости дК в точке с нормалью ш и пересечением этой касательной 
плоскости с плоскостью е=.

Следствие 2. После интегрирования обеих частей (24) по d; 
(элемент площади на S2), получаем формулу Минковского

Нвнп. е П КЧ=&)) — — f— -г — Ж». 
2 J ki к^ 
s։
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Здесь Е—пространство плоскостей в R3, —инвариантная мера в Е.
Следствие 3. Пусть и—трансляционно-инвариантная мера на 

£ (пространство плоскостей в R3), с элементом <7р = т (е/Е) X 
После интегрирования обеих частей (24) по т (Л) (четная мера на №), 
получаем

Р (|е££: е П К ¥= 0}) = — I р (/(ш, ч>))

$»х$*
Здесь /(ш, <[՛)— плоскость с направлением <р на ней (называется
флагом (см. [1]), р (/(«), ч>)) —веджевая плотность р в пространстве 
флагов (см. [1]):

<?))= — 
2к

Р (/(“>, j sin*a(;, «>, <р) т (di). 

s*
Автор выражает глубокую благодарность Р. В Амбарцумяну за пос­
тановку задачи и ценные советы.
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Ռ. 2. ԱՐԱՄՅԱՆ Րւոուցիկ մարմինների պատահական մոտարկման մասին (ամփոփում)

Ռ, Վ. Համ բարձում յանի Հ/J աշխատանքում , ցույց է արված ուռուցիկ մարմինների լայնքի 
ֆունկցիաների համար այսպես կոչված §\ր\2-ն երկա յացմ ան գոյությունը։ Այս աշխատանքում 
ապացուցած էէ որ ուռուցիկ մարմիններին պատահական բազմանիստով մոտարկման դեպքում 
ստանում ենք նրանց լայնքի ֆունկցիաների հյ\րթ-ներկալացումը։ Այգ ներկայացումը կախված 
չէ մոտարկման պարամետրերից։ (նայիր թեորեմ 2)ւ Վերջում գտնված է այդ ներկայացման 
խտության տեսքը մակերևույթի նորմալ կորությունների տերմիններով։

R. G. ARAM1AN About stochastic approximation of convex bodies (summary)

In [1] R. V. Ambartzumian [introduced the so called sin-’-representations of 
with functions of convex bodies. In this paper we .erive a sin2-representation using 
a stochastic approximation of convex bodies. This representation does not depend on. 
the parametrs of approximation and is expressed in terms of the surface curvature.
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А. С. ЛАЛАЯН, А. Б. НЕРСЕСЯН

УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ 
ДЛЯ ПАРЫ КУСОЧНО-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Введение

В работе [1] была предложена следующая дискретно-континуальная 
система Винера-Хопфа (х 0, п = 0, 1, 2,...)

СО

У (х)= | Kn(x — t) у (t) dt 4- £ Klt(x — j)y.± f(x),
J J-0
0

(1)

A'21 (n — t) y(t)dt + —/) у, = bn
j-o и

относительно неизвестной функции у(х) (х > 0) и последовательности 
W (л = 0,1,2,...).

При естественных ограничениях (est [1]) задача эта сводится к сле­
дующей задаче сопряжения для двух пар функций у*  (О, z± (г), аналити­
ческих, соответственно, в верхней (нижней) полуплоскости ( Imf 25 0) и 
внутри (вне) единичного круга (|т| 2=1) (знак преобразований Фурье 
для простоты опущен)

[*п  (0 - 1]у+ (t) + (е!1) = у- (0 + /(/),
(2)

S Кп (/ + 2 кп)у+ (I 4- 2^п) + К^е“} z+(e'1) =z" (е" ) + b 
П— —оо

Решение системы (2) в общем, случае — задача не менее трудная, чем 
факторизация матрицы-функции 2X2. В [1j были указаны простейшие 
случаи явной разрешимости этой системы.. Основную роль при этом (обес­
печивающую нетеровость задачи (2)) играли условия

def
Д1(0 = Аи(0 —1=#0, (— CO<f<Oo),

(3)
А։(е") = Æ.,(e") — V К1Л + 2 Г'п^ +- 2 - 0 (0<f <2 г.).

п—-~ Ku([t— 1
Ниже задача (2) полностью исследуется в предположении рациональ­

ности некоторой функции (см. ниже условие (1.4)), но при допущении об­
ращения в нуль функции Л, (/) (что влечет за собой, вообще го>воря, на­
личие особенностей у Аг (е<()).
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§ 1. Постановка задачи и основные результаты

1.1. Рассматривается следующая однородная краевая задача (2) для 
двух пар функций, у= (0 и I- (т), аналитических, соответственно, в верх­
ней (нижней) полуплоскости переменной I и внутри (вне) единичного кру­
га переменной т = еи

[Kn(t) -1] у+ (0 + *«(/)  (* “) = у-(#)>
(1.1)՝

J Кп (t + 2 кп) у+ (t + 2 яп) -г (е") z+ (e‘f) = z~ (е").

Функции ^и(0 удовлетворяют условию Гель дера
на #=(—со, со) и обращаются на бесконечности в нуль. Функция 
Ли (т) удовлетворяет условию Гельдера на единичной окружности Г. 
Решения задачи ищутся в классе функций, удовлетворяющих усло­
вию Гельдера соответственно на R и Г и обращающихся на беско­
нечности в нуль.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что.
1.

^1х(0 -1=[Л0 -1] п (֊Y' > (1.2>
J-I V -Н/

где р}1-целые >0, £р”==р; К11 (/) — 1 =£0(— со < {< со). 
5—1

2.
к»(0 = *12(0п (֊У'՝ (1-3)

1—1 \*  4֊ I /
12где р3 — целые >0, А֊1։(^)=^0.
Функции К12 (Г) удовлетворяют условию Гельдера на 7?..

3. Имеет место представление

ад-i.1-1. -ft7_;777’
/-1 

где

(1.4).-

^+(^7)¥=0. dt=ps1— hs, Л$=тш(рГ, pl2), X Aj=A, £ ds= d,
5 — 1 5—1

zjT — фиксированные точки верхней полуплоскости, q.— целые ^>0.

Функция Х+(0 аналитична в верхней полуплоскости, за исключением,, 
быть может, бесконечно удаленной точки, в которой ее порядок равен 
Ай—d—q (где £12— порядок на бесконечности функции Ка (О), и удовле­
творяет условию Гельдера во всех конечных t, принадлежащих R.

Замечание 1. Для тех точек tt, для которых da > 0, в соответ­
ствии с (1.2) и (1.3), R.+(ts) 0.

Учитывая (1.2), приходим к следующему общему представлению 
функции Аг (е’։) (см. (3))
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д։(е»)=До(е")

4П (е“-т*)  ‘
а=1_____________

П (*«-«"')*'  ’
(1.5)

Ь V
где /*>0 —целые, У /*  = £; > 0 — целые, у /п^=тп; До(е")-5ЬО>

*-1 5-;
-е'/*уЬт >^Г(л«=1, 2,--. Ь: 5 = 1, 2,-.., V).

Из вышеприведенных условий следует, что Д0(еп) удовлетво­
ряет условию Гельдера на Г.

1.2. Факторизация функций [К11 (/)— I]՜1 и Д^1 (е‘‘) приводит к 
следующему для них представлению ([2]):

[^«)-1]֊*=^-^,  (1.6)
Л1 (О

тде

Х1 (г) = ехр Г+ (я), ХГ(г) = (----- ехр Г (я),
\я + I /

г։(г)=֊-. Г 1пГ^— -ух>[ки(о-1г։| — >
2 и I V т // ] / — я— ОО

х1 = 1пс1[А'и(^) — I]՜1, (—со < г ч£ со),

д-1/ __^2 (е“)
До (е )=——ту- > (1.7)

Л? (е )
:где

X} (я) =ехр Гг (я), Хг (г)=г~ъ ехр ГГ (г),

Г։(я) = -Ц Г 1п[х Х'ДО ։(т)]-^- , х, = Ы До 1 (еп) (0<е<2тс). 
2?^ т — г

Замечание 2. В частном случае, когда т = £ = р = 0, •

х1= ш<1 [Л"и (0 — 1]՜*  (— со < I °°), 

«։ = 1пс1 ДГ1 (еП) (0<;<<2к).
Пусть

ПО֊6/‘=П (<-М։‘Й(/֊Мг‘, ՝ (1.8)
5-1 5-1 . 5=1

с, > 0, г, >0; 2 с, = с, у гз = г, Гз-^ т3.
, 5—1 5—1

Функция П (е1Г—е/(^)'п* (£ — 1з) Гз на R не имеет полюсов. 
5—1

Потребуем, наконец, выполнения следующих условий дифференци­
руемости
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<4*  Функции А11 ((), А1։ (/). А,х(0 В точках— i lntt(fc = 1, 2,--•, b), 
t։ + 2кп(s = 1, 2,• • •, к; П = к = 0, ±1, ±2,- • •) дифференцируемы, со­
ответственно, Ik — lu т 4- ds — 1 раз.

d2. Функция Ai։ (/) [Au (/) — I]՜1 fl (t — ts)ds в точках 6(s = l, 
5-1

2, •••> ■)  дифференцируема, соответственно, ds — 1 раз.*
rf։. Функция Кп(х) в точках = 1, 2,- • A), t=e's (s=l, 2,■ • - v) 

дифференцируема, соответственно, /*  — 1 и т 4֊ df — 1 раз.
Сформулируем основные результаты.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.2), (1.3), (1.4) и dit d„ 

d,. Тогда число линейно независимых решений задачи (1.1), удовлетворяю­
щих поставленным условиям, выражается следующими формулами*:

а) при х։—£>0,-7V= (^—L—p—rang A 4՜ r+ max ft»  —<7 4՜ A))X 
X//(j — L — p — rang A 4- r 4՜ noax [x։> — q 4՜ Л |),

*
*

б) при x։—Z-^0, .л./ = х14՝9 — A — rang В — rangD — rangf, 
матрицы A, B, D, E приводятся ниже (см. (2.15), (2.22), (2.23), (2.24)).

Теорема 2. Пусть m = L = р = 0 (см замечание 2). Тогда в усло­
виях теоремы 1 задача (1.1) нетерова, ее индекс х равен и, следова­
тельно (см. теорему 1), можно вычислить количество условий разрешимо­
сти неоднородной задачи.

§ 2. Доказательство теоремы 1

2.1. Подстановка (1.2) и (1.3) в первое уравнение задачи (1.1) дает

[А11 (0 -1] П ( ֊У" у+ (0 4- Ам (#) П '\Г"г+(е:')=у- (0.
։-1М 4ч/ г-1 V 4֊ г >

(2.1).

Так как левая часть (2.1) в точках (в — 1, 2,.... г) имеет нули поряд­
ков не ниже А«, то необходимо

Г«)«5«"(0 п(—Г- (2-2) •

Отсюда, учитывая (1.4), получаем

п (t—ts р 
з—1

(«4-»Г
(t - i)h у+ (04-___У ~ --------------- г+ =

(t+i)p П(/-я+)’>
Г-1

=[А11 (0-1 г՛ зта). (2-3)՝

После факторизации функции [Л11 (1)—1] 1 и использования обобщен­
ной теоремы Лиувилля ([2]), имеем

Здесь и далее H(t)—функция Хевисайда.



Условия разрешимости задачи сопряжения 443

(<֊г)*П  (<-бЛр+(О Г«)(М‘/-(е") уГ(О
---------------------------------р---------- + ------------------------------й՜-------------------== Г ' * ' 

^1(0(жт хга) (#4-/г па-,;)»/ лг(о

^44-0—1 (0

('+0 П«-»/)
*! > О

Р?-1(0
И . 1
П(г-я/)

<1 < О,

(2-4)

где Р<,_1(0—полиномы степеней, соответственно, не выше
хх4՜ д — 1 и д — 1 с произвольными коэффициентами. В случае \ О 
для аналитичности функции уТ(1) в нижней полуплоскости необходимо, 
чтобы Р,_։(0 = (/4- ։)“*•  Р,1+7_1 (<). Таким образом, в обоих случаях в 
(2.4) мы имеем одинаковые правые части. Отсюда следует представ­
ление для функции у+ (<) через функцию г՜ (е‘ )

ХГ(0Л,+,-.(0 
(*+/)’*' и-0"

-К+ (0 г+ (е")[. (2-5)

Для аналитичности функции у+ (/) в верхней полуплоскости необхо­
димо, чтобы Рх,+?-1(0 ■=(<։ —0А Рх,+<?-л-1 (0> откуда

+ _ ______________ £____________ ( X*  (0 Р^+д-1,-\ (В _

(п«-бЛ] [ (*+о ։։"р ։

-К+а)г+(еи)\, (2.6)

причем, если ‘4 4՜ <7— А—1 < 0, следует положить Рч+7_л_1 (0 = 0.
Подстановка (2.6) во второе уравнение задачи (1.1) приводит к крае­

вой задаче Римана на Г

^(е{)г+(еи) = г՜ 6а £ ^(<+2кп), (2.7)
а֊0 я——*

8 в — коэффициенты полинома Р։,4-?_л_։ (О,

(а — 0, 1,..-, 4՜ <7 —А — 1).
Отсюда с учетом (1.5)

(2-8)
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. ... . .. П (е"-е ') ' „ ..+ •-*֊։■
г+(е") = До՜1 (е") _________ -/֊(е")֊ £ ба<Ря(е"). (2-9)

П (е“-т*) ‘ °՜“
А—1

где

Я>о(в“)=да-։(ен) £ ?0(# + 2кп). (2.10).
л= — *•

Функции Ча(е“) в точках е“ = ък(к=1, 2,;- •, Ь), вообще гово­
ря, обращаются в бесконечность порядков не выше соответствен­
но. Поэтому краевое условие (2.9) может быть удовлетворено конеч­
ными на Г функциями я+ (*),  г (*)  ([2])-

Ь I к
Функции П(е" —т4) ©я (е") [Аг (е")]՜1 будут интегрируемы на

Г, причем

П (е"- 4^2- = Фя+ (е«)֊|7 («“). (2-П
‘-1 Хг (е")

где

■»•ы-т֊. [ А (’-՝*>'*  V՞.;’’, — ■
2 "I и *-։  Аг ('■) ~—г

г
_. ь I

В силу условий </1։ </„ </„ функции До (е11), <ро (') П(х—'*)  и, сле-*-։
довательно, функции фб՜ (') в точках т*,  е“5 единичной окружности бу 
дут обладать производными порядков, соответственно, /*  — 1, т — 1 
Следовательно, функции г՝ (%), г~ ('), удовлетворяющие краевому ус­
ловию (2.7) при условии, что (') обращается на бесконечности в 
нуль, определяются следующими формулами ([2]):

г+(г) = 11+уЛ_1еп Уя (г) + XI (г) П (г ֊ _д_։ (Д
и-0 •։-<

(2,13)’
г~(г) =Х1+£А ' 93 Уй (а) 4֊ ХГ (х) П (г֊т4)'*  Q.г_լ_i (г), 

а-о *-։

где (2х,-£-։(г)—полином степени не выше х։—£—1 с произвольными 
х, 4-7—Л-1

коэффициентами, Ва У (г) — общий вид канонической функции

неоднородной задачи ([2]), линейно зависящей от хх4- д — Л произволь­
ных постоянных.

2.2. Подстановка (2.13) в (2.5) приводит к представлению для: 
функции у+ (0, не зависящему от г+ (е“)
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{։,+?-Л—1 ,
/+ (t) X б°W - к W (е ) ■ X 

а«0

X П (е''-е"‘Г Q4-L-i(e“)\ , (2.14)՛

где
/+ (0 на Xi (0 (t+։)-"+՞- К+ (/), -х+ (/) = ta- Y*  (е‘‘).
Для ограниченности функции у+(t) в точках G (s = 1, 2,-• ■») и

аналитичности в точках zj (у = 1, 2,• • •, р) необходимо:

[Х.+0-Л-1 ֊I
/Т (t) S °О 4 (0 г условий обра- 

а-0 J
щения в точках ts в нули порядков, соответственно, г։:

• d’s~J Г -а- »14«—Л-1 . ֊1-^֊Г Г (О £ Оя 4 (0 = 0, (2.15}
at s 1 а—О J1-1*

(as= 1, 2,- • •, rs; s = l, 2,- • •, v).

Если A — матрица преобразования (2.15), то dim Ker A = x։ + q — h — 
— ranq A.

б) На функцию
»1+«— Л-1

r (f) s eo 4«)
F(t) =-------------------- ------------------—- - (el\ (2.16).

/С (t)-Xi(e“) П (е“ — е 0 5 
3—1

линейно зависящую от (*j+  q — A)//(x1+ q—h)—rang A+xt—L произ-,, 
вольных постоянных, и, в силу замечания 1 и условий (1.4), (1.8), (2.15) 
=f= со в точках ts (если Cj^>0) и я/(s—1, 2,• • •, v; j=l, 2,• • •, р), необ~ 
ходимо наложить c+q = p—h—r + q условий обращения в точках 
zj в нули порядков, соответственно, с4, q՛.

Л՜1, ֊^r-^tOL.^0,

(2.17>

(Р, = 1,2,..., с,; 7=1,2,---, 9.).
В силу условий dlt d2, d3 все операции дифференцирования имеют 

смысл. В случае, когда х։—L ^>p — h — r + q, в силу общих свойств 
определителя Вандермонда, в записи условий (2.17) существуют не 
менее р—h—r+q линейно независимых столбцов. Следовательно, число­
линейно независимых постоянных, определяющих функцию у+ (/), в; 
данном случае равно

(х։—L— р— q— rangZ֊r&4-r-1-(* 1-|-<7—h}H(x3 + q—А))Х
X Н(х։—L—p—q— rang Д+А4-г+ (^ j-g—A) H(xt+q—A))=

= (x2—L—p—rang/4 + r-f-max [>4, —g-+-A|) Z/(x։—L—p— rang A +

+ rfrnax {xj, — g+Aj). (2.18}
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2.3. Для случая, когда 0<х3—L<Zp— h—r+q, предварительно 
докажем следующее

Предложение 1. Пусть х3—£’>0 и выполнены условия (1.2), 
(1.3), (1.4) и du dit dt. Тогда, если число линейно независимых ре­
шений задачи (1.1) есть N, то число линейно независимых реше­
ний задачи

[Ки (0 ֊ 1] (0 + К։. (/) z+ (е") = у (О.
(2-19)

S Кп (t + 2*n)y*(t  + 2кп) + («')^+ (е“) = в՜"-’՜ («'*).
д— — ■■

равно (7V—l)/7(/V— 1).
▲ Обозначая в задаче (2-19) е “ z (еп) s Z (eU), придем к 

задаче (1.1). Однако в этом случае на произвольные постоянные на­
ложится одно условие, исходящее из следующего требования: 
[zZ~ (z)]z- ^=0, уменьшающего на единицу число линейно независи­
мых постоянных. Для случая хг— £ < 0 предложение не в силе, т. к- 
в случае разрешимости задачи (1.1) (см. [2]), функция 'Z~ (z), являю­
щаяся ее решением, может иметь на бесконечности нуль порядка вы­
ше первого (в отличии от предыдущего случая) ▼

Пусть 0<^Xj — £<СР — А — г -|- q, причем р—h-r^-q—zi-\֊L=tQ 
Рассмотрим краевое условие

’ [*и(0  ֊ 1] У+(0 + К» (0 г*  (е") = у- (/),
(2.20)

У, Кп(<+2кп) у (t+2-n) 4- Ки (e“)z+ (е") = е'“‘ я֊(е"), 
Д» — ао

эквивалентное следующему:

[Ки (0 ֊ 1] y+(t) + Ki։ (f) z+ (e") = у՜ (t),
(2-21)

e՜'4' £ К21(< + 2кп)^(<4-2’п)4-е"'։։;Км (e;')x+(e") = x-(e"). 
fl — —oo

Индекс приведенной задачи на Г (см. (1.7)) для краевого условия 
(2.21) равен Xj-|- Xg. Так как х2+ Хд— L—p — h — г 4՜ q, то задача (2.20) 
имеет

(*։4- хо— L — p — rang Д4-г4՜ max jx1I — 7 4՜ A|) H(xs-f- x0—£ —p —

— rangX 4՜ r 4՜ max (x1, — q -j- A|)

q линейно независимых решений. Воспользовавшись результатом предложе­
ния 1, заключаем, что и в этом случае задача (1.1) имеет число линейно 

независимых решений, даваемое формулой (2.18).
В случае, если х3—£ < 0, в (2.13) следует положить Q4-l-i (е“)= 

=0. Функции У а (г) (а = 0, 1, • • •, xl-4- q — А— 1) на бесконечности, 
вообще говоря, будут иметь полюс порядка не выше £—хг—1 ([2]). Пусть 
главные части разложения функций (z) в окрестности бесконечно
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4-х,—]
удаленной точки есть У b„a zn. Пусть В — матрица коэффициентов

Л—и

6мя(п=0. I,---, L——1; а=0, 1, —, -4-Ьд—Л—1). Для аналитич­
ности функции г- (г) вне Г необходимо условие

0В = О, (2.22>
где Н = (90, 6j,-• eX։+,_A_i). Отсюда dim Ker В*=х х +g— h — rang Я.

• Z+ (еи) = '(е")д- (е") ֊” '£ <ря (е") + X (е'\ (3.2>
в"М)

Для ограниченности функции у+ (z) в точках t3 и аналитичности, 
в точках z+ необходимо

«/a՜1 ։։+ff—*—I
«(0]^=0 (2.23)»

at а—о

(»;=!, 2,--, ds-, s = l, 2,-.., v),

/Л՜1 . *1+« —*—։ ,
֊rV %՜) So 0«Xa+(z)]^+=O. (2.24);

(7/=1, 2,..., qf; j =1,2,-p).
Все операции дифференцирования обоснованы, благодаря условиям 
d,, d։, d3. Отсюда, если О — матрица преобразования (2.23), Е—матрица 
преобразования (2.24), то

N=* x + q — h — rang Б — rang D — rang E. (2.25)՛

Теорема 1 доказана. •

§ 3. Доказательство теоремы 2

По определению х = N — N', где N' — есть суммарное число условий 
на функции /(О, Ь(е<1) для разрешимости неоднородной задачи (2) в клас­
се функций, исчезающих на бесконечности. Рассмотрим отдельно каждый 
из четырех возможных вариантов.

3.1. х1>0, х։^>0. В этом случае, в соответствии с теоремой 1». 
N= ։-|- а неоднородная задача разрешима безусловно, т. е. Az=(k. 
Отсюда у. = ^4- »։.

*

3.2. Xj >0, В соответствии с теоремой 1 в этом случае: 
Л' = х1-}- q — rang В — rang Е.
В случае неоднородной задачи

»*«)  = Х1+(<)Ф+(0 + -----------!------------ >;

. п (t-zW

х {—((^ ~ к+ wг+ j ’ (зл>
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где

♦ы-± rz«_^L 
2« J хг(<) t֊z

— UI
; Це") — Д2-։ (e")X

X f K,x (t + 2 к„) %+ (f -I- 2 «„) Ц (H-2«n). 
л - — —

'Если в окрестности бесконечно удаленной точки Х։ (z) =—J^X„z ", 
п—0

где

то условиями разрешимости задачи (3.2), аналогично выводу (222) будут

8В = к, (3.3)
Тде X=(kg, Xj, • • • 1 х,—l).

Для разрешимости системы (3.3) необходимо, чтобы свободный 
член удовлетворял '—ха — rang В условиям; сдля 'существования же 
функции у*  (z) необходимо наложить на свободный член еще q—rang Е 
условий. Следовательно, N' = — /.а—rang В 4- q — rang Е. Отсюда 
* = *1  + *։•

3.3 <С 0, 0. В соответствии с теоремой 1 в этом случае

7V=(»i+шах {х1։—д()Я(х,4-max !х1։ — q\).
В случае неоднородной задачи

у+ (t)=Xt(t)e(t)+------- - ----- _{Х։+«)Л->(0- K+(t)^ (е")\,
П И-4)1

1 -։
’ (3.4)

y-(t) = XV (t) (3.5)

Неоднородная задача на Г (3.2) разрешима безусловно, поэтому условия 
на свободный член основаны на существовании функций у+(г), у_(з). 
Функция Х1~(г) в точке — ։ имеет полюс порядка — Х1. Пусть в окрест­
ности точки — I

ф՜(*)•  п (г-z/)’^ ֊ £ кя(z + оя. 
/-1 л=0

Условиями существования функции у~(^) будут

■<P._1(z) = fc., 
dz"

(п =0, I,---, -xx-l).
Пусть К—матрица преобразования (3.6), причем 

rang К = min (—х1, gj.

(3.6)

(3.7)
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а) Если у<^— Хц то УУ=(з —у)//(х.—у).*
Для существования функции у~ (г) свободный член должен удов­

летворять — /■!—q условиям, причем коэффициенты ба (а=Э, !,•••, q—1) 
полинома в этом случае опредглены однозначно.

Для существования функции у+ (г) необходимо на произвольных 
постоянных полинома Qx,-1 (е") (см, (2.13)) наложить (у—х.)-//(у— х.) 
условий обращения в нули порядков qji.j—1, 2, • • •, ц) в точках z+ функ­
ции Х\ (z) Pq-\ (z) —К՝՜ (z) г՜ (е/։) (см. 3.4)). Следовательно N’=—хх— 
— уЧ-(у —Хз)Я(у — xj. Отсюда ■z=x1+ <7+(х, —у) [Я(х։— у)-|- 
+ //(у — x2)] = x1 + xi.

б) Если —х1֊<у, то функция у- (г) существует безусловно и 
N'= (хх+ ։) + х3). Обеспечение существования функции у~(г)*
уменьшает число произвольных постоянных полинома Рч-\ (z) до ве­
личины Xj-f-y. К ни м прибавляется еще х։ произвольных постоянных» 
появляющихся при решении задачи на (3.2) Г.

Для существования функции y4’(z) необходимо удовлетворить сле­
дующим q условиям:

а) в случае однородной задачи

~֊Г [Х{- (z) P^z) - К* (z) z- (е,։)] += 0. (3.8)
az'1 "~z!

б) в случае неоднородной задачи

^4֊РТ (г) Рч-х (г) ֊ Х+ (z) z’ (е")] = ш (, zj ) (3.9)
az 1

(Tz= 1, 2, — , yji j = l, 2,” -> 1*),  

тде значения ш (т/։ z^) нетрудно выписать.
Пусть W—матрица преобразования (3.8). Тогда N = х։4-х։֊гу— 

— rang W, N'=q—rang И7՜, следовательно, x = x1-f-xs. Остается по­
казать, что в данном случае Xj-f- х2+ у — rang IF = (Xj-)- хг) /?(x1 -)- xs).

Имеем
rang lF=x14-x,-|- у — q. (3.10

Если xs> у, то, в соответствии с (3.10), rang W =q. Если у>х։^> 
>—х1։ то откуда, в соответствии с предложением 1, rang W=q 
Если Xj= — Xj, то rang lF = y, JV—O. Пусть хг<^— x1. В соответствии 

<с предложением 1, N=Q. Отсюда rang IF= х1+Xg-j-y.
Таким образом

г»7 ( xs, если х, > — х.
Xj+xj-l у — rang 1Г= . л S

.(, 0, если х։<^ — Xj,

чтс и требовалось доказать.
3. 4. Случай, когда < 0, z3 <Z. 0 является композицией случаев 3.2 

и 3.3, рассматривается вполне аналогично и также приводит к результату 
х = х, + х։. Этим завершается доказательство теоремы 2.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 14. V. 1986
3-602
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Ա. U. ԼԱԼԱՑԱՆ, Հ. R. ՆԵՐՍ1413ԱՆ. Կտոր աո կաոր-անայիտիկ ֆունկցիաների ցույցի համար 
համալուծման մի խնդրի լուծելիության պայմանները (ամփոփում)

ներկայացվող հողվածում հետազոտվում է համալուծման խնդիրը կտոր աո կտոր անալիտիկ 
ֆունկցիաների համար (անվերջ ուղղի և միավոր շրջանագծի վրա) ենթադրելով որոշակի ֆունկ­
ցիայի ոացիււնալությունր և մյուսի զրոյի վերածվելը)

Դուրս են բերվում ընդհանուր դեպ բում խնդրի գծորեն անկախ լուծումների թվի համար 
բանաձևեր և ապացուցվում է նյուսերի պայմանի տեղի ունենալը որոշակի պայմանների ղեպ- 
ցումլ

A. Տ. LALAJAN, А. В. NERSESIAN. Solvability condition*  for the conjugation 
problem for a pair of ptecewlte-analytic function*  (summary)

The paper studies the problem of conjugation for a pair of piecewite-analytic- 
functions on the infinite line and the unit sphere. We derive formulas for the number 
of linearly independent solutions and show that under some conditions the problem 
is noetherian.
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ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КЛАССОВ 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИИ С НЕОГРАНИЧЕННОЙ

ХАРАКТЕРИСТИКОЙ ЦУДЗИ

Введение

В настоящей статье установлены канонические факторизации широ­
ких классов мероморфных в полуплоскости функций, характеристики Цуд­
зи которых могут иметь степенной рост. Для изъяснения сути работы не­
обходим краткий обзор ряда известных результатов, часть которых лежит 
•в ее основе.

1. Условие ограниченности характеристической функции Неванлинны 
T(r, ք) (0 < г < 1) для мероморфной в круге D = [z : [z| < 1| функции 
I (z) определяет класс N Неванлинны функций ограниченного вида в кру­
ге. Как хорошо известно, Неванлинна [1] установил параметрическое 
представление класса N, записывающееся в виде произведения дроби двух 
функций Бляшке и экспоненты от интеграла Шварца с мерой ограничен­
ной вариации.

Б. Я. Левиным [2] (см. также [3], гл. IV, § 2), при решении задач 
единственности аналитических в полуплоскости функций, был установлен 
аналог формулы Иенсена-Неванлинны для полуплоскости.

Цудзи [4] получил сферический аналог формулы Б. Я. Лезина и, вве­
дя соответствующие сферические характеристики для полуплоскости, уста­
новил аналоги первой и второй основных теорем теории распределения 
значений для функций, мероморфных в полуплоскости. При этом, для ха­
рактеристик, порождающихся самой формулой Б. Я. Левина, которые так­
же принято называть характеристиками Цудзи, справедливы аналогичные 
результаты [5] (гл. I, § 5). Указанные два типа характеристик Цудзи 
имеют эквивалентный рост. В работе [4] Цудзи также доказал, что если 
для мероморфной в замкнутой полуплоскости функции ограничена его ха­
рактеристика, то она ограниченного вида, т. е. представляется в в>иде част­
ного от двух аналитических и ограниченных в полуплоскости функций.

По сути дела, более подробный результат о классах аналитических в 
полуплоскости функций, для которых ограничена характеристика Цудзи, 
был получен значительно ранее В. И. Крыловым [6]. Им были установ­
лены параметрические представления классов N и Nm аналитических в 
>верхней полуплоскости функций, для которых, соответственно.

+ - +-
sup I log+]/(x-Hi/)|rfA-< -ь со, или sup hlogl/(x + iy)|'rfx<4-oo.
у>0 J у>0 J

(1)
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После отображения W = iz՜' класс N В. И. Крылова переходит в класс 
аналитических в правой полуплоскости функций, для которых ограничен 
специальный случай характеристики роста Цудзи, когда интеграл взят по 
всей касательной к мнимой оси окружности. При этом, классы N и Ыш— 
суть строгие подмножества класса функций ограниченного вида в верхней 
полуплоскости. Следует отметить, однако, что характеристические функ­
ции как таковые В. И. Крыловым не были рассмотрены.

2. Результат Неванлинны о параметрическом представлении класса 
N мероморфных функций ограниченного вида в единичном круге D нашел 
существенное развитие в работах М. М. Джрбашяна [7], [8], [9]. В своей 
ранней работе [7] (см. также [8] — суть ее развернутое изложение) 
М. М. Джрбашян установил канонические факторизации новых, широких 
клссов 7V«(—4՜ <») мероморфных в круге [функций, для кото­
рых^ характертстика Неванлинны может иметь степенной рост. Класс 
7Vâj(——это множество тех мероморфных в круге D 
функций / (z), для которых

1
j’d-r)* Т(г, /)</г<+оо. ( 2

о
В основе настоящей статьи лежат сформулированные в приведенных 

ниже теоремах I и II результаты работы [7] М. М. Джрбашяна.
Теорема I. 1°. Пусть CÇD — любая точка. Тогда при лю­

бом а (— 1 < а < 4՜'°°) функция

Л . гч I о t ni — f Г dt | ,Аа (z, Qsexp {— (z, Q) = exp< — l ֊-----֊֊ (3)
I J (1— Z4 t) t )

M*
аналитична в D и имеет нуль, притом первого порядки, только в точке 
z = С.

2°. Пусть / (z) £ Na (— 1 < « < 4՜ °о) (/(z) ^0) —любая функция,, 
а [ар.| и (6,1—ее нули и полюсы, отличные от г=0. Тогда

f J (1 - IT)BI logI/ (С)| | da (С) <4-00

' D
(rfa(C) — элемент площади), и, одновременно, вместе с рядами.

Е(1-|а,1)2+։, 2(1֊ма+в 
р »

равномерно сходятся бесконечные произведения

«а (г, (а11)) = П Аа (z, аД (z, |6, ]) = П Л, (z, b,)'. 
и »

Отметим, что эти произведения при натуральйых значениях а были 
позже рассмотрены также Цудзи [Ю} (гл. V). Далее, при а = 0 произ­
ведение %, по существу, переходит в произведение Бляшке.

Теорема II. Любая функция f (z)Ç7V«(—4՜°°) допу­
скает факторизацию вида
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*‘а * I Vч / /

х ехр| 2^^ |՜ [ (1 -14«)« С)1; н< I,
I г- л и (! — «։•) 1о

(4)

где С, — первый ненулевой коэффициент разложения Лорана функ­
ции /(г) в окрестности начала координат, а Ка — константа, за­
висящая лишь от а и ). (причем Кл = 1 при Х = 0).

Как нетрудно заметить, а определении класса (—1 < а < + «?)
заложена структура оператора дробного интегрирования Римана-Лиувил­
ля. Как хорошо известно, в дальнейшем, с усовершенствованием методов 
исследования и с применением этого оператора М. М. Джрбашяном [9] 
(гл. IX) была построена новая, более совершенная теория параметрических 
представлений несколько инь;х классов Л, (—1 < а < + оо) мероморф­
ных в круге функций, для которых ограничена новая характеристическая 
функция сложной структуры. Однако ранние результаты М. М. Джрбашя- 
на остаются ценными и актуальными в силу их простоты в приложениях. 
В связи с этим следует отметить работы Ф. А. Шамояна [11], [12], где 
сначала установлены параметрические представления для классов 
М' (—1 < а < + °о), а затем найдены их существенные приложения в 
описании идеалов алгебр аналитических в круге функций с ограничением 
на рост вблизи границы круга.

3. Рассматривая задачи представимости мероморфных в полуплоско­
сти функций, совершенно естественно, как и в круге, дать возможность 
функции- для более быстрого роста и, тем самым, рассматривать по воз­
можности более широкие классы мероморфных функций.

В работе автора [13] были установлены зависящие от непрерывного 
параметра а(—1 < а <2 + ос) семейства формул типа Карлемана и 
Б. Я. Левина, введены семейства характеристик типа характеристик Не- 
ванлинны для угла и характеристик Цудзи. Эти результаты позволили 
там же получить новые факторизации для аналитических в замкнутой по­
луплоскости функций любого конечного порядка, а также параметриче­
ские представления, новых классов, типа В. И. Крылова, функций, аналити­
ческих в полуплоскости. Построение этой теории существенным образом 
опиралось на свойства оператора интегродифференцирования Вейля, а так­
же на свойства исследованных автором [14], [15] произведений типа 
Бляшке для полуплоскости.

Данная статья посвящена установлению полуплоскостных аналогов 
ранних результатов М. М. Джрбашяна [7] и связанных с ними результа­
тов Ф. А. Шамояна [11]. Следует отметить, что, не совпадая с классами 
функций из [13], рассмотренные в статье классы мероморфных функций 
обладают существенно более простой структурой.

В §§ 1, 2 на основе теоремы II, посредством применения специально­
го метода отображения с последующим предельным переходом, получены 
зависящие от непрерывного параметра а(1 а <■ + оо) семейства фор­
мул типа Б. Я.Левина (теорема 1.1) и характеристик типа Цудзи (п. 1.4). 
Затем, тем же путем установлены канонические факторизации для классов 



454 А. М. Джрбашян

типа В. И. Крылова мероморфных в полуплоскости функций, для которых 
характеристика Цудзи может иметь степенной рост (теорема 2.2). В полу­
ченных канонических факторизациях участвуют рассмотренные автором 
совместно с Г. В. Микаеляном [16] произведения типа Бляшке для полу­
плоскости.

Следует отметить, что аналогичный метод отображения с последую­
щим предельным переходом был применен также в недавней работе [17] 
М. М. Джрбашяна и А. Э. Джрбашяна, где были установлены интеграль­
ные представления аналитических в верхней полуплоскости 0<+> функций,- 
принадлежащих Ьр (б(+), у*<1х<1у) ( — 1 < а <С 4՜ ос, 1 р 4-оо).

В § 3 установлены полуплоскостные аналоги результатов работы [11] 
Ф. А. Шамояна. В частности, установлены (в лемме 3.1) оценкч типа 
Цудзи (см. [10], теорему У.25) для произведений типа Бляшке из [16]. 
Леммы § 3 вместе с теоремой 2.2 дают возможность установить в конце 
статьи теорему 3.1 завершенного характера — о параметрических пред­
ставлениях рассмотренных в § 2 классов мероморфных в полуплоскости 
функций.

§ 1. Формулы типа Б. Я. Левина и характеристики типа Цудзи

1.1. Пусть функция Л (ш) мероморфна в нижней полуплоскости 
= (ш: 1т ш 01 и ПРИ любом р£(—оо, 0) в полуплоскости 

Ср-) = (то :1т ш < р| содержится не более чем конечное число ее ну­
лей Оц и полюсов 6,. Будем полагать, что р£ (— ՝■», 0) фиксировано 
и R тах ||1т а։,|, |1т6,|). Отображение г = =

=(ш—/р)//?4-г՜ переводит круг |ш4-г (R—р)| R в единичный. С другой
стороны, в этом круге содержится не более чем конечное число нулей и по­
люсов функции /•'(ш), и они могут лежать лишь выше ее центра. Поэтому 
функция

/(г) (ш); г = (ш — гр)//? 4՜ г'
мероморфна в замкнутом единичном круге и имеет там не более чем 
конечное число нулей а(1 = (аи. — гр)/R+i и полюсов 6, = (6, — г'р)//?4-г', 
которые могут лежать в верхней полуплоскости.

Для функции /(г), очевидно, справедлива формула (4) теоремы II 
при любом а/>—1. Причем в ней, как легко заметить, 1=0, ЛГ։ = 1, 
а Сх = Со=/(О). Заменим в этой формуле а на а — 1 и вернемся к 
функции /г(ш). Тогда, ввиду того, что при О(/?, р) = {«>: |ш4-г(^— 
— Р)| /?1 имеем

_1£гЛ’б1о, 1].
R । R /?’

(1-1)

приходим к представлению вида
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IogF(w) =

Im Z — р|’—1 logl Гр|
Л(С)-

z(w— C —2 ip)

— log FC— i(R — p)); w^O(F, p), .0 < i < 4- co. (1.2)

Для дальнейших целей важна также следующая формула, 'непосред­
ственно вытекающая из (3):

2а( 0, s-ip , Д 2, + ՞ .. .------ 4՜ г I — —пт *m s — рR J /?’+“ 1
т«

— |Imj 
Rо

֊֊(2/?-1)'+։|Im s -рГ+<7. (s, Р, /?); 0 < т< + оэ. (1.3)

1-2. Для установления формулы типа Б. Я. Левина необходимы сле­
дующие предварительные леммы.

Лемма 1.1. Пусть »(Z)^-O— измеримая функция на оси 
0 < Z < 4֊ оо. Тогда при любом а (1 + оо) имеет место равен­
ство 

+■« +-
J Z*՜’ Ч> (i)df = sup (Z — е)“՜1 <р (Z) Л. 

о «

Доказательство. Во-первых, очевидно, что правая часть требуе­
мого равенства не больше, чем его левая часть. Во-вторых, как нетрудно 
убедиться, для любой последовательности еп 4 0 правый интеграл, моно­
тонно возрастая, стремится к левому.

Лемма 1.2. Пусть ф(С)— измеримая функция в полуплоско­
сти G^~) (— оо < р 0) и при данном л (1 а < 4- оо)

| ,1m С — р|* 1 ф (С) с/з (< ).
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Доказательство. Введем в рассмотрение функцию

Я«.Р(С, Я) =

|С֊/р|2 V-1
2 Я Нт С — р| /

— 1 при Z £ 0(Я, р)’

— 1 при 0(Я, р).

Тогда, очевидно, утверждение леммы будет эквивалентно соотношению

л11т_ J J Я«, „ (С, Я) |lm С - рГ՜1 ф (’) do (С) = 0. (1.4)

Для доказательства этого соотношения заметим, что \Р„. р (Z, Я)|-С1 
при C£Gp-). С другой стороны, для любого фиксированного C^G^֊> 
имеем limP«. Р(ч, Я)=0. Поэтому, в силу теоремы Лебега, при 

/?-+•
R -» 4- оо стремится к нулю' интеграл в (1.4), и лемма доказана.

Теорема 1.1. Пусть Я(ш) — мероморфная в нижней полу­
плоскости Gt->= (w : Im w 0| функция, имеющая при любом 
р£ (—оо, 0) не более чем конечное число нулей ал и полюсов Ь? в 
полуплоскости Gj-) = {w : Im w <Ср}- Далее, пусть при данном 
а (1 < а < ос) выполнено условие

J j liraТ՜1 Ilog|FC)| !</<»(■:)< 4- СО. (1.5)

<А֊>

Тогда при любом р£ (—оо, 0) справедлива формула

°= ֊ j JИга с - f-Г11 Ogi F (Q| da{\) -

S |Im a;t — p|l+։ + ֊4֊ S |1т*,֊рГ։-

-2՜“ lira ?+e log |/=(—ft)b (1.6)

где последний предел существует и конечен.
Доказательство. В силу леммы 1.1, (1.5) обеспечивает выпол­

нение условий леммы 1.2 для функции ф (Q = log F(Q'. Следовательно» 
при Я —» 4֊ оо интеграл в формуле (1.2) с ш = — /(Я— р) стремится 
к интегралу формулы (1.6). Теперь заметим, что как очевидно из 
(1.3), при любых фиксированных р<^0 и s~Gp 1 имеем lira/« (s, р, Я)= 

= (14-®)-1. Поэтому, ввиду конечности сумм в формуле (1.2) (с 
w = — /(Я —р)), предельный переход Я-» 4՜ 00 преобразует их к 
суммам (1.6). Существование и конечность последнего предела обеспечи­

вается существованием и конечностью остальных пределов.
1.3. В теореме этого пункта приведен специальный случай формулы 

Б. Я. Левина. Ее утверждение нетрудно получить из теоремы XX работы 
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В. И. Крылова [6] при помощи предельного перехода. Затем приведены 
соответствующие характеристики Цудзи.

Теорема 1.2. Пусть функция F (ы) мероморфна в полупло­
скости G(a (ajL|cG(_) и [6,(СС! ‘—соответственно нули и по­
люсы этой функции. Тогда, если при любом р < 0 в полуплоскости 
Gp՜) лежит не более чем конечное число точек Ь,, и Ф(и)=/(ш + 
4֊ /р) С Nm, то справедлива формула

£ |Im ал — р|— V |1т6,— р| =

+ ->
= 77- flog Г(и-|-/р)|</«-----lim Hog F (—ft)|(— oo <p<0), (1.7)

2 r. J 2 +-
—— M 

где последний предел существует и конечен.
Предположим теперь, что п (/, F) — количество полюсов функ­

ции F(w), лежащих в полуплоскости <7/-) и рассмотрим функции
р

N(P,F)= J] Цт6,֊р/= ('(p-/)rii(f, /), 

\60‘՜’
(1.8) 

р
N(p, /:-1)= X |1шан—Р!= I (Р — *) (t, F՜1), 

а ео(՜“) Г Р

m (р» F±‘) = i- I log* |F(u 4֊ ip)ku, (1.9)
2« j

— О»

L (p.F±J) = m (P, /±’) + N (p, /±J). (1.10)

Заметим, что эти функции являются инверсиями специального случая ха­
рактеристик Цудзи, рассмотренных в [5] (гл.. I, § 5). При этом, формула 
Б. Я. Левина (1.7) переходит в соотношение равновесия вида

L (р, F) = L(p, f_1) + Cr (- оо<р<0). (1.11)

1.4. В этом пункте из формул (1.6) типа Б. Я. Левина будет выведено 
зависящее от непрерывного параметра а(1^ а < -}- оо) семейство харак­
теристик типа Цудзи. Для этого сначала заметим, что

J J |1т ; — рГ՜1 log |F (С)| da (С) = a [m, (р, Л) — m„ (р, /)“')],

где функции ша — суть усреднения характеристик Цудзи (1.9):

р
(Р» F±l) = Up — f)“՜1 m (/, F±J) dt.
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Далее, легко видеть, что
р

£ |Im6,-p.1+*^ F).
Mo։,՜’ л.

Поэтому, интегрированием по частям получаем

— у |Im6, —p|1+’ = «N.(p, Л),
1 + “ ь ֊о<-’

V- р 
где 

р
N« (р, F) = ֊^֊ f (Р - О’՜’ N (/. F) dt.

1 + « J

Аналогично, для нулей функции P('dü) имеем

— у Itao.-h'^œaN.fp, F՜’)- 
1+• V»;-’

В силу введенных обозначений формула (1.6) запишется в виде

m։(p, F) + N։(?,F) = m.(p,F-1) + N։(p, К՝)+С.(П (р<0), 

где C<i(F)Ç;(—°о, + со)—постоянная, или, что то же самое, в виде 
соотношения равновесия

L«(p, F)t=U(p, F-1)+C,(F)(-oo<p<0), (1.12)

где Le — характеристики типа Цудзи, являющиеся их усреднениями — 
/ о

L«(P, М‘) = |(p-O“"1[m(t/;±1) + —- N(^±։)]<«- (ЫЗ)
J 1 пг а

— »
1.5. Общеизвестно, что для любой функции f (z) 0, со, мероморф-՝

ной в единичном круге, имеет место соотношение равновесия вида 
T(r, f)= T(r, (0<Zr<Z !)• гДе F— характеристика Неван

линны. В силу этого соотношения условие (2), определяющее классы 
TV, М. М. Джрбашяна, эквивалентно условию

1
J (1-г)*[Г(г,/)4- 7’(г.Л1)]‘/г<+«>; -l<a<+œ, 

f о
или, если 0 < к <'֊4֊ оо, условию sup [Л (г,/) 4֊ Га (г,/-1)] 4֊ <»,

0<г<1
где Г» — характеристика типа Неванлинны следующего вида — 

. г •
* T.(r,f) = ^(r-i)՝T(t,f)dt. 

о
Однако ясно, что не для всех функций, мероморфных в полуплоско­

сти О выполнено соотношение равновесия (1.10) между характеристи­
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ками Цудзи. Поэтому прямыми аналогами классов Л՛’ <М. М. Джрбашяна 
следует считать классы мероморфных в G{_) функций F{w), для которых

О
J |/|*՜’ [L (t, F) 4֊ L(t, + оо; 0 <а< 4- ос. (1.14)

—- ав

Отметим, что при 1^ а < 4֊ оо, в силу леммы 1.1, это условие эквива­
лентно условию

sup [L.(р, F)4-Le(p, ^~')]< •+ Ос’ 
- «■'р' о

Нетрудно убедиться также в том, что (1.14) одновременно эквивалентно 
условиям теоремы 1.1, при выполнении которых справедливы формулы ти­
па Б. Я. Левина (1.6), а также соотношения равновесия (1.12) для вновь 
введенных характеристик типа Цудзи.

§ 2. Канонические факторизации классов мероморфных 
и полуплоскости функции

. В этом параграфе путем последовательных предельных переходов 
/?|оонр!0в формуле (1.2) будут установлены канонические фактори­
зации новых, широких классов типа В. И. Крылова функций, мероморф­
ных в полуплоскости.

Определение 1. Будем говорить, что мероморфная в нижней 
полуплоскости G^՜’ функция /г(ш) принадлежит классу N™p(0<^a< 

4֊ со, 0 < ? < 1 +- а), если

,-՛ ul«-։
j —^) + L(6 F-,)]tf/<4-°0. (2.1)

ев

Очевидны включения

N^EN:p,(0<«<4-«>, о 14-а). (2.2)

N“f> Е. N?+s, ₽+г (0<а<4- СО, 0 < 14- а, 0<?<4-оо). (2.2՜)

Следует особо отметить, что предельные переходы /?|ооцр10в 
формуле (1.2) оправданы, в частности, как мы убедимся ниже, для функ­
ций классов N™0, являющихся, как было отмечено выше, естественными 
аналогами классов Л’ М. М. Джрбашяна. Однако, при этом возникают 
существенные затруднения в случае, когда 0 < а < 1. Оказалось одна­
ко, что легче установить канонические факторизации непосредственно для 
функций из наиболее широких классов N" ։+в (0 <^а < 4՜ оо). г >

2.1. Для дальнейшего изложения необходима следующая . ,
Лемма 2.1. Пусть F(w) £ N“ р(0 <С “ + °°> 0-^ ß <1 + “)• То­

гда нули |ац]сС(-) и полюсы \b,\czG''՜^ этой функции таковы, что

J]|lm аИ11+’ < 4՜ °°» У, |1ш 4 °0- (2-3)
и •
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Одновременно

f f TTv-^ie>1о*> Г(Г’։| I d3(:) < + °°- <2 4)
J J 1 + |Im ',|®
о(--։

Доказательство. Сходимость интеграла (2.4) непосредствен­
но следует из (2.1). Для доказательства сходимости сумм (2.3) заметим, 
что, как также непосредственно следует из (2.1)

о
fJÜXL-Na <+<*>. (2.5)
J 1 + К.— Ou

Сходимость одного из этих интегралов обеспечивает сходимость первой из 
сумм (2.3), а сходимость другого—сходимость второй суммы. Докажем, 
например, сходимость первой суммы. Во-первых, если бы при некотором 
р0 < 0 в G1̂ 1 содержалось бесконечное число нулей ctp. функции F(w), 
то для любого / (ро/2 <С 0) имели бы

N (/, Л՜1) = X (Um а„| - X ([Im ал| - |fo|/2) >

> S ('1таи1-|р0|/2)> х (,Ро1֊'Ро1/2)=+оо.

Это противоречит (2.5). Тем самым, max [|Im a.JJ =т0 + ос, и, как
р

нетрудно убедиться

Г >!“(1 + а) (l + mglHSIIrn«/*“.
1 + |e| P-

2.2. В этом пункте путем предельного перехода R ] оо в формуле (1.2) 
для функций классов N"1+1I устанавливается семейство формул, являю­
щихся естественными аналогами формул типа Иенсена-Неванлинны для 
•круга, открытых в ранней работе М. М. Джрбашяна [7] (см. также [8]). 
Как в установленном в этом пункте семействе формул, так и в установлен­
ных затем канонических факторизациях классов N” ? участвуют (произве­
дения типа Бляшке для полуплоскости, рассмотренные в работе [16]. 
Элементарные факторы этих произведений имеют вид

2 |1тС1
а» (w, С) = ехр{— f ' ‘ (2,6)

( J [t 4-։ (w J
о

Отметим, что при любых фиксированных C£G(֊) и а(—1*Са<С՜*՜ °0) 
функция аДш, С) аналитична в G(-) и имеет нуль, притом первого 
порядка, только в точке w = G При этом, условие сходимости произ­
ведения

Z?» (w, [ад*]) зз П tu (w, wt) (Jw*)cG(-\ —1 <C”i-°0) (2.7)
k
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имеет вид
S |Imto*|t+‘<+co. (2.8)

Докажем еще две предварительные леммы.
Лемма 2.2. Пусть w и $—фиксированные точки из Gp՜' (р<0)- 

Тогда при любом а(—1 <а< 4֊ °°) справедливо соотношение

lira 2» (——— + i, ----- — +Л = — log а, (w — гр, s—гр). (2.9)
/?-+- \ R R /

Доказательство. Пусть z, ч £ G(՜’ — любые фиксированные, 
а Л>0 настолько большое, что |«+гЛ|<^/? и |С 4֊ г7?| R. Тогда 
по (3)

£
R

'______(1-0-

Л—
\ C 4- iR

dt 
t

Воспользуемся теперь равенством (1.1) и после замены переменной инте­
грирования г = R (1 — /) убедимся в том, что

2 Ит С|

lim 2, (— 4- i, 
\ R R

•t’rfr

о
Ввиду (2.6), это соотношение после замены г = ш— гр, С = 8 — гр пе­
реходит в утверждение леммы.

Лемма 2.3. Пусть F(w)^Na7i+« (1 -С« < 
бых р<0 и w £ Gp-) справедливо соотношение

+ J \ 2Л|1шС—p|
O(ff.p)

|ImC-Pl-Tog |F (C)|

при лю-

Л(0 =

К

IT«, r_ 1Qg|^(C)l
[i(w —С-2гр)]

л (С). (2.10)

Доказательство. 
С, R), полагая

Введем в рассмотрение функцию Ч'«.р(ш,

г/гцтС—р1
w — ", — 2 гр) —

։+«
ф;.р(щ՛, :,/?) =

R
1

[г՜(«г — С — 2 гр)]'
при O(R, р),
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*«. P(w, С, /?) = ֊ —------- 1 . -j.- при l£O(R, P).
[։(w - , — 2zp)J

Очевидно, что (2.10) равносильно соотношению

Jim J J Ч\. p(w, С, /?) Jim С — р|’-։ bg |/'(С)| do (Q = 0, (2.11)

С целью доказательства последнего оценим функцию W«. р(т7, С, R)t_ 
полагая, что Л^>2|ш— zp|։/|Im w — р|, а точка w£Gj֊) фиксирована^ 
Если С£О(/?, р), то, очевидно

|4r0.p(w, С, /?)|<|(w -zp)- (С-։р)Г‘1+։Ч Ц-

(w — zp) (С — zp)
(w — zp) — (C— zp)

Однако Im(w —zp)<0 и Im(C — zp) <0. Поэтому, как легко видеть,.

(ц> — zp) (С—Zp)

(w — zp) — (С — Zp)

1 1 _1^/r 1 Г* / *
----------= <_ ( Im--------- 1 <_ — 
w—zp C—zp \ w—zp/ 2

Далее, так как |(w — z'p) — (C—zp)| .> | Im w— pi 4՜ ilm r,—?|, то ввиду 
включения (1.1) при фиксированных р<0и w £ Gp֊), любых 7?> 
>2|и>— z"p|։/|Imw — р| и r,£O(R, р) справедлива оценка

|4\P(w, С, /?)|< ________ 1 4- 21+*________
(,Im w — р| 4՜ [Im С — р|)1+в

Нетрудно заметить, что в силу определения функции !?<,, Р(ш, С, R) 
эта оценка сохраняет силу и в случае, когда С £ Ср՜ ։\О(7?,. р). Вос­
пользовавшись теперь неравенствами

1
(а 4֊ 6)’“

1 max [1, а—11+“1} 
аИ-«4- &։+»^ 1 -J- »>։+• (а, b>0; l<œ<4-œ),

1 1 4- (1 + g)1+.‘
l-b(.t—а)1*“ 1 4֊ х1+“

(0< a х 1<а<^+=с)»

окончательно приходим к оценке

.Ч'а, (W, С, Л)| <
c.,p(w)[i + (i+|p|)1^]

1 4- |lm С|1+*

где С։, р (w) = (1 4-2^*“) max[l, |lm w — р|_(1+в)).
В силу последней оценки, сходимости интеграла (2.4) (с ®=1-4-а)< 

и леммы 1.1, подынтегральная функция в (2.11) имеет не зависящую 
от R > 2 |и> — z^l’/JIm W — р| суммируемую мажоранту. С другой сторо­
ны, ясно, что lim Ч'в|Р(и>, С, /?) = 0 при любых фиксированных р<,0՛ 

г /?-»т00
и w, C£Gj֊). Поэтому, в силу теоремы Лебега справедливо соотно­
шение (2.11), и, тем самым, лемма доказана.
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Теорема 2.1. Пусть F (w) £ N՞i+« (1 а < 4֊ оо). Тогда при 
любом р *4.0 справедливо представление

°₽՜’

+ X loga, (w — zp, ал — zp) — S loga« (w — zp, 6, —zp) —

— log[ lim F(—z?)J; w £ Glp-), (2.12)
(-+-

где [a.x) и [Z>,|—суть нули и функции F(w), а предел в скобках 
существует, конечен и не равен нулю.

Доказательство очевидным образом следует из формулы (1.2) 
и соотношений (2.9), (2.10).

Для доказательства основной теоремы параграфа необходимы еще три 
леммы.

Лемма 2.4. Пусть последовательность |w4)c:G<_) при дан­
ном а(—1<։< + °°) удовлетворяет условию (2.8). Тогда при лю­
бом w С G՛՜’, не принадлежащем отрезкам lk = (w : Re w = Re w x, 
Im w4 < Im w < 0] (£^>1) справедливо соотношение

lim S logcu (w— zp, w*— zp) = У logaa (w, шД (2.11)
—° .4eo<֊’

Доказательство^ Предположим сначала, что Imw< — 4/n0, 
где т0— тах Im w4|. Очевидно

■С У |loga,(w — zp, wk — zp) — logaa(w, wa)| 4֊

4՜ S Ilog ал (w, w*)| = 5X + 5։.
f Im e4<0

В силу сходимости последнего ряда (см. [16], теорему 1.2) для любо­
го е > 0 существует такое р, < 0, что

52<е/2, при р1’\р < 0.

Оценим теперь сумму 5,, заметив, .что ввиду (2.6)
2 |1т п>л|

5, < V (' --------—------------
1т^Р 3 1՜ 4г I (ш— ТО.)|1 + “

2(|1ш ш4|-1Р|)

(2.14)

При этом, здесь — ш*| — т > т0, так как |w — Г т0, а 
0 т С 2 /Пр. Воспользовавшись этим, получим



464 A. M. Джрбашян

21 + ։ ( V .1 |1+»
-у-:—;—гт; { 2, |lmw.| —( 1 [ Im m^<p

К (HmwJ-lpl)11’
Im w*<p

Однако, при выполнении условия (2.8), как нетрудно убедиться

lim £ (|Im wj — (pj)1 h°= Ц|1тш4|1+“. 
p-»—о i® w^<p *

К тому же пределу стремится и первое слагаемое в фигурных скобках.
Поэтому существует такое ра<СО, что при р»<^р <0. Отсюда,

и из (2.14) следует соотношение (2.13) для любого w £ G<-,։ такого, 
что Im w С—4т0. Заметим теперь, что’если последовательность |w*J 
конечна, то соотношение (2.13) справедливо для всех ™еа.(->\ии*) 

к
Следователяно, это соотношение справедливо вне множества U {/а) и; 

к.
в случае бесконечной последовательности {w4}.

Лемма 2.5. Пусть F (ш) С N7 цо (1 < “< + Тогда

lim f I jim С — p|“ ՝՛ 
f—о J J

°Г

log|f(C)|
|Z(w —C—2zp)]l+t

(2.15)'

O<->

Доказательство вполне аналогично доказательству леммы 2.3.
Лемма 2.6. Пусть последовательность (w4|cGl-> удовлетво­

ряет условию (2.8) при данном а. (— 1 < а < + оо). Тогда функция

logB7 (w, {».}) = — J J [t + z(w— wJ]1+T • (2.16)»

о

при любом фиксированном w \ таком, что Imw^ — 4zn0 (m0= 
= max |1, maxjlmwj}), непрерывна по параметру 7 на отрезке 

k
a, ~г °°).

Д оказа тель ство. Ясно, что каждое слагаемое ряда (2.16) обла­
дает требуемым свойством. Поэтому для доказательства леммы достаточно 
убедиться в абсолютной и равномерной сходимости этого ряда в любом 

сегменте [а, Р]<= [ х, + <»). С этой целью предположим, что [а, [3]<—лю­
бой такой сегмент и 7 £ [а, р]— любая точка. Тогда очевидно, 
т -|- i(w — w։)|l+ï>- mi+։, и, следовательно, при 0 <JIm wJ < 1/2

2j+։
J b + ,■ (w -.jf < 

0
2.4. Докажем основную теорему параграфа о канонических фактори­

зациях функций классов N” 3 (0 + °0, 0 < ₽ < 1 + я).
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Теорема 2.2. Пусть Æ(w) Ç NJT1+« (0 а + со). Тогда спра- 
ведлив» представление

Г(ш) = Ср В։ (w, {ар.})
Ä(w, (6,))

X

X exp | — e 2 I f |Im СГ՜1 do (C)} ; w £ Gt-։, (2.17>
I « ■՛ J (w — Q I

o<֊5
где В„ — сходящиеся произведения типа Бляшке, составленные по 
нулям и полюсам функции /■(«»), а Сг=1։т[/7(—г7)]~։. При это м,.

этот предел существует, конечен и не равен нулю. 
Доказательство удобно провести в два этапа.
а) Пусть 1 а < -j-oo. Тогда к представлению (2.17) приходим 

предельным переходом р f 0 в формуле (2.12), в силу соотношений (2.15), 
(2.13) и единственности аналитической функции.

б) Пусть 0 < а < + 1. Тогда, ввиду (2.2'), F(w) £ N“i+T при лю­
бом 7 а. Следовательно, для этой функции справедливо представ­
ление (2.17) при i = Зафиксируем теперь любое w£Gt-) такое, 
что lmw<—4 тпх (m^ max {|Im аи|, |Im6»!}). Тогда правая часть (2.17) 

Р-. ’
(с а = 7 1) тождественная [постоянная по 7. С другой стороны, в
силу леммы 2.6, ее сомножители — непрерывные по 7 («-С 7 < + °э) 
функции. Поэтому справедлива формула (2.17).

Замена ние 1. В силу включения (2.2), факторизацию вида (2.17) 
допускает любая функция из N"ß (0<^а<^4֊оо, 0<С?^С1 + а)«

Замечание 2. Как нетрудно заметить, примененное в пункте б) 
доказательства теоремы 2.2 рассуждение дает возможность распростра­
нить на случай 0 < р < 1 также формулу (2.12) теоремы 2.1.

2.5. Установим оценку для экспоненциального множителя в (2.17).
Лемма 2.7. Пусть *F (ш) £ N™ 3 (0 < а <' 4- <х>, 0 •< ß 1 + а).. 

Тогда при любом w £ G՝-) справедлива оценка 

а 2°

о։-)

_Log|fG)|
[/(w-Ol1 d° (С)

<х2«+Р-Ч 1 + |Im Шр Г Г Ilm:»-1
« {Imw|l+“ JJ 1-Hlmср 

o<~)

|log!FQ||rf3(C). (2.18) ■

Доказательство. Пусть w,-C£G( \ Тогда, очевидно, |и>—
|Im w I -J- Jim C|. Следовательно, воспользовавшись неравенствами 

a + b > a (1 + 6)/(l + a) (a, b > 0), 1 < (1 + x)?/(l + x») 4 2?՜1 (x > 0, 
ß > 0), получим

____ 1_ <2l₽-։i 1 + lIm ml3 1 .
|w — C|։+e jim wJ1՜1՜“ 1 -J- J InKp

Отсюда непосредственно следует оценка (2.18).
4—602
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Замечание. Если последовательность 1 удовлетво­
ряет условию (2.8) при некотором а (— 1 < 4- со), то, как нетруд­
но убедиться, при 1т то < — 5 тах |1т то ,| справедлива оценка

|1о21Ва(то, (тод1)||< ֊ ^Цтто^' ПттоГ1՜’. (2.19) 
1 + * )

Отсюда, из (1.18) и факторизации (2.17) следует, что для любого 
/■(то) £ <0 < а < -|- оо, 0 < 0 < 1 а) имеем Пт /?(—й) = ± 1.

Тем самым, при 0 ^0 <1 4՜ ’ равняется I или —1 множитель Ср ка­
нонической факторизации (2.17).

2.6. Условие (2.1), при выполнении которого мероморфная в ’ 
функция У7(то) принадлежит классу (0<а< 4- оо, О<0-<1 4֊ а ), 
накладывает ограничение как на характеристику роста Ь (/, Р) этой 
функции, так и на характеристику ее убывания Е (/, Г՜1), В отличие 
от этого, в данном пункте рассмотрены классы аналитических в С(~* 
функций, в определении которых накладываются ограничения лишь на ха­
рактеристику роста.

Определение 2. Будем говорить, что аналитическая в полупло­
скости С(-) функция Р (то) принадлежит классу (0 <а 4՜ 00 )> 
если при либом [> 0

зир |1о8|Г(и4֊ г&)| 4՜ оо,
«<р Л 

— ао 

и, одновременно
0 0 ! +«■

[ г ,14; Ь («, л У 1ог+ Ки + Й)1 </и < 4- °о.

—.130 — “

Поскольку ДЛЯ любой функции /Г(ш)^Н։) (О<я < 4֊ оо), я силу 
теоремы .1.2 имеет место формула Б. Я. Левина (1.7), и, следовательно, 

.соотношение равновесия (1.11), то очевидно включение

ы,т։+а(0<я<оо).

< Следовательно, для функций из вновь введенных классов справедливы 
утверждения.леммы 2.1, а также каноническая факторизация теоремы 2.2.

§ 3. Параметрические представления классов Ы՞?

В этом параграфе исследуются вопросы принадлежности сомножите- 
. лей канонической факторизации (2-17) классам 14" Д0<а<4՜ 
0^0^14՜ а), на основе чего удается установить параметрические 
представления этих классов в случае, когда 0 5^ 0 < а.

3.1. Докажем сначала оценку, нужную для дальнейшего изложения.
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Лемма 3.1. Пусть последовательность {tüj,} cz (7(—) такова, что 
при данном я(—1<«<-гоо) выполнено условие (2.8). Тогда спра­
ведлива оценка

, ։ Ilm wJ,+* t .
log|B«(w, {wj)| < С, v ------- =ГПТ«; w՝- G ’» (3-0

» [to — wtl

где С, £ (0, 4֊ <х՝) — постоянная, зависящая лишь от г.
Доказательство. Легко заметить, что для установления оцен­

ки (3.1) достаточно доказать справедливость такой оценки для одного 
фактора произведения 5а. С этой целью предположим, что С = 5 + Й) £ 
£ G1՜1—любое и рассмотрим в отдельности два случая.

а) Пусть 2 |rj/,w —С| > 1/5. Воспользуемся рекуррентной форму­
лой

I р 1 / 2rn \«-Д+’։a. (w, С) = а0-р (w, С) ехр £ —Ц- (-Ц-) (3.2)

(где р^О целое и р—1<^։-<р). Отметим, что эту формулу легко- 
получить из (2.6) интегрированием по частям, и она по существу при­
ведена в [16]. Из (3.2) следует, что при целых а = р>0

Однако в рассматриваемом случае

Пусть теперь а (—1 < а < 4՜ °°) не целое. Тогда из (3.2) следует 
оценка

\1+«
— тп) ’ (3.4)-

где В=а — р£ (—1, 0). Оценим теперь 1о£ (а, (то, С)|. Для этого про­
изведем замену переменной интегрирования ? —т//(ш— С) в (2.6) и, 
воспользовавшись тем, что при' 1га то \ и ₽е ш = $ имеем г (то —ч) = 
— 1т ш 4- т] > 0, в силу единственности аналитической функции получим

Д 1в1

1ог |аг (ш, С)| = - Ие 1т> •
о

Если 2|ч)|/|ш — С|-С3, то, очевидно

|1ог| а. (ш, С)| I < х ах = С5 < 4- ос. (3.5) ■
и |1 — лг|о
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Если же 2 |т)|/|«>—С| > 3, то опять по единственности аналитической 
функции приходим к неравенству

? 141

1ох|аг (и», С)|-< Сг — Ке I

з ,4=4.

֊1

1—— 1

— С|. Поэтому |1 + И > 2, и

1 \։+։='1___ 1_ 1+«
соз 1

4
Следовательно

։ 14/

1о£ |а< (ш, г.
4

з
Отсюда и из (3.5) следует, что в рассматриваемом случае

1од|об(ш։ С)| < С*. А это, в свою очередь, вместе с (3.4) и (3.3) при
водит к оценке
1о£|а« (ш, С)| < Са(~^=7 

\ — Ч
£ 
5

+ «>). (3.6)

б) Пусть 2 И1/|ш — С|-С 1/5. Тогда нетрудно видеть, что

I т֊( 

1 ш— ч

2 _ 1 4 г; 1т ш и 2 |1т ю| 2|7|| 
|ш—Т| |ш- С|

Поэтому

И>—ч

1 2|1тш|
Т 1«>—XI

1
5 к |ш-՜

14
25՛

и, следовательно, при любом х £ [0, 1]

•ш
10 и> — С

2М 
и-С|

У14 1.1Ш —С
ч 5 5 2

Воспользовавшись этим, получаем, что при любом а (—1<^а

Отсюда и из (3.6) следует оценка

; -1<а

где С։ £ (0, 4֊ со) — постоянная, зависящая 
оценке (3.1) леммы не представляет труда.

3.2. В этом пункте наряду с исследованием 
произведений Ва классам дается полная

лишь от а. Переход же к

вопроса о принадлежности 
характеристика плотности

■нулей и полюсов функций этих классов. Для этих целей необходима сле­
дующая предварительная
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Лемма 3.2. Пусть последовательность (w4|cG(_) такова, 
что при данном ։ (0 <Г -4- со) ■ выполнено условие (2.8). Тогда 
для произведения В, (w, 'w k\) справедливо соотношение равновесия

L (р, В,) = L (р, В՜1); ֊ оо с р < 0. (3.7)

Доказательство. Сначала убедимся в том, что при любом р<0 
а* *

sup I ilogl В „(и + iv, |w4|), | </«<+ со. (3.8)
р<р J

• —w
Для этого зафиксировав р 0, выберем натуральное Nf 1 так, что­
бы im «»J <|р|/2 при k~^N? + 1. Очевидно

/"₽ " \
|log| B„(w, {w4})| I < ( 2 4- )|l°z|a։(w. w4)|. (3.9)

\*-i *-wp+i/

Если к Nf֊r 1, то при v < p имеем и -t- iv — wk\ |v| +1 Im w*|> 
> 2 |Im wj -I- pl,'2. Поэтому, ввиду (2.6)

+ ••
j |l°g a.(u + iv, w4)| I du -C 

— ••

s 2l+a .] |1+« f du
l+a|Imw*1 J [|a+f(|v|+|lmt»4|)| —2|Jm w4(]l+<՛ 

— aw

Оценивая последний интеграл отдельно при |ы| 2> 2 |р| и |и < 2 |р| при. 
ходим к неравенству

logi a a (и + iv, w4)|

Пусть теперь v<p и к(1 Nf) фиксировано. Тогда,обозна­
чив т0= шах jim wJ, будем иметь

(3.10)

du -<

2 |1/п w. I 
г* *

log|a« (и 4- iv, wt)| du j du | 
[u|>4.7>, - 0

du 71+ /»• (3.11)

Однако, как нетрудно убедиться

Т^т0'° 
a(l+a)

(3.12)
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С другой стороны, /2 = ЧГ.։ *(и) — непрерывная по «£(— со, 0) функ­
ция. Причем, в силу (2.19), 1։ш ’Га,*(и)=0. Поэтому шах X 

- --- - *
X тах Чг«.*(и)< -Ь со. Отсюда, из (3.11), (3.12), (3.10) и (3.9) еле-

дует соотношение (3.8). Остается заметить, что в силу (3.8) функция 
Ва удовлетворяет условиям теоремы 1.2 и, тем самым, для нее спра­
ведливы формулы (1.7) и соотношение равновесия (1.11), которое, в силу 
оценки (2.19), запишется в виде (3.7).

Лемма 3.3 Пусть [то*|сС( ։—произвольная последователь 
ность. Тогда

1е. Если при некотором а (0 а < со) выполнено условие 
(2.8), то при любом имеем В,, (то, [то*])с М™о.

2°. Если при некотором а(0<^а<^-|-со)

то при любом Р>0 имеем Ва(хи, [то*)) £ Ы՞ ₽ .
Доказательство. I3. Пусть а0> « любое. Тогда, в силу (3.2)1

(3.13)

где, как нетрудно видеть,

Сdx
1^. к (3.13')

_< [(f + |1ш то*|)։+ х։] 2 

а (0, -)- со) —постоянная. Поэтому

к (I) dt — С2 |Im то*|՛
О

где С2£ (0, -f- со) также постоянная. Следовдтельно

г,՛
о

• Отсюда и из (3.7) очевидно, что, 5<>։(то, (то*))£М"с..
2°. Пусть любое. Тогда, в силу (3.1) и (3.13)—(3.13')

+ ~ a_J . +~
f —е L (- 6 Ä) dt < СаС. S jlm то*)1+* ( 2.°՜’ 7—i^----
J1+? * 1 J + WJ)
О о



Параметрические представления классов функций 471

Далее, оценивая подынтегральную функцию последнего интеграла от­
дельно для 0 <t<Z 1 и 1<^/<^ + so, приходим к неравенству

* ••
jlh,в.>л<с.с, S I» + у+ 

и
которое вместе с (3.7) обеспечивает включение В* (w, (w4j) р.

Замечание. Утверждение 1° доказанной леммы вместе с леммой 
2.1 устанавливают, что полной характеристикой плотности нулей и полю­
сов функций классов Nj”,p (О <С ։ <Z 4՜ 00, О -С ? ՝С 1 + а) является ус­
ловие (2.3).

Лемма 3.4. При любом а(0<^а < + ао) можно подобрать пос­
ледовательность {«>*}“ с G(->, удовлетворяющую условию (2.8), та­

кую, чтобы В,(w, |wA}j°) 4 N™ 1+а.
Доказательство. Пусть последовательность (о>։ )®= [—frjtif 

(О < гА < г) лежит на мнимой оси и такова, что одновременно

у rl ։< + со, но у rl+։log — =. + о?.
*=1 а—1 Гк

Введем в рассмотрение функцию

Ge(e,)s (w=reil’ <0<°)- .

Поскольку в силу рекуррентной формулы (3.2)

g„ («»> »*) =

ТО

log !#„'.(/■€'•, — ։>t)|

a<4-\(W’Wk) ( 1 / 2r*
—;— = exp (------- 1 -----------a. (w, wk) 11 + a — rk

2- r»- co, [(1 + a) »rets ( r ‘

Поэтому справедливо также представление

,u. Г W1+,cos I (1 + c)»rctg( .r°°^ ) I
1o։|G.<r.")|=^— ------------- ' \±"’l+U‘<hn(O,

1+y,

гдев(<)—количество тех чисел гк, для которых — гк<^£ (—1, 0). 
Заметим теперь, что

cos (14 г cos 6 
rlsin 6| 4՜ |f[

1 о । к к—— при 0 4----- < ------------ -]/ 2 2 ^4 (1+а)

Следовательно, как нетрудно убедиться
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1ш С1-։ 1ог+ |(7. (С)| (С) >

о<֊)
*/« <։+•)

2* „ Г

б

о ,.

—1

где Са = чпп

-«/4 а+«>

к 1-1
СО 5---------------4(1+«) I

. Как нетрудно проверить, отсюда

следует, что
о

т.С [и1+“1ог—Л(0 =
4(1+«)2 3 И |<| '

Тем самым (7։ (то) £ X՞' н», и так как в силу утверждения 1° леммы 
з.з д.+1(«, |№к]։-)£№,+в, то в. (то, {«л-йх^«.

3.3. Перейдем к доказательству основной теоремы параграфа о пара­
метрических представлениях классов М” р.

Теорема 3.1. Класс X™ ?(0<^а < + оо, 0-<£<«) совпадает 
с множеством функций, допускающих при каком-либо а0^>а пред­
ставление вида

&.(то, (6,])
X

(1М).

О<->

где В*—сходящиеся произведения типа Бляшке с нулями в точ­
ках каких-либо последовательностей {аи}, |6,|а:(2(~\ подчиненных 
условию (2.3). С= ±1, а р(С) = ра,(')—комплексная функция ограни­
ченной вариации на каждом компакте из (л~\ подчиненная усло­
вию

ИжК?г1"“0|<+”- <ЗЛ5)-

О՝՜՜)

Доказательство. Пусть / (то) £М՞ р(0<^а<^ + оо, 0-<р<а). 
Тогда, в силу 2.1, нули (вр.) и полюсы (6,} этой функции подчинены 
условию (2.3). Одновременно, сходится интеграл (2.4). Далее, ввиду 
включений (2.2) — (2.2'), Х"₽ с Ы"1+։ С («0 ^>«), и поэтому, 
учитывая теорему 2.2 и замечание к лемме 2.7, приходим к заключе­
нию, что Р (то) допускает представление (3.14) —(3.15), каково бы ни 
было «0>®> причем с </р(С) = 1о£ |/г(СУ <Лз (С).

Докажем теперь обратную часть теоремы. Для чего, во-первых 
заметим, что в силу утверждения 1° леммы 3.3 классу Х™р принад­
лежат произведения типа Бляшке Вл факторизации (3.14). Поэтому 
достаточно убедиться в том, что также
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где

Ф(ю) е= ехр

Загасав неравенство

|1т ш|*-1
1 4֊ Пт

1о£+ |?(ю)| </а(п՛) <

(3.16)

։> «о>
о(-)

О’
(' Г |1т ш I1՜1
} 3 1 + |1т и»Р 
о(->

(ш)
№-^|'+а-‘

(3.17)

(3.17')

Для оценки последнего интеграла заметим, что при любом а > 0 имеем

. Далее, при а >1, как нетрудно убедиться

Г՜ сП
+ <")(/ +а)4

и, одновременно.

Поэтому, при а > 1 имеем

У(3> «о. Р. «) ______ ?о______
(« —Р)(»о—а + Р)

Р, 01^(01,

а

о

Л а

В силу непрерывности функции % (а)=} («, ։0, ?, а) на (О, 
последней оценки и из (3.18) заключаем, что

1+аЗ
(3.19)

где Са^(0, + °°)— постоянная.
Вернемся к доказательству включения (3.16), или, что то же самое, 

доказательству ограниченности правой части (3.17). Очевидно, что если 
С = Е + п) (т)<^0), то в силу последней оценки

ч < с.
где Са£(0, + оо) — постоянная. Поэтому при некоторой постоянной 
С։6(О, + °о) будем иметь
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Г Г limer֊1 
JJ î-i-M 
о< ->

(՝)|<4-°°-

3.4. Покажем, что классы (0<а< 4- оо) при а<Р<1Н-а 
не имеют параметрических представлений вида (3.14) — (3.15). С этой 
целью для любых таких а, 8 и любого а0^>« рассмотрим меру

14-е2
dtd rilr- = z + fy, 2—Г(«о)

Г(“о+^2)Г(1

Очевидно, что эта мера удовлетворяет условию (3.15). Докажем, что не­
смотря на это

Лю) = ехР(^ С Г (3.20)
I « Зи [Нш— С)] )

О<->

отметив, что интеграл в экспоненте абсолютно и равномерно сходится 
внутри б(՜’ , и тем самым, функция

Г( ч_ао2°։ Г 1՛ |1тч|"’-։ ...С(и) =------------ —---------------=-^^(4)

г. JJ[^(w — С)] 
о<֊< • •

аналитична в С(՜’.

Как нетрудно видеть 

_ 9«. +".
р * /..(ш-й)Л, (3.21}

о 
где 

+ **
/а, (» ---  Н) = Г -------------------------.--------------------------- 1

] [1-|(и,-:7)-е]|։+в’(1 + 52) 
— ао

Последний интеграл вычисляется стандартными методами теории вы­
четов. А именно, обозначив ш — Н = $ (։ £ 6՛՜'), будем иметь

Л‘(s) = I '[/(7^7)Г чн?) 

— «о
ФЛ (л) dx,

где функция Фл(г) = |[z (s — д)]|+’’ (1 4-а։)|՜’аналитична в плоскости z՜ 
с разрезом по лучу {z : Re z — Re s, Itn z < Im s}c G1 1 и имеет прос­
тые полюсы в точках z=±z. Далее, вычислив интеграл от этой 
функции по контуру Г* =- j/?е‘։ î 0 6 ■< г] U (— R, R\ и устремив
R -» + оо, получаем

(s) = « (1 + is)՜1՜"’.

Подставим это последнее выражение в (3.21) и, воспользовавшись об­
щеизвестной формулой для бэта-функции Эйлера, получим
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С (ш) = (14- г»)

Следовательно, при и> — и + IV Հ С՛1 имеемԼ2-1

/(») = ехр ((1 4-гЪ) I 
и 9_րւ’

1оя|Г(ш)| =|14- ։»| 2 соз [Л — Цг-^^агс!« ( " -
I \ Հ / X. 1 -Ւ |«| .

При этом, поскольку 1/2<1-(3 — а)/2 < 1, то 1оу |/?(ад)|^>0. Поэто­
му, как нетрудно убедиться, для любого £ < О

Լ(ՀՈ =

и, тем самым, выполнено (3.20).
Таким образом, построен контрпример, показывающий, что клас- 

■сы (0 4՜ °=) в случае, когда а<3<14-։не имеют пара­
метрического представления вида (3.14)—(3.15), которое, как было уста­
новлено в теореме 3.1, имеет место, когда 0 Р < а. Случай Р = а оста­
ется открытым. Однако автор предполагает, что и в этом случае вопрос 
должен иметь отрицательный ответ.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 22. IV. 1986

Ա. 1Г. ՋՐՐԱՇՅԱՆ. Ցուձիի անսահմանափակ բնութագրիչ ուննգոգ մերոմորֆ ֆունկցիաներիղասերի պսւրամետրական ներկայացումներ ( ամփոփում )

Հոդվածում Մ. Մ, Ջրրաշյանի 194$ թ. հայտնի արդյունքների [9] հիման վրա և արտա- 
սլ ատ կեր մանր հաջորդող սահմանային անցման հատուկ մեթոդի կիրաոման միջոցով ստացված 
են Բ. Ցա, Լևինի տիպի նոր բանաձևեր և Ցուձիի տիպի նոր բնութագրիչներ։

նույն ճանապարհով ստացված է վերը նշվածների հետ ասոցացված հետևյալ արդյունքը՝ 
Հյ^ = (է2>:1ա ա 0} կիսահարթ ութ յո լնում մ երոմորֆ ֆունկցիաների Վ. Ի, Կոիլովի տիպի Իէ™ թ (0 ® 4՜ °°’ ® ՜’՜ Տ) դասերի կանոնական ֆակտորիզացիաները։ Պետք է նշել,

որ եթե /"(օ) (0< ® < 4՜ 00. 0< 1 ո) ւ -^րա րևեոներն են,
.ապա այդ ֆունկցիայի

Ն(է,Բ) = ^- [ 10г+|/Ч« + Ю|</н+ Տ (|1тМ֊1*1) (<<0) 

2 7Ս յ 1т

Ցուձիի բնութագրիդ, րնղ՚անրապես ասած/ կարող է ւինեչ անսահմանափակ, քանի Ոք իքՀ1 ^-ը 
սահմանված է որպես ^-ում մերոմորֆ այն ֆունկցիաների դասը, որոնց համար
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со.

(0 < а < 4-00) ղասերի 
պարամետրական ներկայացումներ։

համար, այն դեպքում, երր 0<^ < X, ստացված են նաև 
Իսկ 1 3 < 14" ® հեպքի համար կառուցված է կոնտ- 

րօրինակ, որը ցույց է տալիս, որ այդ դասերը նույնատիպ պարամետր ական ներկայացում
չունեն։

A. M. DJRBASHIAN. Parmetrtcal representations of tome classes 
of meromorphic function* with unbounded Tsuji characteristics (summary)

On the basis of M. M. Djrbashian’s results ne v E. t. l<\in t)[c fciirulae ar ■ 
found and Tsuji type characteristics introduced.

Also the canonical factorizations of V. I. Krilov type classes 3 (0<^։<4-°°, 
0 < fl < 1 4֊ a) of meromorphic functions F (w) in the lower half-plane G^՜1 are found 

They have unbounded Tsuji characteristics of the form

L(6F)=f log+|F(u + ft)|rfu+ S (|1тМ-И) (/ <0)

— «В
((6,)<=G<֊> are the poles of F (w) numbered according to their multiplicity). Note 
that the classes are the sets of those functions F (w) meromorphic in G'—\ for՜ 

which

J iTjf[L(6 ° + L(*’ 
— eo

In the case (3 = 0 this condition coincides with the condition of boundedness of Tsuji 
type characteristics.

In the case 0 : fi < a the parametrical representations of the classes N'՞ - (0< 
a <4֊ co) are established. For Ж p an example is constructed which show

that in this case these classes do not allow parametrical representations of the same 
type.
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УДК 519.218.5
Г. Ю. ПАНИНА

ВЫПУКЛЫЕ ТЕЛА И ТРАНСЛЯЦИОННО-ИНВАРИАНТНЫЕ 
МЕРЫ В R՞

В дайной статье рассматривается следующая задача. Пусть К — вы­
пуклое тело в В.п,Е — множество плоскостей размерности к в R" (1<&< 
< п), р — трансляционно-инвариантная мера . на Е. Пусть [&] = 
= {е££ : е П К =£ 0). Требуется вычислить р([ЛГ|) в терминах кривизны 
тела К.

Решение соответствующей задачи для случая П = 3, к = 2 было полу­
чено автором в [2], см. также [3].

Получена также формула для площади проекции тела на произволь­
ную плоскость любой размерности в R*  (см. следствие 1).

Автор выражает искреннюю благодарность Р. В. Амбарцумяну за 
постоянное внимание.

§ 1. Многомерная веджевая плотность

Мера р*.  Пусть £0— пространство плоскостей размерности к, про­
ходящих через 0. Каждая ^-мерная плоскость е однозначно задается 
расстоянием р (со знаком) от начала координат и параллельной е плоско­
стью е„ £ Ео. Нетрудно показать, что если р — трансляционно-инвариант­
ная мера на Е, то существует единственная мера р*  на Е, такая, что

^р(е) — г/р*  (е01 X с^р.

Внешние углы. Пусть ХГсЯ* —выпуклый многогранник, -I*՜ 1 
—единичная сфера в R*.  Будем называть внешним углом многогран­
ника К при его вершине А множество на 2'՜1 всех концов нормалей 
касательных гиперплоскостей к телу К, отложенных от начала коор­
динат. Это множество будем обозначать через <Л. Очевидно. А 
является сферическим многогранником. Величиной А будем называть 

• его сферическую площадь на 2*՜ 1 и обозначать | — А\.
Поскольку совокупность А/, где АI пробегает множество 

всех вершин К, есть разбиение й*՜ 1, то

2 .< А ;| = 54-1—площадь 24՜1. (1.1)
А;—вершина Д'

Меры р ([&]) для многогранников. Пусть Е — множество 
плоскостей размерности к в R", р—трансляционно-инвариантная локально 
финитная мера на Е. к с R՞—выпуклый многогранник (вершины кото­
рого находятся в общем положении). Пусть



Выпуклые тела 479

Тогда
[£] = {«£ Е: е П .<=£ 0|.

Каждая плоскость е£[&] дает при пересечении с к выпуклый 
многогранник размерности к.

Обозначим его внешние углы при вершинах через <^Д։(еП^)и 
применим (1.1)

Н[*1)

(**) = Ь|||< (еп»)| </р(е):

17)

Для веджа ш построим единичную сферу О*՜1, лежащую в плос­
кости Vх размерности к (*х — ортогональная к V плоскость). Рассмот­
рим множество Ф(ш)с:2* 1 концов нормалей всех гиперплоскостей« 
которые содержат ■» и не пересекаются с внутренностью К. Иными-, 
словами, Ф (то)—внешний угол К Л Vх при вершине *П*Х.

1
•$*-1

С £ |<Л(еП Л 1^(е) = (*)

Заметим, что вершинами многогранника е Л к служат точки пе­
ресечения е с (л— /:)-мерными ребрами К, а (К—1)-мерные грани, 
примыкяющие к вершинам еЛАГ суть пересечения с гиперплоскими 
ранями К, примыкающими к соответственному (л — &)-мерному ребруу 
(таких граней к штук).

Обозначим через (л — &)-мерные ребра К, а через ш1—сово­
купность, состоящую из ребра *2, примыкающих к нему к штук гипер­
плоских граней е,։, • • •, и выделенной части пространства между 
этими гиперплоскостями, содержащей К. Такие мы будем называть 
веджами.

Для е£[Л?] через < (е Л ш;) обозначим внешний угол, соответ­
ствующий вершине е Л \ многогранника е Л К.

Тогда

I1 ( 1^1) ~ ■ 1 £ ,1 |< (е Л «О/)! е/р-(е).
о* —] —ВЕДЖ А

ЬЛ

Зафиксируем теперь и рассмотрим интеграл

I |<(еЛ ш)|</|1(е) = (**).  

I’]

Отметим, что (**)  прямо пропорционально |у|-площади ребра V;. 
в силу трансляционной инвариантности меры р. Обозначая через V парал­
лельное V ребро, имеющее единичную площадь, получаем
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Множество Ф(ш)—сферический тетраэдр с вершинами, соответствую­
щими нормалями гиперплоскостей, образующих ведж — е,.....

Заметим, что интеграл

J|< е П И7)! dp(e)

17(

аддитивен по отношению к объединению Ф (№)> т. е. если веджи и 
таковы, что они имеют общее с W ребро V

Ф(1Г1)иФ(1Г։) = Ф(1Г),

Int Ф ( п Int Ф ( 1Г։) = 0,
-го

J «(enlFJl dp(e) + J |<(е Л Г,)| rfji(e) = J |< (е П 1Г)| rf|x(e), 

ni н ы
поскольку подынтегральные выражения аддитивны.

Будем называть флагом пару f = (плоскость размерности п.—k, ги­
перплоскость, содержащая эту плоскость).

Обозначим: (v) — плоскость, натянутая на ребро V, е (со) — гипер­
плоскость с нормалью du—элемент площади на 2*՜'.

Факт аддитивности позволяет сформулировать следующую теорему.
Теорема 1.1. Существует функция р (f), заданная на множестве 

флагов, такая, что для любого веджа W

J | < (е Л W) |</|‘(е) = | р (/(*).  f («»)) </>".

Й ♦ <u'՜)

При этом р (f) вычисляется по мере ц следующим образом:

?(/((*).  *о))=  Г ֊֊֊֊ (е),
.I cos*- J р (е0> е)Е

где р(е0, е)— угол между еа и е, a(v, е0, е)—угол мгжду '> и е0 Л е.
Функцию р будем называть веджевой плотностью меры |Х.
Доказательство. Найдем явное выражение для р. Пусть ведж 

И7 (0 с фиксированным ребром V единичной площади таков, что образы 
его граней на й*  1 образуют сферический тетраэдр с одной вершиной œ, 

не зависящей от f и с объемом, равным t. Тогда

|(еП 1Р(0)| rfp(e) = 
/-о

Р(/((Л е («)))=£ 
dt

|< (е Л ^(0)1 <ЛЦе) =

sin*a (v, е (ш), 
cos*-î?(e(w), е)

dp*  (е).
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Вычисления, приводящие к последнему равенству, опущены.
Таким образом, также доказана
Теорема 1.2. Для многогранника КсИ?

։*([*])  = ֊Л“ 2 Г(1Р,),

1) \Нт (ш) - Н (ш)К-, пришей՞՜1, 
т

2) Нп непрерывно дифференцируема 2л раз,

3)

НИт])=-^- Г 2 I I (3„) ? (/) 3.;
•Д4-1 3 «։,•••,«„_*) /ё :*!.•••. ‘п-и> 

оКт

^1 —мял.» К 

где
/Т"Л = | |<(«П^/)1^(е)=Ы у ?(/((*<).*(« “)))<*■»,

(Ы^1—ведж К с ребром */).

§ 2. р([Л]) для гладких тел

Пусть К с. R"— выпуклое тело класса Сл-гладкости с опорной 
функцией Н. Пусть з£дК, и—нормаль дК в точке в, 4з—элемент площади 

на дК, к,(з)—главные кривизны дК в точке в, Кг (о) = - ----- главные
£(в)

радиусы кривизны дК в точке в.
Для • •, Гл֊*  )с{1,-• •, п — 1} /(в; г\,• • •, гя-к)—флаг с гипер­

плоскостью с нормалью нис ребром, натянутым на главные нап­
равления с номерами /։, • • •, в точке в.

Теорема 2.1. Для выпуклого гела класса С1 2 3-гладкости:

?№ = ֊( X I Ц/(в) р(/(в; /П_4))Л =
5*_1  ֊' <'*•  ••• /€{։„•••, 1п-ч 1

дК

=-֊—! "п («)?(/(« 4.-••»/«->)) </«.
Л—1 **•»  1П1— Ь)

цЛ- I

Доказательство. Докажем предварительно три леммы. С по­
мощью леммы 2.1 мы получим приближение тела К. такими гладкими те­
лами, для которых теорема 2.1 выполнена с точностью до бесконечно ма­
лого слагаемого.

С помощью лемм 2.2 и 2.3 мы приведем выражение р ([/’С] ) к такому 
виду, что станет возможным предельный переход.

Л е м м а 2.1 Для выпуклого тела К класса С*-гладкости  и для 
любого тп Н существует Кт-выпуклое тело в R՞ такое, что

5^602
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1л-к

при т -*■  со.
Здесь и далее все обозначения с индексом т соответствуют телу Кт.

Доказательство. Для какдогб т £ N приблизим К много­

гранником Кп так, чтобы \Н (ш) — Нт (<и) | ——— •.
, ՛ , • • ' 1 г 2т ։ ■ - ■ »..«•Ь н» 1 •„.* ♦. > •' •• • ,

Рассмотрим даллее сумму по Минковскому многогранника Кт и 
• Г.

п-мерного шара радиуса —• . ч ,
т * •

>»'• — Вл. • "
т

” граница ՝£п разбивается на области следующим образом. Для 
каждой грани Кт произвольной размерности найдем все точки грани­
цы’ Кт, '‘касательный гиперплоскостй к которым имеют те же норма­
ли, что и при гиперплоскости, пересекающиеся с Кт ровно по этой 
гра^и.

Ва1ОДЫХ о.1$рес1^рстдх границ этими областями чуть сгладим 
дКт, добившись дважды непрерывно дифференцируемой функции Нт.

Пусть Лт/՝(з^),г1։ •••, г'я-*) —обозначения для кривизны и 
флагов тела Кт, соответствующие обозначениям для К.
~ • Рассмотрим- теперь ‘

С X I I (։'.) р (/(։»։ >1. . ■■-*»  <'։'« •

՛ ՝, ՝
т ։ *

Этот интеграл по области, соответствующей какой-нибудь гра­
ни' отличён от о/—при т-*-°о  тогда и только тогда, когда раз- 
-•։ . ■՛:- /.*  ՝\т/
мерность этой грайи равна п—-к: Действительно, если размерность 
грани больше п — к, то произведение кривизн ПЛ у всегда равно ну­
лю*,  -а ՛если размерность меньше п — к, то мала область интегрирова­
ния ^точнее: для /-^ерной грани порядок интегрируемой функции — 

тпя՜*,  а размер*  области интегрирования порядка —\ •
, те/

Для п — Л-мерной грани ^1т интеграл по соответствующей обла­
сти > У1т равен, легко видеть, к <• -

У (/(зда; Ьт)))^от = /: (ш^).

где —ведж К„ при ребре *» т.
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Далее, в пространстве дважды непрерывно дифференцируемых 
функций Л на 2"՜' введем следующую метрику:

ЦЛ| =■■ sup Л 4- sup - h,j,
...л-1 , з

где Л.?—вторая производная Л в направлениях а,
Как известно, 2п раз дифференцируемые функции Л образуют всюду 
плотное множество относительно этой метрики.

Опорные функции выпуклых тел с ненулевыми кривизнами образуют 
открытое множество. Следовательно, 2п раз дифференцируемыми 'опорны­
ми функциями выпуклых тел с ненулевыми кривизнами можно приблизить 
опорную функцию любого выпуклого тела класса С2-гладкости, в частно­
сти, Н'т. ’• - ■ 1 •

Сделаем это приближение. Пусть для каждого т Нт — опорная функ­
ция Кщ, дифференцируемая 2п раз.

IH.-W.K- • ,
2т

Тогда

\Нщ (ш) — • при Ш€2П՜'»
т

՝m I \т/ Sk-{ w —BEDIKH Km m .
,n ■ J-

֊ ° A + T՜ f „ 2 ,L
\m J ot-i J /с

д к' • ‘

Лемма 2.1 доказана.
Пусть для тела К с опорной функцией Н /?/= 1/Л<—главные 

радиусы кривизны ОК в точке з. ортонормированный базис
касательной гиперплоскости к дК в точке з, соответствующий глав­
ным направлениям. • ' • '4

Как известно, R 1(5) = /7(з) + Щ (з), где —вторая произ­
водная Н в точке з в направлении и(.

Пусть Vх— произвольная (п.—&)-мерная плоскость, лежащая в каса­
тельной гиперплоскости в точке 5; х(,.... хп-л — декартова система коорди­
нат в Vх.

Обозначим
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/Н + Hi*  Нх,гг ' ' ’ Hjt, хл-к \

■ • н+н>..,)

Пусть • •, in-k)-- плоскость, натянутая на вектора «,,•֊•» 
v, . Имеет место •я—к

Лемма 2.2

|Н|(/) = £ »«-*))  cos2« ■*(/։,-••,  6,-4)).

Доказательство. В силу аддитивности достаточно рассмотреть 
случай

Вп — 4+1,'•'» 1 — 0.

Обозначим через и1 проекции о, на Vх. На >' в базисе 
матрица для производных Н выглядит так:

Для вычисления | Н | '(v') теперь надо перейти к сртонормированной 
системе координат в Vх. При этом определитель этой матрицы умножится 
на квадрат определителя матрицы перехода к ортонормированной системе 
координат, т. е. на cos2 (vx, v (1,n—k)՝). Получим

|A/| « = cos8« n-k)),

что и требовалось доказать.
Лемма 2.3. Для тела К класса С2֊гладкости с ненулевыми кривиз­

нами существуют такие константы .4 0, D, зависящие лишь от п и k,
что для фиксированного s £ dK

£ |Н| (т1։ , i„-k ) р (/($; 4, • • •, /я-*  )) =
(/,.••• «я_4> =

я—1}

= ֊ Гр(/(^ П) |Н|(/)d/- D Г (е)— Л,- • Я-ь
A J J cos* -2(e, s)

Е. Е,

где интегрирование в первом интеграле ведется по множеству (и—к)-мер- 
ных плоскостей, проходящих через начало координат и лежащих в каса­
тельной гиперплоскости к телу К в точке s. dv' — элемент стандартной 
инвариантной меры на этом множестве (см. [1]).

Доказательство. Зафиксируем е£Е. Пусть v—одна из (л—к} 
-мерных плоскостей, натянутая на главные направления дК в фикси­
рованной точке s. Обозначим касательную гиперплоскость к дК. че­
рез (s).
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Пусть а—угол между * и (։)Ле, —угол между у՜ и (з)Пе,
е—угол между у и у', «„_* —ортонормированный базис у.
«։'։ —, у'я_к—ортонормированный базис у', г>п_1 — ортонормиро­
ванный базис (5), е//—угол между V, и ։у а— угол между V, и (з)Пе, 
я’—угол между и( и (з)Пе, ?,.у—угол между проекциями и Vյ на 
(я)Пе, '?/;—угол между и,՛ и трехмерной плоскостью Р/у, содержащей 
вектора прокцию на ($)Пе и проекцию^. на (з) П е. я',.—угол 
между проекцией на Рц и проекцией на (з) Г) е.

На рисунке 2.1 все эти углы изображены на сфере.
Нам потребуются следующие соотношения:

2 СОБ2Яг = соб։я, (2.1)

У СОЗ։Яу = СОб’я', 62.2)
7-1

£ соб։«)=£-1, (2.3)

У, соз։е/,=соБ2е 4-п— 2&+1, 

(2.

Здесь (а, если а^>0
10, иначе

Я£ у1 созЧ-=п֊֊^ (2.5) 
/=1 /“1

соб2^ = соб2՛]»^ + (б։пя ят։’. 4- соБ։р(/ собя, собя'.)։. (2-6)

Пусть далее (п?։,- • тп֊к )с= (1. • • •, п—1). Через у'(т1։- • •, тя_к) 
обозначим я— Л’-мерную плоскость, натянутую на [«т<}. Пусть, 
я' (ти • • •, тп _к) и е (т^ • • •, тя_к) —углы, образованные у' (т^ • • •, тя_к) 
с 1з)Пе и у соответственно.

Таким образом, с каждым ортонормированный базисом а

гиперплоскости (з) мы связали Сл-1 плоскостей у'(т։,---, тя_к} для 
всех наборов индексов (т;). Вместо того, чтобы интегрировать по 
всем положениям у', будем интегрировать по инвариантной мере на 
множестве всех ортонормированью базисов (з) (такая мера существу­
ет и единственна, см. [1], ее мы обозначим через </(ир •••, .,)) сум­
му значений подынтегральной функции взятых для всех связанны*  с 
базисом г',- • •, V՛ ։* * л— 1

Проделаем это.

соб^е з5п2я' =

(с—некоторая константа)
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= С i 2 cos։e(ml,---,m(,_fc)sinV(mv...,m<l_k)d(vp...,v<;_1)=
J («..-••.«я_4)с

«-О
представим cos’s и sin’։' в виде сумм (см. (2.4), (2.2))

= С f 2 (% соз'в1п1 — (л — 2k + 1)V1 — £ cos’am, ) X

раскроем скобки

X d («J, • • •, v„_։) — C j — Cn-i (л — 2k 4՜ 1)4-

+ сnn-A՜1 (л-2Л+1) 2 cos»»; + cr.*՜ 1 2 cos’s/, 4-

+ c:z3‘՜2 2 cos’s// cos’a; + (CZ‘2-՛ - c:z?-’)x 
l,-j. e

x2
<. I

cos’s/y cos’d{v\,-

воспользуемся (2.3), (2.6) и (2.5)

= C J[ - c:zt(n-2A4-1) 4֊ c:z2‘-' (Л -2k 4-1) (*-1)4-  

4՜ (CnZo՜1 — C«Za՜2) 2 COS®։', (cos® <|»/y 4֊

4֊ (sin։/ sin։*  4-costp^ cos ։z cos։՜)®) d(v\, <-։) =

сумму постоянных членов обозначим для краткости через С(п, *)

С (л, A:)4-(C:Z2*-'= С — Ch-ъ 2) 2 (cos®։’, cos <Р(/ +

4՜ cos*։y  sin’։f sin*։y  4- cos®։j. cos’<pZ/. cos®։( cos’։') d (vj, • • ■, =

Произведем интегрирование. Получим выражение следующего 
вида, где А, В, А', В'—постоянные, зависящие лишь от п и k. Их 
точные значения нам не нужны, хотя их можно вычислить.

= A՛ 2 sin®։/ 4՜ S' = A sin®։ 4՜ В,

Итак, 
sin®։ (v) = — cos*s  sin։' </v'------- >

A J A
откуда следует

sin®։(v) 1 Г sin®։'cos’s В С 1
cos*"®(e,'՝(s))  A J cos*~®(e,  (s)) A cos*՜®(e,~(s))

Проинтегрируем no dp*(e),  получим

p(/(s, v)) = V f cos®s(v,^') p(/(s, v')) —у f------n ’
A j A J cos*  ’(», (s))
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Запишем это равенство для всех V—(и—£)-Мёрных плоскостей, за­
тянутых на главные направлении С*  К в точке $, умножим это равенство на 
|Я| (у) и просуммируем по всем V. При этом воспользуемся леммой 2.2. 
Получим

X |//| (4, • • •, 1п-к) р (/(։; 4, • • •, /«_*))  =

=֊ [?(/(*.  *'))|Н| (/)*'֊֊  Г—Л* (е2; п /?!* ’• А-ъ
А J АЗ соз*՜ 2 (е, (з))

что и требовалось доказать. • (
Теперь приступим к доказательству самой теоремы 2.1. Предположим, 

что веджевая плотность р 2п раз непрерывно дифференцируема (для этого 
достаточно, чтобы мера ц облагала 2п раз дифференцируемой плотностью). 
Будем доказывать нашу теорему пока только для таких гладких р.

Тело К приблизим последовательностью тел Кт из леммы 2Л. Тогда

М[К])= 1ЙП р ([*„])  =
/П —■> 4

по лемме 2.1. ՝

= —- Нт I £ | ,1 (зт) 1(/(зш; /,•••, гЛ_*  )) </зт -
Э*-1  т-- 3 • „—*)  /ф'е I

аКт

перейдем к сферическим координатам

-֊- Нт £ I 1/?/./п(а) р(Дш; 4,-~,/„_*))  Л) =
•Ь*-։  3 I'»’"՛'л-* 1 у-1

дЛ—1

воспользуемся леммой 2.2.

= — Нт | 4՜ | 1 Р (* и> *'))  |Нт| (/) с// —
л*֊1  т-- | А 3

(^ ) о о _/
соз 1 (е, ш)

К1т-• •/?П_1Я1 и |Я| (»') есть по определению суммы произведений п—1 
штук линейных дифференциальных операторов от Нт. Нам извсётно 
(см. лемму 2.1), что имеет место равномерная сходимость Н-п г? Н 
на 2"՜1.

Докажем, что'из этого следует слабая сходимость |ЯтI к 1֊Н|. а 
именно: .
для 2п раз дифференцируемых Нт и / верно

У при /п-»-оо:

Если А — линейный дифференциальный оператор, то

У А (Нт) / .= у Нт л*  (/) \НА*  (/) = р (Н) 1 

(здесь А*  — сопряженный к А оператор).
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Произведения линейных дифференциальных оператороз от функции 
Нт тоже слабо сходятся к соответствующему оператору, взятому от Н. 
Докажем это по индукции.

Пусть А„ Ар, Ар+, — линейные дифференциальные операторы. 
Пусть требуемое доказано для Д։,.... Ар.

Тогда

[ Д ЛЯп)■ • • ДЛ+1(Ят)/= у Н.а; и [Л (#•)■• • Ар (Н„) п -

- у Н Д;+1 [Д х ( Нт ) • • • Ар (На) Л + р/ д;+! [Дх (Нт) • • • Ар (Нп) /] -

-22^0+ ^А1(Н)---Ар^(Н)/.

Слабая сходимость |Нт| (у') и доказана.
Значит (*)  =

= _1—[2- I Ср(/(։о, у')) |Л| (/)</•/</«>—Ру
За-։ I Д ЗЛ

/„_*)) ск.

Таким образом, теорема доказана для гладких функций р. Но меры, 
порождающие гладкие веждевые плотности р, образуют плотное множе­
ство в слабой топологии среди всех мер. А значит, приближая меру р 
гладкими, мы получим утверждение теоремы 2.1 для произвольных мер.

Следствие 1. Пусть мера р такова, что р*  = дельта-мера, 
сосредоточенная на ^-мерной плоскости Ео.

Тогда р([/П) есть площадь 5^(К) проекции К на п — ^-мерную 
плоскость, ортогональную ?.

5£(/Г) =
— С 2 П Л,(.)

&-։ 3 (и-^-*)^։ 1 ' созк~2((Е, «)
сл-1

г/и) =

5.-1 J -Й,-» '' СО,■-=((։).-։>
дК

В случае к. = 2 созк-2(Е,~(з)) = 1, и мы получаем зкЛпредстав- 
ление площади проекции тела К на (п — 2)-мерную плоскость.

Следствие 2. Если р=рин>—инвариантная мера на Е, то 
р (/) = р—константа и
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Рин. ([/Г]) = С (Հ,■ • ds, 
•Ju-1 J ак

где ф՞՜*՜ ’ — симметрический многочлен степени п — к — 1.

Левинтрадсжсе отделы։» МИАН СССР 
им. В. А. Стеклова Поступала 22. VII. 1986

Դ. 3. °էԱՆ1’ՆԱ, Ուռուցիկ մարմինները ե տեղափտխյալ ինվարիանտ չափերը Rn-ամ (ամփոփում)

Այս աշխատանքում Հաշվարկված է յԼո-տարածոլք!յռլնոլմ է-չափ անի այնպիսի հարթություն- 
նէրի րաղմոլք1յան տեղափոխ յա լ-ինվարիանտ չափը, որոնք Հատում էն }\ ոտոլցիկ մարմինր։

Այց չափը արտահայտված կ 1\֊ի սահմանի կորության ե այսպես կոչված վերչային խտացման 
չափի տերմիններով։

G. Y. PANINA. Convex bodiee and iranelatlon-invariant meature*  in Rn (summary)

Translation invariant measures in the space of 4-dimensional planes in Rn 
are considered. Measures of the set of planes intersecting a convex body К are cal­
culated in terms of surface curvature of К and the so-called wedge densities.
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КРАТНОСТЬ ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИИ ВНУТРЕННИХ 
' ' ФУНКЦИИ
»■*■■*՛  к • . .

* Точные формулировки приведены ниже (теоремы 1 и 2).

Голоморфная в единичном круге В функция I называется внут­
ренней, если |/| 1 всюду и |Кт /(гч)| = 1 почти всюду на единичной

г-*1

окружности Т. Если функция / непрерывна вплоть до границы круга 
В, то (как хорошо известно) / есть конечное произведение Бляшке, 
тч е.

где $ £ Т, ау£В. В этом случае легко показать, что card (7 '(С)) — п 
для всех С£Т (п^>1). Таким образом, кратность каждого граничного 
значения конечного произведения Бляшке / равна п (п > 1). В этой 
работе мы введем понятие кратности граничного значения для произ­
вольной внутренней функции. Мы увидим, что если внутренняя функ­
ция / не является конечным произведением Бляшке, т. е. имеет осо­
бенности на окружности Т, то каждое значение С, С£Т, функция / 
принимает (в некотором смысле) счетное или континуальное число 
раз. Хорошо известно, что в этом случае функция / почти каждое 
значение w, ш^В, принимает счетное число раз (см., например, [1]). 
Оказывается, что аналогичным свойством*)  для своих граничных зна­
чений функция / обладает, только если её производная Г имеет ко­
нечные угловые граничные значения почти всюду на окружности Т.

Аппарат, который мы используем для введения понятия кратности 
граничного значения внутренней функции, оказывается полезным и з дру­
гих вопросах граничного поведения внутренних функций. Так, например, 
с его помощью мы доказываем, что для любой внутренней функции / кри­
вая {/ (г£)} не может «сильно» касаться*  окружности Т. 

л<г<1
На протяжении всей статьи буква / будет обозначать аналити­

ческую в единичном круге В функцию такую, что /(В)с:В. Гранич­
ные значения функции /, которые существуют почти всюду на Т в 
силу теоремы П. Фату (см., например, [1] или [2]J, мы будем обозна - 
чать той же буквой /. С каждым числом а £ Т евг^ем конечную положи­
тельную борелевскую меру *։,  (см., например, [3], стр. 270) на окруж­
ности Т, однозначно определяемую равенством
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Яе а +
а-/(г)

֊6՝. (С) (д£В). 
- — г

Ясно, что отображение а -*  -« действует непрерывно из окружности 
Т в пространство всех конечных борелевских*  мер М(Т), снабжён­
ное топологией о(Л/(Т), С(Т)), где С (Т)—пространство всех непре­
рывных на окружности Т функций. Каждая мера та обладает лебе- 
говским разложением

В дальнейшем каждую комплексную меру р € М (Т) будем считать пополненной.

"а = О« + Аа ГП,

где а«—сингулярная мера, Ло £ £։ = £1(Т), а т—нормированная мера 
а -}- /

Лебега на Т. Легко видеть, что А« = Яе------- почти всюду на Т. По­
сс — 1

ложим 2 = {С£Т : |/(С)| = 1}. Множество V определяется с точностью 
до множества нулевой меры (тоб 0). Символом 1е будем обозначать 
характеристическую функцию множества Е. ®

Пользуясь случаем, автор выражает благодарность С. В. Хрущеву за 
полезные обсуждения.

1. Все основные результаты статьи основаны на следующем простом 
утверждении.

Предложение 1. Равенства

т = у*«  бт (а), (1)

т

1։ ■ т = | ов (1т (сс) (2)

т
имеют место в следующем слабом смысле: если ]— суммируемая 
по мере Лебега т функция, то она же суммируема по мерам оа> 
■св при почти всех а £ Т и

/ бт

(1')

(2')
X т т , -

Доказательство. Легко проверить следующее равенство

г՜" бт (г), п > 1

г՜"

Кел+Л(о_)_, „_0.
Теперь ясно, что

г՜" бъ г п бт (г) (1՞)
т
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для всех п>0. Поскольку гп — г~л всюду на Т, равенство (1") име­
ет место для всех целых л. Отсюда вытекает равенство (!') для всех 
/£С(Т). Теорема Лебега о предельном переходе под знаком инте­
грала позволяет распространить равенство (1՜) на все ограниченные 
борелевские функции. Чтобы доказать равенство (1՜) в полном объё­
ме, осталось проверить, что если Е—измеримое по Лебегу множест­
во, £сТ, тЕ = 0, то множество Е измеримо по мере и т։£=0 
при почти всех а£Т. Для этого рассмотрим борелевское множество 

£ такое, что £о£ и /пЕ = 0. Тогда равенство (Г) для функции 1-
Е

влечёт: ■։„(£)= О при почти всех а£Т, откуда ^„£=0 при почти 
всех а£Т. Докажем теперь ргненстЕО (2')- Имеем

<1 <1т (а) = у ( 4т ~~ У ( ~

— | / с/т — у / ^Ке —<1т (а) с/т — /с/т. 

х
2. Сделаем несколько замечаний по поводу случая, когда /— 

внутренняя функция, 1 (0) = 0. В этом случае а„ = т։ —вероятностная 
мера при всех а £ Т. Рассмотрим оператор Т : Л1 — А1

(Т7)(»)= ( /</’»•

Ясно, что Т—абсолютное сжатие, т. е. оператор Т является сжатием 
в пространствах Л1 и £“, а значит, и во всех пространствах £р с р£ 
СI1՛ °°Ь

Пусть Г—наименьшая а-алгебра’ измеримых по Лебегу подмно­
жеств окружности Т (содержащая все множества нулевой меры Лебе­
га), относительно которой измерима функция I. Отметим, что (Т() (/) 
есть условное математическое ожидание случайной величины £х 
относительно о-алгебры Е, т. е.

(Т/)(1)4т = /с/т
А А

для любого Р-измеримого множества Д.
Оператор Т переводит тригонометрические полиномы степени не 

выше п в тригонометрические полиномы степени не выше л. Следо­
вательно, оператор Т действует во всяком пространстве функций, 
допускающем описание в терминах скорости приближения в £р - мет­
рике (1 -С р + со) тригонометрическими многочленами степени не 
выше л. В частности, 7'(В!рр)сВрР (р > 1, д>0,5_>0). Здесь В'рр 
обозначает класс О. В. Бесова (см., например, [4]).

Кроме того, оператор Т рациональные функции с полюсами в 

гВ(соотв., в С\ — переводит в рациональные функции с полюсами 
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в t-D^cootb., в С\—DJ при всех г С (О, 1).

Отметим еще, что оператор Т коммутирует с проектором М. 
Рисса. Отсюда и из включений TL^czL™, TCczC вытекает, что 
Т(ВМО)^ВМО, T(VMO)aVMO. Здесь ВМО (соотв. VMO) обозна­
чает пространство всех функций с ограниченным (исчезающим) сред­
ним колебанием. Точное определение пространств ВМО и VMO тоже 
можно найти в обзоре [4].

3. Пусть С£Т и г С (0,1). Обозначим через Г (С, г) внутренность 
выпуклой оболочки точки С и круга rD, а через К (С, г)—открытый 
круг радиуса г, касающийся окружности Т в точке С.

Пусть /—отображение из круга D в хаусдорфово пространство 
X. Говорят, что отображение f имеет угловой предел х(^Х в точке 
С^Т, если lina/| Г (С, г)=х для всех r£(0. 1). В этом случае мы бу­

дем писать Г—lim/=x. Хорошо известная теорема П. Фату (см. [1J 

и [2]) утверждает, что любая ограниченная аналитическая в D функ­
ция имеет угловые пределы почти всюду на Т. Мы покажем, что для 
аналитических в D функций / таких, что /(D)cD, имеет место более 
сильное утверждение. Обозначим через В замкнутый единичный круг 
(В = D), снабженный следующей усиленной топологией U. Множество 
Uс.В назовем открытым (uCU), если пересечение U П D открыто в 
обычном смысле и для любой точки С С Т П U найдется число г С (0, 1) 
такое, что К (С, г) с: U. Будем говорить, что комплексное число а. яв­
ляется сильным угловым пределом функции /:D->D в точке С СТ, 

если Г—lim /=«, где /—функция /, рассматриваемая как отображе- 
С

ние из D в В. В этом случае будем писать /» (С) — а. Отметим, что 
если «СТ, то равенство /, (С) —« равносильно равенству

Г—Jim Re -f- со.
с а —/

Ясно, что если функция f непрерывна, то функция измерима по Борелю 
и, следовательно, определена на борелевском множестве.

4. Теорема 1. Функция I  определена почти всюду на окруж­
ности Т.

*

Прежде чем доказывать теорему, введем несколько обозначений и до­
кажем некоторые вспомогательные утверждения. Положим E = Z՜1 (Т), 
£"։=/. 1 («). Множества Е и ЕЛ—боролевские, поскольку функция /*  
измерима по Борелю.

Нам понадобится следующая хорошо известная лемма, которую мы 
приводим без доказательства.

Лемма 1. Пусть и — интеграл Пуассона положительной меры 
“С^(Т). Тогда ее сингулярная часть сосредоточена на множестве

{’СТ : Г —lim и= + со).
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Следствие 1. v*  (TX/fi) — 0 при всех а£Т.
Следствие 2. Пусть А—измеримое по Лебегу, подмножест­

во окружности Т. Тогда т£\Л)=О в том и только в.том слу­
чае, когда оа(Д)=за(Т) (или, что то же самое, сга(4.1ГД.)е=։.(Т))՛ 
при почти всех а £ Т.

■Доказательство. Достаточно воспользоваться, предложением 1 
и следствием 1.

Доказательство теоремы 1. Достаточно воспользоваться 
следствиями 1 и 2.

Предложение 2. Пусть I—измеримая функция, совпадающая 
i I - **

почти всюду на окружности Т с /функцией I, т. е. /(Z) =lim/(К) при. 
' • ՝ ' „ ' • ' г-*1—

почти всех , £Т. Тогда аа (/ (а)) = аа(Т) при почти всех а Т.

Д оказательство. Из следствия 1 вытекает равенство =

хгаз0 (Т) при всех а £ Т. Поэтому в силу следствия 2

' ' 'р.а֊’^։ = ов(Т) (3).

при почти всех Если |//<1 <за-почти всюду, то равенство (3) 

влечет а<! (Z ;'(a))°i(T).-Осталось заметить, что |/| 1 оа-почти
всюду при почт» всех я£Т в силу следствия 2.

С каждой мёрой! р. £ М (Т) свяжем мощность Ф(р), определенную- 
равенством

Ф (н)i = min {Card (Д): |р| (Т\А) = 0}.
> ՝> -г L . •••• ■'

Другими словами, Ф (Ji;—мощность континуума, если мера ц не являет­
ся дискретной; й Ф( ц)։ есть’мощность множества нагрузок меры ц, если 
мера ц дискретна. Из предложения 2 сразу вытекает следующее

Следствие. В условиях предложения 2

Ф(ов)< Card (?’(։)) (4)‘

при почти всех ® Т- .
Нетрудно показать, что функцию I можно выбрать так, чтобы 

неравенство (4) превратилось в равенство сразу при всех а £ Т. В 
дальнейшем Ф(за) будем называть кратностью значения а функции 1.

5. С каждой функцией / свяжем ее угловую производную DL 
множество всех точек С £ Т таких, что

если предел существует и С £2° 

противном случае.

Известно, что
(D/)C) = r-l։m-1-^<

t 1 — z

Для этЬго обозначим 
Jim /(rQ £ T

через 2,

lim
Z(rX)r . .

т 30, В
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при всех С£Т. Кроме того, если (£)/) (£)< + со, то Г—Нт——г- = 
1 .. 1 ы

= (О]) (С). Все эти утверждения об угловой производной можно найти
в монографии [5].

Положим Е' = {»£ Т : (£)/) (С) <2 + со}. , . .
Предложение 3. Е'с:Е.
Доказательство. Пусть Положим .а == 11т/(г^).. 

т-»1—
Проверим, .что /*(С) = я,- т. е. ՝ . »

Г-Нш Ее 1 ~*՜-?  /(г) = 4֊ °о. ’ " Г • А
: • • 1 — а / (х) » л

Имеем - • • .

Re 1±»ВД = i-ma • 2g-w ,՛ ,
1-а/(г) |1—a/(z)|2 |з — а|2 (D/) (С)

при z-> С (г£Г(С, г)).
П ре д л о ж е н и ё 4. Если С^£՜, то

14(С)-«1։ ֊.г’ 4(0 ¥=« '
J |с — Сг .. «у՛.

------1 ֊г - . 4(С)=^а ,* л > '•’ = ։8 .
«.({С}) 

а < —--------------- .*> .1
(D7) (•',) = С = + °0 и. Я» (■ {С}) тпО ПДО} 

v п М

(^)(0 =

при веере а £ Т., , •

Если же ^Е, то

всех а £ Т. \ •
Доказательство. Из определение।меры т։ вытекает равенство

которое сраЭу дает первое утверждение. Докажем теперь второе утвержде­

ние. Предположим, что +'°о. Тогда в силу (5) существует

число,М такое, что ; - > 

1^.17(гС)|» <

։• ’ *= . .. . , .
при . всех r£(0, 1). Следовательно

(DI) (С) = lim —---- KILl.1 ]im SUp
■ ■ ։ r-.i- 1 — г 1 г-։-

Предположим теперь, что ({С}) I 
. ■ 11и ЛНМДР.

. 1 • •' . 1 ,t . j

0. Тогда. <. . •;

.qn

(1
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Следовательно

(£>/) (С) = 11Ш —------------<֊ lim sup —------------ <

<< 2 lim sup 
r-l-

l«-W)|g___
(1 —r)(l—|/ (r')P)

и мы снова получаем противоречие с предположением Г-.~Е.
Следствие 1. Е' [} Е, — {г, Т: ал ({С}) > 0} при всех а £ Т.
Следствие 2. Кратность значения а £ Т функции I не бо­

лее, чем счетна тогда и только тогда, когда з։ (£') == о, (Т).
Следствие 3. Пусть (н„)я ։ —суммируемая последователь­

ность положительных чисел, для которой У, р-У2 = + Тогда су- 

ществует внутренняя функция I такая, что мера имеет вид 
= 3 ря 8;я, где ъ,—Ъ-мера, сосредоточенная в точке С, 'п 'к 

Л>1 
при п =/= к, а все остальные меры а։(а=£1) непрерывны.

Доказательство. Рассмотрим покрытие окружности Т пос­
ледовательностью дуг {ДЛ}Л>1 , имеющее бесконечную кратность в 
каждой точке (£Ти такое, что т (Д„) = р-^2. Пусть С„—середина
дуги Ая. При этом легко добиться, чтобы при п =г к. Поло­

жим )! = У, о п. Ясно, ЧТО -р- 
л>1 Ьл

Г Г/-П. ТТ гкает, что I ---------—= + со при всех ,•֊ I. Нужная нам функция I
3 к —V 

однозначно определяется равенством

1
— U2 4 ՝ если ; £ Дя. Отсюда выте՜

1 + / (г)
1 -/(*)

Функцию 1 будем называть счетнократной., если почти каждое ее 
значение а £ Т имеет не болев/ чем счетную кратность, т. е. если ме­
ра о։ дискретна при почти всех а£Т. Функцию 1 будем называть. 
континуумкратной, если почти каждое значение а£Т имеет конти­
нуальную кратность, т. е. если мера а, имеет ненулевую непрерывную 
часть при почти всех а £ Т.

Теорема 2. Функция 1 счетнократна в том и только в 
том случае, когда DI 4֊ со почти всюду на 3.

Доказательство. В силу следствия 2 леммы I DI < -J- ао 
почти всюду на У в том и только в том случае, когда са(Е') = ал (Т) 
при почти всех а £ Т. Последнее согласно следствию 2 предложения 
4 означает, что функция I счетнократна.

Отметил։, что DI выражается явным образом через параметры внешне- 
внутренней факторизации функции I (см. [6]). Таким образом, свойство 
счетнократности функции I тоже явно выражается через эти параметры.

Теорема 3. Если DI = 4֊ со почти всюду на некоторой от­
крытой дуге △, Д<=3 (mod 0), А 0, то функция 1 континиум- 
кратна.
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Доказательство- Если с, (Д) = 0 при некотором а£Т, то 
% (Д) = 0, поскольку Дс^Р (mod 0), Поэтому в этом случае функция 
а + I . .------- (а значит, и функция J) допускает аналитическое продолжение 
а — /
через дугу Д и мы приходим к противоречию с условием DI = + со 
почти всюду на Д. Следовательно, °«.(Д)}>0 при всех а £ Т. Из ус­
ловий теоремы вытекает, что а. (Р'ПД) = 0 при почти всех а^Т, от­
куда =»(£') < °. (Т)'чаа (Д) < оо (Т) при почти всех а£Т.

6. Остановимся теперь более подробно на случае, когда /—внут­
ренняя функция, т. е. У. = Т (mod 0).

Предложение 5. Если кратность одного значения внутренней 
функции 1 конечна, то 1 — конечное произведение Бляшке.

Доказательство. Если кратность значения а конечна, то 
a -j- ] .
------- —рациональная функ ция, т. е. /—конечное произведение Бляшке.

Следствие. Пусть / — измеримая функция, совпадающая 
почти всюду на окружности Т с внутренней, функцией I. Тогда 
если I не является конечным произведением Бляшке, то множест-

во 1 (а) бесконечно при почти всех а £ Т.
Следующее предложение показывает, что теорема 3 перестает быть 

справедливой даже для внутренних функций I, если предположить только, 
что т ]С £ Т : (/.)!) (С) = н- со] > 0.

Предложение 6. Существует внутренняя функция I, не являю­
щаяся счетнократной, у которой каждое значение а £ Р имеет счетную 
кратность для некоторой открытой дуги РсТ, Р 0. В част­
ности, функция 1 не явлется ни счетнократной, ни континуум 
кратной.

Набросок доказательства. Возьмех։ замкнутое нигде не плотное мно­
жество РсТ положительной меры с системой дополнителных интер 
валов {Д7}.ег, обладающей следующим свойством*:  множество {С £ Г:

* Такое множество Р ветрудво выбрать среди множеств лютеровского типа.

:Д75С} бесконечно для всех С СР, где Д7—дуга с той же серединой, 
что и Д7, но имеющая длину (т(Д7)):'3. Рассмотрим функцию ф С Л1/з
(Т) такую, что ?^>0, supp i Дт и <Р > с(/п(Д7))4/3. Здесь 

л-,.
^-Д7 обозначает дугу с той же серединой, что и Д7, но вдвое мень­

шей длины. Легко проверить, что

[ Т?'(С) = + оо

6—602
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для всех ; £ F. Положим

•/ H '»I 
h

Л (*)  = (W— dm® (z£D), 
J — 2 

4т
(*)  = f ? (9 ֊ dm (').

тег J » — z 
T

Ясно, что функции / и /7 принадлежат диск-алгебре, поскольку ф £ 
€Л։/з՛ Аппроксимируя функцию ®1 линейными комбинациями о-мер, 
найдем дискретную положительную меру рт с конечным числом нагру­
зок такую, что supp — Др “pjj < f <р dm, Г (?) для՜,

J дт * I’ Ч

всех 5 (: F
и

/ (Q <6т
J С + г; 1 
4т . . ,

для всех и всех г£(0, 1), где {ет]т6Г —суммируемое семейство 
положительных чисел. Рассмотрим меру р’ = У р. Она обладает՜՜ слё- 

тег ՛
дующими свойствами:

.... .) 1-ït£L = + «, 

• т
для всех ÊÇF,

-:,.6) Г^ГО_< + оо,
f

если и р ({£)| = 0,
... • ' Ù» .'.и .

в) vrai sup f 4 </р(С) <Ч-оо.
J C — ?

L i • r

.'Рассмотрим .внутреннюю функцию I, определенную: равенством

л. . . 1 +7(*) = - Г,

т <
■Эта՜*  функция обладает всеми нужными нам свойст вами.

7. Остановимся более подробно на֊случае счетнократной вну^ренгфй 
■функции. Отметим, что такие функции представляют интерес также в свя- 
зи с теоремой Д. Кларка (см. [7] и [3]), из которой вытекает следующее 
утверждение.

Если I — счетнократная внутренняя функция, то пространство 
К/ = На$1Н֊ имеет ортогональный базис, состоящий из воспроизво­
дящих ядер \к/ (г, ).):).(дсТ}, где к/(г, /.) = —----^2

О _л
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Таким образом, теорема 2 дает много примеров внутренних фикций I, об­
ладающих этим свойством. Однако, в силу следствия 3 предложения 4 и 
той же теоремы Д. Кларка она не дает всех таких примеров.

Пусть Нр обозначает обычный класс Харди (см., например, [2]). 
Обозначим через Нр' “ пространство всех функций f £ Нр'2 таких, что 
т Т : |/(С)| > >4} = О(Д ₽). Символом Нр' будем обозначать прос­
транство всех ” таких, что т К £ Т : |/(С)| > А] — о (А~р (Д—►

Теорема 4. Пусть [ая1я>1—последовательность точек еди­
ничного круга D такая, что X (1 — |ап1)П2< + <». Тогда произве- 

»>1
дение Бляшке, построенное по последовательности нулей. [ая)я. j 
счетнократно и b'^hI12-.

Доказательство. Из результатов работы [6] следует, что до­

статочно доказать, что (DB) (С) = 2 ——2°՞ ■ £ Lu2’ , т. е. т {; £ Т : 
п>111 — а„С|

: (DB) (С) > А] =о (Д՜2'2) (А -> + со). Известно, что пространство 
/.,՛/*՛  является 1/2-выпуклым (см. [8J и [9]). Отсюда сразу вытекает, 
что DB^Li]" , поскольку !' =—-I -С С и 2(1— |а |)1/2<'+со.

' /I I 4,0

Отметим, что близкие к теореме 4 результаты имеются в работах 
[6], [10], [11].

Следствие (П. Ахерн—Д. Кларк [12]). В условиях теоремы 4 

функция —=^- является произведением Бляшке при всех a£D.

Доказательство. П усть I = exp F= ехр ~~г —
т

сингулярный сомножитель функции------ =Д- • Тогда из теоремы 4 и
1 — аВ

результатов работы [б] вытекает, что Г £ Но'2' Следовательно, F' £ 
£ Но1՜' • Отсюда получаем, что F^H\' * (простое доказательство 

этого факта можно извлечь из [13], стр. 55—56), a тогда ра=0 (см. 
[14]*или  [13]) и мы приходим к противоречию.

Теорема 5. Пусть (гп}я>։—последовательность точек про­
межутка [0, 1) такая, что 2(1—гп) + со и 2(1—гд)1/2=-}-оо;

, л > 1 , л > 1
F —замкнутое подмножество окружности Т. Тогда существует 
произведение Бляшке В с последовательностью нулей [а„|я>1: 
('ая| = гя) такое, что F— [С£Т : (ZZS) (С) = + со).

Доказательство. Пусть сначала F=0. Нетрудно построить, 
последовательность точек ол}я>1 множества Fh строго возрастающую, 
последовательность натуральных чисел {n^]^ так, чтобы
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л=п и 2)(С», (1-г4)1/2), 
] 1 Аг—п у_14-1

где п = 0, £>(С, а) = Т : |? — С| < а}. Положим ап = гп
Ясно, что Т7—множество всех предельных точек последовательности 
[ая}„.֊г Поэтому (7)В) (С) < 4- оо, если Сё՜/7. Заметим, что если

€£>(<«, (1-г„) )• то

=4֊ ее.если
Если Р = 0, то

----- > 1. Отсюда вытекает, что (£)/?)(£)!ая я

возьмем последовательность положительных чи-

сел (М„>1 такую, что X ~у 
'• 1 1П

0. Тогда в качестве а,

можно взять гя е ".
8. Пусть конечная борелевская мера на окружности Т. По-

ложим

Нр =
( )^)1/Р » если р-дискретна

-ст

4- оо, в противном случае.

С каждой внутренней функцией 1 свяжем функцию Фр, определенную 
формулой Фр (а) = Ца<Лр.

Теорема 6. Пусть I—внутренняя функция, 0 < р < 1. 
Тогда Г ^Н1~р в том и только в том случае, когда ФР^ЬР, при 
этом = |]Фр1^р.

Доказательство. Можно считать, что /—счетнократна. Из­
вестно (см. [б]), что 1' £ р в том и только в том случае, когда 
П1£1}-р. Из предложения 1 вытекает следующее равенство:

| т'-^т = Щ /),_₽ (“)•

В силу предложения 4

I (Р/)1՜' <*>«  “ £ ((£>/) (С))-" 
и ли-’

•если мера яа-дискретна. Из этих двух равенств получаем:

Замечание. Доказательство теоремы показывает, что если /(0)—0, 
•то Т((П1у-р) = ФРР.

Следствие. Пусть I- внутренняя функция. Если! р > 
то Фр + оо почти всюду на Т.

Следующее утверждение „почти обращает“ это следствие при 
1

■Р- ~2 •
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Теорема?. £ми Ф։,-2 (а) < 4-= при некотором а СТ, то 
и, следовательно, в силу теоремы б Фр < 4՛ 03 почти 
т \ 1всюду на 1 при всех р — •

Доказательство. Имеем

₽е ~7г;= Г R«—<'’•£) (*б  о), 
»֊/(*)  3 ч — г

откуда
Г (.)= С —^--</зв С) (г 6 О).

» Л (С — г)8
Отсюда вытекает, что

(дух?) <4 Г ^Ц1֊($ет).
3 ь —«I

Осталось заметить, что функция, стоящая в правой части неравенст­
ва, принадлежит пространству /,։/” °° (см. [8] и [9]).

9. В заключение рассмотрим класс всех внутренних функций I 
таких, что £>/= 4՜ оо почти всюду на Т. Мы увидим, что такие внут­
ренние функции устроены в некотором смысле так же, как и много­
мерные внутренние функции.

Измеримые функции Д и Д, заданные, соответственно, на веро­
ятностных пространствах (хп Нх)» (х։՛ 1‘») будем называть эквивалент­
ными, если существует изоморфизм (гаос! 0) <р первого вероятностного 
пространства на второе такой, что Доф — Д почти всюду.

Рассмотрим функцию зх:ТхТ -♦ Т, гх (Сх, С։) =
Теорема 8. Внутренняя функция I эквивалентна функции гх в 

том и только в том случае, когда I (0) = 0 и О1 — 4՜ ос п.в. на Т.
Доказательство. Внутренняя функция I является эндоморфиз­

мом (т. е. сохраняет меру) тогда и только тогда, когда /(0) = 0. Из ре­
зультатов работы В. А. Рохлина [15] вытекает, что гомоморфизм I экви­
валентен гомоморфизму 21 в том и только в том случае, когда мера 
ов является непрерывной при почти всех а£Т, т. е. когда £)/=4-°° 
почти всюду на Т в силу предложения 4 и следствия 2 леммы 1.

С каждой голоморфной функцией I, |/! <[ 1. в полидиске (или ша­
ре) можно аналогично связать семейства мер {“»Д6Т и {з,/^. Напри-

1. о а֊Ь/(гх) , , „мер, можно положить Ит Ке ---------------(в слабой топологии прос-а-1(гх) Н
транства мер на торе (сфере)), а в качестве зв взять сингулярную 
часть меры "в. При этом будет иметь место естественный аналог 
предложения 1.

Предложение 5. В многомерном случае все меры та (а значит, 
и ов) непрерывны.

Доказательство. Ясно, что

|а+ /(2) 0/ 1 \
,а - / (г) \1 — р (г) /

(6)
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где р— функционал Минковского полидиска (шара). С другой стороны,, 
если бы ({»})> 0 при некотором С, то

а + /(Х) .. с _ с }
а-ЦЛ) (1-г)" (1֊р(гС)/

где d—комплексная размерность области задания функции /. Осталось 
заметить, что оценки (6) и (7) противоречат друг другу, если d>1.

Используя предложение 5, аналогично теореме 8 можно доказать сле­
дующее утверждение.

Теорема 9. Пусть I — внутренняя функция в полидиске (м4и ша­
ре) комплексной размерности d~^2. Тогда функция I эквивалентна функ­
ции z։ в то.м и только в том случае, когда 7(0) = 0.

Замечание. Теорема 9 имеет место не только для полидиска и 
шара, но и для любой области Զ, Զ =7= D, являющейся конечным декарто­
вым произведением классических областей. Все необходимые сведения о 
классических областях можно найти в [16].

Ленинградский государственный
университет Поступила 30. VII. 1984-

Ա. Р. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐՈՎ. Ներքին ֆունկցիաների եզրային արժեքների պստիկությանը (ամփոփում )'

Աշխատանքում ներմուծված Լ ներքին ֆունկցիաների եզրային արժեքների պատիկսւթյան*  
հասկացո/թյո/նր/ Ցույց է տրվում, որ Հլյաշկեի վերջավոր արտադրյալից տարրեր միջին ֆունկ­
ցիան րնդունում է կամայական 2 £ |а| ֊■=• 1 արժեք կամ հաշվելի, կամ էլ կոնտինուալ ան­
դամ/ Եզրային արժեքների պատիկության հասկացության ներմուծման համար գործածվող ապա­
րատը օգտակար է նաև լինում ներքին ֆունկցիաների եզրային վարքի ուրիշ հարցերում։

A. B. ALEKSANDROV. Multiplicity of boundary values of inner functions 
(summary)

A concept of multiplicity of boundary values is introduced for inner functi­
ons. It is proved that every value a С C, Ja|=l, of an inner function has countable or 
continual multiplicity. The technique used to define the notion of multiplicity admits 
an application to some other problems concerning the boundary behaviour of inner՛ 
^unctions.
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ОБЩАЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 
БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИИ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

В статье исследуется начально-краевая задача для одного класса бес­
конечномерных параболических операторов высокого порядка с неоднород­
ными данными в цилиндрической области, основанием которой является 
С£-многоо6разие с краем. Настоящая статья является продолжением 
исследований автора, посвященным изучению краевых задач на гильберто­
вых многообразиях с краем, изложенных в работах [1]—[3]. В связи с 
втим. здесь будут лишь вкратце описаны классы символов рассматривае­
мых операторов и соответствующие функциональные пространства.

Пусть М—С£-многообразие с краем дМ (определение см. [1]). В 
цилиндрической области 2+ = М X /?+=[# £ R1, Г>0) рассмотрим 
параболический оператор вида

Р(х’ ’’ £)=2в'(х)Л(х. *>■£)’ П)
\ И / у—О \ /

с главной частью

def
где А (х, Е, X) = А (х, Е) + X — эллиптический символ второго поряд­
ка, принадлежащий классу Е (М) ([3]).

Операторы Pj՜ имеют следующий вид:

где символы Pj (х, Е, X) имеют локальные представления вида

На самом деле можно рассмотреть главный символ брлее общего вида, а именно

-• 1 / д ~ \тк 1Р°~п(^ + Л‘к’ 2 т^т' 
л-1 \ 01 / "1

при этом все .результаты сохраняются, технически лишь несколько усложняются дока­
зательства утверждении.
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т ' - ■ . . •- ■'■ * ■ ■■ . ■ - - *■ ■■■,. ■ - . ■ , ■ — ֊в

Коэффициенты ау(х), с£л(х)— бесконечно гладкие функции, за­
данные на М и принадлежащие пространству СЬ‘ (М).

На боковой поверхности 2+=дМ^В+ рассматриваются опера­
торы

Я (*'»«» /х', ?, (4)
՝ 01' «—»а ՝ (п /

где

а символы N/, »(х', ։, X) имеют локальные представления вида

Nt, *(х, Г, X) = (2 Ь$к (х') е։ + 6(Д(х') + XУУ՜*. 
\։-1 /

Предполагается, что символы В/ (х', $, X) принадлежат простран՜ 
ству В (дМ) (определение си. [3]) граничных символов и их поряд­

ки — ord Bj = п/<^2 т, j—l, 2,• • •. rn.
Рассмотрим следующую смешанную задачу:

р(х. 5, ֊^а(х, t) = f(x, t}, (х, 0€2г, (5)

й- = g,(x'- 0» j= 1. rn, (6)

$1 -?4W, х^М, k=0^=l. (7)
Gt 1л=о

BJ х', ; — ) и

Очевидно, что для разрешимости задачи (5)—(7) необходимо, чтобы 
правые части уравнений на гиперплоскости ^ = 0 удовлетворяли определен­
ным условиям согласованности. Приведем достаточное условие согласован­
ности, которое будет считаться выполненным при изучении разрешимости 
сформулированной выше смешанной задачи.

С этой целью введем функциональные пространства Л.СЦМ, у) и 
ЛСЬ°(М,у) (ср. [2]).

Пусть функция Л(0» тождественно равная нулю при ( < 0, удовле- 
творянт условию (R1), Обозначим ее преобразование Лапла­
са через 

«■
Л (X) = Л (*) = 1՝ «֊« А (0 Л,

6
где ХССТ={Х£С, Ее)>Т|.

Пространство Л.СЦМ, у) состоит из функций А(х, X), удовле­
творяющих следующим условиям:

а) при любом ХО£СТ А (х. Х^) £ С£° (Л/),
в) она аналитична по X со значениями в С1У(М) и стремится к 

нулю при X-»- оо в Ст,
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Пространство АСЬ°(М, у), по определению, есть подпростран­
ство Л.СЬ(М, у), 'определенное условием •։ ; ■ “ • ՛

| |а + г։|т ЦЛ (х, о + н)|с (М) Л < К < + оо,

■V
где К > 0 — постоянная, не зависящая от ст.

Аналогично вводится пространство АСЦдМ, 7) (см. [2]).
Условие согласованности. Существует ֊функция и„(х, О,. 

определенная на Я+, такая, что
■а) ее преобразование Лапласа

Ио(х, >>) = Л/.ли0(х» ОС ЬСЦМ, ч), (8)
в)

■ ■■““ .՛ *֊°-*֊У ՝ . (9)

с) положим *1- ■
Pu0(x, f)=/o(x, O (х, f)£S2+, (10)

• Bj ив a^ g0-(x', t), ;=1, 2,---. т. (11)

Требуется, чтобы после продолжения функций /—/0 и ё,—нулем 
при / < 0 их преобразования Лапласа по I удовлетворяли условиям:

7-7о = А/^(/-/о)6ЛС1".(М,7), . (12)՛

L-3 = A^(?/-^)eACL°(dAf,7). (13

Это условие означает, что «исправленные» правые части (после вычи* 
тания «о из и) были бы согласованы с нулем.’ 1

Замечание. Необходимость согласованности правых частей для 
разрешимости задачи очевидна, поскольку, если и — решение Задачи (5)— 
(7), то в условии согласованности можно положить и» = и.

Основной результат работы будет основан на теореме о разрешимости 
соответствующей смешанной параболической задачи с однородными данны­
ми; доказанной в [3] (см. также [2]). Приведем ее формулировку. = •

Теорема А. ([3], гл. III, теорема 2.1). Пусть символы операторов

Р и В/ принадлежат, соответственно, классам Е (М) и В (^М) и ло­
кально удовлетворяют условию типа Лопатинского:

deth°«(x',-z — • Г, 1 W-T =/=0 
И \ dxt ! Ц/, t=i

при любых а таких, что 'Ja П<77И == 0 (67« — координатное покрытие 
многообразия М) и x'£’Z։(6A) (fZc) — система локальных карт),.

jg' |-j-|7.|-0, xv /•) |*-1 — базис в пространстве устойчивых
ешений уравнения *
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Ро. « (0, х', — i ֊^— • V, X) и = 0,

a Efj. * — слагаемые представления главного символа оператора В/.

Пусть, далее, f—A,/£ЛCL9 (М, 7), gj £ ACLa(dM, 7)—-произволь­
но заданные функции, а число 7 достаточно велико. Тогда задача 
(5)—(7) с ®д(х)=0, к = 0, т— 1 однозначно разрешима, при этом 

___।
для обратного оператора ал задачи имеет место априорная оценка

к’ЧЛ ip--, L)l fkJcceAf,. (14)
1 к(Л) \ j-1

где — постоянная, не зависящая от /, gl։•••» gn, а е^>0— не­
которое число.

Основной результат настоящей статьи содержится в следующей тео­
реме.

Теорема. Пусть операторы Р и Bj удовлетворяют условиям, теоре­
мы А и выполнено условие согласованности. Тогда при достаточно больших 
у задача (5)—(7) однозначно разрешима в пространстве ACL(M, у) при

любых правых частях f, gJ։ <fk, для которых f ACL (М, 7), g.£ 
£ ACL (ОМ, 7), <?„(zCL°(M).

Имеет место оценка

(.И) ■+' Д fcjlc(dM) + Д ^С(.И)’

■где К> 0 — константа, не зависящая от f, g,-, ?ft.
Доказательство. Пусть uQ—функция, фигурирующая в условии 

согласованности. Докажем сначала существование решения. С этой целью 
рассмотрим следующую параболическую задачу:

Bjv .
%

. о, ;=t 2, т,

= 0, Zr = O, I,---, т-1, х£М.tit* 1-0

Поскольку / — ЛС£°(М, 7), 3}-ё°^АСТа (ОМ, 7), то по тео­
реме А эта задача имеет единственное решение. Обозначим через 
ы = и0+и- Тогда очевидно, что функция и(х, 0 является решением 
исходной задачи и существование решения доказано.

Единственность решения будет следовать из априорной оценки. Докд- 
жем ее. Легко видеть, что по заданным фо(л),..., Фт (х), фигурирующим, 
в условии теоремы, можно построить функцию и,(х, Г), заданную на й+ и 
удовлетворяющую условиям
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-**(*)» * = °- т՜1’ Х^М' (9'>
дг ։-о

при этом щ^АСЦМ, 7).
Действительно, в качестве и» можно взять

«1(х> 0 =2 4-<?*(*)• 
к —о <։

Отсюда очевидным образом получим оценку

Ис(,м) < £0^*к<Л)’ ^15^՛

где /к։^>0 — постоянная, не зависящая от ?0, ?1։ •••, ։?т_г
Заметим, далее, что функция и0(х, () удовлетворяет условиям

(9) и м0£ АСА {М, у). Отсюда следует, что

д (цх-ир)| =о, А = 0, I, --, ш—1, 
Л и-о

то есть Л/_х (и։—н0) € ЛСА°(Л/, 7). Рассмотрим

Р(и1 — и0) и В, (их—и^ . , у = 1, т.

В силу предложения 1.1 главы III [3] А/.* Р '.и!֊ и0) € ЛС£° (М, 7) и՛ 

Л/-»* В}(иг— и0)£ЛСВ°(дМ, 7).
Таким образом, не нарушая условий согласованности, можно в них за­

менить функцию и0 на и„ при этом для функции и, (в отличие от ий) имеет­
ся оценка вида (15).

Пусть теперь н(х, /)— какое-либо решение задачи (5)—(7). Тогда 
функция и—и, удовлетворяет однородным начальным условиям

0*(и — их)
(П‘

= 0, к = 0,- т—1, х М
Л-0 

и, следовательно, и — а։£АС£°(Л1, 7).
Применяя к ней теорему А, получим, что при достаточно больших у 

однозначно разрешима задача

Р(н —и։)=/ —/։, (х, 0€2+.

В; (и — И։) — о], ] = 1, 2,- • -, т,

дк(и— и,) I 
Ь-о

где введены следующие обозначения: Д= Ри1г В/и1=§г/. Теперь, в 
силу оценки (14), имеем

Iй ~ ы1к՛ (М1 /ЛсглпН" У ~ • (16У
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Учитывая ограниченность операторов Р и В,- в соответствующих про­
странствах (см. [3], теоремы 3.1 и 4.1), получаем следующую оценку:

|Л| .* Ри^с (И) + У} ||Л| В; и, , |с (д И) = 
У “7“

(17).
= И1А?(Л) 2 ^Яс(а.и) ^։1в11с(Л)»

г-1 * — 
где К, > 0 — постоянная, не зависящая от и,.

Пользуясь теперь неравенствами <(15), (16), для решения задачи 
(5)—(7) получаем оценку

Мс (М) “ М1Ис (.И) ‘Ь 1|И1^С (.И>

/!•(,«)+ £ к;-^с(йм) +Д Ыс (Ж)) •

Из последнего неравенства, а также оценок (17) и (15), окончательно 
получаем

И4.- мп ** (М) "Ь И/Лс(М) + 2 Ис (алп "Ь X кЯс ом)

+ 2՝։Ч.-(И) )< Л=(Йсм0 + £ Й>а.И) + У ЯтЛ(.И)) > (18)' 
* -О \ *-П /

где К.„ > 0 — константа, не зависящая от [, и фь
Из (18) очевидным образом следует единственность решения. Теоре­

ма доказана.
Замечание. В ходе доказательства теоремы, на самом де­

ле, был получен эффективный критерий согласованности. Он заклю­

чается в следующем: по начальным значениям СА°(Л/), к=0, т —1 

строим их продолжение а0(х, I) в 2+, и0£^СЬ(М, 1) описанным в 
теореме способом. Условия (12), (13) для этого продолжения и будет 
критерием согласованности. 
Ереванский государственный 
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Г. А. КАРАГУЛЯН

ОБ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМАХ

В работах Б. С. Кашина [1] и К. Тандори [2] доказана, соответ­
ственно, следующие теоремы.

Теорема А ([1]). Существует ортонормированная система (ОНС) 
(фл(х))“„1 с точным множителем Вейля log2;։ такая, что |-ЬЛ(х)| = 1 
л= 1, 2,- • ••

Теорема В ([2]). Если последовательность чисел такая, 
что при всевозможных ОНС {j»4(x)J7-i с |Ф„(х)' = 1, и=1, 2,-՛-, ряды

сходятся почти всюду (п. з.), то сходятся также зсе ряды

£М*(х), (2)
л..= I

где 1?Л(х))^, ОНС с условием |<рЛ (x)j < М, л = 1, 2,---,
В настоящей работе доказывается
Теорема. Пусть (фя х£ (0, 1) ОНС с условием

|?(х)|<М п = 1, 2,-.-. (3)

Тогда существует ОНС Jlin (x)}"-i с

/Ьп(х)| = 1, п=1, 2, (4)

тпаквя, что для любой последовательности (а*|*-ь с а*<оо мно- 

жесглва сходимости рядов (1) и (2) совпадают п. в.
Очевидно, что из этой теоремы следует теорема В. Из нее следует 

также теорема А, если учесть ранее известный результат Д. Е. Меньшова 
■(см. [3]), о существовании ОНС [<рЛ (х))л_։ с |<рл(х)|<М, л=1, 2,..., 
имеющая log* л в качестве точного множителя Вейля.

Доказательство следующей леммы основано на идеях работ Б. С. Ка­
шина и К. Тандори.

Лемма. Пусть в> 0 и (<Pi(x)}2_1, х£ (0, 1) есть ОНС с 
1<Р4(х)|<М, 1, 2,•••, п. Тогда для любого фиксированного натураль­

ного числа /V > 1 существуют ОНС {•[»* (x)]*=i и номера N=m0<^ 
-< лтх< • • • <^тп такие, что
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1де [7.1 )/Li—систмеа Хаара, a |c/)>Jam-i — некоторые числа.
Доказательство. Приближая функции кусочно-посто­

янными функциями, а затем применив метод ортогонализации Шмид­
та, легко убедиться, что для любого е^>0 можно гнайти ОНС 

функции которой постоянны на интервалах (А/0), bj+i),j= 0,1,. 
»•••> /о~1> 0= АоО)<С Ы № = 1 такие, что

£<₽* — ®*lhO, Ы- <%М, к = 1, 2,- • •, п. (7)

Определим ОНС с требованиями леммы по индукции. Пусть 
(оу”» аЧ^։ )։ у = 1,... ։ р0 — некоторые интервалы с условиями {a^y/Lbb 
=> {6Jo)}£.o и max |ау®’, — а^0)| < 4, где > 0 выберем позже. В силу 

0<_/<Л
(7), легко убедиться, что при каждом /=0, 1,- • •, р0—1 можно выбрать 

I ' -
число a(j+j ) так, что функции 2 Мsign (х—;*/’) и ф* (х) имели
одинаковые интегралы на aj0^). Тогда, обозначив

Ф1(х)=§ Х/(0) (0) \ to sign(x —#’) 
j-l • "y+lj

очевидно имеем, что (х) ортогональны ко всем функциям <р։, ®3, 

4>я, выполняются (6) и равенство

J — = 0, / = 0, I, --, р0 — 1.

(0)

Отсюда из соображений слабой сходимости в 2-2 (0,1), выбирая б, > О 
достаточно малым, а затем я։, > гп0 достаточно большим, можно убедить­
ся, что выполняются условия (5) и (6) при к — 1.

Пусть теперь определены Ф։, с условиями (5) и (6)

при к — 1, 2, —, I такие, что (фгЬ—Ш есть ОНС, функции
которой постоянны на интервалах (Ь1/1, Ь^г), /==0, !,•••, /х—1, 0 = 
= Ьи* б"’ <■ • • < Аналогично, как это было сделано в нача­
ле индукции, можно найти функцию Ф/+1(х) с условиями (5) и (6) при 

& = £ + ортогональную ко всем функциям Г) (?/}?-<+2 .
Этим завершается доказательство леммы.
Доказательство теоремы. Согласно теореме Меньшова- 

Марцинкевича (см. [4], стр. 317), найдутся номера 0 = п, < п։<.пг<. ...

такие, что все ряды (2) при сходятся п. в. по номерам
*-1
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(л4)4_։. Последовательно применив доказанную лемму, можно най­

ти систему |ф/)<11 такую, что для любого к = 1, 2,• • • 1 явля­
ется ортогональной системой и

I
— "4,^1 I ।

2Л/'Ь*-Ч>*— £ ° = 'П1<'П։<п։з<---. (8)

РМл)>1, £ = 1, 2, -.. (9)

В дальнейших рассуждениях используется следующая теорема ортогона­
лизации Хобби-Ранса (см. [4], стр. 263): если У։££։(0, 1)» 2=1,2, •-»т, 
некоторые функции, то существует функция • (х), с |в(х)| = 1, орто­
гональная ко всем этим функциям.

Используя эту теорему счетное число раз, легко убедиться, что мож­
но последовательно выбрать функции ^(х) = 1, е։(х), в։ (х), • • • вместе с 
номерами 0 = Л/о<^ /V, < • • • такие, что |з*(х)| = 1, к=1, 2,---,
и при любом к — 1, 2,->-, выполняются соотношения

1
ув4(х) (||<(х)в,(х)Ф (х) </х=0, (10)

о
1

в*(х) ф<(х)Х; (х) </х = 0, !</<№,, (11)
(I

I
I\ ^к(у) ^(у) <Х (12)

I 3 2

при л4<^ < < п*+1» < /<. ли1> 5 < к, к = \, 2,•»•.

Действительно, выбор ^(х) 1Л с условиями (10) — (12) при 
к=1 тривиален. Если же выбраны (^), /V/, ։ = 1, 2,-՛-, Ъ исполь­
зуя вышеупомянутую теорему ортогонализации, можно выбрать 
в,+։(х)с |е,+։(х)| = 1 такую, чтобы выполнялись равенства (10) и (11) 
при Л = ¥֊г1. Затем, выбирая Л',+1 достаточно большим, можно до­
биться условия (12) при Л = у-+-1. Обозначив

(х)=е* (х)'Ь/ (х), при »։*_!</<пк, (13)

докажем, что (’Ь)Л-։ удовлетворяет условиям теоремы. В силу орто­
гональности системы (<Ь< |***?+1, к=1, 2,---, с учетом (10) и (13), 

имеем, что является ортонормированяой системой с условием
(4) (см. (9), (13)).

Пусть теперь фиксирована последовательность (а<)ь-1 с V а;<^ <ю.
1~г

Из (8) и (13) имеем
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max max

1---- max У
2М пк<Р<пк>е1 l~nk+1

1---- max
2М 'Г'Р'пк+1

я

1max
'-»*Н

ntf 1ПаХ Е^Ч’Дх) ֊ 
2М ”к<р<пк+11-1

1-------- max 
2 М ’4t<p<’>k^i

где |*Д, < —» i = 1, 2,

Из последних неравенств, учитывая также тот факт, что система 
Хаара является системой сходимости, следует что п. в. выпол­
няется соотношение

lim max 
п*<Я<я*+1

С другой стороны, учитывая (11), (12) и (13), легко убедиться, что ряды 
(1) сходятся ат. в. теми же номерами {пл}“_1։ по которым сходятся ря­
ды |(2). Отсюда, используя также соотношение (14), получаем, что мно-

ГС
жества сходимости рядов (1) и (2) при У, а2 «> совпадают п. в. 

<-2
Теорема доказана.
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