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Ի ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ

ԽմրսւգրսւթյՈէնլ։ խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա .Մաթեմատիկա, ամ
սագրում, հաշվի աոնել հետևյալ կանոնները'

1. Հողվածների ձավայը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավե/ի քան տեքստի 24 մեքենագրված կչ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա- 
յը' ոչ ավե/ի քան 5—6 մեքենագրված Էջ»

Մեկ տպագրական մ ամ ույը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամրւ

2. Հոդվածները պետք կ ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրամեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեղունևրով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենը ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան ԼեղւԷովւ

3. Մեծատառ լատինական ւոաոեըը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևումէ իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտովդ ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիւԼ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկա յացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակուէ, նշելով նրանց 
համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը , հողվածների համար նշւէում է' հեղինակը, հողվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տւսրեթիւէը և էշերը։

0 դտագործւէած գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համւուղւււ- 
տաււիւան տեղում ւ

6, I'րըագր ու թ յան ժամանւսկ հեղինակէ։ կողմից կատարված քիչ թև շատ ղղւսէի փուիո- 
խո։թ յոլննևրը (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հող
ված/։ ստսցման մ ամ կետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմ րաղրո։ թ յունր իրավունք է վերապահում չգրաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

3. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի /րիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշիւատանքըւ

10, Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունըւ
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24 բ։ Գիտությունների ակա

դեմիայի Տեղեկադիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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Г. Г. КАЗАРЯН, В. Н. МАРКАРЯН

ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ НЕГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ С ДАННЫМ НОСИТЕЛЕМ

ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТИ

После введения Л. Хёрмандером понятия гипоэллиптичности диффе
ренциального оператора усилия многих математиков были направлены к 
изучению поведения решений гипоэллиптических уравнений. Были полу
чены как внутренние оценки для решений того или иного класса гипо
эллиптических (и, в частности, эллиптических) уравнений, так и оценки 
вблизи границы изучаемой области. Часть этих результатов была подыто
жена в книгах [1]—[3]. В дальнейшем Я. С. Бугровым в [4] был по
строен пример негипоэллиптического уравнения, решения которого оказа
лись бесконечно дифференцируемыми, как только они суммируемы с квад
ратом вместе с некоторыми (вполне определенными) их частными произ
водными. Далее В. И. Буренков в £5] нашел необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы решения, вообще говоря, негипоэллиптического 
уравнения Р (О) и = 0, удовлетворяющие определенным условиям, были 
бесконечно дифференцируемыми. Эти условия носят алгебраический ха
рактер и, если оператор Р (В) является гипоэллиптическим, совпадают с 
известными алгебраическими условиями гипоэллиптичности, найденными 
Л. Хёрмандером.

Общая закономерность, наблюдающаяся в алгебраических условиях 
гипоэллиптичности и условиях на поведение дифференциальных многочле
нов для того, чтобы соответствующие решения дифференциального уравне
ния были гладкими, побудили нас в работе [6] ввести понятие носителя 
гипоэллиптичности и числа гипоэллиптичности для линейных дифферен
циальных операторов с постоянными коэффициентами. Оказалось, что эта 
численная характеристика делит дифференциальные операторы на разные 
классы. При этом разделении гиперболические по Л. Гордингу (и, тем са
мым, гиперболические по И. Г. Петровскому) и гипоэллиптические по 
Л. Хёрмандеру операторы занимают крайние позиции. В [6] было дока
зано, что для гиперболического оператора Р (/?) = Р (В1г.... /)п) носитель 
гипоэллиптичности есть пустое множество, в то время как для гипоэллип
тических операторов Р (В) носитель гипоэллиптичности совпадает с мно
жеством л}. Там же изучены носители (и числа) гипоэллиптичности 
некоторых классов обсбщенно-однородных операторов и доказаны некото
рые групповые свойства носителя гипоэллиптичности.

Настоящая работа является продолжением заметки [6]. Здесь мы 
описываем классы общих дифференциальных операторов с одинаковыми 
носителями гипоэллиптичности, находим алгебраические ограничения на 
те «младшие члены» .добавление которых к данному оператору не меняет
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его носители гипоэллиптичности и, опираясь на эти результыта и на резуль
таты работы [6], получаем внутренние оценки для решений уравнения 
Р (Д) и = 0 с данным носителем гипоэллиптичности оператора Р (Д). 
Результаты последнего пункта дополняют соответствующие результаты 
Л. Хёрмандера, В. И. Буренкова и других авторов.

По поводу определений и обозначений, используемых в настоящей ра
боте, мы отсылаем читателя к [6]. Здесь мы будем в полной мере пользо
ваться терминологией [6], в отдельных случаях не упоминая об этом.

§ 1. Носители гнповллнптичности общих днффереиицальиых 
операторов

Прежде чем перейти к нахождению носителя (и числа) гипоэллиптич
ности общих дифференциальных операторов с постоянными коэффициен
тами, докажем несколько вспомогательных предложений, являющихся 
обобщениями лемм 3 и 4 работы [7].

Лемма 1.1. Пусть а, Ь, с, (1, е—неотрицательные числа. Для того, 
чтобы при произвольном у £ ’[0, 1]

-----—— --------+• 0 при х -+ со (1.1) хс-уа + х‘ ' '

необходимо и достаточно, чтобы для любого числа 6^0

а — шах (е, с — о</]. (1*2)
Доказательство. Докажем необходимость условия (12). Пусть, 

наоборот, при выполнении соотношения (1.1), условие (1.2) нарушается. 
Это значит, что для некоторого 0

а — ь0Ь > шах (е, с — 30е/). (1.3)
Пусть у — х_,։, тогда из условия (1.3) следует, что при всех х > 1 

хауь = ха~»8» 1_,
хс-у“ + х' хс~а ^ + Xе 2 ’

что противоречит (1.1) и доказывает необходимость условия (12).
Достаточность. Пусть при выполнении условия (1.2) сущест

вует последовательность пар [ху, 1/у), х) —» со, у.[0, 1] и число х О 
такие, что для всех ] = 1, 2,—

+ х‘) > х, (1.4)

Изучим в отдельности следующие два возможных случая:

1) у1~о(ху!‘) для любого & О,
2) существуют числа <$о 0, о0 0 и подпоследова

тельность последовательности {х/։ (которую также обозначим че
рез |ху, Уу|) такие, что

во-х^ < у, < »1 Ху-’>, у=1, 2,-

Если в случае 1) Ь = 0, то из (12) следует, что 
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а <С«пах {е, с — dty для всех 5 > 0, т. е. a <Z max {е, с] при d = 0 и 
а < е при </=А 0, поэтому х“/(хс}-у*. 4֊ хр — О при j -» оо, что про
тиворечит (1.4). Если же 6 =/= О, то при ь=а!Ь имеем = о (xjalb), 
J 00

+ х' " ’

что противоречит (1.4).
Случай 2). Очевидно, что в этом случае разность 6, — б0 можно счи

тать меньше любого наперед заданного числа 2е > 0, т. е. существует 
число 6։ = бг (е) 0 такое, что при /' = 1, 2,...

«»oxj^+'J < у, < ’гх;'5*-•». (1.5)

Выберем число е > 0 так, чтобы вместе с условием (1.2) выполнялось еще 
условие

а — (о։ — в) Ь < max {в, с — (о։ 4՜ е) </}•

Из этого условия и неравенства (1.5) получаем, что при j—»-оо 

что противоречит (1.4) и доказывает лемму 1.1.
Лемма 1.2. Пусть а, Ь5, с, бх, е (з = 1, 2, •■•)—произвольные 

неотрицательные числа, при этом последовательности {64| и {</3] 
ограничены. Для того, чтобы при х-*■ со и произвольном д£[0, 1] 

хауЬ։/(хс у“' +х')- 0 (1.6)

равномерно по 3, необходимо и достаточно существование числа е > 0 та
кого, что при всех 3 = 1, 2,..., 6^0

а — < тах {е, с — 3^} — е. (1.7)

Доказательство. Необходимость. Пусть при выполнении 
соотношения (1.6)

в, = а — — тах {е, с — ^>sds} —* О
при х ֊> оо для некоторой последовательности чисел 35 0, з = 1,
2,••• . Положим хл = в՜1, уз = ег*, тогда имеем при з = 1, 2, •••

х?-у> _ е7а+»А _
х$.^ + х$ " вГ^+е,-'

Это противоречит (1.6) и доказывает необходимость условия (1.7) для вы
полнения (1.6).

Достаточность доказывается аналогично соответствующей части лем
мы 1.1 (см. также доказательство леммы 1.3). Лемма 1.2 доказана.
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Лемма 1.3. Пусть а3, Ь3, с3, 43, 5 = 1, 2,------ ограниченные
последовательности неотрицательных чисел. Для того, чтобы при 
х то и произвольном < £ [0, х]

(/, х) = X*' / (х^ + х'') — 0 (1.8)

равномерно по 5, необходимо и достаточно, чтобы существовало число 
е > 0 такое, что для всех 6 1 и $ = 1, 2,...

а3 + 36, < тах [е„ с, + 3<6| — в. (1.9)

Доказательство необходимости получается повторением первой части 
доказательства леммы 1.2 с подстановкой х3 = ։, 13=е^, 5 = 1, 2, • • •.

Достаточность. Пусть при выполнении условия (1.9) сущест
вует последовательность пар чисел (х,, /.,) и число х>0 такие, что 
(г €[°, »«]. ** -*■ °° при 5 ■* 00 и Л (<*» *«)>*. 5 = 1, 2, • • • .

Изучим в отдельности следующие два возможных случая:
1) г, = о(х’) для любого 3<1,
2) существуют числа 0 80 81 1, 0 80 < 3։ и подпоследо

вательность последовательности [х։, 6} (которую также обозначим 
через |хл, б|) такие, что

а0-х^ < 6 < « = 1, 2,--- . (1.10)

Если в случае 1) 6, = 0 (5 = 1, 2,- ••), то из (19) следует, что а, 
< тах [е„ с։ + — в для всех 8 -< 1 и 5 = 1, 2, ■ • • , т. е. а3 <
< тах (вз, с,| — в при </, = 0 и а, <^е3 при с1, #= 0 (5 = 1, 2, • • •). 
Поэтому /(£։, х3) -*■ 0 при 5 со, что противоречит предложению 
Л (6, Хз)>Х>0 (5 = 1, 2,---).

Если же в случае 1) Ь3 =/= 0 для бесконечного числа значений 5, 

то взяв 8, =---- — , получаем при = о (х,'3 ), 5 -» со
Ь3

/3 {13, х3) < х“1-о (х7°4) /хр— 0.

В случае 2) можно считать, что 8Х — 80 е0 для любого наперед 
заданного числа % >0. Пусть число е0 удовлетворяет условию

(
р р 1 —> —I» 
26 2с/ \

где Ь = тах Ь3, <1 = тах </,. Тогда неравенство (1.10) запишется в 
виде

5 = 1, 2,--- (1-11)

для некоторого числа 0 СЗ։-<1.
Из неравенства (1.11) и определения чисел 80, 6, Л следует, что при 

5 —оо

А (^3> х3) -С «,+<*3(0,-«.) , ё~Л
„ О О' • ' ֊, | , м оо ; Хз “г Хз 

(1-12)
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где А = шах {1, о*), В •== пип |1, во*).
3

Соотношения (1.9) и (1.12) вместе показывают, что при з —» со 
/«(<4> х5)->-0. Это противоречит нашему предположению и доказывает 
лемму 1.3.

Лемма 1.4. Пусть с^>а^>0, с^>в^-0, {6Х} ц {</,}—ограни
ченные последовательности неотрицательных чисел.

Для того, чтобы при х -+ а> и произвольном, у £ |0, 1] выпол
нялось соотношение (1.6) равномерно по з, необходимо и достаточ
но условие

1п1—>1-С֊^- (1.13)
з б, с — е

Доказательство. Положим у — /-х՜1, тогда соотношение 
(1.6) эквивалентно тому, что при х—♦ оо и произвольном /£ [0, х]

х*-*'-?'/(хС՜4'-**' + х') -» 0 (1-14)

равномерно по ж.
В силу леммы 1.3 для выполнения (1.14) необходимо и достаточно 

условие

а — Ь3 + ЪЬз шах |е, с — б, + Ъбз) — в (1.15)
для всех 5 = 1,2..... б 1 и для некоторого числа 6 > 0.

С другой стороны, простыми выкладками легко показать, что для 
справедливости неравенства (1.15) при всех 0 б 1 необходимо и до
статочно, чтобы (1.15) выполнялось лишь для тех б3 ($ = 1, 2,...), для 
которых с — бг + 8, бз = е. Дл я указанных значений 8$ неравенство 
(1.15) экв ивалентно неравенству

а — е + (е — с)— < — в, з = 1, 2,■ • •,
бз

или, что то же самое, неравенству

Так как с > е, то отсюда получаем для всех 5=1,2,...

— > 1 — с ~ а е 
бз с — е с — е I

и тогда

Ы + _1_ > 1 _ £225.
* бз с — е с — е с — е

Лемма 1.4 доказана.
Пусть R (?) —р-однородный многочлен (р/ > 0, / = !,•••, п), 

А—множество п-мерных векторов а = (а1։•••, ая) с компонентами из 
множества {—1, 0, 1), Л+—множество единичных векторов Х£/?д с 
неотрицательными компонентами, У, (R} = [т;; т)£Яд0), |р), рЦ = 1, 
Я (т))' = 0], где
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Iя •.

/-I з

Пусть а£А, Х£Л+> т1£2(Р)> положив*

Л (?], а, X, /?) — пип |</ : <1 ^>' 0,

(*,«)-</ ’1 (>. ^-Ч “* 1

Д; (т), а, X) = Д (■>}, а, X, О/ R), у = 1,—, п.

Обозначим через Л* замыкание множества единичных нормалей 
грани 14* х. м. И многочлена Р (с). Для вектора [1С Л* представим 
многочлен Р (В) в виде

М (V.) М (|1)

^(0-Е ^уО- £ £ ьГ, (1.1б)
у-о 7-0 {\,*)-а]

где (11 — <// (р) (у = 0, • • ■, М (р), </0 .> <Л > • • •> //.и > 0,

Рал& («) = Р1՝к (՝) Для любого р£Лг

Основным результатом настоящего.параграфа является
Теорема 1.1. Пусть х. м. И оператора Р(О) с постоянны

ми вещественными коэффициентами вполне правилен. Пусть регу
лярны все в. п. грани И за исключением единственной в. п. нере
гулярной грани М/\ Пусть еще 2 (Р</,) П2 (Ра,) = 0 для всех р£Л]”.

Для того, чтобы //(Р)э(1,-•к} (к (Р>^> к) необходимо и дос
таточно одновременное выполнение следующих условий:

1) для каждой точки 15б2(Р<<։) существует окрестность 
11 (■»]) такая, что

(1-17)

2) при всех ■») £ 2 (Ра.), а $ А, р £ Л՞

тш б, (т), еь2>) > х--------Р/---- , к, (1.18)
хсл+ д (•»}, а, X) б0 —

где △ (т}, а, X) = Д (т;, а, X, Ра,), б, (?), а, X) = Д (г„ б, X, £); Ра,), 
/ = 1,- -, к.

Замечание. Эта теорема является Л-мерным аналогом ряда из
вестных результатов для гипоэллиптических операторов. При к = п она 
дает критерий гипоэллиптичности, обобщающий известные критерии гипо
эллиптичности для нерегулярных операторов (см., например, [8]—[10]). 
При доказательстве мы будем пользоваться методами работ [11], [7], [8].

Доказательство. Необходимость условия 1). Пусть для опера
тора Р (Р) с числом гипоэллиптичности А (Р) к (Н(Р)^ {!>•••, А)|, су
ществуют точка г££(Ра,), вектор и последовательность точек 

"Ч* 7) такие, что
Ра. (ъ)-Ра, (^) <0, з = 1, 2, • ■ • . (1.19) 
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Легко показать, что существование последовательности {’Г’}, удов
летворяющей условию (1.19), влечет существование последовательно
сти {£*) такой, что ։’ -» и и Р (;*) = 0, 5 = 1, 2, • • • .

Пусть е> = (0,••-, е/,-*-, 0) (у =!»-••> п)—вершина вполне пра
вильного многогранника М, тогда /У Р(Е) = 0 и на последо
вательности {с1) при 5 — со и ] = п

\Ое) Р (Г)|/(1 + |Р Ю1) = Р" Р (Г)| -/-> 0.

Это показывает, что ]^Н{Р) (у = !,•••, п), т. е. мы доказали боль
ше, что Н (Р) = 0.

Докажем необходимость условия 2). Сначала предположим, что для 
некоторых векторов 7!€5(/>^> Р £ А", 1 £ Л+, а£А и некоторого ин
декса /: 1 < г п (пусть для определенности ։ = 1)

(1.20)(ч. а, < 1  Нх . 
Д (т;, а, к) — <4

Пусть / > 0, положим

Р = / (и' “՛л), Е = (тд 4֊ р֊* а).

Тогда, применяя формулу Тейлора, получим для достаточно больших
1 и для некоторых постоянных %0 > 0, х, > 0

Ра, (О = ХРа, (*} + р-х а) =

— £</«. . Ра Р<1, (г1)
(>., «>— Д(р, а, >.) “!

р-Мл.о.М +

а,—я-,—{а,֊а,)А» <Н. О՝ М 
А (1- О. М ,

где мы положили Оа R = ааОаР^ат.1՛ • •а.лп О*R.
Отсюда и из простых геометрических соображений следует, что при не

которых постоянных х2 > 0, х։ > 0 и достаточно больших

!/>(?)

и 1,1 и а. М
\о1Р^\>^՛ 1 ’ ։4l,ьв'x,•

Из 
при / —►

предположения (1.20) и последних двух неравенств следует, что 
оо, т. е. при 5 оо

ИЛ />(01/(1 + |Р(Е)|) -о, 
что противоречит тому, что 1 £ Н (Р). 

Итак, остается рассмотреть случай, когда для всех точек 
’։€2(/>^.) и всех векторов Х£Л*, а^А

Д<(4, а, А) р,
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' 1 Докажем, наконец, необходимость условия (1.18) для Р < Г (6, п).
Пусть при выполнении этого условия и Р£Г(к, п) существуют 

точка векторы а£А, р^Л-Т, индекс /0:1-^10<^/с (будем
для определенности считать, что /0 = 1) и последовательность (V), 
ХД^Л+, д = 1, 2,..- такие, что при з —’

Д1(з) —М7). хд) _ I1! . 21)

Д (з) Д (т), а, X*) </0 — </,

Положим для з = 1, 2,
<з= | Рх֊՜ (<А>-<4)6 ~ ^7֊’)] ’ 

՛ I X Д(з)/]

Р, = <з* <Д> > ?д = й (>7 + рГл* а).

Из условия (1.21) и из того, что т; £ Р„’ следует, что 13 -* оо, ?’ -»аз 
при з -> оо.

Так как Ра, (՝)—(^-однородный многочлен порядка </0^>0, то на 
последовательности ($•') имеем

Р</„(5’) = ^-Р<,։(71+а-Рз"и).

Применив формулу Тейлора, отсюда получим

р<лг ) = *!’■ 2 221^к.рГд(з)+о(^) =
(>А а) - Д (з) а1

= £*• х +о(^«). (1.22)
(>.*, а) — Д (3) а‘

Поскольку множество А(т() = (а; ££ Ра, (ц) 0) конечно,
то не умаляя общности, можно считать, что сумма в правой части 
(1.22) распространяется по некоторому фиксированному множеству 
АосЛ. Тогда из (1.22) получаем

Ра, (0 = # ■ 2 ~а + о (г"֊)- (1-23)

Но по определению множества Ао и чисел А(з)

Отсюда и из представления (1.23) получаем, что для достаточно боль
ших з

^‘<|линк°о^1. (1.24)

Поступая аналогично с многочленом Ра, получим для некото
рой подпоследовательности {?*] (которую также обозначим через {;*}) 
и некоторой постоянной ах^>0
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5
2

, А 1*1 (1-25)
С другой стороны, из простых геометрических соображений легко 

следует существование постоянных сг, О, а։ 0 таких, что при 5 оо

(1.26

\D. (1.27)
Из предположения (1.21) и из неравенств (1.25), (1.27) получаем, что 
для достаточно больших $

IA
4

ts)
ТйГ

Для многочлена Р (?) аналогично из (1.24), (1.26) получим 

|Р(^)|<04-^‘,

где а4 2а0 -I- о». Из последних двух соотношений и того, что t3 -*• »
при s —* °о, получаем

IA />(Е‘)1
1 + |Р (&0I

Это означает, что 1 £ Н (Р). Необходимость условия 2) доказана.
Достаточность. Доказательство ведем от противного. Пусть при 

выполнении условий 1), 2) теоремы существуют индекс ։0: 1 ։0 -С к 
(предположим для определенности, что ։0 =1), последовательность 
{сх), со и постоянная ^>0 такие, что

IA Р(Г)|/(1 + |РО>х0. 5= 1, 2,.... (1.28)

Если при s-> со рГ -»т] £2 (Pd,), то противоречие с (1.28) по
лучается аналогичными рассуждениями, проводимыми при доказатель
стве случая 1) леммы 1.1 работы [8]. Поэтому будем считать, что 
EVf*. рГ՜*7). при этом tj^2(P/։).

Представим последовательность в виде

е‘=Г pf4 + (Ef֊JE'. 1Т”1) =

՛ г,рг / 

и положим для s = l, 2,•••; / = п

<=|Е1֊г рГ2.

Р, = exp [
я i Ъ’2
S(in<r >
<=։ J
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>4 = , в? = »1г п & - Г И4 ֊ V
ш р.

Из введенных обозначений следует, что а3^А, )• £ Л+, при этом

-х]
г/ = р, , (4‘е| + рГИ-^).

Из условия 1) теоремы и того, что £ (Р</,) П £ (Р<л) = 0 следу 
ет, что для последовательности |«л) существует постоянная > 0 та
кая, что

'А Р(У)| < х ^.рГ^рз^-юГ, а'1) . п 29, 
1+|Р(5')| 1 IV, рГ-р7а{,’-1֊1?. й*

Применив здесь лемму 1.4 при х =|5*, р|, I = рГ1, с учетом ус
ловия 2) теоремы, получим, что при з-*оо правая часть (1.29) стре
мится к нулю. Тогда неравенство (1.29) противоречит (1.28) и дока
зывает часть теоремы, относящейся к достаточности.

Теорема 1.1. доказана.

§ 2. Добавление младших членов, сохраняющих число
гипоэллиптичности

В этом пункте мы устанавливаем алгебраические условия сравнения 
(неполной) силы дифференциальных операторов с оператором, имеющим 
данный носитель гипоэллиптичности и условия на «младшие члены», до
бавление которых не меняет числа гипоэллиптичности данного оператора.

Для гипоэллиптических оператороов аналогичные вопросы исследова- 
гы многими авторами. Отметим, в частности, работы [3], [8]—[10], не
посредственно примыкающие к данной работе. В частности Л. Хёрманде- 
ром доказано, что если <2 ֊( -< Р, то для любого комплексного числа 
а Р-« Р + а <2-։ Р, при этом из гипоэллиптичности оператора Р {О) 
следует гипоэллиптичность операторов /?а (£)) = Р (£>) + а ф (£>). В 
заметках [9], [10] получены некоторые уточнения этих результатов 
на языке сравнения мощности операторов.

Сначала введем одно понятие, являющееся аналогом понятия сравне
ния силы операторов по Л. Хёрмандеру для пространства 2П, *.

Определение 2.1. Мы скажем, что многочлен Р (։) — Р (;', ;") 
сильнее многочлена <2(?) = С?(с/, с") относительно Zn.it и запишем 
<2-«(*)Р, если для некоторой постоянной с^>0

ё(Е, *)<с-Р(;, А) У

(определение R (;, к) см. в § 3 работы [6]).
Если <2֊чг*> то скажем, что опера'горы Р(О) и (2(2?)

имеют одинаковую силу относительно 2^* или одинаковую Л-силу.
Пусть R (О) — дифференциальный оператор с постоянными коэффи

циентами, введем другой аналог функции Л. Хёрмандера
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Я(5, U) = [ S

*-’€*;,* J

Заметим, что если за множество А в лемме 3.1 работы [6] брать единич
ный шар в Ric, то неравенство (3.1) из [6] можно переписать в виде

с֊1^, t, jt)<sup|P(S'-be, Е")|<сР(;, t, к). (2.1)
1*1

Лемма 2.1. Для выполнения соотношения Q-* WP необходимо и до
статочно выполнения одного из следующих эквивалентных условий (при 
k — п, см. [3], теорема 3.32).

а) Существует постоянная с > 0 такая, что

|О(т)|<с-Р(5, к) V'£Rn. (2.2)
б) Существует постоянная с > 0 такая, что

Q(;, t, к)^с-Р(с, t, к) V'tRn, «>1. (2.3)
Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что из а) сле

дует б). Из (2.1)—(2.2) имеем

Q(S, t, jfc)<Clsup|Q(V 4-0, Г)|<с8 sup |Р(Г + е, Г)| < 
|в.« |в|<«+1

< с։ sup sup [Р (?' 4- XI՛ 4- 0, ?")|< cs sup | р(с' 4- 0, S")| <

<с։Р(В, /4-1, Л)<с4Р(6, /, к).

Неравенство (2.3) я, тем самым, лемма 2.1 доказаны.
Теорема 2.1. Если Р£Г(к, п), а оператор Q(D) имеет оди

наковую с P(D) к-силу, то 0£Г (к, п).
Доказательству этой теоремы предпошлем некоторые вспомогательные 

предложения. Дадим, прежде всего, аналог понятия доминирования диффе
ренциальных операторов по Л. Хёрмандеру.

Определение 2.2. Мы скажем, что оператор Р (D) доминирует 
над оператором Q (D) относительно Zn. к и запишем Q-'-։(*)P, если

Q(;, Л *) п sup —---------- ------- »• 0, при /֊> оо.
£ Р(1 /. к)

Лемма 2.2. Для Q-l-*<k>P достаточно условие (при к = п см. 
J3], теорема 3.3.3)

inf sup ------ ------------=0. (2.4)
Р(5, t, к)

Доказательство. Для s 0 положим

о (s) = sup ------ ------------ •
Р(5, S, к)
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В силу неравенства (2.1) существуют постоянные с։ 0, с։^>0 такие,, 
что для всех 8'=(9Х,---, 5*, О,---, 0)1 £>0

Q(c, t, fc)<C1sup|P(E M')l< Ci•«(*>• sup Р(; 4-0',. s, А)-< 
I» । *

■Cc։-a(s)- sup |Р(£ + б')| •< с։։3 (s)-Р (f, t -|- s, k)՛^. 
I»'l < t+3

/ s\M-<ca o(s)fl + -M P(E, t, k), (2-5>

где Af=degt. P(E).
Из неравенства (2.5) получаем для всех S 0՛

Jim 
/ • —

(Ж t, к) sup--------------
5 Р& t. к)

<с։-а ($). (Х6>

Так как по условию inf <j(s) = O, то из неравенства (2.6) следует, 
что Q-* {>)Р. Этим лемма 2.2. доказана.

Пусть Р (D) и Q (D) — дифференциальные операторы с постоянными 
коэффициентами и в > 0, обозначим

Р'(?,*)=[ X Р'Р(01։Г2’-

Л.= !В; |QG)|/|P(;)/>e).
Лемма 2.3. Для Q-»-<i*>P необходимо и достаточно, чтобы՛ 

для любого числа а>0 отношение |(?(£)|/Р' (?, к) было ограничен
ным на А,.

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 5 рабо
ты [9] с надлежащей модификацией.

Лемма 2.4. а) Если |<2(։)|/(1 +/Р(>)’)-♦ 0 при £->֊00, то՛ 
ф-։ -» (*>Р для любого к : 1 -С к С п.

б) Оператор Р(Р) принадлежит классу Г (к, п) тогда и толь
ко тогда, когда из условия (?-։ -»<*>Р следует, что Ю (г:)|/ 
/(1 4֊|Р(01) -*0 пРи ^оо-

Доказательство. Пункт а) очевиден. Докажем пункт б). Пусть 
(2֊<-ч (чр и Р£Г(&, п). Докажем, что о (?) = |(2($) |/(1 4- |Р(с)|) —► 0՛ 
при $ со. Допустим обратное, что для некоторой последовательно
сти -♦ оо, о (V) 5 > 0. Тогда, с одной стороны, для. любой пос
ледовательности ; -»■ оо

. г<зе-).‘ 1Р(01 = 1<2<Е). 1
Р(В, /, к)՜ |Р(!;)|-НМ-Р'(«, к) 1+Лн«)

где J/=deg:,P, х(։) = Р'(?, i)/|P (В)| -* 0, £^>0?
1

с другой стороны, для последовательности £ = V, £ = [*(>1011 —»
имеем
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1<2<П1 1 > 8 > о
|Р(П1 ""г

Полученные соотношения вместе противоречат предположению 
и доказывают необходимость условия б).

Достаточность условия б) для многочлена Р^Г(к, п) следует 
из очевидного замечания, что для любого многочлена Р(«) и любого 
мультииндекса 0 =/= а £ ZjJ՜. * D* Р-* -« <*> Р.

Лемма 2.4 доказана.
Доказательство теоремы 2.1. Заметим сначала, что если 

Q-e(*)p, то для любого a£Z*,*, a=/=0 D'Q-^WP. Отсюда, из того, 
что по условию теоремы Р^Г(к, п) и из леммы 2.4 следует сущест
вование постоянной сх^>0 такой, что

сГ1 (|Р(01 + 1) < Р(1, к) <сх(|Р(01 + 1).

Еще раз применяя приведенное замечание и лемму 2.4 получаем, что при 
1 «I к, с —► оо

|D/Q(OI P/Q(OI 1 + |P(Q| <
1 + IQ(OI 1 + IP(OI l + IQ(0l"

< U?/,(Q.(OI. _»0.
i + ip(oi

Это доказывает, что Q £ Г (к, п). Теорема 2.1 доказана.
Теорема 2.2. Если Р£Г(к, п) и Q-*-*^P, то для любого 

комплексного числа а Р + aQ£F (к, и).
Доказательство. Из условия теоремы и леммы 2.4 имеем для 

любого i = 1,.... А

IA Р(0| . ■ ■ l£>.Q(E)l
IA [Р(0 + aQ (ОН 1 + |Р(0| 1 + |Р(0| п
'14-|P(0 + aQ(0.՜^ |Q G)|

^'“'•ПйрйГ
Теорема 22. доказана.
Для операторов с вещественными коэффициентами справедлива и об

ратная
Теорема 2.3. Если для операторов Р (D) и Q (D) с вещественны- 

Atu коэффициентами deg., Q^. deg-. Р и для любого вещественного а 
Р + а(2£Г(к, п), то Q-<-<WP.

Доказательство ведется аналогично доказательству теоремы 3 рабо
те [9] с надлежащей модификацией. .

Теорема 2.4. Если операторы P(D) и Q(D) с веществен
ными коэффициентами таковы, что deg-.,Q deg:.P, Р£Г (к, п), 
Р + Q^E (к, п), 1 < к ֊С п, то для каждого a£(0, 1)

а) существует постоянная с = с (а) > 0 такая, что yz£Rn

1 + |Р (5> + a Q (01 > с [|Р (01 + |Q (0|]. (2.7)
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6)лР + аСКГ(к, п).
Доказательство пункта (а). Заметим сначала, что если 

Л (Р) >0 (т. е. к 1), то Р (?) =5^= 0 для достаточно больших |?|. 
Таким образом, не умаляя общности можг.с считать, что Р (?) 0 
при2?£Р„.

Разобьем множество /?я на следующие два подмножества: 

|(?(?)/Р(?)|>1|, Ля\Рг.
Пусть Л/^-О, обозначим через 5(М) шар в Рп с центром в на 

чале координат и радиуса М. Если при некотором М > 0 
то неравенство (2.7) доказывается просто. Если же множество не 
ограничено, то докажем, что для некоторого, числа Мо > 0

О ?) / Р (?) > 1 У* € (Мо). (2.8 )

Предполагая обратное, получим, что для некоторой последовательно
сти 6 А, ?* -* 20

Q(?)/P&) <-1. (2.9)

Так как по условию тееремы deg;,Q <Z deg։,P, то. существует 
стремящаяся к бесконечности последовательность (т),’) такая, что 
Q (rf)/P (’J*) "* 0. Отсюда и из (2.9) следует существование после
довательности {т*}, т։ — оо такой, что Q (т1)/Р (т1) =— 1, т. е. 
Q (■*)■’) + Р ("*) — 0, s — 1, 2, • • • . Это противоречит тому, что P4-Q £ 
£Г(к, п) и *>1.

Итак, мы доказали, что если множество Dt не ограничено, то справед
ливо (2.8) для некоторого М„ > 0. В частности, из (2.8) следует, что при 
с (Л/о) многочлены Р (?) и Q (?) имеют одинаковый знак. Поэ
тому при 0<а<1 и ?^D1\S(Afoj

)Р(=) + aQ (О! = 1^ (?)! + a IQ (5)1 > а (|Р (?)| + |,Q^)1). (2.10)
Для множества D։ имеем

:Р(0 + aQ(5X =|/><։||11+*р©
>(1-а).|Р(;)|>|(1-а) (|Р(?)| + |Q(?)|.K (2.11)

Так как при с £ 5 (Мо) выражение |Р (?)| 4՜ |<2 (5)1 ограничено, то не
равенства (2.10) и (2.11) вместе доказывают неравенство (2-7).

Доказательство пункта б). По уже докаазнной части теоре
мы имеем при / = 1,..., к, 0 < 1 и £

|£),[Р(?) 4֊ д QG)] < >(о) а£>ДР (?) + Q (?)]| + (1 ֊а)-|£>/ Р(?У , 
1 4-|Р (?) 4-а Q(?)| " 1 + |P(Q|4-IQ(^

с-!(а) I а|Д/[Р(?) + <?(?)] (1-а)- |^РЩ|1 _ 0
L 1 4-|Р(0 +Q(?)| 1 + 1Р(?)|: 1

Это доказывает пункт б). Теорема 2.4. доказана.
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§ 3. Оценки решений дифференциальных уравнений в классах Жевре

Пусть 1 ֊< к < п, 2*—область из £*, 2 = 2* X Еп-к. Обозна
чим через £։ (2, к) множество функций и££։(2), для которых 
supp и с: К X Еп-к, где Kc2(.ik компакт. Как и в § 3 работы [6] для 
многочлена Р (5) = Р Е") положим

Е(Р, *) = {« Е"), P« Е") = 0)
и пусть р (5) = р (Р, к, Е) —расстояние точки Е£РЯ от множества 
2 (Л*).

Лемм 3.1. Существует постоянная с>0 такая, что неравенство-

Е в֊21«> -|[1 + е-р(Е)Г- РМ (Е)-?(Е)|2,< 
°«г1к

< с 2 -|[1 4-е-р (S)]"՜1 Р(”(?)-?(Е)Ц,
«ez^k

(3.1).

имеет место для любого е > 0, натурального числа 5 и всех функ

ций. <р62.։(2, к). Здесь <? = Г[</]—преобразование Фурье функции у- 
(в смысле главного значения).

Доказательство. Сначала докажем существование постоянной.
с > 0 такой, что для любого е > О

Е е-21*'[1+е-р(и]2-|Р(а)(с)|’< 
°'°&п,к

<с Е е֊»1“.|Р(в’(Е)|« уЕ^Рп. ,32)

Для фиксированного числа е^>0 разобьем множество точек Ря 
на следующие два подмножества (е) = |Е, Е £ Ря, е-р(Е)<1}, 
О։ (е) = РлХ/?! (е). Для точек Е £ (е) имеем

Е -ге-р(Е)1։.;р(,)(Е)1։<
0*»ег+4

<4- Е е֊21-ЧР։в,(В)1։. (3 ЗУ
л

Пусть теперь Е (г)> тогда

е-21«1[Ц֊в.р(5)р.|Р‘«>(^< 
к

<4- Е е֊2«'1֊«.р։ (?).]Р(в) (Е',|։ < 
0*։*гп, к

<4 £ Ер(Е)]’|։|-|Р1։,(Е);։ =
°“^Л

=~4.|Р(Е)Л £

2—436
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Из леммы 3.2 работы [6] следует, что для любого 0 =/= а £ 1п, к 
р№ л) 1Л,1

<с.

Из последних двух соотношений получаем для всех 5 £ Л։ (в) 

+ер (Е)]«.|Р<*»(«);«<

<С1|Р(5)|«<С1 X е֊։։«1.|Рм(5)1։, (3.4)
°&п,к

•где постоянная сг зависит лишь от и, к и порядка многочлена Р («). 
Неравенства (3.3)—(3.4) вместе доказывают (3.2) при С=шах {с1։ 4).

։<а-1) -
Умножая обе части неравенства (3.2) на [1 4՜ е-р (;)] • [ср (Б) 2 и ин

тегрируя по /?„ получим неравенство (3.1).Лемма 3.1 доказана.
Лемма 3.2. Пусть Л (Л)—линейный дифференциальный оператор 

с постоянными коэффициентами, 2 = 2* X Ел-* > 2*сЕ’*, м £ С°° (2)։ 
/(х')-а (х) (2) для произвольной функции / (х') € Со(2*). Тогда,
если б2(с)-Е[и-ф] ($) 6Е2(/?Я) для функции (хг) Са (&>,), то <2(£))Х 
Х(а"Ф)С^я (й)> притом Г[Л(Л) (и-ф)] = <2 (?)• Г [и• ф] в среднем.

Доказательство. Положим V (х) = Л՝՜1 [ <2 (?) • /г[и-ф] (;)]. 
Так как по условию теоремы <2 (?)-Е[и-ф] (?) £ £,. то <2-Е[м-ф] £ 5', 

.значит VС 3', где 5'—пространство медленно растущих распределе
ний. Пусть <р £ 5, где 5—пространство быстро убывающих гладких 
функций. Имеем

<Г[<2(5)(и-ф)]-<2($).Г[и-ф], ?> = <<2(£>) (н-ф), Г[?]>- 
֊< <2 (?)[и-ф], ? >=< и-ф. <2 (- Л) Г[?] > - < <2(5)-Г[«.ф], <р>=

= < и-ф» Е [Ф (В)•?] > — < (2(;)-Л [и-ф], <р, > = < Е [и, ф],

<2(В)Ф>-<С(5)-Г[ы ф], <р> = 0.

Так как 5 плотно в1,н(} Е[и-ф]££а, то это доказывает лем 
му 3.2.

Пусть Р £ Г (к, п), 2 = 2* X Еп-к, 2*сЕк. Обозначим через 
^(Р, 2, к) множество функций (и), для которых ® (х') • (Л) и £

Для всех функций <р (х՛) £ С3° (2*) и всех мультииндексов

Лемма 3.3. Пусть 5,—[х=(х՜. х") £ ЕьХ.Еп-к >!х'|<С №, п),
и£ 1^, Р(Л)и = 0, ф(х,)СС,о“(|х/1<1). Существует число С > 0, 
не зависящее от в и такое, что для любого 5 = 0, !,•••

2 е-’1«!.|[1 + г-р(')р-Р<а,(?)-/:[?*-«]-й1։(₽ )< 
°*«бг+ 4

<С- 1! в-21'1 |՝|Р<։1 (£>)и(х)]։ Фх, (3.5)
°?е2Х* 5
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где ÿ(x') = q>Q—-j-

Доказательство будем вести индукцией по S. Пусть S = 0. Из равен
ства Парсеваля и леммы 4.4.2 работы [3] имеем

Z е- = .'«1.р(*)Ю./г{Т-И]Ё։(₽|1) =

- s e-’l«).||F[P("’D(T‘-u)]e4ï։(ffn> = 
0

= £ в-’ |“'.||Р<։)(£) (<?'•«) -11(5,) = 
«>**»£*

= S e-2 W | s -p(e+f,(£)oV =

-SIS el,'Bf>,p‘.-^"-P!"B(fl).4î.w<
Oe«ez+4 |₽€z+a P

f V У «un e'Pl-Z/tp' (x՛) . -I«+₽1 £>(•+?) znx n2
<Cj L+ ГХ,--------81 E P

<c2 S 8-։-hl.Jp(T) (D)«|’,W.
к

Таким образом, неравенство (3.5) при S = 0 доказано. Пусть нера
венство (3.5) доказано при $ $о—1, докажем его для s = s0.

Применяя лемму 3.1, получим

S 8֊’1«/.|[1 + е.р(?р.р“> (Е)-Г[<р.к] |2։(рп)<

<с։ S e-2՝“4fi + ®-p(0r,"1/’(։,G)^[?,-<w<

< cJ S в-2-!-։ - Г |Р(։) (D) и(х)? dx^-
'° ’^гл, к S

4Н1 + е-р(?)]5։"1-Р(;)-Я'Р։И»1(/?я)р (3.6).

Для завершения доказательства оценим последнее слагаемое правой, 
части неравенства (3.6). В силу того, что функция и удовлетворяет урав
нению Р (О) и = 0 в полосе 3, имеем

P(ö)(<p*u)= S
а^г.. к

Пусть Ъ(х')^С* (X ||<1), }»(*') = ! при х'С supp <р. Еще раз. 
применяя лемму 4.4.2 работы [3] и лемму 3.2 настоящей работы, от
сюда получаем

S
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1[1 + в.р(ОГ-1^(0-Л’Р‘«]к^) =

= [1 + «-р (Е)Г։՜1 • 2 ■֊ ?’• (-0) и] |4,</?„, =
о+.ег+ к «։

=I [1+ в • р «)Г -1 • 2 -V [£,։ ?’ •р(” <“* ♦1)11£‘ <«-><
0^4«! . ...

< С, 2 I[1 + в Р (;)Г’-։ •/ [Р>‘-Р(։) (£>) (.«■!•)>.(«„>< 
к

<св Е 1[1 + в-ь/| + вр(г —Г|/)Г’՜1 х 
0' *

х у т •£[?•] (V) • /*’(«- У)-Г[и-Г] (?-¥) «.(*„)<

Так как по предположению индукции неравенство (3.5) верно при 
5 = 30—1, то из полученного соотношения и неравенства (3.6) следует не
равенство (3.5) при з = $0. Лемма 3.3 доказана.

Лемма 3.4. Пусть и^№(Р, 5։, к) (0 < г<^1)—решение урав
нения Р\О) и = 0, при этом для вектора у£Еп существуют по
ложительные числа Айа такие, что

й(у, ?)1СЛ[р(г) + 1]° V^Rn. (3.7)
Тогда для любого s О

е20. s-2 |.| f|P(։»(D)<jr, D>u (x)|2dx <
° “6Z"' * S„2

<Л- s 8֊’ I«1 C|P(”(D) B(x)|։«/x. (3.8)
J

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 4.4.4 
работы [3] с применением доказанной нами леммы 3.3.

Теорема 3.1. Пусть Р^Г (к, п), 2 = 2* X , где Hkc.Ek— 
ограниченная область. Пусть для оператора P(D) удовлетворя- 
ется условие (3.7) и и W (Р, й, £)—решение уравнения P(D)u =0.

Существует постоянная с > 0, нс зависящая от функции и и такая, 
что для произвольных положительных чисел 6 и 6,

<с-8-’я S |P(”(D)u(x),2 dx, (3.9) 
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где 2<Ч = [х; х£2, dist(x', d2*)>8}.
Доказательство. Пусть z 2* П 2( ‘+0> 0<е<^1.

Применив лемму 3.4 к функции и (х 4՜ (z', 0)), получим

s=« S е֊М«1 Г f \P("(D)<y, £>>И(х)|»< 
°**0*.* , . J. «

Ix’-»'Ку «֊*

<д. 2 8֊։н Г Г |P(,)(D)u(x)|։ dx.
O*։ezj՜ b J Jc *•* ix'-r

Проинтегрировав обе части полученного соотношения по z' по 
области 2^Г>2( ‘ : ։) и проводя рассуждения, аналогичные рассуждени
ям теоремы 4.4.2 работы [3], мы получим доказательство теоремы 
при е = min {1, 8/2}.

Лемма 3.5. Пусть Р^Г (к, п), существуют числа М>0 и 
а>0 такие, что |Р(;)|<^-о при |с| > М, функция ufr_W (Р, 2, к) 
является решением уравнения Р (D) и = 0, у(^Еп, <р £ Со (2*). Тог
да для любого j = ü, (;, уУ F [и-<?] £L2(Rn).

Доказате льство. Имеем

J I ($, уУ F[u-?]|s <Г; = | | (5, +

|5|<л

4- | 1(5, y)J /7[и-<р]|1 d\ <сх J |/[u-f]|։rf? 4֊ 

|Е|>Я |Е|<М

+ ֊ f IG, уУР(5) •/=[«•?] Prf^Cf!/7 [и<р]|2.4-
3 J

|51>-И

4-4 С IG, у)' Р(5) Г[и.т]М. 
° J

Пусть ■}'^Со>(2*), ф (х) = 1 при x£supp<p. Так как ф-Р(£))Х 
X (“•'{') = 0, то

P(5)-F[u-<p] = P(5)-F[u-?-H = X /=[«•?] »(Г/[?]) =
^zn.k ®!

Отсюда имеем

= 2

[ |(։> з)'Г[и-?]|։ dl <C1-ßF[u-<p|3t4-
*n

o-ez;։t «! J
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Применяя здесь неравенство Юнга и замечая (см. [3], лемма 4.4.2), что 
для любого ₽С2и. * и произвольно» /^С® (2*)

У |(Г)з./(е')|^<с₽, 

я»
получаем неравенство

|(5, у)/ [в ?Л։ Л <с1|Р[м-<р]й,+

+ с,£ 2 [ 1(5, д)'РМ (?)• Г [М ?]|։ </5
'-ио*«ег+* Л 

кп

с некоторо» постоянной с։ = с։(3, у, <р) >0.
Для оценки второго слагаемого левой части полученного неравенства՝ 

применим лемму 3.3 работы [6], из которой следует, что для натурально
го числа / существуют положительные постоянные Л/=Л; (у), а}=а1(у)- 
такие, что

21(5, (1 + Рр(5)Р К5€/?Л.
/-о

Имеем

У)1 /Г[«-’Р]1։ < сх-|а-<р|4,+

|(1 + р(5)Л Р(‘)(5)-Г[И.<Р]р </;.

Так как и£ № (Р, 2, к), то применяя лемму 3.3 отсюда получаем до
казательство леммы 3.5.

Теорема 3.2. Пусть Р £ Г (к, п), х = (х'։ х"), х' £ £*, х" £ Еп-кг 
существуют числа М>0 и с^>0 такие, что |Р(5)| > с при |51>Л£- 
Если для некоторого ненулевого вектора у£Е„ и некоторых по
ложительных чисел Айа выполняется соотношение

\(у, 5)|<Д(1 + р(5))» г56Яя.
тпо существует число х О такое, что для всех решений и£№ (Р,. 

&) уравнения Р (2)) и = 0, для произвольных чисел гх и г3 и для 
всех точек х £ 2, |х'| -С т-2, |х"| -С г»

I < У. В>*и (х)| < х>.ув/, у = 1, 2, - • • .
Доказательство. Из теоремы пункта 7 работы [5] и леммы 3.5 

настоящей работы следует, что при условиях теоремы 3.2 функции 
и^х)=<у, £»>>и(х) (у = 1, 2,•••) также принадлежат классу 

(Р, 2, к) и удовлетворяют уравнению Р(О՝/Ъ;. = 0 (у = 1, 2, ■••),. 
Тогда применив неравенство (3.9) (см. теорему 3.1) к функциям 
Юу (х) (у = 1, 2,• • •), получим
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$ 8-2|-1 1՜ \pM(D)<y, d>'u (x)\« rfx<
° ’eZ"՛* a((7+U »)

< с' Г*'* S 3“2 W 1՝ I (£>) и (x)|։ dx. (3.10)

Выберем число 3։ так, чтобы для множества К = {х: х^Еп, |х'| Ох}| 

Кс:2(''։). Пусть 8 = 81/(у + 1). Применив лемму 3.5, из (3.10) и того, 
что W (Р, 2, к), получим с некоторой постоянной С։ 0

‘ I < у, D>‘v (х)|։ dx < Cifa>, j = 1, 2,- • • . (3.11)

Й*1)

Пусть теперь ? 6 Со, G = supp <рс:2(*Л, <р (х) = 1 при х £ К= [у, у£Е„, 
у'| < г1։ |у"|-<г։}. Тогда следующая легко проверяемая цепочка не

равенств для и^С“(£л) вместе с неравенством (3.11) доказывает 
теорему:

sujp|u(x)|3< sup |и (х)-<? (х)|։<

< Сд S fp’u (х)|։ dx < са S f JD3 и (x)|* dx.
|3|*я J J

о s(J|)

Теорема 3.2 доказана.
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2. Գ. ՂԱԶԱՐ ՅԱՆ, Վ. Ն. Ս՜ԱՐԳԱՐՅԱՆ Տված հիպոէլիպաիկության կրող ունեցող ոչ-նիոլոէլիպաիկ 
հավասարումների լուծումների ղնանատականներ (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում են 0 հավասարումները, որտեղ Փ(Ծ)-ն ընդհանրապես ասած
ոչ հիպոկլիպտիկ օպերատոր է, տված հիսլոէլիպտ ի կության կրողով։ Այդ հավասարման լու
ծումների համար ստացվում են իրենց բնույթով վերջնա կան ինտեգրալ անհավասարություններ։ 
Ելնելով ստացված ինտեգրալ անհավասարություններից, նկարագրվում են ժեվրեի այն անհա- 
մասեո դասերը, որոնց պատկանում են ?^Օ)Ա=0 հավասարման լուծումները։ նկարագրվում 
են այն կրտսեր անդամները, որոնց ավելացնելը լի փոխում տված օպերատորի հիպոկլիպ- 
տիկոլթյան կրողը։

■G. G. KAZARIAN, V. N. MARKARIAN. Estimates for solutions of nonhypoelliptical 
equations with given hypoellipticity carrier (summary)

The paper considers equations P(D)u = 0, where P (D) — P (D,-• •, Dn) is a 
linear differential operator with constant coefficients and given hypoellipticity carrier* 
We prove that the solutions belong to nonisotrope Jevre class, as well as find some 
integral estimates for the solutions. Also we describe the class of terms whose addi
tion to the operator does not change its carrier.
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'ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթհմաաիէյւ ХХП, № 4, 1987 Математика

УДА 517.946

Г. Р. ОГАНЕСЯН

•О НАЧАЛЬНОЙ И СМЕШАННОЙ ЗАДАЧАХ С ЗАДАННЫМИ 
ВРОНСКИАНАМИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Введение. Постановка задачи

Начальная задача для сингулярного гиперболического уравнения 

Ри в= — Д -|- а (<)) и = / (6 х), |а (+ 0)| = оо, (#, х) £ С, (1.1) 
л

•С = {(Л х), *£]0, Т[, л £Ял}, Д ВН 2 5—оператор Лапласа, с дан- 

ными Коши на начальной гиперплоскости I = 0, вообще говоря, не-

корректна. Например, при а=—
2— нетривиальным решением одно

родной задачи Коши является функция и = I2.
В настоящей работе для уравнения (1.1) вместо обычных данных 

Коши предлагается задавать весовые начальные данные в кокасатель- 
иом расслоении Т*С в виде

|1т (12)
<-+°|1 \ 1Г(фг, <р։) 1\

а затем изучать, когда эти данные можно упросить и опустить с Т* С 
на (7. Здесь Д|3 = $?+ ••■+?», < $ > =/1~?|г,՜ 11֊норма

пространства £2(Л?), и (I, ;)—частичное преобразование Фурье по х

решения и (I, х) уравнения (1.1), № (и> т) = и<Р< — м<<? —врон

скиан, Фу—произвольные начальные функции, х(<, 5)—частное реше
ние уравнения

?;=(ժ?+բւ«+օ(ք))«=/(ք, Ղ (1.3)

а (<р1։ <р2)—фундаментальная система решений (ф. с. р.) уравнения

(1.4)
. е. вронскиан № (<р1։ ф8) не обращается в нуль на ]0, Т[ и не зави- 

•сит от 6.
Для уравнений и систем с регулярными (фуксовыми) особенно

стями в книгах [1], [2] и работах [3]—[6] рассматривались другие ве- 
•совые постановки задач Коши. В работе [8] было предложено для урав
нения (1.1) задавать при / = 4֊0 отношения вронскианов
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Нш *). Ру(О)_ = ф (х) ; = 1, 2, (1.5)
ВЧРх. ?■)

где сходимость подразумевается поточечная, Фу —начальные функции,, 
а (₽1> ₽։)—Ф- с. р. уравнения

(<?? + а (0) ₽ (О - 0. (1.6>
Однако и эта постановка задачи не универсальна, т. к. уже для урав
нения Эйлера-Пуассона-Дарбу (Э. П. Д.)

РэЦ = ^-Л--^-)и = /(6 X), р€С (1.7>

приводит к однозначной разрешимости не для любых р (см. пример 3.1).
В настоящей работе указаны достаточные условия на а (•#), при՛ 

выполнении которых имеют место однозначная разрешимость началь
ной задачи (1.1), (1.2) в С3 (Н4՜2) (см. § 2, теорема 1) и оценки коэр
цитивности. В условиях теоремы 1 данные (1.2) упрощаются, опуска
ются на б и принимают вид

11ш| Д Р/ (՜՜----- Ф;(*)| =0, 7 = 1, 2, (1.8>
1-+о[ («!,<?») Ну

здесь —норма пространства Соболева //’= (/?").
Если дополнительно к условиям теоремы 1 выполнено условие

1ша(0 = 0, <е]0, 7], (1.9>
то функции Ру (I) в (1.8) можно заменить функциями Грина-Лиувилля 
уравнения (1.6) (см. замечание 2.1):

_£ /
Т1.а(0=[в(0] 4ехр^± ։ у/а (■:) (1.10>

т
Теорема 1 из § 2 распространяется также на случай уравнения

(^-Д + а(/) + 6(и))и = («,х), (1.11>

когда а (/) доминирует над Ь х) (см. условие (2.7) и замечание 2.3).
Постановка начальной задачи для уравнения (1.1) в форме (1.2)' 

привлекательна тем, что она оказывается однозначно разрешимой для 
широкого класса функций с особенностью в нуле и инвариантна отно
сительно мультипликативного преобразования решения (см. замечание: 
2.7). Отметим также, что если выполнено условие

г
[|а(т)|Л<«>, (1.12>

о
то данные (1.2) преобразуются в обычные данные Коши (см. § 3).

Рассматривается также уравнение Эйлера-Пуассона-Дарбу (1.7), 
для которого условия теоремы 1 нарушаются. Для этого уравнения 
опущенные с Г*б на С данные (см. (2.12), (2.13)) существенно слож-
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нее данных (1.8), а в оценках коэрцитивности, в отличие от теоремы 
1, есть конечная потеря гладкости (см. замечание 2.9).

§ 2. Формулировка результатов

1°. Начальная задача. Пусть £5 (Яг)—пространство функций 
g (;) таких, что < ; >* #(?)££։ (Я՞), Н' к (В՞)—пространствоЗСо- 
болева, Ст (Н1)—пространство т раз непрерывно дифференцируемых 
отображений интервала ]0, Г] в Н5, В՞' (Н։) — пространство / раз 
(/ = О, !,•••, т) непрерывно дифференцируемых отображений интер
вала ]0, 7’] в Н*՜', а Вй (Н') — пополнение С“ (С7)-функций по норме

2—А.

<6(о. И \4=0 /
Пусть а (/)—комплекснозначная дважды непрерывно дифферен

цируемая на ]0, Г] функция такая, что |а (+• 0)| = со и
Rea (0 > 0, (2.1)

|Ima (s)l
Г Rea (s) + |a (s)|

ds cons t cc, (2-2)

a, a? a,,
и» w = °’ (/)’ [0’ <2-3)

Теорема 1. В условиях (2.1)—(2.3) начальная задача fl.lj, 
г(1.8) при

/Х=€С°т, о = тах[7, s + A|,;=l, 2, 9>2, (2.4)
И|а(г)1 I 2 J

■имеет единственное решение и (t, x)£Bi(Hq), удовлетворяющее
при к = 0, 1, 2 оценкам

_1___ к_

|а(01*
’^--1

J։(i)+l7SP'8“' (2.5)

где
t 1

K|a(x)| /

—символ Кронекера, с—аос тоянная, зависящая только от Т и 
постоянной, фигурирующей в условии (2.2).

Замечание 2.1 Если вместо (2.2) выполнено условие (1.9), то 
теорема 1 остается справедливой и при замене данных (1.8) данными

lim
։ -.0

1Г(ц(/, х), T/(Q) 
?з)

ФДх) (2.6)= 0,

где функции Tj(t) определяются формулой (1.10).
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Замечание 2.2. Если—р, 6, т—положительные постоянные, а 
р < — 2, 1>2, 0<^Г<^1, то функции

р р / ։ \ / ։ \

удовлетворяют условиям (2.3). Случаи а(0 = Р ’ -х-. 1<С1> Р՝^
Р |1п <Г

неинтересны (см. (1.12)), а исключительный случай уравнения Э. П. Д.

рассмотрен ниже в теореме 2.

Замечание 2.3. Если

(2.7)

то теорема 1 справедлива и для уравнения (1.11).
Условие (2.7) с р = О выполнено, например, если 

а (0 --------“7 ’ 6 (*’ х)= С3 ехР "

Замечание 2.4. Если 7 > то по теореме вложения

Соболева, в условиях теоремы 1, получаем классическое решение 
(С) задачи (1.1), (1.8).

*___ 1_

Замечание 2.5. Наличие в оценках (2.5) множителя |а (/)! 2 4 
означает, что Ци|7 — 0, Цо* и||?_* ֊► со при ^ -* + 0, к = 1, 2. Отметим» 
что в условиях теоремы 1 имеем также и £ В* {Нч).

Замечание 2.6. Выбор ф. с. р. уравнения (1.4) неоднозначен, по
этому постановка начальной задачи в форме (1.2) неоднозначна. Неодно- 
значнность данных (1.2) связана еще и с тем, что к начальным операторам

О?;(Ы) = W (и —х, ср ,) 
W(?i. ?։)

(2.8).

можно прибавлять произвольные бесконечно малые при I -+ + 0 вели
чины, не изменяя при этом данных (1.2).

Решение уравнения (1.3) в форме
Г 

»М“ММ)-[о(*,м)/Мл> (2.9)

о

х, П = (т’ ~ Т» <"» , (2.9'>
(?1 (Ь У, <?։ (’» <))

не зависит от выбора ф. с. р. <р = (т. к. из Ф = By, B^G £3(С)<
VP։/

следует хт = хф.
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Определение 2.1. Начальные операторы Of и и порожден
ные ими начальные задачи (см. (1.2)) мы будем называть эквивалент
ными, если они отличаются (по норме (Я՞)) на бесконечно малую- 
при <— + 0 величину.

Замечание 2.7. Начальные условия (1.2) и операторы (2.8) ин
вариантны относительно мультипликативного преобразования решения урав
нения (1.1):

и а, *) ֊> V а, х) ^ь(Х} и (6 х), ь а) е с»(]о, т]).
Действительно, применяя это преобразование из (1.1) получим 

6?-Д4- а(0 + 2^7У-֊т-֊?֊-^г> = 6/.

При этом ф. с. р. уравнения (1.4) и функция х (£, 5) умножаются на. 
Ь и, в силу следующего свойства вронскианов 1^ (&?։, Ь^,)=Ь* ?«)*-
начальные операторы при этом не меняются:

О, (и) = О49(6п).
Рассмотрим уравнение Э. П. Д. Введем удобный параметр* 
1Л1 + 4р 

у =----- -------- с выбором той ветви корня, для которой

Ее՛» 0. (2.10)
Обозначим через 2+ (2^_) множество целых, неотрицательных (непо
ложительных) чисел, а через 2—множество целых чисел. Введем так
же следующие обозначения:

С+ = {х£С, Ееа>0), Ы+ = R, $ > 0), С+ = С+\{0],

Б = ^ + |, к^+\, т = [Нех], ~|]> (2-И>

[ ]—целая часть числа 
(т —1 лр \/(*, «)֊Е -4^/(0« ») > 

Р-0 р1 ]
։?+4՜’

₽, (П = #2 т ’, р2, (0=———----- ——֊ — • (2.11>
ч-о, ։,»••, 2д! (— 4)’ (д—•*) ■ • • (1—■») (—■»)

В § 7 мы покажем, что для уравнения (1.7) данные (1.2) упро
щаются, опускаются на С и принимают вид

Вт (и, {М = Ф1(х), (2.12)-
/-»+о

Вт £ (-1)’|1Г(Д’и, £ (֊1),тГх,гиХ
<-+<>,=0 I Р-01+М

з 
Р+-Т--» 1+Г+? .

X/ * 0’д) э?/(0, х)1 = <м*), (2.13>
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tlrpq =

где пределы подразумеваются по норме Н\ а

2
ГО) г‘(1-»)__________

1 • Г (д+ 1->)Г (г+1-*) V (~4)'+г+’

Последняя формула имеет смысл при м^С+\В. Если V = О, 
лагаем х/гр„ = 0. Пусть

(0, к = 0,

qa = max (д 4՜ Rev, 5Rev 4֊ 5 4՜ s), л =

(2.14) 

то по

(2-15)

—, k = 2. 
4

Теорема 2. Если. V£ С+\(Ви Е+։) то начальная задача (1.7), 
(2.12), (2.13) при

аГ/(О, х)^Н4'. у = 1, 2, р==0, 1,..., т-1, <7>2,
(2.16) 

имеет единственное решение и (<, х)£ В’ (Н"), удовлетворяющее 
■при к=^0, 1, 2 оценкам

՛ ^«(ои*<с[г։։-ке^,+йе,+ Гг*|Ф^4-г«И(О19_,|, (2.17),

< 1

4 ® 1<Ч + Д Р?/(ОИ? - ( рЛ, 2 •
Р о

■а постоянная с зависит только от ч и Т.
Замечание 2.8. Если

^/(0, х) = 0, р = 0, I,---, т-1, (2.18)
то теорема 2 справедлива и при v£C+\Z+.

Замечание 2.9. Наличие в (2.17) потери гладкости, зависящей 
от Rev, связано с тем, что функции «;(#,?) из ядра оператора 
имеют степенной рост при ,?| ֊> °о и фиксированном t из ]0, Т[ (см. 
(7.10)), в отличие от случая, рассмотренного в теореме 1 (см. (5.15)).

2°. Смешанная задача. Пусть 2 — открытая, ограниченная 
область в Рх с гладкой границей <?2, Q—цилиндр над 2 : Q=((f, х)£ 
е/?Л+1, 0<f< Г, ^2), Q■։—сечение Q гиперплоскостью t = ", а 
dQ— боковая поверхность цилиндра Q. Если U — Q или U = Qo, то 
пространство Соболева Hq (U), q£R+ определяе-тся как пополнение 
•бесконечно дифференцируемых в If функций / по норме

Г X1/։S <оо,
и
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где ^£/ = </хх-■ ч/х«, если и֊(20 и </£/= Л </хх • • • </хя, если £/=<2- 
/У?(0>)—пополнение бесконечно дифференцируемых в <?0 функций & 
компактными носителями, содержащимися в <20, по норме Н* (<20).

Обозначим через о г (х) ортонормированные собственные функ
ции, а X’—собственные значения задачи Дирихле для оператора Лап
ласа

Д«г = —X?«, «,1« = °, г = 1, 2, (2-19>

0<Х?<Х^< ••• . (2.20)
Введем функции <рх,, <р2,, образующие ф. с. р. уравнений

(<Э?+ Х?+а(0) Ф(0 = 0, г = 1, 2, 3,-.., (2.21).
т. е. вронскианы (ф]г, <р2г) не обращаются в нуль на ]0, Г] и не 
зависят от г. Пусть

Л(0 = ]7(6 х)*,(х)Лс (2.22>

«?/
— коэффициенты Фурье функции /, а хг (7)—частные решения уравне
ний

(<£ + X? + а (0) * (0 =/г (0- (2-23 >

Аналогом начальных условий (1.2) для смешанной задачи явля
ются данные

В7 (и, — *г» Т/,)Нт —--------- ֊^֊ = фЛ> / = 2» (2.24)֊
<-+о <Р2г) 7,7 ' '

где пределы понимаются в смысле 13. Обозначим

/=2[£±11, р==2[У-+т-+21 </ = тах(д + т + 1, [5Ке*]+6).
I 2 £ 2 ]

Теорема 3. В условиях (2.1)—(2.3) смешанная задача (1.1),.
(1.8) с 5 = 0 и однородным краевым условием

“1ЙО = °- (2.25).
при
ф/ € н1 (<2о) П н9* (О0), /е //о ((2,).' п н4^ (<2% /=։, 2, ч € г, ч >2. (2-2б> 

имеет единственное решение и((, х) £ В2 (№ ((?/)), причем при 
£ ]0, Г], £ = 0, 1, 2 имеют место оценки

*““5՜и (ой-* < с {**։ ш<֊2+|а (01 7’ио?, (2-27>

где постоянная с зависит только от Т и постоянной из (2.2).
Теорема 4. Если * £ С+\(Ви то смешанная задача (1.7) 

(2.12), (2.13) при

Ф1։ Ф^Н1̂ На,
(2.28>

/ес°(//о3((2<))пн<'((2/), д>2,
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имеет единственное решение и£В* (//*), удовлетворяющее оценкам 
# < с {г4*^ + г4*՜2Ке ’/?»«« + МЛ <М«֊2}. (2-29)

■ где постоянная с зависит только от V и Т, к = 0, 1, 2, /£]0, 7’[.

§ 3. Примеры. Обсуждение результатов

Если для уравнения (1.1) выполнено условие (1.12), то энерге
тическим методом нетрудно доказать существование решений Ри։(ОС 
^С’ОО, 77) задач Коши для уравнения (1.6) с данными

М0) = 0, М0) = 1, р։(0) = -1, р;(0)=0.

«Если выбрать в качестве ф. с. р. (ри р2) эти решения, то задача (1.1), 
(1.2) станет эквивалентна задаче (1.1), (1.5), которая, в свою очередь 
эквивалентна обычной задаче Коши для (1.1), корректность которой 
хорошо известна.

Замечание 3.1. Если т. е. р = к {к 4-1), к£Е+ и /£ С” 
в окрестности начала координат, то для разрешимости (1.7) в классе 
С“-функций необходимы следующие условия согласования (см. [7]):

/(О, х) = 0, 4=1,
(3.1) 

[—1
+1 у ](-1Л։ (к- 1)1 (2к-2/ — 3)!!д2, 2 у

V* + & (2/+2)!! (4—2/— 3)! (24-1)!! ' Л

Х/(0, х)=0, 4>2.
“Отметим также, что хотя случай не рассмотрен в теореме 2, 
аналогичная теорема может быть доказана и в этом случае.

Опишем области в одномерном комплексном пространстве С— 
области изменения параметра р—в которых начальное условие (2.13) 
можно упростить. Из формулы

выбором соответствующей ветви корня имеем

Из этой формулы следует, что отображение V —» р, задаваемое форму

лой р = ՝/*——, полосу с выколотыми точками 0֊СИе^<^/, V =£ О, 
4

1, 2, ••• отображает во внутренность парабо\ы с выколотыми точками 

Ке? + (-^֊У</8֊у, р+4’-֊, 
\ 2 / 4 4 •

Поэтому, если 0<^Кем<^1. то т — 0, /7=—1 и в области П։:

Ке?+(22Е)'<Г <3’4)
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данные <2-12), (2.13) принимают вид „чистых* вронскианов (см. (15)): 
lim IF (и, ßz) = Ф/ (х), / = 1, 2, (3.5)

1 
։ 

здесь р2(/) = — t
3

* ¥= 1» —> то m = l, N=0 и в области

3 D / Im?\։ - 15 3 _> - . Rep + ( —X) < р , 2, 
4 \ 4 / 4 4

П.

. (З.-б)

2

данные (2.13) принимают вид 
_з__։

Ilm (IF(U, ₽,)- 1Г(Дц, ßn)-v։ 7(0))=Ф։(х), (3.7)
/-+<։

где
3 ’ г 1

'31 8v(l-v) ’ v(3- 2v)

Пример 3.1. Общее решение уравнения

(<??-<£) и= *Я0, Г[. x£R, (3.8)
г

имеет вид

«О. х)=Уд(* + *> + g^t-*) _ g; (< + х) _ g'2 _ х)> (3 9)

гДе gv gi—произвольные дифференцируемые функции.
Непосредственным вычислением получаем

lim Г (а, ₽1)=3(Л(х) + Л(х>), рх=Л (3.10)
«-Ю

й\ gj'(^ + x) + ^(/-x) 1
("> Р»)  ---------------- ft--------------- > ?• =— (3.11)

откуда следует, что |lF(u, Р3)| °® при t -» + 0 и задача (3.8), (3.5) с 
„чистыми“ вронскианами неразрешима. Если данные ставить произ
вольно, но так, чтобы получались конечные пределы, например

lim 1Г(и, Р1)=:Ф1(х), lim tW(u, рз) = Ф8(х), 
1-+0 <-+о

то и такая задача не всегда разрешима—необходимы условия согласо
вания:

(х) + 8 Ф։(х) = 0.
Из (З.б) следует, что уравнение (3.8) попадает в область П։, несмот- 

3
ря на то, что »= 2֊ев (соответствующее значение р = 2 не выбрасы

вается из области П8 в силу однородности (3.8) и замечания 2.8). По 
теореме I начальная задача (3.8), (2.12), (3.7) однозначно разрешима. 
3-436
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Непосредственным вычислением убеждаемся, что единственное реше
ние уравнения (3.8) с начальными условиями

Нт 17(и, Р) = (х), Фа (х) £ С3, (3.12)
<-•+0

Нт (ф(и, ֊ ֊-) + ^(и~’ 4г)| = ф» М- С3-*3) 
/-+« ( X зt / \ Ы /]

имеет вид

« «, х) = +Ф1(* =А+ Г (ФГ (уН ф։ (г,))
Ос «/ 1л с

а—I
(3.14) 

аналогичный формуле Даламбера решения задачи Коши для волново
го уравнения. Аналогичные формулы можно получить и для (1.7) при 
9=к(к + 1), к^г+.

Пример 3.2. Уравнение

+ «> —1. (3.15)

заменой
т-Ь

аЛ+,1 2
т =-------> “(•։, х) = и({, х)։

т+1
сводится к уравнению Э. П. Д:

__ Р 4 Ра 4- 6(6 + 2) — ш(т + 2) И1Л 
т։ 4 (т + 1 )։

поэтому теорема 2 справедлива и для уравнения (3.15). В частности, 
при т = Р1 = 0 уравнение (3.15) принимает вид

= у “/• (3.17)

•Ф. с. р. ассоциированного уравнения^«??---- 6=0 (сравнить с (1.6))

имеет вид
^»+1 6¥=-1, ь

₽1=1, ?։ = 6+1’ ^(Рп ₽«)=(!<зл8> 
[1, 0 = — 1.

1п #, 6 = — 1,
Поэтому из н£С“ и 6^+ следует, что в (4.2) С։ = 0 и задача 
(3.17) с начальным условием

Нт .У(ц> ?») =ц(+0, х) = Ф,(х) (3.19)
^(₽1, М

однозначно разрешима в классе С°-функций. Это согласуется с раб о 
той [6], в которой доказана однозначная разрешимость задачи (3.17), 
(3.19) при Ь~ё2+ в классе С“-функций.
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Если в (3.17) 6£]—3, 1[, то мы попадаем в область Пр причем 
если |6|<^1, то из (3.18) задача (1.5) принимает вид

ит -------------
*•+• г (Эх, ₽,)

Нт 
(ь = Фх(х),

(3.20)
Нт
<-ч-о ЗГ(?и р։)

= п( + 0, х)==Ф։(.г),

и совпадает с весовой постановкой работ [1]—[4].
Если в (3.15) р1 = 6 = 0ит>0, то опять попадаем в область 

Пц и данные (3.5) преобразованием ш = и-Г'2 переходят в обычные 
данные Коши.

Пример 3.3. Для уравнения

«« ~ ихх + =0» И *+» 7 > 2, (3.21)

выполнены все условия теоремы 1 и замечания 2.1, Если ?£С\Я+, 
то нарушены условия (2.1), (2.2) теоремы 1.

§ 4. Формальный вывод начальных условий

Уравнение (1.1) применением преобразования Фурье

у (6 £) = и(£, ?) = Г е~,х5 и (/, х) с1х, (4.1)

сводится к уравнению (1.3), общее решение которого имеет вид

« (#, «) = Сх (5) ?х(6 0 + С2(0 <?2(։, 5) + х а, О, (4.2)

где С1>։ (;)—произвольные функции,* — частное решиние уравнения 
(1.3), а э = (։рр у։)—ф.-с. р. уравнения (1.4), такая что

ВЧ’РхМ). М'» ^1- (4.3)
Для уравнения (1.1) за счет выбора ф. с. р. всегда можно добиться 
выполнения условия (4.3), тогда как для более общих уравнений (см. 
пример 3.2) этого добиться невозможно. Для наших целей достаточ
но потребовать, чтобы 1^(=р ?.) не зависело от ; и не обращалось 
в нуль при / е]0, Г].

Идея вронскианной постановки (1.2) начальной задачи для (1.1)՛ 
возникает из следующих рассуждений. Дифференцируя по < представ
ление (4.2) получаем систему

Сх Тх + С: ?։ = V — *, Сх 4֊ С։ <р։1 = V/— х<, 
разрешая которую относительно Сг и С։, получаем

Сх(5) =
1Г(у —X, <р,) 
^(?х, <?։)

^(Ух. у —х) 
V (?х» ЧЧ)

(4.4)
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1 Изатих формул следует, что если задавать данные в виде (1.2), то 
С1(0 = ф։(Е), С։(Е) = -Ф1(Е), (4.5)

и следует ожидать, что в такой постановке начальная задача для 
уравнения (1.1) будет однозначно разрешима в йодходящих простран
ствах.

Замечание 4.1. Из представления (4.2) следует, что варьируя 

данные Фу (?) мы получим все решения уравнений (1.3) и (1.1), если 
прямое и обратное преобразование Фурье имеют смысл. Последнее 

'следует из того, что в условиях теоремы 1 функции ?/(<, Е) являют
ся распределениями умеренного роста по Е (см. лемму 5.2).

Применив к (4.2) обратное преобразование Фурье получим сле
дующую формальную формулу для решения задачи (1.1), (1.2): 

и(/, х)=|е‘Их֊у) |ф։(д)’Р1(С 9֊Ф1(У)<Р։(6 0 +

+ ( С«. X, Е)У(х, я) * 1-^к. (4.6)
и -Iо

Для обоснования (4.6) нам предстоит выяснить каким классам 
должны принадлежать функции /, Ф1։ Ф։, чтобы решение (4.6) имело 
смысл и принадлежало пространству СР(НЧ). Для втого нам понадо
бятся двойные асимптотики (при |Е| -> + с» и < ->֊ 4֊ 0) функций <?/<։ Е) 

из ядра оператора Р.

§ 5. Двойные асимптотики для ф. с. р.

Рассмотрим уравнение

Ь(0֊0(0'ИО=о, ^]0, Т[, (5.1)
Пусть функция <3 (Л комлекснозначна, дважды непрерывно дифферен
цируема на ]0, Л и удовлетворяет условиям

0(0*о, <610, Л. (5.2)
существует ветвь корня 1^(2 класса С?(]0, Г[) такая, что

Ке/О<0, <6)0, Л- (5-3)

Введем обозначения

5(/0, о=

,'м- ± (5.4)

0=2(ехр{р(<0, 01-1), М0=М0, 0»



О начальной и смешанной задачах 349

։.(/.. О=М'о. 0 + (1 + М*.,0) Qi

‘ Ф?(*) —[Q(0] ехр{5(/, Г)},
!։

Ф» (/)=[<?(*)] 4 ехр{֊5(/, Г)).

Хорошо известна (см., например, [9]) следующая 
Лемма 5.1. В условиях (5.2), (5.3) и 

р(о, о<оо, tер, т[, 
Р(/, Г) <00, zeio, т[,

(5.5)
(5.6)

уравнение (5.1) имеет решения фх>։ (/) такие, что при t £]0, Т[, 
/ = 1,2 • '

фу (t)
Ф/(0 Фу

<Мб ГЗ^). (5.7)

Замечание 5.1. Если условия (5.3), (5.6) леммы 5.1 заменить 
условием

Re/QW-O, 

то будут справедливы оценки (5.7) при у==1 и
(5.8)

Ф»
Ф°

фа/ (5.9)

Замечание 5.2. Функции фх>։, существование которых утверж
дается в лемме 5.1, будут линейно независимы, если

Iim '5^3/2* = lim ?(0, = °'

<-+о Q?1, /-+0

Доказательство леммы 5.1 мы опускаем. 
Полагая

(5.10)

Q=Q(t E)s_|ç|»_a(<), 

из формулы (3.2) выбором соответствующей ветви корня имеем

— Re /Q = Im /|с|։ + а =

откуда
0<֊Re *,

/Re а (0 + |а (f)|
на подмножестве

То’=|(/, х = 0, г = 0, £) = (/, л), f €]0, Т[, К (*")'} 

кокасательного расслоения T*G.

(5.11)

(5.12)

*) Если /, /—функции на пространстве X, то следуя И. М. Виноградову, мы будем 
писать если существует постоянная е>0 такая, что |/(х)| < с|я (х)| для веех 
хв X. ՝ . • - • . • •
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Из (1.1), (2.1) следует |а(#)1>1 и оценки
1«(01 + № «<2(*. 9 «1« (01 < е >’. (5.13)

Из (2.3) следует (5.10), откуда, в свою очередь, следует, что по е>0 
можно выбрать Г^>0 столь малым, что при /£]0, Г[, у = 1, 2 имеем 
Ы0<в.

Лемма 5.2. В условиях теоремы I при к = 0, 1, 2, у = 1, 2 на 
Го справедливы оценки

_1___ к_
< В >" « |а (014 2 |<Я ф/ (6 01« < е >*, (5.14)

|а(ОГ«<?> 1^Ф/(С 0|«1а(0Г, (5.15)

здесь а определяется формулой (2.15), а 1 =— 8о*/4.
Для ф. с. р. (?,, ?») уравнения (1.6) из леммы 5.1 при <2= — а 

получаем на ]0. Т[ оценки
1__ *

1 « 1«(014 >?М«1, £ = 0, 1, 2,/ = 1, 2. (5.16)

Дифференцируя по / представление (4.2), ввиду (2.9) имеем

д?« = Ф։д?<Р1—Ф1 ф» + 3*2/+ |՜[<?? С(/, т, с)]/(х, ;) (5.17)

о
Из (2.9')» (4.3) и леммы 5.2 на То при к = 0, 1, 2 иемем

д’! вЦ, х, И) « дЦ-ЧОр < 5
“(о I (5.18)

*?(£(«, -с, В) «|а(ОГ<?>*"’. (5.19)

Отсюда и из (5.17) получаем на То при к = 0, 1, 2 оценки
_*__ 1_ I -

#V « 8«|/| + \а| ’ 4 (IФХ1 4֊ |Ф։| + С < В >* а, (5.20)
\ 3 /|а(^)| /

I
^о«3«|71+\аГ<В>л-։(/<В>(|Ф1| + |Ф։|) + ||7(т, В)|^- (5.21) 

о
Из этих оценок и формулы Планшереля получаем при к = 0, 1, 2

Р? 4-ъ «8« 1/£__з + 1а (01 ’ у? (0, 
’ 2

“1«+։-* 3*2|Л»+։-4 + |а (0|2* Л (0> 
с '

'/,(0 = ^4 + ^^.+ [։/№>.
о

(5.22)

(5.23)

Оценки (2.5) вытекают из (5.22) и неравенства 2а -С к.
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§ 6. Упрощение начальных условий. Доказательство теоремы 1

Лемма 6.1. В условиях (2.1)—(2.4) справедливы оценки 
- л 1

И։>' Х(՞՛ Т'!Г« (*•/-։. 2. («-О
II *(?։• ?։) II и * 2 о
1<е >' 1Г(«, <р? -₽У)Г« ։ / 5 (о, ;=1, 2, (6.2)

,+т
а если вместо (2.2) выполнено (1.9), то

|^(и, ₽у - 7/)|* «о(1) / 1 (О, при /֊> + 0. (6.3)

Доказательство. Оценки (6.1) следуют из (5.15) и формул 
0 = 1, 2)

^(фДО 0, т> 0)= *Р/ СО В7' (Т1, ?։)> (6.4)

^(«» Фу) ~ , 1И*, Фу) - Г / «?, и, /.сх

; 0
Оценки (6.2) следуют из формул

р(₽/֊<?>) = 14’₽/ (0. (6.6)
/

* («, ₽/֊?/) = IV С & (С (6 т, Е), о(/, Е)) ру (т) </т, (6.7)

О
ф‘(С, о) = си/- с^.

Замечание 6.1. Из леммы 6.1 следует, что правые части оце
нок (6.1), (6.2) стремятся к нулю при <->+0, поэтому данные (1.2) 
и (1.8) эквивалентны. Аналогично, в условии (1.9) эквивалентны дан
ные (1.8) и (2.6).

Доказательство теоремы 1. Итак, в условиях (2.1)—(2.4) 
справедливы оценки (5.20), из которых следует, что о принадлежит 
пространству умеренных распределений по Е и к (4.2) можно приме
нить обратное преобразование Фурье, получив при этом единственное 
решение и £ С* {Нч~г) (по формуле (4.6)) задачи (1.1), (1.2), которая, 
в силу замечания 6.1, эквивалентна задаче (1.1), (1.8). Замечание 2.1 
следует из замечания 6.1.

Доказательство замечания 2.3. Заменой в формуле (5.17) 
/(/, ж) ->/(<, х)— 6(/, х) и(/, х), в силу формулы Планшереля и 
(5.14), (5.18), имеем оценки

|»£ « |а (01 2 (?я (0 + I ֊/Ж (Х) * ) (6'8>
\ .) у 1« (■։)! /’о

из которых, ввиду (2-7), применением леммы Гронуолла, можно выб
росить последнее слагаемое правой части. Таким образом, из (5.17) 

получается оценка (2.5).
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Покажем также, что при замене /-*■ / — Ьи данные (L2) не из
меняются. Из (6.5) имеем

л — г 1/('։)Г। < ? >ЧФ/ _ Г(«, Ъ))Г «J d т +
о

I ь (т)р
֊֊֊при «-»+0.
I °(х)1

+ (|Ф1С + l<W f

§ 7. Уравнение Эйлера—Пуассона—Дарбу

Рассмотрим уравнение (1.7) при р£С, (/, х) £ б. 
Известно, что ф. с. р. уравнения

- Рэ -Н?1։--£)?(*. О=о (7.1)

выписывается при через функции Бесселя (/,) первого рода
• ։Д м

5
(7.2)

?,(б 0 = -=-
Ât 2

где Г—гамма функция Эйлера, а постоянные подобраны таким обра
зом, что выполнено условие (4.3).

Пользуясь известным разложением в ряд функции Бесселя для 
коэффициентов разложения

•4)

0 = 2 ₽Л(О1МЧ /=ь 2, (7.3)
?-0

получаем формулы (2.11') и
. 2?+-у+’

₽М (° = (-4)’ q\(q + v)... (2 + ,)(1-Н)

Если к £ Z, то вместо (7.3) возникают присоединенные степенные ряды 

Ё (?, (0 + ь (0 |Е|” 1п 1Е|)|Е|2‘, 
q-0

поэтому в начальных условиях (2.13) вместо целых степеней опера
тора Лапласа возникнут псевдодифференциальные операторы с симво
лами ISt2*՜*՜2’ 1п |Е|. Эти случаи здесь рассматриваться не будут, хотя 
аналог теоремы 2 справедлив и в этом случае.

Общее решение уравнения

P9v(<,0=/(t 0, (7.5)
полученного применением к (1.7) преобразования Фурье, имеет вид

v(t, Е) = Ф։(«)<Р1(6 ()֊М)ъ(Ь 5) + v4U, Е) + оя (t, E), (7-6) 
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где Фу (Е)—произвольные функции, (<р։, ф։)—ф. с. р. уравнения (7.1), а 
t/0> получаются регуляризацией частного решения неоднородного 
уравнения (7.5):

t

«о (Л 0 = ] G(t, т, Е) т«/я(т, Е) dx, (7.7)
о

*„(/, 0=е[ PG('«т’ о * ] ° ՝ (7.8)
LJ Jx-/ pl

где G, fm вычисляются по формулам (2.9'), (2.11). 
Введем обозначения

'1(0 = М лд д ------- , М—большая постоянная

= £ — — 4- (— 1/ Ее V, = шах |о, к — -֊ + (— 1)уЕе V | • (7.9)

Лемма 7.1. При ?£С+\^+, (/, Е)£ То, к ~0, 1, 2, / = 1, 2 для 
ф. с. р. уравнения (7.1) справедливы оценки

Е)<< Т“', (7.10)

#?,(Л 0«(^֊֊У7*' (7.И)

Доказательство. Оценки (7.10) при следуют из из
вестных асимптотических формул для функций Бесселя, а при {#։ 
следуют из разложений (7.3). Оценки (7.11) вытекают из (7.10).

Лемма 7.2. При у£С+\2?+, (/, Е)£ То, к = 0, 1, 2 для функ
ции Грина С справедливы оценки

Лемма 7.2 следует из леммы 7.1.
Из представления (7.6) и лемм 7.1, 7.2 при м^С+\^+, (/, Е)^ 

€ То, к = 0, 1, 2 вытекают следующие оценки для решений задач 
(7.5), 1.2): .

«(/, 0 « 5а2 |/ (I, Е)| + |Ф։| + (7.14)
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"л* 1^7(0.5)1 /г- v՜
F |фх (01 + So —^֊------ + (JI/- (t),s d.) •

из которых следует
Лемма 7.3. При v(C+\Z+, f£]0, 7{, lc = 0, 1, 2, g>0 для 

решений задач (1.7), (1.2) справедливы оценки

1« «Г^Кя^к + 4- 8и|< (7.15)

JdM,2« Г4*՜’ “с ’/r,+t+Re. + Г*|Ф&* -j- «и|/|?, (7.16)
здесь

i
К,^ФЛя+ [|Д(<л + У |tf/(°)U։. (7.16')

.' Р֊4)о
Введем обозначения 

U =
__ _______________________________Z + v-r____________________________ 

f2Z+p+|-4-vV2r+p+|-v yni(_4)r+'(Z-H).. .(i+v)(r-v). • .(l-v)7

IN=Y s Ц|^|։(,+О^+М/(0, 5), (7.17)
p-OI+r-O pi

Щ = ^+0Ф^.

Лемма 7.4. В условиях теоремы 2 справедливы оценки

[<5>J Rv0, <p,)|« « о (1)-зир|/«(^։ Z-* + 0, у = 1, 2, (7.18)

|<€>' W{vR, T1)F« Z* ypf/we, (7.19)
р-0

|<։>’ w(v„ т,- Д p„ispj«(7.20) 

[<։> ‘ w -1„. £ h, i։|”)f «о (i) s’ 1« f (0)1? (».»+«..>,.«, (7.2i) 
II \ q-o /|| p-o

\<$>'W(V, s, (7.22)
3 Re 1 + J+-J-

|<։>- 1Г(»,?,֊Д?!,|5|։')р<<’,"’1-,։"|Пм+։։„,+,+։. (7.23)

Доказательство. Оценки (7.18), (7.19) следуют из леммы 
7.1 и формул t

(fj> «о) = J х“ *₽/ dx>

о

W^!’ «₽) = НМ’’ № ]
• p-o (J _k-t р!



О начальной и смешанной задачах 355

Оценки (7.20) следуют из (2.9) и соотношений

Л₽Л = К1։₽/«֊₽Л«-ъ «7=1» 2, 3,-.. , 

^(Е М2’-<Р։) = ,М2я։+2₽2Л..

1Г(?։, ?«) х), ва, у))=№г‘(ъ, Ъ) С(у, г),

(т \ т—1
?, ֊ 2 1У )֊ 2

0—0 / />—о

|Е|’-+Д 
Р! X

<?7(о,е).
о

Оценки (7.21)следуют из формул

|2(г+,)/р+2д?/(0, Е) |Е[* +

= (1 + 7|«12"+а)У-^М 
р-0 р!

7 = 7лгоЧ------- Нолт,

г £ ₽։» Г) =Е У т 1*1” ^(0,֊)- х
\ ч—о / Ч—0р=0 р'

х у |тЕГ+2г 1Г'(С(6 г), ₽2?(0) е/т. 
о

Наконец, оценки (7.22); (7.23) вытекают из формул 
։

₽!-?!= |В|8| С (7, г, Е) ₽,(,)*. 

о 
։

ф(у, <Р» ֊ Е ₽2,Ю2’) = |Г+2 Г (6 Е), в(1, у, Е)) ?2„ (у) ау.
\ ч-о / Ло

Справедлива формула
з 

п \ *2 * т—1 т
ЛлЕМ! ’) = г £ 2 Е1^1 ’*/^^^/(0, Е). (7.24)

«-° / р±0 1+71-0 «-0
Доказательство теоремы 2. Из леммы 7.4 следует, что 

правые части оценок (7.8)—(7.23) стремятся к нулю при {-» + 0. По
этому данные (1.2), в силу (7.24), эквивалентны данным (2.12), (2.13). 
Теорема 2 следует из этого замечания и леммы 7.3.
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§ 8. Разрешимость смешанной задачи

Решение смешанной задачи для уравнения (1.1) мы построим ме
тодом разделения переменных. Разложим функцию /((, .г) в ряд 
Фурье по собственным функциям юг (х) задачи Дирихле для операто
ра Лапласа (см. (2.19)):

•՝ ‘/а, х)= 5/,(?)«,(х), (8.1)

где коэффициенты Фурье /г вычисляются по формулам (2.22).
Найдем решение уравенения (1.1), имеющее вид и = иг (/) (х)

и удовлетворяющее краевому условию (2.25). Для определения функ
ций иг и и, стандартным способом получаем уравнения

Вг = —Ф1Г, поэтому решение задачи (1.1), (2.24), (2.25) представля
ется в виде формальной суммы

А V, = — >֊* Юг, (8.2)
[^ + )Л+а(/)] Ы<(#)=Д(О։ (8.3)

из которых находим, что к = и
«Г (0 = Аг (0 + вг Тгг (0 + *' (0, (8-4)

где А г, Вг—произвольные постоянные, а

х,а)= | СГЦ, х) /г (х) (8.5)
6

г ч ?.г(т) ?2,(0-<Р|г(О?2Д0
(8.6)

Подставив (8.4) в начальные условия (2.24) получим Л, = Ф։„

и а, х) = S [Ф2г <РХ, (0 - ФХл ф3г (0 + Хг (0] Vr (х). (8.7)
Г-1

Доказательства теорем 3, 4 мы опускаем, т. к. они аналогичны дока
зательствам теорем 1,2 с заменой |հ| на

Институт математики Поступила 12. III. 1986
АН Армянской ССР

9*. (Ь. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Տրված վոոնսկի աններով սկզբնական և իւաոը խնդիրներ հիպերբոլական 
հավասարումների համար (ամփոփում)

Վերնագրում նշված հավասարումների համար աոաջարկվում է Կոշու տվյալների փոխա
րեն սկզբնական սինդուլյար հարթության վրա տալ որոշակի վռոնսկիաններ։

Ապացուցվում է, որ նշված խնղիրր Աոբոլևի ղասերում ունի միակ լուծում։

,G. R. OGANESIAN. On the Initial value and mixed problème with given vronekyans 
for the eecond order elngular hyperbolic equation* (summary)

For the singular (on the initial hyperplane) second order hyperbolic equation
U(( — ձ u + a (;) U =/(<, x), |a (+0)1 = 00, # g ]0, T[, x(.R" the paper proposes to 
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consider initial value problem with vronskyans lim (ufy — at ) = Фу (;), / = 1, 2 

instead of the usual Cauchy data. Here u (t. ;) is the x— Fourier transformation of 
the solution u(t, x), (?t, %) is a fundamental system of solutions of the equation 
?// + (I5|։ + a (*))<? = 0..

Unique solvability of this problem is proved in the Sobolev spaces. Functions 
Ф։, ։ in the initial vronskyans may be replaced by JWKB approximation Tj, j = 

1 <
—4՜ r p ___ ’

= a (t) exrJ+1 I y^a (t) de, if certain conditions on a (f) are satisfied.
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С. С. КАЗАРЯН

НЕРАВЕНСТВА В ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА 
ДЛЯ ОДНОЙ МАКСИМАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ

§ 1. Введение
В. Макенхаупт [1] для максимальной функции Харди—Литтльву- 

да, которая в пространстве /?п для интегрируемой по Лебегу функции։ 
/ определяется следующим образом:

(Л//) (х) = яир |-֊-У |/(г/)1 х£Я„, (1.1).

О 
где О — куб, стороны которого параллельны координатным осям, дос
казал следующую теорему.

Теорема А. Неравенство
^*[ (Л//՜) (х)р’ш (х) </х ֊< С У |/(х)|₽ и> (х) 4х, 1 < СО,

где С>0 не зависит ог /, имеет место тогда и только тогда, когда, 
весовая, [‘локально интегрируемая функция ш (х) > 0 принадлежит*

где произвольный куб*.
Р. Керман и А Торчинский [2] распространили результаты Б. Ма 

кенхаупта на классы Орлича. Несмотря на то, что необходимые оп
ределения и обозначения будут даны позже, приведем эту теорему;

Теорема Б. Пусть функция Юнга Ф(/) и ее допольнительная; 
функция ЧГ (г) удовлетворяют Д8 условию. Тогда следующие условия: 
эквивалентны:

(I) уФ(Л//)(х)<»(х)</х< С ^Ф(/(х))ш(х) Ле, (1.3)1

где константа С^>0 не зависит от функции /;
(II) локально интегрируемая, неотрицательная функция ш (х) при

надлежит классу

(1 (^] <’•*■
с? <}

для всех кубов фа#, и произвольных чисел 5^>0;
лы координатный осям

* Всюду далее, когда говорим о кубах, подразумеваем, что. их стороны параллель-
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(III) <и(х) принадлежит классу А где p'Q—нижний индекс функ- 
ро

ции Юнга Ф (/).
Для любой локально интегрируемой функции IF(x) введем свя

занную с ней максимальную функцию следующим образом:

(1-5)
Q

Легко видеть, что непрерывность максимального оператора в весовом 
пространстве ЬР (ш), эквивалентна непрерывности оператора
//։?(/) в пространстве Ьр, где ш (х) = | И^(х)|₽. Но в пространстве 
Орлича уже невозможно подобные результаты непосредственно вы
вести друг из друга. В связи со сказанным необходимо отметить ра
боту Юнг—Мин Чэна [3], в которой, получая многочисленные ре
зультаты для различных классических операторов, автор четко раз
личает эти два случая.

В настоящей работе мы докажем интегральные неравенства для 
/Лг(/) при некоторых необходимых и достаточных условиях, нала
гаемых на функцию № (х). Доказывается следующая

Теорема 1. Пусть функция Юнга Ф(0 и дополнительная к 
ней. функция Т (() удовлетворяют Д։ условию. Пусть р՝й, р[—ниж
ний и верхний индексы функции Ф (/) и, соответственно, д*, у\ — 
нижний и верхний индексы функции ЧГ (/). Тогда следующие утверж
дения эквивалентны:

(а) локально интегрируемая функция № (х) принадлежит 
классу Вф, т. е. для всех кубов и произвольных чисел 5^>0

<։-б>

(б) (х) принадлежит классам В и В , т. е. для всех ку-
ро Р1

бое (2с/?я справедливы, соответственно, неравенства

(1.7)
—17-5 1Г| .И /<£>•.
|(2|։ 4

(в) Существует некоторая константа Сф^>0 такая, что

|//иг(/)} фССфИф. (1.8)
*•£

<г) Существует некоторая константа Сф> 0 такая, что

|ф((Я«г(/)) (х))</х< Сф Ф (/(х)) </х. (1.9)
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(д) Существует некоторая константа £>ф>0 такая, что для 
всех кубов Ос: R.-, и произвольных чисел 5 > 0

<Э <?

аде
5Ф(к) = тГ^-) •

г>оФ

(е) Справедливы неравенства

Ри 1-ИО
(1.И)

• |НГ(Л| у<С-1Л£,-
Полученные результаты обобщают результат Б. Макенхаупта в 

другом направлении, в некотором смысле „параллельно“ работе [2].
Из полученных результатов выводятся различные следствия, ка

сающиеся базисности в пространствах Орлича некоторых классических, 
систем.

§ 2. Предварительные сведения и результаты

В настоящей работе через В, С, £) будем обозначать различные 
константы. Чтобы подчеркнуть параметр, от 'которого зависит кон
станта, иногда будем писать соответствующий индекс. Всюду ниже

1'1

Ф (/) = | ® (т) б- 

о
функция Юнга (? (0) = 0, р (■) 0, при т >• 0, не убывает- и- непрерыв
на справа, Иш р(') = + 00 )•

Предположим, что Ф(£) удовлетворяет Д։ условию:. Ф(2?)< 
< ВФ (/), которое эквивалентно более общему условию Ф (уАО.^ВФ (<)•> 
Л> 1.

Предположим также, что дополнительная к Ф (#) функция-
1'1 

о

где р՜1 (т) — sup {S: р (5) -< т) также удовлетворяет Д։ условию (см. [4]х 
стр. 16—35).

Весовое пространство Орлича L*, где ® (х) ^>0< локально интег
рируемая функция в Rn, есть пространство таких функций, и (х), что.

J и (х) v (х) ш (х) dx | < 00

Rn

для любой v(x) с
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ЧП (© (х)) ш (х) </х ОО.

£Ф— банахово пространство относительно нормы Орлича (для весот 
вых функций все рассуждения аналогичны обычному случаю (см. [4],. 
стр. 83))

' 5Пр
V-. / ч- (V (х» « (х)

% п

/(х)г»(х)ш(х)</х (2-1 >

Как и в обычном случае (см. [4], стр. 95—98) эта норма эквивалентна
следующей норме Люксембурга:

*>0, (2.2).

причем имеют место неравенства

Для произвольного куба <2сЛп будем обозначать через £*((?)■• 
пространство таких функций и(х), что

и (х) V (х) и» (х) с1х со

для любой V (х) с
| Чг (и (х)) ш (х) </х < ОО.

'<?

Если о)(х) = 1, то получаем обычное пространство Орлича (см. [4],. 
стр. 83).

Функции /(/) и $(/) будем называть эквивалентными, если су
ществует константа С такая, что

с՜1/«) <ч> (0 <<?/(#).
Мы будем использовать следующие свойства Ф (/) (см. [4]*՜ 

стр. 25, 37, 98):

С-’/?(0<Ф«)<С^(0, (2.4)

(2.5)
Если и(х)^Лш и к(х)££Х, то имеет место неравенство Гельдера

У и (х) V (х) ш (х) с/х 

R«

<М (ф)М (2.6)

В. Матусевска и В. Орлич [5] для исследования пространств. 
Орлича £Ф определили некоторые функции и связанную с ними пару 
индексов.
4—436
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Для функции 
5ф(Х) = зир^ (2.7)

<>и Ф (0

■ справедлива следующая (см. [6], стр. 35)
Лемма А. Функция 5ф (>֊) ограничена на каждом компактном 

множестве и существуют числа р0 и Р^Ро^Рг) такие что

5Ф (X) = О (шах (Хл, )/֊)), (2.8)

при Х-*0 или ). -» со.
Если обозначить р^ = зирр0, Р] = 1п(ри то

. . , 1п 5ф (л) . 1п 5ф (к)

(2.9) 
. 1п5ф(Х) . 1п5Ф(Х)

0 о<х<։ 1пк 1пХ
Из леммы А вытекает, что при р0 < р* и рх > р\

5ф (>֊) = о (шах (>Л )'*)). (2.10)

Из определения функции 5(>.) следует, что существует констан 
•та С^>0 такая, что

Ф ()0 < С тах (кл, ^‘) ф (0, Ро С (2Д1)

В этом случае, следуя [6], будем писать Ф £ Л (р0, р^, или, чтобы за
фиксировать константу, запишем Ф£Л(р0| р1։ С). Если ^выполнено- 
условие (2.10), то Ф имеет р$ нижний тип и р~ верхний тип, что’за- 
пишем в следующем виде: Ф^Л(р+։ р^՜).

Определение 1. Положительная функция р называется псев- 
. довогнутой, если существует эквивалентная ей вогнутая функция Е (Е).

Имеют место следующие утверждения [6].
Лемма Б. Функция р(0 псевдовогнута тогда и только тогда, 

когда р £ Л (0, 1). т. е.

р (>.0< С шах (1, ).)р(0. (2.12)
Множество тех функций р, для которых имеет место неравенство 

•(2.12), обозначается через 1 (С). Множество функций р, для которых 
выполняется условие (2.10) при ро = О и Р1 = 1> обозначим через 
7+-(С).

Лемма В. Если Ф£Л(р0> Р։> С)> то существует такая функция 
ф (0, эквивалентная Ф(0, что ф£Л(р0, Ри !)•

Лемма Г. Если Ф £ Л (р0, рг) и ра^>0 то, Ф՜1 £ Л (рГ‘, ро1).
Лемма Д. Пусть Ф(0 = (#/’1-Р։), Ф£Л(р0, р1։ С) тогда и

только тогда, когда а£т(С).
1 _1____ 1_

Лемма Е. Пусть Ф(0 = (Р‘а(/Р' Р‘) и Ф 1 (0= (Р1 р'). Для
того, чтобы а (0 £ 7 (С), необходимо и достаточно, чтобы р(0 (С).
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Заметим, что приведенные выше леммы справедливы также для 
положительной, непрерывной, строго возрастающей функции ф(£)> оп
ределенной на положительной полупрямой и удовлетворяющей Д։ ус
ловию. Если

5Ф().)=О (тах(Хл, /Л1)),

то будем говорить, что ф имеет нижний тип р0 и верхний тип 
Ь* (С) есть пространство таких функций и (х), для которых

а > 0.

Для I* (С) справедливо следующее утверждение [6]:
Лемма Ж. Если положительная, непрерывная, строго возра- 

стающая функция ф (/) имеет конечный верхний и положительный нижний 
тип, то является квазибанаховым пространством с квазинормой

мх+(ф=^{<>о/Уф(։^)</р<1}-
и о

Определ ение 2. Оператор Т называется сублинейным, если 
ПА+АХГА+Г/,.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие ин
терполяционные теоремы [6], [7].

Теорем’а В. Пусть ф0(£) ։и фг(0 — положительные, непрерыв
ные, строго возрастающие функции, имеющие конечный ^верхний и 
положительный нижний тип. Пусть [7*— линейный непрерывный опе
ратор или сублинейный непрерывный оператор и такой, что имеют 
место следующие неравенства:

О 7/11, Ф» Сф« 1/1,ф»>

II Ф։ ■С Сф| 11/11.Ф1՛

Тогда если ф՜1 = фо՜1 р(ФГУфо՜՜), где р6т+՜ (1), то существует кон-- 
станта Сф такая, что

II ф с* М, *•
£р-

Теорема Г. Пусть Т— сублинейный оператор, определенный; 
на характеристических функциях 7-е, где Е—подмнсжество /?л, имею
щее конечную меру и «> (х) локально интегрируемая функция на Ля.. 
Пусть Т имеет обобщенный слабый тип (рг, рг) и р։), 1<О,1<Р։<С°°՜ 
относительно ш(х), т. е.

Сш(х)։/х<Сш(£’)Х-р', 1 = 1,2,
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■где Константа С не зависит от множества Е и к^>0. Тогда ՛ •'
I Ср Й/1лр>

где Р1<р<р։.
Отметим следующее полезное утверждение [2], которое относит- 

•ся к теореме Г.
Лемма 3. Пусть ш (х) — локально интегрируемая функция на /?„. 

Тогда для того, чтобы имело место

«։ (х) </х-С С<о(£) Х—р , 1-^р^оо,
ж-/£>х

где С не зависит от измеримого множества Е и X > 0, необходимо и 
достаточно, чтобы существовала такая константа I) > 0, что для всех 
кубов всех измеримых Ес(}

1£! <
V «2)7

.где ш (£) = ро (х) с/х. 
а/
В

Приведем следующий результат, который также используется 
при доказательстве теоремы 1 [8].

Теорема Д. Пусть неотрицательная, локально интегрируемая 
функция ш(х) принадлежит классу (Д,), где 1 < р<^ оо. Тогда „обрат
ное неравенство Гельдера“.

(֊ | р Ы л)

выполняется для всякого куба @ с положительными постоянными С, 
о не зависящими от Ц.

В наших рассуждениях мы будем использовать функции:

5Ф (X) = inf -; Лф (X) = sup -Ф՜’ (е> ;
<>оф(0 ։>оф֊։(Х<)

них справедливы следующие соотношения (см. [9]):Для

(2.13)

In 5ф (X)
Po = SUP —Г-:—

1п5ф(Х) 
= lim------- ------9

In X
(2-14)

pj= inf ------*
°<х<։ In X

= )im 
x~o Ink

и
4= inf (
Ро о<;.<1 \

In Лф (X) \ .. / In Лф (X)
------------- ) = inn I — —----------

In X / х-о \ 1ц X
(2.15)

Д= SUp /_(М\=11ш(_ь.мм \, 
Р\ 1<Х<~ \ In X / Х-»си\ In X /

Ро и Pi называются нижним и верхним индексами функции Ф (Г).
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Из работы [10] следует, что если д’о и д\— нижний и верхний 
индексы дополнительной к функции Юнга-Ф (/) функции У (#), то

—;4----г=1, соответственно, — 4----г = 1. (2.16)
Ро 91 Яо Р1

§ 3. Доказательство теоремы 1

Эквивалентность утверждений (б) и (е) следует из теоремы А, 
учитывая условие (2.16).

Для доказательства импликации (е) => (в) нам необходимы сле
дующие леммы:

Лемма 1. Пусть ^(х) удовлетворяет условию Вр. Тогда су
ществует такое число о 0, что (х) удовлетворяет условиям 
ВР—ь и Вр+՛..

Доказательство. Так как И^(х) удовлетворяет условию Вр 
(см. (1.17)), то ввиду того, что |1Г(х)|₽ удовлетворяет условию (Др), 
согласно теореме Д получаем, что существуют г^> 1 и С такие, что

(^֊ |П7(хГ‘-</ху '<£(֊У1^«'*)• (З-1)

' С 4 д

Обозначим через д и г2(г։<д) числа, сопряженные, соответственно, 
р и ргг. Применив неравенство Гельдера, находим

/ 1 Г , \ЧГ> / 1 Г - X1'«•|Г(х)| I |1Г(х)| *7 ' (3-2)

я я
Из (3.1) и (3.2) следует

(֊ Г |1тРГ1^)1/'Г։('֊ 1' |1г(х)г*л)’/Г։<с1.

д я
Тем самым получили, что существует такое число о1^>0, что И^(х) 
удовлетворяет условию Вр+։։.

Опять используя „обратное неравенство Гельдера“ и неравен
ство Гельдера, из условия Вр получим, что для любого куба С}

/АС \№ (х)\гЧх\1/Г* ( А | /__ 1__ УГ1 С,
\IQlJ1 (1 ) Ч<2|.) \|^(х)[/ )

Я Я

где г\—число, сопряженное дг\ и г^>1. Отсюда следует существо
вание такого числа о2, что В^(х) удовлетворяет условию ВР-ь,.

Лемма 2. Пусть ф (I) — положительная, непрерывная, строго 
возрастающая функция на положительной полупрямой и ф (0 = 
= Г*а(7Р1 л), ф£Л(р^՜, рГ, 1) тогда и только тогда, когда а £ч + ՜ (1).

Доказательство. Необходимость. Допустим, что ф £ Л (р+, 
р(-, 1), тогда

ф (Ц) = О (тах (>.л, Xй1)) ф (/), р0< р„ ф (>■/) < тах (лА» >֊р‘) ф (0-
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Отсюда
° ((МУ1~Р‘) = О (max (1л. *''-*))о (^‘-л). (3.3>

Положив
v.= lp'-f\ х = е՝-р‘, (3.4)

из условия (3.3) получим о (рх) =о (max (1, р)) о (х). Аналогично имеем!
а (их) < max (1, р) <։ (х).

Достаточность. Пусть теперь o€f+(l)» т. е. а (рх) = 
= о(тах(1, 1*)) а (х), а (рх)-С max (1, р), а(х). Из этих 7 соотношений,, 
переходя к первоначальным обозначениям (3.4), имеем

0 (С^)₽1-л) = о (max (1, a (tp,~p‘), 

о ((lt)p'-p') < шах(1, кл՜*) о (t*՜*).
Следовательно, ф£Л(р^՜, р։՜, 1).

Лемма 3. Пусть ф(£)— непрерывная, строю воврастающая 
положительная функция на ^положительной полупрямой. Пусть 

1 _1___ 1_
ф (0 = tp,a (tPl~p*) и ф-։(/)=£ p(f ). a (() £т+-(1) тогда и толь
ко тогда, когда р(<)^7+(^)՛

Доказательство. Необходимость. Допустим, что- 
°С:Т+"'(1)։ тогда в силу леммы 2

ф (}./) = о (max (кл, ХЛ))ф(<)> Ро < Pi,

ф (Af) < max (Хл> ^’) ф (<)•

В случае, когда X > 1, имеем

ф (М) = о(кл)ф(<), К-»-оо.
_ 1

Положив £ = ф-1(рх) и Х=р Р', легко находим
1

ф“։ (рх) =0 (р₽։) Ф՜1 (х), р->0+.

Аналогичные выкладки показывают, что
1 1

ф-1(нх) = о (шах (рЛ, рЛ )) ф՜’ (х),

1 1

Ф՜1 (Н*) -С max (p₽1, рЛ) ф՜1 (х).

Отсюда на основании леммы 2 получаем, что pCl+-(l). Доказатель
ство достаточности леммы аналогично.

Приступим к непосредственному доказательству импликации 
(е)=>(в). Из леммы 1, а также из эквивалентности утверждений (б) 
и (е) следует существование таких чисел р0 < р‘о и > р‘, что

< с„ 1Л„г (3.5)
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Так как р'о и р[, являются соответственно нижним и верхним индек
сами для Ф, то для выбранных ра и рх согласно (2.10) получаем 
Ф£Л(р0*՜, р։~, С). Тогда в силу леммы В существует 'непрерывная, 
строго возрастающая функция ' ф (/), эквивалентная Ф (<) такая, что 
■ф^ЛСро4՜, р^, 1). Из леммы 2 и 3 вытекает, что если ф՜1 (0 предста-

1  1_

вить в виде ф’(0 = 1Р՝ р (/"* Р ), то р£т+ (1). Таким образом ф(О 
удовлетворяет условиям теоремы В, откуда и из (3.5) получаем

11/7(7< ^1/1^- (3.6)

Согласно неравенству Йенсена (см. [4], стр. 18) имеем

СФ(П<Ф(Сг), С1 ф(о>ф(— /)’

•если С>1. Отсюда и из эквивалентности функций Фиф получаем, 
что для некоторого С 1

ф/-^-Л<ф(0<Ф(С7). (3.7)
\ о /

Ввиду того, что
|и^=1пф>0/ Г ф (֊) <11,

֊ и™ - ՛»' Iк >о/ Гф (т Цг)։ < 4 ՛
Чх 5 I »7 \ О К / ]

то согласно (3.7) получаем

Аналогично доказывается, что

Мдф<СМ^ф)-

Таким образом, отсюда и из (3.6) получаем 

[/717 /11 Ф < Сф 1/1 Ф.

Импликация (е) => (в) доказана.
Так как для любого и произвольного куба

А Г(х)Хе(х) С 4֊ <Яе,7(Х0/,х),
1<21 л «^(у)

то из условия (в) и неравенства (2.3) получаем

с
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откуда следует, что

|<?& Цли:<Ф> (<»-։ л

Левая часть полученного неравенства равна левой части неравенства 
в условии (а). Импликация (в)=>(а) доказана.

Для вывода импликации (г) =& (д) будем использовать доказа
тельство основного результата работы [2]. Мы можем выбрать такую 
функцию /, определенную на О, где (? — произвольный куб в Кп, что 

и

J |^оНх=|г^кгг
<2

Поэтому ДЛЯ X £ О

Н„и. *)>֊М*)1>Пх)|| ։^|£Г

Следевательно, так как для выбранной функции / согласно определе
нию нормы Люксембурга имеем

|ф(^(*))5</х = 1,

то из условия (г) получаем

1ф(й|’₽'(х)|ЙЬг>)'''х<с*' (3-8>
У

Из определения функции 5Т (2.13) имеем

откуда и из (3.8) получаем неравенство.

ф / 1 | | \ ______ С*_____
ерф(Ц7(х|)л/

Используя соотношение (см. (2.13))

где Оф га= Аф (. Согласно определению нормы Люксембур 
\Сф/
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Отсюда, воспользовавшись неравенством (3.10), будем иметь

Основываясь на эквивалентности функций Чг (t) и tf՜1 (f) (3.11) можем

Так
£>ф‘

1________
^■£ф(|1Г(х)|)</х

<2
непрерывна и, согласно неравенству (2.5), стремится, соответственно-, 
к нулю и бесконечности, когда Е-» со и ?->0, то существует такое 
значение Е,2> 0, что

----------- 0*._____________  —1 ( 313) 
'•'°1*՜1 - -

В силу неравенства Юнга (2.5) из (3.13) получаем

£>ф‘ ['----- I--------^։С50(|1Г(х)|)</х

Отсюда
2IQI

ф-1 (___
Ч С

1 \ 2£>»IQI
5Ф(| IF(x)l)rfx)/ " [5ф(|1Г(х)|)Л 

г? • •
Применив к -обеим частям неравенства функцию ЧГ, будем 

Гиг/____2 Дф1<31____\ (’ с пт «ш а֊ 1՜1 е

иметь

5,(|lF(x)|)rfx.
о (3.14)
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Используя оценку (3.14), из неравенства (3.12) и условия (3.13) имеем
Г 1 / 1 \ 1 л я1 I------------- -1------------ах -4֊. — 'С
3 \|17(х)|/ 1^(х)1 «о
<?

<2ВВ.А|<?1т-|( г^|<г )■
X £♦ Ч (х)|) </х/

Отсюда легко находим
— ( 5ф(|1Г(х)|)</хТ (± Г ч(—------
|<2|.Л —фМ \IQIJ \|1Г(х)|У )

Импликация (г)=^(д) доказана.
Для доказательства импликации (а)=>(д) заметим, что для лк> 

бого куба <2сЛя неравенство (3.8) сразу следует из ^условия (а). 
Откуда, точно таким же образом как и выше, приходим к неравен
ству (д).

Перейдем к доказательству импликации (д) => (е).
Пусть <2— куб и Е—некоторое измеримое подмножество (2, тогда 

из (2.3) и (2.6) имеем

(ЗЛ5>

Покажем, что существует такое Е', для которого

IV И
= 1։ <3'16)

В силу определения нормы Люксембурга и предложений, касающихся 
функции ф, очевидно, что равенство (3.16) имеет место, если

Отсюда требуемое значение Е' равно

Взяв Е = 1 в условии (д) и используя (3.16), получим

откуда, воспользовавшись определением нормы Люксембурга и ра
венством (3.16), находим

_мап / ч д \ ьФ 
ю;|пгк)Ч|<2|| ։- гНР) < (3.17>
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Из определения Аф (см. (2.13)) и неравеств (2.4), (3.17) получим 

1 II I < г* Ф՜՜1 (_______ __________\
|(Ж1тр Ф у 5ф(|1Г(х)|)</х )’ (3.18)

9

где С* = Аф (—-—(С—константа из равенства (2.4)). Очевидно 
\ВФ • С)

имеем, что
СфЛ—՝)3Ф(|1Г(х)|)Г</х=1, (3.19)

\ * /
Е

тде
« = -7---------- Ц----------- ֊Г ’ (3.20)

Ф՜1 ( ----- --------------)
и,}5ф(|1Г(х)|)</х/

Из (3.19), (3.20) согласно определению функции 5Ф (1) получаем

|ф Г НЕМ ) с/ < |՝ф 5Ф (1(х)|) ?' </х = 1.

Е Е
•Следовательно

ЪПр< ф-./ 1 1 -т■ <321>
\«' С 5ф(|1Г(х)|)</х/

Из неравенства (3.15) для 5 = 5' на основе (3.18) и (3,21) находим
1

е' С5ф(|1Г(х),)</х,

1________
5ф(|1Р(х)|)</х

(3.22)

Если условие (д) выполняется для некоторой функции (х), то это 
ле условие будет выполняться и для функции (х) при любых по
ложительных 5 > 0 и у > 0. Следовательно, из справедливости (3.22) 
ввиду того, что Сф не зависит от функции ЕГ(х), вытекает неравен
ство

1_________ \
Х(^1^М)^7
——3------------- г- (3.23)

Зф(1Е|1Г(х)|)^х/

Е

<2СФ --
1(21 Ф՜1

Пусть (2ы= (х : В^(х) > ЛП П (2 и Еы=Е(\(2ы- Выберем N на
столько большим, чтобы интегралы
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у5ф(|1Г(х)|)</хг ] 5ф(|Г(*)|)<й . <>

Чя ’ еы,.
были меньше наперёд заданного числа 8 0.

Из условий (2.9) и (2.14), для произвольных положительных Е> 
и Е։ мы можем выбрать такое с > 0, чтобы имели место неравенства

/о |Н(х)|<5ф(В1Г(х)) < Е'»՜'*|Н"։'(х)|, х^Е'=Е\Еы, .
(3.24)

{*+Е։ 1 +Е։(х)] < 5ф (Е1Г(х)) <И(х)Ь X 6 <2\ <?лг.

Используя определения функций 5ф (к) и £ф (>.), сразу получим
5Ф (7)-5ф (Е1Г (х)) < 5ф (7Е1Г (х)),
Л _ “ ‘ (3.25)
5ф (7? (Г (х)) < 5Ф (7) 5ф(Е 1Г(х)).

Из условий (3.23), (3.24) и.(3.25),. а. также из монотонности Ф 1 (/)
следует неравенство

ф֊7-^—\
(Е' 5ф (7) Е"*+Е։ IV? (х)|< +г* </х

|£1 4_________I__________ )
__ __________ 1_________ \ '
Е.'Зф(7)Е'Н’У|1Р(х)|';-^х 

£'
Положим я» , • / • • . ։ • •»

'֊--------------г֊4---------- ;----------
։' 5. (1) ։'« “Ч ИГи)!"«-'-^

Е-
откуда

______________________ 1 ■ ■ ■ 
/>։+£• Р)+ч / |* \ р։+е,

(ИР<1_!։5ЙГ£1/1’Д1) |^(х)Г° '։</х/0՜5*

Подставляя найденное выражение в (3.28) для Е получаем

__________ н
₽1+Е» I ₽։+Е1

Е'5ф(7)-Е |1Г(х)| </х
“ ՛ >

Р1~Р0+Е1+ '• / (։ • \^*+£*

(Е' /) ^’Е։ ■ .5ф^"Е։ (7)И |1Г(х)| 1 ' Их

_ .........................................е______________
__________ ՛ 5ф(7) |1₽(х)Г1 + ՝։,</х ‘

(3.26>

(3.27)

(3.28)
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Отсюда, учитывая очевидное неравенство

и определение (2.13), из (3.16) находим

И < С • Л. / , (3.30).
1 I ф 1 (0

где / определяется условием (3.27) и

У|^(х)Г1+՝*</х

5=4----------- ----------- (3.31>

Г|1Г(х)Г1+'’л

Из определения множеств Е' и <2' очевидно имеем, что Ес. О'. По
этому число 5, определяемое условием (3.31), строго меньше едини
цы. Из (2.13) и (2.15) следует, что существует такое значение /0, что

1 Ф-1(-54) < 1
2 Ф"1('о) АФ(5)

(3.32>

Так как при изменении 7 от нуля до бесконечности функция 5ф (7)՛ 
также непрерывно изменяется от нуля до бесконечности, то в нера
венстве |(3.30) можно выбрать значение 7 = 70 так, чтобы I = /0.

Величины интегралов на множествах Ек и меньше 8, поэтому 
с помощью соответствующего выбора 8 из (3.30) и (3.33) получим

Из неравенства (3.29) следует, что
Р^-Р^+5,4։։ ₽1+Е« (V \р1+5*

/(Г*) $ф'«"։’(7) )^ЦГ(х)^0-е՝ <Лхр՜5' \

ф-Ч --------------------------------тД----------------------------------- 1<

\ 5ф(7). ]|^(х)Г%х 7

,, / •'5ф(7) \ Ф֊։(5'/>
>4. Пф / ---------------.----------------------------------- «------ ;-------------- \ • --------------------------- >

। /»г-рр+^+е» I Ф-1 (О
\ 5Фр0“Е։ (7)-(ГО I •
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։где

/>1+ Е»

Аналогичные выкладки показывают, что

.------ I . (3.34)
1(31 \ У|^(х)|р° £1</ху

9

"Таким образом, из (3.33) и (3.34), в силу интерполяционной теоремы 
..Д и леммы 3, когда сублинейным оператором является максимальная 
-функция Харди—Литтльвуда, получаем

|«г(/, «Л . . |Нг(/, х» . . (3.35)
£*։+£• 4₽1+е. Д/’о-5|

Из (3.35), в силу интерполяционной теоремы Рисса—Торина, еле՜ 
дует утверждение (е).

Докажем импликацию (б)=>(г). Положим

//_\=(/(х)> если 1/(*)։>к
I 0, если |/(х)| -С X,

Хгх) = |/(х)« есАИ 1/(х)|<Х
I 0, если |/(х)1 >Х.

Из условия (б) и леммы 1 следует, что существуют такие числа 
и что | и^(х)|Г։ удовлетворяет условию Аг,. Поэтому в

■ силу теоремы А имеем

1^(А. х)|<‘</х< С,, у |/1(х)|г,Лг,

*я *я

У |#Н/։> х)Г։</х < Сг,у |/։ (х)|'։ </х.

ля Яп

•Отсюда следует, что

К^С^А, х) > Х}| .< с Л Г 1А(х)|'^х, 
Л 1 • 

(3.36)
|{Мг (Хоу։, X) > < Сг,— Г |/։ (х)Г*dx.

<?
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Для интегрируемой по Лебегу функции /, используя (2.4), получаем

j* Ф (Hv (f, х)) dx < С J |{7М/, х) > Ml <А. (3.37) •

Q О
Так как

xy>b}<=[Hwifv х)> -Ми [Hwltv »)>֊-!’

то из (3.36) и (3.37) находим

О
I/ (Х)|

<2Г‘С„ J |/(*),'*( j (ф (Х)А,1+։) л) dx 4- (3.38) •

Q О

+ 2'* Cr. f \f (x)|V Г (ф (Х)Х*+։) dx.
Q lfi)l

ri г1 -Ь Po , r2 “b Pi ,n
Пусть r=---- n----- и r =-----n---- тогда в силу неравенства (2.11), из.X £
(3.38) имеем

I/ (*)1
f 1/М1'։( Г 

Q <>
I/ (.г)|

<cjl/(x)|r։"'( j Х'-Г։-։<д)ф(|/(х)|)</х<С, [*Ф(/(х))</х. 

Q о Q

Подобным образом получаем, что

Jl(/(x)|r։( J Сф(,(х))</х.

Q l/(x)l Q

Отсюда следует импликация (б)=>(г). Теорема доказана.
Представляет также интерес исследование следующей максималь

ной функции:

(Нг/)Ы-։ир -1|1Г«| [ Лй- л 
|Д| J W(t)

. /к - 1 к \где /Л8 — совокупность всех двоичных интервалов вида I —— > — L 
\ 2 2 /

(1*<А-С2Я> п = 0, !,-••) на отрезке [0, 1].
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Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть функция Юнга Ф(<) и дополнительная к 

мей функция V (0 удовлетворяет Д։ условию. Пусть р‘а, р\— ниж
ний и верхний индексы Ф(0 и соответственно, д[— нижний и 
верхний индексы функции Чг(4). Тогда следующие утверждения экви
валентны: (а) локально интегрируемая функция 1Р(х) принадле
жит классу Вф, т. е. для всех Д £ /д, и произвольных чисел

—-I—|ч. , <£>ф.
,Д| V«». ։] ՝

'(б) 1Г(х) принадлижит классам В .и В т. е. для всех Д£/дв
Р0 Р1 

■ справедливы, соответственно, неравенство

]Д| >010. и

|д|Ч ' I |Д| I ч
'(в) Существует константа Сф^>0 такая, что

*'*» Сф |/1
4* 1°. Ч

^(7)1 ф̂
(0.1|

•(г) Существует константа Сф 0 такая, что
1 1
[ф((/М/))(х))Лс<С; [ Ф(/(х))</х. 

о о

•(д) Существует константа Оф такая, что для всех Д£/дв и про
извольных чисел

<е) Справедливы неравенства

. <с.|Л . . <с.и . •
Х₽0(е, 1] Р0 //'‘(О, и 4Р1(0, 1) ₽| 4Р։(0,1|

Автор (благодарен члену-корреспонденту АН Арм. ССР А. А. Та- 
.лаляну за внимание к работе и полезные обсуждения.

Институт геофизики 
инженерное сеЯсмоаегии АН Арм.ССР Поступила 12.XI.1985
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։։. Ս. 0ԱՋԱՐ8ԱՆ Անհավաօարաթյոէններ Օրլիյի աարածությաններում մի մաքսիմալ 
ֆունկցիայի վհրաթերյալ (ամփոփում)

թո ՝ Ո>1 1.1[ք|ի11.>։սրւ տարածությունում տրված 1"կալ ինտեգրեի ^(յր) ֆ՞իկցիայի նկատ» 
մամր սահմանվում է հետևյալ մաքսիմալ ֆունկցիան

dt

Q
րոտ բոլոր 0 խորանարդների, որոնց կողմերը ղոլդահեո են կոորդինատական առանցքներին։ 

Աշխատանքում մասնավորաբար, գտնված են անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ ^(%) ֆունկ
ցիայի վրա, սրպեսգի տեղի ունենա հետևյալ անհավասարությունը

dx,

“ո

։րտեղ Сф > 0 կախված չէ ք ֆունկցիայից և Ф-Ь ձշ պայմանին րավարարող Տունգի 
ֆռնկցիա ք

S. S. KAZARIAN. Inequalities for a maximal function in Orlic z spaces (summary) 

For a given local integrable IF (x) function the following maximal function

Q
in defined, where Q is a nondegenerate cube with sides parallel to the axes. Neces
sary and sufficient conditions on W (x) are found yielding the inequality

Ф ((//«■/) (x)) dx < Сф (f (x)) dx,

where Сф^>0 is independent of f, Ф is a Young function which satisfies Д։ condition

ЛИТЕРАТУРА

1. Muckenhoupt. Weighted norm inequalities for the Hardy maximal function, Trans. 
Amer, Math. Soc„ 165, 1972, 207—226.

2. R. Kerman, A. Torchinsky. Integral inequalites with weights for the Hardy ma
ximal function. Studia Math., 71. 1982, 277—284.

3. У. Chen. Theorems of asymptotic approximations. Math, annalen, 140, 1960, 360— 
407.

4. M. А. Красносельский, Я. Б. Рутицкий. Выпуклые функции и пространства Орлича, 
М., Физматгиз, 1958.

5. IF. Mataszrwska, IF. Orlicz. On certain properties of f-functions, Bull. Acad. 
Polon. Sei., 8, 7, I960, 439—443.

6. J. Gustavsson, J. Peetre. Interpolation of Orlicz spaces, Studia Math., 60, 1977, 
33—59. . . ...

7. E. Stein, G. Weise. An extension of a theorem of Marcinklewicz and some of its 
applications, J. Math. Meeh., 8, 1959, 263—264.

8. R. Coif man. C. Fefferman. Weightet norm inequalities for maximal functions and 
singular integrals, Studia Math., 54, 1974, 221—237.

9. E. Хилле, P. Филипс. Функциональный анализ и полугруппы, М., ИЛ, 1962.
10. D. Boyd. Indices of functions spaces and their relationship to interpolation, Canad. 

J. Math., 21, 1969, 1245-1254.
5-436 1



2Ա34ԱԿԱՆ Ս1Ա ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
известия академии наук армянской сср

Մաթհմաաիկա ХХП, № 4, 1987 Математика

УДК 517.53

И. В. ОСТРОВСКИЙ

ОБ ОДНОМ ВОПРОСЕ М. М. ДЖРБАШЯНА

В работе [1] было получено новое интегральное представление для 
<рункциИ Et{z, р), Р>1. —°°. Это представление имеет вид

■о

^р(«> !»)=■ [ «։՜ Фр.|Дх) dx, 

п

где ФР, и—целая функция, определяемая абсолютно сходящимся при 
всех s£C интегралом

^P.Us) = ֊֊T Г exp^-sC} Cp(l^ rfC, (1)
2 к։ J

т(*< ?)
взятым по контуру т (в, £), состоящему из двух лучей L (г, {3) = (С: 
:|С|^>е, arg£=±0) и дуги окружности I (е, {3) = (С: 'С| = в, ^arg С|<?), 
0<е<^оо, тс/(2р) <^{3 -С«/р; направление обхода таково, что точка 
С = 0 остается слева.

В [1] был установлен весьма тонкий факт: функция Фр (1 неотрица
тельна на всем положительном луче тогда и только тогда, когда р 1/р. 
Кроме того, в [1] был найден ряд других существенных свойств этой функ
ции. Нас сейчас будут интересовать только свойства, относящиеся к асимп
тотическому поведению Ф р и при |$| со. Эти свойства могут быть поды
тожены в виде такой теоремы:

Теорема [1]. Функция Фр ,t является целой функцией порядка 
А и типа а, где

k = p/(p-l), a = (l-p-J)(l/p)։/։₽-1’, (2)

о ее индикатор h (О) удовлетворяет неравенству

А(0)<֊асоз(я/(2р)). (3)
В [1] на с. 494 отмечено: «...остается открытым вопрос о точности 

установленного нами неравенства (3), а также вопрос о выявлении явного 
вида функции h (’З) и тех точек отрезка [— я, л], где достигается равен
ство в неравенстве h (■&) а». Настоящая статья посвящена ответам на
эти вопросы.

Теорема. Если выполнено одно из условий а) 1<л<3/2, 
б) >. = 2, а 2(1 —р) является неотрицательным целым числом, то

h (3) = — a cos /. 3, |3| < х.
В остальных случаях
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, (— 3 соя X 0, |&| < Зк/(2Х),
(О, Зк/(2Х) ■*» |&|О.

Таким образом, А (0) = — о, а равенство в неравенстве А (8) < о 
достигается только в двух точках Ь=±к/к.

Доказательство теоремы разобьем на ряд лемм.
Лемма 1. Справедливо равенство

А(0)=----- а. (4)

Доказательство. Легко видеть, что при $ > 0 представление 
(1) сохраняет силу и при Р = тг/(2р). Положив в (1) Р=к/(2р), е=(1/р)։/(р_|) 
з1/^՜’), будем иметь

Фр. н(«)= х₽т! [ + | ОР. 14 + Л + 41- (5)

2тгт I Д J ) 2 к/
£+(«,₽) х-<■,₽) *<*₽)

Очевидно

141+ 141 < 2 I ехр {— sf cos (ir/(2p)))
Г

Отсюда следует, что, каково бы ни было 8£(0, cos (*/(2р)), при дос
таточно больших s имеем

141 + |4| < 2 J ехр {- st (cos (к/(2р)) - 8)| Л = 

С
= 2 (cos (K/(2p)) - 8) -1 ехр { - ? (l/p)1/('-։’)(cos (к/(2р)) - 8)}. (6) 

Далее
«/(Гр)

|4|-С J exp(ePcosp<p — se. cos <р] ef (1~и) d<f = 

֊«/(2р>

«/(Jp)
= еРО-н) С expJsx (l/p)I/tp~l) cospf — costpMdtp.

JI \p /J
-«(2p)

Функция (1/p) cos p ? — cos <p убывает на [0, ir/(2p)], поэтому ее макси
мум на [— ^/(2p), к/(2р)] достигается при <р = 0 и равен p_J — 1. Учи
тывая (2), получаем

I41 < (1/р)'<1-'‘,/(₽-։) ^^/^֊«(«/р) ехр {- о sx). (7)

Заметим, что cos (к/(2р)) > 1 — р՜1. Поэтому число 8 можно выбрать 
столь малым, что (l/p)1/(f 1J(cos (я/(2р))—8)^>о. В силу этого из (6), 
(7) и (5) следует, что А(0)< —о. Если бы было А(0)< — а, то из 
известного свойства индикатора ([2], с. 84, з))

А(В) + А(& + я/Л)>0 (8)

вытекало бы, что А (Л/Х) а, а' это невозможно.
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Лемма 2. Справедливо равенство

А(8) =— a cos X 8, |8| тс/Х. (9)

Доказательство. Из (4) и (8) следует, что точка 0 = 0 являет
ся точкой минимума для Л. В силу свойства индикатора .([2], с. 78, е)) от
сюда следует, что А(0)>— acos).8, |8|<^тс/Х. Функция Ах (8) = А (8) 4֊ 
4-acos). & неотрицательна на отрезке [—тс/Х, тс/).] и обращается в 
нуль в точках ± тс/к и 0. Обозначим через 80 £ (0, тс/Х) точку, где 
А ,(&„) = max Ах(8), и предположим, что А։ (&0) > 0. Так как функция 

|о, «/>•!
Ах (8) является ).-тригонометрически выпуклой, то в силу уже упо
минавшегося факта ([2], с. 78, е)) имеем

Aj (&) > Aj (80) cos X (8 — 80), |& — 80| < тс/).. (10)
-• • 1 I

Так как 80 £ [0, -к/).), то (10) имеет место при 8 = 0 и 8 = тс/Х. Поэто
му из (10) следует, что cosX &0 << 0 и cos (я/Х — 80) ֊< 0, т. e. cosX 80=0, 
80== тс/(2).). Таким образом, А1(8)^> Al(80) sinX8 и А (8)>АХ (80) sinXd — 
— a.cosX& при 8£[0, г/).]. Отсюда вытекает, что max А (&) >-

•' '_________ . (0, =/Х]

У֊ V (80) т я2 > 9> что невозможно.
Лемма 3. Если 1<^Х<3/2, то справедливо равенство

А(8) = — a cos X 8, |8 < тс. (11)

Доказательство. Положим
■о 1

g (г) = J ехр {— /р ֊4֊ г /) р-!‘! dt.

1 - ,

В силу известных фактов (можно, например, воспользоваться теоремой 
2.4.4 из [3], с. 54) функция g— целая порядка X и типа а, где X и ст опре
делены (2). Обозначим через Н (О) индикатор функции g. Покажем, что 
при условии 1 < X 3/2 (которое эквивалентно р 3) справедлива 
формула

Я(9) = facosX&, |&|<тс/(2Х), (12')
(О, «/(2Х)<|»|<тс. (12")

Сначала отметим такие свойства функции Н:

/7(8) =0, тс/2<|8| <тс, (13)

/7(8) > с cos). 8, I&ICtc/X. (14)

Первое следует из ограниченности функции g в полуплоскости Re z 0 
и хорошо известных фактов об ограниченных аналитических функциях 
(см., напр., [2], с. 315). Второе вытекает из очевидного равенства 
/7(0) = max /7(8) = а и уже использовавшегося свойства индикаторов 

[-«.«)
([2], с. 78, е)). Заметим также, что функция /У является четной и 
2тс-периодической.
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Равенство (1) при s -» 1, ß = r/p можно записать в виде

Ф,. F (е"‘։-И' se'T,,> - е՜'՞'1-11’ g (֊ se-''/?) + gl (s)l,

где

?1(s)= 1՜ expIC'-sCH’^^OG^), |s| —» oo.

i (i. b/p)

Используя связь между индикатором суммы целых функций и индикато
рами слагаемых ([2], с. 73), видим, что справедливо неравенство

Л(») < max [Н (& — я + я/р), Н (ft 4- к — т./р), 0), (15)

которое обращается в равенство всюду, где одна из трех величин, стоящих 
в фигурных скобках, строго больше двух остальных. Учитывая, что 
я— т./р = я/л, перепишем (15) в виде

Ä (ft) < max \Н(Ь-т./>.), Н^ + т./).), 0}. (16)

Положим 0 = я/(2Х). В силу (9), (14) и (13) соответственно имеем 
А (я/(2).)) = О, Н{— я/(2Х)) ^-0, Н (3 к/(2Х)) = 0 (последнее вытекает 
из (13), так как Зя/(2Х)£[я, Зя/2]). Если бы было Н(—*/(2Х))>0, то 
(16) обращалось бы в равенство, откуда следовало бы, что А (я/(2Х))^>0, 
поэтому заключаем, что /7(—я/(2Х)) = 0- Таким образом, функция Н 
совпадает с тригонометрической функцией а cos X ft на концах отрез
ка [—я/(2Х), 0]. В силу свойства индикатора ([2], с. 74, лемма 6), 
тогда на всем отрезке должно выполняться Н(^) -С ° cos X ft. Учиты 
вая (14), заключаем, что справедливо (12').

Остается еще доказать, что /7(ft) = 0 при t./(2'i.) (0| < я/2. Для
этого заметим, что так как X -С 3/2, то длина отрезка [я/(2Х), я/2] 
строго меньше я/л. На концах этого отрезка имеем Н(ft) =0, поэтому из 
свойства индикатора ([2], с. 74, лемма 6) следует, что /7(&)-С0 на 
всем отрезке. Из того же свойства и (13) заключаем, что ни в одной 
точке отрезка неравенство не может оказаться строгим. Тем самым 
(12')—(12՞) доказаны.

Из (12') — (12") видно, что на интервале (я/(2Х), я) имеем 
/7(0— т.р.) 2> /7(& к/).) > 0. Поэтому на указанном интервале в не
равенстве (16) имеет место знак равенства и, следовательно, A(ft) = 
= — э cos X ft. Таким образом. (11) справедливо при я/(2Х) С |ft]я. 
Учитывая (9>, убеждаемся в справедливости леммы.

Лемма 4. Если X 3/2, то
h (ft) < о, Зк/(2Х) << я. (17)

Доказательство. А) Рассмотрим сначала случай 3/2 Х< 3. 
Фиксируем ft <7 (Зя/(2>.), я]. Легко убедиться, что тогда cos(& ± Зя/ 
/ (2р)) > 0 и, следовательно, при arg s = 8 имеем Re (s exp (±Зя։‘/(2р))>0. 
Поэтому представление (1) сохраняет силу и при ß = 3 я/(2р) (заме
тим, что из X 3 следует ß < я). Таким образом, при arg s = ft имеем 
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ф'^5)=ъЬ"{ ’ [ + f + J ьX I */ V •* /
Д*(1, Зх/(2р)) £~(1, Зх/(2р)) , ГЛ, Зх/(2р)Х

Очевидно ՝՛ \ t

J = j exp 1 ֊ itr - s t e±Ä'/(2f) ) f <*֊» rfZ| < 

£±(1. 3x/(2pl). 1

< J exp { -|s| t cos (» ± 3«/(2p) ) } tr ™ dt = о (1), |s| ֊> со,

I J < (3«/p) el'L

1(1, 3x/(2j>)

Отсюда следует, что h (&) <1 0.
Б) Рассмотрим теперь случай X > 3. Снова фиксируем & £ (Зк/(21), 

л]. Тогда cos (& + Зк/(2р)) > 0 (но* вообще говоря, не выполняется 
cos(ö-3k/(2p))>0) и, следовательно при args=$ имеем Re(sexp X 
X (3«z/(2p))) >0. В рассматриваемом случае будет г. < Зк/(2р), 
— — 2к 4֊ 3n/(2p) «С — к/(2?) и, как легко видеть, контур интегриро
вания 1(е, ß) в (1) можно заменить контуром, состоящим из. луча 
£“(1, 2« — Зк/(2о)), дуги окружности Z = [Ct|C|=l, — 2к 4֊ Зк/(2р) 
•< arg С <3«։/(2Р)} и луча L+ (1, Зя/(2р)} (лучи совпадают как множест
ва, но проходятся в разных направлениях)՛. Итак, имеем при args=8>

фр.н(5) = “г1 f + f + П =

2«z I J J J J
д+(1. злдад) l~(i. 2х-зх/(2р)) 1

=֊^t{4+4+/J-
2 к։

Справедливы оценки

j J < Jexp{֊|sHcos(& + 3x/(2p);)}.Zf(J_,l)dZ =

Z.+О, з«/(2р)) ։
= о(1), |sl—со;

ОО
J •< J ехр (— tf sin. 2к р — |s 11 X

L- (I, ։x-3r/(2p)) ։

X cos(&4-3k/(2P))} Z'(1-*,'<#=q(.1), |s|,֊>co„

(sin 2x p > 0, так как 1 <Z P <C 3/2);

J <2«eM..

i

Отсюда следует, что й (О) ^0. »■
Л ем м а 5. Если Я. > 3/2, Л =/= 2,. та
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Л(8) = 0, 3<(2/.)<|0| (18)

.Утверждение сохраняет силу .и при 7t. =2, если 2 (1—ц) не является целым 
числом.

Доказательство. ЗИредположим сначала дополнительно, что 
ip(l — р) ^> — 1. Заметим, что при >֊>3/2 будет х/2 < яр/2 <^3^/2, 
и можно записать представление (1) с s = О, 0 = к/2. Получим

Фр. Р (s) = \ 'exP 1КГ е + -֊- (1 — и) Sign< — siZ] pf(1-'л) dt. (19)
Л«* J £•— «•

•Отсюда видно, что функция Ф«, у .является преобразованием Фурье 
функции, которая может оказаться целой только в случае, когда 

,р = 2 (заметим, что у нас сейчас 1 <^р<^3 и, кроме того, 2 (1 — и) 
является целым числом. Относительно функции Фр, р. мы уже знаем, 
что Л (0)<0. Если бы, кроме этого, выполнялось также Л(к)<^0, то 
преобразование Фурье функции Фр, должно было бы быть целой 

•функцией. Поскольку это исключено, то мы приходим к выводу, что 
Л(к)>0. Учитывая (17) и свойства индикаторов, убеждаемся в спра
ведливости (18).

Освободимся от дополнительного ограничения р (1 — н)^>— 1. 
Из (1) легко следует, что при п = 1, 2, З,՛-՛

(-<Л)" Фр.р(5) = Фр.,(5), (20)
;где ч определяется -равенством и 4֊ р(1 — р) =р (1 — *). Ясно, что при 
достаточно большом п будем иметь р(1—м) > — 1. Как известно 
•(см., напр., [-4]), при дифференцировании целой функции ее индикатор 
не увеличивается. Так как для Фр,, равенство (18) уже доказано, а 
для индикатора Ф?, ,л, .во .всяком случае, верно неравенство (17), то 
лемма доказана.

Л е.м м а 6. Если X > 3/2, /. =^= 2, то

h /м= I— ° cos Х &> 1°1 < Зя/(2/.), 
.(О, 3*/(2k)<|Ô| <к. k

Утверждение ^сохраняет силу и при л = 2, если 2(1—ц) не является целым 
числом.

Д о к а з а т е.лл> с т во. В силу лемм 1 и 5 нуждается в доказательстве 
только равенство (21) .при |8| < Зк/(2л). Так как в точке 8=i:/k 
индикатор Л .достигает .максимума, то в силу уже упоминавшегося 
свойства ([21], с. 78, е)) имеем А(8)>— о cos 18 при |8— к/Х| к/Х. 
С другой стороны, на концах ютрезда [тг/Х, Зтс/(2>.)] имеем, в силу 
лемм 1 и 5, h (8) = — acos л 8 и-поэтому ([2], с. 74, лемма 6) на всем 
•отрезке Л(8)^ —acos к 8. Тем самым требуемое равенство доказано.

Ле мм а 7.. Пусть Х = 2 и число 2(1—р)—целее. Если 2(1 — 
— P') ^-0, ■7П0

Ai(8) =——.oos2 8, |8|<к. (22)
4
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Если же 2(1 — р) < О, то

Л(®) =
- — cos 2 0, |»|<3*/4, 

4
.0, 3*/4<|&К«.

(23)

До кааательсво. Пусть сначала 2(1—р)=0, р = 1. Тогда из 
(19) следует, что

Ф։,i(տ) = ~՜ f ехР {— — st'} di ехр (— s*/4), 
те J J/ те

и справедливость (22) очевидна. Если 2(1—р)>0, то в силу (20) 
имеем Фг. р.= (—<//^$)2<1-;1) Ф։, 1։ и (22) тоже выполняется.

Пусть теперь 2(1 — Р) =— 1, р = 3/2. Тогда в силу (20) будет 
Ф։, ! = (—<//Л) $2, з/2. Индикатор функции Фз, з/։ в силу леммы 1 от
рицателен при ? = 0. Поэтому при действительных 5 имеем

Փշ. з/։ (տ) = exp (— т։/4) rft.

Отсюда видно, что индикатор функции Фг,,з/2 равен 0 при 8 = к, и с 
помощью свойств индикатора получаем (23). Если 2(1—р) = — 2, 
р=^2, то из равенства Ф2,з/2=(—<//</$) Ф։, ։ аналогичным образом зак՜ 

лючаем, что Фз, 2 (•։) = ^ Фг, з/2 (х) </", и далее, что для индиктора функ- 

ции Ф։, 2 выполняется (23). Ясно, что справедливость (23) для любо- 
го целого отрицательного 2 (1 — р) получается по индукции.

Доказательство сформулированной нами теоремы тем самым закон
чено.
Физико-технический институт 
низких температур АН УССР, 

г. Харьков Поступила 7. IV. 1987

K Վ. ՕՍՏւ՚ՈՎՍԿԻ. Մ. Մ. Ջրթաշյաէֆ մի fimrgji վերաքնրյրպ (ամփոփում՛) 
Հետևյալ հարցը էրվել է Մ. Մ. Տրրայրսնի կողմից' գտնել k=p/(p—1), 

1
և Տ= (1— p-1) (I/p)₽ 1 p>l“A<i։ ունեցող

. .. 1“(-1)*_ A . * + 1 . /* + l \t
Փք,ււ(տ) =---------2 ֊— r(l-p-|---------- sinit/------------ Pjs*,

k Ց fcl \ p \ P /
—OO<p.<4-00, ամբողջ ֆունկցիայի h (v) ինղիկատորըւ 

Այղ ֆունկցիան նրա կողմից մտցվել է E(z, {*) ֆունկցիաների ինտեգրալ ներկայացում֊ 
ների կապակցությամբ։ •

Հողվածում տրվում է հետևյալ պատասխանը'

հ(՝>) = — օ cos X V, խ| < it, 
եթե տեղի ունի հետևյալ պայմաններից որևէ մեկը
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w) 1 <Х '3/2 f) !֊ =2, 2 (1—н) 4 «2 ршдшиш^шЪ uijp«42 РЦ։ ITjeut ffrtyflr-
г-—'

— a cos X v, Ы < —

A(v) =

I. V. OSTROVSKII. On a problem of M. M. Dzhrbathyan (summary)
M. M. Dihrbashyan posed the problem of finding the indicator A (6) of the 

entire function

. . . 1 - (_ 1)* / . * + l\ . fk + 1 \ .%^(s)=-------J —֊֊^-r(l-|xH-----------sin* (--------------n)s‘
« *-o Ar! \ p J \ p /

of the order 1 = p/(p—1) and of the type a—(1—p—։ )(l/p)։^f~1', p>l, — oo c p < co. 
He introduced this function in connection with the integral representations of the 
functions Ef (z, p). In the present paper the following answer to this problem is ob
tained:

If one of the following conditions is satesfied: a) l<X<^3/2, b) X=2 and 2(1—p) 
is a non-negative integer, then);

h (8) = — o cos X 8, |8| w.
In the remaining cases

A/8)=J~ocosXfr’ l8l<3«/(2X),
’ 10, 3k/(2X) < |8| < «.
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КЛАССЫ а; гармонических функции
В ПОЛУПРОСТРАНСТВАХ И АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ М. РИССА

Введение
Рассмотрим в единичном круге В класс всех аналити.еских функций 

/, для которых кончен нитеграл

УрЛ«)? (1 — И)“ 0<р<оо, — 1<а<оо.

Эти классы, которые мы обозначим через АР1, были введены впервые 
и обстоятельно изучены в работах [1, 2] в середине 40-х годов. Изучению 
свойств этих пространств посвящена к настоящему времени обширная ли
тература. Довольно полную библиографию можно найти в обзорной ста
тье [3].

В последние годы интенсивно развивается и теория пространств Ар 
в многомерных комплексных областях. Здесь следует отметить работу [4], 
где впервые детально изучался вопрос об интегральном представлении 
пространств А р (при а = 0) в широком классе многомерных областей. 
Отметим в этой связи также работу [5]. См. также обзорную статью [6] 
н библиографию в [3] и [7].

Существенные трудности возникают при изучении пространстз Ар 
гармонических функций в многомерных вещественных областях. Дело в 
том, что здесь не имеется аналога понятия представляющего ядра, которое 
играет важную роль в случае голоморфных функций.

По-видимому первой работой, где вводились классы Ар гармониче
ских функций, была статья Р. Койфмана и Р. Рохберга [5]. Они рассмат
ривали эти пространства в единичном шаре евклидова пространства /?я. 
Однако получить интегральные представления и доказать некоторые дру
гие факты удалось только для целых значений параметра а. Общий слу
чай был рассмотрен в [8]. Следует также отметить работу [9], где рас
сматривались классы гармонических функций несколько более общие, чем 

в верхней полуплоскости.
В настоящей работе мы занимаемся изучением пространств и гармо

нических векторных полей класса Ар в полупространствах. При этом ин
тегральное представление связано с целым параметром т 0, который 
определенным образом зависит от параметров р и я. Конечно, было бы 
желательно иметь представление, зависящее от непрерывного параметра, 
как это удалось сделать в [8]. Однако это связано со значительными тех
ническими трудностями, в частности с необходимостью привлечения по
нятий дробного дифференцирования и интегрирования, мало изученных з
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случае полупространства. Кроме того, дальнейшие основные результаты 
ничего не теряют от этого.

В первом параграфе вводятся необходимые понятия и устанавливают
ся некоторые простейшие свойства классов Арл, Доказываются также ос
новная теорема об интегральном представлении и теорема об ограниченно
сти интегрального проектора, связанного с интегральным представлением.

Второй параграф посвящен изучению. Систем М. Рисса класса Арл, то 
есть векторных функций из этого класса, компоненты которых удовлетво
ряют многомерным уравнениям Коши—Римана. Здесь и возникают сопря
женные гармонические функции и мы доказываем аналог теоремы М. Рис
са, который справедлив при всех р, 0 < р < оо.

Отметим в заключение, что отправной точкой для нашей работы по
служила статья Ф. Риччи и М. Тейблсона [9]. Точнее, наша теорема 1 
фактически является приспособленным к нашему случаю вариантом их тео
ремы 3.1.

§ 1. Классы Ар в полупространствах

1/Кр, ։ --

Обозначим через R"4՜1 верхнее полупространство в R'1՜'1: 
R+՜1 = {х = (х1։-• х„, x«+J)(R"+1: хя<1>0), х/ = (х1,---, хл)—про
екция точки x£R++1 на R". Мера Лебега в R"+' будет обозначаться 
через dx = dx' dxn^\, где dx' = dxx-• • dxn.

Для 0<.р<^<ю, —1<^а<оо обозначим через Ap = Aa(R."r+ ) 
класс всех гармонических в R!J.+ 1 функций, для которых

~ ։/р
| p/(xz, x,+i)f Хл+1 dx'

о ля

Следующий результат — обобщение известного результата Харди и 
Литтльвуда, принадлежащее И. Стейну и Ч. Фефферману [10].

Лемма 1. Пусть функция f гармонична в некоторой области G 
пространства Rw, jV^-2. Тогда, если В—некоторый шар с цент
ром в точке х £ R^ целиком лежащий в G, то для любого р, 
0<^р< сю, существует константа С=СР такая, что 

l/(»)l’<-^rfl/<s)i'-cy. (О
IBI j

где |В|—лебегова мера шара В.
В следующей лемме устанавливается порядок роста функции f£Ap 

при подходе к граничному подпространству или бесконечности.
Лемма 2. Если f^.Apa, 0<^р<^оо, а>—1, тпо справедлива 

оценка

l/(x)l<c|/|A.(x.+։)-<e+"+i^. (2>
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Доказательство. Пусть В, (х)—шар с центром в точке 
х^К"++1 и радиуса г = —хя+ь Тогда &(х)сЯ"+1 и по лемме 1 для 

2 I
всех р, 0 <^р<^оо

Л В,(х}

Заметим теперь, что при у£Вг(х), У„+1^х'я+1, поэтому будем 
иметь (учтем еще, что |5Г (х)| = сх£|})

|/« х'ж+1 < С (ХЯ+,)—1 у |/(у)|'^+։ <у х֊£\

ВгЮ

откуда сразу шолучаем наше утверждение.
Следствие 1. При 1 р < оо классы Ара являются банаховыми 

пространствами, а при 0 < р < 1 — полными метрическими простран
ствами.

Следствие 2. Если /£АР при тех же р и а и если к 1—
целое число, то

Функции класса Ар не имеют граничных значений в обычном смысле 
(см., напр., [9] для случая полуплоскости). Следовательно, никакого пред
ставления типа Пуассона не может существовать. Тем не менее функции 
этого класса обладают интегральным представлением, достаточно удовле
творительным для изучения многих их свойств.

Напомним, что ядром Пуассона в R՞՛*՜ называется функция

Для достаточно «хороших» гармонических функций в К+՛1 справед
ливо интегральное представление (о точных условиях см. [11])

/(*) = у/(у՛, °)Р(х' —у', х^«. 

я"
Определим теперь ядро <2(т), заданное в Я՞4՜1 X R"/1, следую

щим образом (т б—целое)

* Символ А X В означает, что существуют константы и С։ такие, что вы
полняются неравенства СгА В СгА.
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Q("’ (х, у) = < -% • ֊^֊ р (У - у', хя+1 + уя+1). (3)

Полагаем для простоты Q<0) = Q.
Простое дифференцирование ядра Пуассона дает

<?(х, 9) = с, к1тк-Г-»(х»1+к„,Г? ,
(Ix'—у'|։+ (*«+! + ։/„ ц)1) 2 

и поэтому

iQ(x, у)1<--------------------- ----------------- ^г-.
(Ix' — n'j* + (хл+1 + уяИ)։) 2

Дальнейшее дифференцирование показывает, что справедлива сле
дующая

Лемма 3. Пусть гп — неотрицательное целое число. Тогда справед
лива оценка

I <?”’(«. s) <--------------- - --------- тага • («>
(|xz — у'? + (хя+14-уя+1)։) 2

Теперь мы можем доказать теорему об интегральном представлении 
классов Аа.

Теорема 1. Пусть f (- Аа, 0 < р < оо, а^> — 1« т—натураль
ное число, удовлетворяющее условию

т -------------------п — 1; О Р -С 1> о։ >------------ 1, 1 < р < оо. (5)
Р Р

Тогда имеет место интегральное представление

t(x) — J f(y) Q1՞" {х> У՝} y"+i dy. (6)

R"+1

Доказательство. Убедимся, во-первых, что интеграл (6) ко
нечен. Пусть сначала f^A\ и — целое. Тогда воспользовавшись
оценками леммы 3, получим

I IQ(m) (*, 101 Уя+1 dy' dyn^ <

К+

dy' dyn^<^,1/(р)1

так как р7+։/(хя+1 + pn+])'։ + l + m < Су’ + 1, если т>։, для любого 
фиксированного хя+1>0.
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Если 1<^р<оо, то воспользовавшись неравенством Гёльдера 
* * ' 1 4- я
получим, что при ш^>---------- 1 интеграл (6) конечен.

Р
Наконец, если то применим вложение с

р — —п + * —п — 1. Это вложение можно получить буквальным 
Р

повторением рассуждений предложения 2.2 из работы [9]. Следова- 

тельно, в этом случае интеграл (б) конечен при тп>--------------(п+-1).
Р

Перейдем теперь к доказательству формулы (6).
Из оценок леммы 2 следует, что в любом подполупространстве 

-Гл+1^>с^>0 вК"+1 функция ограничена. Следовательно имеет 
место представление Пуассона

/(х, хя+։) = I Р(х— (1у’.
д.’ \ £ • \ " /

. R՞
Для произвольного /V > О интегрирование по частя։։ дает

R"
✓ 1 +1 л / \ Г -I I • ч

=——;— /М—֊) у«+1 дхП^ + 2Еу1)х
пи и \ 2 / 4՛ иХп+1 \ 2 /

R« 0
№ д”

X +/« 2У4-х„+1)Н----- 4-—+ (7)
П1\ ихл + 1

Теперь воспользовавшись следствием 2 из леммы 2 мы видим, что 
все остаточные члены в правой части (7) стремятся к нулю при М —► оо. 
Переходя к пределу окончательно получим
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Теорема доказана.
Обозначим через ££ = ££ (Я"т1), 0<^р<^со, а^> — 1, класс всех 

вещественных измеримых функций в R"4’, для которых конечна вели
чина

кК. «= У к (*'• ХЛ+1),/’х’+1 </х' </хя + 1.

а"/1
Ясно, что Д?с=£?.

Из рассуждений, приведенных в начале доказательства теоремы 1 сле
дует, что интеграл в правой части (6) имеет смысл и для функций класса 
£?, если 1 и выполнено условие (5). Если же 0 < р < 1, то этот 
интеграл может вообще не иметь смысла.

Далее ясно, что функция

Тт 8 (х) = у 5 (у) <2(т) (х, у) у”+1 <1у (8)

гармонична в Я++1. В следующей теореме описывается точный класс 
функций, куда действует оператор Тт.

Теорема 2. Пусть 1-Ср<^оо, а> — 1 и т—целое неотри- 
\ 1 + а Л ,, цательное число, удовлетворяющее условию т^>----------- 1. 1огда

Р
оператор Тт является непрерывным проектором из № в ֊4».

Доказательство. Заметим, что если а—целое, то при р = 1 
необходимо взять т > а +1, а при р^>1 можно взять и т=и.

Пусть сначала р = 1 и #££^, т.>г. Обозначим /= Т”^#. 
Тогда имеем

У 1/(х', хя+1)| х“+1 с/х' с/хл+։ < 

яД+1

< [ с/хл+։ | к(у)||Р։т) (х, у)1»"ц <4/л+։ =

= У ^(уУу^+г^у^у^ | | <2(ш) (х, ^)| х;+։ </х'с/хл+։. (9)

дя4՜!

Но из оценок леммы 3 получаем

У I О'*’ (х, з)| *х' < С(х„,, +зЛ+։)՜'՞՜1

R"

з)| х“ + ։ dx՚ dxn+l <
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< С С------- *1±1------- г</хя+1 = С^֊"
3 (хя+1+уя+1)п+։

Подставив (10) в (9) получим требуемое неравенство.
Случай 1 < р < оо основан на одной лемме Ф. Форелли и У. Руди

на (см. [7]).
Лемма 4. Пусть ц—некоторая положительная мера, заданная на 

некоторой <з-алгебре подмножеств множества X. П редположим, что функ
ция К: X X X—* [0, со) измерима, 1<р<^оо, р' = р/{р — 1), и 
пусть существует измеримая функция ^:Х-^[0, со) и постоян
ные а и Ь такие, что

У к (х, у) 8 (у)р՛ (1 Р(9) < (а 8 (х)У' (х £ X) 

х

у) 8(*)Р *?(*)К(Ь8(У))Р- (?€*).
х

Тогда равенство Т/ (х) = К (х, у) / (у) <1 р (у) определяет
х

непрерывный оператор в О' («/р) с |7'Ц<:а6.
Воспользуемся этой леммой с X = Н"+‘, </ р(х) = х^+1 с1х, К(х 

у) = \(2'֊т) (х, у)\у”^ И ^(х) = х’+։, где 2—достаточно малое положи
тельное число. Тогда доказательство втор ой части теоремы све
дется к установлению неравенства типа

У I ^тЧх, у)| УЖ * (1У < Сх^+1. 

я;+։

Это же неравенство мы уже доказали при выводе выше неравенства 
(10). Доказательство теоремы завершено.

§ 2. Гармонические векторные поля класса Ар

Пусть вектор-функция Г(х) = (А(х),•••,/« (х), /«+։ (х)) задана 
в R՞*4 и все ее компоненты принадлежат классу С1. Мы называем Р. 
гармоническим векторным полем (или системой М. Рисса), если удов
летворяется система уравнений Коши-Римана

(у'^=0,
,а дх,’ ՛ (11)

'•ОХк ОХ]

Это название оправдывается тем. что из условия (11) следует сущест
вование некоторой гармонической функции Н в К’+։ такой, что Р = 
(см., напр., [12]). Отсюда в частности следует, что все компоненты 
А—гармонические функции.
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Система функций

Л (х) = с„----------- > 1 •</-< п + 1,

(1*Т + *2+1)2
где Р л+։ = Р, образует гармоническое векторное поле (см. [11], § 4 гла
вы 3. Это очень легко проверить и непосредственным вычислением). Кро
ме того функции Р), / п связаны с ядром Пуассона преобразова
ниями М. Рисса [11])- Это обстоятельство дало возможность И. Стейну и 
Г. Вейсу распространить теорию пространств Харди Нр на гармонические 
векторные поля в Я;+Х ([11, 12]).

По аналогии с этим мы »ведем систему ядер 0, )т,։ которые в совокуп
ности с введенным ранее ядром Q^,n, составляют систему Рисса. При помо
щи этих ядер окажется возможным построить теорию пространств А р гар
монических векторых полей в полупространстве.

Мы говорим, что гармоническое векторное поле Л= (Д,- • •, /„+•.) 
принадлежит классу Ар, если

К1р, »= | |Г(х)|',х’+1«/х =

Обозначим (/п-целое, /п 0)
/__ ^т+1

<2>т) (х, у) = —--------лзгпт-х«+1 + уя+1)» 1 <7՜ < «•
иХл+1

(13) 
Ясно, что вектор-функция (?т(х, у) = (01(/П),• • •, 0>пт\ (21т)) является 
системой Рисса по переменной х.

Так как производные ядер Р>, 1 п, имеют существенно тот же 
вид, что и производные ядра Пуассона Р и удовлетворяют одинаковым с 
ним оценкам, то по аналогии с леммой 3 мы немедленно получим следую
щий результат.

Лемма 5. Для ядер <2/т) справедливы оценки (1-С/ О)
Лт1^-<п

Ю)т,(х, у):<С(|х'-И։ + (хя+1+^+1)։) 2 . (14)

Пусть теперь задана некоторая функция /4«, 0<^р<^оо, а>—1.
Определим еще п функций по формулам

/у(х', х„+1) = [ — (1у', 1</<п. (15)

R’

Замечая, что функции со всеми своими производными стремятся к 
нулю достаточно быстро при х я+1~>- «», мы, поступая так же, как при до- 
6—436
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казательстве теоремы 1,получим следующие формулы для выражения этих 
функций через ядра

//(*)= J f(y'> У„Лу"+\ <?)"”(«> y) dy' <tyfl+4r. i։</<n, (16). 

рЛ + 1 к+

где т удовлетворяет условиям (5) из теоремы. 1..
Полученная таким образом вектор-функция fn, JY

является, очевидно, системой Рисса.
Верно и обратное: если F= (Д,•••, f„, f) есть гармоническое 

векторное поле, то все //, 1-^у^п, связаны, с f преобразованиями. 
М. Рисса в любом подполупространстве xn+i > с > 0 и» следователь
но, выражаются формулами (15) (см. [11], гл. 3, теорема 3):

Нашей основной целью является доказательство того, что «оператор 
гармонического сопряжения», задаваемый формулами ('16), непрерывен 
в Д'-

Для этого нам потребуются, некоторые, дополнительные факты. Пер
вый из них — известное разложение Уитни. Мы. сформулируем, его приме
нительно к нашему случаю.

Лемма 6. В R"+' существует набор замкнутых кубов [Д*}՞,. 
со сторонами, параллельными координатным: осям, такой, что

1) UA* = R;+1;

2) Внутренности всех Дк попарна не пересекаются;.
3) diam Д*-С dist (Л*, С R++')<^4diam Д*;
4) Если Дд—куб с тем же центром, что и Д*, растянутый в 

5/4 раза, то система {Д*]“ образует конечное покрытие^.՛՝^. Точ
нее, любой куб Л* пересекается с не более чем 12n+1 кубами

Для доказательства см. [11], теорема 1 и.предложения 1-—3 главы 6. 
Заметим только, что в нашем случае это разбиение можно построить явно.

Лемма 7. Лусгь Дк—некоторый, куб из. предыдущей, леммы. Тогда,, 
если / гармонична в R" + 1 и x^ki—центр куба Л», то для՛ всех р и 
а, 0<^р<^оо, а^> — 1,

max |/(х)Г(х<«^ < -£֊ С i/(^ a*n+] d9i. (17)-

где х^Д —(п 4-1)-я координата тонки х{кК
Доказательство. Пусть максимум достигается в.некоторой точке 

х£д*, и пусть В (х) —наибольший шар с. центром в. точке х, содержа
щийся в б՝к. Тогда по лемме 1

В (х) •
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Но в силу условия 3) леммы 6, если у£В(х), то 
Следовательно, учитывая, что |Л(х)|Х|Д*|Х[Д*|> получаем утвержде
ние леммы.

Теперь мы в состоянии доказать нашу основную теорему.
Теорема 3. Пусть О < р оо, а > — 1, Тогда, если //,

1 < / < п, ее гармонически сопряженные функции в смысле уравне
ний (И) Коши-Римана, тп все они принадлежат тому же классу 
А՞ и

(18)

Доказательство. Случай 1 р < оо фактически следует из 
теоремы 2. Действительно, достаточно только вместо леммы 3 применить 
лемму 5 и мы точно так же, как и при доказательстве теоремы 2, получим 
неравенство (1в).

Обратимся поэтому к случаю 0 < р < 1. Здесь мы применяем тот 
же метод, который позволил Ф. А. Шамояну доказать аналогичный ре
зультат для гармонических в круге функций ([13]).

Пусть у фиксировано, и

/у(х) = У /(у) СГ’(х, у)у”+1 (1у. (16)

Теперь применим разбиение на кубы, описанное в лемме б. 
Тогда, если учесть, что 0<^р<С1, получим

р р р , 1р
х\.,л </х< /00 $/ (*, У)!С1 =

рЛ+1 ря+1

Р
Уу (1х

< [ *:+։ 2 (У 1/Ы1|<#”(х, У)|^+1 dy^pdx < 

«у* ‘ 4<

< С I *:+1 (X ^11)'ПР1^т,(х, у<*>)Р тах |/(дг)|я|Ай^ I г/ж = 
.7 1* д* )

ПЛ+1 к+

= С2тах|/(у)|/’|Л4|₽(^»21П у «^’(х, у^х^х. (19)

Здесь, как и ранее, у(к>—центр куба Д* и у^—его (п + 1)-я 
координата. Далее, если выбрать т настолько большим, чтобы 
(л + 1 + т) р > п + 1, получим, воспользовавшись оценками леммы 5,
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| У 10Г։ (х, у(*01р х՝ н։ ах' ахп ,1 <

О R«

< С | ^-+1 У----------------------------------------- -+Г+-7^7

° «" (|х'-р<т + (хЯт։+!да։) 2

Г {’ х*+1</Хя + 1 _ Г/„(*) \—"Р+ <<ч-1)(1-р)

3 (х.+։ + ^11)1',+։+",Р՜՞ 4+1

Поэтому можно продолжить неравенство (19) и, учитывая что։ 
|л*! адг+1 , получить в силу леммы 7

И< ■ ֊< С £ тах |/(я) |₽|^Г (^*>,)° =

= С 2 тах \/(у)\р(у,пк11)а |д*|< 
« *к

< с £ ау^с у |/(«,)|р уап+1 ау.

Ч и"+1

Теорема доказана.
Заключительные замечания. Полученные результаты до

пускают обобщения в различных направлениях.
1) Можно рассматривать более общие пространства гармонических 

функций в Нд-+1 Например, пространства со смешанной нормой или про
странства с более общими весами. В любом случае все наши результаты 
останутся в силе, если только гарантировать, что функции этих классов 
стремятся к нулю со всеми своими производными достаточно быстро при 
хп+1 —» ос,

2) Можно вместо гармонических векторных полей рассматривать век- 
тор-функции, удовлетворяющие так называемым обобщенным уравнениям 
Коши—Римана (см. [12], гл. 6). Если эта система эллиптическая, то онл 
эквивалентна системе Коши—Римана и мы приходим к тем же результатам.

При изложении, однако, мы сознательно избегали этих обобщений, 
чтобы в излишней общности не потерять существа дела.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 3. III. 1986

Ц. 1՝. 51'Р1).СЗи.Ъ. Ц^ишшшгшбщр^тЬЬЬгпи! £шг<1пБ|11| цшиЬг Е 1Г. Лфии|1

у[։и1шр1р[пи1 Ы> 1{^иш1лшрш^П1.р^пЛЪЬрпи1 ^шрЛпЪр1( ^>пЛ1{д/1шЪЬр^ гршиЬр, 

прпЪр {гЪшЬ^рЬ^ ЪЪ риш 0<р^оо, —-1 <а<оо, крк
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J !/(*։»•••» х«> Лпд+i (х)< ое.

в-+։
/Х/фо/ДиД ֆունկցիաների համար, որոնք ընդհանրապես ասաէ չունեն եզրային արմեքներ, գտնը- 
վո,մ է ինտեդրալ ներկայացում։ Ապացուցվում է, որ այդ ներկայացման հետ կապված ին

տեգրալ պրոյեկտորը սահմանափակ է կշռային Լք-ից եթե 1<р<СО,-
Հարմոնիկ ֆունկցիաների համակարդերի համար ապացուցվում է հարմոնիկ համալուե֊ 

ֆոէնկցիաների վերարերյալ Մ. Ռիսսի թեորեմի անալոդը. եթե f£AP ապա նրա հարմոնիկ- 
համալուծ ք^, ... , ք ո ֆունկցիաները նույնպես պատկանում են այդ դասին և

Яд Яд

А տարրերություն կլասիկ դեպքի, այս անհավասարությունը ճիշտ է p-/r բոլոր արժեքների- 
համար, Օ-Հթ-Հօօ,'

A. E. DJRBASHIAN. clatte* of harmonic function» tn half-space* and an 
analog of M. Rie*g theorem (summary)

We consider classes of harmonic functions in half-spaces which are integrable; 
with respect to the Lebesgue measure; f € Ap„, 0<p<oo, —l<a<oo if

[ • • ”. x„, ■Гл+ОН’ Հ+i dmn+i (x) < 00.

рл +1 
*4֊

For these functions, which in general have no boundary values, we find an; 
integral repesentation formula. We prove also that the integral operator connected 
with this representation is a bounded projection from weghted Lp to Ap for l<p<oc.

For systems of functions in Ap we prove an analog of M. Riesz theorem on 

conjugate harmonic functions; if f C Ap, then all its conjugate harmonic function* 
/1,... ,fn belong to the same class and

Ifsl-<СШп
Яд Яд

In contrast with the classical case this inequality holds for all values of p,_ 
0<p<co, a>—1.
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УДК 517.547
КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

М. М. ДЖРБАШЯН, А. О. КАРАПЕТЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ФУНКЦИИ, АНАЛИТИЧЕСКИХ В ОБЛАСТИ ЗИГЕЛЯ

В работах [1, 2] впервые были введены классы Нр (а), 1 р < оо,. 
а > — 1, голоморфных функций в единичном круге, удовлетворяющих 
условию вида:

(1)>
ւ:|<յ

(С = и փ ю).
Одновременно было доказано, что любая функция класса Нр (а) допускает 
интегральное представление

(2).
« Л ? (1 — я- С)

Ь'1<1
(С = и + /и).

Этот основной результат положил начало целой серии работ, посвященных 
интегральным представлениям определенных классов голоморфных функ
ций. Прежде, чем дать краткий обзор этих исследований, введем некото
рые обозначения.

Для произвольного п > 1 обозначим через С" обычное п-мерное 
координатное пространство комплексных чисел. Если г = (ях, • • •, яя)£ 
£С", ш = (а»1։ •••, шя) £ С", то положим

<я, ш>= £ гк-шгг |я| = /<я, я>. (3)֊
к=1

Для О < г < оо введем следующее обозначение:

Вя.,= ибС", |я|<г). (4).

При г = 1 вместо Вп, ։ будем писать просто Вп (единичный шар из Ся). 
Далее положим

П+=[яеС։, Лпя>0). (5)-

Для произвольного открытого множества £)сСя обозначим через- 
//(£)) пространство всех голоморфных в £) функций. Через т(я),

* В последние годы .ряд авторов без серьезных научных оснований называют про
странства Нр (а) пространствами Бергмана или весовыми пространствами Бергмана.
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х£Сл, будем обозначать 2л-мерную меру Лебега в Ся = И2л. Нако- 
нец> если л$> 1 и С1, положим

(а + !)•...•(<։ + л)
сп. . =--------------~п--------------К (6)

Справедлива следующая
Теорема А. Пусть 1 -С Р<С 03» а^> —1, 0< г*\ °°> / (;Н(ВП։ г) 

:и
У |/(9Г-(г։-|С|։Г</л1(0< + оо. (7)

Тогда

/ \г) = сп.г | С>)Л+։-. . (*Вп- '}• К8)
ВЯ. Г

Эта теорема при л = 1, т. е. для круга В\. г=(х^С1, |г|<^г), 
непосредственно следует из приведенного выше интегрального представле
ния (2), впервые установленного в работах [1, 2]. Впоследствии теорема 
была обобщена на случай п > 1 Форелли и Рудиным [3]. Отметим лишь, 
что в отличие от [3], для случая п. > 1 теорема А может быть проще до
казана методом, развитым в оригинальных работах [1, 2].

Естественным продолжением этих исследований явились попытки по- 
.лучения аналогов интегрального представления (8) для неограниченных 
• областей. Основываясь на интегральном представлении (2), М. М. Джрба- 
шян и А. Э. Джрбашян [4] тонким предельным переходом впервые 
.строго доказали следующую теорему.

Теорема Б. Пусть 1 -СР ® > —1, /6 //(П+) и

УI/ (о։)|р ‘ (^т ш)а Ш < + со. , (9)

г5+

Т огда

Г
/(щ)— е -2*-(а + 1) 1 /(ш)-(7п1ш)<1б//п(ш) (10)

к I (ш — го)2՜“
п +

(шбГЪ).

Нашей целью является распространение интегрального представления 
■(10) на некоторые области из С՞, являющиеся п-мерными аналогами 
верхней полуплоскости П+сС1.

Для более широкого класса многомерных областей С. Г. Гиндикиным 
[5], а затем Койфманом и Рохбергом [6] были получены интегральные 

•представления, аналогичные (10). Об этом более подробно будет сказано 
нами ниже.

1.1. Для произвольного г = (яи я։, • • •, хл) £ Сл положим У=(х։, • • • 
яя) £ С՞՜1, так что х= (г1։ г'). Если г, ад£СЛ, то будем при

менять следующие естественные обозначения:
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, " _ ___________________
г , > = £ г*-»*, |х',= | О', г > . (1.1)

*=з
Основным объектом нашего рассмотрения будет область Зигеля 

в С":
2я=[ш = (ш1։ «/)£СП, 1т шх^>|в/|։]. (1.2)

Отметим, что £21=П+сС1. Рассмотрим преобразования Кэли:]

ФЦяр-, *-)-('—*• ։֊֊> ■■■> (1-3)
\ 1—гх 1 — 2! 1—^1/

(^Вп),
\ —< 2»։ 2шЛ \Ф 1:(№1>...> »«)֊*( —Г.) П֊4)

Хшх + г ■и>!֊\-1 п}х+1/
(«> £ 2,).

Хорошо известно, что Ф и Ф՜1 осуществляют биголоморфный изомор
физм областей Вп и ЙЯ. Через Д и Д՜1 будем обозначать комплексные яко
бианы отображений Ф и Ф՜1, соответственно. Следующая лемма доказы
вается посредством довольно простых вычислений.

Лемма 1.1.
1. Для всех п 1

Д 1 (ш) = 2я г 
(ш1-Н)',+1

2. Если ш, ш£2Л1 то для п>1

1-<Ф՜՛ го, Ф՜1 ֊ 2։(“>1 — «л)— 4<Гш', ш՛Ш    -— ------- -------=;——---------
(ш1+։).(ш1 —г)

(а>1+ /)•(«)!— г)

(1-5)

(1.6)

(1.7)

Наряду с йл будем рассматривать область

2Я = | ш = (шх,-• шл)^Сл, (1т ш*)։1 , (1.8)
I *—2 I

притом вновь 21=П^сС1. Можно показать (см. [5]), что существуют 
•отображения, осуществляющие биголоморфный изоморфизм областей 

2Л и 2Л. Используя явный вид этих отображений, удается перенести 

на случай области 2Л многие факты, установленные для 2Л.

1.2. Пусть £> одна из областей 2Л, 2Я. Положим
1т шх—|ш7, если £)=2Л,

К/, (ш, ш) = 1т и»х — V (1то>кУ, если £)=2Я. 
к—I

(1.9)

Кроме того, пусть 0<^р < оз, — оо °°. Для произвольной изме
римой по Лебегу (вообще говоря, комплекснозначной) функции /(^), 

положим
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Затем введем соответствующие пространства

(1.10>

/.:(£>)=(/. |/|р..< + °о),

Нр (£>) = Н(О) П /Л (Р). (1.12}
2.1. Всюду дальше предполагается, что 1<р< со, а> —1. Пусть. 

Р С С1, тогда будем писать Р »- (р, а), если

Нер>—— 1 (1<р<оо), ИеР>а (р = 1). (2.1>
Р

Лемма 2.1. Пусть и Р »-(/>, а). Го։да

г, И -€р(2,). (2,2>

Доказательство. Заметим, что при ш £ 2Л

|Г₽(ш)| < ехр |те-| 1т ₽>} -Гр (ш), (2.3}
где

(^2.). (2.4>|и>1— ։|

Если р — 1, то при ш60«

Гр (Ш) < I/(ш)| • (1т <0,- ИР)’ е I1 (2.т). (2.5}
Если же 1<Ср<°°։ то положив / = р/(р — 1), по неравенству Гёль- 
дера получаем

где

У Гр (ш) 4т (ш) < КЦр. а-I1'4, 

“я

/= 1 (1т шх—|л'|։) р <1т(и)

(2.6}

(2.7}

2.2. При произвольном Р £ С1 рассмотрим следующий интеграль
ный оператор:

Г. - 9п-։+₽ С /И-Ота»!—Н|*)? ^т(ш)Г>/М ֊ 2 -с., ,■ I [;Л_ ^-2 “

“л

где

А Д + Р /*
- ;---------■' '^4 14 8 С Ш £ 2л’

(а»!֊!- 0я‘и+₽3
“л

С (ш, ш, Р, /) =
(1-

/(со).(1т а»!֊ Н1*)Р___________
Ф-1 и, Ф՜1 ш >]л+։+₽.(ш1- г),1+1+₽

(«,<□., Р6С1)

(2.8}

(2.9}
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Из лем.мы 2.1 вытекает следующая
Лемма 2.2. Пусть /£Z.,(2n) и G(w, ®, ß, /) связана с f со

отношениями (2.9).
1. Если р = 1, компакт Ксс2п, 0<^Д<^оо, а<^а, то сущест

вует функция такая, что

|(7(w, ш, ß, /)К Т (®), ®£2Я (2.10)
равномерно по w£.K и ß £ С1 с |lm ß| -«С А, «-CReß-Ca.

2. Если 1<С/’<СОО> компакт KcQn, 0</4<ао, (а + 1)/р—1< 
<^а։<^а2, то существует функция Т^£1(2,) такая, что *

|G(w, u», ß»/)| < ^ (<“)> ®£2Я (2.11)
равномерно по w^_K и ß^C1 с |Im ß| С А, at-C Re ß-С Я։-

Следствие (a). Пусть f (®) £ L* (2Я) и ß ։- (p, а). Тогда 7?/(w) 
голоморфна, как функция от w £ 2Я.

Следствие (б). Пусть /(<«)£ £Я(2Я) и w£Q„. Если 1 <р<^оо, 
то 7?/(tt>), как функция от ß, голоморфна в области Re₽>(։+1)/р-1. 
Если р = 1, то T$f(w), как функция от ß, голоморфна в области. 
Re ß > а и непрерывна при Re ß > а.

2.3. Справедлива основная
Теорема 2.1. Пусть 1<^р<^°°, а^>— 1, /£//£(2я) и ß >-(р, а) 

Тогда
/(w)^ ^/(ш), ш£2я. (2.12)

Доказательство. Зафиксируем произвольное ш£2я и положим 
ßo=max|O; (a-f-l)/p—1|. В силу следствия (б) из леммы 2.2 нам до
статочно установить (2.12) лишь для вещественных ß ß0. ^Положим 
х = Ф~։ ш^ВлИ выберем г0£ (0; 1), так, чтобы z(^Bn. г при г0<.г<^1. 
При этом

и,е2л.г = Ф(А..г), г0<г<1. (2-13)

Рассмотрим следующую функцию:

= Жг’ <=&,•••. СлКА,. (2.14)
U Ч)

Очевидно, g^H(Bn)- Следовательно

J 1г (QI"• (г։- |С|? dm (С) < + оо (г0< г < 1). (2.15)

S„, Г

Применим к функции g теорему А, затем учтем, что х = Ф-1 w и, про
изведем замену переменной С = Ф՜1 ®, ®£2Я, г. Тогда получим

/(w).(w։+ i)“+l+f։ = сЯ։ г’- J Fr^)dm{^ (2.16)

(го<г<1). 
где

= /(„>.(,■-№-.|д֊.Wl.,։_,(2.17) 
(г։_ <ф՜1 w, Ф՜1 w»'*+1+9
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Здесь о։ £ йп, а Хп» г суть характеристическая функция множества £2П, г. 
В (2.17) перейдем к пределу при г| 1 под знаком интеграла, воспользо
вавшись теоремой Лебега, возможность применения которой обеспечи
вается леммой 2.1. Затем полученное равенство преобразуем при помощи 
формул (1.5)—(1.7), в результате получим (2.12), и теорема доказана.

Еще раз отметим, что теорема 2.1 была доказана С. Г. Гиндикиным 
[5] для более широких классов областей Зингеля, но для значений пара
метров р = 2иа=0 = О.

В дальнейшем Койфман и Рохберг [6] установили аналогичный ре
зультат вновь для р = 2 и при а — 0 > — 1.

Наконец, отметим, что обе эти работы опираются на технику преобра
зований Фурье—Планшереля.

2.4. Для области 2Л можно ввести оператор 7р, являющийся ана 
логом 7^:

1ш о)х—^(1тш*)։1 </л1(ш)

——1 _ —йт
։ (шх — + — £ (ш* — то*)’

I 2 3

(ш £ 2Я) (2.18}
Из теоремы 2.1 следует

Теорема 2.2. Пусть то, а^> — 1, (2Л) и 0 ։-(/>, <>■)„
Тогда

<р(ш)= 7р<?(ш), ш £ 2П. (2.19)

3. Рассмотрим при I > — 1 и с > 0 следующее выражение:

.л , , _ Г (1т К|8) ‘ бт (ш)_______
3 |г(ш1֊д>1)֊2<«,', ш>|я+1+‘+е

(«ей»).
Лемма 3.1.

(3.1)

сопз1
(1т — |п/|2)е

та £ $л> (3.2).

где константа зависит лишь от п, I, с.
Доказательство леммы опускается, поскольку в работе [6] вычислены 

более общие интегралы, методами, развитыми в [5].
Теорема 3.1. Пусть 1 </’<<», — 1 и комплексное число

0 выбрано так։ Не 0 (а -р 1)/р — 1. Тогда Т? является непрерыв
ным проектором на

Доказательство. Пусть /££?(2Л), тогда 7՝р/^/7(2л) в си
лу следствия (а) из леммы 2.2. Кроме того

- 17, / (т)| < сопа.. Г I/ <“)1 ■ (I- '“77 X ■ (3.3).
и В (“х- тах) — 2 < та , Ш > ) + г ₽
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При р = 1 утверждение теоремы следует непосредственно из (3.3) я лем
мы 3.1. Если же 1 <. р < оо, то положим <? = р / (р—1) и будем доказы
вать ограниченность оператора Т в пространстве £ (2Я) при помощи 
леммы Форелли—Рудина (см. [3]). Для этого положим

Q(w, «») =

(иа) = (Im о>1— |ш'|*)’ dm (ut),
/inRe

« + 1 + Re? ՛

(3.4)

(3.5)

Положительную функцию определенную в 2Я, будем искать в ви- 
де: £(<“)= (1тшх— |֊“'|։)՜*, 0<о< со, ш (; 2„. Тогда получаем, что 8 
должно подчиняться условиям вида

Re₽ — i՝g>- 1, а — 8-р^>— 1» Re 0 — аЗ р > 0. (3.6)
В силу исходных предположений такой выбор положительного числа 6 воз
можен и теорема доказана.

Зам е ч а н и е. При 1 < р < оо, а > — 1, Р > а теорема 3.1 яв
ляется частным случаем более общего утверждения (см. [6], лемма 2.8).

Справедлива также
Теорема 3.2. Пусть 1 С Р со, а — 1 и комплексное число р 

■выбрано так: Ие ? (а 1)/р—1. Тогда Т) является непрерывным 

проектором £։(2Я) на Нра(&п)- 
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УДК 517.51
•' ' ’ КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

В. М. МАНУКЯН 
I I

О НОСИТЕЛЯХ ФУНКЦИЙ, ОБРАЗУЮЩИХ ПОЛНУЮ 
ОРТОНОРМАЛЬНУЮ СИСТЕМУ 

- I

Ка-к было показано Орличем֊,в работе [1] (см., например, [2], 

стр. 174), для полной ортонормальной системы {<₽« (х)} ряд 2 (х)
л«=1 

почти всюду расходится. Пусть {$„ (х)} —(полная ортонормальная систе
ма функций в пространстве L2 [0, 1]. Положим

£я = {х|х^[0, 1], <р„(д)#=0}.

Из теоремы Орлича следует, что

S р £« = «». (1>
Л«1

Как известно существуют полные ортонормированные системы, для кото
рых |1Еп~^ 0. Например, для системы Хаара рЕп = О (— Y Возникает во- 

\ п /
прос, что можно сказать о скорости убывания р.Еп для полных ортонорми- 
рованных систем, оставаясь конечно в рахисах соотношения (1). Оказы
вается верно следующее утверждение.

Теорема. Для любой последовательности положительных чисел 
СО

еЛ(п = 1, удовлетворяющих условию 5^ел = оо, существует
л“1

в пространстве £2[0, 1] такая полная ортонормированная систе
ма функций (<?/1(х)|, что vEn<en, п = 1, 2,--- .

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая 
Лемма. Если даны:
I. целое число М > О,

II. ортонормированная система ступенчатых функций (x)}£.j на от 
резке [0, 1], причем все эти функции постоянны на интервалах՛

\ М М ) J

III. такая последовательность рациональных чисел а։ > 0, что

»*+։
0/=1, 0 = п։<Сп։<п։<-• 

я*+1

то систему можно дополнить ступенчатыми функция
ми "’»Флг’W таким образом, чтобы полученная:
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я результате этого система функций [тДх)))'^ удовлетворяла 
■следующим условиям:

1° система {ф<(х)|}^։ ортонормирована на отрезке [0,1],
2" концы всех интервалов постоянств функций ф<(х), 7՛ = 

= 1, 2,• • •, М'—рациональные точки,
3°. ։ = Л/',

4; характеристическую функцию любого интервала
\ М М / 

(1Су-<Л/) можно получить при помощи линейных комбинаций 
■финкций <р/(х)(7֊=1, 2,--՛, Л^).

Доказательство леммы. Составим матрицу А = {а/у}. (I 
1<;<М), где а/у—это значение функции <рг(х) на интерва

ле (------  > -^֊\ Из условия II леммы следует, что произвольн ые две
\ М М)

строки этой матрицы ортогональны, то есть

(а<‘>, а<‘'>)=£ а,у агу=0. (2)
/»։

Из этого, в свою очередь, следует, что

М> Ы. (3)

Если М=М, то система ('Р/(х)}^,։ является искомой.
Рассмотрим случай, когда М > Ы. Дополним матрицу А новыми 

строчками

6<О = (6п, Ьгм), 7 = 1, 2,-(4)

до полной ортонормированной матрицы А.
Функции <рУ+1(х), ?лг+2(х),-• •, «>/Г (х) будем строить пачками. Опи
шем как строится первая пачка функций. ___

Возьмем числа зх, »։,•••, °п, (см. условие III леммы), /V + 1-ую
•строчку матрицы А Ь{1)=(Ьи, Ьгм) и построим функции ^^(х),

= 1, 2,•••, п2 следующим образом:

'Рл/Ч-7 (Х) —

Л— 1 + £
Ьи, если х(; I -------- ■'°1

\ М (5)

61.и, если х £

0—в остальных точках.
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Функции, полученные в результате нормирования функций Т^Дх)' 
(1=1, 2, в пространстве [0, 1] обозначим через <рл,+/(х). Пред
положив, что уже построены первые к— 1 пачек системы {«р* (*)Ц2л+։г 
т. е. функции Туу-м (х),--, <ГМ+Н,(х),-• •, 'РЛЧя4(х)> для построения ко
торых использованы строчки Ь°\ 6(։), • • ■, 6(* ։> матрицы А и числа 
։°И"1ь опишем как строится к-ая пачка. Она получается в результа
те нормирования в пространстве £։ [0, 1] функций <Рл,+лл+/(х) 1=1, 2» 

••• » (л*+1 — пк), которые строятся следующим образом:

0—в остальных точках.

' I

6*1, если х£

/1-1 1 \՝ Е Ё °"*+> ։

1-1 1-1
< М ’ М /’

6*1, если х

/ 1-1 1 \
։ — 1 + У °„к+] г — 1 + у °„*+/ \

__________  1-^1________ ___________ /-21________ 1
\ М ’ М )

6*ж, если х С

( ЛГ-1+уаЯл+у М-1+ у °„к+1 \ 
/-1 1-1

< м ’ м )

Проверим, что построенная таким образом система {ср< (х)};=1 яв
ляется искомой, то есть удовлетворяет условиям леммы.

«»н
Из построения функций (х) и из того, что у а։=1 следует^ 

'-«*+։
что на интервале (-—֊—» — 1 = 1, 2, •••, М

\ М М /

■*+!-"*_
$ Ё <РЛг4-Я4+/(х) = 6«. (7>

|ма|

А так как матрица А по построению является полной орто нормирован
ной, то из (7) следует, что при помощи линейных комбинаций функций 
Ч’Дх), 1 = 1, 2,‘"» Л/' можно получить характеристическую функцию֊ 

произвольного интервала/֊------> —\ 1=1. 2,---, М, т. е. постро-
\ М М /

енная система удовлетворяет условию 4° леммы. Из остальных 
свойств нуждается в проверке только пункт 1°.

Если 1 <. 1 -/V, 1 < ։' < М — ЛГ, то 
) 

1 и лл /И л
(?Р <Рлг+/֊)= <Р,(х)ч’х+г(х)</х= 2 Ч’((х) <рл/+|. (х) <1х =

о 1-1
«И

Л <3/
“2,“" ‘'Ч«=О-
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Если 1 -< / -С п4+1 — пк, 1< < л4+։ — л4, /#=։', к = 1, 2, • • •, М — № 
(т. е. берутся две разные функции из одной и той же пачки), то 

(?#+.*+!» <Рлг+и4+1՛) =0>

так как носители функций, принадлежащих одной и той же пачке не пере
секаются.

Теперь рассмотрим случай, когда берутся функции из разных пачек. 
Нам нужно доказать, что

<*)» Ч’Лн.я4,+г (*)) = 0. (8>

Рассмотрим интервалы А։, 1=1, 2,... М, где

Легко заметить, что интервал Аг получается при помощи сдвига интервала;

pД^=pД1, ։'=1, 2,։։։, М. (Ю)՛

Кроме того

^(֊> «А '-1’2'-м- (п>\ м м /
Из соотношений (6), (9), (10), (11) и ортогональности строчек матрицы 
А следует справедливость соотношения (8). В самом деле

I 
м м 

(։Рм+пк+Р ’?Л+як.+г)=Е j <Р^я*+։(Х) ?.У+яг+г(х) ** = 

/-։
м՜ 

м г м
= Я | <Рл+л4+/(*) Ъ+.4.+։’(х)</ж= X Ьк‘ ЬкЧ иД,==

м
= Н Л1 5] Ьк1 Ькч = 0.

4—1

Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Возьмем последовательность ра

циональных чисел о,, удовлетворяющих следующим условиям:

0О/ <в/։ ։=1, 2, -- , о0=0, £ з/=1, 0=пх<л8<л։<-• (12) 

7—436
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Это всегда возможно, так как по условию теоремы ej. >0, I = 1, 2,...

и е։ = 4-°°. Первые ns функции построим следующим образом:
1—1

1 /'“1 ' \. . 77—՜’ если ( S 3/’ 2 е')’ / = t’ 2>"> п*
} з/ \/-о "о /
0—в остальных точках.

.Выберем натуральное число > и. таким образом, чтобы числа 
■°1» ап, нацело делились на Mv (Это всегда возможно, т. к.
числа а/ рациональны). Для числа ортонормированной системы

и чисел яЯ։+ь вл։ц,--։ , применив предыдущую лемму, по
лучим ортонормированную систему функций (f, (х)}^։. Так как по 
условию 2° леммы концы интервалов постоянства функций <рх (х), 

։<Pi (■*)»՛•■» ?лг, (х) рациональны, то можно выбрать натуральное число 
-Afj > так, что ясе функции {fz (х))^։ будут постоянны на интер

валах Для чисел М3 ортонормированной системы
\ Лто/

• (тЛх)1л21 и чисел ам+1» °<v։+:>՛” опять применим лемму и т. д.
Получим искомую систему ортонормированных функций, полнота ко

торой следует из условия 4° леммы.
Теорема доказана.

.Ереванский государственный
университет Поступила 1. VII. 1986
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