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Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաշվի։ արմւ ել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավսղը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն ոլ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջէ

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավսղով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամրւ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամվափումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում I

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
Համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

* ՜ **5. սԳր’ս1կ1սնծւթյո։նը* տնղս>վորվո։մ ՛է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

0. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգայի փոփո­
խությունները (օրիգինալի֊ նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպ քոսէ, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվռւմ է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում լզբաղվիլ մերժման պատճառների պարզաբանումով։

9, Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի /րիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բա դրամ յանի պող., 24 բ։ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա» ։
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УДК 517.9

А. А. ВАГАРШАКЯН

ОБ ОДНОМ НОВОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ УСЕЧЕННЫХ 
УРАВНЕНИИ ВИНЕРА—ХОПФА

Настоящая статья посвящена исследованию интегрального уравнения 

а

к(х — 1)/Ц\сН = з(х), 0 <х < а< со. (1)

о

Эти уравнения ֊отличаются от хорошо известных уравнений Винера—Хоп­
фа тем, что верхний предел в интеграле — конечное число. Отмеченное об­
стоятельство существенно осложняет исследование уравнения (1), так как 
классический метод факторизации, позволяющий во многих случаях эф­
фективно решить уравнение Винера—Хопфа, в этом случае не проходит.

Рамки настоящей статьи не позволяют остановиться на важном зна­
чении этих уравнений для ряда задач физики и техники, а также на суще­
ствующих методах их решения. Достаточно полный обзор об уравнениях 
(1) можно найти в работеЛ. А. Сахновича [1].

В настоящей статье предлагается новый метод решения уравнения (1). 
Статья состоит из пяти параграфов. В первом ֊параграфе излагается сущ­
ность предложенного метода, который, в общих чертах, основан на возмож­
ности представления ядра к(х) в виде ряда

& (х) = — а<^х<^а, (2)

где система {е'* 4*}  имеет конечный дефект (см. определение в § 1). Во 

втором и третьем параграфах исследуется вопрос о конечности дефекта 
системы {ел'* х| в интересующих нас՜։ пространствах функций. В 

четвертом параграфе приведены достаточные условия, обеспечивающие 
представление ядра к (х) в виде ряда (2). В последнем параграфе на кон­
кретном уравнении вида (1) иллюстрируется предложенный метод.

1Э. Обозначим через Вг(а, Ь), 0<^з<1, пространство Бесова, 
■состоящее из тех функций /(х)) а < х < Ь, для которых сходится 
интеграл

л л ь
<= [|/(*) в|Ле+ |՜

а л а

Определение. 'Система ,(е'1Х*х( имеет конечный дефект в про­

странстве Щ (а, А), если прибавляя или отнимая из этой системе конеч­

ное число функций получаем полную и минимальную систему в
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Вг (а, Ь). Дефектом этой системы в Вг (а, Ь) назовем число п (з), рав­
ное количеству прибавляемых функций, 'если придется прибавить, и 
равное количеству отнимаемых функций с обратным знаком, если при­
дется отнять.

Пусть к (х) допускает представление (2). Рассмотрим уравнение 
(1) с*  правой частью §(х) £В?(0, а) и с искомой функцией / (х) £ 

£ (0, а). В зависимости от того, какие конечные дефекты имеет си­
стема {е,Х**]  в пространствах Вз(0, а) и В։(0, а), возможны различ­

ные утверждения относительно -разрешимости уравнения (1)< В при­
веденной ниже теореме рассматривается случай, когда п(о) = 0.

Теорема 1. Пусть А (х) допускает представление

к(х) = У ак е Х*Л, — а < х < о, ак =/= 0,

де ряд сходится в 1ч(\— а, а), а система {е^**)*«]  имеет конеч­

ный дефект п(р) в пространстве М(0, а) и нулевой дефект в 

5? (0, о).
Тогда
1. Если п(р) = 0, то при условии сходимости в #2(0, а) ряда

• °
£ (■ Л*  (0^(0^ (3)

*=1 ак .) 
о

для Функции 8 (х)£Вг(0, а), где [Л*(х))Г  и {Л1 (х))։“[систежы,-биор- 
тогональные к (е****} “ и {е֊П*х}Г, уравнение (1) имеет единствен­

ное решение / а), которое представляется в виде ря­
да (3).

2. Если п(н)<^0, то при условии сходимости в #£(0, а) ряда

9 а
Ё МО ?(')<« (4)

(н) я*  о

для #(хЖВ։(0, а), где (Л*(х)}Г  и (Мх))։-л(н-) системы, биорто- 
гональные к [еи*х)" и {е-Ди)Г_ „и, уравнение (1) имеет единствен­

ное решение /(х)^Вг(О, а), если

[ ( Е ֊ ( А*  (0 ё (0 Л рх =

Л \ *-1-  я м ак и /
и о

а

= | А7 (х)я(х)«/х, / = 1, •• •, -п.(р).

7 о

Это решение представляется в виде ряда (4).
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3. Если п(р)>0, то при условии сходимости в В2 (0, а) ряда
а 

£ ^(х) 
« а* л

для 8(х)£В1(0, а), где |Ад(х)}Г и {А*  (х) }Г—я (М—системы, биорг 
тргональные к {е/ кЖ]1 и {е Л/гГ}1 К {е уравнение (7) имеет

решение Вз (0, а), которое допускает представление

/м = £ хул;(х)+5 Сл*(Ог(о  л, 
У--Я(|Х) Д=1 аД J

о

где Хк — произвольные числа.
Доказательство. Уравнение (1) можно записать в виде •

а а
£ аЛ е”*՜'  Г е"П*7(/)  Л = V вп‘х Г Ад (/) 2 (0
*=1 и д-1 и

о о

де {Л*(х))) —система, биортогональная к
Так как п(о) = 0, то

I 
а а

ак |՞ е“п*7(0 Л = [ ’Пк (0 ё (։) <Н, к = 1, 2, • • ■. (5>

О О

В случае, когда п (р) = О, проблема моментов (5) имеет в /(г) £ В? (О, а} 
единственное решение, допускающее представление

ф а
. Нх)= V -^-Ф- Г л*  (О ?(/)«/о

*=՛ аЛ 3

где {Л*(х)}1 —система, биортогональная к {е~П*х}1 при условии, что 

ряд (3) сходится в В? (0, а).
В случае, когда п (р) 0, проблема моментов (5) переопределе­

на. Моментами функции § (<) при к = 1 — п (р), - • • мы строим / (<) по- 
формуле

• «
/(*)==  2 ֊^֊ [ А*  (0 8 (О Л,

я 1н) а* л 
0

где {Ад (х) }1_., (;1)—система, биортогональная к {е-а*֊г)”_я (И).
Подставляя выражение для /(х) в (5) при А = 1, - • • , — п (р) по­

лучаем условия на правую часть.
• В случае, когда п(р)^>0 моменты (5) не достаточны для одно­

значного определения функции /(х). К системе {е-П*х}Г мы добавля­
ем п(р) функций {е-,|,'х|11Я(11). Обозначим через !Ад (х) }”я (|1) систему, 
биортогональную к (е °**}1  и (11). Тогда общее решение проб­
лемы моментов (5) допускает представление
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, а
/(*)  = £ хк £ (х) + £ ֊^֊ С л*  (О я (О Л. 

к—„(и) а-1 “* и

где Хк — произвольные числа.
Замечание. Нетрудно усмотреть, что изложенный выше метод 

решения уравнения (1) проходит также и в тех случаях, когда система 
(е/,'*' ։|1 имеет произвольные конечные дефекты в пространствах 

Вг(0, а) и В:(0, а).
2°. В настоящем параграфе собраны вспомогательные леммы, необхо­

димые для получения основных результатов третьего параграфа
Лемма 1. Пусть Х-.я, •••» —последовательность комп­

лексных чисел. Тогда для любых с_п, ■ • •, с0, ■ • •, сп имеет место

оценка

п 21
2к

£ с„е1^ бх ^2 |1гп >.к1 г. _£ № 
к — П

* - к? |с4|։ Г е֊2 * Л < у 2 |сд|«е2** • 
J 2 к ^-П 1 + |1т ч

—1С
Лемма доказана.

В дальнейшем встречаются такие %к, которые являются нулями неко­
торой целой функции вида

К
£(г)= (' (6)
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где —к> Введем обозначение

Ля (х) = - ге՜“-* е"л' 8 (/) <Л, — «< х < к.

Легко проверить, что если нули Л (г) являются простыми, то

~ ] -т ( с'’"' Ая (х) с/х = ։я,т »

У'п)

где &л, я —символ Кронеккера. Более подробно о системе функций 
Ля (х) можно прочесть в книге А. Ф. Леонтьева [2].

Лемма 2. Пусть л„— нули целой функции (<?), где #(/)€ 
£/■!(—к, к). Тогда имеет место неравенство

% |с,|*  11- (М I» е՜4՞'1т -՝*■  ■|1т +^- < /И Г I £ ске1^\х, 

к — п н* —+1 Л Ь^-я
—я

где М — постоянное число.
Доказательство. Для краткости, положим

0(х)= 2 ске1^ ■

Тогда для любых комплексных чисел с1К, — п Л п имеем

2 'Л 
к «— П

Л*  (х) ) дх

=. X
= |-Н'<?(*)  (7 2 —еП‘(,-х) )г(/)Лс/х

J J \Ля=-л Ь /
—к —тс

тс я
= 1 ( я(0 [ ( 2 )0(х)с/хЛ.|֊<

| ./ 3 \ к=- п ь \^к) /
-« I

к ==— Л

< е>ч ч -
£'(М

Воспользовавшись леммой 1, имеем
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S
* =— Я

(|Ki-fc|* + l) g4’t|1,nX*) 

(l + |Imk*|)(L'(Ml։

. — ir/rt \ 11 -4«|I-Хи) 1 + |Im x.*|

Подставляя 

получим

1С

Д а КI3 \ь՛ (М*  е՜՜“11т 41 |1Л^^+1 м ։ |<?(х)'։</х-

—л

Лемма 3. Пусть £ (х), —а < х < а, допускает представление

( \ А i. В ՛ / \
8 (х) = ՛;՛ ■ 1» + ?—г 8о (х)’(а + х) (а—х)

где 0<^г<^1, 0<Р<1, А и В—отличные от нуля числа и

rfx = o(81-"ln<։'|։>).

Тогда

является целой функцией экспоненциального типа а. Ее индикаторная диа­
грамма в направлении оси ОК—отрезок длины 2а. Нули п, /1 = 0, ±1, ±2,... 
функции Ь (г) для достаточно больших п простые и имеют асимптотику

а 2а ՝ 

при п = 1, 2, • •

2 / 2а а
i , ВГ(1-Р) 

----- Ln ----------- -— 
2а ЛГ (1 —а)

+ о (1),

при n = —1, —2,•••

+ _L/ngE(i֊P)
2а ЛГ(1—а)

+ о (1),

и

Функция L (г) допускает оценки 

max {а. (В— 1 max {а, ЗУ-1
Л/(1 + |х|) >|£(х)|>Л(1+|х|) ,-оо<х<«

|£'(М1>л/-|п| 2
Отметим, что результаты, аналогичные утверждениям леммы 3, в слу­

чае, когда а = Р, содержатся в работе А.. М. Седлецкого [2].
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Доказательство. Рассмотрим функцию

(О м.
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Следовательно 
еп1У1 „ ео|У|

14 (х + ф) । А "Т“] Ь I 1-ш1п{«,Я} 
|х| |х, '

в области | а; |1гаг| —— 1п [R еа| + с 
[ 2а

имеет место оценка

14 и + чг)|
а на действительной оси имеем 

гп!П {а, 0}—1
|£о(х)КЛГ|х|

Теперь рассмотрим функцию

е—1х1 + у1 

“7՜ <н + е~‘х‘ Л =

где 2 = х + 1у, х 0. Имеет место оценка

Далее, при |</( < 1Р-«1
2а

1п|х| 4՜ с имеем

где п = I-------- I. Следовательно, для функции £ (а) в области х > 0
[I J

и |у| < —— 1п х 4֊ с получаем асимптотику
2а

-1га+ (1-а) I
Цх + 1у) — А IX*՜ 1 е ■ Г (1 — а) —

йа + ±. (!-₽)/ ( ’-±5

— ВIX11՜1 е Г (1 — Р) 4՜ о' х

Аналогичным образом в области х<0 и —- 1п |х|4-с мож-
2а

но получить оценку

£ (х 4- гу) = - Д։ (— х) е Г (1 — а) 4֊
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+ ВЦ-х)*-՝е  Г(1-₽) + о(|х|

Из этих оценок следует, что на десйтвительной оси имеет место нера­
венство

.пах { а, 0} -1 1тах <*.  ₽> —։

Далее, при 1у1  ----- — 1п |х! + с и х > 0 имеем
2а

£(*  + гу)
____________ 2 е 2_____________
, «+₽1------- 2՜

(ДГ(1-а)ВГ(1-₽))

Б1П
2

— г-----
2

а при ։ < 0 имеем

, /, ВГ(1-Р)
1п х--------1п ------------------

2 ДГ (1 - а).

«+₽
2 ~3

(7>

£ (х 4֊ гу) =
2е____________________

■4-Р 1
2

(ДГ(1—а)ВГ (!-₽))' 

5Ш (га-------
\ 2 2

«+Р
.₽, I . вг(1 -₽)\ . / —

—I------- 1п (— х)--------- 1п -------------) о ( х I .
2 2 ЛГ(1- а)/ \ /

Из этих оценок следует, что нули целой функции £ (г), лежащие в об-

ласти |у| < ------- - 1п |х| 4֊ с имеют требуемую асимптотику,
2а

Теперь докажем, что £ (г) не имеет других нулей. С этой целью рас­
смотрим функцию

л=1 X "Л / V >՝—л /

Это — целая функция экспоненциального типа а. Индикаторная диаграм­
ма по мнимой оси имеет длину 2а. Оценим эту функцию снизу на дей­
ствительной оси. Введем функцию

Л=] ՝ "

где ая = НеХ„. Предположим, что х х. Тогда имеем

[2
1 -

I2

а ֊г г'Ь п I а2 -4- Ь2 п п

а2 + Ь2 л 1 л

СЛ 

а2я+* ։л “а

а а
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Здесь мы воспользовались неравенством

, , 2а а

Теперь рассмотрим случай, когда х > 1, | ап | < х. Заметим, что имеет ме­
сто неравенство

Так как х-81п։—> |'ап|։1п г——» то 
а а

Следовательно

Из полученных оценнок следует неравенство

|Г(х)1>М
2а

1п х>1,

где М — некоторое число. Известно, см. [3], что имеет место оценка

(1 + Н)

А 
~(2_։_р)+5
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при |1т г| > 1. Следовательно 
0 

1^(х)|>----------- -- , — ОО < X < ОО.
— (2-«-р)+6

(1 + 1*1)

Теперь рассмотрим функцию

Заметим, что Ф (г) — целая функция нулевой степени и на вещественной 
оси допускает оценку

|Ф (х) | -{֊ |х|)'п, — оо<х< + оо.

Следовательно, Ф (г) может иметь только конечное число нулей.
Из оценок (7) следует последнее утверждение леммы.
3°. Здесь мы рассматриваем вопросы полноты и минимальности 

системы {еа*՜}  в пространстве Бесова —к, к). Отметим, что ана­

логичные результаты в пространстве (— к, к) хорошо известны (см. 
Б. Я. Левин [4]).

Приведенный ниже результат является обобщением теоремы Н. Вине­
ра, Р. Пэли [3].

Теорема 2. Класс целых функций, удовлетворяющих условиям:

1. в«1«;

2. при 0 < с — сходится интеграл

I |Г(х).|2(1+х2)’ 4х<^ао,

а при — <С_ а <С 1 сходится интеграл

З’ш КХ о КХ СОЗ КХ — 31П КХ 
а---------------------В ---------------------------------------

а

где а и 0 — некоторые числа, совпадает с классом функций, допускающих 
представление

Г (г)— ) :е'г/У(О Л> (8)

—тс
где /(#) £Ве( — к, к),

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда 0<<Т< “ • 
2

В силу теоремы Н. Винера и Р. Пэли, целая функция К (г), удовлетво­

ряющая условиям 1 и 2, допускает представление (8), где/(/) £.2(—к, к). 
Заметим, что
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1 1
1/&. - Г л ж V С 1'ГЙЧ- х>,2 ах (1 + лгу Ж

2—

! и ° л—---»и
« (I

( |Г(х);։ (I + х8)' ах.

Теперь рассмотрим случай, когда — < ст < 1. В этом случае / (/) — 

непрерывная функция. Введем новую функцию

АО) = /(0֊ 
о

/(*)-/€-*)
— ------------------------ -В, — ТС <_ г <■

2
к И>ТС.

Для этой функции имеем

%
|Г0(х),2(1 + хТ а*,.

2՜ , 1
(9)

где

/Го(‘)=У е։2//о('О Л- 

—Ж

Конечность интеграла (9) равносильна условию (2)՜..

Теорема 3. Для того, чтобы система {е1*1*}* — была ми­

нимальной в пространстве В%(—тс, тс), 0 <^о 1, необходимо и дос­
таточно, чтобы существовала целая функция ф (г), конечной сте­
пени не больше тс, обращающаяся в нуль во всех точках ).д и та­
кая, что

00

| |Т(х)|2(1+х»Г1-‘</х<со.

Доказательство. Минимальность (е кХ} равносильна сущест­
вованию биортогональной к ней системы функций. Пусть существует 

биортогональная система |АП (х)}с(Вг)*.  Тогда функция

ф(г) = (г-хв) С е^л0(п аг

удовлетворяет условиям леммы.
Теперь предположим, что существует функция ф (г), удовлетворяю­

щая условиям теоремы. Обозначим через (х) сообщенную функцию, 
, л т(*)՛

преобразование СРтрье которой совпадает с функции -------- -
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Заметим, что supp А*  С [— к, тс] и Л*  (х) £ (В?)*.  Следовательно,{А*  (х)} 
является биортогональной к {е1***}  системой.

Теорема 4. Пусть {X*}* ’—-i—множество корней, целой функ­
ции f (л) конечной степени с индикаторной диаграммой, ширина 
которой не меньше 2тс в направлении оси ОУ и

1т (*)1>
А

(i+W)1’
— СО X < ОО,

где 7 <--------о, 0<^я<1. Тогда система {еН** }*=_»  полна в
2-

В, (—тс, «).
Д о к а з а т е л ьс т в о. Пусть система {еи*' г} не полна в Вз(—тс, тс). 

Тогда существует нетривиальная целая функция /(А), обращающаяся 
в нуль в точках X*  и допускающая представление

/ (X) = еш ф (О <Н, 

—ГС

где ф (<) ^ (В։)*.  Из этого представления следует оценка

|/(М1 <киЦМ(В?. <М е' + |КеХ|)«.

Следовательно

Г(Х) = 
<р(Х)

является целой функцией нулевой степени и на действительной оси имеем 

|Г(х)1<М(1 + |х|)в+т,

Заметим, что Т (X) не может быть постоянной функцией. Действительно, 
тогда ср (х) = с\ (х) и мы приходим к противоречию с условием

СО

|/(л)|։(Ц-х։)-’</х<«>.

—— 30

р (я)
Если Т(г) имеет хотя бы один нуль я0, то-------- является целой функ-

3—я0
цией нулевой степени и по действительной оси стремится к нулю. 
Следовательно, Е(г) = 0. Поэтому ф(£) = 0.

4°. В настоящем параграфе исследуется вопрос о возможности пред­
ставления ядра А (х) в виде ряда (2).

Лемма 4. Пусть §(х) удовлетворяет условиям леммы 3 и 

/(х)£Вг(—тс, тс), где 0<^о<^1, и

— + шах [а, ₽ 1 а-С+ тах {а, Р).
2*  £»
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Если

У /(») 8(х) бх = 0,

то / (х) принадлежит замыканию линейной оболочки системы 
{е* 1**]  по норме пространства Ва (—те, к), где —нули функции Цг). 

Доказательство. Достаточно доказать, что коразмерность за-
и> ы> _ I И ьХ *мыкания линеинои обололчки системы |е * } равна единице.

Из леммы 3 следует, что сходится интеграл

и расходится

1՜ |£(х);’(1 + х։)'"ло

— ••

, Ь (х) I2 (1 + х2)’՜" бх — ее.

Следовательно, в силу теорем 3 и 4 система {е',*’г) не полна в-. 

Вг (— те, те) и становится полной при добавлении одной функции вида 
е,х-։.

Лемма 5. Пусть #(х) удовлетворяет условиям леммы 3, а 

/г (х) £ £։ (—£те, 2те) и £(л’КВ։(—те, те), где

шах |------—{-а;-----— -'г 1 -|- 2 |з — р------- —I <С 0 <
12 2 2 Г

£ 

2
+ так {а, ₽)֊

Если

| к (х — б) g(t) Л = 0, —те<х<те, 

— Я

то к(х) принадлежит замыканию линейной оболочки системы 
|е'/*' г| в пространстве £■>(—2те, 2те), где —нули £■(*)•

Доказательство. Из равенства

к(— 0 £ (/) Л֊0

п в силу леммы 4, существует последовательность квазиполиноме» 

(?„(х) пи системе {е1'*' ։|, которая в Вг{—те, тг) стремится к /.(■ х). 
Докажем, что 0л(х) фундаментальна в пространстве £^(—2^, 2те)> 
Действительно, пусть

(2(х)= V ске!)“х
к-- -т

— некоторый квазиполином. В силу леммы 2 имеем
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|<3(х)-(?(у)|а
[1 + 2а

>икГ+^21‘՜^ |1 - а/Х*̂
Ь|Л|. 2 + 2։ <И>-

|2з + ։-|-В-2 |и-В|—2. ]п.-2-"2я'-Ц|

С другой стороны, в силу леммы 1, имеем

-2։

Так как 1 + 2 |а — Р| — ° <С °» то

Г |<2(х),= </х <лН՜ Г - 7+(^)|2՜ *х  <1у>.
< J J |х — у|

Таким образом, (?я (х) фундаментальна в Ь2(—2я, 2^),: Её предел, 
обозначим через R (х), —2*<х<^2^  Имеем

R (х — 0) 8 (О л = о, — к (10)՝

Заметим, что для любого фиксированного х, —к х•к,. функция 
к (х — /) — R (х — 0» — я <С * <С я ортогональна всем функциям систе­
мы {е,Хл/} и имеет место (10). Следовательно, в силу леммы 4, 

к (х — Г) — R (х — 0 = 0.

Теорема 5. Пусть £ (х) £ (—2*,  2л), л(х)(;В2(— я, к),.
0<^о<1 и для некоторых рт и уравнение

\ к{х — I) § (4) Л = а! е 1,к'х + • • • 4֊ ат е^'тХ к х <

имеет решение, допускающее представление

/ ч А , В

1, А и В—отличныз от - нуля՝ числа и

(*)  — 77Г ( 8о (0 <1х = о(&’
2о и

2-256
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Предположим, что имеют место неравенства

таХ { - 2՜ Л’ ~ !2 + 1 + 21“ ~ * <'<’<'—+ тах РI •
2 12

Тогда к '(х) допускает представление

*(* *)  = 2 с„е'Ч

— ■ — — - - -■ — ■ >

./ Г к (х) е-^ С е™ 8 (0 Л </х + 2 >
Л Л* /=1 (и, + г) £ (И;)

тричем .дефект системы {е'к<:Х| в пространстве 2$։ (—тс, тс) больше 

— оо.
Дтхказательство. Заметим, что все нули функции Ь (г), кро՜ 

<ме конечного числа, простые. Если £ (г) не обращается в нуль в точ­

ках {*!••••> 1ЛШ» ТО

| «-0. -к <х<-.

В случае, когда £. (ру) = 0, £' (ру) = 0,- • •, £(*’(р^)-=0, £(*+1) (ру) =(= 0, 

можно написать

I {к (х - 0 ֊ '} (х - О4« .-‘>‘1 «->) ։ (О <« - 2«. ■

.Для простоты наложения предположим, что £ (ру) 0. В силу леммы 

5 имеем

к(х)-^ ±Ь^е֊1^= 2 С4е‘Ч-2-<х<2->

:где ряд в правой части сходится в £։(—2тс, 2тс), а коэффициенты с4
• определяются формулой

1Г
с‘ =7^Ы* ( к (х) “ 2 -ГГ-Г е~^х} ьк (х) £/х* 

£\М^\ "1 £(р,) /

Здесь {Л*(х))*—.—система, биортогональная к {еа*х} и, как хорошо 
известно, см. [2], допускает представление:

Л=-— ••

։

аде ряд сходится в смысле £։(— 2тс, 2тс), а кл—нули мероморфной 
•функции

П^1 + ֊) У е<‘‘ Л
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е'к“‘ £ (О Л.

Следовательно, для коэффициентов ск имеем

е
— Л

.Теорема доказана.
5°. В настоящем параграфе рассматривается следующее уравнение:

с

2

(«֊Л)
— е

(е,л — е"/ЛГ)‘

2 
е

(к- X) -|- <вд 
е_____________

. (е* 2**—1)’

э։дп (х — /)/(/)<// = ^ (х), 0 < х < к, 0 < а < 1.

Его ядро

81П — (к — >|) 
------- -----------------------^пх>

в случае, когда 0 < х л, допускает представление

вй։-^- (л — х)

----- ---------------- = (20'
5Ш°Х ՛

— /— (х—X) —/ах
е______________

(1 - е-^')°

2

= - ։2’“7 —֊--------- ----------- - ---------- - )

При отрицательных значениях аргумента, — л х < О, имеем

*(х) = -

8|ПЛ(1г + х) 4<։+лг) -т('+-)
2_________ __ __ /о-»"-’ ~ е__________

81п’(-х) 1 } (е ։' -е'1)'

= (20'՜’
(1 — е^У

наСледовательно, 
представление:

(1-е2-)’
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, > 0
Л(х) = й’՜1 2 Г (а-л) е2'х"

Г (1—л) Г (а) е

< 2Ьгл + ։ — 

— е

Пусть /(0€^д(0> чс)*  Тогда

Л(х-0 /.(#) Л=Й։-1е 

о

° Г (о — л) 2/п.- 
Л. Г (1-л) Г (а) е

е
—211п + 1—1

/фЛ-Й'
о

е 2 Х у Г<° +”> е«.х 
Л Г (1 +л) Г (о)

е
—2«л-/—I

/(О Л

о

• г ^ (° 4՜ Л) 11
-Учитывая асимптотику----------------- ~ л’ , имеем

Г (14-л)

-2Ил | /

« /«М
\ Г(а-л) 2

°о,

о

-2Ип—1 —I .2

е /(0^
1

, 2(1-3)л <7 оо.

о

Следовательно

£(х)=^ Л (х —0/(0 ’(0, тс)'
О

Заметим, что

^2л----- —) — 2л л = — I, — 2, •••
\ 2 / 12 2

и

К2л Н------— 2л -С — — > л =0, 1, 2 ■ • • .
2/2 2

Следовательно, система (в силу теоремы Левинсона)

21хп— 1-^-х • 2/жя4-1-^-х
{е }72- и [е (П)

полна и минимальна в £а (0, п). Из соотношения
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в силу теорем 3 и 4, следует, что система

2Mjr—Л^-.r 21ЛЛЧ- ։-=-д
{е ' }L_. и {е ;;=0 ! (12)

полна и минимальна в /?2-1(0, я). Следовательно, (0, я)
можно разложить в ряд

о 2։«z— 1-^х „ 2/Л-Г+/—.г
g<*)=*  S е + S ьл е 

,т= —tt^-Q

Тогда наше уравнение примет следующий вид:

о Г(а —• п) г -2'я'+'Тг
Г(1-Л)Г(з)е Г/2’՜1

i

f(t)dt-

- t2'֊'
» Г(з + л) 
£оГ(1 + П) Г (а)

2lnx+ f-^x р — 2lnt—i^֊t
е I е f (t) dt =

о

п=—«>

2inx—l~x „ 21пх+1-х-х
+ X Ьа е

г։ — О

В силу минимальности системы (12) в В\~*  (0, «) имеем

а. = /2
Г(а֊п

Г (1 —л) Г

—2inH-l—I
f(t) dt, n = 0, —!,•

о.

.^-1 Г (a + п) Г
Г(1+п)Г(а).1 

о

е f(t) dt, n = О,

Из этих соотношений и з силу полноты системы (11) в (0, п) сле­
дует, что наше уравнение имеет единственное решение в Ь։ (0, я).

Воспользовавшись формулой Рамануджана [6], стр. 245

е“',1п-<Л=------------------«П1+«)« *----------- _ ։>_г
2“г71 + — н-- ) Г f 1 - — -ь —} 

X 2 2 / \ 2 2/

можно построить системы, биортогональные к системам (11) и (12). Снача­
ла рассмотрим систему (11). Заметим, что функция

С !'М+ -т) (■г-° "5՜
Лд (х) = — -—h i —J е sin t dt, n 0
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' 2։+тк
ортогональна всем функциям системы (11), кроме е причем

А„ (х) = _ Г е" ' ” 1'՜ Л, п < о
\«/х 2 / J

О
1 (2п՜ т)х 

ортогональна всем функциям системы (11), хромее;4 , причем՝.՛

Р кГ(1 + ^-)(п-1)! _1?
I е Лл(х)«/х =------- --------- ------------ - ------- е , п<0.

2"/2г(—
V \2 /

Теперь рассмотрим систему (12). Заметим, что при П^О функция՛

ортогональна всем функциям системы (12), кроме е ՝ , причем

1*  /(2л+~}х 2яГ^1-}-—Ли!
I I 1 I \ 2 / *
I е А« (х) dx =------------ ----------------- е , л>0.

,] 20/2Г^п+ —)
5 X 2 /

Аналогично, при п 0 имеем

и
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2-/’г/А_л\ /=. ;
\2 / 4 _

ал = —--------- ---------֊г------------е I Л« (х) £ (х) Лх, п < 0.
2кГ(1+ — |(—л) ! ,1

\ 2) и

Следовательно, при п 0 имеем

/• -Ф-т)4 г(о)Г('Т՜՞) г

I е /(/) Л=--------------------------—г—----------  е I Л„(х)^(х) </х.
,) 2’/2 К1Т(1 + ֊-)Г(о-л) )
о \ 2 / о

Аналогично, при п 0

Р _^2Я+2.) « Г(а)Г( —+л1

I е ------------------ ----------—Г---------------е \к^(х)§(х)ах
2’/г1чГ(1 +— 1 Г(а+л) ,1

Г \ 2 / У

Окончательно для f (О мы получаем формулу:

о



1

Воспользовавшись интегральным представлением для гипергеометрической! 
функции, получим

На правую часть следует наложить ограничение
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‘4).. Ա. ՎԱՂԱՐI»ԱԿ ՏԱՆ. Վիներ-Հազֆի խսպված նավասարսւմնեւփ լուծման մի նոր մեթափ 
մասին (ամ փոփում )

Հոդվածում առաջարկվում է Վիներ ֊Հոպֆի խուզված հավասարումների Լուծման մի նոր 
.մեթոդ, քննարկվում Լ այդ մեթոդը կիրառելու հնարավորության հարդըւ Վերջին պարագրաֆում, 
կոնկրետ օրինակի վրա, դույդ է տրվում, թե ինչպես այդ մեթոդի օգնությամբ կարելի է բերել 
լուծումը ներկա յայյնոզ կոնկրետ բանաձևեր։

A.. A. VAGHARSHAKJAN- On a netu method of solving the truncated Wiener—
—Hopf equations (summary)

A method for solving the truncated Wiener—Hopf equations is proposed and 
discussed. The last section contains an example where the method yields explicit 
.formulae for the solution.
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Г. М. АЙРАПЕТЯН

ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ СО СМЕЩЕНИЕМ

В КЛАССЕ А1

1°. Пусть б+—некоторая область на комплексной плоскости, ог­
раниченная простым замкнутым контуром Ляпунова Г, а б —допол" 
нение множества б+ и Г.

Обозначим через класс функций, определенных на множест­
ве 2 и удовлетворяющих условию Гельдера.

Пусть, даллее, а (0—заданная на Г непрерывная функция, кото­
рая удовлетворяет следующим условиям.

а) а (/)—взаимнооднозначно отображает Г на себя, сохраняя ори­
ентацию;

б) производная л' (/)=</ а (I)/ Л отлична от нуля для всех 
и принадлежит классу //(Г).

Как известно (см. монографию Н. И. Мусхелишвили [1])> гранич­
ной задачей сопряжения со смещением называется следующая задача.

Найти кусочно-голоморфную функцию Ф (г) с линией скачков Г, 
имеющую конечный порядок на бесконечности, по граничному условию

Ф+(а(ф֊£(0 Ф~(/)=/(*) на Г, <1

где Ф+ (г) и Ф՜ (г)—сужения функции Ф (г), соответственно, на б+ и) 
б՜, /)(/) и /({)—некоторые функции, заданны« на Г, а а (/) удовлет­
воряет вышеуказанным условиям а) и 6).

В случае, когда /(#) и £)(<) из класса /7(Г) и /)(/)=/= О, эта за­
дача полностью исследована в работе Д. А. Кваселава [2] (см. также 
[1]). Там же установлено, что эта задача разрешима в классе функций 
Ф(а) таких, что Ф+(г) £//(б+0 Г) и Ф՜ (г) есть сумма функций, од­
на из которых принадлежит классу /7(6՜ и Г), а другая — некоторый 
полином.

В случае, когда /(/) £ Ьр (Г) (1 <р<^со), задача рассмотрена в 
работе И. Б. Симоненко [3]. Им установлено, что решение этой зада­
чи можно представить в виде интеграла типа Коши от функций из 
класса I/ (Г).

Краевые задачи со сдвигом Карлемана в классах Н(Г) исследо­
ваны в работе Д. А. Кваселава [4].

Более общие краевые задачи в классах 1? (1 р<^ со) и Я(Г)
со сдвигом Карлемана исследованы Г. С. Литвинчуком и его учени­
ками. Подробные результаты в этом направлении изложены в моног- 
графии [5].
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2° В настоящей работе рассматривается задача (1) в том случае, 
когда /(0 6 (О (1 <■ Р^.00)- Для формулировки задачи введем не­
которые обозначения. Пусть О — единичный круг на комплексной 
плоскости, Г—единичная окружность, а О՜ — область |г| 1. Обозна­
чим через С = и»(г) и С = |1 (г) (;*■(•*•) = «о) функции, конформно отоб­
ражающие области £/ и £) , соответственно, на С4՜ и С՜. Для любо­
го г(0<г<1) положим

к,(ж)-= ш (г«»՜1 (а)), при

лг՜ *(«) = Г (г~Х <')(.։)), при г^С.

Через Кр(Г) обозначим класс функций, голоморфных в Пб՜ и пред­
ставимых в виде

Ф՜1՜ (г) = —— С - при г £ С,
214՜ .] — г

Г

Ф“(г) = -- |' Мк-(11 + Р(г), при г^в՜, 

г

где А(0 и /։(0 принадлежат классу Ьр(Г), а Р(г)— произвольный 
полином.

Теперь под задачей сопряжения со смещением в О’ (Г; 
будем понимать следующую задачу.

Задача А. Найти голоморфную в С4՜ и 6՜ функцию Ф(г), об­
ращающуюся в нуль на бесконечности по граничному условию

Нт |Ф*(М» (')))-£(0 Ф"(\_։(0)-/(01р = 0, (2)
/•-1-0 г и

где /({)(;£* (Г)» а 8 норма в пространстве 1.р (Г).
При решении задачи сопряжения в классах Ьр (Г) (1 < р оо) 

важную роль играет тот факт, что интеграл типа Коши порождает 
■ограниченный оператор в £₽(Г). Аналогичное утверждение верно и 
для пространств при 1*^(0, 1].

В случае р = 1 это утверждение неверно. При /6Р(Г) реше­
ние граничной задачи сопряжения также записывается в виде интегра­
ла типа Коши, однако его граничные значения не всегда принадле­
жат классу 1} (Г). Поэтому в-этом случае меняется и постановка за­
дачи и метод исследования. При помощи интеграла типа Коши стро­
ятся другие интегральные операторы, которые уже являются ограни­
ченными в А.1 (Г).

В настоящей работе описываются все решения задачи А, когда 
функции а! (С), а/ (С) и |/ (С) удовлетворяют условию Липшица, а функ­
ция £)(?) принадлежит классу //(Г) и /)(#)=/=0. Доказывается также, 
что все решения этой задачи принадлежат классу Кр (Г). В случае 
/(06^ (Г) (!<р<оо) или /({)£//(Г), полученные результаты сов­
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падают с известными результатами, несмотря на то, .что постановка 
(2) является более общей.• . • * •

§ 1. Предварительные сведения и леммы

1.1. Рассмотрим в классе г (Г) (1 р оо ) уравнение Фредголь­
мова типа

= чф)— -1- Гк(т, /)<Р(<) <Н = уЮ, (4>
2*» и

г
где £("։)£ 2? (Г) и ядро 1с(т, /) имеет вид

Лемма 1. Уравнение (4) однозначно различимое классе- 
£'(Г)(1<р<оо) и имеет место оценка

(б>
где Ср—постоянная, не зависящая от § (/).

Доказательство. Так как а (/) удовлетворяет условиям а} 
и б), то легко проверить, что ядро Л(т, Г) можно представить в виде-

, / .4 М*, П А ^֊1 1
“’■')=1^Г՜ 0< <։>

где кй(1, /)6Я(Г). Известно, что при у^Н(Г) уравнение (4) одно­
значно разрешимо в классе Н(Г). Ясно, что при й(/) = 0 любое ре­
шение задачи (4) принадлежит классу Н(Г). Из однозначной разре­
шимости этого уравнения в //(Г) следует, что в этом случае <р (<)=0- 
Поэтому уравнение (4) однозначно разрешимо в Ьр (Г).

Из теории уравнений Фредгольма известно, что решение урав 
нения (4) имеет вид

«Р (’) = £(’) + [1 (’, 0 8 (0 Л, (7>

г
где ядро у (т, /) имеет представление вида

= (0<х<1), 1оКО€Я(Г).

Теперь из формулы (7) непосредственно следует оценка (6).
Лемма 2. Пусть Ф(г)^_Кр(Г), а ф (г)—некоторая голомор­

фная функция на С4՜, принадлежащая классу Н(О* и Г). Тогда 
справедливы следующие соотношения: л

1։ш Г ;Ф+ (X, (/)) ф (X, (/)) - Ф+ (X, (0 ф (0 |₽ 1Л| = 0, 
/■-•1-0 |

г
( 8

Пшо ] |Ф+ (X, (а (<)) ф (X, (а (/)) - Ф+ (X, (а «)) ф (а (#)) |» |Л| =0. 

г
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Доказательство. Так как Ф(а)^/Ся (Г), то существует 
/1(0€^*(П такая, что

ф‘ (х) = ֊2—
2кI 3 / — г ...

г
Следовательно

[|ФЧМ’))ГИ = -֊֊Г ^ Ги<
г г г

(9>

Г Г • .

Так как якобиан преобразования т = <о (С) отличен от нуля, то՜ 

|и»(9 — -»(гЕ)|>с|С֊Н'.

Делая замену переменной т = о» (С), получим

Г 1*1 = Г К (^11^1 < с Г - с 1п 1Ъ-М’)1 3 |ш(Е)-ш(гС)| Ч |Е֊гС| 4 1 —г
ГТ т

Следовательно

[|ф+(*л (х))т<д1п—-•
.1 1 — гг

Теперь, так как ф (а) £//(С+II Г), то существует число 8^>0 такое,, 
что

1Ф(х,(О)-Ф(О1<А(1-г)։.

Сопоставляя эти неравенства, получим

[ |Ф+ 0г (/)) ф (х, (0) - Ф+ (х, (0) Ф (0 Г |Л| < С(1 - г)41п -1֊ •
и 1 — гг

Тем самым, первое соотношение леммы доказано. Второе соотношение сле­
дует из первого, если заменить t на а (/).

1.2. Приведем некоторые сведения из теории классов Ер— Смирнова, 
(см. [6]). Как известно, голоморфная в О + функция Р (г) принадлежит, 
классу Ер (0 < р <. оо) (или Ер (О +)), если

ТС * •
зир С [Л (ш (ге'։)) |р ]«։' (геа) '</9<^оо.

0<г <1 J
—к

Хорошо известно, что функции класса Ер (О +) при 1 ^р<.оо. можно՜ 
представить в виде интеграла типа Коши от некоторой функции, из класса 

(Г).

Соответственно, будем говорить, что (а) ^Ер((7՜), если /^(а)՛ 
аналитична в С~ и
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lira 1 |/ч (н (re1’)) |ji'(ге'։) | < со.
r-1+oJ

—< 
։

■Функции класса Ер (G ) при 1 <р<^ао также можно представить в 
виде интеграла типа Коши, если /^(оо) —0.

Лемма 3. Пусть F(z)— голоморфная на С U G՜ функция, 
удовлетворяющая условиям:

a) Y(z) имеет конечный порядок на бесконечности.
б) Y+ (z) С Я(С+ и Г), Y-(z) = УТ(z) + Q(z),

■где Q (z)—главная часть функции Y(z) на бесконечности, а УТ (z)£ 
£tf(G-ur).

Тогда для любой функции Ф(г)^К/’(Г), У (z) Ф (г) £ К? (Г).
Доказательство. Так как Ф (z) £ Кр (Г), то 

ф+(г)=-1- [*А^Л, ։^G+, 
2 к/ J t — z 

г
ф-(2) = -^-Г^-Л+P(z), z6G-, 

2J t — z
г

где /х(0. /։(0 (О» а Р(г)—главная часть функции Ф (г) на бес­
конечности. Положим /г(г)= У (г) Ф(г), будем иметь 5+ (г) = У^(г) 

•Ф+(г), Е~ (г)= У՜ (г) Ф (г). Рассмотрим равенство

У+(г) Г/г (О 
2 кг J t — z 

г
dt

_ 1 Г** (0/1(0
2 кг՛ J t — z 

г
dt —

fi (0 dt. (Ю)

'Так как У+ (0 /1(0€£Р(Г), то нужно доказать, что второе слагаемое 
>в (10) можно представить в виде интеграла типа Коши. Но используя 
^неравенство

YUt)-Y+(z) 
t — Z

С
I t — z|Z (0<) <1),

.легко проверить, что второе слагаемое в (10) принадлежит классу 
Ер (С+) и, следовательно, У4՜(г) Ф+ (г) есть интеграл типа Коши от

^некоторой функции из класса £* (Г).
Аналогичное утверждение можно доказать и для функции Т՜ (г).

§ 2. Некоторые свойства решения задачи А

2.1. Приведем некоторые сведения из теории граничных задач со сме­
щением (см. [1]), когда правая часть принадлежит классу Н (Г). Одно­

родная граничная задача тогда принимает следующий вид:
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Фн(а(П) — £>(ОФ~(0 = 0, «£Г. (11).

Хорошо известно, что при решении граничной задачи (1) важную- 
роль играет каноническое решение соответствующей однородной задачи 
(11). Оно определяется по формуле

*(z) = exp /-֊- f dt I. при z С G\
( 2 vi j t — z J

X (z) = z՜x exp I —-1— f dt ] > при z £ G~,
I 2vj J t — z J

где x—индекс функции £>(<)» /(/)—решение уравнения К’х«=1п [<~* D(t)],. 
a ₽(Z)—функция обратная a(f).

Общее решение граничной задачи >(1), имеющее конечный порядок на. 
бесконечности, даетсЛя формулой

ф(г)=*к! ПрИ z£G*r
2vi J t — z 

1՜
... X(z) r <p(0 Y. . D. . rr- <12>Ф (z) = —5֊^֊ | dt + X (z) P(z), при z t G ,

2 vt J t — z 
Г

где P (z) — произвольный полином, X (z) — каноническое решение, ai 
Ф (0 — решение интегрального уравнения

ЛТ = Р(/) + /(0
JT(a(/))

2.2. Теорема. 1. Если Ф(а)—решение задачи А и /({)££/(Г)‘ 
(1<р<оэ), то Ф(г)^ЛГя(Г).

Доказательство. Пусть fr (t)—последовательность функций 
из //(Г) такая, что Ц/г(О—/(ОЬ՜*՜®» ПРИ г-»1— 0- Задачу А можно 
записать в следующем виде:

lim f |Ф * (X, (а (f)))- D (ОФ՜ (Хг֊1 (/)) - f, (f) f И = 0- (13>
г-»1—0 J 

Г
Обозначив

fr (t) = Фг+ (a (0) - D (t) Ф7 (t) -fr {t), 
где

Ф/ (2) = Ф+ (), (z)), Ф7(0 = Ф՜ ().r֊J (z),

получим уравнение относительно Ф/ (z) и Ф7 (z):

Фг (a(0)-D(f) Ф7(0 =Fr (t)-fr(t). (14),

Так как Fr (t)—fr (t)^.H на Г, то согласно (12) решение этого урав­
нения записывается так: , .

ф+ (о = С ФиРО» dtf (15>1
2 vi J t — z 

г
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фг-(г) = £1£> [МО.Л + Х(я) Рг(г), 
2 к£ ,)(— г

г
(15)

где Х(е)—каноническое решение задачи (11), Рг (г)—главная часть 
функции Фг (г) (Х(г))՜՜1 на бесконечности, а фг (О—решение уравнения

К-ь = р, (о — ■м Л1 («(<))

֊Обозначив главную часть функции Ф (?) (X (г))՜’ на бесконечности че­
рез Р (г), будем иметь

Нн1 |РГ --  Р|у, =։О
Г .1-0

я, следовательно 

Рг(О- Л(0-Л(<) 
х+(*('))

-*Р(0 /(0
**(«(*))

» при г -> 1 — 0

по метрике £р (Г). Пусть ф (О— решение уравнения

Хф = Р(О- /«)
*Ч«(0)

Из леммы 1 при Г —>֊ 1 — 0 имеем

ИМО-*(0Ь-*0.
Теперь, устремив г к 1—0, из (15) получаем

2 те/ 3 I — г
Г

(16)
. . Х(г) С !)(#) „ о

Ф (г) =—— | —— <Н + X\г} Р{г).
‘ 2 кг ,1 I — г

Г

Применяя лемму 3, завершаем доказательство Теоремы.
Из доказательства теоремы 1 следует
Теорема 2. Пусть } (1)£Н (Г). Тогда решение граничной зада­

чи А, имеющее конечный порядок на бесконечности, дается формулой (16), 
аде ф (О £ Н (Г).

Для случая, когда О (/) = 1, справедлива
Теорема 3. Если голоморфная в С* 110 " и равная нулю на бес­

конечности функция Ф (г) удовлетворяет граничному условию

Нт Г|Ф+(Хг(»(0))-Ф“(>֊г-1(0)1'’И = о, 
г-.1—0 J

?по Ф (г) = 0.

§ 3. Исследование задачи А

3.1. Пусть <=Х(ц), (и0 параметрическое уравнение
границы Г. В дальнейшем будем предполагать, что функции К (и) и
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*(1) дважды непрерывно .дифференцируемы по переменной н£[и0, 
Из этого свойства функции л (и) будет следовать, в частности, что 
функции ш (’) и |» (ч) удовлетворяют условиям

I» (У) ֊ -< VI < А1С, - С,', |р (У) - |Х (С,)| < А |Сх ֊ У, 

где Сх, ча£ Т—произвольные точки, а А — некоторая постоянная.

Для любого Т положим а (')-т о։-1 (а (ш ('))) и р(С)=р-։(ш (С)). 
Учитывая свойства функций а (И, о։ (С) и р(’), легко проверить, что

։ (С) удовлетворяет условиям:

а) а(£) взаимнооднозначно отображает Т на себя, сохраняя ориента­
цию;

б) производная *' (С) = с/а (С)/</С отлична от нуля и

где С—некоторая постоянная. Аналогичные условия справедливы для 

₽(□.
Лемма 4. -Для произвольных точек и, £ £ Т справедливы неравен­

ства

МУ ֊га(;,|>с|С֊«|,

1МУ ֊ г?(?)|>С|С-г5:, 

где с не зависит от г.
Доказательство.. Пусть Г и 0 — полярные координаты точки 2.

Рассмотрим отображение С = г>.(9), где л (9) = а (е|&). Обозначив через 
М®) и М®) действительные и мнимые части функции 1(0), для яко­
биана отображения С = А (0) =г\ (9) /гХ։(9) получим выражение

У (г. У = г(МШ ->ч(9)а։(9)). (17)
Так как >.? (0) -4- ).] (0) = 1, то

М®) МУ+*М®)МУ = 0. (18)

Учитывая теперь, что л'(®) = М®) + *М®) =£ О, из (18) будем иметь, 
что якобиан У (г, 9) нашего отображения отличен от нуля. Следова­
тельно, первое неравенство леммы доказано. Второе неравенство до­
казывается аналогично.

Теперь для любых £ Т обозначим

Нг (С; г) = “'(МО) «ЧУ И?(У)ИУ .

«(«(У)—® (г «(У) н(?(')),—Мг՜1 ?(«))

Лемма 5. Для любого £ и £ £ Т справедлива оценка

\Нг (У Е)\ < с ( 1 - г\ + 1 ) (19)
\ |С — Г5|» /'

3-256
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где С не зависит от Г.
Доказательство. Для любого г (0 < г <1) положим

Е)____ “'МО) «'(Ц_________ 1__,
ф(а(и)-ш(г«(0) С~гс

5,(с;е)=
р(₽(9)-н(г֊։ ?Ш) 

»

Преобразуя функцию 5Г (£; £), будем иметь

5,(9 Е) =

(С—Е) [ш (а (С))]' — Е (1 — г) [<» (« (О)]' ֊ [« (а (9) - «> (г ~а (О) ] 

[ш(а(9)-ш(г^(Е))](С-гЕ)

Числитель этого выражения запишем в следующем виде:
с

]г (9 Е) = | { [« (а (0)1' ֊ [«»(а (Х))]'} Л ֊

Е

- Е (1 - г) [ш (сГ(9)Г 4- [ш (сГ(Е)) - ш (г «~(Е)>].

Ясно, что 
с 

(’([-(»(9)]' ֊ [*> (“ (9)1'1 А < сх |С - Е|1

Е ՝ 
И

|а> (а (Е)) — «о (г а: (Е))\<С։(1-г»),

где С, и С3 — постоянные, не зависящие от г. Следовательно

1/г (С; Е) | < А (|С ֊ Ер + (1 ֊ г8)) < В (|С - гЕ|* 4֊ (1 - г*)). (20

Теперь, так как якобиан отображения (о (г) отличен от нуля, то из лем­
мы 4 будем иметь

I»(а(9) — “(га (9)|>с»1в(0 — гл (Е) |>с4|.|С —гЕ|»

так что

|5,(9В)|<с/-А^֊-4-1)- (21)
\|С — гЕ\։ /

Аналогичным образом можно доказать, что оценка (21) верна и для 

функции 5Г (£; 5).
Теперь доказательство леммы следует из равенств

ЯГ(С; Е) = 5Г (С; Е) + I (С; Е) 4- - г 1 „ >
С — гс \ — г~ ’ Е
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1 1
•ЁЛ

Лемма б. Для любой функции /(») £ (Г) (1 ■Ср'Со°) имеет
место неравенство

где А не -зависит ат г.
Доказательства. Согласно оценке (19) имеем

г

Теперь остается учесть (см., напр., [7]), что для любого р(1^р<оо)

-1—^-1/(011^1^1 < В ня:, 
|С —гс|։ /

где В— постоянная, не зависящая от г.
3.2. Рассмотрим задачу А, когда £)(/) = 1

11т ||ф+ (М<х (<))) ֊Ф՜ ֊’ «)) ֊/(0 И = 0.
г-*1 -0

(22)

Лемма 7. Пусть / (О (Г). Тогда решение граничной задачи 
(22), равное нулю на бесконечности, имеет вид

2 кг'
л,

(23)

л,

где 'р(£)—решение уравнения а ₽(/)— функция, обратная

Доказательство. Единственность решения задачи (22) следует 
из теоремы 3. Пусть теперь /П(£)£//(Г) и /„(/) — /(О по метрике 
1/ (Г). Для каждой функции /„ (I) рассмотрим граничную задачу

ф+ («(0) - ф՜ (0 =/я (0-

Решение этом задачи, согласно (12), имеет вид

ФТ(г։__3_ГМШ>.л,
2 кг I I — г

(24)

2 кг .) 
г
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2 г

где 4" (0~решение уравнения К ф =/я (/). 
Из (23) имеем

ф* (*Г (“ (0) ֊ ф-(Хг֊’ (0)=-^7 Л(Ж) 
М«(0)

х-Хг֊’(О

— </, = _£_
(О 2пг а (х) - кг (а (0)

ф (х)

(С)
Ш (С) - ).Г֊։ (О

_ Г Г а/(«(О) а'(С)
Дш(;о_х,(«(0)

] Ф (<») с:))^

2«։ 3 
г

1

Следовательно

|Ф+ рг («(0)) -Ф" ()г-։ (О-/(01* |Л| =

= -А- У [ Нг С; в) ф (ш (С)) «Л — /(«“ (В)) |₽ К (Щ |</В| <

< Л ( У У н' & о [ф (ш ГО) ֊ ♦- (“ ГО)] РН (В) I И| +

т

-/(• ГО) V (В)|й)- (25)

Применяя лемму 6 из (25), получим

1' |Ф+ (Хг (а (О))֊- ф- (Хг-> (0) ֊ / (О г 1^1 < 

г

֊֊У У Яг (С; В) фя (Ш (С)) Л - /я (Ш (В))“|ш'(В) 11£| ) • (26)

Так как функция 1п (О из класса Гельдера, то

ф-+ (*/■ (»(0)) - Ф7 р.г֊։ (0) - /- (0 -»о, при г -»1 — о» 

равномерно на Г. Следовательно
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I Нг (С; 5) <1»я (w (С)) ԺԼ — fn (w (֊)) -»0, при т -*■ 1 —О 
г

равномерно на Т. Тем самым последнее слагаемое в (26) стремится к ну­
лю, когда г—»-1—0. Учитывая теперь лемму 1, завершаем доказательство 
леммы.

Из леммы 7 следует
Л է м м а 8. Для того, чтобы задача (22) имела решение в классе 

функций, удовлетворяющих условию

|Ф (z) | <Հ const |z|՜“, п^>1, z-»oo, 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

j b(t)tkdt = Q, k=0, 1, 2,- •, (n—2), 

г
где ^(Ր/—решение уравнения Ki(=f(t).

3.3. Для каждого целого k обозначим через Ф* (г) решение граничной 
задачи

lim ||Ф+ (Хг (« (/))) ֊ Փ՜ (Xr-i (0) ֊ = О,
/■-*1—0

равное нулю на бесконечности. Очевидно, что любая конечная система 
функций Фж (г) линейно независима.

Из леммы 7 следует также
Лемма 9. Общее решение задачи (22) а классе функций, удовде֊ 

творящих условию

|Ф ՜ (z)i I < const |zI" (/l _> — 1),

при Z—► oo, можно представить в виде

փ+(*)=֊ + t Դփ;(z),
i Я/ J f -- z

Г

Փ՜(*)=-֊ր ('֊^֊dt + % c4(z‘ +ФГ(г)),
2 яг J t — z *-o 

г
где ՚|»(է)—решение уравнения Ki/=f(f}, а с0, с1։ •••, са—произвольные 
комплексные числа.

Доказательство. Представим Ф (z) в виде Ф-(с)= Ф-(։)4- 
4֊ P(z), где P(z)=c0 + c1z + 4֊ с п г", а (z) , аналитичнав G~ 
и Чг-(оо) = 0. Тогда задачу (22) можно представить в виде

Пт ||Ф+(Хг(а(О)֊Ф"О-г-1(О)-(/(О +Р(О)Ь = О. 
г-»1—0

Теперь остается применить лемму 7.
3.4. Пусть теперь

*= 77-[Arg£)(O |
2я L Jr
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•есть индекс функции £(0. Положим Ро(0 = * * £>(0. Так как индекс
•функции Оо(0 равен нулю, то каноничечкое решение задачи

Ф+(«(О֊Д»(0 Ф“(0=0

имеет вид

V- / ч _ I 1 Г /. (О „ Хо (я) = ехр —7 \ -------</1 •
I 2 к։ Л I— г 

• г

(27)

где у.(0—решение уравнения К/. = 1п Оо'(0. Так как

А(0 =
^оЧ’(О) 
ЛГ(0

то задачу А можем представить в виде

11т |Ф+ (М«(0))֊ ? ֊֊— Ф՜ (0) -/(01,-0.
Г-*1—0 Ло ус)

(28)

Теперь, учитывая теорему 1 и лемму 2, (28) запишем в виде

11ш |Ф*(Х,МО» - ------------- /(Р_| _0. (29)
•-■-«К (М«(<))) Ж(>г֊'(()) «(«(<)) „

Положим

/ + (я) = Ф ■, г՜ (я) = /Ф (г)- • (30)
Ао+(я) Х0-(я)

Будем иметь

1ш> [Г՛ (X, (а (0)) ֊ Г (}.г֊> (0)------- (<) | - 0. (31)
г-1֊о|| А?(а(0)

Пусть теперь ф (0—решение уравнения А'Ф =/(0 [^(а (0)]՜1.
Имеет место следующая
Теорема 4. Общее решение задачи А, равное нулю на бесконеч­

ности, в зависимости от индекса функции О (/), можно представить в виде 
1) если х 0, то

ф+ (г) = Х^) г ф (р(0) л+Хо {г} ф+ (х)։
214 .) г —г

(32) 

ф- (г) = у]. ( Ж Л + Ао (г) у1 Ск + ФГ (г)),
214՛ 3 I — Я *-0 •

Г

де с0, сх, •••, С։֊1 — произвольные комплексные числа при х^-1 и 
гс0— сг = • • • =с»-1 — 0 при х = 0.

2) если х — 1, то задача имеет решение тогда и только тогда, когда
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■ I -НО t“ dt = 0, k = 0, 1, 2,•••, —(* +1), 
■ .' ’ ' ■ Ч • * г» : . • • • • 1 -<•.

Г . ։ . . .

при этом решение определяется по формуле (32), если положить-
С0 = С1= ‘ Cz^l = 0. . . ։

Д о к а з а те льство. Пусть х О, тогда ,

‘ • |/՜ (z) | const |я|х՜' (я.-*֊ ooj.

Применяя лемму 7 из (31) будем иметь •

= ֊ f Л + 5' ск Ф* (г),
2 яг J t — z *._о

F- (я) = -тЦ- f — dt + £ с, (.-* + Ф* (я)).
2 я/ J t — z k~n 

Г

Учитывая (30), получим формулу (32).
Второе утверждение теоремы следует из леммы 6.
В заключение отметим, что если в граничном условии (2) сходимость- 

по метрике Lp заменить равномерной сходимостью, то можно доказать, что 
аналогичные результаты справедливы и в классе С(Г) непрерывных функ­
ций.

К данной тематике мое внимание привлек проф. Н. Е. Товмасян. Я вы­
ражаю ему свою искреннюю признательность за это, а также за постоян­
ное внимание к работе.
Ереванский политехнический

институт имени К. Маркса Поступила 26. VI. 1985

Հ. Մ. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ. Տեղումով համալուծման եզրային իւնղիրը Լ՝- ղասում (ամփոփում)

Աշխատանքում, ընդհանրացնելով շեղումով համալուձման խնդիրների եզրային պայման֊ 
ներր, դիտարկվում Է այդ խնդիրը այն դեպքում, երբ աջ մասը պատկանում է Ս ■ դասին։

Նկարագրվում է րլլոր լուծումները և ցույց է տրվում, որ նրանք դրվում են Լ դասի 
ֆունկցիաներից Կոշու տիպի ինտեգրալով։

G. M. AIRAPETIAN. On the boundary problem of the conjugation with shift in the 
class L1 (summary)

In the paper the problem of the conjugation with shift is considered in the- 
case, when the right side belongs to the class Ll.

All solutions are described and it is shown that they can be represented by 
the integral of Cauchy type from the functions of L1 class.
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Н. Е. ТОВМАСЯН

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ В 

ПОЛУПЛОСКОСТИ В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ 
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РОСТА

Введение

Рассматривается следующая система дифференциальных уравнений:

^7= А(‘7р)а>/>0* 
О1 \ Ох /

где А (и)—квадратная матрица порядка пг, элементы которой — полино­
мы действительной переменной о £ R1, и (х, #) = (и1(х, /), и1(х, 1),-‘ 
• • •, ит(х, /)) — искомая вектор-функция.

Определение 1. Будем говорить, что заданная в области * 0г 
х^Я1 функция и(х, () принадлежит классу М, если она бесконечно 
дифференцируема в этой области и удовлетворяет оценкам

дки^'— <Сй(1 + 0Г‘2(14 |х|)С<3; Л = 0, 1, <>0, х£Я\ (2) 
(Н

где С*1,  с/,2, с*з  — положительные постоянные, зависящие от и (х, /).
Определение 2. Будем говорить, что функция и(х, 

если она принадлежит классу М и в оценке (2) с03=у, т. е.

|ц(х, окСхЦ+^'а+И)'. />о, хся1. О)

где С։ и сг — постоянные, зависящие от функции и(х, £).
Определение 3. Заданная в R1 функция /(х) принадлежит 

классу если она бесконечно дифференцируема и удовлетворяет 
оценкам

|/* ,(х)|<С*(1-Нх|)'  х £ R1, £ = О, I,-• (4)

где Ск — некоторые постоянные, зависящие от ] (х).
Пусть 5 — класс бесконечно дифференцируемых и быстро убываю­

щих функций в R1, а 5' — пространство линейных непрерывных функцио­
налов в 5.

Обозначим через / [Л/] образ множества функций и (х, 
преобразовании Фурье по переменной х (при атом функцию и (х, /) 
при любом фиксированном 1^-0 угссматривсем как обобщенную 
функцию). Аналогично определяются классы функционалов Р[М ] и 
/РМ-
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Делая преобразование Фурье по переменной х в системе (1), получим

= А(з^(а, /), г>0, °£Н։> (5)

где V =Г[и(х, <)].
Здесь и в дальнейшем под /?[ц(х, /)] и Р ’ [“(х. 0] понимается 

преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье функции 
и(х, 0 (как обобщенной функции) по переменной х. Под решением 
уравнения (5) понимается функционал и(з, /), зависящий от I как от 
параметра и принадл'жащий классу Г[М]. В уравнении (5) производ­
ная по < понимается в слабом смысле, а по х— в обобщенном смысле

Определение 4. Пусть 6— открытое множество или отрезок в' 
R1. Будем говорить, что

0=и։(3> 3€^, #^>0,

если при любом фиксированном <>0 функционалы иг (а, <) и и։(з, /) 
определены и равны над множеством функций С“ (О).

Пусть Е — единичная т-мерная матрица, <4(3), >։(«),•••» Хт (□)— 
корни характеристического уравнения ,

<1еЦ£՜). — А (з)] = 0, ИеХДз) < Йе >։(з )<-.•< Ке>.ст (з). (б)

(Корень берется столько раз, какова его кратность).
Обозначим через р(з) — число корней уравнения (6) с ЫеХ(а)<0.

Мы будем предполагать
1) р(о) = г всюду, кроме конечного числа точек з1։ зч,

т. е. система (1) регулярна с показателем регулярности г;
2) в окрестности точек зр з։,-.-, корни \(з),-֊-, Хг (з) отде­

лены от корней Хг+։ («),•••, >.т (з). Это означает, что можно указать 
непересекающиеся области Си и Сг  такие, что при |з — зА|-^в корни 
\(з), •••, ^г(°) принадлежат области Сц, а >г+1 (з),• • ■, )-т(з) принад­
лежат б,2(&  = 1, 2,•••, д). Здесь и в дальнейшем а — достаточно ма­
лое положительное число.

*

*

Рассмотрим следующую задачу.
Задача А. Найти решение системы (1) в классе М, удовлетворяю­

щее граничному условию

о({—'\и(х, 0)=/(х), х£Я\ (7)
\ Ох /

где <2(о)матрица размерности гУ.т, элементы которой — полиномы 
по переменной з^Я1, / (х) = (/։ (х),• • •, /т(х))— заданная вектор- 
функция из класса Л/},.

Под решением задачи А понимается классическое решение. Делая 
пресбразование Фурье по х в граничном условии (7), получаем

(2(з) «(о, 0) = #(з), (8)

где #(з) = Г[/ (х)].
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Определение 5. Будем говорить, что задача А в точке о0с R1 
удовлетворяет условию Лопатинского, если однородная задача (5), (8) 
(в = 0) при п = 0о имеет только нулевое решение в классе обычных функ­
ций, растущих по I не быстрее полинома.

Обозначим

Р՝ (°) = Г(£>.-л (о))-1 Л; Я*(о)  = -1^ Г (В-A (о))֊’ d>., (9)՛

В случае, когда условие Лопатинского выполняется всюду, задача А 
в классе М и в более общих классах рассмотрена в работах [1], [2] и до­
казано существование и единственность решения этой задачи.

Задача А для однородного эллиптического уравнения высокого поряд­
ка с однородными граничными условиями в классе бесконечно дифферен­
цируемых функций определенного роста рассмотрена в монографии [3].

При выполнении условия дополнительности, доказаны существование 
и единственность решения этой задачи.

Задача А в классе обобщенных функций и (х, /), для которых
Р[и(х, 0] и ^ [/(■*)] — обычные функции, растущие не быстрее поли­
нома по х и по /, рассмотрена в работах (4]—[6]. В этом классе до­
казана единственность решения этой задачи и получены необходимые 
и достаточные условия на § (о) = р\} (х)] для разрешимости неодно­
родной задачи. В случае, когда р (3) = г всюду задача А в классе М 
рассмотрена в работе [7]. Доказано, что однородная задача А имеет 
конечное число линейно независимых решений, а неоднородная задача 
всегда разрешима.

Ясно, что М/С.Мк при Целью данной работы является 
указать минимальный клссс М}, в котором задача А имеет решение 
для любой функци / (х) £ т. е. указать точную связь между ро­
стом / (х) и допустимым ростом и(х, /), при котором задача А всег­
да разрешима.

В работе получена формула числа линейно независимых решении 
однородной задачи А в классе М]։ кото;се стремится к бесконечности при

2 J 2 J
T*  <») t+ (»*)

к=1, 2, •••, ч, где 7+(а) — замкнутый контур в комплексной полу 
плоскости Ее)>0, охватывающий все корни характеристического 
уравнения (6) с Ие X(з) ^>0. Отметим, что матрица Р+ (а) бесконечно 
дифференцируема при а=^о1։ о2>---, а Р^к (а) — бесконечно диффе­
ренцируема в окрестности точки о*.

Условие Лопатинского в точке о эквивалентно условию [7]
гап2 [^(о()О)] = т- <В * 10>

В точках ст,, сг։,это условие заведомо нарушается. В дальней­
шем предполагается, что условие Лопатинского выполняется всюду, кроме 
конечного числа точек о|( о։,.... оп (п Я), то есть

rang Р ՛ (=) 
<2(°)

= т при о Ç R1, a =f= а1։ о։, • • ■, «։«. (11>
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? 5^ 0 и /—►+ 00• Это означает, что при наличии нерегулярных точек 
естественно ставить задачу А в классах М

Задача А рассматривается также для граничных данных } (х) £ 3. По­
лучены необходимые и достаточные условия ортогональности на { (х); при 
которых эта задача имеет решение в заданном классе М։ (при любом 
/ — 1). Начиная с некоторого / эти условия отсутствуют, а для осталь­
ных / число этих условий конечно и зависит как от пространства Мтак 
и от коэффициентов системы (1) и граничного условия (7).

В работе указаны классы М{— со) и Л/(4-оо), в которых задача 
имеет и притом единственное решение для любой вектор-функции [ (5 и 
предлагается метод ее решения.

§ 1. Некоторые вспомогательные предложения

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

— Ли = 0, f>0, (12)

где А—постоянная квадратная матрица порядка т, v = (о„ vm)— 
искомое решение.

Пусть X,, Х։,..., Х£—различные корни характеристического уравнения 

det [£Х—Л] = 0, (13)

а ^1» А՜։,---, к/—их кратности, ------- 1- ki=m.
Имеет место следующая
Лемма 1. Для того, чтобы решение v (/) системы (12) имело вид

2 Р*(ОвХ‘‘, (14)
*-₽+։ >

необходимо и достаточно, чтобы начальное значение и (0) удовлетворяло 
условию

— Г (£Х - А) <У>. V (0) = 0, (15)
2з

т»
где Рк (0—т-мерная вектор-функция с полиномиальными элемента­
ми, а у, — замкнутый контур, охватывающий из корней характеристиче­
ского уравнения (13) только Х։, ■ • •, >.р.

Доказательство. Необходимость. Пусть решение о (О 
системы (12) представляется в виде (14), а да (X)—преобразование Лап­
ласа этого решения. Совершая в (12) преобразование Лапласа, получим

ш(М = (£Х-Д)-1 «(0). (16)

Из (14) следует, что да (X) аналитична всюду в комплексной плоско­
сти X, кроме, быть может, точек и ш (X) — 0 при |>| -*֊  оо.
Поэтому [10]

п(0= — Сет(Х)ех'<А, (17^
...... 214՛ и

1«
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где у։ — произвольный замкнутый контур, охватывающий из точек 
Ч. )«>•••» 'р только >•(>+։,•••, Тогда из (16) и (17) имеем

о«)=-Л- Сеи(Ек-АГ1Л^ (0). (18)
2та] 

. Т» I
Подставляя в (18) I = 0, получим

«(0) = ^-С (Д-лг’а^о). (19)
2 

1«
Известно, что (см. [8], стр. 41)

~ |՜ (Ек-А)՜'<Ь = Е. (20)
2 та .!

Т։+Т»

Используя формулу (20), условие (19) можно записать в виде (15).
Достаточность. Пусть V (0— решение системы (1) и У (0) 

удовлетворяет условию (15). Рассмотрим вектор-функцию

ш (/) = — Г (£)֊ - Л)-1 Лг(0). (21)
2 з

И

Легко проверить, что 0) (О является решением системы (12) и соглас­
но условию (15) и формуле (20), © (0) = и (0). Из единственности ре­
шения задачи Коши следует, что у (0 = и (0. Вычисляя контурный ин­
теграл (21) по теореме о вычетах убедимся, что решение V (0 имеет 
вид (14).

Лемма 2. Пусть — замкнутый контур в комплексной плоскости 
1 и с!е1 [Д1 — А\ =^0 при 1611՛ Тогда

гап£ (£7. — Л)՜1 Л= т0,

т»
где та — число корней характеристического уравнения (13), охваченных 
контуром у, (корни считаются столько раз, какова их кратность).

Доказательство. Известно, что система (12) имеет ^р+։+ 
+ линейно независимых решений вида (14). Из леммы 1 непо­
средственно следует, что система (15) относительно и (0) имеет такое же 
число линойно независимых решений. Следовательно, ранг матрицы 
системы (15) равен ш — (£р+1Ч------- Н^. ) = ^1 + ^гН------- 1՜ ЛР = т0. Лем
ма доказана.

Пусть

ехр {ЛП = £ _ а, < I < _|_ о,, (22)
к-о /с։

где А — квадратная матрица /л-го порядка, Л° = Е.
Известно, что ([8], стр. 41)
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ехр {At} — j е" (£1 — А) 1 d't- (— <» < t < + о°); (23)՛

т
ехр (Л/) -exp {Лт) = ехр |Л (/ + т)’г (24}

~՜ схр |Л/)=Л ехр [Л/], (25}
at

где у — замкнутый контур в комплексной плоскости X, охватывающий все 
корни характеристического уравнения (13).

Лемма 3. Если и(з, t) £F[Af]— решение системы {Ъ\, то

/>*(□)«  (а, 0) = 0, а £ R1, =¥=’!.=>։,•••,. °ч, (26}

Pot (с) «(а, 0) = 0, при |з — %|<е, Л=1, 2,...., ф (27j

Доказательство. Напомним, что зх,• ••, sq — нерегулярные 
точки системы (1), а вх,---, а„ (n>q)— точки, где нарушается усло­
вие Лопатинского для задачи А. Пусть о (о, t) [ М]—решение си 
стемы (5). Используя формулы (24) и (25), получим

— [ехр{— А (о)/} v{a, /)] = 0, при/>0։ o^-R1'. (28)
dt

Отсюда имеем

ехр {— А (о)/| v(o, t) — L, /^>0, о £ R1՜, (29)-
где L — функционал, не зависящий от t.

В (29), переходя к пределу при t —♦֊ 0, получим

£=«(а, 0), с £ R1. (30}

Далее, умножая обе части (29) на ехр {A (a) t} -л используя равенство 
(30), получим

v(a, О = ехр {Л(а)^«(о, 0), t > 0, o£R4 (31)

Отсюда, в частности, имеем

о (а, 0) = ехр {— Л (о) f) и (о, /). (32}
Заменяя / на — t и А на А (а) в (23), получим

ехр I—Л(о)/|=-^— 1 е-А/(£>. — Л (а))՜1 (33}
2 J

Т(а)
где у (а) — замкнутый контур, охватывающий все корни характеристиче­
ского уравнения (6).

Отсюда и из формулы (2.4) монографии [8] (стр. 30) получим

Р1 (о)-ехр {-А (я)/| =—■ [ е““(£7. - Л (я))՜’ d).; (34)

т+ (®)

р:к (а) • ехр {- Л (з) о ==2֊л J (^ ֊ А (а))՜1 |з֊- о*|  < Е. (35>
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Из (34) следует, что матрица Р4՜ (з)-ехр {— А (я) (] и ее произ­
водные по а равномерно стремятся к нулю при I —» + «э в малой 
окрестности любой точки а1г - ■ ■, ая. Аналогичное утверждение 
верно и для матрицы #л'Р1£-ехр{— А (з)£| в окрестности точек а*  
(к — 1, 2,•••, д) (/V—произвольное число).

Умножая обе части (32) на матрицу Рт (з), получим

Р+ (а) v (а, 0) = (а) exp J— А (=) t) v (Д, t); t >0, я £ R1, s=jts1։ ■ ■ •, a,.
(36)

Переходя к пределу при t ->■ 4֊ аз в (36) и имея в виду, что 
о(з, получим равенство (26). Равенство (27) доказывается
аналогично.

Лемма 4. Если выполнено условие (11), то

Q(a
= г + т — р (aj. при

0 < |s — aj < е, 

4 = 1, 2, -, п.
(37)

Доказательство. Из леммы 2 следует, что

rang Я*  (s) = m — р (ад прИ |0 _ < в, к=1, 2, - -, q, (38)

rang Р+ {а)=т — р (з) при aÇR1,

rang [Р+ (о) — Р\ (а)] = р (аА) — р (а), при |з — oj < в 

(4 = 1, 2,. -, и).
По предположению {•(<’)= г при с=/=а։, •••, aq.

Ясно, что

(39)

(40)

rang
Р+(з)' 

.Q(’) .
< rang Р^) 

Q(a)

(41)

Так как при з =£ з1։ з2,•••, з„ левая часть неравенства (41) равна 
т (по условию), то правая часть этого неравенства равна т при 
°¥=01> Отсюда и из равенств (38) и (40) получим утверж­
дение этой леммы.

Пусть Д*  (з) — матрицы размерности р0Хт (р0 < т), элементы ко­
торой— аналитические функции в окрестности точки а — ак։ причем

rang Д*  (з) = р0; при 0<|з — з*|<е,  (42)

a rang Д*  (а*)  р0. Обозначим через п0 наименьший порядок нуля в
точке з=а*  всевозможных миноров порядка р0 матрицы Д*(з).  Для 
матрицы Д*(а)  имеет место следующая

Лемма 5. В окрестности точки ак существует невырожден­
ная аналитическая квадратная матрица ։*  (з) порядка р0 такая, 
что

а*  (о) Д*  (а) = diag [(з—а*)՝՛,  (з — а*)" ’, • ■(о — а*) ”։1՛] В*(з),  (43)
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при |о — оД<8, где л։, nN—неотрицательные целые числа,
Л1 + ns4— • + пр,= л0, В*  (а) — прямоугольная матрица размерности 
р«Х т с аналитическими элементами в окрестности точки а*,.  
удовлетворяющая условию

rang В*  (о*)  = Ро-
Эта лемма доказана в диссертационной работе [9]^ доказательство՛ 

приводится методом последовательного исключения (методом Гаусса). В; 
случае, когда ДА(о*)  = р0 числа л։ = л։= • • • = Лр, = 0.

Рассмотрим следующую задачу.
Задача В. Найти решение о (з) = (□),- • ՛, им (’)) системы

Д*  (’) «(’)֊= 0, (44)՛

принадлежащее классу и сосредоточенное в точке з> (у — целое; 
неотрицательное число), где Д*  (з) — матрица, указанная в лемме 5.

Лемма 6. Число линейно независимых решений задачи В равно
р.
S И*՜*՜  (/т 1) (т — р0), ме l‘* = min (л։, j + 1), 
к-1

л4(г = 0, I,"՛, р0) — целые числа, входящие в формулировку леммы 5- 
В частности, из этой формулы следует, что еоли j > п0—1, то 
число линейно независимых решений однородной задачи В равно՛ 
Ло + 04֊ 1) (т — ро).

Доказательство. Пусть а>(а) — матрица, построенная в лем- • 
ме 5. Умножая обе части (44) на а*  (с) и учитывая равенство (43), 
получим

(о—с*)" 1ш1 = 0, (з — о*)՞'  w։ = 0,-• ՛, (° — o*)" P։ «»Ро, = 0, 
где

ш = (шх, w։,՛՛՛, Wp.) = В*  (з) v (о). (45>

Общее решение уравнения (о — a*)"p«j p = O определяется фор­
мулой [4]:

"л»՜1
= (4Q

л-0
где о (с — akj — дельта-функция Дирака.

Так как функционалы £ /■’[/V,], то из (46) следует, что коэф­
фициенты ср։ — 0 при s^>j, г. е.

%՜1
= £ Ср, ։<л)(з —а*)-,.  

5-0
где cps — произвольные постоянные.

Уравнение (45) относительно v (а) при заданном w решаем сле­
дующим образом. Так как rang В*  (с*)=  р0, то в окрестности з*  суще­
ствует р0 линейно независимых столбцов матрицы- В*(д).  Пусть, для 
определенности, первые р0 столбцов линейно независимы, тогда урав­
нение (45) решается относительно vx(a), V։(°)»'՜՜» vt> (°)» а остальные 
v*  (°) (Л =Ро+1,-• т) берутся произвольными функционалами из.
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^[А'у], сосредоточенным” в точке о*.  Такими функционалами являются: 
линейные комбинации о (а — о4), V (а — »*),•••,  5(;)(а—а*).

Таким образом, получили, что задача В имеет

2 ^ + (/ + 1) (т-Ро) (47>
4—1

линейно независимых решений.
Замечание 1. Если ] — нецелое, неотрицательное число, то в- 

формуле (47) число у нужно заменить на [/], где [/]—целая чаесть/. Если. 
] < 0, то задача В не имеет нетривиальных решений.

. Рассмотрим уравнение

(о —о0)'ш=р(о), 5^К։, (48)

где р (с) £ 5, I — натуральное число, а и> (а) — искомое решение из. 
класса В',

Уравнение (48) в классе Р [М-1] всегда имеет решение.
Лемма 7. Для того, чтобы уравнение (48) в классе (л

классе Е[Л4]]) при —1 —1 имело решение, необходимо и
достаточно, чтобы функция р(а) удовлетворяла условиям

р“,(оо) = 0, к = 0, 1,..., /-[у]-2. (49}

Доказательство леммы 7 очевидно.

§ 2. Исследование однородной задачи А
I

Однородная задача А в классе Л4у, как было показано во вве­
дении, эквивалентна следующей задаче.

Задача С. В классе /Г[ЛГ/] найти решение и ( с, #)• системы

^ = А(о)о, />0, (50)
ас

удовлетворяющее граничному условию

0 (а) и (а, 0) = 0, О^Я1. (51)

Покажем, что задача С имеет конечное число линейно независимых 
решений и укажем метод построения всех решений. Пусть сначала ]— це­
лое неотрицател:ное число.

Из (26) и (51), учитывая условие (11), получим

и (а, 0) = 0, при а £ R1, а о։, а։, •••. о„.

Следовательно, если о (о, /) — решение задач;՜ С, то □ (ст, 0) можно 
представить в виде

V (о, 0) = и (з, 0), + V (а, 0)4------ + V (а, 0)՛, (52)
к

где V (а, 0)—вектор-функция из класса Р [МД, сосредоточенный в точке 
о*(Л  = 1, 2,..., п).
4—256
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• • • *
Из условий (27) и (51) следует, что вектор-функционал и(з, 0) 

Л = (1, 2,•••, п) удовлетворяет следующей системе:

(с) w (а, 0) = 0 (53)

Q(a)v(a, 0)=0, |а— а*|  < s, к = 1, 2, •••, п.
Теперь укажем метод решения системы (53). Из равенства (38) 

следует, что матрица Р,к (а) (к = 1, 2, • • •, д) з окрестности точки 
а*  имеет т— р(з4) линейно независимых строк. Пусть А*  (з) 
(к = 1, 2, q)—матрица размерности (т — р(о*)+  г) X т, состоя­
щая из линейно независимых строк матрицы Р,к (а) в окрестности а*  
и строк матрицы Q(a). Согласно лемме 4

rang Д4.(с) = т — р (з*)  Н- г, при 0 < |з — а*|  < а, к = 1, 2,- • •, п.
k

Ясно, что система (53) эквивалентна системе Д*(а)«(з,  0) = 0. 
Таким образом, задачу С привели к задаче В, которая исследована в 
§ 1. Пусть lk(k = l, 2, • • •, п)— число линейно независимых решений 
системы (53) в классе P[N j\, сосредоточенных в точке з*.  Согласно 
лемме 6 эти числа конечны.

Подставляя найденные решения системы (53) в формулу (52), полу­
чим

v(°» 0)= S X с*,®,( я). (54)
*-1 4-1 

к
где ш։(з) ($ = 1,. • •, /*)  —линейно независимые решения системы (53), 

к
•сГз — произвольные постоянные, w (з) £ F[Nj]. 

к
Ясно, что функции W, (S = l, 2,---, /*,  к = 1, 2,-՛-, п) в сово­

купности также линейно независимы.
Подставляя v (о, 0) из (54) в (31), получим

и(°, £ с^ехр[Л (a)/) тоДз). (55)
4-1 4-1

Обозначим через Р՜ (з) и Р7к (°) (к = 1, 2, ••֊, п) матрицы

Р"(Я) = Л f(£>— А ('))֊'&, РМ= — ('(£>.- А (з))֊1Л, 
2«i J .2

т~<«) т՜՜ (»*)

где у՜ (з) — замкнутый контур в комплексЕСЙ п/сскссти >, охватываю­
щий все корни уравнения (6) с Re л 0 и не охватывающий остальные 
корни.

Подставляя в (33) t = 0 имеем

— (' (Ек- Л (з)) ֊։ rfX = Е. (56)
2 к/ J

1 (®)
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Аналогично, из формул (34) и (35) получим

Р~ (о)ехр {А (а) /} = -*-  Г е“(ЕХ — А (а))֊’ /л, (57) ■
X “^1 J

• («)

Р.~(а) exp |A(o)f) = | е" (Ел — А (а))-։<Д. (58)-
X •»I

7 ’ <’*)

Из (56), в частности, следует, что

^(°) + А~(о) = Е, при > — О. (59)՝
к

Так как функционал w * (ст) удовлетворяет условию (53) и сосредо­
точен в точке ст*,  то, учитывая соотношение (59), решение (55) можно 
записать в виде

v (°, 0 = S S Ск։ Р’к (°) ՛ ехр {А (о) / | то (о). (60).
*=1 4—1 

к
Поскольку «>*(»)  £E[JVj] и сосредоточен в точке о*,  то 

w,(o) = 2J cAj/8(О(о —о4), (61) -
7=0

где cksl — некоторые постоянные /n-мерные векторы. Отсюда и из 
(60) следует, что функционал v (о, t) имеет вид

«(«. S 2аь/(0 8(,)(о-аД (62).
*—1 д_-1 7—и

где aksi (/)—вектор-функция, компоненты которой линейно выражаются 
через производные по с до порядка / элементов матрицы Ро* (о) ехр 
exp{A(o)f) в точке а*  (Л=1, 2,---, п).

Вычисляя интеграл (58) по теореме о вычетах, убедимся, что 
aksi (0 и их производные растут не быстрее полинома при 
Следовательно, вектор-функционал 'v(o, t), определенный формулой 
(55), принадлежит классу P[Mj] при произвольных постоянных Скз 
Совершая в (62) обратное преобразование Фурье по переменным а
получим 

п 1к I 
и(х, Г)= £ £ а* н(<)(։х)’ехр {— /а/), (63)

к-1 ։=1 7=0

которое является общим решением однородной задачи А в классе М/ . Та­
ким образом, доказана

Теорема 1. Однородная задача А в классе М> имеет у = Ц + 
-+• /2-|- • • • + 1п линейно независимых решений, где 11г 1п — це­
лые числа, определенные выше.

Замечание 2. Если у0, то однородная задача в классе М, 
не имеет нетривиальных решений. Если же у — положительное неце­
лое число, то пространство решений однородной задачи А в классах 
М, и совпадают.
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§ 3. Исследование неоднородной задачи А

Обозначим

Рг(°) = — С (£Х _ А (а))-> р֊1 (а) = _1_ Г (£). _ Д (а))՜' а,г
2 л 2 ад*  J

т+ (») т^՜ (»>

где Тг (а) и ч7 (а) — простые замкнутые контуры в комплексной 
плоскости X, такие, что 1) они не пересекаются и не содержатся один 

: внутри другого, 2) контур 7 Г (я) охавтывает корни >.х(я), )։(я), • ••
•••, М°), а контур 1г (3) охватывает корни Хг+1 (а),. ■., ).т(з) урав­
нения (6).

При наших предположениях на корни характеристического уравнения 
<(6) матрицы Рг (я) и Р7 (я) бесконечно дифференцируемы и

Рг+(а) + Р7(3)-֊=£,
(64) 

Р+ (з) = р+ (з), Рг (я) = Р (з), при а =/= я։, • ■ ■, я?.
Рассмотрим следующую задачу
Задача О. Найти решение V (а) = (и, (а),..., от (о)) системы

Р7 (я) о = 0, (65)

<2 (я) « = £(«), (66)

принадлежащее классу Г[№], где ТУ = II ТУ*,  £ = А [/(х)], /£ТУ,-,.
к=0

Теорема 2. Если о (я) является решением задачи О в клас- 
.се то

и(х, 0 = ^՜'[ехр{Л(։)Т| Р; (з)и(я)] (67)

есть частное решение задачи А, принадлежащее классу М].
Доказательство. Теорему докажем для случая, когда <7=1, 

п = 1, то есть условие У\опатинского выполняется всюду, кроме точки 
а = а1; р(я) = г при а=/=з։ и р(ях) > г. Общий случай доказывается 
аналогично. Пусть

ш(я, Т) = ехр [ А (я) Т} РГ(я) V (я); (68)

Ясно, что ш (я, /) удовлетворяет системе (5). Из (64)—(66) следует, 
что то (я, 7) удовлетворяет также граничному условию (8). Докажем, 
что ш (я, Т)^Р[ТИу].

Из (57) и (68) имеем

•ш (я, /_)=-А- | еи (Е>- — А (я))՜1 с!>. и (я), (69)
2 иг

т7
В работе [7] доказано, что если V (я) £ Е [ТУ;], то функционал 

(69): ш (я, Т)^/*[ТИ/].  Следовательно, функция и(х, /), определенная 
формулой (67), принадлежит классу М], что и требовалось доказать.
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Теперь выясним следующий вопрос: в каком классе F[Mj] систе­
ма (65)—(66) имеет решение? Согласно лемме 2 rang Р7 (з) =- т — г. 
'Обозначим Ai(’) матрицу, строки которой составлены из строк мат­
рицы Q(s) и линейно независимых строк матрицы Р/ (з) в окрестно­
сти точки я*(£=1,  2, л), где з4 — точки, в которых нарушается
условие Лопатинского.

Пусть р*  — кратность нуля ~к функции det Д*  (з). Согласно лем­
ме 5 в окрестности точки з*  существует невырожденная квадратная 
матрица я*( 3) порядка т такая, что

‘ ajk(’)A*(s)  = diag[(3—з*) т*’,---, (а —(а) (70)

при |з —з*!<е,  где Тм,•••, 7*т  — неотрицательные целые числа 
1*1 -т------- Ь у*«  = ?*,  £*(з) —невырожденная квадратная матрица порядка
■т с аналитическими коэффициентами. Обозначим через

Ро —шах (7*„  Л- = 1, 2,---, п, s = l,-—, mJ. (71)

В работе [7] показано, что если то задача (65)—(66)
имеет решение в классе F [Afy,+₽J и указан метод построения всех ре­
шений в этом классе.

Из формулы общего решения задачи (65)—(66) в классе F {Л^/,4-3.], 
полученной в работе [7], следует, что всегда можно указать функцио­
нал g(s) £ /r[7V;,], для которого эта задача не имеет решения в клас­
се при любом A<C/o + Poi то есть класс /“Ч является ми­
нимальным классом, в котором существует решение задачи (65)—(66) 
для любого функционала g £ F [ЛГ/вJ.

Отсюда и из теоремы 1 следует
Теорема 3. Если f(x)^Nj„ то неоднородная задача А имеет 

решение в классе
Теперь покажем, что этот класс тоже является минимальным, в кото­

ром существует решение задачи А при любой f £ 7V;>.
Сначала докажем это утверждение для случая, когда /в — нецелое по­

ложительное число.
Согласно вышесказанному, существует вектор-функция f(x)^Nj, 

такая, что задача (65)—(66) имеет решение о(з), принадлежащее клас­
су ^[Л/у։+з,], но не принадлежащее F [Л/*]  при любом 4<^/о+го-

Пусть и0(х, t) — вектор-функция, определенная через о(з) по 
формуле (67). Ясно, что u0(x, fК Af/,+,%> но не принадлежит Мк при 
Х:</о4-₽о (так как и0(х, 0) при k<j0+%).

Любое решение задачи А, принадлежащее классу Л/у.+д,, пред­
ставляется в виде

м(х, <) = и0(х, О -J- 'W (х, #), (72)

где w (х, 0 - ■ общее решение однородной задачи А в этом классе.
Из замечания 2 следует, что w (х, ^) 6 Отсюда и из

формулы (72) непосредственно следует, что при указанной выше век- 
тор-функции f (х), все решения задачи А не принадлежат классу Мк 
при &<jo+Po- При j целом доказательство проводится аналогично.
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§ 4. Исследование задачи А при /^5

Обозначим через М(— оо) класс функций и(х, () из М, удовлет­
воряющих условию

Нт и (х, /) = О, I > 0. (73)

Аналогично определяется класс функций Л՜ (—со), где /У= I) Л’/.
/—о

В этом параграфе исследуется задача А в классе М(— оо), ког­
да/(х).£ 5. Требования относительно коэффициентов системы и гра­
ничного условия те же, что и в предыдущих параграфах.

Предварительно рассмотрим следующую задачу.
Задача /)<>. Найти решение системы -(65)—(66), принадлежащее 

классу Е [ЛГ(— оо)].
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 4. Если £ (ст) 6 -5, то задача О„ имеет, и притом един­

ственное, решение.
Доказательство. Для простоты изложения приведем доказа­

тельство при 9=1, п=1, о, = 0. Общий случай доказывается анало­
гично.

Пусть сначала ^(’)(5и ?(°)=0в окрестности точки ах = >■ 
Тогда система (65)—(66) имеет решение в классе 5 [7].

Пусть теперь £(з)£5 и носитель g('з) находится в окрестности 
точки ох = 0. Пусть, далее, ^(о), Д^о) и (а) — матрицы, построе­
нью в § 3 (см. равенство (70)). Система (65) —(66) эквивалентна си­
стеме

Д1(а)1, = ш(з), (74)
где <и (о) == (0, 0,• • •, 0, g1 (о), • • •, 8г (з)). 

т — г
Умножая обе части (74) на ах (з) и имея в виду равенство (70) 

при кг = 1, получим

°7” »1=^11 (°). °7" »2 = Ри(а)>‘ • •> о7’™ ют=р1П(о), (75)
где

то = (ш1г ш։, • • •, шт) = Вг (а) V, (рп (в), • ■ ■, Р1т (а)) = (а) ш (а). (76)

Делая обратное преобразование Фурье в (75), имеем

(ОТ» = (х); к = 2 т> (77)
ох1։*

(*) “ (֊ТуГ ] <х - *)7“ А (х) </х. (78)

где
А (х) ~ /-1 [р։* (=)], «*  (х) = Г՜7 Н (о)].

Ясно, что /к (х) £ 5. Частное решение уравнения (77) дается форму­
лой
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Легко показать, что и*  (х) £ М (— оо), поэтому

^(=) = ГК(х)]6^(-о:)];

Так как носитель ветор-функции находится в окрестности 
точки а1 = 0 и функционалы и>1։ шг,хит удовлетворяют уравне­
нию (75), то носители этих функционалов также находятся в этой 
окрестности. Из (76) имеем а=Вг(э)ги, где В2(а)^Со и в окрест­
ности нуля совпадают с ВГ՛ (’), следовательно 1>£В[/У(—сс)].

Поскольку любую функцию £(з)£В можно представить в виде 
суммы двух функций, обладающих вышеуказанными свойствами, то 
Задача 2)0 для любой функции #(з)££ имеет решение. Теперь пока­
жем, что однородная задача £>0 имеет только нулевое решение.

Так как по предположению 

rang
Л+(’)՜ 

_Q(3) .
= 7П, при а =А О, (79)

то решение однородной задачи (65)—(66) сосредоточено в этой точке, по­
этому обратное преобразование Фурье Этого решения является вектор- 
функцией с полиномиальными элементами. Следовательно, однородная за­
дача О0 не имеет нетривиальных решений.

Из формулы (72), в частности, следует, что решение задачи Во при­
надлежит классу где ?0 определяется формулой (71). От­
сюда, применяя теорему 2, получим, что при /(х)(-5 неоднородная 
задача А в классе всегда имеет решение. Имеет место сле­
дующая

Теорема 5. Если. то задача А в классе М{—се)
имеет решение и оно единственно. Это решение принадлежит 
классу

Доказательство. Пусть и (х, ^ — решение задачи А, опре­
деляемое формулой (67), где и(з) — решение задачи Ео. Легко прове­
рить,, что это решение принадлежит классу Л/(—оо). Как показано 
выше, это решение принадлежит также классу ь

Единственность решения задачи А в классе М (— оо) доказывается 
так же как и единственность решения задачи Во, при этом используется 
представление (63).

Если —1-СЛ<С?о—!>/€•$■ т0 для существования решения задачи 
А в классе Л/*  необходимо и достаточно, чтобы / (х) удовлетворяла 
конечному числу условий ортогональности.

Следующие две теоремы позволяют нам выписать эти необходимые я 
достаточные условия разрешимости. Для формулировки этих теорем мы 
взедем некоторые обозначения.

Пусть <։*(□)  (&=1, 2,•• •, п) — матрицы, а 7л/(^ = 1, 2,---, п, 
1 = 1, 2,--т)— целые неотрицательные числа, входящие в представ­
ление (70). Пусть, далее, ^(а) = (^ (о),-• •, (а))--правая часть
уравнения (66), ш(а)— вектор-столбец с компонентами (0, 0, • • •, 0,

т—г
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£։(°)>- •. £г(°)). а (рн (о),.. Ркт (а)) — вектор-функция ад (о) w (□)*  
(Л = 1, 2, •••, л). I/] —2.

Теорема 6. Если g(s)£S и —1 ■</<₽#"■ 1» то Аля тою,, 
чтобы решение задачи Do принадлежало классу F[7V/] (классу 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

РыЧ0») = О, Н = 0, !,•••» / = 1, т, t = l, 2,---, л. (80)՛

Если для некоторых к и I число у4։ — [у] — 2 отрицательно,, 
то для таких индексов условия (80) отсутствуют.

Теорема 6 при <? = 1, п = 1, ст, = 0 непосредственно следует из систе­
мы уравнений (75), к которой приведена система (65)—(66), и леммы 7. 
Общий случай доказывается аналогично.

Доказывается также, что условия (80) на вектор-функцию g (а) в со­
вокупности линейно независимы, то есть никакое из них не следует из- 
остальных.

Теорема 7. Если/^S и — —1, то для того, что­
бы задача А имела решение в классе М/, необходимо и достаточ­
но, чтобы вектор-функция f (х) удовлетворяла условиям (80), где

Доказательство. Необходимость. Пусть задача Л в 
классе М, имеет решение w (х, t), и пусть и (х, t) — решение задачи 
А в классе М ( — оо), которое определяется формулой (67), где о (о) 
— решение задачи Do. Как указано выше, и(х, 0

Ясно, что u0(x, t) — w(x, t) — u(x, t) — решение однородной за­
дачи А в классе М$,- ь Поэтому, согласно формуле (63), оно пред­
ставляется в виде

ш(х, /) —и(х, 0= 2 £ cjZ(f)xJ-exp [— io JI, (81>
1-1 I-о

где ctl(i)—некоторые m-мерные вектор-функции, которые вместе с 
производными растут не быстрее полинома при <-*•-(-  ос.

Так как w (х, t) (■ Mj и ы(—со, i)=0, то из (81) имеем 
cst(t) = Q при l^>j, то есть правая часть равенства (81) принадлежит 
классу М). Следовательно, и(х, t) также принадлежит этому классу. 
Отсюда и из (67) следует, что u(o) = F[u(x, 0))£/•’[Afj], то есть 
решение задачи Do принадлежит классу а для этого (согласно
теореме 6) необходимо выполнение условий (80).

Достаточность. Пусть выполнено условие (80). Тогда по тео­
реме 6 решение задачи Do принадлежит классу F [7V\]- Из теоремы 2 сле­
дует, что задача А также имеет решение в классе М Теорема доказана.

Результаты этого параграфа остаются в силе, если условие (73) заме­
нить условием lim и(х, /) = 0.

Пусть f(x)£S. Тогда имеет место
Теорема 8. Задача А с дополнительным условием

lira и (х, t) — 0
И—
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имеет решение тогда и только тогда, когда вектор-функция % (з) 
удовлетворяет условиям (80) при / = — 1 (з) =

Теорема 8 доказывается аналогично теореме 7.

§ 5. Примеры

Рассмотрим следующую задачу:
Найти в классе М решение эллиптического уравнения 

д*и д'и ди , ди п
др Ох1 д1 дх

(82)

удовлетворяющее граничному условию

+О(—Аи=/(д), при 7=0, (83)
хдх/ д1 \дх /

где /(х)^Л/„ Р(з), 0(з) — полиномы, х£К', 7 > 0, а, Ь, с — дейст­
вительные постоянные.

Делая преобразование Фурье по переменной х в уравнении (82) и гра­
ничном условии (83), получим

4֊ а — — (з2+ 6/з — с) V = 0, (84)
др сН

р (_ /0) (М3Л> + 0 (- Гз) „= е, (85)

где « = ГГи]; £ = /'[/]•
Характеристическим уравнением, соответствующим уравнению (84), 

является

1г 4- ал — (з։ 6/з — с) = 0. (86)

Из (86) следует, что уравнение (82) удовлетворяет условиям 1) и 2) за­
дачи А, если а) либо с < 0, б) либо с = 0 и а 0. При выполнении усло­
вий а) и б) условие Лопатинского выполняется всюду, кроме конечного 
числа точек.

Пусть и (а) = Р (— га) (а) 4- (?(—га), где М°) =-----к՜ —

— 1/ -~г 4՜ я* 4՜ Ьга — с
V 4

(под квадратным корнем понимае'гся то значение, действительная часть 
которого больше или равна нулю).

Легко показать, что при выполнении условий а) и б) функция ы (а) 
аналитична по действительной переменной ст и имеет конечное число дей 
сгвительных нулей. Обозначим через а1։ а։,•••, ая действительные нули 
функции ш (а), отличные от а = 0; 11г 1п — их кратности, 
Р/*  = шш(7*,  [/]4-1|- Пусть пл— наименьший порядок нуля точки а=0 
функций Р(—г'з) и (?(— /а).

Из теоремы 1 вытекают следующие два утверждения:
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Следствие 1. Если с = 0 и а > 0, то однородная задачу (82)-т- 
(83) а классе Mi имеет <•֊

min |л0; [у] + 1] 4֊ £ Ну*  + 1 
• г .

линейно независимых решений.
Следствие 2. Если с<0 или с = 0, օ<Հ0, то однородная за- 

т
дача (82), (83) в классе Mj имеет °=5j + Н/. линейно независи-

к-1
мых решений, где р/, = min {10, [у]+'1}> /0— порядок нуля точки о0=0 
функции ш (я), (если ш (0) =/= 0, то /0 = 0).

Из теоремы 3 получаем
Следствие 3. Если с <Հ 0 или с = 0 и a փ 0, то неоднородная 

задача (82), (83) в классе Mj, Ւբ, всегде имеет решение, где °0=тах 
14. /«)■

Пусть теперь f(x)^S. Тогда из теорем 5 и 7 вытекают следу Юг 
щие утверждения.

Следствие 4. Неоднородная задача (82), (83) в классе М (—оо) 
имеет, и притом единственное, решение, принадлежащее классу M?t_ ։.

Следствие 5. Для того, чтобы задача (82), (83) в классе М] 
при — 1 <у <₽о — 1 имела решение, необходимо и достаточно, чтобы, 
/(х) удовлетворяла условиям

(7(х) х" е~‘"кх dx = 0- q = 0, l,--, lk-[j]-2-, k = Q, l,--, n. (87) 

— ’■l . J
Если lK— [/] —2 <Z 0, то для таких k условие (87) отсутствует.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступила 24. X. 1985-

Ն. Ե. ԹՈՎՄԱՍ ՑԱՆ. Եզրային խնդիրներ մասնակի ածանցյալներով դիֆերենցիալ հավասա­
րումների ճամար կիսաճարթությունում, թազմանդամային սրրադություն ունեցող ֆունկցիաների 
դասերում ( անփոփում J

Դիտարկվում է

d^=rA(i’r}u‘ i>0, X£R1 (1)'
at \ oxj

դիֆերենցիալ հավասարում ը

Q(z/-k(x,0)=/(x), хб/г1 (2)
\ Ox /

եզրային պայմանով.
Ենթադրվում է, որ (1)> (2) խնդիրը բավարարում է Լոպատինսկոլ պայմանին ամենուրեք,, 

բացի վերջավոր թվով կետերից։
Աշխատանքում ցույց է տրված f (x) - ի աճի և u(x» /) -ի թույլատրելի աճի միջև եղած 

ճշգրիտ կա՛պը ւ որի դեպքում դիտարկված խնդիրը լուծելի է։ Ստացված է անհրաժեշտ և բա­
վարար պայմաններ f (x) ֊ի վրա, որի դեպքում այդ խնդիրը ունի լուծում տրված բազման^ 
դամային աճ ո.նեցող ֆունկցիաների դասում։
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N. E. TOVMASIAM. Boundary value problem for a *y*tem  of partial differential 
equation*  on the half of plane tn a cla**  of function*  of polynomial growth 

(summary)

The system of differential equations

— = A ( i — 'j и, * }> 0, x £ Z?1 
dt \ дх/

and the boundary conditions

0Л‘^-')и(х. 0)=/(x), X^R1
\ Ox /

Are considered.
It is supposed that the problem (1), (2) satusfies Lopatinski condition everyw­

here outside a finite set of points. An exact relation between the growth of f (x) and 
the growth of u (x, t) is established under which the problem (I), (2) is solvable.

The necessary Jand sufficient orthogonality conditions on /(x) guarantee a 
solution in the class of functions with prescribed growth.
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Д. Г. МАРТИРОСЯН

ТЕОРЕМЫ О ПОЛОСКАХ В МОДЕЛИ КЛАССИЧЕСКОГО 
ИЗИНГОВСКОГО ФЕРРОМАГНЕТИКА

Введение. Формулировка основных результатов

В работе изучаются некоторые асимптотические свойства распределе­
ния Гиббса в больших объемах в модели классического изинговского фер­
ромагнетика. Единственность гиббсовского состояния в этой модели при 
ненулевом значении внешнего поля была доказана Рюэлем в [1]. При до­
статочно низких температурах и положительном внешнем поле структура 
и свойства распределения Гиббса с ( + 1) граничными условиями изучены 
достаточно полно как при помощи корреляционных неравенств Гриффитса,, 
так и с использованием другого подхода [3]. При тех же значениях пара­
метров для распределения Гиббса в конечном объеме с (— 1) граничными 
условиями образуется так называемая полоска — связная компонента то­
чек решетки, примыкающая к границе данного объема, в которых поле при­
нимает значение (—1) (см. [2]). Цель настоящей работы — выяснить сте­
пень проникновения полоски внутрь данного объема. Точнее, ставится за­
дача оценки того, что данный частичный объем (куб) остается вне полоски. 
Результаты сформулированы в виде теорем 1, 2 («теоремы о полоске»).

Отметим, что в ряде работ утверждения типа теорем о полоске исполь­
зовались для доказательства единственности гиббсовских состояний. В ра­
ботах Добрушина, Печерского [4], Терлецкого [5], Малышева и др. [6], 
а также в работах Малышева, Николаева [7] и автора [8] были получены 
результаты, аналогичные нашим теоремам о полоске, и на их основе изуча­
лись вопросы единственности гиббсовских состояний и некоторые другие 
близкие вопросы в решетчатых моделях статистической физики.

Путем некоторого усложнения техники результаты настоящей работы 
могут быть перенесены на случай более общих моделей (например, возму­
щенной модели Изинга, рассмотренной в работе Пирогова, Синая [9] и 
др.). Для некоторых из этих моделей более слабые теоремы о полоске бы­
ли доказаны ранее в диссертационной работе автора [10].

Доказательства обеих теорем достаточно близки, однако доказатель­
ство теоремы 1 содержит дополнительные построения. Поэтому мы огра­
ничимся полным доказательством теоремы 1 с указанием изменений, кото­
рые необходимо внести в это доказательство для получения теоремы 2. 
Последняя была анонсирована в [11].

В одной из ближайших публикаций будут приведены доказательства 
неулучшаемости оценок (с точностью до постоянной), установленных в
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теоремах 1 и 2, а также некоторые следствия этих теорем.
Перейдем к определениям. • *
Пусть 2’—множество целых чисел. Через Т.' будем обозначать 

^-мерную целочисленную решетку, то есть Ъ‘ = |х = (х1։ ■• •, х։]1 
х։ С- X1,- • •, х, £ 2։). Расстояние между двумя точками решетки х, у£2’«- 
х = (х։,---, х,), у = (У1, - •:, у,) положим равным

X*. у) = £ |х, -У/|>

а расстояние между множествами Аг и At, А, С 2’, At^Z' опреде­
лим как d(Av Аг)= inf d(x. у).

лел„ уел, к
Через (Z*)’будем обозначать двойственную к 2’решетку (Z*)’=-

Введем ряд обозначений, которых будем придерживаться на протяже­
нии всей работы.

Для произвольного множества А через |Л| будет обозначаться 
число его элементов. Если /4 с 2’, то Ас будет обозначать дополнение А՝ 
в 2’- Далее, для А ^.2' через дА и дгА будем обозначать следующие- 
множества:

<?Д = (х^Д| существует у£Ас такое, что </(х, у) = 1},

д1А = {х£Аг\ существует у^А такое, что </(.г, у) = 1].

Для целого положительного г через V/ обозначается специаль­
ный куб на решетке X’ вида

Ю=|(х1, •••, х,) £ 2* | ^шах 'х/-<г],

а через 7;—1-ый .слой“ решетки 2’:

Л = 1(хх,- • х»)£ 2’| шах |х,| = г).

- 
Куб VI будем называть г-ым стандартным кубом, 

Перейдем к определению распределения Гиббса [12], [13], 
Пусть 5=(-|-1, —1). Отображение <р:2’-»5 будем называть 

конфигурацией, а ограничение конфигурации ® на множество Ис 2’ 
будем называть конфигурацией на V, обозначая ее через <р (V). Мно՜ 
жество всех конфигураций на V будет обозначаться через 50? ( V).

Пусть Ис2’, |И|оо—конечное множество, и пусть <р (V) и 
<р( Vе)—конфигурации на Ии Vе соответственно. Введем гамильтониан //(<р 
(ЮМ Ю)) модели классического изинговского ферромагнетика, полагая
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^(<р(И)1т(И)=-|*2?(х)-^- 2 т(х)<р(у)-^- 2 ?(х)Т(у), 
ль՝' <х. у - <ж. у>

• леи. »О' леи. у^У՜
(О

■•где суммирование производится по всем таким парам < х, у >, что 
•^(х, у)=1. Здесь |‘ £ R1—химический потенциал.

Пусть Ис 2’, | И| < со и ? ( V ) £ ЭХ ( Vе)—конфигурация на Ис . 
Распределением Гиббса на множестве И, отвечающим гамильтониану 
(1),граничным условиям ?(!/*) и параметрам 3^>0—обратной темпе­
ратуре, и называется распределение вероятностей на (И), 
Задаваемое формулой

„(н *)1 т (И) - ՛ т“ ( И, р, ® ( V ))

где 2 (И, ₽, ? ( И*7)) —нормирующий множитель. Величину Л==Рц бу­
дем называть внешним полем.

Нетрудно видеть, что если граничные условия Та ( И*) и ср1 ( И* ) 
•совпадают на 0хИ, То(<?1И) = Т1(^1Ю* то отвечающие им распределе­
ния Гиббса на ЭХ ( И также совпадают. Пользуясь этим введем сле­
дующее удобное с геометрическей точки зрения соглашение. Именно, 
всюду в дальнейшем, не нарушая общности рассуждения, от гранич­
ных условий т ( Ис) будем требовать, чтобы <р(х) = —1 для всех 
х£ Иид։И.

В приводимом ниже понятии контура будем придерживаться з основ­
ном известных определений (см., например, [14]).

Через (х) будем обозначать единичный замкнутый куб в R 
•с центром в точке х£2\ Очевидно, вершины куба 1Г(х) лежат на 
двойственной решетке (2*)”. Для точек х, у£2' таких, что </(х, у)—1, 
множество 1Рг(х)П ^(у) будем называть гранью (решетки (г1)’), раз­
деляющей точки х и у.

Пусть <р—такая конфигурация, что (х£ 2’ ? (х) = 4-1} — конеч­
ное множество. Объединение граней, разделяющих точки х и у такие, 
что «/(х, у) = 1 и ։(х)։(у)=—1, называется границей кэн ригурации «р.

Пусть 6= {£!>••■, 8т} — множество всех граней решетки (2*)' 
содержащихся в границе конфигурации <р. Множество \ 1^11) • • • I) 
разбивается на связные (в Л’) компоненты, которые обозначим через 
О1г • • •, 01. В точности одна из этих компонент неограничена Для 
определенности предположим, что через обозначена неограничен­
ная компонента. Граница (в /?’) О1 называется внешней границей кон 
фигурации Внешняя граница конфигурации <р содержится в границе 
конфигурации

Для простоты будет считать, что множество (7=1^1, —, £т\ 
перенумеровано таким образом, что 61ех1) = т'^.т—мно-

жество всех граней (2*)’, содержащихся во внешней границе конфигу՜ 
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рации <р. Далее, пусть Olt О’, •••,. О։—связные (в R)компоненты мно­
жества |£։U • • • U gm-}-Граница (в R') множества Oi, i^-2 назы­
вается внешним контуром конфигурации <р. Аналогичным образом вы­
деляются контуры из множества оставшихся граней. Продолжая этот 
процесс до исчерпания, мы получим разбиение границы конфигурации. 
<? на контуры,

Контуры будут обозначаться в дальнейшем буквами 7 или Г, в. 
зависимости от свойств конфигурации. <р. Именно, цусть 7 (или Г) — 
—контур конфигурации <р. Дополнение к этому контуру (в R') разби­
вается на две связные компоненты О' и О", где О'—ограниченная, а 
О"—неограниченная компонента. Множество О՛ fiZ? называется внут­
ренностью данного контура. На протяжении всей работы обозначение 
7 будет использоваться для контуров, у которых «р (х) = — 1 при всех 
x£d(O'nZ’)> а обозначение Г—для контуров, у которых <р(х) = -|-1 
при всех х(д (О' Л Zv). Иными словами, через 7 будут обозначаться 
контуры, к которым изнутри примыкают частицы со спином (— 1), а 
через Г—контуры, к которым изнутри примыкают частицы со спином 
(+1). ’

Через int (Г) (соответственно int (7)) будет обозначаться внутрен-- 
ность контура, через [Г] (соответственно I7I)—число граней (Z*)*, вхо‘ 
дящих в контур.

Пусть KcZ’, и пусть ® (И) и (Рс)—конфигурации на множест­
вах V и Vе соответственно. Конфигурацию <р на Z’, ограничения ко­
торой на множества Ии Vе совпадают с конфигурациями <р(И) и 
<р ( Vе), соответственно, будем обозначать через (<р (V), <?(VC)).

Сформулируем основной результат настоящей работы.
Теорема 1. Пусть Vi, 7=1, 2,••• —i-ый стандартный куб 

решетки Z’(v>2), и пусть i = 1, 2, —произвольная пос­
ледовательность граничных условий (в соответствии с принятым 
соглашением <р2 является конфигурацией на Vе, подчиненной усло­
вию: <Р,(х) = — 1 для всех x^Vi+1). Найдутся ß0^>0 и функция 

определенная при всех ß ß0 такие, что если ß и после­
довательность hlt ha, • • • удовлетворяют соотношениям ß > ß0 и 

hi , то для распределения Гиббса на множестве Vi, отве--
i

чающего параметрам ß, Л,- и граничным условиям <р( (Vi), справед­
ливо следующее утверждение. Вероятность множества всех тех 
конфигураций (И/) £ SR (Vi), для которых в расположении конту­
ров конфигурации (<р( V/), <f>i (И/)) имеется (внешний) контур Г, 
внутренность которого, int (Г), содержит стандартный куб 
И , стремится к 1 при i — 00 равномерно по всем граничным 

условиям.
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Имеет место также следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть VI и ф/( И) (։'=!» удовлетворяют 

условиям предыдущей теоремы. Существует % > 0 такое, что 
для любые и можно найти с (?, А)^>0 так, что для 
распределения Гиббса на множестве И;, отвечающею параметрам 
Р > Ро. и граничным условиям справедливо следующее
утверждение. Вероятность множества всех тех конфигураций 
Ф ( И,) £ 50? (И/),для которых в расположении контуров конфигурации 
(ф (V/). фДИ/)) имеется (внешний) контур Г, внутренность кото­
рого, Ы(Г), содержит стандартный куб И - (с։з, л> 1п(| > стремится 
к I при /' -+ ос разномерно по всем граничным условиям.

§ 1. Вспомогательные леммы

Из рассмотрений работы Р. А. Минл-оса и Я. Г. Синая ([3], стр. 233) 
нетрудно выделить следующее предложение, используемое нами в даль­
нейшем.

Лемма 1.1 Найдется Р0>0 такое, что для распределения 
Гиббса на множестве Ис 1՝, |И|<^оо, отвечающего параметрам 

:Р>₽о и Л>0 и граничным условиям ф(х) = +1 при всех х^^И, 
справедливо следующее утверждение. Для любого целого положи­
тельного т вероятность того, что Г является внешним в V кон­
туром конфигурации ф, и набор всех внешних в 1п1 (Г) контуров 

конфигурации, ф удовлетворяет условию

|1пЦГ)|-£ Н(Т/)|=т,
1-1

не превосходит ехр [— ₽|Г| — Ьт\.
Определен ие1.1 Множество А С-2’ называется связным (на ре­

шетке Z,), если для любых х, у £ А найдется последовательность 
х1։---,Хи такая, что х/£А для всех / = 1,..., т, <1 (х/, х/+։) = 1 при 
всех ։ = !,•••, т — 1 и х1 = х, хп=у.

Определение 1.2 Пусть Ас2’. Мы скажем, что

А=А1и.--иДа (-4/^2՝. / = •. 5) (1-1)
является разбиением множества А на связные компоненты, если каж­
дое из множеств А/, / = !,•••, в является связным множеством и 
б(А1г А/) >2 при

Определение 1.3. Пусть А£1՝, ВС.Т. Будем говорить, что 
множество А примыкает к множеству В, если для любого х £ А най­
дется последовательность хх,••֊, хп такая, что хг£А при всех 
г = 1,. • •, т; б(х1, х/+1) = 1 при всех / = !,• • •» т — 1 их։ = х, хт ^В.

Лемма 1.2 Найдется постоянная с(ч), зависящая только 
от размерности решетки з такая, что число связных множеств 
с фиксированным числом элементов а, содержащих фиксированную 
точку х։£2’> не превосходит ехр (с(*)а). Эта же оценка выполне­
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на для числа контуров f (или Г) с фиксированным !i| = a, прохо­
дящих черев фиксированную точку xo£(Z)'.

Лемма 1.3. Найдется постоянная c(v), зависящая только 
от размерности решетки ՝• такая, что для любою фиксированно­
го В^_7.' число множеств А, примыкающих к множеству В и име­
ющих фиксированное число элементов а (|Л| — а), не превосходит 
ехр | (с (v) (а +15!)}.

Утверждения типа лемм 1.2 и 1.3 встречаются во многих работах, ис­
пользующих технику кластерных разложений. Доказательства этих лемм 
достаточно просты, поэтому .мы опускаем их. В дальнейшем достаточны не­
сколько более грубые оценки, поэтому мы будем для простоты считать, что 
постоянные с (v) из формулировок лемм 1.2 и 1.3 совпадают.

§ 2. Геометрические построения

Пусть <р—конфигурация. Мы считаем, что {х| ч>(х) = + 1)—ко­
нечное множество, и через И/, обозначаем стандартный куб, содер­
жащий это множество. Пусть, далее, И/,—стандартный куб такой, 
что И/։с: И/,. Всюду в этом параграфе мы предполагаем, что конфи­
гурация <р и кубы И/„ И/, фиксированы.

Для любых целых положительных kt и ks, kY kt, через [Л1։ 
будем обозначать отрезок натурального ряда, т. е. множество всех 
целых чисел к, удовлетворяющих условию кх к -С к..

Определение 2.1. Отображение ы : [А։, &J ֊>■ 7. будем назы­
вать ©-путем в Z՝ (или просто путем), если (<о (к)) = — 1 для всех 

^J> и d(w(k), w(£-f-l)) = l для всех k^[klt kt — 1]. «“(ij и 
<« (Л2) будем называть, соответственно, начальной и конечной точками 
пути ш. Мы скажем, что точку х £ Z’ можно соединить с точкой у £ Z’, 
если существует 9-путь ш : [fcv 4։| -+• Z’ такой, что ы (къ) = х, ш (Ы=у

Пусть w:[tx, £j->-Z’—p-путь, и пусть тг и т. таковы, что 
к\ ■֊< тг < т2 С кг. Отрезком [т1։ mJ пути о> будем называть путь 
о»'J [m1( mJ—» Z’ такой, что (m) =о> (т) для всех m^[m1։ mJ.

Далее, пути «э: [Лг1г xJ->Z' и ш':]т1։ mJ ֊> Z’ будем называть 
эквивалентными путями, если т2—тх = ks—и «>' (т) = т (к^т—тг) 
для всех т£[т1։ mJ.

Путь ш: [Лх, £J -♦ Z’ будем называть объединением путей 
<«i: [m1։ mJ-► Z՝ и о>։: [pv pj — Z”, если существует такое к0, 
< к։, что путь и»х эквивалентен отрезку [£։, &0] пути % а путь ом 
эквивалентен отрезку [7<е, £2] пути ш.

Определение 2.2.1. Мы скажем, что точка x^Z' является i- 
правильно расположенной точкой конфигурации <р, если х£ Т/ и су­

ществует p-путь ш: [1, s]—Z’ такой, что и։(1).= х, и
для всех з].

Определение 2.2.2. Мы скажем, что точка x£Z” является 
строго /-правильно расположенной точкой конфигурации р, еслих£7\ 
5-256
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и существует ф-путь ®:[1, з]֊>2’ такой, что «>(1) = х, ш(х)~И/։ и 
ш(к)Т Ил-։ для всех к £|2, з].

Всюду в дальнейшем через и (11г ф) будем обозначать множество 
всех тех х£ И՜/,, для которых существует ф-путь ш:[1, з]->■ 2’ такой 
что <о(1) = х, ш(з)£ И/,. Множество И (11։ ф) будем называть неустой­
чивым ядром конфигурации ф.

Определение 2.3. Пусть х££/(/։, ф), г—целое число, /„ 
и пусть о>:[1, з]-> 2’—такой ф-путь, что <о(1)₽=х. Мы скажем, что 
ф-путь ш является /-правильным в 2’, если из условия и» (к) Т Ил вы­
текает, что ни одна из точек множества [ш (к'), к'к] не является 
/-правильно расположенной точкой конфигурации ф.

Определение 2.4. (Построение множеств М/ (<р), /ч(<р), £/(<р))- 
Пусть х£,и (/х, <р). К множеству М/(х, ф) отнесем все те точки р£2’, 
для которых можно найти /-правильный ф-путь <•»:[!, з] -* 2’ такой, 
что и»(1)=х, ш(з) = у. Определим К1 (х, ф) как множество всех 
/-правильно расположенных точек множества М; (х, ф), а £, (х, ф) — 
как множество всех строго /-правильно расположенных точек множест­
ва М (х, ф). Положим также

М (?) = и М- (х, ф), (2.1)

*/(?) = и А)(х, ф), (2.2)
«еуу,., т)

£/(?)= и £/(х, ф). (2.3)
,, хеи и,, ?»
Лемма 2.1. Имеет место включение

М/(х, ф)с=Л/,+1(х, ф). (2.4
Доказательство. Предположим противное. Пусть у£М /(х, у), 

£7ТЛ£+1(х, ф). Из условия у^М1(х, ф) вытекает существование 
/-правильного ф-пути и>0:£1, з] —»2’ такого, что ш0(1)=х, “о(5) = !7- 
ПоскольКу у М1+\(х, ф), то путь «>0 не является (/+1)-правильным 
путем. Следовательно, найдется такое к, 1-<Л-Сз, что ^(к) ёК+ь 
Обозначая через к3 наименьшее из всех таких чисел, мы получаем; 
что «։0 (&3) ё՜ Ил+1, а о>0(^)С ^1+1 Аля всех к таких, что 1 к < к3. Сно­
ва воспользуемся тем, что у £Л/л+1(х, ф), и выберем к2 так, что 
1<^ка< к3 и ш(4։) является строго '(/+ 1)-правильно расположенной 
точкой конфигурации ф. Поскольку о>(1)£ Уц, «> (&») 6 Гг+ь то очевид­
но, найдется к, 1-^к<^кг такое, что Выбирая в качестве
Лх наибольшее из всех таких к։ получим, что и<о0(£)£ Г/+։
для всех к, удовлетворяющих условию &х<^£<£։. Обозначим через 
<ох отрезок [11։ Л-2] пути ш0. Воспользовавшись тем, что ш0(&а) являет­
ся строго (/+1)-правильно расположенной точкой конфигурации ф, 
построим ф-путь и)։: [1, з] -+ Т՝ такой, что «>։(1) = шо(^։Х ш։ (®7) € 
и ш8(к') ё" У1+1 при всех к' £ [2, з']. Легко проверяется, что ф-путь 
шз ’ [1> 5]՜* 2’> являющийся объединением путей <«1 и юз , обладает еле՜ 
дующими свойствами: ш։ (1)=и)о(^։) € Т1, ^(^Т У\ при всех £"£[2, 5"].
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'Следовательно, ^(к^ является строго /-правильно расположенной 
точкой конфигурации ?. Отсюда я из того, что и>0(к^~£ И(, вытека­
ет, что °*о не является /-правильным путем. Полученное противо­
речие доказывает требуемое включение.

Лемма 2.2. Имеют место включения

к/(х, <р)сК’/(х, ?)с/И|(х, <р)\Л//-1(х, 9). (2.5)

Доказательство. Включение £/(х, ։р) К{ (х, <р) вытекает 
гиз того, что любая строго /-правильно расположенная точка конфи­
гурации ф является одгстрсмгкго /-правильно расположенной точ­
кой конфигурации ?, и из определения множеств £; и К/. Далее, 
поскольку (х, (х, ?), то для доказательства включения
К։(х, ч>)сЛ/<(х, ч»)\М-|(х, ?) достаточно показать, что если у^ 

<р), то уТ М,-Х(х, ?). В самом деле, предположим противное, 
м пусть существует у такое, что ։/£/и(х, <р) П Л//-1 (х, ?). Восполь­
зуемся условием у^М/-1(х, ?) и построим (/—1 )-правильный <р-путь 
■о»; (1, з] — 2\ соединяющий точку х = о<(1) с точкой у — ш ($). Из 
условий х = ш(1)£И/, и у = и>(з)£К1 (х, у)с: 7} вытекает существо­
вание такого к, 1 < к <. з, что г» (/<) $ Г/_1. Через кг обозначим наи­
большее из всех таких чисел. В силу выбора к1 весь отрезок 

1[Агх 4-1, з| пути о> лежит вне И,_1, и поскольку ։/ = ՛“($) является 
/-правильно расположенной точкой конфигурации о, то отсюда вы­
текает, что ш(^1) является строго (/—1)-правильно расположенной 
точкой конфигурации ®. Учитывая также, что ш(з)£ И,-1, мы полу­
чаем отсюда, что ։о не является (/—1)-правильным путем. Получен­
ное противоречие доказывает лемму.

§ 3. Доказательство основной теоремы

Для удобства доказательство основной теоремы (теоремы 1) разбито 
на отдельные .пункты. Нам потребуется ряд дополнительных построений, 
которые приводятся в пунктах 3.1—3.7.
՛ В этом параграфе для краткости записи мы будем пользоваться обо-
значением ур (•) для распределения Гиббса на стандартном кубе Ир, 
отвечающего параметрам £ > 0, А^>0 и граничным условиям <Рр(И£). 
Через п и п0 будем обозначать целые числа, определяемые посред-

ством соотношений п — Р_ 
6

, р = бп -|- п0 (0 < п0 < 5). Далее, в силу

принятого соглашения конфигурация ® = (? (Ир), <р(Ир)), где ? ( Ур)— 
произвольная конфигурация на Ир, а <Рр(Ир)—граничное условие вне 
1/р, обладает свойством (х £ 2’| ® (х) = -|-1} Поэтому мы мо­
жем воспользоваться рассмотрениями предыдущего параграфа с 
/2 = р + 1 и с /։ = п. Через 9К0(р) обозначим множество всех тех 
конфигураций ® ( Ир) £ ЭХ (Ир), для которых в расположении контуров 
конфигурации (<р (Ир), ®р(Ир)) не существует контура Г такого, что

Р
б

ш!(Г):э И, I п — . Мы покажем, что Иш др (Жо (р)) = 0. Это ут­
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верждение эквивалентно утверждению теоремы 1.
3.1. Предварительное построение.
Предложение 3.1. Существует Р0^>0 такое, что при всех 

Р Ро имеет место следующее утверждение. Найдется постоян ~ 
ная с0(Р) такая, что вероятность qp множества всех конфигура­
ций <р £ Жо (р), у которых в расположении контуров имеется кон­
тур 1» УАовлетворяющий условию |1Ос0(Р) )п | Ир|, стремится к 
нулю при р-+ оо равномерно по всем граничным условиям.

Доказател ьство. Через ЯХ0 (7) обозначим множество всех 
конфигураций <р £ SR0 (р), содержащих данный контур 7 (fr|> с0(₽) In | Кр|). 
Поскольку у(х)=4-1 для всех х £ djint (f), и <р (х) =—1 для всех 
х~ё Vp+i, то существует контур Г такой, что его внутренность, int (Г), 
содержит контур 7, 7'c int (F). Контур Г назовем 7-минимальным, ес­
ли int (Г) ^7 и не существует контура Г'=^=Г такого, что int(F)n 
оint (Г')Э7. Легко видеть, что если ГХ=/=Г։, то события, состоящие 
в том, что Гх, и соответственно Г։, являются 7-минимальными конту­
рами, несовместимы. Поэтому, если՛ через qp(t) (соответственно 
9р(Г)) обозначить вероятность того, что 7 (соответственно Г)—кон­
тур конфигурации <р, а через qp (7 |Г)—условную вероятность того, 
что 7—контур конфигурации <р, при условии, что Г является 7-мини- 
мальным контуром конфигурации <р, получим

9Р(Т) = 2<7Р(7|Г) др(Г)

И
^<7я(Г)<1,

где в обеих формулах суммирование производится по всем у-минимальным 
контурам Г. Далее, из леммы 1.1 вытекает оценка

g(l!r)<exp {—?|7l).
Из трех последних соотношений, очевидно, следует

<7/7)<ехр I— PIU).

Из установленного только что неравенства Пайерлса утверждение предло­
жения 3.1 можно получить по общепринятой схеме. А именно, число кон­
туров с данным I7I =• г, проходящих через фиксированную точку, не пре­
восходит ехр {с, г), а число способов выбора этой точки не превосходит 
| Vp I, и поэтому вероятность того, что в расположении контуров найдется 
контур 7 с |7|^с0(Р) In |VP|, не превосходит (при р^>сх)

I Vp\ S ехр [сх — °) г)<  ------- ----------- — ехр {—(р—сх) ce(P) In | Ир|}.
С, ((>) in I Vp| 1 — ехр (сх — р)

Выбирая с0 (Р) —-— , получим утверждение предложения 3.1. 
Р сх

О пр е д е л е н и е 3.1. Через 9К(р) обозначим множество тех 
конфигураций <p£SKo(p)» У которых в расположении контуров не су­
ществует контура 7, удовлетворяющего условию |7|^>с0(Р)1п |ИР|.
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Замечание 3.1. В силу предложения 3.1 для доказательства ос­
новной теоремы достаточно показать, что

1ш։ |ЯХ(р)} = 0.
р--

3.2. Разбиение множества 20? (р) на классы. Пусть 
? £ £0? (р), р = 6л + л0, где 0<п։<5, и пусть /, I, А—целые положи­
тельные числа» причем 2л ■< / < 6л. Построим классы 20?^(։; I, к) 
(вообще говоря, пересекающиеся) конфигураций следующим образом 
Пусть с։>0 и с։ > 0 — действительные числа. Мы скажем, что 
? С Я)?р (։; I, к), если

2л < ։ < 4л, 
т—)

|Л^2(?)\М (?)|<с։|М/ (?)Г , (3.1)

!£<+։ (?) | = Л |А'»+։(<р) 1 = к, 
или

4л С г < 6л

1М/+2 (?)\^ (?) I < \М{ (?) I, (3.2)
п

1^/+1(?)1 = Л !АГл2(®)| = Л.
3.3 Предложение 3.3. Для любого с։>0 найдутся с։>0 и 

целое число р0 > 0 такие, что для всех р р0.

30?(р)с и £0?р(г; к, I), р = бл + л0, 0 < л0 < 5и (3.3) 2л - 1<6п
/>О

Доказательство. Зафиксируем конфигурацию ? £ 30? (р) и 
введем обозначение тг = |Л<2л + 2г (?) I, г = 0, !,-••, 2л. Заметим, что 
в силу (2.4) тг+1 — тг = |Л/2Я+2,+2(?)\Л/2л+2г (?)|. Предположим теперь, 
что для данного с։^>0 условие (3.1) не имеет места ви при каком г, 
2л<+<4л. Тогда при всех г, 0<г<л
՛ »-1

7лг+1 — тг^> с2тг . (3.4)

_ 2’—1 г/. , Г1 1 \Положим с -- ------------ ’ Ро“о(1+ — ) и покажем, пользуясь ин-
сг \ I с' ] /

г’
дукцией по г, что тпг ->—. В самом деле, если р^>р0, то т} 

с'

•>1М2„(?)| > л > — > —. Предполагая, что при некотором г, 0<^г^ 
6 с’

п — 1 выполняется неравенство тг мы получаем из (3.4), что 
с’

„ Г’ . г'՜1 г’ + (2' —1)г’-։ (г+1)’7П/-+1 > тг + с2тг >------те.---- =------- '---------- -------->-------------
с* " с’՜1 с’ с’

Отсюда, в частности, вытекает, что тя^> —. Учитывая также, что 
с’ 
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ли« =|Л#ел (ф)| -С |Ипл | < (12л)’, мы получаем

П1 ^±1 = ^2 <(12 с)’. (3.5)
ш т

)-П / я

в тп • . • т», <
Выберем /0, л </□ < 2л так, чтобы—;—= пйп ------- . Из (3.5) иыте-т/։ п<.)<гп т.

кает, что

(т, .Д" ֊А—) < (12с)’. 
т/. 7

Поэтому, как нетрудно видеть

1 т/.+1 - т/, . т/.+1 ’1п (!2с)
—---------------- <.1п——— <---------------- - (3.6)
2 т), т1. П '

Полагая с։ — 2* 1п (12с), мы получаем из (3.6) следующее неравенство:

1М,,+։ («р)\М/. (ф)| < \м,. (?)|, 4 = 2/* + 2/0.
71

Предложение 3.3 доказано.
3.4. Преобр<(зоза1(ие пространства конфигураций 

2Хр(Й к, I). Пусть <р£Жр(г; 1,_ к). Определим преобразование //' к: 
ЯКР (г; к, /) —► ЭХ ( Ир) следующим образом:

нх)-/(т>(«)=(+,1;есл"х€£'։1<’-1 
‘ I?(*)—в противном случае.

3.5. Расширение множеств ЛГ< (ф). Пусть ф(֊9Хр(г: I, к) и 
4=/Г։'(?).

Определение 3.5. Построим множество М/ (<р) следующим 

образом. Мы скажем, что х£М(ф), если существуют у^ЛТ/(?) и 
ф-путь о> такой, что у и г являются, соответственно, начальной и 
конечной точками пути ш.

Замена ние 3.5. Если у £Л7/(<р), то у £ Л<|+1 (ф)\М/ (ф) и в 
силу (2.5) у £՜ 2.л-1 (ф). Поэтому из определения преобразования / 
вытекает, что ф (у) = ф (у) для всех у^,14/(ф), и поскольку ф(ц)=—1 
для всех у£М/(®), то и ф(д) =— 1 для всех у€^«(т).

Предложение 3.5. МI(?) сМс (ф) сЛ7/.ц (ф).

Доказательство. Включение Л/; (?) с Л/, (ф) вытекает из за­

мечания 3.5 и определения Л1/ (®). Для доказательства включения 

МI (ф) С М<+1 (?) предположим противное, и пусть г £ М1 (ф), хТМ(+1 (ф). 

Воспользовавшись условием х£Л^(ф), найдем точку у£ и
ф-путь ш : [1, $] — 2’ такой, что «>(1) = у, ш ($) = Предположим, 
что у принадлежит неустойчивому ядру конфигурации ®. Это предпо­
ложение не нарушает общности рассуждений, поскольку в силу заме-
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чания 3.5. ф(х) = —1 для всех хбМг (<р), и следовательно, точка у 
может быть соединена с некоторой точкой х£и/(п, о) ф-путем). Да­
лее, из определения преобразования / вытекает, что путь ® является 
также Ф-путем. Отсюда , и из условия г М+1 (<р). следует существо­
вание таких чисел з', з", что 1-^з'<Сз"<з, “(з")՜^ К+1 и <о (з') яв­
ляется строго (/ +1)-правильно расположенной точкой конфигурации 
<р. Следовательно, ш (з') (<р), и поэтому Ф (ш ($')) “ + 1, откуда
вытекает, что <о не является ’р-путем. Полученное противоречие до­
казывает требуемое включение. • 1

З.б. Предложение З.б. Пусть к, I), и пусть
К/4.2 (<р) = А5+2 (?) и • • • и А/Тг («р)՛ 

разбиение множества А/+։(?) на связные компоненты. Тогда
3.6.1. Для любого ], 1 / -С т

£,+1(<р)) = 1.

3.6.2. Для любой связной компоненты М!°> множества М/ (<р)՝ 
.найдется такое у, 1 у ֊< т, что

</(М)0)(ч>), к*Д(?))=2.

Доказательство 3.6.1. Пусть у^К^г(?). В силу определе­
ния А/+а(<р) точка у является (г +■ 2)-правильно расположенной точ­
кой конфигурации ®, и кроме того, существует точка х££/(п, ?) и 
(/ 4 2)-правильный ?-путь ш : [1, в] -+ 7. ‘ такой, что <о(1)=х, ш(з)=р. 
Выберем з* £[!,•«, з] так, что «։(/)£ Т'։+2 для всех /£[з'. з] и ш (з'—1)ё 
7£+2 (Заметим, что при этом все точки ш (<), /£[з', з], принадлежат՛ 
множеству А,--г(®)Л Докажем, что ։о(з'— 1)£К-1. В самом деле, 
предположим противное, и пусть ® ($' — 1) ~ К+1. Поскольку ш (з'—1)е՜ 
Т Т/+2, то отсюда следует, что ®(з' — 1)Т К+2. Выберем з"£[1, 
з'—1] таким образом, чтобы «>(£)ТК+2 для всех ^£[з", в՛ — 1] и 
“(з"—1)(; К+2. Тогда, поскольку у является (г 4-2)-правильно рас­
положенной точкой конфигурации <р, «»(ОТ К+1 для всех <£[з"— I, з], 
то ш(з"—1) также является (/4֊ 2)-правильно расположенной точ­
кой конфигурации ?, и так как «о(з")£ Г/+2, то отсюда вытекает, что- 
»-путь ш не является (г 4-2-)правильным путем конфигурации <р. По­
лученное противоречие доказывает, что 01(5' —1)£ К+1- Отсюда, вос­
пользовавшись тем, что у является (г 4՜ 2)-правильно расположенной 
точкой конфигурации <р, и “>(0€ У.+г для всех ?£[з', з], мы получим, 
что <0(5՜ — 1) является строго (г 4- 1)-правильно расположенной точ­
кой конфигурации ф, то есть ш($'— 1) £ £/+։ (?). Отсюда, учитывая, 
что ^(«(з' — 1), ш(з'))=1 и <о (з') £ К1+2 (®), мы получаем утвержде­
ние 3.6.1.

Доказательство 3.6.2. Рассмотрим произвольную связную- 

компоненту М/0)(<р) множества М (<р), и пусть П V (п, »р).

Очевидно, М* > (<р) =-М (х, ®). Пусть я^М+1(х, <р)П£1+1 (<?)• Постро-
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им (/+1)-правильный <р-путь а>:[1, s] —» Z’, <» (1)=х, “> (s)=c. Обоз­
начим S/+i(®)=(f €[1, s] : и» (0 €^/ + 1 (<р)|> и пусть s'—наименьшее число 
из S/+i(œ). Тогда для всех f£|l, s' — 1], и следова­
тельно, если ф = fi’ ‘(?),то ф(«(0) = —* Ддя всех 5' ~ 1|» Та­

ким образом, u>(s' — 1) £ Mi (х, tf>). Далее, поскольку u> (s') Ç Li\ i (<р), то 
•о» (s') является строго (Z4֊ 1)-правильио расположенной точкой кон­
фигурации ф. Поэтому, если мы выберем точку у^. Тцг таким обра­
зом, что rf(u»(s'), у) = 1, то точка у будет (i + 2)-правильно располо­
женной точкой конфигурации q>. Следовательно, у 6/м+2 для некото­
рого J, v, 1 </-Cm. Учитывая также, что d(y, «> ($'—1))=2,мы полу­
чаем отсюда утверждение 3.6.2.

3.7. Построение множеств Ki (<р), и преобразов а-

НИЯ fl.
Пусть £ SR, (/; к. I), и пусть

м,(ч)--=мР (<p)U ••• uM"։)(<p), 

£<и(<р)=£Щ1(<р)и---и£(Л*}(?), 

К1+2(<р) = Л^2(?)и---и^’(?)

разбиение множеетв ЛТД?), £>+i(?) и Kt+2(<f) на связные компоненты. 
Выделим подмножества индексов [!,•■•, mj и m։l
следующим образом: если существует /0€ {!»••'» "»ol такое,

что d (MÏK}, К(/^2)<2, если существует такое, что

£^) = 1.

Определение 3.7.1. £/+»(<?) = U /и+2(<р) (Аи+а(ф) с ^+2 (?) )• 
лел

Определение 3.7.2. L+i(<p) = U ZJ+1 (?) (Li+i (?) (?) )•
лел

Определение 3.7.3. Пусть с։>0, с3 > 0. Мы скажем, что

конфигурация <р принадлежит классу SRP (г; к, I), если

2п -С f 4п,
՝•—!

|£1+: (?) U К։+2 (<р)1 < ct \Mi (<?)| ’ , (3.7)

|I+i (?)|=-Г 1№+2(?)1 = Л

МАИ
4п -С 2՛ < бп,

1£<+1 (?) и К,+2 (<?)’ < \М, (?)(, (3.8)
п

Й+։(?)|=7, ]£+։(<р)|=1
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Замечание 3.7.3. Из формул (3.1), (3.2), (2.5), предложения 3.5 

и того, что 1 (?)-££/ + ։ (?), К/+2 (?)^^)+2(?). и М1 (?) СЛГ; (?), вы­
текает. что

$К(р)с= и №Р(г,к, 1) (3.9)
2л</<Ся 
7.7

с теми же с2 и с„ что и в пункте 3.3.

Определение 3.7.4. Пусть ®63йР(г; к, I). Определим преоб- 

разование /< ’ :^.Р(г, к, I) ֊»֊ 30? ( Ир) следующим образом:

4(х) = /(?)(-*) = 4֊ 1, если х (?)
.? (х) —в противном случае.

(3.10)

3.8. П р е д л о ж е н и е 3.8. Пусть <f£$XP(i; к, I), и пусть Ф =• 

fi (^). Тогда Ф (?) — — 1 для всех (?), и Ф (у) = 4֊ 1 для՝ 

всех у £ дх Mi (?).

Доказательство. Пусть Ф,(?), Ф — fi (?). Заметим, что иэ 

условия £г+1 (?)_2£г-ц (?) и определения преобразований fi и fi вы­

текает, что если Ф(д) =— 1 для некоторого a£Z’, то и Ф (д) =— 1, 
В самом деле, условие Ф(д) =— 1 влечет условие z~ê £/+i(?), откуда 

следует, что z ~ Lin (?), и следовательно, ф (д) = — 1. Так как <]> (д)= 

= — 1 для всех z^M, (?), то из этого замечания вытекает, что ф (д)= 

= — 1 для всех д £ Mt (?), что доказывает первую часть предложения 
3.8.

Заметим далее, что в силу определения Mi (?) (см. пункт 3.5) 

Ф(«) = 4-1 для всех у £ dxMi (?). Предположим, что Ф(у։) = — 1 для 

некоторого ух^дгМ։ (?J. Тогда Ф (ух) =/= Ф (ух), и следовательно, ух Ç 

С Li+i (?)\£;+j (?). ^Поэтому ух является строго (Z 4- 1 )-правильж> 
расположенной точкой конфигурации ?. Отсюда следует, что если 
точка уа удовлетворяет условиям d(yx, уа) = 1, ÿsÇ Ti+j, то уг явля­
ется (/ 4՜ 2)-правильно расположенной точкой конфигурации ?. Да­

лее, воспользовавшись условием yx^àxMi (?), выберем точку y^Mfa) 
такую, что d(yü, ул)<=\. Таким образом, мы построили три точки 

Ро. Ун Уг такие, что ÿo€^<(?). ÿ:€^ + i(?)> Уг € (?), и d(y0, у^=
= 2, d (ÿî։ ÿx) = l. Отсюда и из определений пункта 3.7 вытекает, 

что У1 € ^+1 (?)» и следовательно ?(ÿi) = -i-l.
3.9. Оценка для вероятности множества 2Jfp (г; к, I). 

В этом пункте приводятся простые сценки дня вероятности множеств
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3Rp(£; к, I), которые играют важную роль в дальнейшем. Поскольку 
мы предположили, что Л > 0, то в силу определения преобразования 

ft'1 для любой конфигурации <р(ЗХр(<; к, Z))

Яр (?) < exp qp (ft (?)).

Поэтому

... g,Ä46*,7j)<exP{v?7} X ^(Л(?)) =

■?бЯКр(/л i)
(3.11)

. = exp[vß/| £ ~ {?€Жр(/;7, 7)1 л (<р)--=ф}| <7p(f),
■K/uVRpti-, к. i))

■где через [{? £ ЯХР (/; &, l)\ft (?) = Ф1| обозначено число конфигураций 
•у, которые переходят в данную конфигурацию ф при применении пре­

образования /.

3.10. Описание множества //(SRP (/; к, /)). Пусть ? 6 SD?p 

՛(։; к, I), 2я ■< I < бп , и ф =//(?), ф = ft (?), р ~ бп п0 (0 < п0 < 5). 

В соответствии с принятым соглашением <р (z) = Ф(*) = Ф (z)=—1 для 
всех z Fp+ь Поэтому можно ввести внешние контуры, отвечающие 

конфигурации ф.
Предложение 3.10.1. В расположении внешних контуров, 

■отвечающих конфигурации ф, найдется контур, обозначаемый да­
лее через Гв> такой, что его внутренность int (Го) содержит стан­
дартный куЬ УП, int (Г0)зз 1Л.

Доказательство. В силу условия <р (z) =ф(z) = ф (z) = — 1 

для zT Ир+1 в разложении множества (z| ф (z) =—1| на связные 
компоненты найдется в точности одна бесконечная компонента, кото­
рую мы обозначим через А. Через Ао, А,,---, Ak обозначим связные 
компоненты множества Z’\A. Эти Ао, Ах, •••, А* являются внутрен­

ностями внешних контуров Го, Г* конфигурации ф (А/ =ünt (Гt),
г =■ к). Если А не пересекается с Уп, то Уп целиком лежит в
одной из компонент Ао,---, Ак (Здесь через Ао обозначена та связ­
ная компонента, которая целиком содержит Уп, Уп SA0 = int (Го))- 
Поэтому достаточно обнаружить, что А не пересекается с Уп. В са­
мом деле, предположим противное и пусть х £ А П Уп- Пользуясь связ­

ностью А и тем, что ф (z) = —1 для всех z£A, найдем ф-путь «>: 
:[1, s]-»Z’ такой, что ш(1) = х, ш (s) Т Из определения преоб­

разования ft вытекает, что а» является также р-путем. Выделим под­
множество индексов J, s), для которых w (у),J являются
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строго (/+1)-лравильно расположенными точками конфигурации ?.. 
Заметим, что множество J не пусто. Для доказательства этого вос­
пользуемся условием «>(1) = х£ Va, u>(s)՜^ Vp+i и через /'0 обозначим 
наибольший элемент множества {!,•••, sj, дяя которого ш(уо)€ У/+1- 
Тогда <«(/') ~ И*։ ДАЯ всех у', и, следовательно, ш (у0) являет­
ся строго (/-Неправильно расположенной точкой конфигурации ?г 
т. е. в самом деле J=f=<Z, ибо у0£_/. Пусть jt—наименьший элемент 
множества J. В силу выбора у\ отрезок [1, у\] пути ш является (։-|-1)-

правильным ?-путем. Следовательно, Ф (ш (у\)) =’H‘U (/J) = + 1, что

противоречит тому, что ш является Ф-путем. Полученное противоречие 
показывает, что А не пересекается с Vn- Предложение 3.10.1 доказано.

Замечание 3.10.1. Mt (?) eint (Го).

Доказательство. Как было показано в пункте 3.8, ф(у)=—1

для всех у€-^(?)- Поэтому всякая связная компонента множества

Af;(?) может либо целиком лежать в int(ro), либо целиком вне int 
(Го). Учитывая, что каждая из этих связных компонент имеет непустое 
пересечение с Уп> и lzncint(ro), мы получим требуемое утверждение.

Перейдем к описанию свойств конфигурации Ф на множестве int 
(Го).

Предложение 3.10.2. Пусть с։^>0—произвольно, а сг. выб­
рано таким образом, что имеет место утверждение предложения 
3.2. Тогда

а) В расположении внешних контуров на множестве int(ro),

отвечающих конфигурации Ф, найдется контур ՛(, внутренность 
которого, int (7), имеет непустое пересечение как с ИЛ, так и с 
(И2я)'.

в) Пусть ?^3RP(Z; k, I) с 2п-<։<’4п, и пусть {7։,- • 7mj —на­

бор всех тех внешних контуров конфигурации Ф на множестве 
int(ro), внутренности которых, int (7,), у = 1,---, т, имеют непус­
тое пересечение как с Ия, так и с (И2,)е. Тогда

»-1

S |Т/ > \Mt (?) Г > с։ (|й+2 (?)| + |Дж (?)!). (3.12)
J-1

Доказательство, а) Пусть

Af/(?)=JW)1,(?)U---UÄ’”(?)

разложение множества М(?) на связные компоненты. В соответствии

с предложением пункта 3.8 Ф (։,) = — 1 для всех у M\i} (?) и Ф (у) = 

— + 1 для всех у £ (?). Поэтому множества Л1р֊,(?) и dxM՜’ (?)

разделяются контурами конфигурации ф, один из которых (внешний),
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обозначаемый далее через fj, удовлетворяет условию

М\'} (?) Sint (7/)cint (Го). j ~ !»•••» т. (3.13)

Пользуясь предложением 3.6.2, для каждого Л/Р (?) найдем связную 

компоненту множества Кц:(<?) такую, что (?1, Ä*+2 (?)) =2. 

Отсюда, с учетом включений М'!' (®)eint (Го) и £/+■>(?) с (int (Г0))г вы­

текает, что являются внешними контурами конфигурации ф на мно­
жестве int(P0).

у—1

Ь) Если хотя бы при одном /=],•••, т, |f/i \М/(?)| , то не­
равенство (3.12) выполнено очевидным образом. Поэтому предполо- 

1
жим, что |МТ (?) | при всех / = !,•••, т. Воспользовавшись 

V—1

изопериметрическим неравенством ’,7| 2v (int (7)) , справедливым для
любого контура 7, получим

у __ 1_ 1 у
л» nt v_i *_ i — rn v f
SM=Sh/l M SM >
;-l /-1 2=1

у __1_ у-1

> (2*Г*1М1 ’ siint(T/)|>iifz(?)| ’. 
2—1

Здесь размерность решетки Z’. Предложение 3.10.2 полностью до­
казано.

Ниже нам понадобится следующее простое
Замечание 3.10.2. Контур у, внутренность которого имеет непу­

стое пересечение как с V„, так и с (Vin)e, удовлетворяет условию |?| >п 
До казательство. Если int(7) не содержит целиком слой Тг 

ни при каком г, п г < 2п, то в любом из слоев Tr, r = n, п+ 
2п— 1, найдутся две точки х, у, d(x, у) = 1, такие, что х £ int (у), 

у int (7), и грань, разделяющая вти две точки, принадлежит 7. Пос­
кольку число таких слоев не меньше п, то и I7! п. Пусть теперь 
Г, eint (7) для некоторого г, п г 2п. Через 7^"р обозначим мно­
жество точек Тг вида

T(rup՝>= (^ = (х1։- • ֊, x,)^Z\x1 = r, !xj|<r,---, |x,/<r) 

и для у0 = (х10),---, х?1)^ Тг"р) через Т, (у0) обозначим множество 

Тг (Уо) = {г = (Х1>-• •. x>)€Z’| xt>r, х։ = Х2°’,---, х. =х(,01). 

Из ограниченности int (7) и того, что Tr eint (7). вытекает, что для лю­
бой точки y^z Тг'р> можно найти такие точки ?х, z2£ Тг՜ (у), что d(zlt 
^КТг(у), что d(zlt z։)=l, z1^int(7), z։ё՜int (7). Точки и z2 раз­
деляются гранью контура 7. Таким образом, каждой точке у Т'^“',) 
сопоставляется грань контура 7, и следовательно, i?| > 1п.
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3.11. Опенки. Наконец, пользуясь формулой (3.11), оценим ве­

роятность множества (г; к, I).

Пр е д л о ж е н и е 3.11.1 Пусть ? £ 30?р (<; k, Г), и пусть М' — 
связная компонента множества (х'?(х) =— 1), имеющая непустое 
пересечение как с Уп, так и с ( И2Л)е. Тогда М' неограничено.

Доказательство. Предположим противное, и пусть М'—ог­
раниченное множество. Обозначим через контур, ограничивающий 
множество М'. Из замечания 3.10.2 вытекает, что |*'| > я. Но все 
конфигурации, удовлетворяющие этому условию, были ранее исклю­
чены нами из рассмотрения (см. пункт 3.1), следовательно ? "с՜ 

~ SKp (/; k, I). Полученное противоречие доказывает неограниченность 
множества М՛.

3.11.2 Зафиксируем конфигурацию Фб//(Жр(/; к Г)) и оценим 
КфбЗН, (/; I, П1Л (?) = ♦}.’•

При этом мы будем пользоваться описанием свойств конфигура­

ции ф, приведенным в 3.10. Зная конфигурацию ф, можно единствен­
ным способом восстановить множества Af/7>(?), пользуясь следующим 
.алгоритмом.

В расположении внешних контуров, отвечающих конфигурации 

ф, выберем тот контур Го (см. 3.10.1), внутренность которого, int (Го), 

•содержит куб Ип. Рассмотрим, далее, ограничение конфигурации ф на 
:int (Го) и в int (Го) выделим все внешние контуры 7Х.•••,7m, внутрен­
ность которых, int (Ту), имеет непустое пересечение как с ИЛ, так и 
с ( И2л)с. В каждом из множеств int (7/), ]=),••՝, m, в свою очередь, 

выделим связную компоненту множества {x£Z' |ф (х) =—1), примы­
кающую к <?xint (7,).

Заметим, что если ? £ ЗХр (/; к, I) и fi (?)=ф, то в силу опре­

деления преобразования /, ? (х) = — 1 для всех х £ М\1} (?). Поэтому, 
как вытекает из предложения 3.11.1, czМ', где М՛--неограничен­
ная связная компонента множества |х£ Z'| <р (х) = — 1|. Отсюда и из оп՜ 
•ределения М\'] (?) вытекает, что предложенный выше алгоритм позво­

ляет по конфигурации ф единственным образом восстановить множест­
ва (?).

Далее, связная компонента Ä()’ множества (։ + 2)-правильно рас­

положенных точек конфигурации ф, в силу 3.7.2, может лежать . в 

Ki 1 (?) только в том случае, если d (/^ü), (?)) = 2 для некоторо-
го J (/=!>• ”» т)- Считая, что все точки Z’ занумерованы некото­
рым способом (например, в лексикографическом порядке), выберем 
среди точек х^Кт, удовлетворяющих условию d(x, Л/Р(?)) = 2, пер-
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вую точку, и обозначим ее через х0. Аналогичным образом в М['} (у)՛ 
выберем первую точку, удовлетворяющую условию d(x0, уа) = 2, и 
пусть z0^Z’—первая точка, удовлетворяющая условиям d(x0, z0) ==1, 

d (уо- zo) = !• Заметим, что ф (х0) = ф (г0) = ֊ 1 и ф (у0) = + 1, и пос­
кольку у0то точки у0 и г0 разделяются гранью
контура 7 . Таким образом, каждой связной компоненте К(и> ставится 
в соответствие некоторая грань из fjU ••• U 7m, при этом, как нетруд_ 
но видеть, это отображение инъективно. Отсюда вытекает, что пос­

кольку К1+2 (?) является объединением связных компонент указанного՛ 

типа, то число возможных спо՝обов выбора Х/чг (ф) не превосходит- 
2hil+"+hml։

Наконец, поскольку Д'+1 (?) примыкает к (?), то используя 

лемму 1.4, мы получаем, что при фиксированных Kt±֊2 (?) и I = |£)+г 
1(?)| число возможных способов выбора £/+i (?) не превосходит- 
exp {сл (7 -4- 1^,-2 (?)|)|.

Собирая вместе полученные оценки, будем иметь окончательно

I? е 2Кр (/; k l)\fi (<р)=ф}| < ехР (С1 (7 + Г) + in2(№ -ь.......-Нтт1)}.(3.14).

3.11.3. Оценка вероятности ^(ф). Зафиксируем i, к и Z.

(2п < бл). Как и в 3.10, для конфигурации ф £ £0?р (/;-,к, I)՛ через

Г0(ф) обозначим внешний контур конфигурации ф, удовлетворяющий 

условию int(ro)ol/n, а через Ti ('(>),• • •, 7m ( ф), тп > 1, внешние на 

int (Г (ф)) контуры конфигурации ф, имеющие непустое пересечение, 
как с Vn, так и с (И2Я)С.

Введем следующие обозначения:

N (ф) = exp {сх (Z 4- ж) + ’n 2 (frj 4----- + |ут|),

g (ф (int Г0)|ф (int Го)с)~вычисленная в соответствии с (2) условная՜ 
гиббсовская вероятность конфигурации ф (int Го), при условии, что 
фиксировано значение гиббсовского поля вне int (Го). А (Го)—множест­

во всех тех конфигураций ф £ к, I), для которых данный, кон­
тур Го (int (Г0)о ИЛ) является внешним контуром.

Аг.(ъ,---, 1т)~мнох ество всех конфигураций ф£А(Г0), для которых 
внешними на int (Г,) контурами, пересекающимися с ИЛ и с (Иг-,)։՝; яв­
ляются данные контуры ~1։7т. Для данных целых положитель­
ных Up՛--, ит через Ar.Cfv, 7m, ит) обозначим множество 
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всех конфигураций ՛!» £ Аг, (Тх» * • -, lm), для которых lAfP'Cp) 1՛ = “г, ’ • • 

1^"’(Ф)1 = «»•
Выражение

__ N&) qpW (3.15)
*e/'3Rp(Z: *• z>

будем оценивать отдельно в случае 2л<^г<^4л и в случае 4л <7<6я.
Пусть 2п<^/<^4л. Используя лемму 1.1, получим

_ Af(9<7p(p)< (3.16)
Ф 6*г. Ст»..... Тя> _

1 Л(Ф) ((int r0)c)ig |'}>(։ntr0)|'Hintr0)c)} < 

Ф€АГ,<Ть-”»Тя)

< 2 ехр{с1(7+Л)+(1п2-2Р)^1М)}‘7р(?(։п։Г0)ф.

Ф6*г. (Т1—. Tm) 1

Отсюда и из (3.12) очевидным образом вытекает следующая оценка, спра­
ведливая для всех 6 > О

ФСАг/Ти---. Тт>

< у ехр1-3(7+л) +Л1±-3 + 1п2-2^Х (3.17) 
I \ с։ /

Фе*г, (ть---. im)

xyii/IpJHintr»)')}.

Пусть теперь 4л^г'<^6л. Заметим, что

~ s ^(ТнР(й<
Ф€Агдт,....,1т) 

Af(?)<7,(J). (3.18)
*eAr,(T,.-".w“i.—•“«)

Для внутренней суммы в правой части (3.18) имеем

(Ф) яр Й») <
Ф€АГ։(Т1;...,1Л<;

< S exp{C1(7+7)+(ln2-2ß)X

феАГ.(Ть-'°. Tm! “m>

X £ lf/1 - h £ h4 Ь (Ф <int Го)е)I. (3.19)
7“1 J

где Л—внешнее поле. Пусть А —, где значение будет указано
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позже. Тогда, поскольку ------- !-и„ = |Ш'|-)| и |Л/,(»| удовлетворяет
неравенству (3.8), то из формулы (3.19) вытекает следующее неравен­
ство:

*елГ,(п.—ля1։ "՛••••- »«)

V exp (fc։-—)(!+ /)+֊ 
։ 1\ с։/

*еЛг,(Т1.- -. Тт! “>■•• • "т*

+ (1п2-2Р) £lïj]çptK(intr0)e)l. (■3.20)'

Но 0<иу= |Л4;1(ф)|<|Ир+։|. Поэтому (3-18) и (3.20) приводят к оцен­
ке

+ е*г,(Т.."-.Тт)

ClZp+j,"1 V expJ(c1֊֊i)(iî+O 4֊

4€Ar, -.7m)

+ (1п2 -2S) f fri U |H(intr0)e)i. (3.21)։
J

Нетрудно видеть, что

A A4'?) 9р(1) <
Ф£.А (Г.)

< 2 А Г S • (3.22)՝
m>i т. т> ~

7 Фблг,(т..-ит)

где сумма со штрихом в правой части (3.22) означает, что суммирование 
производится уже по упорядоченным наборам контуров.. Для данного 
о число контуров у, удовлетворяющих условию |у| = V и проходящих че­
рез данную точку,не превосходит ехр {с, I'} в соответствии с леммой 1.2, а 
число способов выбора этой точки не превосходит |Рр+1|. Учитывая также,, 
что для любого / = !,•••, т и подставляя полученную н.
<3.17) оценку в правую часть (3.22), получим

_ S Д/(ф) Чр (ф) <.
+ел (г.»

< 2 I ( X ехр [ ( С1 + -Нп2 - 2Й « V.Y“ X
ш.г 4“ (\ с։ / J,/7

Х_^ exp{-S(^+7))Çp(H(intr0)f՝)l (3.23>
Ф€А(Г.) / J
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вслучае 2п < i < 4п. Аналогичным образом для 4n из (3.21),
и (3.22) получаем оценку

фс * (г.)
< £ LE₽±^(£ exp|(C1 + ln2-2ß)v})-X .

/п.-l TH! v + П

X У! exp (4 4- Dbr(H(intr0)e)l„ (3.24)’
- I \ с» / J
Ф€* (П)

Для того, чтобы первые множители в правых частях неравенств (3.23) и 
(3.24) имели смысл, то есть чтобы соответствующие ряды (очевидно, гео­
метрические прогрессии) сходились, достаточно, как легко видеть, лишь- 
одного условия

S1 = 2ß-c1-ln2-^l±^>0. (3.25)»
с։

Положим также
8а —min А. ——с-Л • (3.26)'

\ с։ /
Тогда, поскольку |l/p+j|ra < | V'p+t\2m и exp [(ci + 1п2'—2ß) и )-<

КС “4" S \ ) а\<\ 4- —-------1- 1п2 — 2ß 1 V I = exp {— Oju}, то левые.՛ части (3.23);
с։ / )

и (3.24) уже при всех i, 2п <■ i < 6п, допускают единую оценку

_ S N (ф) qp (ф) < 
Ф ел (Г.)

< ехрЬ^Гх
ш>1 т- v^n

X % exp ( - 8։ (Г 4-0} <7р { J ((int Го)‘)}.. (3.27)»

Ф€ А (Г.)
Имеем

£ । Г у ехр (— о1с)]т=У 1Е^±11 Г ехР (֊ ^гп)_ 1
Ä m! |£n 1 'J m! | 1 - (exp (-8J J;

nrz S exp(—8։п) I , = exp [| Ир+u2 - ---- ------- — 1.
1 — exp (— oj J

С другой стороны

/ 5, \ exp (------- n 1
lim |Vp+f_____ V 2 /.-^0, (3.28).

_ exp oj

поскольку ! Ир+1|-С (Зр)’ и n == — I. Поэтому для достаточно, боль-
L 6 J

ших p 
6—256
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£ 11лц1— [ £ ехр (— SjV) ] < exp f ~ nY
лх>1 /л! Lv>n J \ /

Теперь из (3.27) следует

^Йдр#)<ехр{-^-л-8։(Л+о} S' 7,i*((intr0)e)|.

Ф6А(Г.) *6А(Г.)
(3.29)

.Далее, для любых двух пар (Го, '|/((int Го)г)) и (Го, ф"((։п1 Го)г)) собы­

тия (ф|ф ((intfo)c) = ф' (<intro)c)} и (ф| <>((int Г0)е) = ф’ ((int Го)с)} не- 
<»։*** » ■

'совместимы, если только Ге^Го или ՛!>' ((int Г0)с) =/= ф* ((int Го)г) при 
Го = Го. Поэтому

r.:։S^ va ~ ЯР Й ((int r0)f)i < 1. (3.30)
* 6А (Г,)

•’С другой стороны

^(ф) ЙХгсп&.кэи»-S А’(Ф)др(Ф) (3.31) 
wSRp(Z:*- ° ф?а։г.)

и поэтому из (3.29), (3.30) и (3.31) следует

2
*E^SRpU; *-о

£ ехр|— ± п — 3։ {к 4-7)
Г.:1пЦ1.)3Ил ( 2

х Яр (ф.((ш1Г0)с)}<ехр{-^-Л֊31(,М-7)1- (3.32)

Фе а (г.)
Пользуясь определением (V (ф), приведенным в начале этого пункта, а 
также формулами (3.11), (3.14) и (3.31), получим

Яр {SKP(Z; 7, 7)} < exp £ N (ф) qp (ф) <

-< exp|— у n — Ьгк— (35 — v*3) /| • (3.33)

Предположим, что
Зг —v?>0. (3.34)

Тогда из замечания 3.7.3 и формулы (3.33) с учетом неравенств

.к ֊С i Ti+^, Z-С|Т/+2| (см. определение множеств К и £), получаем 
6п ~ ~ ~

ь {2R(p)} s (^ к’ ')} <
1^2п _

'<|Г/+2| к |т/+2|

я" Г 3 1 / 3 \< £ S £ ехр — ֊-4<|И/,4.1։։ехр(--^-п] (3.35) 
1—2п — — ( 2 | \ 2 /

*<|Ti+2| I <17/+1|
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для достаточно больших р.
3.12. Выбор постоянных. Для завершения доказательства 

основной теоремы остается указать те значения параметров Рис (р, ч),_ 
для которых выполняются все оценки, использованные в приведенном вы­
ше доказательстве. Положим

2р,=Сг+1п2. (3.36)-

Здесь с,— комбинаторная постоянная из формулировки лемм 1.2 и 1.3, 
зависящая только от размерности решетки V. Далее, условие (3.34) вместе 
с определением (3.26) распадается на два условия

г-*р>о, (3.37) >

— - сг - *р > 0. (3.38)
сз

Условию (3.37) можно удовлетворить, выбрав 6 = vp. Тогда из (3.25) и 
(3.36) вытекает, что с2 должно удовлетворять условию (при р > Р„)

с»(*> Р)> С1+^ • (3.39)/
2(₽֊?0) 7

В соответствии с предложением 3.4 выберем

( 2’ — 1 I е,(.,?) = 2.|„|12?֊(֊^-

Из условия (3.38) вытекает, что с4 можно положить равным

сИ*, Р) = (с, (V) + ₽•/) с։(*, ₽).
Окончательно получаем, что если значения параметров Рис выбраны так,, 
что Р > ро и с > с« (ч, р), то имеет место оценка (3.35), а ввиду (3.28) 
и утверждение основной теоремы.

§ 4. Замечания к доказательству теоремы 2

Большая часть рассуждений, приведенных при доказательстве основ­
ной теоремы, может быть использована и для обоснования теоремы 2. Мы 
ограничимся указанием наиболее важных изменений в этих рассуждениях, 
для получения теоремы 2.

Рассмотрим распределение Гиббса на стандартном кубе Ур, отве­
чающее параметрам Р, Л^>0 и граничным условиям ЧР((УР)С), где в 
отличие от основной теоремы предполагается, что внешнее поле Л фик­
сировано. 4 и из § 2 следует выбрать так, чтобы !г— р + 1 и 1Х— 
= р—4 [с' 1п |Рр|]> где постоянную с' можно определить путем неко­
торого подсчета, аналогичного приведенному в основном тексте. Че­
рез Т?о(р) обозначим множество всех тех конфигураций <р(Ир)£ ЯХ(УР)2- 
для которых в расположении контуров конфигурации (? ( Ир), (Р^)) 
не существует контура Г такого, что 1п1 (Г)2Э И/,. Пусть, далее, Зй'(р) 
обозначает множество тех конфигураций <р £ 2Ко (р), у которых в рас­
положении контуров не существует контура ф, удовлетворяющего 
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условию |тг1 > с0 (?) 1п |Ир|. В силу предложения 3.1 и определения 
'Ейо(р) для доказательства теоремы 2 достаточно показать, что

Нт Чр [ЭХ' (р)} =0.

Положим ЛО = р — 2 [с'1п ; Ир|] и введем обозначение т'г = |Л1Л.+ ։, (?) I, 
..г==0, 1,-•[с'1п [ к$Ц. Очевидно, 1 < т'г < | Ир+1| для всех г —0, 1, 

[с'1п|Ир|]. Следовательно

Из этой формулы по аналогии с формулой (3.6) вытекает существование 
такого /0, O«Çyo < [c'Iiï I^pIL что

՜ m'h 21n|Vpi հ. £ ։ 
mj. [c'in | Hpj] " c'

откуда вытекает формула

iK+2(t)\ л*;.(<Р)к4|л<(?)1> 'о=ո9+շյ0. 
с

Пользуясь ею, можно определить разбиение множества всех конфигураций 
•?(;SRz(p) на классы следующим образом. Мы скажем, что ? Ç SRP (/; 
к, I), если

па < i < р,

|л/;+2(?)\ л/((?)| <4 \mï (®)i, 
с

1^1(т)| = Л|^+2(т)| = Л.

Несложный анализ доказательства основной теоремы показывает, чго та 
часть построений, которая относится к случаю 2п ՋՀ ' <; 4п, оказывается 
уже излишней. Остальные же построения и оценки по существу пригодны 
и в рассматриваемом случае с незначительными изменениями чисто техни­
ческого характера.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 15. XI. 1985

9*. Հ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Դասական իզինգյան ֆերոմադնետիկ մոդելներում շերտերի մասին թեո­
րեմներ (ամփոփում)

Ուսումնասիրված է Այզինզի (—1) եզրային պայմաններով զիբսյան բաշխումները 
Vn խորանարդի վր ա (որտեղ ]Հր~ը կոորդինատների սկզբնակետում կենտրոն ունեցող և 
(2л + 1) երկարության կողմով Z’, ՛< > 2 ցանցի խորանարդն է հակադարձ ջերմաստի- 
ճանի մեե (?>ի0) արմ եք ների և հո ար տարին դաշտի դրական արմերների համար ւ Ապա­
ցուցված- է, որ երբ и—ՕՕ 1-ին ձգտող հավականությամր տեղի ունի հետևյալ պնդումըւ 

Գոյություն ունի С^О հաստատուն, որ եթե /ւո —երբ բավարարում են fin ՜ պայմանին, 
ո

ապա կգտնվի այնպիսի արտտբին կոնտուր ք, որ ք ներքին տիրույթը՝ քոք (Г)֊Ъ, պտ-
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/Ունակում է I'. п , խորանարդը։ Ավելին, եթե հո֊Ը կախված չէ Ո-ից, հո Н Л>0. ապա 
I՜]

կդտնվի այնպիսի արտաքին կոնտուր Г, որի ներքին տիրույթը՝ 1ոէ(Ր)-ն պարունակում 
i ^П-[С,(3. Л) In «1 ЬТ“Ъ“ГЧС. որտեղ с0 0, Չկախված է միայն Հ-ից և հ-ից:

D. H. MARTIROSIAN. Theorem* about the etripe* in clastical Islng ferromagnet 
(summary)

We study some properties of the Gibbs states in classical Ising ferromagnet on 
Ил, (the „standard" cube of the lattice 1՝, v >2, centered at the origin with the si­

de length (2n-f-J)) with (— 1) boundary conditions, large enough values of inverse tem­
peratures and positive values of external field hn. We prove that with pro­

babilities tending to 1 as л—oo there exists a constant c>0 such that if հՀ>- then an 

external contour exists such that И, n , Clnt Г. Moreover, if hn does not depend on n, 
M .

Лл = А>0, then such external contour Г can be found that 1ГП(Г) contains the cube 
A) In л| > where the c0(?, A)>0 depend only on 5 and h.
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Т. С. ИВАНЧЕНКО. Л. А. САХНОВИЧ

ОПЕРАТОРНЫЕ ТОЖДЕСТВА В ТЕОРИИ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ЗАДАЧ

Предлагаемый в статье подход к исследованию интерполяционных за­
дач исходит из рассмотрения операторного тождества [1]. Операторное 
тождество ОТ порождает вполне определенную интерполяционную задачу. 
Далее, следуя В. П. Потапову [2]. мы интерполяционной задаче сопостав­
ляем соответствующее ей неравенство, которое в явном виде строится по 
ОТ. Такой подход (сочетание ОТ и неравенства) позволяет четко описать 
класс исследуемых задач и при соответствующих условиях дать единооб­
разное их решение.

Постановка задачи. Пусть заданы гильбертовы пространства 
Н, С, причем

6 = Ц ф С1։ <1։п։ оо. (1>
Пусть далее операторы А, П, .1, 5 связаны ОТ:

5 - АЗА* = П/П*, (2}

где А, ££ [Н, Я]; П(= [С, Н]; П*£ [77, 6]; /6 [6, б]. (Через [Н„ НД 
обозначается класс линейных ограниченных операторов, действующих 
из Нг в Нг).

Оператору П и разложению (1) соответствует представление 
П = [Пи Пг], где П1։ П2(;[б1; /7]. Предположим дополнительно, что 
блочное представление _/, порожденное разложением (1), имеет вид

. ГО Е 1/= и , £16 [61, 61]. (3)
о

Через Ы обозначим класс операторов из [77, /7], спектр которых со­
стоит из конечного или счетного множества точек. Будем считать, что 
Л 6 7/.

Пусть а (ср) — неубывающая оператор-функция со значениями в 
классе [б։, (у. Через Е обозначим совокупность а (ср), для которых в 
слабом смысле сходятся интегралы

К
5а= |(£֊е'М)-] П2с/з(<р)П;(£ — е՜* А*)՜', (4}

— X
<

7= С (ср). (5)
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Пусть 5 (<р) -Е, тогда из (4)—(5) следует слабая сходимость 
интеграла

П1.’=у] (Г+е'։Л) (£—е'9)՜1 П2</з(<р). (6)

—X
Введем оператор

П1=Пх,«+/П։а (а=а*). (7)

Сформулируем теперь интерполяционную задачу, порождаемую ОТ (2):
Описать множество =(<р)£Е и а = а* таких, что операторы 5 и 

Пх, связанные ОТ (2), допускают представления

П1 = П1. (8)

В дальнейшем нам понадобится
Лемма 1. Если и о(?)€Е, то оператор 5, удовлетво­

ряет ОТ

5, - Л5а А* = П /П*, где П = [П1, Пз].

В справедливости леммы убеждаемся непосредственной подстановкой. 
Обозначим через К класс операторов А, для которых уравнение

5— ASA* = 0

имеет только тривиальное решение 5 = 0, принадлежащее [Н, Н].

Замечание 1. Из 5 — А5А*= 0 следует, что 5—Л"5/4*л=0. 
Поэтому, если А является сжатием (|Л0 1) и А** сильно сходится
к нулю при п -* оо, то А е.К.

Следствие 1. Если /ЦКи П, = П., то S = Sa. Взаимную 
связь представлений (8) выясняет 

Лемма 2. Если П2£=^=0
S=Sa следует Пх = П , „ + гП2а.

Рассмотрим теперь класс R, 
|С| =/= 1 оператор-функций F (С), со 
ряющих условиям

Если F (С) (; R, то существует 
ция а (<р) се значениями в [61։
части (5), сходится и справедливо

также
при ё =/= 0> то из представления

состоящий из аналитических при 
значениями в [Си СУ, удовлетво-

Р* С) 4- ГС)... 0
1—СС

такая неубывающая оператор-функ-
что интеграл, стоящий в правой 
представление

Г(С) = -,а4-֊
е'9—С
—------- do (®), а = а*.
е'9 + С

(9)

Обозначим через D совокупность чисел таких, что |С| 1 и

с не принадлежит спектру оператора А. В терминах ОТ запи­

шем абстрактное неравенство В. П. Потапова
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£(С)=[ 5 ]>0, (10)
' I В* (С) С (С) г 4 л

где В^)=.(£+;А)-Чп։ + П։Р^)], С(С)= —-■14~/֊г(с)- (11>

Оператор £ (С) действует в пространстве Нф С։.
Теорема 1. Пусть А^П и а(<р)£Е. 7о։да оператор-функция 

Р (С), определенная равенством (9), удовлетворяет неравенству

5 В(С)

>(9 с (С).
(12>

• где

5(9 = (£ + г,Л)-։ [Пх + П։£(С)], 5= 50.

Для доказательства теоремы рассмотрим ^пространство Н, со­
стоящее из векторов у? со значениями из [0։ и скалярным произве­
дением 

* •
[ят; ^1= ('(«Н?)*,.

—ж

Введем в рассмотрение вектора

&,= ֊֊8 и А-П^^-е-'М-)-1/ КН).
С “Г ч

Тогда нетрудно проверить непосредственной подстановкой равенство

откуда следует (12).
Введем класс операторов М., состоящий из операторов А£ М таких,, 

что их соотношения

|(£+и)"։/1 = р֊') *°(1)> М*1

следует равенство / = 0.
Замечание 2. Оператор А £ если выполняется одно гз сле­

дующих требований:
1. Л /V и при некотором 8^>0 спектр А лежит в области 

|1-!С||>8.
2. Спектр оператора А сосредоточен в точке Сд (|С0| = 1) и при 

некотором р^>0 выполняется

Н^[1пЛ/(г)]/гЯ<оо, Л/(г) = тах 1[£-(Л - ^£) г = ге'«.
г-»« , о<е<т«
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Теорема 2. Пусть А^НЛ и неравенство (10) имеет решение 

лида (9), причем з(<р)<^Е. Тогда справедливо равенство П1==П1.
Доказательство. Из теоремы 1 следует, что оператор-функция

К
Л(С) = £ ) (։ “0) (13)

—г
удовлетворяет неравенству

£,(Г) = [ ,5’ >0, С 6 О, (14)
' [в,(С) С, (С)] 1 '

В, (0 = (£ + ЧА)-1 [П1., 4-П2£, (С)]; С, (') = .

Из неравенств (10) и (14) вытекает

|в(С)«Г</5КС(С)Я. & ։5,^«Р<|54.(С,(С)г, я). (15)

Так как при некотором М верно неравенство

(СО?. *)< 1’1^1.

то, учитывая (15), имеем

Я5(С)й[=֊1— -0(1), ։540«| = -А-Т-0(1).
I1 141 I*- 141

Значит, справедливо соотношение

ИВ(С)-ВДС)]^=К£+и)-1[П1-/П2а-П։,в]5Н 0(1)-

Последнее равенство для А возможно только в том случае, когда

Пх= П|, , + ։ П։а, т. е. П1 = П1.

Следствие 2. Если выполняются условия теоремы 2 и А £К, то 
справедливы равенства

П^Пр 5=5«.

Следствие 2 вытекает из теоремы 2 и следствия 1. Для исследования 
случая А К воспользуемся преобразованным неравенством (ПН), кото­
рое для ряда важных случаев было построено в работах [3.1 V]. В терми­
нах ОТ мы запишем ПН в общей ситуации.

Введем обозначения

1ч>(С) = (<;-С)(^4-и)-1(£+ЛС,); и(С)=(Св-С)(£+СД)-1Щ, (16) 

где 1^1 = 1, * = 1, 2.
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Оператор £ц(С) действует в пространстве Нф Н и может быть за­
писан в виде

ст1։'е1>' ՛ (ПН) <'«>
[ Сп(С) | ՝ '

где
֊ 7֊^-֊- зи (~) + В (С) Ц (44. 

1 * .чд \ * / \ ч /
(19>

с"<4-^ ЧтМт)- г^Чт)в֊(С)1Чг)-
(20>

- ֊тг и (у) *(')(=} + ь’ (т) (т)'
* ч Чд \՝в/ \ ч / \ ч / \ ч /

Из (17) следует, что любое решение В (С) неравенства (10) является так­
же решением неравенства

£п(С) > 0, С£В.

Учитывая операторное тождество (2), выводим

Со ЗЦ + Со Ьо (С) 5= и (С) Ц (֊֊) + и (О и (уУ

(21>

(22>

Согласно (16) имеем

ь0 (С) и ().) = (Со- С) (Со- X) к.<9-Ь(Х) (к = о, 1,2). 
--  ч

Из (21) н последнего равенства следует

[֊(А)$֊С,) +■

+с, (֊֊)!.; (А)+и(А• <И>

Из (21), (24) и формулы

Ьо (-1) В (С) = - Ь (С)) + (ц (-1)֊ Ь։(С)} Л (С)}
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аызодим важное для дальнейшего равенство 

СиС) - — ՝> Дп(С) .

С одной стороны, ПН (18) приводит «ас к оценке

|5п(г-)Л։<|5|-(С о/, /)•
■С другой стороны, согласно (24) имеем

(С,н9/,/)֊<^=^ •|5п(С)/НЛ

откуда окончательно получаем

I1 14 I 
где М не зависит от £.

Следовательно, из (24), (25) вытекает

(24)

(25)

(С։- С) 5п(9 = - (ап 4- ֊ Г ■^—±֊ ^п(<р), «п = «п • (26)
2 3 ?» + ։—X

тде Оп (ф) — неубывающая оператор-функция со значениями в классе 
[Н, Н]. Пусть дуга единичной окружности [<х, р] не содержит особых то­
чек. Пользуясь формулой обращения, из (19) и (26) получаем

Г ^п(ф)= (’|(Со-е'»)|։(£.֊е'’Л)֊1П։</т(Т)П:(£-е-'М-)֊1. (27)

Кроме того, имеет место оценка

[(</«п(?)/,/)СМ|/Г, (28)

—К 
которая следует из (25), (26).

Учитывая произволность £0» из (27) и (28) выводим, что верна
Теорема 3. Если У7 (9 класса R является решением, неравен­

ства (10), то соответствующая оператор-функция а(։р) принад­
лежит классу Е.

Теорема 4. Пусть и неравенство (10) имеет реше­
ние Т7^) вида (9). Тогда справедливы равенства

П^Пр 5=5. (29)

Доказательство. Первое равенство вытекает из теорем 2 и 3. 
Для доказательства второго рассмотрим неравенство

£п(5) = 5 Вп(9 

в* (9 Сп(9
>0, (30
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где
5п(С)— —!-=• St; (l՜) + в (С) U (■=-)• 

1 --  ЧэО \ Ч / \ Ч /
(Неравенство (30) строится по неравенству (12) согласно тому же прави­
лу, что и неравенство (17)).

Аналогично (25) выводится оценка 

и о !г\ 71 Ко Ч1

Тогда верно соотношение

или {

мо (5- и-

Воспользовавшись равенством (16), получим f

|С0— q • |(£ + С А )֊' (£+ Со A) (S - 5) /| < l/f-

Откуда
((£ + СЛ)-Ч£+СоЛ)(5-5)Я<^֊^}-|Л.

Так как А принадлежит N„, то приходим к равенству

(£+СоА)(£-5)/=О.

Из произвольности £0 следует (29).
Итак, в теоремах 1—4 доказана возможность сведения исследования 

поставленной интерполяционной проблемы к решению, соответствующего ей 
неравенства (10) или неравенства (18). Найдем описание решений нера­
венства (10). Тем самым будет определено и множество решений неравен­
ства (18), так как совокупности решений неравенств (10) и (18) совпадают.

Пусть Ф (£) — мероморфная в единичном круге оператор-функция, 
действующая из G, в G. Рассмотрим неравенство (10), положив

£(С) = (Ж + £)-1П/Ф(С); С (С) = . (31)

Заметим, что формулы (31) и (11) совпадают, если

Ф(С) = со1[£(С), £].

Теорема 5. Пусть оператор S ограничен вместе с обратным, поло­
жителен и удовлетворяет соотношению (2); оператор (ЕА-^ЛА) обратим 
(II =!)• Тогда для того, чтобы оператор-функция Ф (Ç) являлась ре­
шением неравенства (10), (31), необходимо и достаточно, чтобы она до­
пускала представление
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Ф(9 = А(9Р(9. (32}
аде

А (0 = £+ (С0֊С) П* (£С + Л*)-1 S՜1 (£ + С«/)՜1 KJ, (33)՛ 

a P (Ç) — аналитическая в единичном круге оператор-функция со значе­
ниями из класса [G,; G], обладающая J-свойством

К|<1. (34)
Доказательство необходимости следует из рассмотрения /-формы опе- 

ратор-функцйи А՜1 (С) (А՜1 (С) = JA*

J—A’՜1 (9 JA-J (9 = (1 -C9 /П* (ГА*+ E)՜1 5՜1 (£ + U)՜1 ПJ. (35)- 

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что неравенство (10), 
(31), эквивалентное по лемме о неотрицательной блок-матрице неравен­
ству

С (9 — В* (9 5՜1 В® > 0, CÇD, 

с помощью оператор-функции А՜1 (’,) записывается в виде

Ф* (9 A՜1’ (9 /А՜1 (С) Ф (С) > 0. (36)-

Откуда следует, что решение Ф (£) неравенства (10), (31) допускает пред­
ставление (32).

Пусть теперь P (£) — произвольная аналитическая в единичном кру­
ге оператор-функция, обладающая /-свойством (34). Определим оператор- 
функцию Ф (£) равенством

Ф(С) = А(С)Р(С).

Тогда в силу обратимости оператор-функции A (£) получим

Р(9 = А՜1 (9Ф(С).

Из неравенства (34) следует

Ф* (9 А՜1* (С) /А՜1 (9Ф(С)>0, 

которое,.согласно доказанному выше, эквивалентно неравенству (10), (31). 
Поэтому оператор-функция Ф (£), определенная равенством (32), является 
решением исследуемого неравенства.

Чтобы решить неравенство (10), (11), перейдем к парам 2, 4, 5 меро­
морфных в единичном круге оператор-функции R (9> Q(9 со значениями 
в классе [<71։ GJ.

Пару col [R (С), Q (С)] будем называть особенной, если для каж­
дой точки голоморфность 'а оператор-функций R (С), Q (») существует- 
такой элемент е £ Cv что

([R* (9 R (9 + Q* (Q;Q (91 е, е) = 0; е =/= 0.
Пары col [R (9, Q(9] и со! [г (9, q (9] называются эквивалентны­

ми, если существует обратимая мероморфная оператор-функция 7’(9* 
такая, что

со! [г (9, q (91 = Л9 • со! [R (9, Q (9].
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'Будем ^говорить, что пара col [R (С), Q(Z)] обладает /-свойством, 
<если

[R*G), Q* (С)]/col [RС), Q(Q]>0.
Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5 и П-g =/= 0, если 

g =5^0. .Тдпда для того, чтобы оператор-функция Г (Ç) являлась решением 
неравенства (10), (11), необходимо и достаточно, чтобы она допускала 
представление

F(Z) = (а (Z) RG) + 6 G) Q (',)] [с (Z) R (С) + d (Z) Q (Z)],
•где.матрица коэффициентов

И а'^ b ™ 1 = А (Z) = £+ Go- Z) П* 5-> (£+:0А)-։ П/;
1с(г,) d (Z) J

-col [R G), Q (C)]------ неособенная пара, обладающая J-свойством.
Необходимость вытекает из соответствующего доказательства теоре­

мы 5.
Для доказательства достаточности рассмотрим произвольную неосо­

бенную пару col [R (С), Q (Z)], обладающую /-свойством. Определим 
.пару

col [u (С), v (С) J = A (Z) col [R (С), Q (Z)]. (37)

Убедимся, что v (Ç)— обратимая оператор-функция. Действительно, поло­
жив .противное, получим: для каждой точки голоморфности Ç оператор- 
функции V (£) существует такой элемент е = е (Z) =/= 0, что v (Z) е = 0. Так 

.как пара col [R (С), Q (С)] обладает /-свойством, то с учетом равен- 
-ства (37) имеем

IR*(Q, Q* G)] / col [RG), QG)] e, e) =

■= ([h* G). ** G)]A-1։ G) / A՜1 G) col [u (Z), V G)] e, e) =

= ֊(«*(QaG) u (Qe, e), (33)

jtде a G) — левый верхний блок разбиения /-формы оператор-функции 
.A՜1 G) на блоки в соответствии с (3)

J—A՜1’ (Q УА-1 G)« [ я G) ?G)1 
?•(<) ïG)J

Z — некоторая фиксированная точка голоморфности v (Z).
Так как из (35) и условий теоремы следует, что a(Z)^>0 пр и 

| Z| < 1, то из (38) получаем, что в рассматриваемой точке Z (|С| < 1) 
имеет место равенство и (С) е — 0- Значит пара col [u (Z), v (Z)], а по­

этому и эквивалентная ей пара col [R (Z), Q (Z)] вырождены, что про­
тиворечит условию.

Итак, доказано, что оператор-функция V (£) обратима. Дальнейшее 
доказательство следует из теоремы 5.

Пример. 1. Тригонометрическая проблема момен­
тов. Пусть .заданы операторы
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П = [П։, П,]; Пг=со1 [Со, С։,- -, С„]; П*= со1[£,. 0г- •» 0], 
где Со, С1։---, Ся — квадратные матрицы т-го порядка.

Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости ОТ (2)֊ 
Представления (8) эквивалентны равенствам:

С0=га4--֊- С* = у е'*’Л (<?>, (.40)՝

—Ж —ж

где а = а*։ а(?)£Е. Заметим, что в данном примере принадлежность՝ 
монотонно возрастающей оператор-функции в (ч>) классу Е эквива­
лентна сходимости интеграла (5). В силу (40) рассматриваемая интер­
поляционная задача совпадает с усеченной тригонометрической проб­
лемой моментов. Из теорем 3, 4 вытекает

Теорема 7. Множество а = з*, а(<р)£Е, даюшцх решение усе­
ченной тригонометрической проблемы (40), совпадает с множесвом 
а, порожденных при помощи формулы (9) классом £(£), удов­
летворяющих неравенству (10) рассматриваемой задачи.

Замечание 2. Если £ > 0, то неравенство (1.0) примера 1 ре­
шается эффективно (теорема 6). В этом случае приходим к известным ре­
зультатам ([6], при т = 1 и [4, 7], при т 1).

Пример 2. В ряде задач исследуемый оператор & удовлетворяет 
тождеству (см. [1, 8])

Ло5—£Ло= гПо_/По, (41)
где Ао, 5£[Н, Н], По£[//, б], а ] имеет вид (3). Легко придать ОТ 
(41) форму (2). В՜ самом деле, выберем р0 так, чтобы точка —/р0 не- 
принадлежала спектру Ло. Положим далее

Л=(Л0- /РоЕ) (Ло 4- гро^)՜1- (42)’

Тогда оператор £—А обратим и справедливо равенство

Л0=/р0(£ + Л)(Е-Л)֊1. (43).
Учитывая (41) и (43), получаем ОТ (2), где

П=—==-(£ —Л) По. • (44)-

Одесский институт народного хозяйства. 
Одесский электротехнический институт

связи ни. А. С. Попова Поступила 2В. IV. 1984-
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-8. Ս, 1"ԼԱՆՉեՆԿՈ, Լ. Ա. ՍԱհՆՈՎԻՅ. Օպերատորային նույնություններ ինտերպո|յա^իոն |սթն- 
-դիրննրի տեսությունում (ամփոփում)

Հոդվաեոսէ աոայարկվաձ է մեթոդ, որը թույլ 4 տալիս միաձև լոլեել մի շարը ինտեր- 
պոլյաըիոն խնդիրներ) Մեթոդում էապես օդտադորեվոլմ են Վ. Պ. Պոտապովի արդյունքները 

.և օպերատորային նույնությոմ,ները։

T. S. 1VANCENKO, L. A. SAHNOVIC. Operator Ind-ntltlee 
In Interpolation problem! (summary)

In this article we propose a method which permits a unified treatment of 
'various interpolation problems.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

. А. К. МАТЕВОСЯН > : • I

О РАЗЛОЖЕНИИ ПО МАТРИЧНЫМ ЭЛЕМЕНТАМ ЛИНЕЙНЫХ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ОПЕРАТОРОВ ОБОБЩЕННОГО СДВИГА

1°. В настоящей работе обобщаются на случай самого общего типа опе­
раторов сдвига— некоммутативные операторы обобщенного сдвига,— тео­
ремы Петера—Вейля [1] (о полноте матричных элементов неприводимых 
линейных представлений топологической группы), Бохнера [2] и Колмо­
горова-Крамера [3] (о представлении положительно определенной на груп­
пе функции и однородного случайного процесса). Для случая коммута­
тивных операторов обобщенного сдвига теорема Бохнера получена Б. М. 
Левитаном [4], а для случая сдвигов на некоммутативной группе аналоги 
теорем Бохнера и Колмогорова-Крамера получены А. М. Ягломом [5].

Пусть й— топологическое пространство, ш — мера на й, С (Й) — 
совокупность непрерывных в топологии й комплекснозначных функций, 
2.1, (2) — сопокупность комплексноэначных функций, имеющих интегри­
руемый квадрат модуля по мере гп. Пусть теперь на. функциях 
У(0^С(2) определено семейство операторов А3, зависящих от эле­
мента как от параметра, то есть каждой функции /(/) ставится 
в соответствие функция двух переменных Л//({), где нижний индекс 
/ подчеркивает что оператор А3 применяется к функции /(/), как к 
функции от переменной Л Пусть операторы А3 удовлетворяют так на­
зываемым условиям обобщенного сдвига [6]:

1. линейность,
2. существование верхнего нейтрального элемента, то есть такого эле­

мента з0£2, что А3‘ = /, где I — единичный оператор,
3. ассоциативность — для любой функции С (й). и любых то­

чек з, г, I £ 2 выполняется равенство

АггА',Ц1) = А3,Аг,1и),

4. непрерывность функции А3/(*) по совокупности переменных.
Семейство таких операторов называется операторами обобщенного 

сдвига (о.о.с.), они были введены и изучены Б. М. Левитаном [б, 7] Если 
кроме условий 1—4 выполняется также условие

5. для любой функции /£С (2) и любых точек з, г,

А3,Аг,/(1)= АГ,А3,1Щ, 

то о.о.с. называются коммутативными. Двойственным к о.о.с. называется 
оператор

7-256
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Rlf(s) = A'f[t),

который также является о.о.с. Семейство сопряженных операторов опре­
деляется, как обычно, из равенства

(•<4//(0 g(0 Лп(«) = 1/(0 A'g (f) dm(t).

•I • U

Ниже символы tn и й в интегралах будем опускать.
Линейным [г.редставлегием о.о.с. Аг называется матрица 

£" (Z)=={ej; (0՞/-1 такая, что для произвольных точек s, выпол­
няется равенство

A'E(t) = E(s)-E(t).
Элементы nij(t) матрицы Е (/) как функции от t называются мат­

ричными элементами линейного представления Е{1), порядок п мат­
рицы E(t) называется степенью представления.

Пусть существует мера т, относительно которой сопряженные 

операторы А1 и /?4 удовлетворяют следующим условиям (см. [6], стр. 
28): для любой функции t6 С (2) П 1?т (2) и любых точек s, г, f£(2)

(i) 
= AlAstf(t).

О.о.с., удовлетворяющие (1), будем называть регулярными.
՛ Примерами о.о.с. являются операторы сдвига на топологической 

группе и обобщенные сдвиги Дельсарта [6]. В том случае, когда т есть 
двусторонне инвариантная мера Хаара, операторы сдвига на топологиче­
ской группе являются регулярными. В п. 2 будет приведена общая кон­
струкция некоммутативных регулярных о.о.с. на дискретном простран­
стве, существенно более общих, чем операторы сдвига на дискретной неком­
мутативной группе.

Условия регулярности (1) играют существенную роль при построении 
теории линейных представлений для о.о.с. (см. §5—§7 [6]). Наложение 
этих же условий позволяет обобщить на случай некоммутативных о.о.с. 
теорему Петера-Вейля. Далее предполагается, что пространство й биком­
пактно, а полная мера пространства п։(й) конечна.

Теорема 1. Пусть E՝(t) = (ej; (01z?;_i » — полная систе­
ма попарно неэквивалентных неприводимых представлений, регу­
лярного о. о. с., тогда фуккции

i, / = 1. 2»'”» п,.

образуют полную ортогональную систему в пространстве [}т (2). 
Доказательство аналогично приведенному в [1].
2®. Перейдем к каноническим представлениям обобщенных положитель­

но определенных функций и однородных случайных процессов.
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Функция р(0£С(2) называется положительно определенной 
относительно операций сдвига А3, если

É Â'^pUj)* zk> 0 (2>
Л*-1

для любых точек #։»•••> tn Ç 2 и любых комплексных чисел zltz„.
[4]. В дальнейшем для краткости выражение „относительно операций 
сдвига А1 * будем опускать. Из (2) следует, что оператор, задавае­

мый ядром А3 р (t), положительно определен и поэтому является са­
мосопряженным, то есть

Â3,p(t) = Â* p(s).

Таким образом, каждая положительно определенная функция p(f) за­
дает случайный процесс £(/) с нулевым средним и ковариационной 

функцией (/)£ (s) = A3p (/).
Предложение 1. Интегральный, оператор К, порожденный 

ядром K(t, s) = A3 p(t), где p(t)—положительно определенная функ­
ция, перестановочен с о. о. с. А3.

Доказательство. Из (2) и по определению сопряженного опе­
ратора

Xf(O=J А'р (s)f(s) ds = J p(s) Hi/(s) ds,

тогда в силу ассоциативности о.о.с.

/4Ç[£/(f)]=j7fc) A'tA^fis) ds = ds =

~fop (s) л; / (s) ds - K[AS f] (Z).

По предложению I случайные процессы с нулевым средним и коварна- 

ционной функцией вида Л/ р(0, где р(0 —положительно определейная՜ 
функция, будем называть однородными относительно о.о.с. А'. Такими 
являются и однородные в классическом смысле процессы [5].

Теорема 2. Положительно определенная функция p(t) представи­
ма в виде

p(f)=S Tr(E'(t)B'), (3>
»

где В' — положительно определенные матрицы.

Доказательство. По теореме Мерсера функция A’t р(1) раз­
лагается в равномерно сходящийся ряд

(4)
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ёдё фД#)'—последовательность ортонормированных собственных функ­
ций, а К/ ^>0 — последовательность соответствующих собственных 

значений ядра А* р (/). Подставляя сюда значения для собственных 
функций, соответствующих равным собственным значениям с крат­
ностью л,, выраженные через матричные элементы линейных пред­
ставлений о. о. с. Лл [6], получим'

А* р (/) •-= 2>ч £ <р; ($о) Д|еА/(0>
1 /» к~ 1

где — верхний нейтральный элемент для о. о. с. Из линейности опе­
раторов А5 следует \ . , ,

= тгф (/) 2Г)],՛

где Тг — символ следа матрицы, а
'■ Л

в* = (К, ф/(з0) фк(з0)| },*_].

Так как является верхним нейтральным элементом для сопряженных 
о.о.с. также, то

р(0 = 2 Тг(£’(0В’).

Положительная определенность матриц В' следует из равенства:

Обратно, если функция представима в виде (3) с положительно опреде­
ленными матрицами-коэффициентами В’, то она положительно определе­
на. Теорема доказана.

■Перейдем к каноническим представлениям однородных случайных про­
цессов. Поскольку сходимость ряда (4) обеспечивает выполнение условий 
теоремы Карунена (см. [3]), то существует такой процесс £ (О с некор­
релированными приращениями, что

40=240 Тг (0-
Отсюда аналогично предыдущему можно получить

40=2 Гг (£’(0П
Тогда ковариационная функция процесса 5(0

_______ |А - ■

£404«)-2 2 2 £(2о%)^(0’, И л /“1 Р . Н
с другой стороны эта же функция равна

А\ р (0 = 2 2 Ъ}/ 2 ег/ (0 е'г1 (з) .
» I, 1—1 г—1
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Приравнивая полученные ‘выражения и учитывая ортогональность матрич- 
ных.элементов представлений Е - ($), получаем

О в остальных случаях 
или

£ (2/у Хр?) = Ь{р 8», р. 8/, д, (5)

что по существу совпадает с «условием ортогональности», приведенным в 
[5}. Таким образом, доказана . .

Т.еорема 3. Однородный случайный процесс 5 (О с нулевым сред­

ним и ковариационной функцией А’ р (I) представим в виде

Тг(£Г(П7/), (6)
У

где матрицы 77 удовлетворяют условию (5).
3°. Пусть Кя—Л^-мерное линейное пространство с обычным скаляр­

ным произведением элементов х и у^Кя, |®, (О— некоторый ор­
тогональный базис в Кя, ап։,՛՛, п*^>1—некоторые целые, для кото­
рых п^Н------- Ь п^= IV. Разобьем множество функций базиса на подмно­
жества из Пр • • •, п% функций. Расположим функции /-го подмножества 
в виде кубич еской матрицы размера щ X т X 71 с элементами

в* / (0 = ?(*-։)«/+/ (О»

к, / = 1, 2, п;, I = 1, 2,-• /V,

где (() — функции /-го подмножества. Произведение и-го и «-го се­
чений И (и) и /)(«) блочно-диагональной кубической матрицы

£>=Лаг(£<1),.--, £(*’)

будет иметь блочно-диагональный вид с блоками тех же размеров 
п։ X Пр и в силу ортогональности функций <рл (/) найдутся такие един­
ственные коэффициенты а*и, что

Е <11г (и) </,/ («) = £ рч ($). 
г-1 з-1

*

Кубическая матрица (а*0) размера /V X X .Л/задает семейство опе­
раторов, которые линейно распространяются с базисных элементов на 
все пространство К,у. Обозначим построенные операторы через՛ А“:

я
л:</о(«)=2^(и)^у(«) (7)

• • •• • г-1

и предположим, что существует такое целое 1 <1 з0< /V, что

£>(50) = /. •
Приведем некоторые свойства построенного семейства операторов.

1. Операторы А и линейны по определению.
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2. В семействе операторов существует единичный А *•.
3. В матричном виде действие оператора А" можно записать как

^:O(v) = D(U) D(v),

и так как умножение матриц ассоциативно, операторы А " линейны, а мат­
ричные элементы составляют базис в К|V, то для любой функции f из 
KN выполняется равенство

AMÎ/O) =-

•то есть операторы А" ассоциативны.
4. В общем случае операторы А" не коммутируют. Коммутативность 

заведомо будет иметь место в случае Л( = 1, i = 1, 2,..., fe.
5. определения сопряженного оператора з конечномерном про­

странстве следует
„ w ____

Ао dit, (v) — У dji (u) d/t (v), 
/-։

или в матричной форме

i:D(v) = D*(u)D(v).

6. Операторы Аи удовлетворяют условию (1). Действительно,

а Â’rA't D (0 = Л? D (г) D (f) = £>* (S) D (г) D ( t).

Вторая часть условия (1) проверяется аналогично.
Приведенные свойства 1—3 являются алгебраическими условиями 

обобщенного сдвига, н, таким образом, конструктивно задан широкий класс 
некоммутативных регулярных о.о.с., более общий, чем сдвиги на дискрет­
ной некоммутативной группе. Диагональные блоки Е՛ (О матрицы D (t) 
являются при этом линейными представлениями о.о.с.

Вычислительный центр
АН Армянской ССР я ЕГУ Поступала 28. (. 1985
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