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Պատասխանատու քարտուղար Մ. Ա. Հարոսն նիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­

կի չ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ­
սագրում, հաչվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավաքը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպադրական մամուլը 
(այսինքն ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավա­
լը' ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ։

Մեկ տպադրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում խմրա գրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2, Հոդվածները պետք Հ ներկայացվեն դրամեքենադրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենը ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան էեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանը 
համար և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ- 
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օդտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղամ։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թև շատ ղգսւլի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամր) չեն թույլատրվում ։

?. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմ բագը ութ յունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանումով։

5. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի (րիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր ջրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղին ակն երին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24 բ։ Գիտությունների ակա­

դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ՍաքԼմաոիկա XXII, № 2, 1987 Математика

УДК 517. 53

А. Е. АВЕТИСЯН

О ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЯХ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА, 
ОГРАНИЧЕННЫХ НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ТОЧЕК

§ 1. В в е д енн е

В 1931 т. Пойя [1] -предложил теорему.
Теорема А. Пусть /(я)—целая функция первого порядка и ну 

левого типа, пусть далее она ограничена при целочисленных значени­
ях аргумента я = 0, ±1, +2,••• . Тогда /(д) сводится к постоянной.

Картрайт [2] .доказала более сильную теорему.
Теорема В. Пусть/(г)—целая функция порядка 1 и типа а 

{а < к) « |/'(±<п՝)К А (п=0, 1, 2, •••), тогда на всей действительной 
оси

\/(х)\<кА, 
где к зависит только от <։.

Условие о < к можно заменить более слабым условием Л (у) + 

+ 1(֊|)<Ь Аналогичную теорему Картрайт доказал, для Фукк- 

ций, аналитических в полуплоскости. Из теоремы Картрайт теорема 
А следует применением принципа Фрагмена-Линделефа.

Различным обобщениям теоремы Картрайт посвящены работы 
Ийера [3], Дуффина и .Шеффера [4], Агмона [5], Б. Я. Левина [6] и 
других. Результаты, аналогичные теореме М. Картрайт, получены 
для функций, растущих на последовательности точек [аА]. В частнос­
ти связь между величинами

11т 1н.|Г(г)| . Иш 1. |Г(«.)| (։ „
г— гр я— ]ай|я

исследована в работах В. Бернштейна [7], А.-Пфлюгера [8], Н. Ле­
винсона [9], Боаса [10], & Я. Левина [11] и других.

В настоящей работе мы получаем результаты указанных типов 
для некоторых классов целых функций порядка р(1<Ср<^2).
При этом мы существенно опираемся на свойства целой функции

»■>/£,(х; у)- £ /• Л. (1.2)
21 \ » г^н--=֊у
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изученные впервые М. М. Джрбашяном и С. Г. Рафаеляном ([12],'[13]). 
Эта функция является естественным обобщением функции sin я. Лег­
ко видеть, что (я; 1)==з1пя.

В первой части работы приводятся известные результаты отно­
сительно асимптотических свойств функции 5р(я; р) и распределения 
ее нулей. Далее, совершенно так, как это сделано в [13], по нулям 
()•>] функции z2 Sf ( а1/р я; 1 -|---- ) строится система целых функций

\ Р /
[Sp> *(я; р) }0°°. С помощью этой системы доказывается интерполяцион­
ная формула для целых функций порядка р(1 <р<2), ограниченных 
на последовательности {X*}. Предварительно для аналитических в уг­
ловых областях функций порядка р доказывается теорема о связи 
между величинами типа (1.1). В заключение, на основании полученной 
интерполяционной формулы, доказываются аналоги приведенных вы­
ше теорем Пойя и Картрайт.

§ 2. Вспомогательные результаты
1°. Относительно роста функции 5Р (я; р) и распределения ее 

нулей известны следующие результаты (см. [13]).

Лемма А. Пусть р > 1, р£ (—, со, со) и ) •

Тогда справедливы следующие оценки.

а) Если |arg^J ± — -С «, то соответственно

|5, (։; и) | < М, (1 + ИЛ<4 “>' + ■

где Мг > 0 и >0 не зависят от я.
Лемма В. Все достаточно большие по модулю нули функции 

5Р (я; р)(р^>1) простые. Справедливы асимптотические формулы

а) > *) = е/8/(2”Л)1/Р11 4-О/—I (1</<4), 
I \ к / ]

где

Отметим также, что нули функции 5Р (я; р) симметричны относитель­
но действительной и мнимой осей.

Лемма С. Если 1<^р<2 и р > О, то
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а) При 1тл*>0

Пт [ (Нк)2՜' 5; ().*; р) ] = — Ц- - 
г (р------ )

X р /
б) При 1т)*<^0

Нт {-1Х*)։-₽ (X*; и) } = ~р •
—) 

X р /
Следствие. Существуют постоянные Се (р) и /Ур (р) > 0, не 

зависящие от /с, такие, что если 1 р < 2, то
1-2- 

Х(л*;р)|>Ср(р) к р,£>М(р).
2°. Пусть Р-л — последовательность всех нулей функции

г2 Зр 2; 1(0 — л0 = = 'л։). При этом каждый нуль запи- 
X р/

сывается столько раз, какова его кратность. Для данного натураль­
ного к~^>0 обозначим через рк > 1 кратность появления числа )* в 
последовательности а через 1—кратность появления числа
~>-к в совокупности р.о, М- Очевидно, что 1 -С з4 -С Рк < 00 • Точ­
но также, как в [13], обозначим

=(|а-л*|<8*), 
а։5Р (а>/₽а;1 + —

X Р /
00 « ш(*)ш* (а) == £ «, ()-д) (г - X*)’ , а= -ЦА •

»—֊о *1
Обозначим далее 1

Рк~3к
Чк(^= £ ('•*)(* — М’

»—о
и составим функции

2₽. * 6’/₽ 1 +1V Як^\ = ____ \_________ р/___
х р/ (54 — 1)! со* (а) (5д-1)! (а-).*)'*"'А+1

В частности, не трудно проверить, что

5Р р/Ра; 1 + ֊)
2Р, о (о1/? г; 1 + —- -------------- 9— X

X Р / г
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Легко видеть, что если К*—простой нуль, то $4 = рк = 1,

дк (г) =------ ----------------рг- и значит
к^Ла’Лк*; 1+ —) 

\ Р /
, 1х 1 + —)

(°։/^; 14--)“------ 7—^--------- у-г —------- (2.1)
' р/ ^5;(а։/Р}.4; 1 + -) (г-к*)

V Р /
И, наконец, как и в [13] легко проверяется, что целые функции

С4,р (а1/Гг; 1 4՜ —-) обладают интерполяционными свойствами

0, к, У= к*, 0 г р, — 1
2'4 (а1" к.: 1 4- —) “ • 1, к, = к*, Г = 54 - 1 (2.2)

0, к, = к*, г =л $4— 1.

3°. Пусть {с4)”—произвольная ограниченная последовательность 
комплексных чисел

|с4| -С М, к = 0, 1, 2 • • • .

Рассмотрим ряд

/(«) = 14֊-У (2-3)
*-о \ ■ р /

Справедливо утверждение.
Лемма 1. Ряд (2.3) сходится равномерно на любом компак­

те (к) комплексной плоскости и представляет целую функцию, 
у довлетворяющую условиям

Р*՜" (к4) = (к = 0, 1, 2, ■ • ■). (2-4)

Доказательство. Пусть сначала компакт (к) не содержит 
точек к*. Так как при больших к^> к0 'ь—простые, то при больших т

У, с4 2Р, к / я1 /₽ г; 14֊ —шах ] г; 1 4՜ —) I < X
. Ь т \ Р / I \ • Р / | ]

(2-5)
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Здесь мы воспользовались леммами В и С и следствием после леммы С.

Используя принцип максимума можно доказать, что оценка тако­
го типа имеет место в любом круге |з| С В. Отсюда следует, что 
ряд (2.3) равномерно сходится в любом круге и значит его сумма 
представляет целую функцию. Утверждение (2.4) сразу следует ив 
(2.2). Лемма доказана.

§ 3- Определение индикатора аналитической ■ угловой области 
функции по ее росту на последовательносях точек

Пусть (у*)®—последовательность нулей функции 5р(а։/Рх; р), ле­
жащих в первом квадранте. По лемме В

. / 2п& \*/* к я

в

\ а 7 2 2р
Теорема 1. Пусть 1 < р < 2 и F(z)—голоморфная функция 

угловой области |argz| - . Предположим далее, что

и

Тогда
In F (v*)| hm ----------- L

l**i₽ (к к \
2 2p У

limЛ-ФОО
In \F(vk) I

Ы'

(3.1}

(3.2}

(3.3}

если левые части (3.2), (3.3) неотрицательны.
Доказательство этой теоремы ведется по схеме, предложен­

ной в работе [11] (стр. 272, теорема 16). Из асимптотических свойств 
функции ЛР(а1'Рд; р) (см. [13]) следует, что ее индикатор выражает­
ся формулой

hsf (9) =

3 COS р

acosp

О, при |9|<—-2LH 10-к| 
z 2р 2

(3.4)

2р
Деля функцию 5р(о,','>г; р) на соответствующий полином, мы получим 
целую функцию 5Р (з), нули которой совпадают с нулями функции 
5Р (а*(р ц) и все они простые. Очевидно (з) имеет тот же самый 
индикатор.
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Обозначим
* , ito՜ 1п|^я)| = c. (3.5)

«— |ъг
Выберем последовательность (ря)

Ы<|р»1<--- < ld<---. ar«i*n=-^-. *=1. ։•••

. -V. сс плотностью Д -----------—— при показателе р и построим функцию
2гс sin ——

2

Это-целая функция порядка р и вполне регулярного роста. Из изве­
стных результатов Б. Я. Левина и А. Пфлюгера легко следует, что 
ее индикатор выражается формулой:

Ли(8) =

2гс Д cos р 9, при |9| -<----
2р

2гсДсо$р(9— к), при |9 — гс|

Выберем положительное число е из условия

е < 2гс Д sin —---- с.
2

(З.б)

(3.7)

Из (3.5) для достаточно больших п имеем

1п|ГК)|<^ + |)ьп!₽. (3.8)

С другой стороны, целая функция V(я)—вполне регулярного рос- 
„ ГС ГСта и не имеет нулей на луче аг£я= —------- , поэтому при достаточ-

2 2р
но больших п

1п 1 v Ь) I > - ֊1- |1 W = [2к д sin
L \z zp / Z J L z

£

2
Из (3.7), (3.8), (3.9) следует, что для больших п

In <-1Ы’ (ОО). 
и(»„)

(3.10)

Из леммы С имеем также

Нт 1п|5р_Ы| =0- (3.11)

Из (3.10) и (3.11) вытекает, что ряд
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'? (г) = 2 

1

fO,)____
V (*я) V (v„) (z — v„)

равномерно сходится вне некоторых кружков, содержащих точки Чяг 
и вне этих кружков при г -*֊ со функция ф (г) равномерно стремится 
к нулю.

Нетрудно убедиться, что функция
F(z 

и(г) s;u: (3.12)՛

голоморфна в угловой области |argz|<^---- и внутри этого угла име-
2?

ет нормальный тип при порядке р. Мы докажем, что функция В (г) 
ограничена внутри угловой области |arg^| < —----- 5 ^0<^8<^-^—

Для этого заметим, что V(г) и Sf (г)—целые функции вполне регу­
лярного роста и поэтому индикатор функции

Ф(*) = F(z) 
H(z)SP*(z)

ТС ТС ТСв угловой области —----- — < argz —— равен

АФ (0) = hp(0) — 2к Д cos р 0 — о cos р
I

(3.13)-

В указанной угловой области Ф(г), вообще говоря, не голомор­
фна (5Р (г) может иметь нули), но можно говорить о ее индикаторе, 

< к к , .
так как для любого <р,------- — <_։р <----  Ф(а) .голоморфна в области

2 2р • 2р
ТС тс
—------- <аг£2<։р, |г|^>г0 (г0—достаточно большое число).
2 2р

Из (3.1) и (3.13) следует, что для достаточно малого положи- 
I (— — ։ Т

тельного о Аф (------- 8 ] < 0. Значит Ф (г е ՝2р | ->■ 0 при г -> об.
\ 2р / \ )

7 —։\ ‘ / к \Аналогично Ф ( г е *р ) -> 0 при г -> со. На лучах аг^д = ±( — -----3)
\ / , \ 2р /

ф (г) также стремится к нулю. Поэтому в угловой области |аг2а/<1 

<-~֊5

Из (3.12) имеем
Г(а) = [В(д) + ф(г)]И(а)-5;(я).

Отсюда при |б|<----получаем Af(0) < hv (0) + hs’ (0). Полагая 0 —
2р ”

=----------- , получим • ;
2 2р ,
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2it A sin-----
2

Но а можно взять сколь угодно близко к числу ------------- , так что
2к sin

2

(ЗЛ4)\ I 2$ /
Аналогично доказывается неравенство

4_T+v)<։’ (315)
Для завершения доказательства теоремы остается установить 

обратные к (3.14) и (3.15) неравенства. Докажем, например, что 
,hp(—------— ) > с. Допустим противное:

Из непрерывности Л/?(9) следует, что существует 0 такое, 
I. я . те

что при |8 —у + —

с>А^(9)+у- (3.16)

Отсюда следует, что при п > п0, arg v* (—----- —
\ 2 2?

2р
существует последовательность тц —» оо такая, что при

1t

2р

(3.17)

Если теперь О А—, то по известным свойствам индикатора,

существует г0 такое, что при г > г0

■Это противоречит (3.17). Теорема полностью доказана.
§ 4. Интерполяционная формула

Теорема 2. Если / (г)—целая функция порядка р, 1 < р < 2 
м конечною типа

l^(4)|>e

I \2 2р ,1

2
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. / К \ КО _/ К \ . тгр
А/( ± — <ззт —, А/(к ± — <ояп — (4.1>

\ 2р / 2 \ 2р / 2
м

|/*‘"։,(К>)1<ЛЛ (4.2}

то /(г) разлагается в равномерно сходящийся на любом компак­
те интерполяционный ряд

?(*)=£ /5*՜"(Мй₽. *(х; 1 + - ) • (4.3}
"о X Р /

Отметим, что для класса 1ГР’.'* аналогичная теорема ранее бы­
ла доказана С. Г. Рафаеляном [13].

Доказательство. Из теоремы 1 и из (4.2) следует, что

Л/(— Ч-----
\2 2р 2 2р

0.

(тс \ ® Н--о,
р /

заключаем, что

(4.4}

Отметим также, что при |б| -----------и |В — П1<С--------------
2 2р 2 2р

Л/(9)^0. Кроме того, из (4.1), (4.4) и из основного соотношения для 
индикатора (свойство тригонометрической р-выпуклости) следует, что 

1« , кб ± — \----
2 2р

(6) < Л^р (0). (4.5}
Функция

Г(г) = £ С֊*) 2₽. * (а’/р х; 1 + Д
*-о X р/

по лемме 1—целая, порядка р, конечного типа и очевидно с индика­
тором, не превышающим индикатор функции 5р/а,/|’г; 1— V Пр»

X Р /
этом

/=5*_,‘,(>.*)=Л;1)(М (Л = 0, !•••). (4.6}

Составим разность 
?(х)=/(х)-/(а), (4.7)

Ч> (х)—целая функция не выше порядка р и типа а, имеющая нули в
точках X* одинаковой кратности с функцией а։ 5Р (Мг; 1 4֊ —По- 

X Р/
этому функция

Ф (X) = -------7֊'Р֊^-------р- - ---- С4։8>
а’ (сХ’р а; 1 + ֊ а’ 5Р ( □><'? а; 1 + — 1

X Р ) \ ?/
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•также целая и не выше порядка ? и типа Для краткости обозначим

•\ '• <Р։=* — «Рх. ?։=■ к + ?1. <р4= —?1
и докажем, что • |Ф (ге'т*) |-<£(& = 1, 2, 3, 4). Достаточно доказать 
такое неравенство для г^-г0>0. Для функции

! 1 ---------- ------------гу (4.9)
ж’ ( а։'₽ ж; 1 4- — )

\ Р/
•такое неравенство сразу следует из (4.5). Более того, из (4.5) следу­
ет, что на лучах <р* эта функция стремится к нулю. Докажем, что 

1 + -Ц
’ \ р/

Так как 9*(г)—полином 
стремится к нулю

на лучах <р4 стремится к нулю также функция

-2 <410>*-0 (։4—*)։(- —М

степени то каждый член ряда (4.10)
на лучах <рд. С другой стороны, при к'^к0 

нули к*—простые и достаточно доказать утверждение для функции
д(2)= £ -— ------- ^т\-------------------- ‘ (4Л1)

X* SP (aVf ).*; 1 | (z — К*)
\ Р /

Но по условию |/ (X*) | -С М. Имеем также

1Ц- —" (лемма С), 
\ Р /

так что

(4-12)

Как было отмечено выше, нули X* симметричны относительно 
координатных осей, поэтому ряд (4.11) можно представить в виде 
четырех рядов, каждый из которых содержит нули только из одного 
квадранта. Пусть, как и в § 3, (**| “—те X*, которые лежат в первом

квадранте: |*t|
ТС
2

— • Докажем, что на лучах 
2р

<р4 стремится к нулю функция

*.+։ 1**1’ |z ֊ **|

Можно считать, что при к^к,, arg՝/* — 

Тогда при arg2 = 4>x, т. е. на луче <р։
2 2?

1

1

б

2

Г
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и для |/4։ (г) | на луче получаем оценку'

I4WK £ -------------------- Г
*,+։ ։ |х]։,։ sin —

Аналогичная оценка, очевидно, справедлива и для лучей <р։, ф3, 
ф4. Совершенно так же можно получить оценки и для трех других 
рядов.

Таким образом, целая функция Ф(с) порядка р ограничена на 
лучах (£ = 1, 2, 3, 4). При :этом лучи <?к разделяют всю плоскость

на угловые области раствора, меньше чем —. По теореме Фрагмена- 
Р

Линделефа Ф (г) ограничена на всей плоскости, и значит она постоян­
ная. Но Ф (г) стремится к нулю на лучах <рА(£ = 1, 2, 3, 4). Отсюда 
следует, что Ф(?)-=0. Это равносильно утверждению теоремы (4.3).

§ 5. Целые функции, ограниченные на последовательности (ХА)

1°. Докажем теорему, которая является аналогом теоремы 
А. Пойя.

ТеоремаЗ. Если f (z) — целая функция порядка р (1 <^р<^2) 
и нулевого типа и

I/O*) К М, (5.1).
то 

f(z) — const.

Доказательство. Ясно, что функция [/(«)]” при любом на­
туральном т также целая функция порядка р и нулевого типа. Да­
лее заметим, что точек X*, в которых функция z2 Se (^,2z\ 1+—\ 

\ Р /
имеет кратные нули, конечное число. При этом кратности рк нулей 
в этих точках ограничены одним и тем же числом рк < р. Поэтому 
справедлива оценка

l{[/(X*)]”}(S‘-1)| <С1тРЛГ, (5.2)

где постоянная ск зависит только от функции /(г), Функция (/Х-г) ]*” 
удовлетворяет условиям теоремы 2 и поэтому допускает разложение ՛ I*.

[/(*)Г-5 |[/МГ)(։‘-1|2Г1*р/,։: 1 + 1).
*=։> \ Р /

Отсюда, имея в виду (5.2), для любой фиксированной точки г получим

|/(z)]m<c1 Мт V 2₽. k(o՝!tz-, 1 + 1) 
к-0 \ р /



118 A. E. Аветнсжн

или

*~0
gl/P zj

Устремляя m к бесконечности, имеем
|/(z)|<M. (5.3).

и значит f{z) = const.
■ Следствие. Если /(z)—целая функция порядка р (1 < р 2) 

нулевого типа и/(Хя) = о (п1/?) при п —» со, то /(z)—постоянная. Бо­
лее общо, если /(М= O(nm/P), то /(z)—полином степени не выше [не­

действительно, пусть /().„) = О(п'п/|>). По лемме В это означает,, 
что /Ол) = 0(М՞1). Обозначим отрезок ряда Тейлора.функции /(z) 
степени [zn] через p(z) и рассмотрим функцию

ф/И=

Ясно, что Ф(л)—целая функция порядка р нулевого типа и
|Ф(М1<£.

По теореме 3 Ф (г) = с. Но очевидно Ф(Ья)-*-0 при п—юс, значит- 
с = 0, т. е. / (г) = р (г).
Если же /(ля) = о(л1/Р) (т. е. /(>՝л) = о (|л*| ) ), то в предыдущих рас­
суждениях, взяв т = 1, получим, что/(г)—линейная функция. Но тог­
да соотношение /()•») = о (|ХЯ|) возможно лишь тогда, когда /(?) =сопз!..

2°. В этом пункте мы докажем теорему, аналогичную теореме В-

Картрайт. Введем некоторые обозначения. При 0<[о^ —------ — обоз-
2 2р

начни через О(о) и В2р|(6) угловые области, определяющиеся, соот՜՜ 
ветственно, из условий

I I ** I 1 0 и аг я г — к  о 
2 2р---------------------------- 2 ' 2р

и пусть В(р) (8) = В1Р) (6) 4- В^р)(8). Положим также В(р) = Э(р) (0). 
Теорема 4. Пусть /(г) — нечетная целая функция порядка 

р (1 <[ р < 2), нормального типа и удовлетворяет условиям

А/ (± —— ) < о з1п* А/ (я ± -—)•< в5։в֊1 (5.4}>
\2р/ 2 \ 2р / 2

|/(Х*)|<АГ. (5.5)-

Тогда для любого о ( 0 < 6 <<-----------|, в области В[р) (8) имеет ■
\ 2 2р /

место , 
|/(я))<Мл։. (5.6).

Доказательство. Так как кратных точек Д*—конечное числе, 
и кратности равномерно ограничены сверху, то
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/(х) удовлетворяет условиям теоремы 2 и значит представима рядом 
(4.3). Нули >.* функции г* 1 4- — \ начиная с некоторого но-

\ р /
мера (£>/п0), простые, поэтому можно представить /(х) в виде 
(см. § 2, 2.1)) .
/(*) =Т'/5‘_։,(М2р.*6։/₽^ 1+ ֊')+£ /(к)2р.4(%х; 1-]-—)=

*—0 \ Р / *—лц \ р /
х25рЛ։/р Х4;1+2Л

=Л(*) + 5/(4----- —у֊----------- ------- -------------(5.7
45рр։/₽41 + —)(х-М • >

\ р •
Ясно, что |/։(х) | ограничена в области В(р) (3) (она ограничена 

даже в области В(₽), так как в этой области ограничена каждая из 
функций 2р, *, к = 0, !,•••, (т — 1)). Остается доказать ограничен­
ность (в области В(?)(о) ) функции

х’5рр/₽х; 1 + —)

/.(*) = 2/(М-----------------------------М
т։ 1+֊)(*-X*)

X Р/
Для этого вспомним, что точки X* расположены симметрично относи­
тельно координатных осей. Как и раньше, пусть V*—те из точек Х4, 
которые лежат в первом квадранте. Тогда множество [4 очевидно, 
распадается на четере множества: {•»*], [ — ■»*], {у*}, [—у*}. Ряд (5.8) 
распадается на четыре ряда. Имея в виду нечетность функции /(х) 
(а также четность функци /а17։* х; 1 + —будем иметь

\ Р //
/։(х) = х25рр7₽х; 1 + ------ 7՜^՜------ Г?/— + ֊ ) +

\ Р/ 1т. ^5р(а1/Ру4; 1-1--1-) *+**/
X . Р '

+ у /(4____ ( __ 1_\ I
V. 5; п; 1 + ± V2 -** 2 +’*/1

X р /
или

А(.)_.5,( .««1 +1)|2 V , ». +
\ Р / I т. 5р (а11гч. ! + г։—V*)

\ Р /

+ £ - 1... = <։•’)
т։ У4.5р(<։’/₽Ъ; 1 -|_±у* —4)

V р /

= х 5р х; 1 + 1) [Фх (х) + Ф, (х)].
X Р /
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Множитель zSf(a'/fz; 14 
X Р j

ограничен в области D<p) (8) по лемме

А. Докажем ограниченность в этой области функций Ф։ (г) и Ф։(г).
Можно считать, что при к т0 выполняется неравенство՛ 

/ г к \
ведь arg у* -» — 

£ 2p

(ТС ТС
2“^

0
2

(5.10)1

Предположим, что т0—достаточно большое натуральное чис_
ло и г принадлежит области Ддг:

а (А- 1)1/р< |г|<а№/р
A.v = тс (5,11)-а

— о
2 2о ' I

Оценим в этой области функцию Ф! (г). Для этого запишем е в; 
в форме

2N 2/(у*) у* z
Ф1(Л) 2 1 -h +

2/(у*) Чк2

Имея в виду (5.5), (5.11) и леммы В 
оценку

и С, для функции v։ (г)получим

^/р
|v, (z) I < Аг Л1/р у ___________2.&k\k2!f-N2'>\

,։/₽ i
2ЛН-1

7У1/Р
3(2А+1)1/р

(5.12).
1

к Р
Для оценки vt(z) заметим, 

g
— ч*| > |z| sin — . Имеем также

что из (5.10) и (5.11)> следует

неравенство 1, и поэтому

глг

(5.13)

(А-1)
— 2V < А (2^)1/?
1/Р

<Bt.

Таким образом, в области Д.у имеем |ФХ (г) | -С Вг + В1. Но так 
как В± и В2 не зависят от М, то функция ограничена в области 
О?’ (8). Очевидно, оценка такого типа имеет место и в области (о).
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Таким образом
|ф> (г)1<5։

в области D(p) (б). Совершенно аналогично доказывается, что в этой 
области |Ф։ (z) IՀ В4. Отсюда и из (5.9) следует ограниченность в 
Dfc)(6) функции /։(z). Вместе с ограниченностью /։(z) это равносиль­
но утверждению (5.6) теоремы. Теорема 4 доказана.

Замечание. Еще не доказано, но нам представляется вероят-- 
ным, что можно в теореме 4 опускать условие нечетности функции 
ք{շ) и что /(z) ограничена во всей области D։p).
Ереванский институт
народного хозяйства Поступила 1. X. 1985

Ա.Ե. ԱՎԵՏԻՍՑԱՆ. Կետերի մի հաջորդականության Վրա սահմանափակ Վերջավոր կարդի 
ամքոդջ ֆունկցիաների մասին (ամփոփում) >

Աշխա տանթում ապացուցված է ինտերպոլյացիոն բանաձև р (1 <Հ р *<2) կարգի ամբողջ 
ֆունկցիաների համար,'որոնց սահմանափակ են կետերի որոշակի հաջորդականության վրա։ այդ 
բանաձևի հիման վրա ստացված են Պո յայի և Կարտրայտի հայտնի թեորեմների տիպի թեորեմ­
ներ p կարգի ամբողջ ֆունկցիաների համար։

1» ■

A. E. AVETISIAN. On entire functione of finite order bounded on a eequence of 
pointe (summary)

An interpolation Formula is proved for entire functions of order p (1 < p < 2) • 
which are bounded on a certain sequence of points. Basing upon this formula, Polya 
and Cartwrite type theorems are obtained for entire functions of order p.

‘ ЛИТЕРАТУРА
1 . • . ’

1. Polya. Jahresbericht der Deutscher Mathematiker Vereinigung, Bd 40, (1931), стр. 
80. проблема 105.

2. M. Qartwright. On certain integral functions of order 1. Quarterly J, of Math. 
(Oxford ser.) 7, 1936, 46-55.

3. V. G. Iyer. On the order and type of integral functions bounded at a sequence 
of points, Annals of Math. v. 38, N. 2, 1937,

4. R. J. Duffin and A. C. Schaeffer. Power series wiht bounded coefficients, Amer 
J. Math., v. 67, 1945.

5. 5. Agmon. Functions of exponential type in an angle and singularities of Taylor 
series, Trans Amer. Math, Soc., 70, 1951, 492—508.

6. Б. Я. Левин. Обобщение теоремы Картрайт, Изв. АН СССР, сер. мат., 21. 1957, 
549-558.

7. V. Bernetein. Sur les propriétés caractéristiques des indicatrices de croissance, 
C. R., 202, 1936, 108—110.

8. A. Pfluger. Ueber das Anwachsen von Funktlonen, die in einem Winkelraum re­
gular und von Exponental typus sind, Compositio Math., 4, 1937, 367—372.

9. N. Levineon. Cap and density theorems, American Math. Soc. coll. Publications, 
New York, 1940.

10. R. P. Boae. Asymptotic properties of functions of exponential type, Duke Math. 
J., 20, 1953, 433-448.

11. E. Я. Левин. Распределение корней целых функций, М., 1956.
12. М. М. Джрбашян. Интегральные преобразования и представления функций в ком­

плексной области, М., «Наука», 1966. • л՛.'0’" •
13. С. Г. Рафаелян. Канд, диссертация, Ереван, 19ճՀ />՚- ' ֊'Հ;
2֊1« ՅՔ" -----------

■՝. 0». '



ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա ХХП, № 2, 1987 Математика

УДК 517.53

Ф. А. ШАМОЯН

ТЕПЛИЦЕВЫ ОПЕРАТОРЫ В НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ И НОВАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА

КЛАССА ВМО

Введение

Пусть Нр(0<^р^ + <») — класс Харди в единичном круге 
В=(ССС:|С|<1}. 'Е,с/м/^Нр, то /—//(2/, где .// — внутренняя, а 
О/ —внешняя части функции / (см. [11). Сравнительно недавно выяс­
нилось, что эта факторизация обладает следующим важным свойством: 
многие классы функций, аналитических в Б и гладких вплоть до еди­
ничной окружности Г, инвариантны относительно деления на внутрен­
ний множитель (т. е. вместе с / соответствующий класс содержит 
У՜1, где / — любой внутренний делитель функции _//). Это свойство 
важно для описания замкнутых идеалов (инвариантных подпространств) 
в алгебрах (пространствах) аналитических функций.

Обзор о состоянии вопроса дан в [2] и [3].
Устойчивость многих классов функций относительно деления на 

внутренний множитель может быть выведена из того, что оператор 
Теплица Т* :/-♦ Р(Л/), где А£№, а Р — проектор М. Рисса, сохра­
няет гладкость функции, понимаемую в том или ином смысле (см. [4] 
и [5]). В работе [2], в частности, было доказано, что Тл действует в 
пространстве Нр = 1/^ Н1 Нр] каковы бы ни были целое п^-0, 

4֊ оо) и функция К^Н՜ (Нр наделяется нормой
1/|яр = тах|/<‘>у,. 

я О.'Лся п

Доказательство, данное в [2], существенно опирается на теорему 
М. Рисса о непрерывности проектора Р в £Р(Г) при (1, 4՜ оо) и 
поэтому неприменимо к классу Н\ (см. [1]).

В этой статье мы дадим полную характеристику тех Л££։(Г), 
для которых операторы 7л действуют в пространствах Н\ и ВМОАп 
(см. теорему 1). Установление этих результатов основано на новой 
характеристике голоморфных в круге функций с граничными значени­
ями из классов ВМО. Хорошо известно, что изучение указанных теп­
лицевых операторов в пространствах голоморфных, в круге функций 
и гладких вплоть до его границы, имеет- и другие интересные прило­
жения (см. [6], [7]). Одно из таких приложений к задачам наилучшего 
приближения приведено в § 2 (теорема 3). Часть результатов этой 
статьи ранее была анонсирована в работе [8].
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§ 1. Теплвцевы операторы ■ пространствах Н\ я ВМОА„

Пусть /—суммируемая функция на единичной окружности Г, 
скажем, что / принадлежит классу ВМО, если

1Лмо = ։ир {•֊! Г 1/(0-Л1 < + °о»

' 7

окружности Г, // = Длина
I* I •/

где /—дуга на единичной 

дуги 1.
Обозначим, далее, через ВМОА„ = ВМОП Н„, ВМОА = ВМОАС,. 

Я/1!в.И0Ля =пт.ах 11/<Л,(вЛЮ’ " 0'1։<п
Исходя из результатов работы [10], легко установить, что

ВМОА = [/^Н1: / (г) = С-у(!1д|<Л|, ?££*(Г), вео)- (1). 
I Л «— г I• г

При этом существует функция ։р£2.”(Г) в представлении (1) такая, . 
что

11/1вл<ОА (2) •
где С не зависит .от / и ф (см. [10]).

Классы ВМО, введенные в работах [10], [11], в последнее время 
играют существенную роль в различных вопросах комплексного ана­
лиза (см., например, [7], [9], [17]).

В дальнейшем Х= Н\ (п 1) или X = ВМОАП (п > 1).' Основным 
результатом этого параграфа является

Теорема 1. Пусть к^ЩГ), Тл(/) = Р(Л/)—теплицев опера­
тор с символом к. Тогда

1. Следующие утверждения равносильны՝.
а) 7* действует в пространстве X,
б) Л допускает представление 

к = Лх + Л2, (3) ■

где кх^Х, к2^,Но. Здесь Но ={/£//° :/(0) =0).
2. Если к допускает представление (3), то имеет место 

оценка

ГГ*1<С(П)(|Л4Х+|Л^). (4)

Если же Л1 = 0, то справедлива также обратная оценка 

||Л։,»<[Тл^ (5)

Замечание 1. Условие и>1 в теореме существенно: утверж­
дение б)=>а) очевидно не имеет места при Х^Н՜, ВМОА-. Это не­
медленно следует из представления

Тл(/) = ЛМ/)+Тл,(/), /^Х.

где Мп, Ц) (г) - кг (д) /(г), г £ О,
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поскольку ЛГл, действует в X не при всех Ь^Х. Более тогЬ,.'-когда 
Х=Н1, импликация б)=>а) снова перестает быть справедли­
вой. Действительно, положим

Л(х) = Л։(х)=~ехр|— «(г) = 1о£—-—> г£О,
I 1 — г) 1 — г

где берется главная ветвь логарифма. Легко видеть, что 
Используя двойственность между Н1 и ВМОк (см. [10]), заметим, 
что при ограниченности Тд функция <₽• А должна принадлежать]ВЛ/О<4, 
а это не имеет места, поскольку

. ... . ։ир {(1 - |г| )](А(г) <р(г))'|} = + оо.
,՛՛ • »60

Значит, функция <р -А не представима в виде (1).
Другие -примеры подобного рода можно построить, используя 

результаты работ [12], [14]. Отметим, что такой же эффект для дру­
гих пространств голоморфных в круге В функций впервые был обна­
ружен в работе [2].

Следствие. Если }$;Х, / = ]Е, где У—внутренняя функция, 
а то КХ и

'Ийх с (п) й/!1х-

В самом деле, А = Ту(/). При Х=Н] 'это утверждение иным мето­
дом было доказано в [15].

Доказательство теоремы 1 основано на новой характеристике 
функций класса ВМОА в терминах старших производных, на наш 
взгляд, имеющих самостоятельный интерес.

Теорема 2. Пусть С—аналитическая функция в единичном 
круге В, п—натуральное число, тогда следующие утверждения 
равносильны:

1. С^ВМОА,

2- у^Й’[|Сй,[(1-И)гя_1^и)<С(л, в)|Г|я։ 

о
какова бы ни была функция Г класса Н1. Если С представима по 
формуле (1), то С(п, С) < С (п) |ЭДЯ. Здесь а обозначает плоскую 
меру Лебега. ,

§ 2. Вывод теоремы 1 из теоремы 2

Сначала докажем импликацию а)=^>б). Пусть Тд действует в
<1сГ ________

пространстве X, тогда Тд (1)£Х. Положим Аг = Тд (1) . Очевидно, что 
функция Ь^ = К — К1 принадлежит классу Н\, где Л/о^/СА/1,/(0)=0|. 
Докажем, что А2 £ //“. Имеем

тл(/)М=Ш/и)+-Дт ^в.
Г
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По условию Л! £ X, поскольку оператор умножения на Ах ограничен в 
пространстве X, то оператор Тл, действует в пространстве X. Имеем

К
тл.(/) (*)= £ (-֊-(’ /(е'9)е~'а г‘- <6)'

*-о \ 3 /

Йе! С (г п\
Пусть /(г) — /г (г) =----- ----- » г £ В, г £ (0, 1), а постоянная С (г, п)

1 — г г
подобрана таким образом, чтобы Ц/4х~1՛ при всех г £ (0, 1). Вычис­
лим коэффициенты разложения функции аг (г) = Тл, (/У1) (г), Ис­
пользуя (6), найдем

= С(г, п)Х 1՝^Ж.Л=С(г, и)Л։(г) л 
2«гЛ С —г

г
А = 0, 1, 2,-.- .

«Следовательно, §г (г) = к։(г)/г (г), г £ В. В то же время

Г*. (Л) Ил=14. (г) I Ых = |А։ (г) I < 0Тл, =И4
Подбирая вместо функции /, (г) функцию /,(е‘։ г), таким же образом 
получим

|Л։ (г е/в)|| < (ТлЛ, бС]֊«, «], ге (0, 1), 
т. е. |А։||в -С ПТлЛ- Таким образом, импликация а)=>б) и одновременно 
оценка (5) установлены.

Для доказательства б)=> а), не умаляя общности, можно пред­
положить, что А1 = 0, т. е. к^=Ь%^1Т°. Пусть сначала X = Н\ (п'^■1) 
и /" е Нп, ^=Тл(/). Прежде всего заметим, что достаточно дока­
зать оценку (4) в том случае, когда / голоморфна в круге радиуса 
больше единицы.

Дейтвительно, пусть /* (г) = /( = 2’" " ' Оче՜

видно, что последовательность [/*}^° приближает функцию / в прост­
ранстве //п. Положим

Гл (х) = —Г А19ЛЫ. г £ 0.
2 тс/ 3 С — г 

г
Если мы докажем, что

[ |Ая,(ел>)| |лц/| „
J "л
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то

Переходя к пределу в последнем неравенстве, & + со получим
нужное нам утверждение. Итак, будем предполагать, что / голоморфна 
в б. Пусть и такова, что |‘|>|» = 1,

(7>

где, как и прежде, /г=Т/,(/).
Используя вид F получим

_  п!
~ 2^

Положим

е(Л*
-ге'։)”+1

ф (е'П е' <"+»т 
е-.-г—-'€D-

Теперь равенство (7) можно записать в виде

Г е'։) i dQ = —Л1 2к

Проинтегрировав по частям, получаем 

(е") </9,

где

f" Gw(rt)dt.

def
Учитывая, что gr и gr-» gt=g при г-»1—0 в пространстве /7s,՝ 
приходим к равенству 

где

/-W = (2я/(*)/”*-.
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При условии теоремы
Л6//1 и 14!я.<С(п)|Яя,.

Далее, воспользовавшись условием /£*’(0)=0, £=0, !,•••, п—1, £(о/=0, 
к—О, 2п, легко установить равенство

К
У /« (е'։) *9 =

(Л(ге'։)(ге'’)'1)(я,г1я) (ге«)е<-»г֊" (1-г‘)2я֊։ г</9 4г. (8)
(2/1 1)! J 

О —х
Учитывая вид функций /я и #, а также равенство (8), окончательно 
получаем

К

У |Г(я) (е‘<)1 49 < С (п)|Мв X 

г е‘։) |G("’ (re1') I (1 -г)’՞-1 r4rd9.

О

У /я (е'°) Gr(e") 49, re (о, 1),

По теореме 2 последний интеграл не превосходит const Таким 
п

образом, когда X= Нп, о ценка (4) установлена.
Случай пространства ВМОАп. Пусть снова F = T*(/), 

ВМОАЯ, h £ №. Тогда, как и выше, для произвольного ф £ Н1 имеем
X

У FM,(rert) H?’jd9==
—X 

где
Z

G' =Г-Чп I - О"՜’ h г Л> 
(п —1) I J 

о
/л(а)=(/(х)а-)(я)а՞. x£D.

Снова используя равенство (8), получаем

< Сх (n) JA|X j '/2п} (Q 1ф(я) С) 1(1- |С|)2я -՛ 4а (С). 

D
Здесь 4а—плоская мера Лебега на В. По теореме 2

У \№’| 1ФЙ' I (1 - И)2"՜1 *а (О < с, (п)ЯЛв.иол ЬйН1. 
О

Таким образом, окончательно получаем

/(я)(ге'в) ф(е'։) 49 •С С3 ||Л1а> [/}ва(Оа1
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По теореме Стейна-Феффермана [10] Р’^ВМОА и

1 Ивмо.» C(n)WJ/U0/,n.

Доказательство теоремы 1 завершено.
Замечание. Рассуждения, приведенные при доказательств е 

теоремы 1, показывают, что если X—некоторая банахова алгебра го­
ломорфных в круге D функций, гладких вплоть до его границы, то- 
описание тех функций Л £ L1 (Г), для которых Т/, действует в прост­
ранстве X, фактически сводится к доказательству ограниченности Тл 
в X при условии, что

Приведем одно приложение теоремы 1. Пусть If'J (Г), (1֊Ср<^4-°°) ՛ 
класс Соболева на единичной окружности Г, BMOn={f ’6 ВМО}. 
Пусть, далее, X означает один из вышеуказанных классов функций. 
Для f£X положим

* • X
inf 1՜ \f (е'°) - g(e'։) I </0 = f |/(e'>) - г.(е«) | rf0, 
ntH' J ■ J ■'

—X —X

является ^метрической проекцией функции / на подпространство Н1.. 
Будем-ее обозначать через P0(f)- Пусть Естественным образом 
возникает следующая задача; можно ли утверждать, что P0(f) также 
принадлежит классу X? Аналогичная задача в других классах функ­
ций рассматривалась в работах [6], [7], [16].

Теорема 3. Пусть f^X и P(f)^X, где Р—проектор М. Рис- 
са, тогда Ро (/) £ X.

Доказателство. Положим

Ф=/֊Л(/). (9)’
По известной теореме (см. [9]) существует функция h£H*, ^£ = 1 
такая, что Л(е'®) ф(е'в) =|6 (е,е) | почти всюду на Г. Следовательно

Л2(е'°)Т(е'’) = 6(е/в) (10)*

почти всюду. Положим Р- = I — Р, где 7—единичный оператор. Ясно, 
что для доказательства теоремы достаточно установить, что ф £ X. 
С этой целью заметим, что Р-'Ь^Х. Действительно, из равенства 
(9) имеем Р_ф = P-f, а по условию теоремы P-f принадлежит клас­
су X. Теперь установим принадлежность функции Р Ъ классу X. 
Для этого используем равенство (10) и положим

ф։= Рф, ՛•!»։ = Р_

Из (9) вытекает, что X П Н1. В то же время, в силу теоремы 1 
и результатов работы [2] получаем Р i = РЛ2՜՛^ £ X. Теорема до­
казана.

Следствие. Пусть X — ВМ Оп или Х= Wpn (Г), (1<^ р < 4֊ со). 
Тогда оператор наилучшего приближения действует в А՜, т. е. РйХс.Х.
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§ 3. Доказательство теоремы 2

Доказательство 2)=>1). Не умаляя общности можно считать, 
что С(*,(0)=0> & = 0, 1,•••,л —1. Пусть г£(0, 1) и Г регулярна на 
■£>иГ. Тогда, используя равенство (8) и 2), получаем

Г. 1С
Е (ел) С (ге1*) = у / (ге։։) С (е'в) <,0

—к — к

< С (п) у|Г(Я) (г я) 11 С(я’ (я) | (1 - |я|)2<|_։ (я) <

о
к

-<С(л, О)у |А(ге«)|</0<С(л, С)|%։.

—К
Из теоремы Стейна-Феффермана о двойственности пространств ВМО 

:и Н1 легко вывести теперь, что

С(гя)= [ ^^֊г/0. я^ О, ■ . :
е'а — я

где < ЛС (л, С), А—некоторое положительное число.
Выбирая так, что ф # слабо сходится в £“(Г) к некоторой 
функции из й££и(Г), мы убедимся в том, что С^ВМОА. Для даль­
нейшего нам будет нужна

Лемма. Пусть Н— такая неотрицательная и измеримая по 
Лебегу в В функция, что мера №(я)(1 — 'я[) (я) карлесонова, т. е.

У Н»С)(1-|:)ЛС)<С(//)/, 0</<1, ?6[-*,«], 

А/ (ф)

. где А/ (<р) = : 1 — I < |С < 1, |агд С — ®| < —| •

Тогда при любом натуральном р

[ |/$| /7(0(1 - Ю)' (С) < С(/7, р)|Пн- 

ь
какова бы ни была функция Р И1.

Доказательство. Как известно, /г = / ", где /, g£;Hг и
= 0/»н. (см* П-В' Из формулы Лейбница для производных 

произведения следует, что достаточно оценить

7=У|/(7) (С)5г(р_л(91Я(С)(1-|С1)рл(С), 

о

Ясно, что р
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г < J (ИО |* Я8 (Q (1 - 1Ч)2'+1Л (С). J |/-у(9141 ֊1«) (Q-7?.

D D
Рассмотрим меру rfj*(C) = (l—Х|)2/+։/Р (С) rfo(Q, Имеем

Н (А/ (<р)) < 17J j (1 - KI) M (Q da (С) < с (Я) r-J+l. 
(т)

Из результатов работы [13]

В то же время очевидно, что

j7<ct (р)Ык
Следователно, имеем

J<kJt<cx (р) с, (р) = С (Н, р)

Доказательство леммы закончено.
Завершим теперь доказательство теоремы 2. Проверим 1)=^2).

С каждой точкой t£D и с числом 3£(0, 1) свяжем крут di (х) = 

= {С С С : |ч— т| о (1 — |т|)), его границу обозначим через f (i, 8). 
Если F^H1, то

/w(^’(’)=֊ 1՞ /?<я)Юб1я)(9<^:== Г К{.։ т)(?(!;)Л> (ц>
* J ч т 2» к I J

Т ( 7. •) т (х, J)

„„ ч dn՜1 /F{n) (С) \
где К(1, х) = — ( . \ .

Л \ <• —х /

Проинтегрируем равенство (11) по 8 в пределах от — до—. Пе֊ 
4 2

реставив интегралы, получим

1г(я)(т)6(я,(т)= А- к (Г, г) G'(9z, (С) 
4 2к J |ч—

D

где Хт=Х#(^(1—|t|)-1, F(t) = d(x, А) \ d(^x,

(/.Е—характеристическая функция множества Е). Далее
L = J F(n) ( 7)1 |С(Я) ( 7)1 (1 - | 7| )2я՜1 da ( х) < 

D
Q Г» р

< - |6' С,) I |Я(С, 7) I Zt (С) (1 -1 т|)2я՜1 do ( х) da (9. 
KI I

‘ D D
Из формулы Лейбница и определения L теперь видно, что достаточ­
но оценить интегралы
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2л-շ

X (С) </տ ( т) Ժ՜ (Z), о < i < п—1.
-5)

Но если то Հ- т| > ՚ ■, а 1 —|Հ-<2(1—1^|)-С

< 3 (1 — | х|) (следствие неравенства | |ч — I х| I ~ (1—I '))• Поэтому

Կ< с(п) յ*ւ<7' С) лЧя+/) О վ у (1-|<)я+/_2л(*))^(9<

<С(л) С'С) 1(1 -К1)"+'<мо. 
ъ

Из леммы следует, что 1/<С(л, так как мера \Շ' (С)|2.
•(1 — |С|) </а(С) карлесонова (см. [10]). Теорема доказана.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 10. IX. 1985

.Ереванский государственный универ ситет

Л. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. 5]п,,п1ч] յան օպերատորներ անալիտիկ ֆունկցիաների մի քանի 
աաւ*ւս^ա|»յա.ններում և ВМО ղասի նոր խարակտերիստիկան (ամփոփում)

Հողվածում տրվում Հ միավոր շրջանագծի վրա որոշված այն հ հանրագում արելի ֆունկցիա­
ների ւրիվ խարակտերիստիկան, որոնց համար /է սիմվոլն ունեցող տյոպ/իցյան օպերատորներս 
գործում են շրջանում անալիտիկ և փակ շրջանում ողորկ ֆունկցիաների մի քանի տարածություն­
ներում է Տրվում է նաև ВМО ղասերի բնութագրումը այգ ղասին պատկանող ֆունկցիաների 
ևոշու տիպի ինտեգրալների ածանցյալների տերմ իններովէ

F. A. SHAMOJAN. The Teoplitz operators In some spaces of analytic functions and 
a new characterization of the classes BMO (summary)

In the paper we give a description of all function hÇ.L1, for which the Toeplitz 
operator with symbols A acts in the some space of analytic functions in the disc. A 
new characterization of the class BMO is presented.
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Ф. О. МАМИКОНЯН

ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРОГО КЛАССА МНОГОМЕРНЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ

Известное неравенство Гронуолла и его различные обобщения 
играют важную роль при изучении многих вопросов теории диффе--- 
ренциальных и интегральных уравнений (см., например, [1] или [2]).

Предлагаемая работа посвящена одному такому обобщению не­
равенства Гронуолла. Пусть Ի = |(х1։ х8,։-։, xn) Ç /?n, х/ О, 
ր = 1, 2,->։, п|, a 1=Ր. В классе непрерывных на J" функций рас­
сматривается интегральное неравенство

и (х) </(х) + Км + Lu 4֊ Nu, л- (■ Ի, (0,1)7
где ,

Ku = p(x) J К (t) u(t) dt, (0-2)՜

- о
X է

Lu = g(x) p(f)( ^(s) u(s)ds^dt, (0.3)-

0 ô

Nu=£ r4(x) քպ(է)^[ս(է)]ժէ, ՛ (0.4) •
k-i J 

0

a/(x), PM, Æ(x), g(x), Z(x), m(x), гДх), n4(x) и ш( (х) (։ = 1, 2, - • - , р)— 
—некоторые заданные на 1п и 1 функции.

Изучение нелинейных интегральных^ неравенств вида (0.1) нераз­
рывно связано с исследованиями по качественной теории дифферен­
циальных и интегродифференциальных уравнений и основополагающий 
результат здесь принадлежит I. Bihari [3] (случай п = 1, /(x)sconst, 
Ku = Lu=0, р = 1, гх (х) = const). Из многочисленных работ, посвя­
щенных оценкам решений частных классов интегральных неравенств 
вида (0.1), к предлагаемой непосредственно примыкают работы 
G. Butler и T. Rogers [8], U. D. Dhongade и S. G. Deo [9], V. Sin- 
gare [10]; цикл работ по оценкам решений таких неравенств имеет 
В. G. Pachpatte (см., например, [И]—[13]).

Такие неравенства изучались также в связи с исследованиями по 
устойчивости и асимптотическому поведению решений дифференциаль­
ных и интегродифференциальных уравнений: здесь можно упомянуть 
работы S. Grace и В. Lalli [14], R. Agarval [15], J. Tong [16], En Hao 
Yang [17].
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В § 1 работы сформулированы основные результаты, в §2 при­
водятся доказательства.

§ 1 Формулировка результатов

При изучении интегральных неравенств вида (0.1) важную роль 
играют два „промежуточных" случая: линейный случай, когда Nu = 0 
и случай, когда Ku = Lu = 0. Рассмотрение общего случая часто раз­
личными способами можно свести к некоторой комбинации этих двух, 
частных случаев.

Рассмотрим сначала линейный случай:

и(х) </(х) + К« + Lu, х£/я, (1.1)
где К и L определяются, соответсвенно, выражениями (0.2) и (0.3). 
Обозначим

а(х)= supa(s) (1.2)

для любой непрерывной на Iя функции i (х).
Теорема 1. Пусть функции /(х), р(х), К(х), q(x), 1(х) и 

т(х) непрерывны, и неотрицательны на Iя.
Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) непре­

рывной функции и (х) имеет место оценка

и•■'(*), (1.3)
«ле

х х ։
•с(х)֊ехр { р(х) J K(f) dt | • exp | q{x) | I (t) J m (s) ds ) dt j • (1.4) 

a 6o
Если n—нечетное число, оценку (1.3) можно существенно уточ­

нить. Для того, чтобы сформулировать соответствующий результат, вве­
дем, следуя [6], понятие мультипликативной степени т (т— натураль­
ное число) функции. Пусть х = (х1, х«,- • •, Ха)£1п И 1 с&<т<п, 
где к и т—натуральные числа. Обозначим хт~к = (xt+i , х*+г , xml-

Определение. Заданную на Iя функцию А(х) назовем мульти­
пликативной степени т (1 -С пг С п) функцией, если существует после­
довательность целых чисел р0, р1г- • •, pn(0 = р0 \ Pi < ’' ’ <^pm_։ < 
<^pm = n) и функции hi (xPi~Pl-1) (i = 1, 2,---,m) такие, что

Л(х) = П А. (хр'-р'-1), хб/’. (1.5)
/=1

Имеет место
Теорема 2. Пусть п—нечетное число, а функции /(х), р(х), 

g(x), Z(x) и /п(х) непрерывны и неотрицательны на Iя. Пусть, 
далее, /С(х)А (х) (х £/я), где А(х)—мультипликативная степени 
m(l m п) функция, то есть допускает представление (1.5).

Тогда, если функции hi непрерывны и неотрицательны, соот­
ветственно на (г = 1, 2,•••,«), то для любой удовлетво-
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ряющей неравенству (1.1) непрерывной, функции и (х) имеет мес­
то оценке (1.3), где

(г, = P—Pi֊v d‘‘ = rt'pi-i+t- • • dtpi', ։-=l, 2,---> «),

lm (tj = V , 
& (k\)m

где 7o(s)----- функция Бесселя нулевого порядка.
Заметим, что в частных случаях оценку (1.3) можно получить - 

при более слабых ограничениях: а именно, предполагая локальную 
интегрируемость с квадратом и неотрицательность на /" функций, 
определяющих неравенство (1.1). Это, в частности, имеет место для 
нечетных п, если р (х) зз q (х) sb 1 (для случая п ==• 1 соответствующий 
результат сформулирован в [5]) и для произвольного п, если Lu = 0* 
(см. [6]).

В связи с оценкой (1.3) для нечетных п отметим также, что лю­
бая функция является мультипликативной степени 1 функцией. Поэтому 
полученная оценка имеет место^для произвольной непрерывной и неот­
рицательной на 1п функции К(х): только в этом случае /я (t) совпадает 
с экспонентой. С другой стороны, если функция К (х) ограничена на 
/" хотя бы по одной переменной хр она мажорируется сверху через 
мультипликативную степени 2 функцию. Если К(х) вообще не зави­
сит от некоторых переменных xf|, х,։,-՛-, х^(г^-<п, з= !,•••, р), то- 
она сама является мультипликативной степени р функцией. Что каса­
ется поведения функции 1т (т) при x-»-J-co, то заметим, что

< C(/n)-exp |т

где C(zn) = V me՜13՞1 (см. [6]) и, в частности, /։(т) = _/0(2։]/^), где 
_/o(s)—функция Бесселя нулевого порядка.

Приведенные здесь оценки обобщают и уточняют полученные ра­
нее результаты. Отметим, в частности, используемые часто в прило-- 
жениях результаты В. G. Pacbpatte [11] (случай n = l, р(х) = д(х)= 
= 1, К(х) = 1(х)) и R. Agarval [15] (случай и — 1, р (х) = q(x) = 1),. 
результат которого следует из оценки (1.3) теоремы 1 при п = 1. 
Например, для „модельного“ случая, когда р (х) = q (х) нз 1, К(х) = 
= k0 = const, I (х) ~ l0 — const, т (х) = т0 — const, а /(х)—неубываю­
щая функция, полученный в [15] для п = 1 результат гарантирует, что •
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к(х)</(.г).е*''е/'”Г, 

в то время как нз оценки (1.3) теоремы 2 следует

м(х) </(x)e,։X Jo (2i | /0-тпо-х*), 

что на порядок точнее.
Ряд работ (см., например, [12], [15]) посвящен обращению дву­

мерных интегральных неравенств типа (1.1). Однако предложенные в 
этих работах оценки содержат функцию Римана некоторой определя­
емой интегральным неравенством краевой задачи, причем исследова­
ние поведения этой функции представляет собой задачу по крайней 
мере той же трудности, что и обращение самого интегрального нера­
венства. Предложенная здесь оценка (1.3) теоремы I позволяет, на 
наш взгляд, устранить этот недостаток.

Пусть теперь Ки = Lu = 0. В этом случае интегральное неравен­
ство (0.1) примет вид

u(x)</(x) + Nu, х£1п, . ; , (1.9)

где N определяется выражением (0.4).
Определение. Непрерывная на / функция а (х) называется 

субмультипликативной на I, если

?(*-у)< ?(*)•?(!/) (1.10)

для любых X, у^1.
Функция <f(x) = xk (1:>-0), например, явлается субмультиплика­

тивной на /.
Следуя [9] и [18] введем
Определение. Скажем, что непрерывная на / функция <р (х) 

принадлежит классу Sr(I), где г—действительное число, если

а~։Ч> (х) ֊< <р(а-1-х), xÇI (1-11)

для всех а ~^г.
Легко проверить, например, что функция <р(х) = х* (0-С&-С1) 

принадлежит классу 5Х(/). Имеет место
Т еорема 3. Пусть функции / (х), гА(х) и nk(x) (к=1, 2,-- -, р) 

непрерывны и неотрицательны на 1П, причем /(х)=^0 на множест­
ве 0<^x-<s для любого положительного s. Пусть, кроме того, 

(х)-С (х) (xÇZ, fe=l, 2, •••,/>), где <р» (х) непрерывны, неотрица­
тельны, не убывают на I, причем (х),- • -,ч>л (х) (0 < s С р) суб­
мультипликативны на I, a (х), ■ • •, ։рр(х) принадлежат 
где 1=/(0).

Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.9) непре- 
„ рывной функции и (х) имеет место оценка

ФК/ (*) f] Qk(x) П £»*(*)> хС/, (1.12)
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«4«
<?4(*)зФГ։{ф*(1) +

+ г֊֊ •?*[/(*)]■ п ?*[<2£(х)1- Гм«)л} U = i, 2 •• s), (1.13) 
/(.Г) 0J J

G*(x) = фД/ф4 (1) + ?Дх) П Ql М- П Gl (х). Г пк (t) <ftl, (1.14)

(fc-=s+ !>•••» р)

f'(х} urk(x) (к=1, 2,-՝՝, р) определяется (1-2), а 
и

ф4(«)^Г֊^> (“>0. «*>0, Л = 1, 2,...,р), (1.15)
J т* is»

причем оценка имеет место по крайней мере для тех х£/я, для 
которых

+ П<РЛ [Qz(x)]. СпДОлеОот/ФГ1) (1.16)

/(х) L~l о

.для всех х = 1, 2, s и

а 4-1 р_
Ф*(1)+ r*(x). fl Qi(x) • П Gl (х) • nk(t) dtviomtp?) (1.17) 

L-l Ls+1 J

.для всех k = s + 1, s -f- 2, • • ••, p.
Заметим, что оценка (1.12) не зависит от выбора ик в определении 

функции Ф*(и) (1.15). Действительно, полагая в (1.15) ик вместо и4, 
получим

ф4 (и) = Г т = ф4 (м) — 84, где о* = Г , 

J ?* (s) J ?* (s)
йк “к

откуда Ф4(1) = ФД1) — З4(fc = 1, 2,•••, р). В свою очередь, Ф* 1 (х)= 
= Ф* (х 4- о*), поэтому

ФГ1 {Ф4(1) + Л) = ФГ1 {Ф*(1)-2«+ Д} = ФГ1{Ф* (1) + Д), 

что обеспечивает независимость Qk (х) и G*(x) (Æ = l, 2,---, р), а 
следовательно, и оценки (1.12) от выбора ик. Наиболее естественно 
положить Ид=0 (к = 1, 2, •••, р). Однако, легко видеть, что это 
можно сделать только в случае, когда Ф*(ц) имеет конечный предел 
при ик -* 4֊ 0. В противном случае такой выбор невозможен.
3-154
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Если рассматривать важный для приложений случай, когда 
ш* (х) = хг* (Л = 1, 2,•••, р), то несложный анализ показывает, что 
если для всех к, то оценку (1.12) можно применить, пола­
гая как з — р, так и 5=0 (если только /(0)^-1), причем оценка 
будет иметь место для всех х^1п. Если же гк > 1 для всех к, то 
оценка (1.12) применима только для $ = р и имеет место на некотором 
подмножестве 1П. В „промежуточном“ случае, когда О-С^^Л для 
к = 1,2,•••, з и г^>1 для /г = з-|֊1, з+ 2, —, р (0<5<^р), оценка 
(1.12) имеет место на некотором подмножестве /Л.

Например, для интегрального неравенства

и (х) < / (х) + [ П1 (0 и* (/) Л + | па (0 н” (0 Л, х е (1.18) 

о о
где 0 < £<Л, тп > 1, а /(0) 1, имеем гг (х) = г3(х) = 1, «^(х) = х*,
и>։(х)=хт и, согласно (1.15)

и

Ф,(«)= = Н_____ ш - ц____
3 зл 1֊к 1-к~1-к

• «1
если положить = 0 (так как 0<&<^1), и

3 5՞* 1 — т 1—/71 т—1| и”՜1/

если положить и3 = 1 (так как тп^>1). Тогда, согласно (1.12), (1.13) 
и (1.14), для любой удовлетворяющей неравенству (1.18) непрерыв­
ной функции и (х) имеет место оценка

х 1
и(х)</ (х). ) 1 +(1 — к)‘ Уп1(0 

о
1

1 — (т — 1) 7՞1՜1 (х) • I (0 (И

по крайней мере для тех х £ /я, для которых

(1-19)
о

Так как левая часть последнего неравенства обращается в нуль при 
х = 0, по непрерывности существует интервал 0х < а, на котором 
выполнено условие (1.19).

Рассмотрим теперь общий случай интегрального неравенства (0.1). 
Используя полученные выше оценки, нетрудно показать, что имеет 
место
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Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3. Тогда 
для любой удовлетворяющей неравенству (0.1) непрерывной функ­
ции и (х) имеет место оценка

и(х)<7(х) т(х). П П С*(х), хбЛ (1.20)

где<2*(х) и С* (х) получаются соответственно из (1.13) и (1.14) 

заменой всюду / (х) на /(х)--:(х), а гк(х) — на г к(х)-~.(х) (£=1,2,-• • 
•••, р), причем '(х) определяется выражением (1.6), если выполне­
ны условия теоремы 2 и выражением (1.4), если выполнены усло­
вия теоремы 1.

Заметим, что оценка (1.20) содержит как частные случаи полу­
ченные выше оценки (1.3) и (1.12). Она также обобщает и уточняет 
ряд полученных для частных случаев (в основном для одномерных 
неравенств) результатов (см., например, [11], [15] или [17]). Полу­
ченные оценки для решений интегрального неравенства (0.1) могут 
использоваться как для уточнения полученных ранее (см. [15] или 
[17]), так и для установления новых оценок поведения при х-*֊|-оо 
решений широкого класса как одномерных, так и многомерных диффе­
ренциальных и интегродифференциальных уравнений.

61,

§ 2. Доказательства

Докажем сформулированные выше утверждения.
Для доказательства утверждения теоремы 1 зафиксируем неко­

торую точку хо£/я/[О] й рассмотрим на множестве 1Х, = [(хх, х2, 
•••» хп)^/՞, 0<х<х0} интегральное уравнение

т(з) х(з)
о оо

решение которого г(х) является на неулучшаемой оценкой сверху 
для удовлетворяющих неравенству (1.1) функций (см., например, [4]), 

причем /(х0), р (х0) и <?(х0) определяются (1.2). Тогда

А* • П„ г(х) = р(х0)-К (х)-х(х) + д(х0)/(х)- т (0 х(0 
о 

X
<*(*) |р(*о)^(х)+ д(х0)•/(«)• т(0л|>

о
где • -Пи = Дь(£г- • -Ок-г) (£ = 2, 3,• • •, п), а £>/ = -^—. Но так как 

Д* • •.Ойх(х) -Дь-н х(х)>0 (Л = 1, 2,- • •, п — 1) 
^х(х)|ХА+1_о = О,
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согласно [7] имеем
ж t

Inz (х) < Inz (х) U.-o + | ^(хо)-К’(О + <7 (хв) •/(<)• J т (s) rfsj dt, х£/", 

о о

откуда, с учетом того, что z(x)|X1«o= /(х0) и u(x)<z(x) получаем, что 
ж * я t

и(х) (х0)ехр |р (х0)• J K(t)dt 'h g(x0) J l(t)( j m(s) ds'^dt | as 

0 0 0

= Q (xo> x), x £ lx,.
Так как искомая оценка верна и при х = х0, имеем u(x0XQ(x0, х0), 
откуда, ввиду произвольности выбора точки х0 6 /", имеем и (х) 
•С Q{*> х), что и составляет содержание оценки (1.3) с учетом (1.4). 
Теорема доказана.

Для доказательства утверждения теоремы 2 нам понадобится 
ряд вспомогательных утверждений. В классе локально интегрируемых 
с квадратом на /Л функций рассмотрим интегральные операторы

X

Аи= | a(/) u(t) dt, (2.1)

о
х I

Ви = J b (#) J с (з) и (s) ds') dt. (2.2)

о о
Имеет место

Лемма 2.1 Пусть е(х) = 1 и функции а (х), Ь (х) и с(х) ло­
кально интегрируемы с квадратом и неотрицательны на 1п, где 
п—нечетное число. Тогда для интегральных операторов (2.1) и 
(2.2) соотношения

А (А՞՜1 е-Вре) + В(Ат е-В^е) ^Ате-Вре (2.3)

имеют место для любых натуральных р и т.
Для доказательства утверждения леммы заметим« что

Л..ДД В} = Л(ДЯ1-1еВ₽ е) + В(Ат е-Вр-1е) =
х ■ X I

= Ja(f) -Am~1e(t)-Bp e(t) dt-]- i(0^Jc(s) A’ne(s) Bp~'e(s) ds^dt^. 

0 0 0
X X t

< J а а) А”-ге (t) Bpe(t) dt + ^b(t)- Ame(t)[ J c (s) Bp-'e (s) ds^ dt. 

0 0,0
Так как

JT
Ant e (x) = ( a (/) Ат~ге (t) dt (m = 1, 2, • • •)

о
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имеем, что О1-• О„ Ате (л) =а (х) Ат 1е(х)иО1---ОкА "е(х)|лА+1-с=0 
(к — 1, 2, п — 1). Тогда, проинтегрировав по частям в первом сла­
гаемом, получим

Вт,г \А, В| < рЛ-- £>Л А"'е(։)Вре({) Л+ 

о
Ж 4

4֊ | 6 (^)-Л՞1 е (/) ^ ^ с(з)-Вр-1е (з) Л = 

о о

= Ая,е(х)Вре(х)+(-1)я | Д“е(П£>1"-^л 2Г е (0 Л +

О 

ж /
4֊ I Ь (I) -Ат е(/) ( [ е($) • Вр~'е ($) </$ ) Л= Ат е (х)-Вре (х) 4՜

3 \ 4 /
о о

X I
4 - | Ате (0 (д. • Оя Вре (Г) — Ь (0 с (з) Вр~\ (з) <Н.

о о
Но выражение в фигурных скобках равно нулю, так как по определению 

х ։
Вре (х) = у Ь (0 ( у с (з) В^е (з) </з) Л (р = 1, 2, • • •). 

О о

Отсюда получаем, что /?т,р[А В} ^Ат е-Вре, что и доказывает лем­
му.

Лемма 2.2. В предположениях леммы 2.1 для интегральных 
операторов (2.1) и (2.2) соотношения

(А + В)те< £ Ат~‘ е-В՛ е 
4-0

имеют место для любого натурального т.
Доказательство проведем по индукции. При т = 1 оно очевид­

но. Пусть оно верно для т = к. Тогда

(Л 4- В)*+1е = (Л 4- В) [ (А + В)к е ] = А | (А 4֊ 5)*е] +ВГ (Л 4֊ В՝) е].

Ввиду изотонности операторов Л и В и предположения индукции при 
т = к

(А+В)^1 е < 2 А (Ак-‘ е-В‘ е) 4֊ В(Ак՜1 е-В‘ е) = 
<-0 1=0

= Л*+։ е 4֊ А (Ак՜1 е • 5'՜ е) 4- *£ В (Ае В‘ е) 4֊ Вк+1 е. 
։=1 (-о

Меняя индекс суммирования в первой сумме и делая замену г= р — 1 
во второй, получим
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|Ь^=Г^———— —■ -====^^^==: ' ' - .... ~ ж

(Л + В)*+։ е<Л*+։ е+£ А(Ак~ре-Вре) + £ В(Ак~р4 ։е-Вр՜1 е) +
Р—1 р-1

Н֊В*+1е = Л*+1 е Ь £ {А(Ак~р е-Вре) + В{Ак~р+1еВр՜1 е) + Вк'{1 е. 
р-1

Согласно утверждению леммы 2.1

А (А1‘-ре Вре) + В(Ак-р+1е-Вре)^Ак-ре Вре (р = 1, 2,•••,/<)• 

Тогда 
> £+1

(А +В)‘+։е<Л‘+1е4- £ Ак՜р е-Вр еВк4Х е = £ Ак-ре Вр е, 
р-1 р-0

то есть (2.4) верна для т = А + 1, а следовательно и для любого нату­
рального т. Лемма доказана.

Лемма 2.3. Пусть функции }(х), а(х), Ь(х) и с(х) локально 
интегрируемы с квадратом и неотрицательны на Iя, где п—не­
четное число. Пусть, кроме того, (х) и г2 (х) являются опреде­
ленными на 1" решениями, соответственно, интегральных уравне­
ний.

п = Ц-Ли, (2.5)
V = 1 + Во. (2.6)

Тогда для определенного на Т решения 2 (х) интегрального уравнения

ш (*) = /(■<) + Аи> + 2?ш (2.7)
имеет место оценка

х(х)<Сезззир/(з) ■г1 (х)-я։(х) (2-8)
О «.КХ

почти всюду на Iя, если только I (х) локально существенно ограничена 
на Т.

Для доказательства утверждения леммы решение г (х) интеграль­
ного уравнения (2.7) представим в виде ряда Неймана

2(х) = ё (Д+В)‘/.
*-0

Так как /(х) неотрицательна и локально существенно ограничена 
сверху на Iя, то

г (х) -С езззир / (з) • У {А 4֊ В)к е, 
0<з<х

где е (х) = 1. Согласно утверждению леммы 2.2

г (х) «Сезззир/1з)- £ А՛'՜1’ е- Вре \ •

С другой стороны, так как 2, (х) и 2г (х)—определенные на Т решения, 
-соответственно интегральных уравнений (2.5) и (2-6),

Ё А* е՝ га(х) = ^Вке.
*-0 *-0
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откуда, согласно формуле Коши для произведения абсолютно сходящихся 
рядов, получим

х(х) < евввир/(в)- У ( У Ак ''е Вр. 
°''1 х к֊0\р-0 /

< евзвир/(в) • У Аке- У Вк е = евввир (х)-гг (х). 
о ' х 0<а <։

Лемма доказана.
Перейдем непосредственно к доказательству утверждения теоремы 2. 

Зафиксируем точку х0 £ /' / {0) и на множестве 7՞, = {(х1։
• • ՛> хл) £ Г, 0-<х<хв) рассмотрим интегральное уравнение 

х х /
х (х) = /(х) 4- р (х0) -г Ч М / (0 ( У т (в) г (в) <7в) Л,

о ио
(2-9> 

решение которого являе тся неулучшаемой на У", оценкой сверху для 
удовлетворяющих неравенству (1.1) функций (см., например, [4]), при­

чем р(х0) и д(хв) определяются (1.2). Если положить а (х) = р (х0) X 

ХЛГ(х). Ь (х) “ д (х0) ■ е (х) и с(х)гт(х), то согласно лемме 2.3 для 
решения интегрального уравнения (2.9) имеет место оценка

г (х) < / (х) • гх (х) • х2 (х), х £ У՞., (2.10՛

где г, (х) и гг (х), соответственно, решения интегральных уравнений

«(х) = 1 + ?(х0) Л (0 «(«)</# (2.11>

6

X {
ш(х) = 1 + д(хо) ((/) ^у т (в) ш (в) Л (2.12) 

о и

на множестве /}։, а } (х) определяется (1.2). Как это следует из утвержде­
ния теоремы 4 работы [6], для решения г, (х) интегрального уравнения 
(2.11) имеет место оценка

хх(х) {р(х0)-^(х; А1։ Лщ)), (2.13)

где /т (х) и р(х; А1։ А2,---, Аш) определяются, соответственно, выра­
жениями (1.8) и (1.7). Что касается рассматриваемого на 1", решения 
д։(х) интегрального уравнения (2.12), то

^(Х) = £ Шр(х), (2.14>
р-0

где

шоМ = 1,
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о։р (х) = д (х0) У I (I) (р = 1, 2, - ).

о о
Покажем, что для сор (х) имеет место оценка

ш,(х)<>(Хр)՛р(х);т(х)г (хед-1,г,---), (2.15)
(Р »)

где

Р (х) = I I (0 dt, 7 (х) = т (/) Л. 

о б
Воспользуемся для этого методом математической индукции. При р = 1 
имеем

х ։
“1 (х) = д (х0) • У /(0^ 7П(5)’шо(5) Л = д(х) X

О о
х / X

X У I (0 ( | т (з) 4з <д (х0) • | / (7) Л X 

оо б

X | /п(0 Л = д(х0)Р(х)т(х). 

б
Пусть теперь (2.15) верна для р = к. Тогда

X I
°>к и (х) = д (х0) I (0 ( у т (з) и* (з) ds^dt<< 

о о

< 9(*о) [ / (0 < [т(з). [<У(«,)-Р(8Н(5)]* Л< 
֊' (К1)3 /О о

<—• У /(0 [₽«]‘Л-ут(з)[7(з)]‘Л. 

6 о
Но так как Ох- • ■ Оп Р (х) = I (х), Ох- • • Оп 1 (х) = т (х) и так как

Х к 1
1՜ А• • • А. Р (0• [?(0]‘Л< .

•г К, I 1и

[ .. а 7 (Г. [7 (/)]* Л
Л к < 1и

(см. [6], лемма 2), то



Оценки решений неравенств 145՛
■ ~ - - - ■ *■ ‘ ■ .гт—: ■ п-   !■ , =д—■ , ,, -------------- ——~

„ ,ХХ Л?(*о)]*+1 [?(х)]*+։ [7(х)]*+։ М*о) Р(х)-Г(х)]‘+’
*+։ (х) * (*!)’ *4-1 • ----------- ------------------------

то есть оценка (2.15) верна для р = А + 1, а, следовательно, и для любо­
го натурального р. Тогда, согласно (2.14)

г /хч = р (0 (х\ р Г<7 (х0) • Р (х) • 7 (х)}  . / — \
*։(х) <Д (р!)’ “Л(2^(х0).р(х).7(х)А

хбС

где 7о (з)—функция Бесселя нулевого порядка. Отсюда, с учетом (2.13} 
и (2.10) и того, что и (х) < х (х) на /",, получаем

и(х) < 7(х)-/Я||р(х0)|х(х; Ар---, А’")։-/о(2։|/’^(Хо).р(х).7(х))55 

= (?(х0; х)
на множестве 7" для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции.

Так как эта оценка имеет место на всем 7*։, она по непрерывности 
имеет место и в точке х = х„: « (х0) 6 (х°, х0), откуда, ввиду произволь­
ности выбора точки х0 4 7" и следует искомая оценка (1.3) теоремы 2 на 
всем 1п. Теорема доказана.

Доказательство утверждения теоремы 3 проведем в два этапа. Снача­
ла рассмотрим «предельные» случаи, когда $ = р и $ = 0, а затем рассмот­
рим случай 0 < 5 < р.

Доказательство для случаев 3 = р и 5 = 0 проведем по индукции.՛ 
Пусть р = 1, то есть рассматривается неравенство

и(х)</(х) + г1(х) у л։(1)«>|[и(0]Л. (2-16}

о
Пусть х0£7Л/{0]—произвольная точка. Тогда решение интеграль* 

кого уравнения

г (х) = 7 (х0) + Г1(х0) У П1(0 ш1[г(*)1 

О

где / (х0) и Г1(х0) определяются (1.2), будет неулучшаемой оценкой 
сверху на множестве 7՞, = (х = (хг,-•хя)^_1я, О^х<$хо) для удов­
летворяющих неравенству (2.16) функций. Имеем

■ *(Х) - =1 +-41֊-0- Сп։(/)-®1[х(/)]Л. (2.17}

/(х0) / (х0) „
Теперь рассмотрим отдельно случаи з = р, 5 = 0. Пусть сначала з=р- 
Тогда по условию ^(х) -С ?1(х), где 44(х) субмультипликативна на /► 
С учетом этого из (2.17) имеем
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. < 1 + ֊5^- • (' пг (О ?! I ֊֊ ■ ? (х0) <11 <

7 (х0) 7(х0) о 7<*о)
(2.18)

< 1 + •<₽![7 (х0)| • [ п։ (о•?! [ ^- и, х6
' 7 (хо) 0 1 7 (Хо) 1

Отсюда, используя оценку для решений многомерных интегральных нера­
венств вида (2.1В) (см. [7], теорема 3), получим

ф! [ ֊ | < Ф1 (1)4- ֊1 (Х°’ • Ф1 [/(хо)] • (’ Ъ (О Л, х 6

1/(х0) / (х0) о

где Ф, (и) определяется выражением (1.15). Рассматривая полученное не­
равенство в точке х = х0 и учитывая произвольность выбора х0€ 1П, полу­
чаем

• Ч>1 1/(х0)]֊ «ДО <Н (2.19)
6

по крайней мере для тех х^1п, для которых выполнено условие (1.16) 
при к = 1. Полученная оценка совпадает с (1.12) при р —1 (с учетом

Г
того, что 5 = р), так как обычно считается, что |՜՜] =1 для любого 

к-Г-г1
г=0, 1, 2, -..

Рассмотрим теперь случай 5 = 0. Из (2.17) в этом случае следует, что

-гак как / (х0) ^>/(0) = 7, а ф1(х) принадлежит 5Т(/). Из полученного 
интегрального неравенства имеем

Ф1! I <ф1(1)+(х0)- [ пх(0 х^/Г, 
1 7(х0)] о

,где Ф, (и) определяется, как и выше, выражением (1.15). Отсюда приве­
денными выше рассуждениями получим, что 

(2.20)
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по крайней мере для тех х (^/п,для которых выполнено условие (1.17), в 
котором положено й = 5-|-1и5 = 0. Полученная оценка совпадает с (1.12) 
при р = 1 в том случае, когда 5 = 0.

Таким образом, оценка (1.12) имеет место для р = 1 в обоих «пре­
дельных случаях»: 5 = р и 5 = 0. Предположим, что она имеет место при 
р = L также в обоих случаях, то есть когда 5 = р и 5 = 0. Положим 
р = L + 1 и запишем неравенство (1.9) в виде

.Г
и (х)< g (х) + £ х* (х) • J hk (t) Ш* [и (0] dt, (2.21).

о
где

#(х) Е/(х) 4-гд+1(х)-J п£+1(0-“1+1[и (#)] dt. (2.22). 

о
Здесь снова рассмотрим отдельно случаи 5 = р и 5 = 0. Пусть сначала 
5 = р. Тогда, по предположению индукции

“(х)<$(х)- П Q*(x),

где Qk (х) (k = 1, 2,..., L) определяются выражениями (1.13). Отсюда,, 
используя (2.22), имеем

(х)- ]-| Q*(x)+ гд+1(х)- П 
*-1 *-1

J*՞1՜1՜1 [и (0] dt.u(x) < f

Используя уже доказанную для случая одного слагаемого оценку (2.19), 
получаем

и(х)</ (х)- ]-| <?*(х) Ф/Д1 
к-1

Ф£ + 1(1) +

Г£+1П Q*(x) L X
+ -----------------Ц/(Х)֊П Q*(X) • Гп£ + 1(О dt

/(х)-П<Мх) L ‘-1 J oJ 
4=1

так как очевидно, что (2к(х)=<2к(х) (к = 1, 2,•••, р). Однако, так 
как функция ®д+1 (х) субмультипликативна на /, имеем

<р£+1[/<Х)'П СМх)] <Ч>д+1 [7(х)]-?д+։[п <МХ)]<

< 'Рд+1 I/ (X) 1 • И + 1 [(2* (х)].
к-1
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Тогда

и (х) ■< / (х) ‘ fl Qk (х) -Фдн 1 |ф£ и (1)+ 
*-| I

~ L *
+ •'Реп I/ (х)]-П ?i+i [<Мх)1 • 1՜ «£+1 (0 dt ] =

/ (х) ‘-1 о j

=/(х). П Q*w.

если учесть, что <2д+1(х) определяется (1.13).
Таким образом, оценка (1.12) имеет место для р = L + 1, а следова­

тельно и для любого р, если рассматривается случай S = р.
Рассмотрим теперь случай 5=0. По предположению индукции из 

(2.21) следует, что

и(х) -4 g (х)- П С*(х),

так как g(0) = /(0) =7, ®t(x) принадлежит классу 5Т (/) для любого 
k = 1, 2,I— Отсюда, согласно (2.22), имеем

л l l
u(x)<f (х)- П G*(x) + rL+\ М- П <?*(*)• I Л£+։(0-®£ц[“(0] dt —

*-> *“* oJ

» X
= 7(х) 4- гд+։ (х)- j n£+1(r) 0>д+1 [и (f)] dt. 

о •
Используя уже доказанную для случая одного слагаемого оценку (2.20) и 
учитывая представление (1.14) для G £+1(х), получим

так как / (0) = /(0) = у, а ®д+1 (х) принадлежит 5Т(/).
Таким образом .оценка (1.12) имеет место и хля р = А + 1, а следова­

тельно и для любого р и в случае 5 = 0. Следовательно, она верна для лю­
бого числа слагаемых в обоих «предельных» случаях: 5 = р и 5 = 0.

Рассмотрим теперь случай 0 < 5 < р. Перепишем неравенство (1.9) 
в виде
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и(х) </(х) + £ г, (х) ՛ С пк (0 ®*[и(О]Л 4֊
*-1 и 

о
х

+ и Гл(Х)‘ [ Л4 (О*®* [и (О] А.

X | пк(0^!=7(х). П (2*(х)- П (?4(х), 
п > 4-1 4-Ц-1

»-*+1 /
О

Если обозначить
X

А(х)=/(х)4֊ 2 г4(х) • у л4 (фо>*[и(0] Л, (2.23) 

О
то искомое неравенство запишется в виде

х
и(х) < А(х)+ £ г4(х) • у пк (/)• ®*[и(0] Л1.

О
Так как о>* (х) •< (х) (х £/, 4 = 1, 2,---, $), причем все <рк(х) суб­
мультипликативны на /, согласно доказанному выше (см. случай з= р) 
имеем, что

и(х)< Л (х). П <?*(х),
*-1

где <2*(х) (к — 1, 2,---, $) определяются выражениями (1.13). Тогда, 
ввиду (2.23), получаем

"(х)</(х)- П <5*(х) + 2 гкМ‘ П О'-М • Г п*(«)о>л[и(О]Л =
*-» *-+։ 4 — 1

X

= /(х)- 2 Г*(х)- | пк (0 <*>1 [и (01 Л. 
4-^+1 .'

• ֊ 0

то есть интегральное неравенство вида (1.9), в котором ®4(х)֊<ф^(х) 
(хе/, 4 = 54-!,•••, р), причем все <?к (х) принадлежат классу 5Т (7), 
где 1=/(0). Тогда, так как ДО) =/(0) = ’[, согласно доказанному 
выше (см. случай 5 — 0) имеем

и(х)<7(х). п фг1{ф*(1)4-74(х)- п ^(х)-[=
4-»+1 ' 4=Л-1 у )

=7(х)-п (?4(х). п ФГ1(ф*(1)4-7к(х)-п <2Нх). п Сд(х)х
4—1 Л—м-1 . I £-1 4—1+1 
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если учесть, что 0« (х) (Л = $ + 1, .... р) определяются выражениями 
(1.14). Таким образом, оценка (1.12) верна и в случае 0 < 5 < р. Теоре­
ма 3 доказана.

Для доказательства утверждения теоремы 4 перепишем интегральное 
неравенство (0.1) в виде

и (*) < Я (х) + Ки + Ьи, х £ Г, (2.24)»

где

г(х)^/(х)+ £ гк{х)- С пА(0-а>*[и(0] л. (2.25) 
*=| и и

Для решений интегральных неравенств вида (2.24) из теорем 1 и 2 
следует оценка

и(х)<^(х)-т(х), Х^Г, (2.26)

где 8 (х) определяется (1.2), а т (х) совпадает с выражением (1.4), если 
выполнены условия теоремы 1 и с выражением (1.6), если выполнены 
условия теоремы 2. Используя (2.25), из (2.26) легко получаем, что

и(х) </(х)-т(х)+гл (х)-т(х)- (* п4(<) <о* [и (#)] Л. (2.27) 

о
Обращение интегральных неравенств вида (2.27) составляет содержание 

теоремы 3, откуда, в силу / (0) •" (0) =/(0) = /֊(0)=-[, получаем для удов, 
летворяющих неравенству (0.1) непрерывных функций и(х) оценку 

(1.20). При этом легко видеть, что Q^(x) и С»*(х) получаются, соот­

ветственно, из (1.13) и (1.14) заменой всюду /(х) на /(х)(х), а 

гА(х)—на г*(х)-т(х) (Л = 1, 2,--, р).
Теорема доказана.
В заключение выражаю благодарность А. Б. Нерсесяну за внимание 

к работе.
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$ Հ. ՄԱՍ՚ԻԿՈՆՅԱՆ. Որոշ դասի բազմաչափ ոչ զծային ինտեզրալ անհավասարում սերի 
լուծումների դնանատականներ (ամփոփում)

Աշխատանքը նվիրված է դիֆերենցիալ և ինտեդրոդիֆերենցիալ հավասարումների լուծումնե­
րի որակական ուսումնասիրման հետ կապված (0*1) տեսքի բազմաչափ ԱԼ գծային ինտեգրալ 
անհավասարումների էուծումների գնահատականներին։

Առաջարկած գնահատականները ամփոփում են և ճշգրտում մասնավոր դեպքերի համար 
(հիմնականում միաչափ) ստացած արդյունքները։
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F Н. MAMIKONIAN. Estimates of solutions of tome multidimensional nonlinear 
integral inequalities (summary)

The paper is devoted to estimation of solutions of some multidimensional non­
linear integral inequalities connected with qualitative theory of differential and in­
tegrodifferential equations.

The estimates obtained improve and generalize some results known for special 
cases (mainly for onedimensional inequalities).
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Л. М. АКОПЯН

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ТОЧЕЧНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЙ И АВТОМОРФИЗМОВ 

НА АЛГЕБРАХ ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ

Введение

В настоящей работе исследуются некоторые свойства точечных 
дифференцирований и автоморфизмов на алгебрах обобщенных анали՜՜ 
тических функций, возникающих из рассмотрения произвольных полу­
групп Г, с делением (вместо полугруппы 2+ целых неотрицательных 
чисел).

Пусть Г— группа, порожденная'полугруппой Го и Г — ее компакт­
ная группа характеров. Согласно теореме двойственности Понтряги֊

на, Г отождествляется с группой характеров Г соотношением х-* У-х,. 

где Хх (а) = «(х), « £ Г.
Равномерная алгебра на Г, порожденная характерами Х,, х€Г0 

будет в дальнейшем обозначаться через А (Го) (называемой 
алгеброй обобщенных аналитических функций в смысле ’Аренса—Зин­
гера, [1]). Эта алгебра содержит в себе в качестве плотной подалгеб­
ры коммутативную банахову алгебру /1(Г0) (со сверткой в качестве 
произведения и нормой ||/|| = 5|/(х)|.

хег.
Простейший [нетривиальный пример алгебры А (Го)—алгебра 

аналитических в единичном круге функций, непрерывных вплоть до 
границы; в этом случае Го= 2 + . В случае, когда Го—положительная 
часть некоторой подгруппы вещественных чисел, алгебра А (Го) изо- - 
метрически изоморфна алгебре ограниченных аналитических почти пе­
риодических функций в верхней полуплоскости, см. [2].

Теория обобщенных аналитических функций берет свое начало с 
работы Аренса и Зингера [1], в которой впервые изучались аналити­
ческие почти периодические функции с позиций теории равномерных 
алгебр. За ней последовал цикл работ Аренса [2], [3], Гофмана [4] и 
других. В серии работ Хельсона и Лауденслагера [5—7] и Хельсо- 
на [8] дается относительно полное изложение основополагающих рё- - 
зультатов в этом направлении (см. также монографию Гамелина [9],. 
гл. V»).
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В работе [1], в частности, показано, что пространствами макси­
мальных идеалов алгебр А (Го) и Р (Го) служит полугруппа Нот Го го­
моморфизмов Го в единичный круг, а границей Шилова — группа Г 
характеров группы Г. Толчком к настоящей работе послужила статья 
Аренса [2], посвященная в основном автоморфизмам алгебры А (Го), а 
также точечным дифференцированиям на А (Го). Исследованию точеч­
ных дифференцирований на Р (Го) и автоморфизмов А (Го) для опре­
деленных классов полугрупп и посвящена данная работа.

В § 1 вводится понятие квазимаксимальной полугруппы и иссле­
дуются некоторые ее свойства. Класс таких полугрупп включает в себя 
все максимальные полугруппы. Для квазимаксимальных полугрупп Го. 
в /?+ и для любых максимальных дается описание полугруппы Нош Го 
и, следовательно, пространств максимальных идеалов алгебр А (Го) и 
Р (Го). Bö втором параграфе результаты § 1 применяются для описа­
ния точечных дифференцирований на Р (Го). Дифференцирования в 
точках, являющихся идемпотентами полугруппы Нот Го, описываются 
для произвольных полугрупп Го. Описанию автоморфизмов А (Го) для 
некоторого класса полугрупп, содержащего в себе, в частности, и 
квазимаксимальные подполугруппы R+, посвящен последний параграф 
статьи.

§ 1. Квазимаксимальные полугруппы

На протяжении всей статьи будем придерживаться следующих 
обозначений.

Через Нот Го уже была обозначена полугруппа характеров Го 
т. е. гомоморфизмов Го в единичный круг.

Характер р£ Нот Го называют положительным, если р (х)1>0 
для всех х £ Го, идемпотентным, если р*— р.

Очевидно каждый идемпотентный характер положителен. Гомо­
морфизм р — 1 будем называть тривиальным идемпотентом. Если 
G—максимальная группа в Го, то через р0 будем обозначать идемпо­
тент такой, что ро = 1 на G и ?а s 0 на Го \ G. В случае, когда 
G=|0), обозначим р0 — р0. Ясно, что множества всех идемпотентов и 
положительных характеров образуют полугруппы; их мы будем обо­
значать, соответственно, через Ihorn Го и Phom Го. В полугруппе 
Ihom Го всегда имеются идемпотенты psi и р0. Отметим, что если 
pk Phom Го, то ри £ Phom Го при всех вещественных и > 0, где 
р“ (х) =е“1пг<г), если р(х)=^0 и р“(х) = 0 при р(.с) = 0.

Для полугруппы Го, содержащейся в одной и только одной мак­
симальной полугруппе Г+ группы Г, обозначим через >(Г0) порядок 
максимальной группы, содержащейся в Гц.. Напомним, что полугруп­
па Гп называется максимальной, если любая полугруппа группы Г, 
содержащая Го, совпадает либо с Го, либо с Г. Для максимальных 
полугрупп Го, условие >(Г0) = 1 равносильно тому, что в Го нет не­
тривиальной группы.
4-154
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Заметим, что, если Го—максимальная полугруппа, то Г=Г0 U (—Го). 
Более того, если Го не содержит Нетривиальной группы, то для лю­
бых х, у6Го\|О| найдется такое целое п^>0, что пх—у £ Г„ т. е. 
Го задает полный архимедов порядок на группе Г. Как хорошо из­
вестно, каждая такая группа изоморфна аддитивной подгруппе груп­
пы R вещественных чисел, причем образ Го при этом изоморфизме 
содержится в /?+• Поэтому, не умаляя общности, можно максималь­
ные полугруппы Го с *(Г0) = 1 считать содержащимися в R+. Кроме 
того, любая подгруппа R, отличная от группы Z целых чисел плотна 
в R в естественной топологии. В дальнейшем, если специально не 
оговаривается, будет предполагаться, что Го с: Z+(результаты для слу­
чая ГПСГ Z+ доказываются тривиально).

Пред ложение 1.1. Пусть Го — максимальная полугруппа. 
Тогда:

а) полугруппа Ihorn Го содержит лишь один нетривиальный 
идемпотент՛,

б) для любых р, Phom Го\ Ihorn Го существует такое чис­
ло и > 0, что р" = q.

Доказательство. Пусть G-• максимальная группа в Го. Для 
любого р£ РЬотГ0 сужение p/Gr&l; поэтому Phom Го—Photn JQ, а 
Ihom Го= Ihom Jo, где _/0 — Г0/6—фактор-полугруппа Го по G. Полугруп­
па /0—максимальна (в фактор-группе Г/G) ине содержит нетривиаль­
ной группы. Это очевидное замечание позволяет свести доказатель­
ство к случаю, когда в Го нет нетривиальной группы.

Тогда, в силу максимальности Га, для любых х, у^ Го\{0) най­
дется такое целое п^>0, что пх—։/<Г0. Поэтому

р(пх) = р(пх — у) р(у) (1.1)

для всех p(z Phom Го. Отсюда непосредственно следует, что если 
р£ Phom Го отлично от р0 и тождественной единицы, то 0<^р(х)<1 
для всех х£Г0\{0} (т. е. р0—единственный нетривиальный идемпо­
тент; напомним, что Ро(О) = 1, ро(х)=О, х=/*0). Продолжим р на всю 
группу, полагая р (х) — [р (— х)]՜1 для х £ (— Го). Тогда Ф (х)= — In р(х) 
определяет линейную монотонно возрастающую функцию на Г. Легко 
показать, что каждая такая функция продолжается до линейной функ­
ции на R; поэтому найдется такое и>0, что Ф(х) = их, т. е. р (х)= 
= е~их для всех х£Г0. Предложение доказано.

Определение 1.1. Полугруппу Го назовем квазимаксималь- 
ной, если любая полугруппа группы Г, содержащая Го, совпадает ли­
бо с Г, либо содержится в одной и только одной максимальной по­
лугруппе группы Г.

Ясно, что любая максимальная полугруппа — квазимаксимальна. 
Для некоторых квазимаксималъных полугрупп можно доказать аналог 
предложения 1.1. (предл. 1.2.).

Очевидно, что квазимаксимальная полугруппа может содержать­
ся только в одной максимальной полугруппе. В частности, все подпо-
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лугруппы Г, отличные от Г и содержащие Го, лежат в одной и той 
же максимальной подполугруппе Г.

Отметим, что в силу вышеприведенных замечаний, для квазимак- 
симальной полугруппы Го условие *(Г0) = 1 равносильно тому, что Го 
изоморфна некоторой подполугруппе R+. В дальнейшем, без ограни­
чения общности, такие полугруппы будем рассматривать как полу­
группы в /?+•

Предложение 1.2. Пусть Го—квазимаксимальная полугруп­
па и ч(Г0) = 1. Тогда՝.

а) полугруппа Ihorn Го состоит из р0 и р = 1;
б) для любых р, q£ Phom Г0\1Ьот Го существует и> 0 та­

кое, что р“= q.
Доказательство. Для Phom Го положим _/={х^Г0: 

: р (х) = 0} и обозначим через Гх полугруппу, .'порожденную “множе­
ством Го11 (—/). Поскольку полугруппа Гг содержит нетривиальную 
группу, порожденную множеством J, то, в силу наших предположений, 
Гх= Г. Тогда для любого х £ Го существуют такие х0£Г0 и хх£_/, 
что —х — х0 — хи откуда р (хг) —р (х0) р (х). Отсюда следует, что 
если р — идемпотент, то либо psi, либо р = р0. В случае же, [когда 
р£ Phom Г0\1ЬотГ0, мы получаем, что р(х)^>0 для всех х £ Го.

Продолжим гомоморфизм р£ Phom Г0\1Ьот Го на всю группу 
Г, полагая р(х) = [р( — х)]՜1 для х£ (— Го) и определим взаимно-од­
нозначное отображение Ф : Г -> R X R, задаваемое формулой Ф (х) = 
= (х, — 1пр(х)). Ясно, что образ Ф(Г0) полугруппы Го, образующий, 
очевидно, подполугруппу в RXR, содержится в первой четверти 
комплексной плоскости. Мы хотим показать, что Ф (Го) расположена 
на некоторой прямой, проходящей через начало координат. Предпо­
ложим противное. Понятно, что в этом случае каждая четверть комп­
лексной плоскости будет содержать более чем одну точку из группы 
Ф (Г). Следовательно, мы можем провести две такие прямые и 1г, 
проходящие через начало координат, что пересечение соответствую 
щих им полуплоскостей П/, и П/,, целиком содержащих в себе Ф (Го) 
с группой Ф (Г) образуют две различные максимальные подполугруппы 
в Ф(Г). Таким образом, прообразы множеств П/։ПФ(Г) и П/,ПФ(Г) 
дают нам две различные максимальные подполугруппы Г, содержа­
щие Го, что противоречит квазимаксимальности Го.

Итак, найдется такое и^>0, что —In р (х)—их, т. е. р (х) = е-вх 
для всех х£Г0. Предложение доказано.

Учитывая теперь тот факт, что пространства ТИд (г,) и (г.)мак 
симальных идеалов алгебр А (Го) и (Го) совпадают с Horn Го и, что 
для каждого характера С £ Нот Го имеется полярное разложение 
С = ра, где pf Phom Го, а а — характер группы Г (см. [1]), можем зак­
лючить, что предложения 1.1. и 1.2. дают описание пространств 
Ма (г.) и М>(г։)> соответственно, для произвольных максимальных по­
лугрупп Го и квазимаксимальных полугрупп Го с v (Го) =1. (Простран­
ством Ма максимальных идеалов банаховой алгебры А называется со-
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вокупность всех нетривиальных гомоморфизмов А в поле С комплек­
сных чисел).

Следующее утверждение характеризует квазимаксимальные полу­
группы в /?+.

Предложение 1.3. Пусть Го — полугруппа неотрицатель­
ных действительных чисел. Тогда следующие условия эквива­
лентны՛.

а) полугруппа Гр—квазимаксимальна՛,
б) для каждого Х£Г найдется целое п, такое, что пх£Г0;
в) для любых х, у £ Го\{0|, либо [х—у, Г0]=Г, либо [у—х,Г0]=Г.
Доказательство. Через [х, Го] мы обозначаем полугруппу, 

порожденную элементом х£Г и полугруппой Го. Положим также 
Г+=.ГП/?+» очевидно, полугруппа Г+—максимальна.

а) => б). В силу квазимаксимальности Го, для любого х£Г+\Г0, 
,[ — х, Г0]=Г. Следовательно, существуют х0£Г0 и целое п> О, такие, 
что х = х0—их, откуда (п-М^ х £ Го.

б)=>в). Пусть х, ։/£Г0 и х—Для доказательства в) дос­
таточно показать, что (—Го) с [у—х, Го]. По условию, п (х — у) £ Го 
при некотором целом п, откуда х—у£ [у—х, Го]. Пусть —х£Г0. Так 
-как Г + максимальна, то найдется такое целое т >0, что т (х — у) 4֊ 
-|-г^Г+. Опять, ссылаясь на условие б), можем написать, что 
ш = к [тп (х—у)4-х] £ Гопри некотором целом к>0, откуда г=кт(у—х) + 
+ <■»+ (к—1) ( — г) £[у—х, Го].

в)=^,а). Пусть Г1—подполугруппа Г, содержащая Го, но не со­
держащаяся в Г+. Тогда, если х^Г1\Г1, то по условию, [х, Го] = Г, ՛ 
т. е. Г։= Г. Предложение доказано.

В заключение этого параграфа рассмотрим несколько примеров.
(1) . Пусть Г— произвольная подгруппа R. Тогда Г0=Г Г1 (х£ R* : 

: х> и^>0| I) (0} —квазимаксимальная полугруппа.
(2) . Любая полугруппа рациональных чисел квазимаксимальна.
(3) . Примером полугруппы в R, не являющейся квазимаксималь- 

ной, служит полугруппа Г« = (т+’п : т, п£2+), а — положительное 
иррациональное число.

. Справедливость утверждений (1) —(3) легко проверяется непо՜ 
средственно из условия б) предложения 1.3.

Рассмотрим несколько примеров полугрупп на плоскости.
(4) . Полугруппа Го=2 + Х2 + не является квазимаксимальной. Дей­

ствительно, каждая полугруппа Г„ = |(тп, п) £ 2 X Т-: т ֊г ап <:՛ 01, где . 
а — иррациональное число, ^^>0, является максимальной, и Го лежит 
в каждой из них.

(5) . Полугруппа Го—|(т, п)£ 2XX 2 при т=0, п^>0)—квазимакси­
мальна, порождает группу2X2, причем V (Го)= со. Полугруппа РЬотГ0 
порождается характерами ри рг (т, п) = е~п и р3, рл(т, п)=0 при 
т > 0, рг (0, п) = е~п, причем р^Р? для всех ц^>0. Нетривиальным 
идемпотентом, кроме р0, служит также рх, рх (т, п) = 0 при т^>0, 
р(0, п) = 1. Пример (5) показывает, что утверждение предложения 
1.2 в общем случае неверно.
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§ 2. Точечные дифференцирования на алгебре /1(Г0)

Напомним, что пространством максимальных идеалов алгебры 
Z։ (Го) служит полугруппа Нот Го. В связи с этим, удобно ассоцииро­
вать с функцией /£Р(Г0) ряд

/о = 2 f( r)Ux),
*t*՛.

абсолютно сходящийся в Нот Го.

Функция / представляет собой так называемое преобразование

Гельфанда элемента f из I1 (Го). Алгебра Z1 (Го) преобразований Гель­
фанда совпадает в точности с множеством сумм абсолютно сходящих­
ся рядов У, с (х) 7-х на компакте Нот Го, 2 |с (х)| < <*>, где Хх (С)=С (х)» 

*€Г, -тег.
Нот Го, характеры х£Г0 будем называть базисными функция­

ми алгебры I1 (Го).
Всюду в дальнейшем функцию /£/։(Г0) будем отождествлять с ее 

преобразованием Гельфанда.
Непрерывный линейный функционал D на Z1 (Го) называется то­

чечным дифференцированием (в С), если существует гомоморфизм 
С £ Нот Го такой, что

D(fg) = /С) D (g) + g (Q D (/), f, g СI1 (Го).
Пусть С = р։ — полярное разложение гомоморфизма. Нот Го, 

где р £ Phom Го, а £ Г. Непосредственно проверяется, что функционал 
Dz, определенный формулой

Д(/) = Д./(«^*“)«-о, (2-1)
где Du(-)jm-n — обычная производная функции от комплексной пере­
менной ю в точке w = 0, задает точечное дифференцирование в С (для 
u-Hv€C, иУ>0 положим pu+,v (х) =ехр [(и + iv) In р (х)], при p(x)\=J=Q 
и р"+<р(х) =0, если р(х)=0).

Если р — не идемпотент, то существует х£Г0 такой, что 
0<р(х)<Ч и тогда D.('Zjr) = ч (х) In р (х)=£0. Если же р — идемпо­
тент, то функция /г(ш) =/(ар1+“), как функция от комплексной пере­
менной ш, постоянна (а именно, ^(ш) = S/(x) а(х), где суммирование 
берется по тем х£Г0, для которых р(х) = 1), поэтому /;/(о») = О, т. е. 
Dz(J) = Q, /£/1(Го)՛ Таким образом, во всех точках Нот Го, для 
которых имеется хотя бы одно х С Го такое, что |С(х)|=/=0, 1, суще­
ствует точечное дифференцирование, и оно может быть задано 
формулой (2.1); однако, формула (2.1) не может задать точечное диф­
ференцирование в точках, являющихся идемпотентами.

Очевидно, что для определения точечного дифференцирования на 
алгебре I1(Го) достаточно определения ограниченного функционала D 
на базисных функциях 7.х, х£Г0, удовлетворяющего условию

Z>(Zx+y)=C(x)D(Xy)֊|-C(i,)D(X.t), х, ^Го, Нот Го.
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В самом деле, пусть |D (Xr)| < 1 для всех х£Г0. Тогда для /€Р(Г0)՛ 
можем определить

(2.2).

ибо ряд в правой части (2.2) абсолютно сходится и jD(/)| < ||/J. Равен­
ство D(fg) =f(y) &(g) + g (Q D(f) проверяется непосредственно.

Обозначим через Е- множество всех точечных дифференцирова­
ний в заданной точке Нот Го. Оно является банаховым простран­
ством в естественной норме функционала.

Следующее простое предложение позволяет сводить вопрос о 
размерности пространства Е-, к случаю, .когда Phom Го, т. е.. 
С — положительный характер Го.

Предложение 2.1. Пространство Е- изометрически изо­
морфно пространству Ер, где р — положительный характер в по­
лярном разложении С.

Доказательство. Пусть С = ра. — полярное разложение гомо­
морфизма Нот Го. Каждому дифференцированию поставим
в соответствие функционал D', действующий на базисных функциях

У-х, х^Г0 по следующему правилу D' . Непосредственно
а(х)

проверяется, что D' ^Ер и что соответствие £>->/?' задает изометри­
ческий изоморфизм между Ez и Ер.

Назовем гомоморфизмы pv •••, ря£ Phom Г0\1Ьога Го мультипли­
кативно независимыми, если равенство (р“՝---р“п) (х) = 1 выполняется 
для всех х£Г0 с (рг՛ • -рп) (х) =/= 0, тогда и только тогда, когда 
и։=- • - = ип = 0.

Предложение 2.2. Пусть pv"’t pn£ Phom Г0\1Ьош Го — 
мультипликативно независимы. Тогда для р = рг- • • рп, dim Ер > п.

Доказательство. Для каждого j' — l, п функционал Dj, за­
данный формулой (2.1), определяет “нетривиальное точечное диффе­
ренцирование в точке р.

Для всех х£Г0 с pt(x)^=0, D, (Хх) = р (х) 1пру.(х). Если теперь 
«!>•••, ип — такие, что — • + ип Dn= 0, то ux In pt (х) +••• +
+ ип In рл (х) = 0 для всех тех с£Г0, для которых р (х) 0. Тогда
для таких х, (р“‘• •-рЛЛ) (х) =1, откуда, по условию/все «у = 0, что и 
требовалось доказать.

Опишем точечные дифференцирования в точках, являющихся 
идемпотентами полугруппы Нот Го для произвольных полугрупп Го.

Пусть р£ Ihorn Го. обозначим через J— \у £ Го: ? (у) = 1) На 
Кег р = (х £ Го: р (х) = 0| введем следующее отношение эквивалентно­
сти^!, х։ £ Ker р эквивалентны (х!~х։), если существуют такие 
Ун y։^J> что х1+у1=х։-}-у։. Класс эквивалентности, соответствующий

элементу х, обозначим через х, х = (х' £ Кег р : х' — х|.
Назовем элемент Кег р минимальным в Го (относительно р)>- 

если х не эквивалентно суммам Xj-pXj при всех xt, х2 £ Кег р. Мно­
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жество всех минимальных элементов обозначим через Jf. Очевидно, 

что х ~ для всех y^J и х £ Jобозначим Л = |х; х£ Jp).
Теорема 2.3. Пусть D*—функция на /Х(ГО), определенная для 

любого x^J* на базисных функциях следующим образом Dx = 1, 

у £ х, Dx (7.у) = О, г/£Г0\ х. Тогда D' для любого х£ Jf является 
точенным дифференцированием в р и множество всех таких диф­
ференцирований образует базис в пространстве Ef. При этом 
dim Ef s= card Jf. ՛

Доказательство. To что Dx представляет собой точечное 

дифференцирование ври семейство | Dx : х £ /р | линейно независимо, 
проверяется непосредствннно.

Пусть теперь D — нетривиальное точечное дифференцирование в 
р. Для всех хг1’о\/р, £>('Хх) = 0. В самом деле, если x^J, то в силу 
ограниченности функционала D, из равенства D(/.nx) = nD(7.x), верно­
го при всех целых п>0, следует, что £)(Хх) = 0. Далее, для 
х£ Кег р\/Р существуют такие хх, х։£ Кег? и у, yt^J. что х+у= 
= x1+xa-ry1, поэтому D(7X) = D(/.x,+x,) = 0.

Теперь, учитывая то, что Р(ХУ) = П(7Х) для всех у £х, легко ви­
деть, что Л= 2 cxDx, где Cr= D(7-х). Теорема доказана.

Пример. Пусть Го= [х £/?+: х > 1) U (0|. Множеством мини­
мальных элементов для идемпонента ро(ро(0) = 1> Ро (х) = 0> х =/= 0) 
служит отрезок _/₽, = [!, 2), поэтому dim£’P։=co.

Перейдем к описанию точечных дифференцирований на I1 (Го) в 
точках pG Phom Г0\1Ьот Го, в случае, когда Го—максимальная полу­
группа.

Теорема 2.4. Пусть Гп—максимальная полугруппа. Тогда 
для любого р£ Phom Г0\1Ьот Го пространство Ер одномерно.

Доказательство. Пусть D — точечное дифференцирование 
в точке р^_ Phom Г0\1Ьот Го. Так как Го—максимальна, то р=£0, и 
мы можем положить Do= Dp~{. Непосредственно проверяется, что 
Do—аддитивная функция на Го, и обратно, любая аддитивная функ­
ция Т)о на Го задает точечное дифференцирование D — pDa в р. В си­
лу того, что D3 разлагается в сумму Z)o= вещественных адди­
тивных функций Dj, j = l, 2, то для описания пространства /Гр доста­
точно описать вещественные аддитивные функции на Го.

Если 1)0— положительно определенная аддитивная функция на Го, 
то ехр (—Z)o) € Phom Го. Тогда по предложению 1.1., существует та­
кое и > 0, что exp (— Do) =ри, т. е. £>0(х) =— ulnp(x), х£Г0. Та­
ким образом, доказательство теоремы сводится к доказательству по­
ложительности любой вещественнозначной аддитивной функции на 
полугруппе Го.

Если G—максимальная полугруппа в Го, то фактор-полугруппа 
Го/С изоморфна некоторой максимальной полугруппе По в R+.
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С другой стороны, 0 на С. Действительно, так как р = 1 
на б, то Д (х) = Ь(Х։-), х£б, откуда О(Хях) = пО0 (х) при всех х£б 
и л£2+. Справедливость тождества Ой= 0 на б следует из ограни­
ченности функционала £).

Тогда при изоморфизме Г0/б-> /?0, функция О0 перейдет в адди­
тивную функцию Оо на /?0, что позволяет рассматривать Гв как по­
лугруппу в /?+•

Если Го=2+, то равенство О0(п)-- л£)0(1), л^>0, влечет за со­
бой положительность (или отрицательность) Ой.

Пусть Го плотна в /?и.. Допустим, что £)0 не знакопостоянна. 
Тогда для любого х£Г0 с />0(х)>0 существует у^х такой, что 
Р։(у)<0. В противном случае, существует такой х, что £>0 (у) > 0 
при всех у С х, и тогда, в силу того, что для каждого х^>х найдет­
ся такое п > 0,' что г — пх<^х, то Ов (г) = 2)в(х— лх) + 2)0(нх)>0,. 
т. е. £>0— положительно определенная функция, вопреки допущению.

Положим х։ = х — у, тогда £>0 (хк) > £>0 (х). Если теперь, 
Хц •••, хя£Г0 выбраны таким образом, что х^> х^- • •> хя и £>0(х)<^ 
<А(Х1)<—<Д)(хя), то пусть хЛ+,= хЛ —уЛ, где ^„^Ге, такой,, 
что £>0 (уп) < 0. Итак, можно построить последовательность хЛ £ Го,. 
хл|0 такую, что £>0(хл)> Щх) и £>0(хл) < Р0(хл+1) для всех л>1. 
Выберем такую последовательность |х^| с {хЛ|, что пхк -»֊0 при. 

л->-оо. Тогда £>0(лхя )^>лб0(х) и, имея в виду, что р(пх. )=еиЯХ*« -» со 
при л—оо, получаем, что О{7.ПХк^) =р (пхк^ Оп(пхк^ -> оо, при п-*оо> 
что противоречит ограниченности функционала О. Это и доказывает: 
теорему.

§ 3. Автоморфизмы алгебры А (Го)

Пусть а. — произвольный характер группы Г ио — автоморфизм։ 
полугруппы Го. Гомеоморфизм

С->֊а-Соф, Нот Го (3.1)«

назовем вращением „обобщенного диска“ Нот Го.
Очевидно, что непрерывный линейный оператор И на алгебре 

А (Го)» определенный на базисных функциях 7֊х, х£Г0 соотношением
1/Хх = а(х)ХИх), х6Г0, (3.2).

представляет собой автоморфизм алгебры А (Го) и

И/(С)=/(аСоТ),/еД(Г0) • (3.3)-

(так же, как и в § 2, функцию f^A (Го) отождествляем с ее преобра­
зованием Гельфанда).

В данном параграфе покажем, что для широкого класса полу­
групп Го, автоморфизмы алгебры А (Го) исчерпываются вращениями 
Нот Г։, т. е. задаются формулой (3.3).
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Забегая вперед укажем, что таковыми являются полупруппы 
Го, у которых полугруппа идемпотентов Ihorn Го состоит из одного 
нетривиального идемпотента р0 (в частности, все квазимаксимальные 
•полугруппы Го с v(r0) = l, см. предложение 1.2.).

Хорошо известно, что все автоморфизмы диск-алгебры А (Z+) 
порождаются конформными отображениями единичного круга на се­
бя (см., например, [10], стр. 203), где ‘t(x)=e/’ —— функция

1 — х0 *
Мёбиуса, переводящая z0 в 0. В работе Аренса ([2]) приведен при­
мер полугруппы Го, отличной от Z + , для которой автоморфизмы Д.(Г0) 
также не исчерпываются вращениями Нот Го. В качестве такой полу­
группы берется полугруппа Го= ((/и, и) £ Z+ X Z для т = 0, п^-0).

Пусть теперь V—произвольный автоморфизм »алгебры ?Д (Гв) и 
—порожденный им гомеоморфизм компакта Л(Г0) на себя:

<И(С) (*) = (^) С), х6Г0, СС Нош Го. (3.4)
Необходимое условие того, чтобы все автоморфизмы V алгебры 

Д(Г0) индуциировались автоморфизмами полугруппы Га, т. е. задава­
лись формулой (3.3), очевидно, состоит в том, чтобы соответствующие 
им гомеоморфизмы были инвариантными на полугруппе 1ЬотГ0,

(Ihorn Го) с Ihom Го. (3.5)

Как показано Аренсом ([2]) для полугрупп Го, задающих так 
называемый слабый архимедов порядок на группе Г, условие (3.5) яв­
ляется также и достаточным. Напомним, что полугруппа Го задает 
•слабый архимедов порядок на Г, если для каждого х £ Г существует 
гомоморфизм А группы Г• в вещественную ось R такой, что А (х) =/* 0 
и А(у)^>0 для всех у (: Го. Примером может служить любая полу­
группа в Ri, и в частности, любая квазимаксимальная полугруппа Го 
с ^(Го) = 1.

Отметим следующее свойство отображения которым мы неод­
нократно будем пользоваться:

МГ)=Г, (3.6)

•справедливость которого непосредственно следует из того, что груп­

па Г служит границей Шилова алгебры А (Го) (см. [1]).
Теорема 3.1. Пусть полугруппа Го не изоморфна Z+ и 

Ihorn Го =-•[ 1, p0J. Тогда для любого автоморфизма V алгебры Л (Го) 
■существует характер а группы Г к автоморфизм ф полугруппы 
Го такие, что Иух = а (х) X, (Х), х£Г0.

Доказательство. Напомним, что р0 (0) = 1 и р0(х) =0, х՝=/=0. 
Из условия теоремы следует, что для всех положительных характе­
ров р=/=Ро, 1, 0<р(х)<^1 при всех х£Г0. Действительно, допустим, 
что множество Jo = {х £ Го : р (х) = 0} не пусто. Определим характер 

следующим образом: р^0 на /0 и рх= 1 на Го^/о- Поскольку Jo 
■есть собственный идеал в Го, а Го\/о — подполугруппа Го, то pt яв-
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ляется идемпотентом Нот Го> отличным от 1 и р0, что противоречит- 
условию теоремы. Точно так же устанавливается, что р (х) 1 для
всех х£Г0.

Зафиксируем произвольный характер p^.Phom Го, р-#1,р0, и 
определим непрерывное отображение Ф правой полуплоскости 
П = [н + iv £ С : и 0| в компакт Нот Го:

Ф (и 4- iv) = pu*,v, и > 0, v £ R, 

где pu+lv(x)= exp [и + iv) In р (х)], х£Г0. Ниже мы неоднократно бу­
дем пользоваться следующими свойствами этого отображения:

1) образ Ф (iR) — [plv : R] есть подгруппа группы Г;
2) для любого /£Л(Г0) композиция /оф представляет собой ог­

раниченную почти периодическую аналитическую функцию в правой 
полуплоскости (см. [1] или [2]).

Предположим, что задан автоморфизм U. Так как U ~ 0, то- 
£/(1) = 1 (здесь 1 = Zo, где 7.0 (Z) = С (0) = 1, Нот Го).

Пусть х£Го\|О], f=U/x, —ряд Фурье функции /. По­
ложим F = /оф. Покажем, что задача сводится к доказательству не­
равенства F(uj) =/= 0, верного для всех ш = и + го П. В самом деле, 

так как ту(Г) = Г ((3.6)), то )/• (го)] в=г 1 для всех v^R. Если теперь 
//=0 в правой полуплоскости, то по теореме Безиковича (см. [11]), 
F (ш) = се’՝“, где (с| = 1, л < 0. Для членов соответствующих рядов 
имеем '21спр‘ (хя) etJ lnp (4Гл) = се"е՛՛՞, иЦ-го^П. Так как р(х„)>0, 
то, полагая в ней н=0, получим 2}ся eJ (Хл) = cei,v, при всех 
Отсюда необходимо следует, что все сЛ=0, за исключением одного 
сп^= 0, и тогда £/7.х = с'/.жЛ։. Полагая затем а= а(х) и хя<=«р(х), не­
посредственно убеждаемся, что » — характер группы Г, а <р — авто­
морфизм Гп.

Допустим теперь, что F (о>о) = 0 в некоторой точке w0= ио + Il’o- 
Докажем, что в этом случае множество Ф (iR) = \p‘'J : v/?) гомео- 
морфно окружности.

Ограниченная аналитическая почти периодическая в некоторой 
области функция, имеющая нуль, имеет их бесконечно много; пусть 
шЛ, п = 0, 1, 2,------ нуль функции F, шЛ = пя + ivn- Как было показано
в начале доказательства, С(х)=^=0 для всех и х £.Г0, поэтому из 
равенств F(«։„) = 0 следует, что ~и (р ") = p<j при всех п. Учитывая те­
перь биективность получаем, что р 'п=р“°, откуда р"п = ри‘, и, так 
как р (х) < 1 для всех х £ Го, то ия=и0. Окончательно, р'',п= р^для всех 
п, т. е. i(vn—v0) принадлежат ядру Кег Ф — |г'о £ iR : Ф (iv) = 1} вло­

жения Ф : г՜/? -> Г.
Хорошо известно, что любая замкнутая подгруппа группы R есть 

либо (0), либо R, либо изоморфна Z. Поэтому, из того, что Кег Ф есть 
собственная замкнутая подгруппа мнимой оси и i(vn—и0) (Е Кег Ф, заклю­
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чаем, что КегФ = /72, / > 0. Итак, Ф(г"Л?) гомеоморфно /?/2 и, сле­
довательно, гомеоморфна окружности. Для удобства положим / = 2~, 
тогда р2т,= 1, откуда — 1пр(х)£2*. т. е. р (х) =е“‘’-г, где пх^2+.

Полагая теперь р (хя) = е *я, кп£ 2+> получаем Г(ш)-֊'^Спв~1'па=

= 2сяхя Мг)< где «и£П, г — е՜"'. Функция У7 обладает следующи­
ми свойствами:

1) /■ аналитична внутри единичного круга;

2) |Г(я)^1 для г, |я| = 1;
3) ?(₽-"՛•)= 0

(отметим, что для всех тя, е"՝‘п — поскольку ։»я=и0 4՜ ։ия > а V* — 
— и0£2к2). •

Пусть а£Г и а 1. Рассмотрим функцию А", (г)~2
Легко видеть, что она удовлетворяет условиям 1) и 2) и не является 

постоянной, поэтому существует г', |У|<С 1» такая, что Т7։ (я')^0. Это 
означает, что -г (’/’" ) (*)=0> где е՜“'— я'. Кроме того 'и (р“՝(х) = 0, 
поэтому ар“’=р"«, откуда следует, что = р/г"(г>'=1т «'), т. е. 
« = С Ф (//?)• Итак, Ф(,£) — Г. Поскольку Ф(г/?) гомеоморфно 
окружности, группа Г изоморфна 2. Учитывая условия теоремы, зак­
лючаем, что Го является подполугруппой 2^., не изоморфная 2±. По­
скольку в случае Гос2. автоморфизмы А (Го) представляют собой 
вращения единичного круга, то теорема доказана.

В частности, в случае, когда Го—квазимаксимальная полугруп­
па с ч(Г0)=1, автоморфизмы А (Го) исчерпываются вращениями 
„обобщенного диска" Нот Го. Автоморфизмы ? таких полугрупп Го 
имеют вид ® (х) = их, х£Г0, к 0, (причем и = 1, когда в Го есть 
минимальный элемент); поэтому для всех автоморфизмов и алгебры 
Л(Г0), £/2х = а(х)7.ал х^Г0, а £Г.

Замечание 1. Пусть и—автоморфизм алгебры /։(Г0) и "(С)(х) = 
= {и7.х) (С), х£Г0. Определим линейный оператор и на Д(Г0), пола­

гая (£/2.г) СО = т (') (х), х^Г0. Поскольку ЛГд (Г.) = (г,) = Нот Го 
и алгебра /1(Г0) всюду плотна в Л(Г0), то I/ представляет собой 
непрерывный автоморфизм алгебры А (Го). Тогда теорема 3.1 утверж­
дает, что в случае, когда в Нот Го всего лишь один нетривиальный 
идемпотент р0, автоморфизмы алгебры 21(Г0) также исчерпываются 
вращениями „обобщенного диска" Нот Го.

Заметим, что в отличие от алгебры Л(2+), автоморфизмы 
алгебры Z1 (2+) также представляют собой вращения диска (посколь­

10 С Ср
1-СрС

ку гомеоморфизм т имеет вид t(C) = e 1, Й <1, иIQ
t(Q^։(z )=14֊2|Со|, a U — ограниченный оператор, то Со = О, т. е. 

т(С) = е'Ц, см. также, [12], стр. 175).
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Замечание 2. Применяя свойство (3.6) нетрудно показать,, 
что все изометрические автоморфизмы /’ (Го) для произвольной полу­
группы Го индуцируются автоморфизмаии полугруппы Го.

Действительно, пусть автоморфизм Ս алгебры Ր (Го) такой, что 
||£/ZJ-<1 Для всех х£Г0. Пусть U7.x = V сп 7Хд, тогда S|c.,|-С 1. С 

другой стороны, поскольку "У(Г) = Г ((3.6)), то для любого а£Г, 
£сяа(хя)|=1, в частности |2ся| = 1 (a = 1). Тогда Щ с„| =£ |с„', 
откуда arg с„ const = 0, т. е. ся = гяе'։ при всех и. Из тех же со­
ображений arg а (x„) = const, так как |V г„ а (х„) =1 = շ г„=^ |г„а(хя)|, 
т. е. а(хя) = а(х։) при всех п- Поскольку последнее тождество верно 
для всех « 6 Г, хп — хг при всех п и, следовательно, U7x=et* 7.Xl.
Ереванский государственный

университет Поступила 12. IX. 198>

Լ. Մ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ. Ընդհւսնրացված անալիտիկ ֆունկցիաների հւււնրահաշիվների վրա 
կետային դիֆերենցումների Լ ավւոոմորֆիզմների որոշ ճատկությոլններլւ (ամփոփամ)՝ 

/
Г խմբի մեջ ներդրված Гд, միավորով ադիտիվ արել յան կիսախմրերի համար հետա֊ 

գոտվում են այդ կիսախմբ երով ծնված ընդհանրացված անայիտիկ ֆունկցիաների հանրահա- 
շրվների որոշ հատկությունները!

ներմուծվում է կիսախմրերի հատուկ տիպ ( բվագիմ ա բսիմալ) և այդ տիպի կիսախմրերի 
համար տրվում է Z1 (Гд) բանախյան հանրահաշվի մաքսիմալ իդեայների տարածության նկարա- 
դրությունը/

Կամայական Го մաքսիմալ կիսախմրերի համար նկարադրվում են I1 (Го) հանրահաշվի 
կետային դիֆերենցումները։ Ի (Го) հանրահաշվի կետային դիֆերենցումները Нот Го 
սախմբի իդեմպոտենտներում նկարադրվում են կամայական Гд կիսախմրերի համար։

Կիսախմրերի լայն դասի համար (որը ընդդրկում է նաև քվադիմաքսիմալնեըր) նկարա֊

դրվում են Г խմբի բնութագրերի կոմպակտ Г խմբի վրա Г խմբի 7>յք (х £ Го) բնութագրերով 
ծնված A (Гд) հանրահաշվի բոլոր ավտոմորֆիզմներրւ Ապացուցվում է, որ А (Гд) հանրահաշվի 
Ս ավտոմ որֆիգմները ծնվում են Го կիսախմ բի '3 ավտո մորֆիզմներովւ

£/ Z, = Я (x) (х), X 6 Го, 
որանդ а -Ъ Г խմբի ցանկացած բնութագիր խ

L. М. HAKOPIAN. Some properties of point differentiations and automorphisms 
on algebras of generalized analytic functions (summary)

Some properties of algebras of generalized analytic functions generated by 
additive abelian semigroups Го which can be included in some group Г are investiga­
ted. We introduce the special type of so called quasimaximal semigroups and for 
them we describe maximal ideal's space of Banach algebra /](Г0). For every maxi՜ 
mal semigroup Го we describe point differentiations on algebra Р(Г0). Point diffe­
rentiations on Z1 (Го) in idempotents of semigroups Hom Ги we describe for arbitrary 
semigroups Го. For a large class of semigroups (which includes quasimaxi- 
mals) we describe automorphisms of the uniform algebra Л(Г0) on the dual compact 
group Г generated by characters 7.x of Г, for x£F0. We prove that the automorp­
hism U of А (Го) is induced by the automorphism <p of the semigroup Го

£/Хх = а(х)Х?(х),
where a is an arbitrary character of Г.
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А. А. СААРЯН

ОБОБЩЕННАЯ ФОРМУЛА АБЕЛЯ-ПЛАНА.
ПРИЛОЖЕНИЯ К ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ФУНКЦИЯМ

В последние годы в теории квантованных полей появились интересные 
применения формулы суммирования Абеля-Плана [1]. В работе [2] с по­
мощью этой формулы проведена регуляризация тензора энергии-импульса 
скалярного поля в различных фридмановских моделях Вселенной. Позднее 
формула Абеля-Плана применялась также к вычислению вакуумного сред­
него тензора энергии-импульса квантованных полей в различных полных 
и неполных многообразиях (эффект Казимира). С сс помощью легко до­
казывается независимость результатов расчета от известного произвола, 
существующего в процедуре перенормировки наблюдаемых величин. Срав­
нительно подробное изложение этих вопросов можно найти в [3].

В ряде граничных задач математической физики приходится рассмат­
ривать суммы по нулям заданной функции. Еще Фурье в своих исследо­
ваниях по теории теплопроводности пришел к необходимости рассматри­

вать ряды вида У akJ0(jkx), где jk— положительные корни функции 
Л-1

J„ (z) [4]. Аналогичные выражения, но содержащие квадраты функций 
Бесселя, возникают в связи с эффектом Казимира для идеально проводя­
щей сферы в квантовой теории поля. Обычная формула Абеля-Плана от­
носится к рядам по нулям функции sin nz и в указанных случаях неприме­
нима. Ниже приводится обобщение этой формулы для сумм по нулям за­
данной функции.

§ 1. Обобщенная формула Абеля—Плана

Пусть функции /(z) и g(z) мероморфны в полуплоскости Re£>0. 
Через z? к н zg к обозначим полюсы, соответственно /(z) и g(z) в 
этой области, расположенные в порядке |z, *| < |г, к +1[, i=f, g. Пред­
положим сначала, что Imzy t=/= 0 (см. замечание к теореме 1.1).

Теорема 1.1. Если функции f (г) и g (г) удовлетворяют условиям

lim I [g (z) + a/(z)]dz = 0, a= — 1, 1, (1.1)
ъ — 1

где Сь — верхняя (нижняя) половина правой полуокружности 
радиуса b с центром в точке z = 0, то имеет место формула
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|/(х)«/х = ֊/1 V Кез #(.։)+ У а Кез /(г)
I * 2—*4Г. * а, к а1т*/.к>а

О 
1а-

+ ֊£ а [ [£(--)+а/(=)]*г. 
и 

О

(1-2)

Здесь предполагается, что интеграл в левой части существует, а воз­
можные особенности на .мнимой оси должны обходиться малыми полу­
окружностями в правой полуплоскости.

Доказательство. Рассмотрим контур С, состоящий из С%, С^՜1 
и прямолинейного отрезка [—1Ь, (возможные особенности на мнимой
оси обходятся справа). Согласно теореме о вычетах

§ (г) = 2 к/ У Кез § (х), (1.3)-

где в правой части суммирование проводится по полюсам, находящимся 
внутри контура С. Пусть С1 и С՜1— верхняя и нижняя половины этого кон­
тура. Тогда имеем

с

2 8 (:)<!* = У [я (г) + а/(г)] (1г —а I /(г) аг >
а . и . Л

Са с® с°
а=-1, 1.

По той же теореме о вычетах

У а I /(г)б/х-|-2 I /(.г)<1х = 2 "г У а Кез /(х).
а о J а а 1т гд ^ >0

С и
Далее

1аЬ
У [^(г)4֊а/(х)]</г= [# (г) + а/(г)] </г — а | [я (-=) + а/(*)] <*г. 

С о

Учитывая эти соотношения и перейдя в (1.3) к пределу при Ь —»֊ оо, с уче­
том (1.1) приходим к формуле (1.2).

Замечание. Нетрудно показать, что формула (1.2) остается в си­
ле и при наличии у функции [ (г) полюсов на вещественной оси в области 
Ке 2 > 0, если главная часть лорановского разложения { (з) в окрестности 
этих полюсов не содержит четных степеней. В этом случае в левой части

ОО
формулы (1.2) под ^у(х)с(х понимается главное значение этого инте- 

и
грала, которое существует в силу вышесказанного. Далее всюду в ОО
(1.2) будем записывать интеграл р. V. /(х)</х, полагая, что он су- 

о 
ществует в смысле главного значения.
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Формулу (1.2) мы будем называть обобщенной формулой Абеля- 
Плана, поскольку когда я (г) = —!/(*) и и/ (г)— аналитическая фун­
кция, из неё получается обычная формула Абеля—Плана |1, 3]. Под­
ставив в (1.2) #(*) = — (г) получаем формулу суммирования
по целочисленным значениям аналитической функции з(г)..

§ 2. Суммирование по нулям функции А}■, (г) Вг/, (х)

Рассмотрим приложения общих формул к цилиндрическим функциям. 
Для упрощения записи последующих формул удобно ввести обозначение

7{1)=аг- ы + ВгРЫ, (2.1)

где Р (г)—произвольная функция, штрих означает производную по аргу­
менту функции и, наконец, А и В—наперед заданные произвольные веще­
ственные числа. Функцию ё (г) в обобщенной формуле Абеля-Плаиа 
(1.2) выберем в виде

я(2) = г/(2)^-^-,՜ (2.2)
У» (*)

где 1 ,(г) и У, (г) —функции Бесселя и Неймана. Для суммы и разности 
имеем

Я(х)4-а/(д) = а/(2)Д^-» а —— 1, 1.

Здесь М(1>, Я,С-1) = Я?21 (такое обозначение оказывается удобным) — 
функции Бесселя третьего рода (функции Ханкеля). Используя асимптоти­
ческие формулы для бесселевых функций при фиксированном V и |г| —«֊ оо 
(см., например, [5]), можно убедиться, что условия (1.1) выполняются, 
если } (г) удовлетворяет одному из неравенств

Мр2 М
1/(-)| < з(х)еГМ Или '/(г)|< —— при ]г|-*а՝, г=х+ць (2.3)

I2!
где с«\2, а > 1, е (х) -> 0 при х—* + оо.

Обозначим через 1«/=0 (Л = 1, 2, 3,-• •, ]л, *-ц|) корни
функции (г) в правой полуплоскости (если существуют нули на мни­
мой оси, то будем брать только с положительной мнимой частью). 
Все они простые, Отметим, что при действительных ч — 1 функция 

(г) имеет лишь вещественные нули, за исключением случая 
А) В ֊Н < О, когда имеются два чисто мнимых нуля [4, б]. Отсюда 
с помошью вронскиана , К,] = 2/кд находим

------г>г/(х,..) ------
»>+։’.* /.'(>...)]

9
э-—Л.*/(Ч*). (2.4)

к
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Интеграл в правой части формулы (1.2) можно записать в виде

£ • (2.5)
;,(т)

где особенности на мнимой оси (включая точку 2 = 0) обходятся справа. 
Рассмотрим два случая.

а).. Допустим, что I (г) не имеет особенностей на мнимой оси (кроме, 
быть может, 2 = 0) и

/ (ге։<) = — е2”',/(г) Ь о (г3 ), при г —О (2.6)

7 А сХ'Ы
2 Д Т->> — I /(х)Ле = — /,(х) [е ”'7(хе’,-'2) +

“ • о и

(в частности.это условие выполняется если / (г) = о (г3)). Здесь л

□ (2|Ке*| —1, если V —целоер = г
I Не՝*4֊|Ке*| — 1. если * — нецелое.

В этом случае для значений V, при которых /, (г) не имеет чисто мнимых 
корней, интеграл (2.5) можно представить в виде

— Г б’֊} [е- /(хе',/2) + е”=‘ /(хе֊^ )] Фх + 
"о’

+ (з-7)
а и Л (г)

где Т* и 7՜1 — верхняя и нижняя половины полуокружности радиуса р, 
лежащей в .правой полуплоскости с центром в 2 = 0, которые обходятся 
в положительном направлении относительно этой точки. В первом интегра­
ле вместо обычных функций Бесселя введены модифицированные функции 
Бесселя [5]. Из условия (2.6) следует, что

,,Л) . й'2’^) . , п
/ (*) . х =/ (*1) —Г о (я ։), я։= яе"я'.

У՝ (г) ]- («1)

Исходя из этого нетрудно показать, что при р ֊> 0

2« [/(г) Л = -кКез [/(я) АИ] . (2.8)

а Л /»(г)
тр

С помощью (1.2), (2.7), (2.8) получаем
Следствие 2.1. Если [ (г)—однозначная аналитическая функция 

в полуплоскости (с возможной точкой ветвления 2 = 0) кроме
полюсов ги удовлетворяет условиям (2.3) и 
(2.6), то для таких у, когда не имеет чисто мнимых кор­
ней, справедлива формула

■5—154
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+ e"7(xe-’!'/։)]rfx-r1,[/W] J^)/(z)1 (2։9>

где введено обозначение
Tj<"1 

n.[/(z)]=K/S a Res
a. к alm ։*>0 J, (z)

-«S Res /(z) , a = - 1, 1. (2.10}
Ar Im Гд==0 J(z)

6) . Пусть теперь функция f (z) удовлетворяет условию.

f(xe*,2)=- e2^f(Xe-U/2). (2.11}

В частности, если f (z) имеет чисто мнимые полюсы, то они комплексно 
сопряженные: ± iyk, ук > 0. G помощью (2.11) интеграл в правой части 
формулы (1.2) можно записать в виде

Г

S 4 / dz՝ a* = 0, iyk՝ )֊’-*; arg \*=r-/2՛«•* J J- (z)
Cp(aa4)

где Ср(+0) = т։, Ср(— 0) = 7֊1 (см. (2.7)), а контур Сг (й) (Г =/= 0} 
есть полуокружность радиуса р в правой полуплоскости с центром в- 
точке Н и с направлением обхода против часовой стрелки. Здесь уч­
тено также, что чисто мнимые корни функции /, (г) являются комп 
лексно сопряженными, поскольку ]■, (ге'1) = е'тЛ (г)՛ и что согласно- 
(2.11)

поэтому интегралы в правой части (1.2) по прямолинейным отрезкам вдоль 
верхней и нижней частей мнимой оси попарно сократятся. Из (2.12) сле­
дует равенство

X f / (г) (z) dz = 2 к/ Res f(z) ~(g)֊ , (2.13)
* J ; Л(*) J>(z)

Cp(a«A)

где i։arg\ к/2. Если теперь учесть (2.8) то получим
Следствие 2.2. Пусть f (z)—мероморфная функция в, правой 

полуплоскости (кроме возможной точки ветвления. 2 = 0) с. полюсами 
zk, Re zt^>0 и +iyk, Ук^>0, Л = 1,2, 3,- • -(=^ X, p). Если эта функ­
ция удовлетворяет (2.3) и (2.11), то

2 У Г.л/(кя)-р.«. l7(x)dx=-^ X 

о

X S (2-4)Res/(z)-;-֊^~r։.[/(c)]: (2.14>
Чд-u, lyk t=Ti k (г)
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Напомним, что согласно предположению интегралы в левых частях (2.9) 
и (2.14) должны существовать.

Из (2.14). при В = 0, например, получаем [7]

2 J 
о

= > 0 < t <1, Ren, Re’i
2՛ 1 Г (jx-j-l)

Если в формуле (2.14) функцию f (z) выбрать в виде

— 1.

так чтобы сумма по нулям (г) обратилась в нуль, то можно 
полезную формулу для вычисления интегралов, содержащих

(2.15)

получить 
функцию

(2). Условия (2.3) и (2.11) для функции В (г) запишутся в виде
Л/е1у1

. | Р(я)| < (х) еС։ И или |/?(х)|< —— при |я|֊><х։, (2.16)
кг

Сх< 1 > (х) = о (х1 2՜ гво) при х -♦ оо, ах> 3/2 — ово,

{■ (хе<//2) = - е”' Г (хе-'//2). (2.17)

Здесь и далее овв==1 при В = В' и одв՛ = О при В=/=В'. Таким об­
разом, для функций, удовлетворяющих (2.16) и (2.17), верна формула 

сю
р. V. у Г(х)7.(х)^х = г։,[Г(я)7,(х)] + 

о

+ ^- 2 (2֊Зог.4)НезН,П)(я)Г(г), (2.18)
2 ч*-*. ‘у к г-г.к

где гк, Кег^^О и ±.!՝ук, Ук^>0 — полюсы функции Р(г), а г1։ опре­

деляется формулой (2.10). Когда /г(д) = я’+1 Е(г), Р(гх)=Г(—1х), а 

/’(?) — аналитическая в правой полуплоскости функция, получаем

х’+1/(х)7(х)</х = 0.

Этот результат при В = 0 был получен в [8].
Введем функционал

■Ä,m[G(z)]sp. V. (z) dz, (2.19)

■Где гп-целое число. С помощью (2.18) легко убедиться в справедливости 
-следующих результатов:
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Л,я.[Г1(г)] = Л(,02[Лх(г)] =

_ ( — к (J/rf’)2m [г* У» (z) (z)];=o/2 (2m)!, при m > О

О при m < О,

Л,™ Г| = ка’-’"-2 Y, (а) л (а)/2 + А‘°2[ -АЦ- 
| z3 — a2 J I х — а-

, а^>0, 

(2.20>

А- —Т °’՜” "[ л м F'w~
_ (_])« . 2. л; (а) (/«)] + Л<2 [ -АЦг 

Я I г* - а'
и т. д. Здесь (?) — аналитическая в правой полуплоскости функция,. 
F1(xeкll՚i) = /:l(֊xe~*,,2) и /■’(0)^0. Для обеспечения’сходимости инте­
грала (2.19) в начале '.координат необходимо потребовать, чтобы в 
(2.20) Ие*^>т. В качестве /’х(г), например, можно выбрать следую­
щие функции:

П (гЧ-г*)-՛1''2/,,,^ V zs4-z|), Re v < у Re pt+-2m+(n+l)/2—8и+8до». 
1-1 1-1

z~2n П [1 — Jo (6/z)], Re n 2 (m n) + 1/2 +• одо — 8м,

______  p.21>
П (z2+(bty z*+zj), Rev < 2 m —

— У Hz+ (n + l)/2—8m + Ser, pz^>0— полуцелые числа, 
z-i

fl Uv-i+kt (otz) J'pz - У|х/+*։(а^) Jv.t 
1—1 

я
c= У |a; — 6J ֊< 1, kt — целые числа, 

г-i

Rev<2m4֊n — £|£/ + 1/2+ оде — 8rt, a։, Repz>0 
1-1

(при Rei4<0 ki > |Re p-z|)>
а также любые их произведения (при соответствующих условиях на. 

п
постоянные). Здесь 6=V 6/, 6z>0, n = l, 2, 3,•••, Rev}>m. В

Z«“l
(2.21) рядом с функциями выписаны условия, при которых справедлива 
первая из формул в (2.20). Условия применимости II и III формул (2.20) 
к функциям (2.21) получаются из неравенств для Rev, приведенных в- 
(2.21), если к их правым частям прибавить 2 и 4, .соответственно.

Рассмотрим приложения полученных формул к рядам вида.

2 V'» *) Jv. kСледующая теорема позволяет просуммировать-

довольно широкий класс таких рядов.
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Теорема 2.1. Если функция Р (г) мероморфна в полуплоско­
сти Ке(х)>0 (кроме, быть может, точки г = 0) с полюсами 
гк, Кег4>0 и ± г'ук, ук> 0 (=/=>•, () удовлетворяет условию

Е (хе՜''2) = (- 1)т+1 е”‘Г (хе՜*“2) (2.22)

(т—целое число) и одному из неравенств

F(z)l < eiW е° ,У| или |Г(г)| < Мв ՝■- при >;֊>■ со, (2.23)

где а <С min (t, 2 — t) = а0, то верна формула

2 ‘ Л. */=•(>„, А)/,+„(/.„*#) = 

к-1

= А £ (2֊-8о„4)Ке5[Л+т(^)К(с)-Г,+ т(^)7;(г)]^.
4 г։к~0, гк к-^к }•,{*) у

(2.24
Она непосредственно вытекает из (2.14), если положить/(г)=/?(г)у,+ т(г/), 
а для вычисления интеграла в левой части воспользоваться (2.18). Из вы­
ражений, выведенных в этом параграфе, можно получить формулы сумми­
рования по нулям функции/, (г) (в частности для рядов Фурье-Бесселя), 
положив В = 0.

Замечание. Равенство (2.24) можно получить также, если рас­
смотреть интеграл

тЦ Г [К (г) /, р п Ы) - (г) т (х/)] Д4 бг,
2 3 Л (г)

с
где С тот же контур, что и в (1.3), а чисто мнимые полюсы функций Е (г), 
1/А (г) и начало координат обходятся по малым полуокружностям в пра­
вой полуплоскости, и воспользоваться при этом теоремой Коши ’о вычетах.

Из (2.24) при тп = 0, Е(г) (гх)/(ха—а’), В = 0 имеем

»—1

ЛР..Их)Л(ЧН) = _к_ л (ах) 
(Х?,*-а*) Д։(ХО) 4 /,(а) [/, (at) У, (а) ֊

- У, (а/)/,(а)], 0 < 1. - (2.25)
Отметим, что приведенное в [7] выражение для суммы этого ряда при 
? = а не совпадает с (2.25).

Если выполнено условие (2.23), то в (2.24) в качестве Е (г) можно 
выбрать функции (2.21), умноженные на гТ, 7 = у + т — 2р —1(р—це 
лое число), а также любые произведения этих функций между собой 

Л
ис П (г։ — с])~л/. Например, имеют место следующие формулы сум- 

/«1
мирования, которые в литературе, по-ви димом у, не рассматривались, 
(ниже В=0, т. е. /,().,. *)=0)

2 П [/», («, X.,) У.н (Ь, >. ,) - Г., <«,,) л, (Ь, \ ,>] -

п I |Х; а\1
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0< I < 1, са 2 !«։ - >|| < < <1. о։. Ь1> 0, Ие р( > О, 
/-1

Ее * < п + 3/2 — ог/, 

/»+>(®^>.*)У»*) пи I (ь ՝։ м 4УА,(Ч~".° Л(‘"-*)|՜

~ </*' (1՜՜ **2- П Ь\ а+ У 1, а/։6,>0, 
4Л+։Л*+1)Г '֊’ &

Л /»+1 (а^<, *)*) г /,. к

= “+. 4тТ-/’+»(ао)[^(а)Л(а0֊Л(а) Г, (а/)], 
4аи,+1 УД а)

о + Ь ■?֊/ I -С 1, о, 6^0, Яе р — 7/2 4՜ й»+ь. ь 

и т. д. Все известные нам ряды по нулям функции /, (г) (см., например, 
[4, 6, 7]) являются частными случаями полученных формул.

§ 3. Интегралы, содержащие цилиндрические функции

Ниже с помощью обобщенной формулы Абеля-Плана мы вычислим 
ряд интегралов, содержащих цилиндрические функции. Пусть функция 
F (z) при arg z = п/2 удовлетворяет условию

F(ze"r4) = ֊ e“tt'/= (д), (3.1)

где X—некоторое число. В формуле (1.2) в качестве функций / (z) и g (z) 
выберем

/(z) = F(z) [/, (z)cos3-f- У, (z) sin о],

g (z) = — iF(z) [/, (z) sin 8 — Y, (z) cos 8], о = (>.—v) n/2. (3.2)

Их сумма и разность равны

g(z) + a/(zj = a/y?)(z)f(z)e-'6“, a = -l, 1.

При таком выборе исходных функций интеграл в правой части (1.2) равен

к։ S (l֊8o.t/2)ResZ/.(։,(z)F(z)e-'ä,

где ± iyt, у4^>0, как и прежде, чисто мнимые полюсы функции F(z). 
Теперь из (1.2) получаем

Следствие 3.1. Если функция F(z) мероморфна в Rez>0 
(кроме, быть может, z — 0) с полюсами zk, Rez^^O, ± iyk, ук > 0 
и удовлетворяет условиям (2.16) (В=0), (3.1), то верна формула

А[Л (z>] = p. V. F (л) [/, (x)cosu + У,.(х) sin 8] dx =
Ü

= r,i j У a Res: (z) F(z) e՜'^- i У Res [/, (z) sin 8 -
I «, k nlrazjt>u T 1DI »A-0
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-}'(z)cos8]?(z) + 2 (1 —8о,*/2)Я,<։)и)^ (г)е-'Ч. (3.3)
г,*-0. /ул J

где предполагается, что интеграл в левой части 'существует, а 
о — (л — v) к/2.

В частности, отсюда при 6 =itn, л = 0, 1, 2,•••, вытекает фор­
мула (2.18) при 5 = 0. Из (3.3) следует, что [4, 7]

Г —֊ П /(X, (Ь,х) [/, (х) cos г + Y, (х) sin 8] dx =
J х’ + г i-i

= -zf-2K, (г) fl k,(b,z), 
i-г

8 — (p + p, — 'Л n/2, 2Rep<n + 7 — 8ftp b =. £ bt < 1, bt 0, 
X i /

|Re >| < Re p -r S Re н •
Если 8 пл, то для аналитической в Rez^>0 функции 5(z) с по­
мощью формулы (3.3) получаем

A[F(z)] = 0,
В, [F(z)lz2— а’)] =■ к F (а) [_Д (а) sin 8 — У, (а) cos 8]/2, а > 0,

(3.4>

В. [ ™ I = -1_ (ЛЛ’ IFM I
I (z* —с։)р+։ | 2p+1pl \zdz) I z Jx_f

Из первой формулы, в частности, при 8 = ~ (п 4֊ 1/2), 5(г)= г’/71(х)> 
(гх) = /։ ( —/х) имеем [8]

со

| (х) (х) = 0-

о
В качестве-5(х) в (3.4) можно выбрать функции

г₽֊’ п (*։+ >֊=р, ^е VI < Ие р < У) Re «, +
/-1

+ (к + 3)/2-Вм, (3.5>

г₽_1 П[1-/о(6,г)], X = р, ^е՝») — 2п<^ер<3/2 — 8дь 
1-1

гР՜1 П [/^ + ».(0^) УИ1(6,г)— У^+л, (а,г)(6,։)],

>- = Р+2 с^^|а(_6,|<1,
1-1 1-1

а(>0, ^е V 4- V 1^1 р<п+3/2—8Й, Re ^>0 (при Re |« )
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■и любые их произведения (кг — целые числа). Здесь 6л>0,
В (3.5) выписаны достаточные условия, при выполнении которых имеет 
место первая из формул (3.4). Аналогичные условия для II и III формул 
(3.4) отличаются от приведенных в (3.5) наличием в правых частях нера­
венств для Rep дополнительных слагаемых 2, 2 (рЧ-1), соответственно.

Рассмотрим теперь интегралы, содержащие функцию /, (г) УД).я)— 
— В обобщенной формуле Абеля—Плана положим

г! \ 1 V _ F(r\ а (~\  ‘ V F( п 11------ *’ *’ <3'6)

Я$-” = Н?\ Для определенности рассмотрим случай >. 1 (при ). <4
выражение для g (z) нужно выбрать с обратным знаком). Для вы­
полнения условий (1.1) достаточно потребовать, чтобы функция F(z) 
удовлетворяла одному из неравенств

|F (z)| < е (х) ее ,у|, с < Л —1 или \F (г) < ------------• |г| — со (3.7)
И*

(s(x) и а те же, что и в (2.3)). Тогда из (1.2) следует, что для ме­
роморфной в Res> 0 функции /(г) с полюсами z4, Rezt>0 имеет 
место формула

[F(z)] = р. v. | (х) Л()х) •—/Д/.х) У,(х) Л (х) dx —
Ь /?(х)+У’(х)

/воэ

<3-8՛
и ’ ՝ '

где введено обозначение
[F«] =• £ Res f Ы + ֊5 X Res Г^,(֊! + 

а, ° Г7-, (z) 2 к Im гк-0 Н, (z)

(3.9) 
ЛЛ (z) J

а в интеграле правой части особенности на мнимой оси (включая точку 
z = 0) обходятся в правой полуплоскости. Таким образом, можно сформу­
лировать следующие утверждения.

Следствие 3.2. Если функция F (z) мероморфна при Ее z >0 
(кроме, быть может, z=0) с полюсами zkt Rezt^>0 и ± iyk, yt^>0> 

удовлетворяет одному из неравенств (3.7) и условию

F(xerl12) -= - F(Xe-'12), (3.10

jno для значений ՝>, при которых (z) (A/'՜'(z)l не имеет нулей 
в квадранте 0<. ^/2 (—к/2 < argz < 0), имеет место формула

Cpd/-(z)]=rs[f(z)H-^֊ S (2-г^) Res^j^ F(z), (3.11) 
2 ч-֊.'.՝* ' (z)

{предполагается, что в левой части интеграл существует).
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Действительно, из условия (3.10) находим

/4։,0х) с։ ч , „ ч
НГ>(х) *1՜՜“ (ЗЛ2>

и что если Р (г) имеет чисто мнимые полюсы, то они комплексно сопря­
женные: ± 1ул, Цк> 0. Следовательно, интеграл в правой части (3.8) мож­
но представить в виде

V Г г / \ Рх) , _Л]
Ср «”*>

(о контурах Ср (аа*) см. выше). Воспользовавшись (3.12) и тем, что в 
(3.11) интеграл сходится в нуле, получаем

V [’ г / ч Н^Ог) . /о > ч - г> ^4^ \ /о чох
]е л“(2-**)я ?"й!Ты г(։)- (ЗЛЗ>

Ср (оор
откуда с помощью (3.8) приходим к формуле (3.11). Отметим, что вычет 
в точке 2 = 0 можно записать также в виде

Кез 
/=0

д2) =Кез Л(МА(*)4-^МГ,(г)
Я?’(я) х-о /?(;)+ У? (я) Г(я).

Все известные нам интегралы вида (3.11) (см. [7, 9]) являются частными 
случаями этой формулы. Например, из нее при соответствующем выборе- 
Р(г) находим [9]

Г /(^)21к).[7,(х) У,+։(л'х)-7,и(к'х) У,(х)]</х =
л У>(х)+У,(х) о

= -!/().’)?+1), ).'<).
Х_’)А',+1, Г>к.

« •
где Ке*^>— 1. Если в качестве функции Г {г) выбрать я2от+։/(г2-Ь а2)» 
г1'" 1 1/(я։— с3), то при р = V и целых значениях т^-0 получаем

Г Л(х) Г, ()-х) - Л(Хх) У,(х) х2т-^х =
3 А*)+У2(х) х2+а2
О

= (— 1)'па'п—- К՝№>, Rea>O, >.>1, 
1 ’ 2 /Г, (а)

Г Л (х) Г, 0-х) - ЛО-х) К(х) хд+1 ах 
]. / (х) + У2 (х) х’-с*

. о
_2« Л(с)Л(М+У»(с)УЛМ с>0 Х>1 

2 У2(с)+У?(с)

.Частные случаи этих формул при V = т = 0 приведены в [9]. В (3.11^ 
вместо Г (г) можно выбрать функции (3.5) (при соответствующих уело- 
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виях на постоянные, см. неравенства (3.7)), гдер = (i — v — 2т (т—це­
лое число), а также произведения этих функций между собой и с

П(г’ —с2)՜4'. Например
J-1

7./.(»> г.(М-Л<^> г-(<) п (хЧ-г;)-’"’л,(»Х7ч^)֊=
J /;(х) 4- Г, (*) х
о

= П zi v‘
2>'

Re v > О, b = S b z-C >•—1» bi >0, Re zz J>0, У Re pz + n/2 4՜ 1 > 34։ K _r 
i

Следствие 3.3. Пусть функция F (z) мероморфна в правой 
полуплоскости (кроме, быть может, z=0) с полюсами zk, Rez4^> 0, 
у довлетворяет условию

F (ze'>) = — «* F (г) + о (Z՝R* ■‘i-lReM-i), z

и одному из неравенств (3.7). Тогда для значений ՝>, при которых 
НУ‘ (z) (H^(z), не имеет корней в 0 -С argz < it/2 (—к/2 argz -< 0)J 
верна формула

Q, [F(z)]~r։[F(z)l 4- A. f F(xe<//»)+
2 J л, (x) 

. и

+ e«1՜ " ',n F (xe~ ։,/2l dx + -1 Res F(z), X > 1, (3.14)
2 a-o H, ՛ (z)

■если интеграл в левой части существует (определение C^^fz) 
см. (3.8)).

Оно непосредственно вытекает из (3.8) и (3.13) с ак = 0. С помощью 
-(3.14), например, получаем

сЛпЛ,^)] =cos(v-p+£ flZv.l(blx)dx,
Lz-i J i 2 J л» (x) z-j

՛ о

2Rep,-|- |Rev|>|Repl — 1, b=^ bt<A— 1, 6,>0, п>23*.x-i- 
l i

Подобные формулы особенно удобны для численного расчета интегралов 
в их левых частях, так как подынтегральная функция в правой части на 
бесконечности не осциллирует и экспоненциально мала.

Я признателен Г. С. Саакяну и Л. Ш. Григоряну за интерес к работе 
и ценные обсуждения, а также участникам семинара кафедры высшей ма­
тематики и математической физики Ереванского государственного универ­
ситета за обсуждения конечных результатов работы.

Ереванский государственный
университет Поступила 8. V. 1986
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Ա. Ա. 111ԱԱՐՅԱՆ. Աբել-Պյանայի ընդհանրացված բանաձևը: Կիրառություններ զլանային 
ֆունկցիաների նկատմամբ (ամփոփումJ

Ապացուցվում է թեորեմ, որը ընդհանրացնում է Աբել-Պէանայի հայտնի գումարման բանաձևը։ 
Բերված են նրա կիրաոությունները գլանային ֆունկցիաների նկատմամբ՝ Ստացված են գումար֊ 
ման րա՚Աաձևեր Բեսսելի ֆունկցիաների զրոներով շարքերի համար և բանաձևեր գլանային ֆոլնկ֊ 
ցիան եր պարունակող որոյ ինտեգրալներ հաշվելու համար։ Դրանց օգնությամբ հաշվված է 
ինտեգրալների ու շարքերի լայն գաս։

A- A- SAHARIAN. Abel—Plana’e generalized formula. Application* 
to cylindrical function* (summary)

A theorem generalizing the well known Abel— Plana's summation formula is 
proved and applied to cylindrical functions. Summation formulas for series by zeros 
of the Bessel functions are derived. By these formulas a broad class of sums and 
integrals is calculated.
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В. В. АРУТЮНЯН

О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОЗНАЧНЫХ 
ВЕТВЕЙ ФУНКЦИЙ МИНИМАЛЕЙ В ГЛАДКИХ 

ПАРАМЕТРИЗОВАННЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ

Введение ■ •

Параметризованным задачам оптимизации было посвящено большое 
количество работ. Были изучены как функции минимума [2], [4], так и 
функции минималей [5]. Дифференциальные свойства функций минимума 
изучаются в основном для определения таких свойств фиксированниой за­
дачи, как стабильность, стойкость (calmness, [4]). В [4] Ф. Кларком с 
помощью этих понятий доказывается, что почти все задачи одного класса 
задач математического программирования нормальные. В [2] В. В. Берес­
невым и Б. Н. Пшеничным изучение дифференциальных свойств функции 
минимума ведется более явно, выводятся условия дифференцируемости 
этих функций. В [5] К. Малановским ведется изучение параметризован­
ных задач оптимального управления с помощью квадратичных аппроксима­
ций— такие же аппроксимации для более общего класса задач использу­
ются в § 2 настоящей работы.

§ 3 работы посвящен изучению многозначных отображений — вводят­
ся понятия функций однозначных ветвей и производных многозначных ото­
бражений, с помощью которых «фиксируются» эти отображения и общая 
задача параметризованной оптимизации приводится к задаче с фиксирован­
ными ограничениями. Ранее принципы изучения этих отображений были 
другие — в частности, Б. Н. Пшеничным [2], [3] был построен эффектив­
ный аппарат для изучения выпуклых многозначных отображений, а 
С. М. Асеев [6] с помощью ослабления требований линейности распро­
странил на многозначные отображения обычные понятия производной и 
дифференциала. В настоящей работе многозначные отображения характе­
ризуются с помощью некоторого множества — основания и некоторой 
функции, отображающей это основание на все элементы (множества) дан­
ного отображения. Вопрос существования такой функции остается откры­
тым, однако примеры § 3 и § 4 показывают, что в некоторых случаях мож­
но найти такие функции.

§ 1. Основные определения и обозначения
Пусть X, У—банаховы пространства, X*, К* —им сопряженные, 

В {X, У)—банахово пространство всех линейных непрерывных операто“ 
ров из X в У. При LkB(X, У), х^Хчерез -Lx обозначим образ точ­
ки х при отображении L. Пространство В (X, X*) изометрически изо­
морфно пространству (А*)2 [1] и поэтому при В(X, X*) и xlf xt^X 
вместо <^£х1։ х2^> будем писать L [х1։ х2]. Через Вг(х) обозначим 
замкнутый шар радиуса г с центром х.
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В дальнейшем без ссылки на это будем пользоваться следующей тео­
ремой о смешанных производных [1].

Если U<=.X—открытое множество, f'.U^X имеет вторую произ­

водную в точке х £ U, то для всех х\ б-X

ГМ ll-fWft г].

Всюду в дальнейшем производные понимаются в смысле Фреше.
Пусть АГ—банахово пространство, А сX. Совокупность непрерыв­

ных функций f: А -+■ R, Лх: А -> X*,- ■ •, А„ : А — (Х*)п назовем функ­

цией из класса Кп(А), если существует функция U С"(2), где объ- 
* □

единение берется по всем открытым множествам 2, содержащим А, 

такая, что при х £ A f (х) =/(х), Лх (л) =/' (х),- • •, А„(х)=/(՞’ (х) . 
Вне А функцию/(х) будем считать равной + оо, функции Л/(х), 
£ = !,•••, п будем считать неопределенными. Функции из класса 
К" (А) обозначим через [/] = (/, Ах, А2,-.-, Л„). Вместо А, будем 
писать также /(/), их назовем производными порядка i функции /. Та­
ким образом, из [/] £ Кл (Л), [gj £ К՞ (Л), [/]=/= [g՜] не следует f =r= g.

Определение 1. Функция f : X R называется слабо полуне­
прерывной снизу, если для произвольной точки х„ £ X и произвольной 
последовательности х„, слабо сходящейся к х„, lim inf f(x„) > f(x0).

Следующие утверждения очевидны.
Предложение 1. а) Если функция f: X-^R выпукла и dom /— 

замкнутое множество, то f слабо полунепрерывна снизу.
б) Если dorn /—компакт, a f— полунепрерывная снизу функ­

ция, то она слабо полунепрерывна снизу.
Имеет место и усиление утверждения „6“ предложения 1.
Предложение 2. Если f—полунепрерывная снизу функция, 

a dom /—локально компактное множество, то есть для произволь­
ного шара В множество dom / Л В—компакт, то f слабо полунепре­
рывна снизу.

Доказательство. Пусть х0^Х, хп слабо сходится к ха, но 
liminf/(х„) </(х0). (1)

Л-**

Тогда liminf /(х„) < -J- со, и можно выбрать подпоследователь- 

ность Хл4 такую, что /(хЛ4) сходится к конечному числу или к — оо, 
поэтому при достаточно больших к х„к 6 dom /. Из слабой сходимости 
Хпк следует её ограниченность, т. е. для некоторого шара В хя\£ В.

По условию предложения можно выбрать сходящуюся подпоследова­
тельность последователньости х пк. Пусть сама х ч к сходится, тогда она схо­
дится к х„. Получим

lim inf / (хл) = 11m /(хц) > f(x0). (2).
Л —во Л-«о
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Последнее неравенство следует из условия полу непрерывности снизу 
функции (2) очевидно противоречит (1).

Если А — компакт, то для произвольного п £ Л функции из класса 
Кп(А ) слабо полунепрерывны снизу.

Определение 2. Функцию / : X —<֊ R назовем минимизируемой,. 
если для произвольного замкнутого шара В существует х„ £ В так, что

/(х0)=т1п/(х).
лея

Пусть А сг X. [ называется минимизируемой на А, если ее сужение 
на А минимизируемо.

Следующее утверждение доказывается элементарно.
Предложение 3. Произвольная слабо полунепрерывная снизуI 

функция минимизируема на произвольном замкнутом множестве.
Определение 3. Пусть /: X -*• R, А с X, х0£А. Функцию / 

назовем гомеоморфичной на Л в точке хв, если существуют е^>0, 
2>0 такие, что

>5> ПРИ х=/=х0. (3).
к — хоГ

Класс функций/а(х), а£А называется равномерно гомеоморфич- 
ным в ха, х,^Л, если существуют £>0, о^>0 такие, что для про­
извольного а

---- ----------------- ^8’ ПРИ к — х.8<0, х^А, х=£хл. (3').

§ 2. Параметризации экстремальных задач при фиксир она нныт

ограничениях

Пусть X, Y—банаховы пространства, / : X X Y ->֊ R, QcY,
Определение 4. Функцию х (g) : Q-+X назовем функцией 

минималей для /, если при каждом фиксированном y(r_Q х(д~)—точка, 
локального минимума функции /(х, у).

Теорема 1. Пусть (х, у) : Х\ Y -* R, /2(х, у) : XX Y -» R — 
минимизируемая функция, хг (у)—дифференцируемая в точке у Ç У 
функция минималей для h (х, у), х1(у0) = х0 и

fi (х, у) = (х, g) + г (х, g), (4>,
где

и» ------------ dit»։--------------=0.
k—^dl’+llÿ—y <Hr

Пусть, далее, функция fi(x, у) равномерно по у гомеоморфич- 
на в хг(д) на X, тогда существует функция минималей х2(у)՝ 
функции f2(x, g), удовлетворяющая условию

хг(у) = Xi (ÿ) +1 (ÿ), (5.)-

11m —------- .0.
У-У. [ÿ - ÿ0j
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Дока'зателъство. Обозначим

g (в. у) = inf |/։ (х, у): х хх (у) 4- В. (0)} (6)
И

e(j/)=dnf («>0:Э>.>0, g(s, y)=g(s+'/., у)}. (7)

Докажем, что в («/) = о (Цу — yoj). (8)

Пусть это не так, тогда существуют число а > 0 и последовательность 
Уп^-Уо такие, что е (уп) > а Црл — у0[|. Это значит, что для произволь­
ных положительных чисел «я, меньших а|1ря — у$, и произвольных Хя^>0

Я(8- Уп) > g (е« + Х"> Уп) (9)

(монотонность функции g (е, у) следует из (6)). 
Из (9) получим

inf |/8 (х, уп): х £ хх (уп)+В։п (0)} > inf {/8 (х, уп): х £хх (։/„)+ В. л+хя(0)),
(Ю) 

то есть существует хя ^хй(уя)В, я+>֊1 (0) так, что

/։(■*«» p„)<inf l/»(x, y„')‘-x^xi(yn) + В,п(0)\. (И)

Оценка (11՛) означет, что для произвольного х^Ху\уп) -г- В,п (0) имеет 
место /։(хя, у„) </։(х, уп).

Таким образом получим следующее утверждение: существует после­
довательность Уп~*Уо, такая что для произвольных ея < а{ря—р0!| и 
Х„ > 0 существует х„, Цхя — хх (уп) J < s„ -|- Хя и для произвольного 
х, Цх — хх (уп) || <С е имеет место

А(ж«. ։/„) + r(xn, Уп) + г(х, yn), (12)

откуда/Jx, уп)— Д(хЛ, ух)> г (х„, уя) — г(х, уп),

fi(xn, у)— fAxylyJ, у„)С sup г(х, уя)-г(хя, уп).
Il-r-z, (у ) |/<.

Выберем зя = ХЯ = а Цул — уJ|, тогда при п -* °о имеем

lira ||х„ —х(ул)||= 0 
Л-г —

И

limsup 
л * —

(13)

(И)

(15)
К — *1 (ул) II
К—ifJ

для произвольных хл^х1(ул) 4֊ В.л+хл (0).
Из (14), (15) получим, учитывая существование xj(y0),

sup г (х, уп) — г (хя, уп) = о ([хл — хх (у ■) ||2 + |хх(уп) — х312 -h
«-г-х»(уя) I <*я

+ 1»я - У$) =о(Уп— у^), 
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и из (13) получим оценку

ЛК, irj—fJ*)- (16).

Так как последовательность х„ выбрана таким образом, что

ЛК, yJ< ;nf,r_ уJ и K-*։K)l<e«4-uЦ.Г-Х| (> п) И <<л

то в силу выбора еп и Х„, получаем

у ак„ - УоЗ < К - xi (уп) li < «К — Уо1. 

поэтому ' 
. i ,. К - 
— ֊С lim sup т---------а г |х„- х

и из (16) следует
А К» Уп)~ Л К «։/„)» УЯХ oQx„ —XjK) j։), 

что противоречит условию равномерной по у гомеоморфичности функции. 
/1 (х, у) в х, (у). Оценка (8) доказана.

Эта оценка означает, что для произвольного у из некоторой окрестно­
сти у0 существуют е (у) и X (у), для которых г (у) = о ( ]у — ÿ0|j), ). (у) > О,, 
так что

inf {/, (х, у) : Jx -= хх (у) J •< е (у) I =

= inf {ft (х, у) : |х — xjÿ)] <s (ÿ) + Цу) ). (17)
Так как /2(х, у)—минимизируемая по х функция, то при каждом 

у она достигает минимума на шаре Jx—Xi(y)J<>(y) в некоторой,, 
точке x2(ÿ), а из (17) следует, что x։(ÿ)—точка локального миниму­
ма для функции ЛК у). Обозначая х։ (у) — xt(y) =- (у՝), из (8) по­
лучим (5), чем и завершится доказательство теоремы.

Применим теорему 1 в гладком случае. В дальнейшем -запись. 
/i(x, y)^ft{x, у) будет означать, что при каждом фиксированном у' 
точки локального минимума функций Д (х, у) и Д (х, у) совпадают.

Пусть АсХ, а с Г, [/(x, j)]^(4X2), (х0, ÿo)UX2, 
(х, ÿ)ÇX х 2. Тогда

/К у) =f(xQ, у0) 4՜ </.г(х0, у), X —хо>+ </у(х։, ÿo), у-у0>+-

4-у/хх(х0, ÿo)[x —Хо, х —Хв]4-у/уу(х0, Уо)[у — у0, у— ÿ0] 4՜

+ Лу (х0> Уо) [ÿ — Уо, X — ХО] -Г о (Jx — X0J։ 4- Jÿ —ÿ0|s ) “•

fxx (xq, Уо) [x x0, x x0] -f- <^/x (xq, ÿo). x Xq^> 4~

4- /xy (x0, y0) [ÿ — y0, X — x„] 4-0 ( Jx — Xo5։ 4- bÿoH = 

= — fxx (x0, Уо) [x — ХОГ X — Xç] 4-
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֊г<Х (хо. у0)+Л>(х0, у0) (у—Уо), х—х0> 4֊о( ’х — *<^ + СУ ~ Уо!Г)- (18)

Пусть А£Л*, обозначим при х£Л

К(х, Ь) = /хх(,х0։ Уо)[х — ха, х — х0]4-<6, х — хв>, 

тогда
/(х, у)*7^(*» /х(х0, Уо)+/ху(хо, у0)(у —у0)) +

4-о(|х — Хцр + Цу — уоР), (19>-
где функция о(|х— хор4-|]у—у$) та же, что и в (18).

Пусть М (6)— функция минималей для К (х, Ь), а т (у) =*- 
= М(/х(х0, у0)4-/ху(х0, Уо)(у— Уо))- Тогда из дифференцируемости 
М(6) в точке /ж(х0, у0) будет следовать дифференцируемость т (у) в 
точке уо и

т' (у0) = М'(/х(х0, Уо))о/ху(х0, уо). (20)
Для применения теоремы 1 остается исследовать условие равно 

мерной по у гомеоморфичности в т(у) функции К(х, /х (х0, у0) +՜ 
•+■ /ху(х0, Уо)(у —Уо))- Запишем это условие.

Существуют е > 0, 6 > 0 такие, что для произвольного у £ У из не­
которой окрестности у0>

К(х, Л(х0, уо) —/.Гу (х0, уо) (у —уо)) — 
Цх — т (у) |*

— К(т (у), /х (х0, У0)+/ху(х0, Уд) (у — у0)) 
к —Му И2

как только \х — т (у)||<о. ՛
Очевидно, для этого достаточно следующее условие.
Существуют е > 0, б > 0 такие, что для произвольного Ь £ X* из 

некоторой окрестности /Дх0, у0)
К(х, Ь) — К(М(Ь), Ь) э ........—1>_Л>(МГ— > •. при IX- Я т I < о, (21) . 

а это есть условие равномерной по Ь гомеоморфичности в М (Ь) функции 
/С(х, Ь) в некоторой окрестности /х(х0, у0).

Из теоремы 1 и оценок (19), (20), (21) получим следующую теорему.
Теорема 2. Пусть АсдХ, 2сУ, [/] £ К2 {А X 2) — минимизи­

руемая функция, Х0 6 А, Уо ( 2> К (х,Ь) = /хх (х0, уо) [х —х0, х—х0] + 
+ 6, х — х0 —равномерно по Ь гомеоморфична в некоторой ок­
рестности точки/х(х0, уо) в М(Ь), где М(Ь)—функция минима- 
л ей для К (х, 6) на А, дифференцируемая в точке /х (х0, ув), 

(А (хо.Уо)) = х0. Тогда существует дифференцируемая в у0 функ­
ция х(у) для / (х, у) и имеет место

х՛ (у0) => М' (/х (х0, уо) ) о Д (х0, уо). (22)
Замечание. Как видно из доказательства, условия равномерной 

гомеоморфичности функции К (х, Ь) и дифференцируемости М '(Ь) можно 
6-154
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заменить менее жесткими, но более труднопроверяемыми условиями равно­
мерной ио у гомеоморфичности функции К (х, /х (х0, у0) + /ху (х0, уа) ■ 
•(у—Уо))“ дифференцируемости т (у) = М(/Х(хо, у0) + £у(хв, УоУ 
.(у — у0))' В этом случае уравнение (22) примет вид

х (у0) = т' (у0). (23)
Свойство гомеоморфичности функции К (х, Ь) в случае, когда А—вы­

пуклое множество, оказывается связанным лишь с аналогичным свойством 
оператора / 'хх (х0, Уо). Именно, имеет место следующая

Теорема 3. Пусть X*), Ь(у): У—X*, АсХ—выпук­
лое множество, х (у՝): У А и

Я(х, у)=>уЛ[х — х(у), х — х(у)] + <Ь(у), х— х(у) > >0 при х£А.

(24)
Если существует х^>0 такое, что при всех х^Х

Ь[х, х]>яЦх|)5, (25)
то функция ё (х, у) равномерно по у гомеоморфична в х (у).

Замечание. Условие (24) нельзя считать дополнительным к ус­
ловиям теоремы 2, так как оно лишь означает, что функция ё (х, у) при­
нимает локальный минимум в х (у).

Доказательство теоремы 3. Для фиксированного у У 
лроизводная по х функции #(х, у) в точке х (у) равна £*(х(у), у) = 
= Ь (у), поэтому для всех х £ А

<Ь(у), х — х(у)>-=<£л(х(у), у), х — х(у)>>0
(необходимое условие минимума). Оценим выражение

ё(х< у) — ё(х(у), у) = _1_£I х —х(у) , х — х(у) 1 
|х —х(у)Ц։ 2 Их —х(у)| Их —х(у)||]

6 (у), х — х(у)> > £ [ Их — х (у) ։ х —х(у) I
||х — х(у)||2 2 Ох—х(у)0 Их —х(у)П

Хя|*֊-2г(у1Г=Ха,
2 (к-х(у)| 2

(26)

■откуда и следует равномерная гомеоморфичность функции ё (х> у)- По­
следнее неравенство в (26) следует из условия (25).

В случае, когда удается аналитически вычислить точки минимума на 
А функции К (х, Ь), уравнение (22) принимает явный вид. Проиллюстри­
руем это в случае, когда А—гиперплоскость.

Пусть X, У — гильбертовы пространства, / : X X У -*■ R — дважды 
непрерывно дифференцируемая функция, причем существует число а. > 0 

такое, что для произвольной (х, у)^Х՝Х У

/хх{х, у)[х, х]>а|]х||։ при х£Х. л

Пусть 1^Х, А = {х: </, х > = 0’,, и х0£ А.
Вычислим точку минимума на А функции
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где Ь^В(Х, X), ЬСХ* и существует левый обратный оператор £~։.
Имеем и'(х)«=£(х— х0) + Ь. Необходимое условие экстремума, 

в точке М имеет вид: существует число л такое, что ЦМ—х։) + 
4֊ Ь = л/, откуда М=Е~՝1)~1 — А) + х0.

Из условия принадлежности МкА получим

I, Л/> = 0, <1, £"’(>■/֊ А)>+< Л х0>=0,

</, £-’?/> = </, 6>,

С+хи- 
\4, £-* I /

Рассматривая М как функцию от Ь (для фиксированного Ь) вычислим 
производную:

М'{Ь} = ь՛՝ “ Л) ’ (27)

где 1Х— единичный оператор. Обозначим правую часть в (27) через 
(4, /—это есть линейный непрерывный оператор из X в X при каж­
дом £ и I. Из теоремы 2 получим, что существует функция минима­
лей х(у) для / (х, у), для которой

х' (у0) = и„ л)> 1 Чх, (х0, уо) (28) ՛

и х (уо) = х0, если х0—некоторая точка локального минимума функции 
/(х, у о) на А.

§ 3. Гладкие многозначные отображения и их проектирование на 

фиксированные множества

Пусть X, У—банаховы пространства, А: У՜-» 2х, то есть при 
каждом фиксированном у^У Л (у)—некоторое подмножество прост­
ранства X.

Определение 5. а) Функция /: У -* X называется селектором 
отображения А (у), если /(у)£А(у) при всех у £ У.
б) Функция А(х, у): X X У-*Х называется функцией однозначных вет­
вей отображения А, если для некоторого множества АосХ

1) х£Л0 в том и только в том случае, если А(х, у)£.А(у) при 
всех у £ У;

2) для всех у £ У А (у) = и А (х, у).
хед, 

Множество Ао называется основанием функции А(х, у).
Если для некоторого у0£ У Ао = А (у0) и А(х, у) = х для всех 

х € Ао, то К называется регулярной в уа.
в) Элемент Ь^В(У, X) называется производным направлением отоб­
ражения А в' точке (х0, если из х0£А(у0) следует, что- 
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существует функция г : Y - X такая, что х0 4- b (у - у0) + г (у) £ А (у) 
при всех у t Y и

• I- пlim -------- - --------= 0.
У -У« Цу — у0|]

Функция dAy, (х) : X —» В ( Y, X) называется производной функ­
цией отображения А в точке у0, если для всех х £ X dAу„(х)— произ­
водное направление в точке (х, у0).

Функция dA (х, у) : X X Y-* B{Y, X) называется производной 
отображения А, если для всех (х, у)^.Х'А Y dA(x, у)—производное 
направление в точке (х, у).

Селекторы, функции однозначных ветвей и' производные .многознач­
ных отображений будем изучать параллельно. Следующие утверждения, 
некоторым образом связывающие эти понятия, очевидны.

Предложение 4. а) Пусть h:XxY->X—функция одно­
значных ветвей многозначного отображения А с основанием Ао. 
Тогда для каждого фиксированного хп^Л0 функция / (у) = Л (х0, у) 
есть селектор отображения А.

б) Пусть f(y)‘. Y— X— селектор отображения А, дифферен­
цируемый. в некоторой точке у0. Тогда f (у^--производное направ­
ление отображения А в точке (/(ÿo\ ÿo՝»

Изучим конкретный тип многозначных отображений, часто встречаю­
щийся в параметризованных задачах оптимизации — параметризованные 
ограничения типа равенств.

Пусть А (у) = |х £ X:f(x, у) —О', где f : X X Y—♦ Z, X, Y, Z— 
банаховы пространства.

Теорема 4. Пусть (xu, у0) 6 X X Y,f{x0, уо)=О, /—непрерыв­
но дифференцируемая я (х0, у0) функция. Если Ь£В(У, X) — про­
изводное направление отображения А в точке (х0, у0), то

Л(*о> Уо)^'о= — /у(х0, у0). (29)
Доказательство. По определению производного направления 

существует функция г : Y —*֊ X такая, что

Iim и и Ь(у-у^Л-г{у)-:А(у). (30)
*’У|1у —Уо|1

Последнее включение означает, что
/(х0-г 6(у — у0) + r(ÿ), у) = 0. (31)

Из (30) следует, что г (у) —дифференцируемая в у0 функция и г'(у») = 0. 
Дифференцируя по у равенство (31) в точке у0 и учитывая непрерывную 
дифференцируемость функции f (х, у) в у0, получим

fx (х0, у0) ° Ъ + /у (х0, у0) = 0, 
что и требовалось доказать.

Пусть /(х, у)—непрерывно дифференцируемая в X X Y функция, 
h (х, у)—дифференцируемая по у во всех точках (х, у) Ç Ао X Y функ­
ция однозначных ветвей отображения А с основанием Ао. Тогда по 
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предложению 4 функция f (y)=h (х, у) есть селектор при всех фикси­
рованных х^Ап, и поэтому Ау (х, у)— производное направление в точ­
ке (А(х, у), у). Значит, по теореме 4

fAh(x, у), у)»Ьу(х, y) = ֊fAh(x, у), у). (32)
Обратно, пусть А(х, у)—некоторая функция, удовлетворяющая 

уравнению (32) при всех х из некоторого множества и пусть
для некоторого у0 £ Y справедливо следующее утверждение: А (х, у0)£ 
6 А (уп) в том и только том случае, когда х £ Ао. Обозначим 
g(x, U)=f(h(x, у), у). Из (32) получим gy(x, у) = 0 при х£А, 
то есть при каждом фиксированном х^Л0

g {х, у) = const, / (А (х, у՝), у) = const, 
f(h(x, у), y)=f(h(x, у0), у0).

Для того, чтобы А (х, у)^А(у) необходимым и достатосчным 
условием будет /(А (х, у0), у0) = 0 что, как было предположено, рав­
носильно условию х^А0. Поэтому А (х, у) — функция однозначных вет­
вей отображения А с основанием Ао. Таким образом, мы доказали 
■следующую теорему.

Теорема 5. Пусть X, Y, Z — банаховы пространства, 
f:XX Y-֊* Z непрерывно дифференцируемая в X X Y функция, 
А (у) = {х £ X:f(x, у) = 0). Для того, чтобы дифференцируемая по 
у во всех точках X X Y функция h: X X Y -*■ X была функцией 
однозначных ветвей отображения А с основанием АосХ, необхо­
димо и достаточно выполнение следующих условий:

а) А (х, у) удовлетворяет уравнению (32) при х£Х0;
б) для некоторого yo^Y А (х, у0) (; А (у0) в том и только том 

случае, когда х£Дэ.
Пример. X=R2, Y = R, Z=R, f(x1։ xs, у) = x? + (xs—у)2—1. 

При каждом у £ л, А (у) будет единичной окружностью с центром в 
точке (0, у). Ищем регулярные в точке 0 функции однозначных вет­
вей и производные отображения А. Имеем

/(г..-г,)(х։, х,, г/) = (2х1։ 2(х. — у)), 

/у(хр х։, у)֊ — 2(х,— у).
Функции однозначных ветвей и производные будут соответст­

венно векторами (Ах (лгх, xs, у), А։(хх, х։, у)) и (d1A(xl, xit у), сЛД (хх, 
х։, у)). Из (29) получим

2х1«/1Д(х1, х։, у) 4-2(х։ — у) d'A (xv х։, у)) =2(х« — у), (33)

а (32) нам даст

2АХ (хд, х։, у) Aiy (xl։ Xj, у) + 2 (А.(хр х։, у) —y}hiy (хх, х։, у) =

= 2(А։(х։, X., у) — у). (34)

Уравнения (33) и (34) имеют бесконечное множество решений, что 
лишь означает, что как функции однозначных ветвей, так и производные 
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отображения А определяются неоднозначно. Выпишем лишь по два согла­
сованных друг с другом решения уравнений (33)и (34).

1) Ajtxj, х։, у) = хх, А։(х։, х„ у) = х3+ у, (х1։ х„ у) — 0, 
d2A(xlt х3, у) = 1;

2) A1(x1,xa,y)=x։cosy+x.siny, ht(xlt х„ у) =xtcosy— хг sin у+у„ 
d2A (х1։ хг, у) = хг — у, d3A (х1։ ха, у) = 1 — xv

Первым решениям соответствует параллельный перенос окружности 
А (0) вдоль прямой х, = 0, а вторая группа решений характеризует слу­
чай, когда окружность А (0) «катится» по прямой х, = — 1 без скольжения.

В случае параметризованных ограничений типа неравенств результат, 
аналогичный теореме 5, получается лишь односторонний.

Теорема 6. Пусть /: X 'X. У -*■ R—непрерывно дифференциру­
емая в XX У функция, А(у)={х£Х: f (х, у) <0).

Пусть H(f)—множество всех дифференцируемых но у и ре­
гулярных в нуле функций, однозначных ветвей отображения А (у).

Тогда
H(J)<={h(x, у): А(х, 0) = х,/х(А(х,у),у) h\(x, у)= — fy(h(x, у),у) 

при f(h(x, у), y)=Oj.

Доказательство. Если А(х, у) £ H(f), то f(h(x, у),у)-^0,. 
значит, если f(h (х0, у0), уо) = О, то функция д(х, у)=/(А(х, у), у) 
принимает максимум в точке (х0, у0), значит (х0, уо)=О, что и 
требовалось доказать.

§ 4. Случай, когда А (у)—гиперплоскость при всех у

Завершим изучение задачи, начатое в § 2. Сначала сформулируем за­
дачу: требуется охарактеризовать функции минимален для дважды непре­
рывно дифференцируемой в ATXY функции /(х, у) на множестве 
А (у), где А (у) = {х : < I (у), х> =0), причем / (у): У՜-» X*—дважды 
непрерывно дифференцируемая в У функция. Предполагается также, 
что X и У—гильбертовы пространства, и пусть существует х^Х та­
кое, что I (у), х У> 0 при всех у £ У. Найдем функции одно­
значных ветвей отображения А, регулярные в нуле. Из теоремы 5 
получим, что если А(х, у)—функция однозначных ветвей, то для про­
извольного у £ У

<^(у)> Ау(х, у) у > = — <Г(у) у, А(х, у) >. (35)-
Нетрудно увидеть, что уравнению (35) удовлетворяет функция

А (х, у) = х — < *
<Ну), х

• х 4- <Z(0). X
</(0.),х

(36)

Действительно, в этом случае для всех у £ У, х £ А (0)

h' (х (y)g. х> </ (у),х>
<1(У),-Х>*
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< I (у), Ау (х, у) у> = ~ <1 (у),

<[1'(у} у, х>< Z (у), х>-<Г(у) у, x><Z(y), х> -
<Z(y). х>։

■ < '«• «>+<'<*>■
<Иу)> х> <.1(У).х>г

<1'(у) У,_х>
<.1(у),х>

<1 <У). *> +

+ <г|У)5/> <11/)’х> <1 м. *> = - < 1՛(,) J, « >+
<Z (у), X >

+ <Г (у) у, <1.^'х > = — < *' (у) У» А (х, у) >.
<Z(y), х>

Функция Л (х, у), определенная по формуле (36), регулярна в нуле, 
так как если х^Л(О), то <Z(0), х^> = 0 и

ли, 0)=х-<'<°|--х>;=,.
<Z<0), х>

Теперь для того, чтобы минимизировать /(х, у) на А (у) доста­
точно минимизировать f(h(x, у), у) на Л (0), так как при каждом 
фиксированном у Л (х, у)—гомеоморфизм из X в X. Это значит, что 
для того, чтобы точка х0 была точкой локального минимума для 
f(h(x, у), у) на /1(0), необходимо и достаточно, чтобы точка Л(х0, у) 
была точкой локального минимума для f (х, у) на А (у).

При каждом у h(x, у)—линейный непрерывный оператор из X 
в X, обозначим его через Р(у). Если х0(у)—функция минималей для 
f(h(x, у), у) на А (0), то из (28)

ХО (у) = (у) Х։ у) р,(у),, (0։ -[/ху Р (у) X, у) Р (у) 4֊ fxx{P (у) X, у) Р'(у)],

значит если х(у) =Р{у) х0 (у), то

х'(у) = Р'(у) х (у) + Р (у) ^(жу),. ярчу). НО) ՛

•[Лу (Р(у) х, у) Р(у) 4- /к (Р(у) х, у) Р' (у) ], 

где Р(у): Г-В(X, X), P(y)x = h(x, у) и UL, ,:Х֊^Х,

Ul ,x = L-x ( <Z(0)> ---- Z (0) - /Л •
\ < Z(0), £-1/(0)> J

Очевидно, вместо P (у) x можно брать любое другое решение уравне­
ния (35), дважды непрерывно дифференцируемое в X х У ч взаимно одно­
значное при каждом фиксированном у.

Ереванский государственный
университет Поступила 13. П1. 1986
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Վ. Վ. ^ԱՐՈԻԹՅՈԻՆՅԱՆ. Ողորկ պարամետրիզացված էքստրեմալ խէպիրեերում մինիմալեերի 
փւոնկցիաների միարժեք Յյուղերի ղիֆերեեցիա( Յաակություեեերի մասին (ամփոփում)

Հետազոտվում են ֆիքսված սահմանափակումներով լզարամետրիղլսցվս։ծ օպտիմ իզացիայի- 
խնդիրների լուծումների դիֆերենցիալ հատկությունները։ Ֆիքսված սահմանափակումներով ողորկ 
պարամետրիզացված ֆունկցիայի մինիմիղացիայի խնդրի լուծումների դիֆերենցելիութ յան հարցը 
բերվում է քաոակուսային նպատակային ֆունկցիայով անալոգ խնդրին։ Սահմանվում են րազ- 
Աարմեք արտապատկերումների ածանցյալների և միարժեք ճյուղերի ֆունկցիաների հասկացու­
թյունները և պարամետրիզացված սահմանափակումներով պարամետրիզացված օպտիմիզացիա֊ 
յի խնդիրը բերվում կ ֆիքսված սահմանափակումներով խնդրին։ Արդյունքները ցուցադրվում են 
օրինակներումւ

V. V. HARUTYUNIAN. On differential properties of tinglevalued branches of 
functions of mlnlmals in smooth parametrized extremal problems (summary).

Differential properties of solutions of parametrized optimization problems sub­
ject to fixed constraints are established. The problem of differentiability of so lutions 
of smooth parametrized function minimization problem subject to fixed constraints is 
reduced to analogous problem with quadratic aim function. The notions of deriv atives 
and single valued branches of multifunctions are defined and the problem of para* 
metrized optimization subjest to parametrized constraints is reduced to the problem 
with fixed constraints- The results are illustrated on examples.
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А. Г. БАЛАКЯН

О ЕДИНСТВЕННОСТИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В БЕСКОНЕЧНОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ ТИПА Е

1°. Граничные вопросы единственности аналитических функций хоро­
шо изучены для случая односвязных областей (теоремы Ф. и М. Риссов, 
Лузина-Привалова и др.). Основные результаты сохраняются и для слу­
чая конечносвязных областей, однако в бесконечносвязных областях соот­
ветствующие вопросы сравнительно мало исследованы. Это обусловлено 
причинами как технического, так и принципиального характера. В самом 
деле, если для конечносвязных областей свойство единственности так или 
иначе обеспечивается за счет положительности гармонической меры гра­
ничного множества, на котором аналитическая функция исчезает, то при 
переходе к областям бесконечной связности возможно принципиально но­
вое явление: свойство единственности может совмещаться с тем, что соот­
ветствующее граничное множество имеет нулевую гармоническую меру.

Пример такой области впервые был построен А. А. Гончаром (см. 
[1], стр. 425).

Далее, этот эффект бесконечносвязных областей более подробно был 
изучен в работе автора [2], где был приведен метрический критерий един­
ственности (теорема 2, 1 [2]) для бесконечносвязных областей типа А, для 
которых граничное подмоножество—единичная окружность является гармо­
ническим нуль-множеством.

Настоящая работа также посвящена этой цели. Ниже устанавливают­
ся другие, нежели в работе [2], достаточные условия единственности, так­
же охватывающие случаи, когда соответствующее граничное подмножество 
может иметь нулевую гармоническую меру. Метод доказательства этой 
теоремы, как и примера А. А. Гончара [1], основан на использовании из­
вестных условий квазианалитичности Данжуа-Карлемана.

2°. Обозначения и определения. Пусть

К(а, г) = |я; \г — а| г|>

й, {г; |аг£ г — 6| < а, |я| 1}, 0 а < я, 0 6 2«,

-Н (О) — класс голоморфных в области О функций, Нв (Е>)—: класс 
голоморфных и ограниченных в О функций.

Определение 1 [3]. Пусть {К/}“—система кругов К,—К(ху,гу) 
такая, что К,с:К(0, 1), АуП А/ = 0 при г=/=/, {гу)'=(Ж (0, 1). 

Тогда бесконечносвязную область

Р=£>((2у,гу)։-) = Х-(0, 1)\й К,
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назовем областью типа В.
Кружки называются исключительными кругами области О.
Определение 2. Пусть О—область типа Ь. Скажем, что О обла­

дает свойством единственности (соответственно, В-единственности) если 
из условий: (соответственно, (/.))) и

/ (г) —♦ 0 при (1)՝

следует, что / == 0.
Замечание. Свойством единственности и В-единственности об­

ласть О обладает (не обладает) одновременно (см. [2], в доказательстве 
теоремы 1.1).

Определение 3. Точку е'*£дК(0, 1) назовем радиально дос­
тижимой из области О^К(0, 1), если В) содержит некоторый полуин­
тервал [гоел, е'։), го^[О, 1).

Отметим, что если область В>=Р(|г/, типа В такая, что-
ОО

У Г)<^ оо, то тогда почти все точки (^дК(0, 1) радиально дости-

ЖИМЫ из О.
3°. При помощи известных условий квазианалитичности бесконечно 

дифференцируемых функций устанавливается следующий признак един­
ственности для областей типа В.

Теорема. Пусть И — область типа В и точка е10 радиально дости­
жима ив О. Пусть последовательность {ап}^ такова, Что ай = г., а„ 10 
при п-> оо и

У а«'" (՛"')< +оо. (2)-
п«-1

Если

Бир ап2сж₽ " дл. дОГ\ (△?„-! < + °о> <3)-

то область И обладает свойством единственности.
Доказательство. Без ущерба общности можно положи 1 ь 9 = 0- 

и с учетом леммы 1 работы [2], считать, что [0, 1) В.
Пусть функция удовлетворяет условию (1), т. е. исче­

зает на «?А?(0, 1). Ввиду замечания к определению 2, не ограничивая 
общности можно считать, что /£//в(В)), т. е. положить |/(г)|-<1, 
г££). Надо доказать, что /=0. С этой целью воспользуемся теоре­
мой Данжуа—Карлемана о квазианалитичности [4], [5].

Рассмотрим класс С[т₽} бесконечно дифференцируемых на отрезке- 
[а, 6] функций, для каждой из которых существует постоянная К—К/ 
такая, что

;/<₽)(х)|<Л₽тР, х 6 [а, 6], Р = О, 1,2,֊-.

Говорят, что класс С{т.} является квазианалитическим, если для каж­
дой функции из условий /(₽)(хо) = О, х0^[а, Ч> Р = 0> 1> 2>,֊՜
следует, что /(х) = 0, х £ [а, 6].
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Теорема Даяжуа-Карлемана утверждает, что условие

достаточно для квазианалитичности класса С;т<1; .
Заметим, что теорема, з частности, справедлива в случае последова­

тельности

mp = cp+1 р! (log(p 4՜ 1))/’+;, р = 1, 2, • ■ • , с = const,
и именно этот случай мы хотим применить к функции f на отрезке [0, 2], 
считая f (z) = 0 при z £ С\К (0, 1).

Условие (3) означает, что

дл. dDn(4-։\M<Ci«’e‘₽(% \п = 1,2, •••, (4)

где с, > О — некоторая константа, Д» = Д','.
Полагая

1л=<?£>П(Д«л_1\Л«п), п>1

заметим сначала, что согласно (4) и (2)

дл. <?0ПК(О,1)=£ дл. дК]=^1 дл. In<C1 £ a/"₽ М <4֊ оо,
У"1 Л"1 n-i

где Kj — исключительные круги области D.
Из классической формулы Коши с учетом конечности длины границы 

0D и условия, что f исчезает на дК(0, 1), предельным переходом по­
лучим формулу

У р! f /G)<& " pl Г /МЛ f^(z),zkD (5)
2к/ J ", 2к/ (i-zF+l io. z£C\D,

ок. т„
где р = 0, 1, 2,....

Рассмотрим непрерывную на отрезке [0, 2] функцию

Ж-ДО’ ге[0’ 
10, *€[1,2].

Функция F бесконечно дифференцируема на отрезке [0, 2], что сле­
дует из классической теоремы о почленном дифференцировании функцио­
нальных рядов и доказываемого ниже факта равномерной сходимости ри­
лов из (5) на отрезке [0, 2], при этом имеем соотношение

/■■»’W-S ֊4^ Г ■ ^6[О,2), р-0,1,2,■■■. (6)
"i 2кг J (С — z)p+։

Tn

Отсюда, ввиду (5) следует, что

Л₽)(1) = 0, р = 0,1.2, --. (7)
Теперь оценим |/Г(₽) (z)| для *£[0,2], в результате чего заодно 

'будет доказана и равномерная сходимость рядов из (5) на отрезке [0,2].



196 А. Г. Балахян

С этой целью заметим, что из условия О £ [0, 1)с£) следует су­
ществование некоторого круга К(0, r)c.D, так, что для любой точки 
С имеем оценку

ге[0,2]. (8)

Из (6), ввиду (4) и (8) имеем

IP.) (։У (-Г1)-'*«, ։ е [О, 2J. (9)
\ Г / л«"1

Для оценки последнего ряда зафиксируем значение р и пусть /Vp—та­
кое натуральное число, что

«Г՛ < «2՜1 <• * •< log(p 4֊ 1) < а^+1 <• • -

(существование такого NP следует из условия а՜1 | при п-> +■»).
Отсюда имеем соотношения

аГ(р+1) < (log (р 4֊ 1))'<1 для п = 1,2,-•• , N„, (10)

ехр (а?1) > р + 1 дляп>^+1. (И)
**՜ 2vXp (et 1

Учитывая (10) и вытекающий из (2) факт сходимости ряда V ” » 
D—'i 

получаем

у апехр^п 1 <₽+1>С (log(p + l))*’+J V <cî(log(p+l))',+1,
»-i. hi (12)

где cs = const.
Далее, ввиду (11) имеем

- с ’)<С։, С։=СО„։(. (։3> 

«»»iVp+l п-^+1

Из (9), (12) и (13) получаем

|Я₽> (z)| < с (—} pl (log (р 4֊ !))'+’, Z £ [0, 2], (14>

где с = const, г = const.
В силу соотношений (7) и (14), из теоремы Данжуа-Карлемана вы­

текает, что F (z) = 0, z£[0, 2], т. e. /(z) = 0, zÇ[0, 1), откуда сле­
дует, что f=0 (так как [0, l)crD). Теорема доказана.

Замечание 1. Условие (2) налагает ограничения на скорость 
убывания последовательности {зп|^ при п -»■ œ и показывает, что эта 
последовательность не может произвольно медленно стремиться к 

1 
нулю. Так, например, при яя =------ -------- условие (2) выполняется,

log log п 
1 /■* но уже при скорости ։л -- -------------------- условие (2) не удовлетворя-

logloglogn
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ется. Наш критерий во втором случае не позволяет определить обла­
дает или не обладает область D свойством единственности при вы­
полнении условия (3).

Замечание 2. Обстоятельство принадлежности области D классу 
L в теореме не существенно. Теорема справедлива для более общего класса 
областей, получающихся из единичного круга удалением некоторой счетной 
системы областей \Gj |”, Надо только условие (3) заменить условием

sup ։П2СХ|’(’Л 1 V diam (Gj Л (aJ„_,\Д^)) < + со,

где diam А — sup lzr — zj.
«„«1Ы

Замечание. 3. Доказанная теорема характеризует свойство един­
ственности как для областей типа L с условием, что гармоническая мера 
ю (z, дК(0, 1), D) положительна, так и для некоторых областей типа 
L, для которых w(z, дК(0, 1), D) = 0.

Чтобы убедиться в этом достаточно доказать следующее
Утверждение. Пусть Д — произвольный угол с вершиной О,. 

1 = л П<?А"(0, ]), V — окрестность дуги /, е > 0. Существует лежа­
щая в ДЛ^ЛАГ(О, 1) система \Kt]“ кругов К{=К(ц,п) такая, что 
Ki V\Kj = 0, i =f=j, [z,-1' = l

(15)

причем w(z, l, D)s=0, где D = K(fi, 1)\ U Ki.
/==1

Действительно, предположим это утверждение справедливо֊
Пусть {<։„}£• — последовательность, удовлетворяющая условиям 

теоремы, и пусть {/„!", 1п = дК(0, 1) Л (Д<>л_1\Дол), последователь­
ность пар дуг единичной окружности, образующихся последователь­
ностью (а„}~. Согласно вышеуказанному утверждению (с учетом ус-

1 2схр I а 11
ловия (15)), для и числа е„ =— аЛ " ' существует система а„.

непересекающихся кругов, накапливающихся к 1Л

°-с(д°л֊1\Д«п)п<к * >—т >

I п + и 
такая, что

«>(- l„, Dn) = 0, Dn = K(0, l)\a„, 

да. dD„nK(0, 1)<алеХр,։"՜5), n = l,2,.... 

Рассмотрим область

D=K(0, 1)\ U о,.

Очевидно, что И — область типа Ь и точка еЛ радиально достижима-, 
из О. Итак, построенная область О удовлетворяет всем условиям теоремы,, 
следовательно, обладает свойством единственности.
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С другой стороны имеем

ш(я, дК(0, 1), £>)< £ ш(д, /„, £>„) = 0. 
л—1

Итак, остается только убедиться в справедливости вышеуказанного 
утверждения.

С этой целью рассмотрим область б и функцию /, которые фигуриру­
ют в теореме неединственности А. А.Гончара [3]. Эта теорема, в частно­
сти, утверждает, что для любых Р > 2 и с > 0 существуют: область

-С = Ру}") типа £ такая, что

и нетривиальная мероморфная в К (0,1) функция, удовлетворяющая усло­
вию (1).

Итак точки (С/}"—простые полюсы функции / и пусть точки 
{•Чл|Г — нули .функции/. Далее, пусть и — произведения Ве- 
йерштрасса для круга /f(0, 1) с простыми нулями, соответственно, 
в точках {t/Jf и hjj” (см. [6]). Тогда функция

Г=/. WJW, 

голоморфна в £(0, 1) и там не имеет нулей. Применяя к голоморфной 
в К(0, 1) функции log F теорему Пуанкаре о разделении особеннос­
тей [6], можно написать log F = <рх + tps, где ?Х£Н(С\Г), <р։£/7(С\7), 
у — дополнительная к I дуга.

Отсюда имеем
/U) = ^e* WJWlt 1). (17)

Далее, произведение Вейерштрасса Wx разобьем на два множи­
теля IFi и Wi без общих нулей так, чтобы W\ имел нули лишь в тех 
точках С/, для которых р/)сДП V. Перепишем соответствующие 
круги ру) в виде последовательности [ХГ(г,-, п)х- Для них бу­
дет выполнено условие (16).

Аналогично, IF2 разбиваем на множители It'S и 1^2 без общих 
нулей так, чтобы W2 имел нули лишь в тех точках т]*, которые по­
падают в Д Л И.

Без ограничения общности можем считать, что произведения l#i 
и сходятся в области C\Z, а произведения IFi и W2— в С\7. 
В действительности, мы можем сначала построить произведения l?i, 
Wi, W2, W2, а затем положить Wx — IFi, U^2 = W2 W2. Полагая

IFo
A = e’*-֊7֊’ *W°, 1), •
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из (17) имеем

/W-AWAW, z€K(0,1). (18)-

Из перечисленных выше свойств функций, участвующих в определе­
нии /, и /։, следует, что исключая концы дуг I и у, мы можем утверждать, 
что функция /, непрерывна и не исчезает на у, а /։ непрерывна и не исче­
зает на I. Кроме того, имеем, что /(г) —• 0 при г -> I, Тогда из (18)• 
следует, что Д (г)О при г —> I, (исключая, быть может, кон­
цы дуги /).

Таким образом, меромофная в О функция /, исчезает на I и если уда­
лить из О сколь угодно малые е-окрестности концов дуги /, то будет 
ограничена в полученной области О,. Тогда мы имеем,'что ш (г, I., £>М 
= 0, где /, = /ПА. Отсюда при е-»0 получим, что ш(г, I, О) = 0.,

Для завершения доказательства утверждения, остается только заме­
тить, что выполняемое условие (16) можно заменить условием

£ г?<е. »>0, 
1-1

и, в частности, условием (15), ввиду соотношения

В заключение выражаю свою искреннюю признательность Н. У. Ара­
келяну за ценные советы и обсуждения.
Ереванский политехнический

институт им. К. Маркса Поступила 23. V. 1986՛

Հ. Գ. ՐԱ1.ԱՔՅԱՆ. լ տիպի անվերչ-կապանի աիրույբներում անալիտիկ ֆունկցիաների միա— 
էության մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ստացված են Լ տիպի տիրույթներում անալիտիկ ֆունկցիաների միակու­
թյան բավարար պայմաններ, որոնք ընդգրկում են դեպքեր, երբ միավոր շրջանագծի հարմո­
նիկ լափը դրո էւ Ապացուցման մեթոդը հիմնվում է Դանժուա-Կաոլեմանի քվազիանալիտիկու- 
թյան հայտնի պայմանների օդտագործման վրա։

H. G. BALAKIAN. On the uniqueness of analittcal functions tn infinitely 
connected domains of L type (summary)

This paper obtains sufficient conditions for uniqueness of analitical functions in 
L-type domaias, which include cases, where the harmonic measure of unit circle is 
zero. The proof is based on the Denjoy—Carleman conditions of quasianalyticity.
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Р. Э. ДАЯН

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА ИНТЕНСИВНОСТИ 
НЕОДНОРОДНОГО ПРОЦЕССА ПУАССОНА

В ПОЧТИ ГЛАДКОМ СЛУЧАЕ

Пусть Х(1): 0 — неоднородный процесс Пуассона] интенсив­
ности 5 (/ +0), Г: 0, где 5(0 — положительная периодическая функ­
ция с периодом т и 6 (а, £), 0<а<£ < Нас будет интересо­
вать задача оценивания параметра / по наблюдениям Xг = \Х(^, 

при Т— се. Свойства оценбк очевидно определяются глад­
костью функции 5(0, /< 0. В случае, когда существует информа­
ционное количество 

т
/= [ 5'(035(0՜' с11 = — |’5'(Пя5(0-։ Л(14-о(1)) = 

о и
= -1//(1+о(1)).

В [1] доказана состоятельность и асимптотическая нормальность оценки 
максимального правдоподобия

£[(6г_б)1Л7}=;>д/(0, г1/>.

Эта же оценка, но в случае, когда 5 (/) имеет разрывы первого рода 
при Т —>- оо в пределе имеет негауссовское распределение и с другой нор­
мировкой [2]

£|(0г-9) Т\ =>£{?).

Вопрос о свойствах оценок в случае, когда 5 (/) —непрерывная функ­
ция, но 1 = оо оставался открытым, поэтому в этой работе свойства оцен­
ки максимального правдоподобия изучаются для 5 (7), допускающих пред­
ставление

5(0 =А|г—т0|« + г(;֊т0), 

|г(/ + Л)-г(01<М.
-где а £ (о, А, ку > 0.

Показано, что ОМП при Т -*֊ оо имеет невырожденное распределение 
со следующей нормировкой:
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£{(8г-е)г'2“)=>£|у,

где Ех определено ниже.
Считаем, что функция 5 (•) непрерывна, положительна, периодиче­

ская с периодом т, дифференцируема всюду за исключением точек 
тв-|-Ат, гДе то€ (О,՜), Л = 0, 1, 2,-... Предполагаем, что существует 
некоторая окрестность и точки т0, где функция 5(0 представлена в 
виде

5(0 = Лк-тв|«+г(<--,), |г(< + Л)_г(/)|<*։ А 

а е (0> т)А’ *1>0֊

Введем обозначения: & (и) — гауссовский процесс с Е£ (и) = 0 и. 
корреляционной функцией

Л (и1։ и։) = у {|м^+ |П։1т— |И1— их|т), 

случайный процесс

А (и)= ехр (“) — у 1“1Т | ’ 

случайную величину £, по формуле

А (?х) = шах (и), 
и

/ X \а/7
<Рт = (---- ----- ) 7 = 1 +2«.Тг \ А'ЦТ) 

где

^ = г(0Гх |'(|«7 + 1Г-!»Г)։^- 

— ■*

Интеграл £։ может быть представлен в виде комбинации специальный 
функций (см. [3], с. 408—409). Ввиду громоздкости выражения оно здесь 
не приводится. ■ . ч

Теорема. Для оценки максимального правдоподобия 0Г равномерно 
по 0 £ К выполнены соотношения

Л 1ш1ёг = 9։ £о[(ег-б)?г(&)-։ }=>£&),

Нш Ев|(9г-в)??1 |Р=£|51|₽, 
7—

где р—произвольное положительное число, К—компакт, К. £ (я, °).
Доказательство теоремы опирается на некоторые свойства функции 

5 (/), которые будут установлены в леммах 1, 2. Затем в леммах 3—5 бу­
дут установлены некоторые свойства отношения правдоподобия и, нако­
нец, будет использована теорема 10.1 из [3]. 
7—154
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Прежде всего заметим, что для любого, е > 0 существует число 
Kt (в) такое, что |5' (01 < (®)> если t £ ["0— е, т0 ֊}֊ е]. Кроме того, су­
ществуют Л1>0 и £>о такие, что

Лемма 1. Для любого А, |А|т1։ существуют. С,^>0 и 
и С,>0 такие, что

Г
С,|Л,7 < [ [/£(*+Л) - /5(0 ]’ Л< Q | А,\ 

о
Доказательство.

Г (/s(<+n -узто)" dt < Г .1.5(,+А)--՛՛«)]* л
,J .J 4«

и правое неравенство леммы следует из [4], лемма 1.
С другой стороны

С [/5(f +А) - /5(0 j’ dt > f [•$(< +А)-5(0]*
J J 4 мо и

и левое неравенство следует из [4J, лемма 2.
Лемма 2. В сделанных предположениях 

х

lim |А]~Т (* [ 5 (f + А) — 5 (0 — 5 (О1п --(-~ЬЛ) 1 dt = — A։LV
А-° J l 5(0 J 2о
Доказательство. Для определенности считаем А = 1, h > 0. 

Имеем
т

lim Г Г 5(г + А) — 5(0 — 5 (0 1п ] <“ =
A”0j L 5(/> J

u

=|lmX Л-Т (’ [ [5« + Л1֊.5(0Г ]
^2 J L 5<o I0 

где
|5(^+A)-5(Q|»

5(0’
Согласно лемме 1 из [4] и факта, что 5 (О > g, имеем

lim А 7 
л-о

= 0.

Далее пусть 0<^8<^1 такое, что [т0—23, г0-|-23]с£/. Тогда 
при А <^8/2

»-« J 5(0 »-"J |<r+r«)t>—p —8
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Имеем
I »/А

Г [If+Af-RI8]1 rff_AT ГПу + 1|‘-1уН‘
J W+r(/) J 1уА| + г|уа;

— 5 —о/Л

Покажем, что

[ly+li՞—|у!']* 
|уА|Ч-г(уЛ) J r(0) s

Пусть имеем ех 0 такое, что # — е1^>#12>0. Тогда существует А 
такое, что при т41^>>40

[1у + И*-1уН!
г (0)

<fr- f J? +
J г(0) у (1).h

3

Далее существует Ал^> Аг такое, что при Л < ь/Аг имеем
ь/л • л,
Г [1у + 1!°- 'уН* , Г [1у-И|‘-|у|‘]*

3 |уЛ|'+г(уЛ) д 3 |уА|« + г(уА) У 3
—о/Л ~-Л:

Ясно, что при этом значении А2 неравенство (1) также будет выпол­
няться.

И, наконец, поскольку 
то

|г (0) — г (у К} I < кг |#А1 < kiAth при

f Jjy±llg-ly|-l1
J |уА|* + r (yh)

Г [у+1Г-Ш
г(0) 3

6t ,л r ' где L, =
• [1у+1|а—|у'а]!

gl
dy.

Таким образом, для любого ех < |^ — £х| существует 
что при А < ։г

I 7в։+*Г-КГГ Г [1я+1|--|»'Р ,
| ] м-+г(о л՜ ] 

— ъ!П — м

такое 1

Следовательно
s/л

11т Г0»+«1-№Гд_ ГДу+ir-W dg, 
J |<|'+г(о J но»— 5/П —аг

И, наконец,

„т А-, |:№+/.)-ЗЮГ dl= |lpA-T7V«+M-Wrf< д.
Л-0 J S(t) Л-О J 5(f)

о о
■=о+Р т

+ ИтА֊, [Я£4-Л)-5(0У й + 1|тА֊, 1֊ №+Л)֊5СТ<йдА
«-• J 5(0 >-» J 5(0

-»-р ч+р
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-Случай Л < О А ¥= 1 аналогичен.
Рассмотрим отношение правдоподобия [2]

dPt+fTu ( Г S(t 4֊ в 4- u<fT)Zr(“,“-^r<Zr)_'xplJ ՛" s<(+8) ‘'"'°՜

и

р г »S (t 4* 0 иФ-г) 1 1֊ s(f+8 + «<pr)-S(< + 0)-S(H-e)in ? Тг «к .
J L ö) j j
0 

тде 
t

M0)=*(0-j S(y + Q)dy. 

0
Лемма 3. Конечномерные распределения процесса ZT (и) при 

Т со сходятся к конечномерным распределениям процесса Zt (и.) и схо­
димость эта равномерна по 0 £ К, К—компакт.

Доказательство. Прежде всего заметим, что

Ilm f f SO + 0 + «?г) - S(t 4֊ 0) -SO 4- 6) In ■ -**-* 9 + и?г) I df = 

r՜*“ J L 5 {t 4՜ °) J

= lim — C [ S + ©4- и? r) — S (f 4֊ 0) — S (f 4- 6) In I dl=
г*- t J L 504-0) J

о

=hm |üp-^M֊T рО+94-ифг)_5(<4-8)4-5(«+0) X 

' о

SO 4- © 4֊ ичт) _1_ i t
X n SO 4-0) dt~ 2 |и՛ ’

Аналогично вычислениям, проведенным в лемме 3, получаем

Cl S(t 4՜ 0 4՜ нФт) I3
Л” УI ՛" 5U + S) | 5('+ ’> ■" = М • 

и

г г SO+0+ui?^ 1 Г 504-0-f-u։<?r) I 
504-0) JL 5(/4-0) J

e

։ fr 5O4-04-«i?t)-5O4-9) ir 504-6 4-«։<pr)-50 4-0) 
= lira I -------------------------------------- I -------------------------------------T— JL 5(f4֊0) JL 504-0) 

о
X 50 4֊ 6) dt.

.Далее
, O Г г5О4-04-«1?г)-5О4-6)]Г5О4-9+«։'Рг)-5О4-0) 
lira 2 -------------------------------------- --------------------------------------

J I 504-0) J L 504-0) 
0
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S(f+9 + u1?r)-S(* + 6) i>

О
5(Н-9)

о
^' + 9 + ".Тг>—5«+»)р(( + ։>л_

5(< + 9)

— ] im IJ 
о

•S (f + 9 + u։<pr)—SU4-9-f- и<рг) 2

5(f + 9) 
S(H֊ 9)Л =

= l“։|T + l“s|1 — I“։- «i|T.

Причем, ввиду периодичности функции S (t), эта сходимость равно­
мерна по 0.

Далее пусть

Г S {t 4՜ 9 4֊ пфт)Г,(и)= In о „ г 
т J - SU4-9)о

Положим Фт(Х1։ Х2) = £’| ехр {/X, Ут (nJ 4- (“։)}•
Из доказательства леммы 4.2.1 из [2] имеем

7лФг(>1, У + уДг ас

г
[ехр {։ R(t, )v >.։)]S(/+9) Л4֊

т г
[Я(6>1, MP5U+9) Л <

и 
где

] \R(t, >i, Xt)՛» SU + 9) dt, 
0 

т
& = | X, X։)]։S(f+ 9) dt,

о

к(։.I,. Ч)-4In + ч I"*Э *т՜ °)
Stt + G + UiV,.)

SU+9)

Производя вычисления, аналогичные проведенным в лемме 3, получаем 
> г

р”. |՝|/?ил, ад5и+9)л=о. 

о
Далее

г
Ит Др= Ит ( [Л (6 Х1։ Х8)]։ 5(/ + 9) Л = 
г-»֊ г-.- J

о
Т 2 Т 2

= )>? |11п —1 5<*+е)*+Х» | [ 
о о
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, о, . ГГи^Н-В + ^Фг) ] Г. 5(/+ 6 +и։7г) ]О/, _ П1
+ 2Х1Х*.) [|П 5(<н-в) Ц1п 5« 4-8)---- р(' + °) Л =

и
= Ч1“։1Т + *։ 1«։1Т + М֊։ (1«>1т + '«»I1 — 1«з ~ “11т)֊

Следовательно, двумерные распределения случайного процесса Ут (и) 
сходятся к двумерным распределениям процесса 5 (и).

Отсюда получаем сходимость двумерных распределений 2Г (и) к дву­
мерным распределениям 2, (и).

Аналогично устанавливается сходимость любых конечномерных рас­
пределений.

Л е м м а 4. В сделанных предположениях

Еь |//2 (М։) ֊ гУ2 (И1) < с3 |И։ ֊ «х 1Т.

Доказательство. Из [2] (с. 61 и с. 185, формула (2.13)) полу­
чаем

7 1

А \гУ2 (И։) - г'У2(И։)|= < [ (/$(*+ й+и,Тг) _ ] (5^+ 04-И1<рг))։ л 
о

м по лемме 1, ввиду периодичности 5 (<), имеем 
г

У [ ]/£(«+01 и։?г) - /5(«+ 8 +О1<рг)У Л < С։ [и, - И1'Т. 

о
Лемма 5. В сделанных предположениях

Р> \2т(ц» ₽-с«1и1т }^е~е‘ ։“‘т .

Доказательство. По неравенству Чебышева

с МР
Л {2т (И) > е-^ '“П) < е 2 Е, ЕУ2 (и).

Из [2], с. 185 имеем
т

« |„|Т_2. о
е £» 7т2 (и) = е 2 2

•Согласно лемме 1 
г

Поэтому

-с |в\’ ■г1 2 2

с։ШОЛОЖИМ С = Са = — • 
3
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Свойства отношения правдоподобия, установленные в леммах 3—5 
позволяют воспользоваться теоремой 10.1 [3], чем завершается доказа­
тельство теоремы.

Ереванский государственный 
университет Поступила 10. X. 1984
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