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հմրագրւսւ/յունր խնդրոս! է այն անձանց, որոնր ցանկանում են հսդվաձնևր հրաոյարա- 
կևլ Հայկական 1111Հ ցխոությո։նն1,ր1ւ ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մարեմատիկա» ամ- 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները

1. Հողվածների Տավա/բ, որպես կանոն, չպետր կ գերազանցի մեկ տպագրական մամռւ[ը 
(այսինրն ո լ ավելի րան տեքստի 24 մեքենագրված էք)*

Մեկ տպաղրական մամու/ր գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' խմրագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հողվածները պետը կ ներկայացվեն գրամ ե քենտգրված, երկու օրինակով։ 1Ւոսւերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ կ կլ]ել ամւիուիումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուն երով։

Օտարերկրյա հեղինակների Հալվածներ ը, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համ ապատ առխւս ն / ե ղվով է

3. Մեծատառ լատինական աաոերը, որոնք միանման են համանուն ։իորրատաոերին, 
պետը է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում , իսկ փո րրաւոաոերը' երկու գծիկով 
վերևում է

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդե քսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընգգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին կքերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համար և տեգը տեքստում կքի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում կ հողվածի վերքում, րնդ որում, գրքերի համար 
նշվում կ' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվամ հեղինակը , հողվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և կքեր րէ

Օգտագործված դրւսկանութ յունր նշվում կ քառակուսի ւիսւկտղձերոէմ , տեքստի համապա­
տասխան տեղում է

0. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպբուլք, որպես հող­
վածի ստացման ժամկետ համարվում կ վերջնական տեքստի ստացման օրը։ծ*. Հողվածի մերժման ղեպրամ հեղինակին վերադարձվում կ ձեռագրի մեկ օրինտկր և 
խմբագրությունը իրավուն բ կ վերապահում չգրուղվեք մերժման պատճառների պարղա բանում ով։

Հողվածի վերջում անհրաժեշտ կ նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված կ տվյալ աշխատանքը։

10, Հեղինակը պետք կ ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։

11. Հեղինակներին ուղարկվում կ անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։
Խմբագրության հասցեն' Երևպն, Մարշալ . Բաղրամ յանի պող., 24 ր։. Գիտսւթ յուեների ակա­

դեմիայի Տեղեկադիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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Н. У. АРАКЕЛЯН, В. А. МАРТИРОСЯН

ЛОКАЛИЗАЦИЯ ОСОБЕННОСТЕЙ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ 
НА ГРАНИЦЕ КРУГА СХОДИМОСТИ

Знаменитая общая теорема Фабри (см. [1] и [2], § 2, теорема 2.1.1) 
об особых точках степенных рядов, лежащих на фиксированной дуге гра­
ницы их круга сходимости, а также ее наиболее важные следствия — теоре­
мы Фабри о лакунах и об отношении — привлекли внимание многих иссле­
дователей (подробно см. обзор [2], § 2). Некоторая громоздкость форму­
лировки и, что более существенно, трудности и неясности в доказательстве 
этой теоремы, были встречены критическими замечаниями (Фабер, Ло, 
Принсгейм и др.). Ряд авторов предприняли усилия к устранению указан­
ных недостатков (Фабер, Полна, Мандельбройт и др.), модернизовав ме­
тод доказательства Фабри, либо предложив новое доказательство. Г. Полна 
удалось, используя введенное им понятие максимальной плотности, сущест­
венно упростить формулировку теоремы Фабри и превратить ее в вполне 
строго доказанное утверждение. Он также исследовал точность этой теоре­
мы в случае частной теоремы Фабри о лакунах. В дальнейшем, говоря об 
общей теореме Фабри, мы будем подразумевать данную Полна формули­
ровку этой теоремы (см. [2], § 2, теорема 2.1.3). В последующих работах 
(Мандельбройт, Леш, Клаус и др.) предположения теоремы Фабри заме­
нялись другими, чаще всего более строгими и громоздкими, для усиле­
ния утверждений теоремы Фабри.

В настоящей работе для исследования особенностей степенных рядов 
применяется подход, в основе которого лежит хорошо известный метод 
«функции коэффициентов». Этот метод систематически применялся (Ло, 
Ле Руа, Вигерт, Линделёф, Карлсон и др.) в исследованиях об аналитиче­
ском продолжении и -лишь эпизодически — при изучении особенностей 
(Дюфренуа и др.). Основным препятствием для такого применения явля­
лось, на наш взгляд, отсутствие подходящего критерия регулярности гра­
ничной дуги в терминах «функции коэффициентов».

Такой критерий представляет лемма 1 настоящей работы. Она оказы­
вается весьма полезной не только для получения утверждений типа общей 
теоремы Фабри, но и при исследовании точности их условий.

Указанный подход позволяет свести вопрос об особых точках степен­
ных рядов к вопросам об условиях равновесия между ростом аналитиче­
ской функции и ростом количества ее нулей.

Конкретно, в настоящей работе получены следующие основные резуль­
таты. Теорема 1 усиливает общую теорему Фабри (в варианте Полна) и, 
на неш взгляд, имеет несколько более простую формулировку. Теорема 1 
доказывается по единой схеме с теоремой 2, которая, в отличие от извест­
ных аналогов общей теоремы Фабри, уже не содержит неизвестных и под­
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лежащих выбору параметров. На.м представляется, что она дает удовлетво­
рительный ответ на задачу, к решению которой была нацелена общая тео­
рема Фабри: найти явные условия на коэффициенты степенных рядов (на 
их модули и аргументы), гарантирующие наличие особой точки на задан­
ной граничной дуге.

Работа состоит из двух параграфов. § 1 посвящен формулировке основ­
ных результатов и комментариям, а § 2 — их доказательству вместе с необ­
ходимыми вспомогательными утверждениями.

§ 1. Формулировка результатов

1°. Здесь и далее, в § 2, мы придерживаемся следующих стандартных 
обозначений. Через И, 2, R и С мы обозначаем соответственно мно­
жества натуральных, целых, вещественных и комплексных чисел. Для 
а, Ь) обозначим через [а, 6] и (а, 6) соответственно замкну՜
тый и открытый промежутки с концами а и Ь (при а = Ь полагаем, 
(а, Ь) = 0). Другие необходимые обозначения будут введены по ме- 
'ре надобности.

Ниже и в дальнейшем мы используем применяемое в различных во­
просах анализа понятие перемены знака (конечной) последовательности из 
R (см. [3], стр. 48).

Сформулируем теперь две основные теоремы настоящей работы. Рас­
смотрим произвольный степенной ряд с единичным кругом сходимости:

У/„ я", Пт |/’я|1/я = 1. (1)
“о «—

Теорема 1. Пусть для ряда (1) последовательности натуральных 
чисел пк I 4֊ оо и вещественных чисел {₽«} выбраны так, что

П5Г|Ке(Длв***)|։,"*-1. (2)

Для т^-0 обозначим через й?* (’У число перемен знака последова­
тельности [Ке(/Л е/(**)) при п£["п», п*] и положим

1Г*=ш5п | И?՜, |, 1Г-' = ЛйГ 1ЙГ • (3)
1-.1ло *-»- |1—-| пк

Тогда ряд (1) имеет особую точку вида е'“’, где |ш՛ 1₽*.
Теорема 2 (об аргументах). Пусть для ряда (1) подпоследователь­

ность {п„} выбрана так, что

= (4)

Положим
/я = !/я| е'-« для п = 0, 1,

где —(0"! "С "> и обозначим

= ?'+), К±=-1ЙГ П^՜ (\П*) > (5)
х-»1±о |1 — пк

V (■։> Я) = И 1шя+1 ~ •«!» (6)
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(Тогда ряд (1) имеет особую точку вида е1“, где 'а>| И*.
Из теоремы 2 видно, что аргументы целесообразно выбрать таким 

образом, чтобы суммы вида (6) имели по возможности минимальное зна­
чение. Следующий индуктивный выбор последовательности {соп} ” обеспе­
чивает такую минимальность.

Положим и>_1=0. Если /Я|1 —О, то полагаем и>я+1 = и։п; если же 
/я)1 /=0, то <»я+։—значение arg /я+։ из полуинтервала [—к + ш„, п-|- 
+ «»<). Для фиксированных таким образом аргументов сумма (6) за­
висит лишь от тех и>Л, для которых fn=fcü. Запишем ряд (1) в виде

jj/ z”*, ita = 1, (г>
v-i

где все {тк=/=$- Тогда вместо (6) величину И(т, д) можно определить- 
формулой

Р ('><?) = Е —“mj“ S (6'>

где значение аргумента arg выбирается из промежутка [— я, я).
2°. Приведем теперь ряд наглядных следствий из сформулированны » 

теорем, усиливающих теоремы Фабри об отношении и о лакунах. Здесь и 
далее нам понадобится следующее

Определение. Пусть Р, QcN, Q бесконечно. Для t£[0,1) и 
х^>0 обозначим через ЭХ (*, .г) — ЭХ (Р. Ь х) число точек множества 
Р Л [*х, х] и положим

Д*<Р, Q) —Вт Вт

Дф(Р, Q) = lim lim 
x-l »eo

(7>

(8)SR(՜, 9) 
И — ’1 я

Если Д#(Р, (})=Л* (Р, О)(=Д(Р, О)), то Д (Р, О) назовем 
левой) О-плотностью Р и скажем, что Р измеримо О (слева). 
Отметим, что при О = Ы величины (7)—(8), соответственно, совпадают 
с введенными Г. Полна (с.м. [2], стр. 25—26 и [4]) понятиями макси­
мальной и минимальной плотности множества Р. Некоторые свойства вве­
денных понятий перечислены ниже в пункте 3°.7.

Возвращаясь -. ряду (1), введем в рассмотрение «существенное» для 
него множество индексов (см. (I7))

Р* = {р£Н:/,#=0) = {т*)Г , 
в терминах подмножеств которого удобнее сформулировать наши след­
ствия. Из этих же соображений, полагая 0= запишем условие (4) 
в виде

|/,|։/’ = 1, (4')
V—- 
«64

причем можем считать, что ОсР*.
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Следствие 1 (об аргументах). Пусть коэффициенты ряда (1) для 
некоторых Р, О֊Р* удовлетворяют условию (4՜) и условию

litn arg 
miep.

= ։ к.

Тогда ряд (1) имеет особую точку вида е‘‘", где

|о>| < аД* (Р*, О) + (гс-а) Д*(Р*\Р, О).

В самом деле, положим
(9)

: mk £ Р>< гпк > х

и заметим, что <хх — а при х ֊> 4֊ со. Для величины (6՜) имеем оценку 

И(т, 9)<а^5К(Р*, 9)+ (--’„) Ж(Р*\Р, ֊, д),
откуда с учетом (7) следует, что величина V из (5) не превосходит пра­
вой части сценки (9). Таким образом, доказательство легко сводится к 
теореме 2.

Применяя следствие 1 при а = 0 к ряду вида (1) с коэффициентами 
(/„ з"}о , получим

Следствие 2 (об отношении). Пусть коэффициенты ряда (1) для 
некоторых бесконечных Р, с Р*1 удовлетворяют условию (4') и при 
|51 = 1 существует конечный предел

lim (Ю)

Тогда ряд (1) имеет особую точку вида е*'", где

|о>—args|<KA*(P*\P, Q).

Отсюда с учетом определений (7)—(8) (см. также пункт 3°.7) легко 
следует оценка

h-args|<K[A*(P*. Q)—Д#(Р, Q)]. (11)

Условие (10) принимает особенно простой вид при 5=1. Отметим 
также, что если в следствии 2 множества Р и Р* таковы, что из условия 
р£Р следует, что р + 1^Р*, то тогда условие (10) означает сущест­
вование предела

lim -4^ =*¥=0, оо, (12)
₽6р /р + 1

Z где s и z связаны условием s = ——, так что args = argz. 
w

Полученные в следствиях 1 и 2 оценки иногда определяют положение 
особой точки е<ш однозначным образом. Например, в следствии 2 доста­
точно потребовать, чтобы Д(Р*\Р, Q) = 0. Последнее, согласно (11), 
будет гарантировано, если Р и Р* измеримы Q (слева) и А(Р, Q) = 
= Д (Р*, Q). Особенно нагляден следующий частный случай.
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Следствие 3 (об отношении). Пусть ряд (1) для Pcz Р* удов­
летворяет условию

lim = 1 (13)
?ё₽"

и условию (10). Если верхние плотности множеств Р={р*]Г иР* = 
= (zn*}“ совпадают, т. е.

(14) 
Рк »И

то тогда точка $ — особая для ряда (1).
Для доказательства заметим, что существует бесконечное множество 

QCZP такое, что с учетом (14)

SR (Р* \Р, 0, х) SR(P*, 0, х) yr- SR(P, 0, х) _ Iim — -------------------- -<lim--------------------- lim -------------------  =0.
ж— x x -r-- x
Л60 .t£P’ x£P

Следовательно, Д'* (P*\P, Q՝=0 и с учетом (13) доказательство за­
вершается ссылкой на следствие 2.

Следствие 4 (о лакунах). Если ряд (1) для некоторого QcP* 
удовлетворяет условию (4՜), то тогда он имеет особую точку на любо”։ 
замкнутой дуге единичной окружности длины 2~Д*(Р*, Q). В частност-1 
при Д (Р*, = 0 единичная окружность является естественной грани­
цей ряда (1).

Для доказательства достаточно к ряду вида (1) с коэффициентами 
\fn $")о , где js| = l, применить следствие 1 при Р — Р* и » = ^. След­
ствие 4 можно вывести также из теоремы 1, примененной к тому же 
ряду, выбрав

- Q, Р* — — &rgfnk — args, 4 £ N.

Требуемое утверждение следует из оценки 1^'-^Д*(Р#, Q).
Заметим в заключение, что условие Д (Р*, Q) = 0, вообще гово­

ря, слабее условия, что Р* имеет нулевую плотность в обычном смыс­
ле.

3°. Комментарии и замечания. 1. Первая из основных теорем — теоре­
ма 1 усиливает заключение общей теоремы Фабри. В отличие от послед­
ней оказывается достаточным использование «односторонней» информации 
о числе перемен знака относительно последовательности {n,,.} * (см. (3)). 
Краме того, вместо понятия максимальной плотности, используется более 
тонкое мероопределение (см. 2° и 3°.7), теснее связанное с последователь­
ностью {пк} ”. Это отчетливо проявляется, например, при сравнении соот­
ветствующих следствий этих теорем о лакунах (ср. приведенное выше след­
ствие 4 с теоремой 2.2.2 из [2], стр. 81). Из теоремы 1 можно также полу­
чить усиление теорем Фабри об отношении (см. [2], теоремы 2.3.1, 2.3.2, 
стр. 49). Мы воздержались от этого, поскольку в этом отношении теоре­
ма 2 предоставляет гораздо большие возможности.

2. Теорему 2 можно рассматривать как обобщение и усиление резуль­
татов об аргументах и об отношении (Фабри, Деланж и др.).
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Здесь следует отметить, что в общей теореме Фабри связь коэффи­
циентов ряда (1) с размерами содержащей его особенности дуги, имеет 
опосредственный, неявный характер (выбор параметров {рк} ”, подсчет 
числа соответствующих перемен знаков и т. д.). Эффективно эта связь об­
наружена лишь в частном случае — в теореме Фабри об отношении, когда 
дуга вырождается в точку. Вывести из общей теоремы Фабри аналогичную 
закономерность для случаев невырожденных дуг до сих пор никому не уда­
валось— по всей видимости, это невозможно ПР существу. Использованием 
других средств, некоторые результаты в этом направлении получены Де­
ланжем (см. [2], стр. 96, теорема 2.3.3).

Нам представляется, что теорема 2 свободна от указанных недостат- . 
ков: в ней отсутствуют подлежащие выбору параметры, все фигурирующие 
в ней величины выражены через модули и аргументы коэффициентов ря­
да (1). Из теоремы 2 легко выводятся (см. следствия 1—4) утверждения 
типа теорем Фабри об отношении и о лакунах, некоторые из которых, при 
казалось бы недостаточной информации о ряде (1), дацт новые любопыт­
ные сведения об особых точках.

3. Следствие 1 выявляет совместное влияние аргументов и лакун ко­
эффициентов ряда (1) на локализацию его особенностей. Очевидным част­
ным случаем этого следствия является указанный выше результат Деланжа.

Следует отметить, что метод доказательства следствия 1 легко позво­
ляет получить вместо (9) также оценки

Н < [1 Д* (Р*. О) -г (« - ?) Л* (Р*\Р, Ц) + (х - ₽) з, 
где

, (Д*(Р, <3) при 0-Ср-Са,о =!
Ц* (Р, О) при

4. Теорема 2 позволяет привести в следствие 2 новую, более общую 
формулировку результатов типа теоремы Фабри об отношении. Удается, 
во-первых, охватить ряды с любым бесконечным множеством нулевых ко­
эффициентов. Во-вторых, при выполнении условий (10) или (12), когда 
теорема Фабри об отношении, вообще говоря, теряет силу, следствие 2 
позволяет, тем не менее, указать определенную • дугу, содержащую особую 
точку ряда (1). Простые примеры показывают, что указанные в след­
ствии 2 размеры дуги, вообще говоря, минимальны.

5. Следует отметить, что теорема Фабри об отношении указывает не 
более одной особой точки ряда (1). Следствие 3 (ослабляющее условия 
этой теоремы) в принципе не исключает возможности указания несколь­
ких или даже бесконечного числа особых точек для фиксированного ря­
да (1). В частности, следствие 3 позволяет строить примеры рядов вида 
(1) с |/п| = 1, П £ Ы, для которых единичная окружность является ку­
пюрой.

6. Следствие 4, использующее информацию о лакунах ряда (1), лежа­
щих «левее» последовательности О, является усилением результатов Фабри 
и Фабри—Полна о лакунах (см. [2], § 2.2). Здесь, как впрочем и в случае 
следствий 1—3, мы не приводим формулировок соответствующих след­
ствий из теорем 1 и 2, использующих информацию «правее» от <4. В связи 
со следствием 4, см. также ниже пункты 3°.8 и 3°.9.
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7. Перечислим некоторые из основных свойств введенных в (7)—(8) 
величин, используемых в следствиях 1—4. Ниже предполагается, что 
Р, Р1։ О, О։—произвольные подмножества из М, причем О и бескб- 
нечны. Очевидно, имеем:

0<Д,(Р, О) <Д*(Р, 0)<1;

' Л*(Р, О) + Д»(М\Р, 0) = 1;

Д^Р, ОХдиРх, О), Д*(Р, 0)<Д*(Р1, (}) при РсР1Г

Д*(Р, ОХМР, 0։), А*(Р ,0) <Л*(Р, От) при
Д*(Р։\Р, 0)<Д*(Р1, О) —Д^Р, О).

Кроме того, выполняются следующие свойства полуаддитивности:

Д*(РиР1։ 0)<А*(Р, О) + Д*(РХ, О)- ДиРПРг, О),

А*(РиР։, 0)>Аж(Р, О) + ДФ(Р։, Ц)-Д*(РПР1։ О).

8. Приведенное выше свойство монотонности величины Д* (Р, £}) 
по О показывает, как уже отмечалось нами, что использование в на­
ших результатах этой величины вместо максимальной плотности՛ 
(=Д”(Р, М)) в смысле Г. Полна, приводит к более тонким резуль­
татам. Для иллюстрации рассмотрим следующий пример.

Пусть последовательность 0 = {пД“с^ удовлетворяет условию 
п4 < (1 — О0) лй+1, %6(0, 1). Для множества PcN и числа 0 £ [Во, 1)՛ 
обозначим

Ре = Р П II [ (1 — 9) пА, Лд].

Выбирая произвольное Д£[0,1), докажем, что существует такое мно­
жество РсЫ, что Д* (Р, 0) = Д, однако Д*(Р։, М) = 1 для всех 

1).
В самом деле, рассмотрим бесконечную систему/с [1—0О, 1) от­

резков попарно без общих точек. Выберем эти отрезки так, чтобы ли­
нейная.мера (1 множества [т, 1) П/, (0,1), удовлетворяла условию

Нт-^-=Д. (15>
т-.։ 1 — т

Возьмем в качестве Р множество

,Р = Ои(Ып и А), /* = {лАх:х^/|.

Далее, рассмотрим множество /П [", 1 — (1 — ")’], состоящее из конеч­
ного числа (=тп.) отрезков суммарной длины <4(т), Число точек М 
множества Р на конечной системе отрезков /4Л["Пд, пк — пк (1—т)2], 
удовлетворяет оценке

|М— пк <1Х (т) 2 т..

Отсюда следует

|яя<р, ъ яд) _I< 2т<+ 2 +֊(1 _х)։.
п* I л*
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Замечая еще, что «4 (")=</(•) + о (1—') при т ֊> 1, с учетом (15) и 
определения (7) получим, что&*(Р, (})=■= А. Утверждение Д*(Ро,ГЧ)=1 
для всех 0 £ |0О1 1) следует из замечания, что для любого "£[1 —0, 1) 
существует отрезок [։, р]с/П[", 1), так что множество Рц содержит 
все целые точки отрезков [ал4, рп4], к £ К,

С помощью построенного множества Р легко привести примеры ря­
дов вида (1), для которых утверждение нашей теоремы 1 сильнее общей 
теоремы Фабри. Для простоты ограничимся случаем лакунарных рядов. 
Рассмотрим ряд вида (1), где = 1 для п. £ Р и = 0 для п. £р. Для 
этого ряда из следствия 4 вытекает, что он имеет особую точку на любой 
дуге единичной окружности длины 2яД. Между тем, поскольку Д*(Р, 14 )=1 ։ 
то из теоремы Фабри—Полна о лакунах следует лишь, что ряд (1) имеет 
одну особую точку на единичной окружности.

9. Вопрос о точности условий общей теоремы Фабри и даже ее част­
ных случаев (о лакунах и об отношении) мало исследован. Г. Полна дока­
зал (см. [2], стр. 93) точность теоремы Фабри о лакунах в случае лакун 
нулевой плотности. В общем случае вопрос остается открытым даже для 
лакун с положительной плотностью. Здесь мы покажем, что опираясь, на 
лемму 1 (см. ниже § 2, пункт 1°), можно дать утвердительный отпет на по­
следний вопрос.

С этой целью, для последовательности РсИ плотности Д(;[0, 1) 
рассмотрим, следуя Г. Полна, ряд вида (1) с коэффициентами/п=^(л), 
где

Тогда, очевидно, /л = 0 для л£Р и /л 0 для л£Р. Поскольку (см. 
[2], стр. 25) индикаторная диаграмма функции <? совпадает с отрезком 
с концами ±/"(1— А), то достаточная часть леммы 1 применима к 
ряду (1) для любого а^>к(1— Д). Мы получим, что все точки зам­
кнутой дуги единичной окружности с центром — 1 длины 2к (1 — о) 
являются точками регулярности ряда (1). Объединение указанных дуг 
(по а) определяет открытую дугу регулярности ряда (1) длины 2кД. 
Таким образом, указанное в теореме Фабри—Полна число 2кД нель­
зя, вообще говоря, заменить меньшим.

§ 2. Доказательства

1°. Вспомогательные леммы. Ниже мы используем обще­
принятые теоретико-множественные обозначения. В частности, для мно­
жества е с С его граница, замыкание, внутренность и дополнение, соответ­
ственно, будут обозначаться через де, е, е’ и С\е.

Обозначим далее через О [X, р] открытый круг с диаметром 
[)., р]сЯ и положим для краткости ОГ = О[—г, г].

Рассмотрим угол

Др = : |аг£х| < -֊-1 для Р С [°> 2я)>
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и через Н (А с) будем обозначать множество функций, каждая из которых 
голоморфна в некоторой окрестности As. Для величину

°т = lim |x|—1 log՜՜/т (-«) I

принято называть экспоненциальным типом функции ф. Говорят, что ф 
(конечного) экспоненциальною типа на A«, если ст _ < + оо. В этом слу­
чае функцию

ÄT(ö) = lim г՜1 log|<p(r е'ь) |, |9, < ß 

называют (экспоненциальной) индикатриссой ф.
Лемма 1. Для того, чтобы степенной ряд (1) допускал аналитиче­

ское продолжение на замкнутую дугу d о £ (0, я), необходимо и
достаточно, чтобы при некотором а £ ^0, — j существовала функ­

ция <р £ Н (До,) экспоненциального типа о9 < о, такая, что

ф(п)=/я, п = 0, I,--. . (16)

Замечание. Если существует функция ф, удовлетворяющая усло­
виям леммы 1, то тогда легко видеть (ср. [5], стр. 28), что ее индикатрис* 
са h удовлетворяет неравенству

(6) О'|sin 6|, |0|<а, (17)

где а'(==зт)<^з. Обратно, если о-< + <» и выполнено (17) для а'<^ 
то тогда 3?-j^s'<>.

Необходимость. Пусть ряд (1) представляет голоморфную 
функцию f в некоторой односвяэной области QroDjU (d£\\A°o).

Пусть log С = log|C| + (arg С— главное значение логарифма в об­
ласти С\(—оо, 0], так что log 1 = 0. Полагая

С* = exp(wlogC) для w^C, 

определим искомую функцию ф формулой

?(*) = ֊ Гг*-։/(С)Л (18)
2 «i J 

т
Здесь 7—замкнутая кусочно - гладкая кривая в 2, IndT(0) = 1, 

пересекающая полуось (— со, 0] только в одной точке вида—е®, «Г>0. 
Если эту точку на 7 фиксировать, то ввиду голоморфности подын­
тегральной функции по С в й\(— со. 0], интеграл (18) не будет за­
висеть от выбора кривой 7. Определяемая им функция ф является 
целой функцией экспоненциального типа. Далее, для значений z = 
= 0, !,••• интеграл (18) превращается в формулу для коэффициентов 
степенного ряда функции /, так что условия (16) выполняются. Что 
касается условия (17), то оно усматривается из последующих оценок 
интеграла (18) при подходящем выборе 7.

Числа 5> 0, ^'^(О, а) будем фиксировать так, чтобы
71=d£>ej\A2.cz2.
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Возьмем теперь произвольное число s £(0, 1) и положим f «=TXU -f2U 
Ob, где

7։ = <?£>,-. Л А,,,

7։ = (С:е--*<;СКе\ |аггС| = з'}, 
Выбирая в (18) 7=7.» представим интеграл (18) в виде суммы 

интегралов /х, /։, 4> соответственно, по 71։ 7., 7։. Пусть
1/(91< л/, для С Ст..

Тогда, полагая г = х 4֊ 1՝у = ге‘* и учитывая (18), для х^>0 имеем 
оценки:

141 < ехР (— Зх + Я1У։), 
141 + 141 С (1 + з 4՜ г) М. exp (ех 4֊ а' ,у| ).

Из этих оценок при следует

hv (9) -С max (е cos 0 4֊ а' | sin 0|, — 3 cos 0 + я | sin 01). 
Отсюда при е —*■ 0 получим оценку

Л7 (6) max (а' • sin 8|, — о cos 0 + « | siu 01 ), 

очевидно гарантирующую выполнение условия (17) для достаточно мало­
го а > 0.

Достаточность. Пусть теперь для некоторых а С(О, я] и 
՝а£^0»-~ j функция ?С//(Д,։) экспоненциального типа удовлетворяет 

оценке (17) при а'<^а.
Доказательство утверждения, что ряд (1), (16) допускает аналитиче­

ское продолжение на замкнутую дугу d А®, основано на известно.« 
интегральном представлении Линделефа [6] рядов вида (1), (16), приспо­
собленном к нашим условиям.

Положим

G=a“»\£>0,5, Г = дв, l„ = GndDm+Q .,

ориентировав Г положительно относительно G и считая т = 1,2, ... Рас­

смотрим компакт К'=£>,,\д? где гх = 1 4֊ t tg a, t =• Оче-
3 

видно, что д Д£, с: К°.

Пусть
z- =exp(!Jogz) для С С Аг,, 

где logz—непрерывная на Л ветвь логарифма такая, что log( — 1)=/я. 
Докажем, что формула Линделефа

S СЩ^-Л=/(։) (19)
л-1 J е —I
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имеет место для всех х£29։ПЛ՜ и, что не менее важно, интеграл /(«) 
сходится равномерно для х£ К.

Для достаточно малого р £ (0, 2՜1) с учетом (17) приходим (см. 
15], стр. 34) к следующей предварительной оценке подынтегральной 
функции g{z, в (19):

для г^К, С = ? -Ь А2։\ II £>[п —р, п + р] 
п—1

I# (г, ;) I < с ехр {; log |z| — d(z) |т(| 4֊ а (|С|) |Ц }, (20)

где d(z) = ~ — а' — |х — argr|>0, s(>|)->0 при С->=о, с >0—некото­
рая константа.

Поскольку с = |'|cos։, Т( = [С| sin։ для и d(z) > 2т, log|x ։'<
•Cttga для z^K, то из (20) получим оценку

|g(z, С)|<сехр{ —[xsin։ —е(|ч|)]|:|| для С£Г\д£Ь.5, z^K.

Полученная оценка доказывает равномерную сходимость на К инте­
грала / (г) и. тем самым, голоморфность } (г) для г £ А? с учетом 
голоморфности по г функции а (х, С).

Чтобы доказать формулу (19), зафиксируем г £ Ох П К. Учитывая, 
что ? = |С|соз։ для А;։, из (20) получим оценку

ig(z, QI - -cexpj—pos։ log-֊ — s (|Q) | |Q },

верную, в частности, при С^7т.
Указанная оценка, очевидно, влечет условие

| § (*>' '՝) dZ—^ 0 при /п-г и,

Тт

гарантирующее применимость к области (7п2Ля+о. з теоремы о выче­
тах для вычисления /(г), что сразу приводит к (19).

Теперь утверждение достаточности следует с учетом (16) из формулы 
(19) и голоморфности 2 (г) на №.

Лемма 2. Пусть С — Функция Грина круга О = О [X, р], п. — вну­
тренняя нормаль к О И. Имеет место равенство

------ - ------  d.\ =2 \ G (х, 0 dt для z £ (К, р).
On ,1

х
(2D

Доказательство. Пусть 29* — 29(1 П4, где П+ = [х: 1т х>0}, 
П = (х:1тх<0|. Применяя к полукругам О՜ и к функции и = |1тх| 
известную формулу Грина (см. [7], стр. 13, 16) и складывая получен­
ные равенства, имеем: для х £ 29+ и 29՜

(22)
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Из гармоничности в D первого интеграла в (22) и непрерывности V 
следует гармоничность в D функции

£ 
v (г) + — ( log — - -----dl,

к J |г— ЛА 
так что функция 

ч 
р-

Ну (z) = v(z)4-i- j G(z, 0 dt, (23)

A

очевидно, также гармонична в D. Далее, поскольку 6 = 0 на dD, то 
Ну на dD совпадает с и. Следовательно, Ну является решением за­
дачи Дирихле для круга D с непрерывной граничной функцией и, как 
известно, представляется формулой Пуассона

И?«-֊- ‘iD.
J dn 
til)

Отсюда, полагая z£(s I1) и учитывая (23), получим (21). Лемма до­
казана.

Лемма 3. Пусть Ф—вещественная [аналитическая функция 
на промежутке 1—[р, д], где р, q^L, р < q, W—число перемен зна­
ка конечной последовательности (—1)^ Ф(у), y^ZnZ. Тогда число 
нулей функции Ф на 1, с учетом их кратности, не меньше (q—p)—W.

Доказательство. Утверждение леммы очевидно в случае, когда 
функция ф равна нулю во всех точках у £/П Z, поскольку тогда IF=O 
и число нулей Ф на 1 не меньше q— р -f- 1.

Итак, пусть среди чисел Ф(у), y£ZnZ, имеются ненулевые. Без 
ограничения общности можем считать, что Ф (р) =^= 0, поскольку в об­
щем случае доказательство легко сводится к случаю промежутка 
[p't q}c.l, где р— наименьшее из тех y£ZflZ, для которых ф(у)¥=О.

Построим интерполяционный многочлен Лагранжа Р, определяемый 
данными:

1) ^(у) = 0, когда y£/nZ и Ф(у)=^О;
2) Р(/)=±1, когда y£/nZ и Ф (у) = 0, причем знак Р(j) совпа­

дает со знаком числа (—1); Ф (у')> гдеу"—наибольшее из тех & £/П Z. 
для которых k<Zj и <Ь(й)=5^0.

Образуем далее функции Ф ։ = Ф + 8 Р, 8 ^>0. Обозначая через Sp 
р-окрестность промежутка Z, будем иметь, что для достаточно мг ло­
го рв > 0 все эти функции голоморфны в области 2р и веществеггы 
на 2pnR, р£(0, Ро). Очевидно также, что для каждого ?>0 чи ло- 
перемен знака последовательности (—l)z ф։(/)» y'^ZflZ, совпадает с 
числом перемен знака последовательности (—1/Ф (/')» У Z- По­
скольку при этом все числа Ф«(у), y^ZflZ, ненулевые, число перемен 
знака этой последовательности не меньше (д — р) — W. Тогда по тео-
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реме Больцано-Коши каждая функция ’!>։, ?^>0, имеет не менее, чем 
д—р— № нулей на промежутке I, и значит, в окрестности 
р€<0> ?о)-

Очевидно, что при о-► 0 функции сходятся к О равномерно 
на 2?, р£ (0, ро)՛ Следовательно, по теореме Руше получим, что чис­
ло нулей функции 0 в 2Р, ?С:(0, ро), с учетом их кратности, не мень­
ше д — р — №. Отсюда, ввиду произвольности р £ (0, р0), получим 
требуемое утверждение. Лемма доказана.

2.° Доказательство теорем 1 и 2. Предположим, что все 
точки замкнутой дуги П Д2г х, где * 6 [0> ”)» являются точками регу­
лярности для ряда (1). Тогда дуга где а = я(1—х), являет­
ся дугой регулярности для ряда

£ (֊ 1)"/п 
/I ■ >

Применяя к этому ряду лемму 1, мы найдем функцию ф, удовлетворяющую 
вместо (16) условию

(-1)4(»=//, / = о, !,••• (24)

и всем остальным условиям этой леммы.
Образуем далее функцию

♦ (*> ?) = у [? (*) с‘3 н- ? (я) е՜'?], г £ А2„ ? £ R,

голоморфную по 2, вещественную при [0, + °о) и удовлетворяющую, 
с учетом (24), интерполяционным условиям

(-1)' *(/» 8) = Re(/; е'З), у=0, I,--- . (25)

Поскольку Щя, р) | < max (l<f (z)1, <р (я) |), я^Л2։, то с учетом из­
вестного свойства индикатриссы (см. [8], стр. 97, теорема 28) при­
менительно к функции ч> и оценки (17) получим:

loglH-*. ?)К3'|1։пя| 4-е(|я|)|я|, я£Д2„ (26)
где а' т. (1 — х), а а не зависит от ? и г (|я|) 1 0 при |я| t 4- со.

Далее, мы хотим применить к функции ф (г, £) известную формулу 
Пуассона—Йенсена (см. [9], сгр. 165). С этой целью зафиксируем неко­
торые параметры X и ц так, чтобы

О < х < 1 <ji, - ---- - < Sin а.
pH֊ А

Тогда ясно, что круг £>[>., р]сД2։.
Пусть G я Go—функции Грина кругов £>[)., р] и £>։, соответствен­

но. Полагая, далее

г = z (w) ш + ■ а = £~1 (1) = 2 ~ --f՜Л)» (27)

имеем очевидно
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l) = G0(w, <j) = log 1----- —
■ . I w — а

(28)

Из этой формулы следует, в частности, что g (т) возрастает на (X, 1) и 
убывает на (1, |1), поскольку аналогичным образом ведет себя Go (х, а) на 
(— 1, а) и на (а, 1), соответственно.

Далее, пусть Г = р] и п—внутренняя нормаль к Г. Приме­
няя к функции ф(лде, Р) и кругу 2Э[Х, н] в точке ж = 1 формулу 
Пуассона-Иенсена (с учетом (25)), умножая затем обе ее части:на п^„ 
получим оценку

֊ log |Re e'f) | < - ± £ g (u. , (?)) +

, 1 f log Hn*C, 8)\ <?G(C, 1) ,Jfl 
.4

= ֊5\Э + Л.м (29).

где сумма берется по всем нулям " = и,, (В) £ (л, р), т=Д1, функции 
Ф(па т, Р), с учетом кратности.

Интеграл /*, р в (29) имеет достаточно простую оценку сверху. 
Заметив, что при г. £Г, и полагая в (26) я = л*С, будем иметь

Л. э < V" | 1т *1 |<Д| + ре (Хл*),
2՞ Оп

г
откуда с учетом леммы 2, полагая з'= к(1—■/.'), получим следующую 
(не зависящую от 3) оценку:

р

Л, ₽ < (! — *') 8 (") т 5*® (' Л1), где х'> х. (30) •
А

Далее, несколько преобразуем сумму $. С этой целью для 
т^.0 обозначим через (~, р) число перемен знака конечной после­
довательности [Яе (// е,?)) при [тп*. л*], а через т*(-:, °)—коли­
чество нулей функции ф(г, р) в этом же промежутке (с учетом крат­
ности). Применяя лемму 3 к функции ф(я, Р) и к максимальному от­
резку / с целыми концами, содержащемуся в открытом, промежутке 
(тл*, л*), получим оценку

т*(ъ ₽)֊т*(1, Р)>л>|1-т|-1Г*(ъ Р)֊2. (31).

Теперь мы можем записать 2*. ё интегралом Стильтьеса: 
р

2 к. ? = — I 8 (') ! <^14 (т, Р)|.
Л* р

Интегрируя по частям и учитывая свойство монотонности § (т), будем, 
иметь

, .՝.՛ - ~ ■ и

£*,? = —[ [ли (т, Р)— ли(1, ?)]|а^(01-

п*
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Отсюда, для достаточно больших к к0)։ применяя оценку (31) при 
|т—1| Пд ' и учитывая неотрицательность подынтегральной функции, 
получим

где

^^1^0)1֊։, 
«А

(32)

Очевидно, что бк не зависит от 0 и б«—► 0 при к —*֊ 4՜ °о. 
Из (29), (30) и (32) следует (для к /?„) оценка

1о? |Ие (/л* 
л*

Р) 
пк

*' |1 - ’1 № (-) | + р,, (33)

где Ра не зависит от 0 и Ра -*• 0 при к —•֊ 4~ 00.
Далее, доказательства теорем 1 и 2 временно разветвляются.
1) В условиях теоремы 1 имеем, что У* (т, 0») = М7* (т). Обозначим

с. = Ит 
4-*+- |1—т| пк

(34).

Полагая в (33) 0 = 0«, перейдем в обеих ее частях к верхнему пределу при 
А—>֊4-оо. Учитывая (2) и (34) и применяя лемму Фату (см., например, 
[10], стр. 292), получим

|Л

о < (с. — у/) |1 - "| |</Я (') |> «'>*• (35).
А

2) В условиях теоремы 2 докажем, что оценка (35) сохраняется, если

в (34) положить И7* (') = — V(", пл), где И(т, пА) определяется по (6).. 
я

С этой целью разделим обе части неравенства (33) на л и проинтегри­
руем по 0 от нуля до л. Мы получим

I
—1о£-^< |։Г±4-(1֊х'|1-т|](^(.т)| + ?^ (36)-

2 Л I '^к 1
где

2—4
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Очевидно имеем: lF*(t, Р) 4$ v1^*/ (т, Р), где У пробегает проме­

жуток [тлА, пк — 1] при "<1 и [лд4-1, -nJ при ->1, a 1₽*у(т, р) 
равно числу перемен знака в паре cos (wy4-p), cos (<“/+i + Р) при 
jwy+1 — и = 1 ПРИ |шлм — <о,| = к. Поэтому

V,
Ik (т) < Е А/, где Ау = (’ JF*y(r, р) dp. (37)

J Jи
Легко показать, что А/ = 1и>/+։ — ш/| В случае |wy+i—шу =к это 

очевидно. Если же |и>/|-1— <«у| < к, то заметим, что НАД", Р) равно 
числу корней уравнения cos («» 4՜ р) = 0 для ш£(и>у, шу!1).

Рассмотрим теперь множество ekj всевозможных значений Р £ R, 
.для каждого из которых существует <» = (иу £ (ш,-, шу-+1) так, что 
cos (ш J-Р) =-0. Легко видеть, что

% = U ( J + «т—W/+1, 4֊ ~т - о>у ) .

так что множество еА> П [0, к] состоит из одного или двух промежутков 
•суммарной длины |шу+։—<»у|. Требуемое утверждение следует из того, 
•что

UZ- (т 8) = J1 при ?^в*/П[0,«], 
|0 при р£[0, «:]\еАГ

Таким образом, с учетом (37), получим опенку

A (-) < 2 |шу+1 - «у| = И(т, „j = к Wk(z). 
1

•Отсюда и из (36) имеем

1 1 - (’ ^*(х) , и ՛ IiJ / 1; !
-----—s~ < I ֊я---------------------- x' |1 — ". I^g(') , 4*P*.

•Ч* |1 ֊ n„ J

Перейдем в этом неравенстве к верхнему пределу при k -*■ 4՜ °°. С уче­
том (34) и (4) и применяя лемму Фату, опять приходим к оценке (35).

Дальнейшее доказательство теорем 1 и 2 одинаково и основано на не­
равенстве (35).

Заметим сперва, что из (35) следует оценка

О < (сГ - х') J (1 - dg (-.) + (с; - к') j(l - ֊.) dg (т), х' > л, (38) 

А 1
тде положено

сГ = sup с։, с* = sup сх.
Х<т<1 1<Т<|1

Сделав в интегралах из (38) замену переменной г-~ L (t) (см. (27) и 
(28)) и разделив полученное неравенство на > » приходим к оценке
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О < (Сл — у') (а) + (с.* — х') /а (а), х' > х, (39)

где 
а 1

/1 (а) = У (а — 0 Со (<» «)» /։ (а) = Г (а — /) (/Со («, а), 

-г а
Эти интегралы легко вычисляются прямой подстановкой значения функ­
ция О,, по формуле (28):

/1 (а) = /։(— а) = ~~ 1о? —— > — 1 < а <1. 
а 1 —а

Отсюда, учитывая, что а—»---- 1 при X —► 1—0 (при фиксированном ц) и
а —> + 1 при ц—>1+0 (при фиксированном X), получим

Пт = Пт А1£)=о. 
х-1֊о/а(а) ^1+о (а)

Отсюда и из (39) следует

0 С сГ — х', 0-47 с? — у-՛ х. (40)
Замечая, что существуют пределы

с = Ит с՜, с+= Пт с-7՜, с = т1п(с՜, с+), (41)
■ к-1-0 н-И+0

из (40) получим, что *' с՜ и х/ 47 с Л т. е. х' 47 с и одновременно 
х'х. Таким образом, выполняется строгое неравенство х с-

Вспомнив наше предположение в начале доказательства теорем 1 и 2, 
из неравенства х < с мы заключаем, что дуга д!\ Г) с не является ду­
гой регулярности ряда (Г). Это означает, что ряд (1) имеет особую 
точку вида е1"’, где |«>] < «с. Нам остается отметить, что с = в ус­
ловиях теоремы 1 и с = х՜՛ И* в условиях теоремз! 2. Это легко сле­
дует из сравнения формулы (41) с учетом (34) с формулами (3) и (5) 
соответственно (во втором случае в (34) надо полагать Й7А (х) = 
= ~~ V(■։, пк)). Доказательство теорем 1 и 2 завершено.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 18. VII. 1986

Ն. Հ. ԱՌԱՔԵԼՑԱՆ, Վ. Հ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՑԱՆ. Աստինանային 
էոեղայնացումը զուգամիտության շրջանի եզրին (ամփոփում)

շարքերի եզակիությունների

ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվում են

Л=0 «■**
(1>

տեսքի աստիճանային շարքերի եզակիութ յունների տեղայնացման հարցերը։
Աշխատանքում и տարվել են հետևյալ հիմնական արդյունքները։
թեորեմ 1-ը ուժեղացնում է Ֆաբրիի հայտնի ընդհանուր թեորեմը և ունի ավելի պարզ 

ձևակերպում է թեորեմ 2-ում գտնված են բացահայտ պայմաններ (1) 1ա[>քի գործակիցների 
(նրանց բացարձակ արժեքների և արգումենտների) վրա, որոնք ապահովում են տված եզրային 
աղեղի վրա եզակի կետի աոկա յություն ըւ



20 H. y. ApaxeAHH, B. A. MapTHpocaH

թեորեմ 1. Դիցուք (I) շարքի
հաղորդականություններն այնպես

համար բնական թվերի 1 -j~ co և 
են րնտրվում. որ

իրական թվերի

lim |Re(/„t e'?*) |I/B* = 1.

Նշանակենք Wk (x)-ni| |R«(/ne/’i)| ն՚սշորղականուքյան նշանաւիոխոլրյսւնների բանակ 
bpp n€ [Xnt> ntl> x •* °, >i png

UZ*=min|lF, IF}, lFfc = lira lim *(՜} : 
,^±o |1_-| Ոէ

Այնժամ fl) շարքն ունի e"՞ տեսքի եզակի կեա, npmbq I»։/r. W*.
Թ b n p b մ (արդումենաների մասին). Դիցուք (1) շ՛արքի համար (n4||*C:N 

հաջորդականությունն այնպես է քնարված, որ

Դիցուք

քո = |/ո| e'“a, bpp ո = 0, 1, 2, ••• , 
որսւեդ —W|J K k նշանակևնթ

/♦ — min (/՜/, +|, /֊1; = ՜Ո^՜հ^՜֊ճ1ճճևԼ, 
?-1±0 |1 — է| nk

F(x, ?)= Տ 1®»+1 — ա«|> t>0.
"€է՜«. <?|

Այնժամ (1) շարքն ունի e'՞1 տեսքի եզակի կետ, որտեղ |u>| V* .
Նշված ընդհանուր թեորեմներից առանձնացված են մի շարք հետևանքներ, որոնք ընդ 

հանրացնում և ուժեղացնում են աստիճանային շարքերի համար Ֆարրիի բացթողումների և 
հարաբերության մասին թեորեմները' 

/
N. Ս. ARAKELYAN. V. A. MARTIROSYAN. The location of singularities of power 
eerie* on the circle of convergence (summary)

in this paper the authors investigate questions concerning location of singula 
rities of power series of the form

yy«n", 1Թ IA'M==1.- (1)
n-0

The following main results are established. Theorem 1 strengthens the famous general 
theorem of Fabry and has simpler formulation. In theorem 2 explicit conditions on 
coefficients (on their moduli and arguments) are found, which guarantee existence 
of a singular point on a given boundary arc.

Theorem 1. Let for /he serie* (I) sequences of positive integers nfc t + oo 

• and of real numbers choten in such a way, that

liSr|Re(/nte'3*)|I"’» = l.

Denote by W^ (r) the number of sign changes of the sequence |Re(/n e^*)| 

Jor ո(ր[էո4, n^J, ՜ > 0, and let

^♦ = min[IF-, IF+|, IF±=-I^rii^ri^4^֊-
s-lxo |1--| nt
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Then the eerie։ (J} ha։ a singular point of the form el"‘< where |»|<r.W*.
Theorem 2 (on argument։). Let for the series (1) the sequence Injl’CN are 

chosen tn such a way, that

Let
fn = |/„| e"”n /or n = 0, 1, 2, • • • , 

where |‘“я + 1 — ш„ and denote

V* = min | И՜, И+|, И՜ = lim lim »
/ t-.i±o |1 —nk

У (-» ?) = 2 l“n+l — шл1> x > 0.
»1

Then the series (1) has a singular point of the form e1՝՞, where |u>| V*.
From those theorems the authors conclude some corollaries, which generalize, 

«nd strenghten Fabry's gap and ratio theorems for power series.

ЛИТЕРАТУРА

1. E. Fabry, Sur les series de Taylor qui une infinite points singuliers, Acta math 
22, 1898, 65-87.

2. Л. Бибербах. Аналитическое продолжение, M., «Наукам, 1967.
3. Г. Полиа и Г. Сеге. Задачи и теоремы из анализа, часть 2, М., ГИТТЛ, 1956.
4. С. Polya. Untersuchungen über Lucken und Singularitäten von Potenzreihen. 

Math. Zeit,. 29, 1929, 549-640. 4
5. H. У. Аракелян. Об эффективном аналитическом продолжении степенных рядов, 

Матем. сб., 124 (166), № 5, 1984, 24—44.
6. Е. hindelof. Le calcul des re’sidus et ses applications a'la theore des fonctio ns 

Paris. Gauthier-Villars, 1905.
7. С. Стоилов. Теория функций комплексного переменного, том 2, М„ Иностр, лит., 

1962.
8. Б. Я. Левин. Распределение корней целых функций, М., Гостехвздат, 1956.
9. Р. Неванлинна. Однозначные аналитические функции, М.—Л„ Гостехвздат, 1941.

(0. У. Рудин. Основы математического анализа, М„ «Мир», 1976.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ՄաթԼմատիկւս XXII, № 1, 1987 Математика

УДК 517.53

М. М. ДЖРБАШЯН, С. Г. РАФАЕЛЯН

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В КЛАССАХ ЦЕЛЫХ 
ФУНКЦИЙ И ПОРОЖДАЕМЫЕ ИМИ БАЗИСЫ РИССА

§ 0. Введение

0.1. В давних исследованиях первым из авторов была развита теория 
гармонического анализа для системы лучей в комплексной области. Ука­
занная теория, изложенная в монографии [1], опиралась на замечательные 
асимптотические свойства целых функций типа Миттаг-Леффлера

>‘)=Ё , z" ьч(р>֊» (01)
*-°г(р+֊р 2 '

X Р /
В работах авторов ([2], [3], [4]) были установлены дискретные ана­

логи лишь некоторых специальных результатов указанной теории. В них 
были открыты нового рода базисы Рисса в пространствах £5 (0, а) зектор- 
функций, с число»։ компонент п = 2 и п = 4.

К этому циклу исследований непосредственно примыкает недавняя ра­
бота авторов [5, 6], где были построены базисы Рисса — обобщения sin и 
cos-рядов Фурье функций из L3 (0, о).

Во всех отмеченных исследованиях в построенных базисах Рисса уча­
ствует та же функция типа Миттаг-Леффлера Е f (Z; р), но лишь для знг

1 d о -=3чении р = — , 1, Z. , .i -’4

0.2. Отмеченные исследования авторов в общих чертах и по существу 
проводились единым методом, состоящим из четырех этапов.

Этап 1. Введение банаховых пространств Wf‘? целых функций
1 , ппорядков р = —-> 1, 2 и типа -С0 с нормами

С Г \},рj |/(z) |z|"|rfz]) < + «, (0.2)

(1 <Zp<Z T °°։ — 1<Ш<СР -- 1)’
где L — зависящая от значения р система лучей, исходящих из точки 
2 = 0.

Затем установление весьма существенных для дальнейших этапов тон­
ких оценок между нормами вида

И {/(М) Ik х=(S(1 +1*|) ‘ 1/(М п1' р (0.3)
*
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и нормой [/|р,

Этап II. Установление базисных и интерполяционных разложе­

ний для классов целых функций /(я) порядков р=—> 1, 2 с

узлами на последовательности
Этап III. Построение иортогональных на (0, о) систем вектор- 

функций с числом компонент п. = 1, 2, 4.
Доказательство теорем о том, что построенные биортогональные систе­

мы являются базисами Рисса в надлежащих пространствах вектор-функ­
ций из (0, о). Оно, как правило, достигается лишь методом перехода от 

интерполяционных теорем для классов IV՜ “ (Р = 1, 2) при р = 2 к

их параметрическим представлениям — далеко идущим и существенно но­
вым обобщениям классической теоремы Винера-Пэли о целых функциях 
экспоненциального типа. Эти и другие гораздо более общие результаты 
такого же рода были установлены в свое время первым из авторов данной 
статьи. Они наряду с отмеченной выше теорией гармонического анализа в 
комплексной области изложены в монографии [1].

Этап IV. Построение модельных иитегро-дифференциальных 

операторов Ар.р. и для значений р = —■ > 1, 2 и надлежащих зна­

чений параметра Р = р(р)^>0.
Рассмотрение нового рода задач типа Коши

Лр.н у(г)=^(г)>
(0.4>.

ар. ц У (?) 1г.-0 = 1,
где О , — римановая поверхность функции Ьп г. Это приводит к утверж­
дению, что в надлежащих классах функций у (г), определенных на б » 
задача (0.4) имеет единственное решение

= р)^֊1. (0.5),

Наконец, в зависимости от значений р ■=-!-> 1, 2 для задачи

(0.4) в комплексной области ставятся особого рода краевые условия.
Эти условия в каждом из случаев ₽ = ՜^՜’ 2 порождают счет­

ное множество собственных чисел [Х*|  и собственных функций

у к (я) =£Р (X*  з1/*;  р) я*-՜ 1, (0.6);
которые после простой модификации сводятся к системам функций, базис- 
ность которых была установлена на этапе II.

0.3. Цель настоящей статьи — построение базисов Рисса в простран­
ствах вектор-функций из £։ (О, О') с числом компонент п = 3.

В этом случае приходится установить интерполяционные разло­
жения особой природы ДЛЯ классов 1^3/'2,°а целых функций /(я) поряд՜ 

3 ка р = — и типа о, подчиненных условию
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о
Эти разложения получаются нами в §§ 1 —3 статьи на основе ин­

терполяционных разложений для классов

ПЛ :Л.-. = (| !?(.֊) I'г’ ^)'Р 
О

(0.8) 
(1<р<С+сс> —— 1)

целых функций порядка р = 1/2 и типа я, установленнных в нашей 
работе [5, 6].

Дальше уже в §§ 4, 5 статьи осуществляется этап III исследования. 
А именно: а) Построение биортогональных систем вектор-функций с чис­
лом компонент /1 = 3 и их базисность в пространстве вектор-функций из 
/•» (0, от) с тем же числом компонент.

б) Здесь также базисность систем устанавливается путем перехода от 
интерполяционных разложений для классов й7, при р = 2 к их пара­
метрическим представлениям, содержащихся, как частный случай, в общих 
результатах монографии [1].

Базисы, построенные в данной статье, также могут порождаться нало­
жением краевых условий в комплексной области на решения (0.5) задачи 

3
типа Коши (0.4) при р = — Но этому следует посвятить отдельную ра­

боту.

§ 1. Предварительные сведения

1.1 (а) Напомним необходимое нал։ простейшее предложение теории 
целых функций конечного роста.

Если разложение

ф (я) = 2 ся г՞ (1.1)
л֊о

определяет целую функцию конечного роста, то ее порядок р и тип а (при
,р > 0) определяются из соотношений

р = lim П 1°П и еря = lim п 'ся|р,я • (1.2)я— |п1/;Св| 1

Предположим теперь, что Ф (г) — целая функция порядка 3/2 и типа
<0 (0 < о ■< + оо). Тогда соотношения (1.2) примут вид

1. П In П 3 „ । [3/2л 3lim - --------- — — • lim п сл =—ея.
In 1/|сл| 2 ' 2

(1.2')

з
■С функцией Ф (г) (порядка — и типа о) ассоциируем три целые

■функции ?/{«)(/= — 1, 0,1) посредством следующих разложений:
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00 ОО

?_։(»)= Е СЗЛШ՞’ то(«’)= С3я + 1и">
л*—0 п«0

00 

?1(»)= V с3лч 2 шп- (1.3)
л-0

Если обозначить через [>) и зу(у = —1, О, 1) порядок и тип функ­
ции ч>у (ад), то из соотношений (1.2) и (1.3) легко заключаем, что

°<Ру<֊ и О <=7<а/2ру (;•=-], О, 1). (1.4)

(6) Впредь, обозначая

( . 2к | 
а = ехр < 4 ’ (1.5>

заметим, что справедливы формулы

1+«*  + в֊* =Р’ ПРН * = 3"
[О, при к = 3 п. 4֊ 1, 3 п 4- 2 (л > 0).

Тогда простая связь между введенными выше функциями дается в схеду то­
щей лемме;

Лемма 1.1. 1°. Справедливы представления

?_!(^) = ֊ £ Ф(»‘Д ^0(?)=| £ а֊*Ф(а֊*г), (1.7)
3 к - -1 3*^-1

г։’Р1и3) = ֊- Е а*  Ф (а*  ж)
3 к- -1

и их обращение

ф (г) = ?_! (гэ) + г ?0 (г3) 4֊ г։ ЧЧ (г3). (1.8)

2°. Хотя бы одна из целых функций (<ру(и>) имеет порядок, 

равный — и тип, равный а

Доказательство. 1°. Все представления (1.7) и (1.8) непосред­
ственно следуют из определений (1.1) и (1.3) наших функций Ф (г) н

если воспользоваться формулами (1.6).

2°. Если вопреки утверждению предполагать, что ру < — или

а/'С0(/ = — 1» О, 1), то из тождества (1.8) следовало бы противоре­
чие—что порядок или тип функции Ф (г) будут соответственно мень- 

3 ше чисел — или а.
2

Отметим особо приложение представлений леммы 1.1 к целой функ­
ции типа Миттаг-Леффлера

ф(г)-£з/2 (х; р) = £ 2 -- • (1.9)
*-о Г (р 4- 2к/3)
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Легко видеть, что в этом случае будем иметь

/ 2 \
T_։(w) I*)»  То (“0 £1/2 ( t*  +

(1.Ю)
®i (w) =E./i(w, р + 4/3).

Поэтому из леммы 1.1 следует
Лемма 1.2. Справедливы следующие формулы представления:

1 ։
£«/2(^1*)=֊  X ^։/2(а‘г; |*),  

л * ——1

z Е1/2 (г3; |Л 4- 2/3) 1 У а֊*  Е3/2 (а*  z; р), (1.11)
3 ь----1

• z’ Ещ (z3- р+ ±) = 1֊ £ а*  £з/2 (а*  г; (1)
\ 3 / 3 4 _„1

и их обращение

+ Z՞ Е\ /2 (г3; р +

1.2. (а) Введем в рассмотрение два банаховых пространства це­
лых функций. Во-первых, определим класс (РТ/։,։»(р>1, —1<х<р—1) — 
— как множество целых функций ® (г) порядка 1/2 и типа < а, для 
которых конечна норма

>/₽
(1-13)

о
Во-вторых, обозначив через

L = и • (1.14)

совокупность трех полупрямых

'у*
Zt=[2;2 = re , 0<r < + се | (*=>-1,  0, 1), (1.15)

определим класс <Ср<С+°°. —1 < ш < р — 1) как множест­
во целых функций Ф (г) порядка 3/2 и типа < а, для которых конеч­
на норма

|Ф(г)|^ |х|“И
1/Р

/՛ 1 7 \’/р
= ( S |Ф(а‘г)рг»^) • 

о
(1.16)

(в) Связь между введенными пространствами дается следующей 
леммой.
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Лемма 1.3. 1°. Класс совпадает с множеством целых 
функций Ф(*)>  представимых в виде

* Символ X принято употреблять во всех случаях, когда отношение величин, между 
которыми он ставится, лежит между двумя положительными и конечными постоянными 
О < с։ < с, < -|- оо, не зависящими от этих величин.

ф (*)  = ®_։ (г3) + г <р0 (г3) + Т։ (г3), (1.17>

где функции

<₽,(«)(: 1*и2. ։з' (/ = ֊!, о, 1), (1.18).

причем

ху = ш + И±А^_(у = —1, 0, 1);ш = ———(1-19> 
3 3

2°. Справедливы двусторонние оценки

ЦФ; 4ч-X £ ху; |Ф; црр.» X £ ||?/>.х/- (1.20>
У ■ ■ - I / - - 1

Доказательство. Во-первых, отметим, что заменой переменного.
интегрирования г —и113, в силу обозначений (1.19), будем иметь

сс - »
] 1<Р_։(г3)|'’г“Л-=3-^ |<р_1(и)!₽иХ։г/и — З՜1 |<р_։К,ч 
о о

и аналогично
ОО оо
у|г?о(г3)|'г“Л-=3-։ X.’ ||г1«Мг3) |₽Г“^=3-1к| в;.х_г

о о

Во-вторых, поскольку при т. е. при г = ге (£=—1,0,1)> 
г3—г3, то из приведенных формул следует равенство

У 1?_! (г3) '? |г|՛” \Лг. = 3 1|®_, (г3) К Г- </г = ։_ 1.

£ О
и аналогично, равенства

| |а <р0 (д3) Р |г՛“ |</21 = Ы' ։., Г |2= <р_, (д’) > |г ^г\ = |[р_. ։, •

Предполагая теперь, что функция Ф (г) представима в виде суммы՛ 
(1.17), при условии (1.18)—(1.19) из последних трех неравенств на осно­
ве неравенства Минковского, а также в силу простого неравенства

(а + Ь + с)р < З"՜1 (а» + ЬР + с՞) (0< а, Ь, с < + р > 1),.
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мы приходим к оценкам вида

£ ։?^.։. (1.20')
1--1 '

Это значит, что не только Ф(г)£ но и справедлива также пра­
вая из двусторонних оценок (1.20) леммы.

Обратно, если Ф(г)£ 1^3/2,"»• то определив три функции) <?у (и)
согласно формулам (1.7) леммы 1.1, будем иметь

(* ։)|'1«|-

./(*1  1 р , \։.'д , 1 /р \։/р=3"(]|.2_։ф(«'*)  кг;^|) <з-] 2 ։(| ;ф(а/г)^1“1<ь|) —
У- ։ ) ։

=։ф; ^р.»>
поскольку преобразование С = ад или ^ = а-1д переводит совокупность 
полупрямых Ь в себя.

Вполне аналогично приходим также к неравенствам

<вф; а.« (/=о, ± в,

следовательно, к неравенствам

«Ф; /-||р.» > 3~։ £ , х/ ]Ф, /.К.«. > 3՜" £ , ||ч> Д Ху • (1.20") •

Поскольку, по лемме 1.1, функция Ф (г) представима в виде (1.17), то
неравенство (1.20") означает, что функции

= 0, 1).

Лемма полностью доказана, так как из (1.20՜) и (1.20") вытекают 
двусторонние оценки (1.20) леммы.

(г) В заключение приведем два замечания.
Замечание 1. Если в представлении (1.17) Ф (г)^ 1^/2?», для 

данного у (у =— 1, 0, 1) функция Ту(«») имеет порядок Ру < > то

можно доказать, что ф. (и>)=0.

Замечание 2. Относительно ассоциированных с Ф (д) £ 
(р?>1, —1<^ш<^р — 1) функций ^Pյ (ш) (/'=—1, 0, 1), отме­
тим также, что, как следует из (1.19)

-1<х_։<|-1,^-1<х0<-^-1,^--1<х1<р-1. (1.19') 

Таким образом, интервалы изменения параметров «у (—I / < 1) не
Р , 2р 1 имеют точек пересечения, и за исключением двух точек —— 1 и —---- 1

заполняют весь интервал (—1, р — 1) изменения параметра ш.
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1.3. В этом заключительном пункте параграфа приведем формулировки 
некоторых известных уже результатов, необходимых нам в последующем 
изложении статьи.

(а) Вновь рассмотрим целую функцию типа Миттаг-Леффлера вида

Св(№; т)=£։/։(-а»то; 1 + у)=£ (-1)* —2^—_ (1.21)

* См. [.3], .ленцу 1.1.

порядка 1/2 и типа а (0 < о < 4՜ а?), при любом значении параметра 
^(-1, +«•).

Прежде всего отметим, что для частных значений параметра V = 0 и
V — 1 будем иметь

Са(то; 1) =соза]лш, б։(то; 2) = 51П3 № • (1-21')
о у то

Кроме того, нам известно (см. [1], лемму 3.5), что имеет место асимптоти­
ческая формула

6'в(ы; *)  = (о]/и) и — Л 4֊ о( — . и £ (0, + со) (1.22)
\ 2 / X и /

для значений 0 V < 2.
Теорема I*.  1°. Для значений параметра 0 <2 функция

•б'ДбУ; V) имеет только вещественные, простые и положительные корни.
2°. Евли

0<Г1<г։<-- <Г4<---. г*  = г4(з, (1.23)

эти корни, то они расположены таким образом:
При м = 0 и 0<^<1, соответственно, будем иметь

" = (у к - 6 ( (у к - Щ ■ (у к + “ •24>

При ■» = ! и 1 < у 2։ соответственно

Отсюда, л частности, вытекает, что корни функции (то; V) в обоих 
случаях (1.24) л (1.25) расположены по одному, только в указанных в них 
интервалах, а также, что

г4Х(1 + *) ։, (1<*<4-о=).  (1.26)

(б) Пусть 1Р' “ (1 < р < 4՜ со. —1<«<4-«>) банахово прост­
ранство последовательностей {а}о՞  С с конечной нормой*

.. / “ \։/дЩа4Я.« = (2о1а*|Р(1  + Л)^ <4-оо. (1.27)

В работе .авторов [5, 6] была установлена следующая основная теоре­
ма об интерполяционных разложениях для целых функций класса
Ш.(-1<х<д-1).
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Теорема И. Пусть гк ~— корни функции С, (ад; у) (0֊<у<<2).. 
Тогда

1°. В случае, когда параметр •/ удовлетворяет условию-

2(1 + *)  1<7 2(1 + *)
р р

(1.28).

то рядами вида

С„ (ад; т)с (1.29>

осуществляется взаимно-однозначное и непрерывное отображение всего 
пространства последовательностей

{с4}Г е О <Р < + 00« ֊ 1 < х<Р ֊ 1) (Ь30>

но все пространство целых функций. ? (ад) £
Этот ряд сходится к своей сумме ? (ад) в метрике прост­

ранства и равномерно в любом круге 'ад| ■< 7? \ + оо, при
этом будем иметь

?(г4) = с4 (!<*<+«);  ^.։ХЗкМ.1+2х. О-31)

2°. В случае же, когда параметр ч удовлетворяет условию

2(1+?) <У<1 + К1±±, (1.з2).
Р ■ р-

го рядами вида

? (ад) = б0 Г (1 + у) Са (ад: *)  +

+ у Л---- --------------- (1.зз)
л-1 г*  С3 (г*;  у) (ад — г*)

осуществляется взаимно-однозначное и непрерывное отображение всего 
пространства последовательностей

€ /₽>1+2х(1<р < + «=,- 1<-/.<р-1) (1.34).

на все пространство целых функций <р (ад) £ .
Кроме того, природа сходимости этих рядов такая же,, чта и в 1°, при 

этом, положив г0 = 0, будем иметь

<р (г*)  ==Л (0 < к<^ + а>), |]<р]р, х^Н<й}о“||р. 1+2х. (1.35)՝
Замечание к теореме II. В упомянутой выше работе [5, 6], 

разложениях (1.29) и (1.33) вместо чисел С, (г4; у) записаны их значения

— С,(г»; у-1)(А>1).
г*
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Основные леммы

2.1 (а) Введем в рассмотрение целую функцию 

е.(х; )=С а(г’; )  = £։,,(-’’ ’; 1 + ,) (2.1)* * *

порядка 3/2 и типа а.
Поскольку по теореме I при 0 < * < 2 все корни функции <7а(ю; *)  

положительны и просты, то, очевидно, что все корни функции еа{г; *)  
(0<х<2) также просты и лежат только на трех полупрямых (1.15)

'г*
/*  = [-г = ге , о <г<4-оо| (£ = —1, о, 1).

На каждой из указанных полупрямых

7-1 = (0, а-Ч«)). /о=(0, +«>), /։ = (0, а(аэ)), (2.2)
(. 2« 1 , . -где« = ехрр-----р корнями функции ея(х; ч) будут, соответственно,
I 3 л

следующие три последовательности чисел:

{рпг = {^}Г={/^}Гс=/с,

(2.3) 
(р*}Г  = 1«  ̂Г*|  Г

при этом, очевидно, что

би)։ = (|4)։=(|4)։=г4 (1 < к< + оо). (2.4)

Введем теперь единую нумерацию для всех корней функции 
*ея(х; *),  определив последовательность чисел [р4]" таким образом:

1*34-2  1‘з*-  1 = И°. Рз*  = И*  (1 <*<  + *).  (2-5)

При этом, как следует из (1.24) и (1.25), справедливы двойные неравенства 

1нГ| = |^1 = 1н*  IX |р*1  X(1 + Л)2'3 (1 < к< + со). (2.6) 

Наконец, всюду дальше условимся добавить к нашей последователь­
ности корней функции е,(х; м) еще один начальный член— 

’ Ро = г® = °֊
(б) В теореме II имеются два утверждения — 1° и 2°, где при двух раз­

личных условиях (1.28) и (1.32), накладываемых на параметр V, устанав­
ливается изоморфизм пространства целых функций с пространст­
вами последовательностей {с4}“ £ 1,։ 1+21 или £/₽>1+2։ в обычном 
предположении, что 1<р< + °° и — 1<^х<р — 1.

Рассмотрим теперь введенные нами в лемме 1.3 пространства 

(/ = ֊1. О, 1), где по (1.19), х, ш ֊ 2+П+Л * (у= _ 0> 1} 
О

Как уже отмечалось в заключительном замечании 2 к пункту 1.2, если 
— 1 < © < р— 1, то интервалы. изменения параметров хг (/= —1,0, 1) 
не имеют общих точек. Следовательно, вопрос об одновременной примени­
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мости для всех этих трех пространств утверждений 1° или 2Э теоремы II 
нуждается в выяснении. К этому мы и приступим ниже.

С этой целью, во-первых, отметим, что если ввести параметр

2(1 + «о 
Зр

(2-7)

то будем иметь , .

2<1 = 2(1 + 7 (у = - 1, 0, 1), (2.8)
р 3

причем, поскольку — 1 < ы <С р — 1, то

2 0<7<|. (2.7')

Во-вторых, отметим, что утверждение 1° теоремы II применимо для 
каждого из наших классов (у =— 1, 0, 1), если параметр
удовлетворяет соответствующему условию вида (1.28). Эти условия 
.в՛ случае 1° соответственно запишутся таким образом:

(Г)=Л+-^1. Т + 2/±-2Л, (у = ֊1, 0, 1). (2.9) 
\ «Э «Э /

Но кроме этих требований мы, разумеется, должны потребовать, чтобы па­
раметр у не вышел из [0, 2).

В-третьих, наконец, мы аналогично легко приходим к заключению, что 
условие (1.32) на допустимые значения параметра V £ (0,2), обеспечиваю­
щие справедливость утверждения 2° теоремы II, для каждого из наших 

классов целых функций В^1%хв/ (/=— 1» 0, 1), соответственно, запи 
шется в виде

(2°) = (т + -^^-’ '(+-^4^-)’ 0 = ֊1> 0, 1). (2.10)

Считаем не лишним особо отметить хотя и ясный смысл введенных 
обозначений. Например, если при данном / (/ = — 1, 0, 1) параметр 

•» £. Ду(1°), то для класса 17о։,Х/ имеет место утверждение 1° теоре­
мы II. Аналогичный смысл имеет и условие *£Д;(2 С).

(в) Легко видеть, что взятые в отдельности обе тройки интервалов 
(2.9) и (2.10) имеют лишь пустое пересечение. Это значит, что отдельно 
взятые утверждение 1° или утверждение 2՞ теоремы II не могут быть при­
менимы для всех трех классов — — 1» 0» 1) одновременно.

Однако, как мы убедимся ниже, можно двумя вариантами подобрать 
три разных интервала из указанных выше шести, которые все же имеют 
не пустое пересечение.

Вариант I: пересечение интервалов

Л_։(2')Л40(1с)ПА1(1’) = А1=(\+ у, Т+у)՛ (2-11)

3-4
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Вариант II: пересечение интервалов

(2 \т + ֊’ т+П-
О /

(2.12).

Отметим при этом, что ввиду (2.7')

△тс=(1/3, 4/3)с[0, 2) и Д։с 4)^0, 2)..
О /

и, таким образом, в обоих случаях при V или у £ Д։ утверждения 
1Э или 2° теоремы II применимы одновременно к нашим трем классам

(2.13).

При этом их следует применить в той же последовательности, в которой 
наши интервалы Д/(1°) или Ау(2°)(у =— 1, 0, 1) появляются в опре­
деленных (2.11) или (2.12) интервалах или А։.

(г) В качестве непосредственного применения теоремы II к классам 
(2.13) мы приходим к следующим леммам.

Лемма 2.1. Пусть параметр V удовлетворяет, условию /
V е д։ = (7 + 1/3, 7 + 2/3), 7 = -2(1€,+ <0) • (2.14)»

Зр

Тогда посредством рядов вида

(») = ?_։, О Г (1 +*)€։,(«>;  *)  +

1£)’■՛• * г.О. (г,; >) (» -г.) ■' (215>՛

Ъ (■»)=£ т,., V = 0. 1) (2.16).

одновременно осуществляется взаимно-однозначное. и непрерывное отобра­
жение пространств функций (у = 1> 0> 1)> соответственно, на- 
пространства последовательностей

(то.*1Г  б/0--, (2.17).

где ввиду (1.19)

= 1 + 2х7= 2<п-1+.2(1+»Р (у = - 1, 0, 1)4 (2.18).
3

Ряды эти сходятся к своим суммам ——1, 0, 1), соот­

ветственно, в метриках пространств (_/ =— 1» 0; 1) и Рав­
номерно в любом круге |ш[ < Л < 4՜ со.

При этом выполняются интерполяционные, условия

?-!, * =’Р_1 (г*).(0<^<  +со); 1 = <Р7(г4).(;-=0, 1, А >1) (2.19).

и двусторонние оценки

- В'к’р֊!, */о'  ։?/!₽. х..у ~ 11ъ,>)г ։я. и//=°» (2.2о>



Интерполяционные разложения 35

Л е м м а 2.2. Пусть параметр г удовлетворяет условию

*6 А« = (Т + 2/3, Т -г 1), Т = .2(1~щ). . (2.21)
Зр

Тогда посредством рядов вида

<РУ (w) = <fj 0 Г (1 4- v)G, (ш; v) +

(W)

<2-23)
одновременно осуществляется взаимно-однозначное и непрерывное отобра­

жение пространств функций —1, 0, 1)> соответственно, на
пространства последовательностей

ЫР-Ш' (/=֊1. 0); {«?,. *)Г  6/'■"*,  (2-24)

где значения &j(j =— 1, 0, 1) вновь определяются из (2.18).
Природа сходимости этих рядов такая же, что и в лемме 2.1, при этом 

выполняются интерполяционные условия

Ъ,*= ‘РУ(''4) V —1. 0; 0<й< + со); Кк = ъ(гк) (Л>1). (2.25)

и двусторонние оценки

= 0); |?4։։Х|{«Р1,*}П Ао,1.(2.26).

22 (а) .Как было .установлено в леммах 1.1 и 1.3, посредством фор­
мулы

Ф(х)= £ z'+'f/x’), (2.27)
— 1 -

где

?y(w)e ^2?,., {J=-----1։ о, 1) (2.28).
о

а

исчерпывается весь класс функций Ф (z) £ 1^з/2?а (1 -г сс> —1<^
•<Сш<^р — 1). При этом имеют место также соотношения обращения

<F_,i (гл) = 3՜1 £ Ф(а»х), zTo(z’) = 3՜1 £ а‘Ф(а֊‘2), 
a—1 *--1

(2.29)

z3<p1(U) = 3՜1 £ а*ф(а*г).  
*----- 1

"Теперь, опираясь на соотношения (2-27)—'(2.29) и на леммы 2.1—2.2, 
установим двусторонние оценки между нормами числовых последователь­
ностей {Ф (|<4‘)}, |®у(г4)}!_։ и функций Ф(г), {^(ш)}’..,.

При этом, в соответствии с указанными леммами, мы должны разли­
чать два случая—когда последовательности корней 0»}“ функции.
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Со(ш; '*)»  или корней функции е„(г; *)=С 0(г։; >) порождаются 
для значений параметра V, соответственно, принадлежащих интерва­
лом Ах и Д։.

(б) Напомним, написав их вместе, введенные нами выше обозначения

Ро =г0 = °» Р»=« ‘уЧр Р* “!^гк, Р*  = *¥г к (1 < А< 4֊ со), 

а — ехр А > (2.30)I О )

Рз*-։  = Р*'  ^34-1 = I1*’ Рз*  = ։14 (1 <*<4-«>  

и таким образом

1^}Г = (нг)Ги{р“}Ги(р4+)Г, ро=о.

Докажем лемму. _» ;
Лемма 2.3. Пусть параметр

г . / , 1 , 2 \ 2(1-+-«)<^ = (74-֊• 7+-)» 7=֊֊■ ֊ - ■ ֊ 
\ 3 3 / Зр

Тогда справедливы следующие двусторонние оценки:

1°. 1Ф, <их £ |?.&։/х
1 - -։

X в 1«р_։ (г4) }0“ I;, и_։ + В (Те (г*)  },Ч. в. 4-I (<Рх (г*)  1Г», (2.31)

для значений $ = 1 и 5 = р.

2'՜. |Ф; Ц^Х|{Ф(р4)}0’и_։’ (2.32)

Доказательство. 1°. Утверждения (2.31) непосредственно сле­
дуют из лемм 1.3 и 2.1.

2°. Отметим сначала, что ввиду (2.27), (2.30) и обозначений (2.30) 
будем иметь

|ф(рь-)|=|ф(о)|=;т_1(го)|г

|Ф(рг)1 = |Ф(Рз*_ ։)1 

|ф(^о)/=;ф(рз*-1)1  

|Ф(р*)1  = |Ф(р3к) I

< 1<Р_ ։ (г*)  I +'1/31<Ро (г*)  I + г2/31Т1 (г? |.

Из этих оценок, учитывая, что по (1.26) и (2.18) для 1 А < 4֊ 00

2 4
Г„ X (1 + А)2; = ш0, Ш_1 + (2.33)

Р . Р

получим неравенства вида

|Ф(Ро)1 = 1т_։(го)[
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|Ф(н8*_։)1(-1  + ЗЛ)--^ +|Ф(н31_1)|(34)в-։/у’ +

+ |ф (Изл) 1(1 + з^Г֊։/р <ср 11? _ ։ (г.) I (I + ку֊',р +

+ |«Ро(»*)  I (1 + кГ" + ! Ъ (г4) I (1 + кУ',р }. 1 < к < + оо, 

где сР > 0 — постоянные, не зависящие от наших функций и от к.
Возведем все эти неравенства в степень р и пользуясь тем, что вообще 

(а + Ь + с)р < Зр (а’ + Ьр + ср), (0<а, Ь, с <+ ос), суммируем их 
по индексу 0-<1<^-|-оо. В результате приходим к неравенству

£ ',ф (Ра) 1’ (1 + к)՞ 1 = I {Ф (Р4) 1р < 
*. о

< ;?-! О’*)  I' (! + V ‘°-1 + X 1*0  (г*)  \р (1 + кГ +
(а-о *-1

+ Е \^гк) \р (1 + кГ ) = (гд) (“ и +

+ 11Фо(г4)}ГК.в. + 11<Рх(г*)1Х-֊ 1)’

откуда, в силу оценки (2.31), при 5 = р получаем

В!Ф(Р*)}о Хк._։<с<з> 1Ф; £|,„о. (2.32')

Для завершения доказательства обратимся теперь к представлениям 
(2.29) функций {ч>; (ш)положив в них последовательно г = 
2 = р^, 2 = Р*-  Тогда, ввиду (2.30), получим

?-1 Ь)1 = 'Ф(0)1 = |Ф(|*о)|  
и для 1 к •< + оо

1’Р_1(»‘7)| 

г1'я1<Ро(ДО1 

4/31ъ(иД

<֊1|ф(Рз*- 2)1+|Ф(Рз*-1)1  + |Ф(На*)1).  
о

Как и выше, ввиду (2.33), отсюда следуют неравенства

|<р_։ (г0)|'=|Ф(р0)И’>
1?_1(г*)|' ’(1 + ^)“-1 

• 2
1?о(г*)1 р(1 +*)-  < с"' X |Ф(Рз*-;)1 ₽(1 + ЗЛ-Л’-1

лрхО-*)  Г (I+ *)■ ’* (1<*<  + оо),

суммированием которых по индексу к (0 к < + оо) получаем

П?_1 (г*)  )оЧр. -_։ + ։ 1МГ*)  )Г 0; +1 ;?х (г*)  )Г 1^. в։ <

<с;ч{ф(р*)} вч.»_1-

Отсюда, в силу (2.31), для 5=р приходим к неравенству, обратному 
к (2.32')
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|Ф; 4>.-_։ <^>|{Ф(Га)(2.32*)

Из (2.32՜) и (2.32") следует наше утверждение.
Теперь, наряду с нормой И (Ф (рА) )ов[д,ш_1, несколько увеличив ее, 

определим также норму вида

Е (ф (р*)  I" И,...._1 = (|Ф' (Но) 1Р + £ |Ф (14) I' (1 + к?-') ■ (2.34)

Тогда справедлива
Лемма 2.4. Пусть параметр

>ед(П)=(т 4-2/3, т4-1),
Зр

Тогда справедливы следующие двусторонние оценки:

1°. к*;

х։(?_։(г4)։ов|;.в_։+։{’о(г4)и^^+|(«?1(г*)) 1в|;.в1. (ад

для значений 5 = 1 и 5 = р.

2°. |Ф; Ч.™-НФ(14)}ои.„_։. (2.36)

Доказательство. 1°. Утверждения (2.35) вытекают из лемм 1.3 
и 2.1.

2°. В этом случае в (2.35) в записанных справа нормах последова­
тельностей чисел наряду с числом ։р_։ (г0) — Ф (1*о) == Ф (0)> что имелось 
уже в лемме 2.3, появилось также число <ро(П)) = Ф' (Ро) =Ф՜ (0). Поэ­
тому повторять выкладки и оценки, проведенные нами в процессе 
доказательства леммы 2.3, разумеется, нет надобности.

§ 3. Теоремы интерполяции

Перейдем теперь к формулировке и доказательству основных теорем 
об интерполяционных разложениях целых функций класса с узла­
ми в корнях целой функции

в,(г; *)=<?.  (г*;  ^)= £-1/2(_аЧ’; 14֊») (3.1)

порядка 3/2 и типа а.
3.1 (а) Сначала приведем теорему единственности, непосредственнно 

следующую из двойных оценок (2.31) я (2.36) лемм 2.3 и 2.4.
Теорема 3.1. Пусть ]ц1}1а>— последовательность корней, 

■функции Ф (г) £ (1 р < 4- о>, — 1 <СШ Р — 1).
1°. Если

г . / , 1 ,'2\>«А֊(т + -. т + у)-
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то из равенств

ф(О) = Ф(Ио) = Ф(И։) = О (Л = 1, 2, З,-) 

следует тождество Ф (z) ж 0.

/2 \2°. Если ^Д։=Н 4֊ — > 1 + 1)’ 
\ О /

и кроме равенств (2.37) имеем также Ф'(0)=0, то вновь будем 
иметь Ф (г) = 0.

£
3

(б) Теорема 3.2. Пусть ч |м, как всег­

да
.. 2d 4-ш)
՛ Зр

• •։

1°. Рядами вида

(1<р<С4-ос> ——1).

ф (z) ==ф0Г(1 4՜ *)  ео (z; *)4֊

4. у фА____ZC°(*; ___
*=։ н*) (3.2)

осуществляется взаимно-однозначное и непрерывное отображение всего 
пространства 1Р‘ '>՜1 последовательностей {Ф*}о*  с нормой

\ г/р о,,. г£|Ф*|'(1+*) Ш-1) <+~, = ь
л—о / э

на все пространство функций Ф(г)£ И^зЛа-
2°. При условии 0 (Ф*|  “Йл+ эо ряд вида f3.2) сходится 

к своей сумме Ф (z) в метрике пространства м равномерно 
в любом круге ;z| < R 4՜ 00• При этом выполняются интерполя­
ционные условия

- ф(щ) = фА(Л=о, 1, 2,...) (3.3)

и двусторонние неравенства

|Ф; /.|]р, <» . J {Ф*) о Ip, <»_f (3.4)

Доказательство. Для любого элемента {Ф*}о  опре­
делим три последовательности чисел (fo, *}Г  и ('Fj а)“»поло"
жив ?_]. о = фо>

k — ~ [Фз k -2 4՜ Фз * -I 4՜ Фз *].  
О

г* 3 ?о, k = Фз* —2 4*  Фз*  —1 4՜ 4՜ 1 Фз *]  (1 к < 4՜ °°)« (3.5)
О

Г*3 ?!, * = [® 1 Фз* -2 4՜ Фз*-1 4֊а Фз * ]•
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Заметив, что 1 + к X 1 4՜ Зк "X. Зк X Зк — 1 (1 << 4՜ «>) и пользу­
ясь неравенством Минковского, получим

I (?-։, *1о ”Ь.»-1 '^ср 'I 4՜ Ц{Фз*-։}ГЬ>.«*_ ։ 4֊

4՜ 9(Фз * ]о° Ор. ">_։} ■•֊՝ 3 ср || |Ф*}  (р. ..._р

я, значит, |ф_։>*1о  € 1Р‘ -|• Вполне аналогично убедимся также в том, 
что {?□ А|” 6 и (?!, ЛГС 1Р' "*»  если еще раз вспомним, что 
Г*Х  (14- к)3 и Ш_։ 4- -^֊֊=о։о, ш_։ 4--^֊ = ®1.

О о
С помощью введенных нами трех последовательностей, посредством 

трех рядов (2.15) и (2.16) леммы 2.1 образуем три функции <?/(ш)£ 
£ (у'=—1, 0. 1). которые по той же лемме удовлетворяют ин­

терполяционным условиям (2.19). Наконец, с помощью введенных трех 
функций мы можем определить уже функцию

Ф (г) = Ф-1 (х։) 4֊ г 4֊ г3 ?1 (г>), 

входящую в класс 1Гз’։° о согласно лемме 1.3.
Если теперь воспользоваться разложениями (2.14)—(2.16) леммы 2.1, 

то функцию Ф (г) сможем представить в виде суммы ряда

Ф (г) = ® .։. о Г (1 4- м) е, (г; у) 4՜ 
. ® £е, (г; у)
+VI

Однако, пользуясь формулами (3.5) и тем, что а3 = 1, мы получим 

«р-1, * г3 4՜ ?о, к гк 4՜ ?։, * гк г —

= + («■։ г1/’)’ 4֊ 4'3) г] Фз к -2 4-
«3

+ [гг + г’'3 4֊ г[՛3 х] Фз * -1 4֊ [х։ + (« г'*) 3 4֊ (а г’'3) г] Фз *}  =

_ 1 / ։ _ ՝ ( Фз*  -г . Фз*  -1 . Фз * ] 
З՝' + г-^ + г-^к )’

так как р° = г* /3, р*  =а՜' |^, р+=ар®.
Следовательно, поскольку ф_1, о — Фо, то разложение функции 

Ф (г) запишется в виде

Ф (г) = ф0 Г (1 4- м) е, (г; м) 4-

। 1 у, х е, (г; у) ( Фз * -г ,_ Фз к -1 . Фз * I
3 гкв;(гк, V) (г-РГ П г—р“ г — р+ )'

Заметим, наконец, что по (2.30)

(Из * -։)’ = <Нз*  -1)’ = (Н3* )’ = гк, (3.7)

а также, что в силу (3.1) г еДх; у) = Зх’С^(г3; *).  Поэтому
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= Нз*  <(н3*;  *)=3г кс;(г4; V),

вследствие чего наше разложение запишется в виде

Ф (х) = Ф0 Г (1 4- >) е= (=; V) +
г ео(х; >)

7)(«~Н*)  ' (3.8}

Что касается природы сходимости этого разложения, то оно непосредствен­
но следует из того, что подставляемые нами в формулу (3.6) ряды всех 
трех функций {х1+Ару (х3) согласно лемме 2.1, сходятся уже в одной 
и той же метрике а также равномерно в любом круге |х|
<^ + со. Легко убедиться, что построенная таким образом функция 
<!*(?)  удовлетворяет интерполяционным данным: Ф (р4)=Ф*(&=0,  1,2,•••)

Итак, любому элементу [Ф*}о  6 1Р։ °’~1 посредством ряда (3.8), 
обладающим требуемыми теоремой свойствами сходимости, нами был 
поставлен в соответствие некоторый элемент Ф (х) £ й^з/2% со свой­
ством (3.3). Поэтому, согласно лемме 2.3, верны и двойные оценки 
(3.4) теоремы.

Теперь проведем обратное рассуждение. Если Ф (х) £ то по 
лемме 2.3 (Ф(|а4))о £ /р,я-։. Поэтому сумма ряда

ф*  (г) = Ф(|»о)Г(1+*)  *'(*;  у) +

’ - <3-’>
как уже было установлено выше, определяет функцию Фж (х) £ 1Г§/з“в 
с интерполяционными данными

Фф(нл) = Ф(н*)  (*  = 0, 1, 2,-..).

Но очевидно, что имеем также

Ф(г)=ф#(х)-ф(х)6 »'зда 
причем ф (р4) = 0 (к = 0, 1, 2,•••).

Отсюда по теореме единственности 3.1 следует, что ф (х) = О; 
А это значит, что Ф<1(х) = Ф(х) и, как нетрудно проследить, теорема 
полностью доказана.

(в) Теперь обозначим через 1Р‘ ՝1-։ пространство последователь­
ностей комплексных чисел {Ф^, [Ф^]“ ), для которых конечна норма

(I (ф*} о" и,.а. = ( |ф: г + 5 |ф*г(1 + ку- <+<». (з.ю> 
к-и

1 е о р е м а 6+֊’ 7 + 1 \3.3. Пусть V £ = где, по-преж-

нену
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т = —(7-— (1 < р < +00 • —100 — 1).
Зр

1°. Рядами вида

Ф(х) = Ф„Г(1 + *)  е,(г; *)  4-Фо* Г(1-Н)ге.(г; ?) 4֊

4- у фк-------гге?(х', ■»)_____
Л ^(^и֊^ (Х11>

реализуется взаимно-однозначное и непрерывное отображение всего про­
странства 1^'“~1 последовательностей (Фо, [Ф*] ” I на все простран­
ство целых функций ВГС/г“’®.

2°. При условии {Фи, [Ф,]о ряд вида (3.11) сходится
к своей сумме Ф(х) в метрике пространства й^з/з?» и равномерно) 
в любом круге |г| R < 4֊ со. Кроме того, функция Ф (г) удовлет­
воряет интерполяционным данным

ф'(ио) = ф'(О) = Ф,’., Ф (Ик) = Ф* (к = О, 1, 2, ••) (3.12)

и двусторонним неравенствам

[Ф; А||р.ш Ц (Фд)о Ир,• (3.13)

Доказательство. В основном оно аналогично способу доказа­
тельства теоремы 3.2, и поэтому мы отметим лишь его главные элементы.

Для данного элемента (Ф*)о  6 определим три последова­
тельности чисел {<р_1 4}0=, (ф0. *1о°° и (Т1, *}" ’ обозначив

Ф — 1,0՜ *0 ’

ф_։> * = —[Фз*-2  + Фз*-1  4՜ Фз*  ], (3.14)
о

Фо> О ^0’

.1/3

»2/3 ф ---
гк Т1, к —

—- [а Ф3 к -2 4՜ Фз к -1 5" а 1 Фз» }> 
О

— [а-1 Фз к ֊2 4՜ Фз к — ։ 4՜ а Фз*  ]• 
О

Далее, как и в теореме 3.2, убеждаемся, что эти последовательности 
имеют конечные нормы, соответственно, в пространствах 1Р‘ "7
(/ = — 1, 0,1). Но тогда с помощью введенных нами трех последователь­
ностей, мы, пользуясь формулами (2.22) и (2.23) леммы 2.2, сможем обра­
зовать три функции у. (и) £ 1Г1Г£ *։ (] = — 1, О, 1), которые удовлетво­
ряют интерполяционным условиям (2.25).

Посредством этих трех функций определяем, далее функцию

Ф (г) = ф—1 (г3) 4֊ х Фо (г3) 4՜ г’ Ф1 («’) € ^/2?».

которая, в силу разложений (2.22) и (2.23) леммы 2.2, может быть пред­
ставлена в виде суммы ряда
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Ф (г) = ?_1, 0 г (1 V) во (г; >) + ?о> о П1 т*)  ։ (*5  *)  +

+ £ ('^ + '•4,. + ^. Л <ЗЛ5>

Но пользуясь значениями из (3.14) и тем, что р—= а՜’г^3, Р° = г1/3> 
р/ = аг'к/3, мы получим тождество

3. * 4՜ ** ?0, * 4՜ Г*  ф1, к __ 
Л*~ гк

__ 1 [ Фз к -г , Фз к -1 Фз*
~ 3 (»4՜ («—Р») н° и — Р?) + Р? (г—Р?)

Отсюда следует, что разложение (3.15) можно записывать в виде

Ф (г) = Фо Г (1 + V) е, (г; у) -|- Ф0‘ Г (1 + *)  г е„ (г; у) 4֊

, 1 « гг е„ (г-, у) | Фз * -2
Г 3 гкС'а(,гк-, у) \РГ(г-РГ)

Фз к -1 , Фз»
р°4(г֊р2)-ьр?и֊р?) (3.15')

Но вновь пользуясь свойствами (3.7) нашей последовательности {|1К}, за-*  
ключаем, что (3.15՜) эквивалентна разложению (3.11) теоремы.

Все остальные утверждения теоремы устанавливаются рассуждениями, 
вполне аналогичными схеме доказательства теоремы 3.2, и поэтому мы их 
опускаем.

§ 4. Построение бнортогональных систем трехкомпонентиых 
вектор-функцин

4.1 (а) Приведем, во-первых, формулировки двух основных теорем — 
специальные случаи ранних, значительно более общих результатов разви­
той первым из авторов теории гармонического анализа в комплексной об­
ласти.

Отметим сначала же, что согласно определению (1.16), в случае, когда 
р = 2, класс 1^з/2?о(—1<^ю\1)—это множество целых функций Ф (г) 
порядка р = 3/2 и типа а с нормой

0՝ \
։Ф(з)г } =

4

(2я .1
где а = ехр<—I • 

( о J
Первая из этих теорем следующая (см. [1], гл. IV, теорему 4.1 а чест­

ном случае, когда р = 3/2).
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Теорема III. Пусть 1/2 <р<7/6 и <?(т)££2(0, а). Тогда
1°. Интеграл

/ (г) = у Л’з/2 (г г2/3; р) *1՜1 <р(г) вН (4.2)

о
определяет целую функцию порядка 3/2 и типа ст.

2°. Справедливо неравенство вида
ОО ’

,/зЖж (1(г е՜՛^|։г” 1 < м» (։? & ՛* <4-3^

О и

где ю = Зр — 5/2 и —постоянная, зависящая только от р.
Второй необходимый нам результат — это теорема о параметрическом 

представлении класса № 2'"։ Она является частным случаем другой об­
щей теоремы автора.

Для ее формулировки сначала введем обозначения

-к<»-։ = ֊^.<а, = 0<»։^<«<»։-».։+2к = -£-(4.4) 
о о о

и заметим, что условие Ф (г) £ 1₽з/г“а (—1<«><1) эквивалентно 
требованию о конечности интегралов

|Ф(ге-'Ъ)|։ г” Ф-< + «з (/= —1, 0. 1). (4.Г)
и

Отметим еще, что в данном случае угловые области (О/, &/+1) 
{/՛ =— 1. О, 1) имеют одинаковые растворы, равные 2я/3, т. к. Оо — 

2г
— 0։ = 0_։ — б0 = 1)։ — = —— • а их биссектрисы направлены по лучам

агг2 = 0у = ֊-(Оу + &у+1) (/ = ֊1, 0, 1). 
£

Заметив еще, что таким образом

0 ֊1 = —«/3, 0О = к/3, 0! = к, (4.5)

мы будем иметь (см. [1], теорему 6.13, при р = 3/2).

Теорема IV. 1°. Класс 1^з/2՛.'։ (—1 ш < 1) совпадает с мно­
жеством функций Ф (г), допускающих представление

Ф(я)= £ 
/--։

где р=5/64֊ш/3, ?,(*)€  4 (О, = 0,1). ֊
2°. Функции Фу(х)(/= —1, 0, 1) единственным образом опре­

деляются из формул

У Ез/1 (е,։У г ■г213; р) ?у(т) Лх, (4.6)

о
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> 1 —- --- --- 1 . . - ■ - . - ■

2/ Г -'т* ‘т* 1"зГёг 5 ь«}=

={о'М’'^°' ’’ ։ °՜՜1’ *>• ։>• <4-7’
Ю , - € (а, + оз)

где почти всюду на (—со, ао)

1 Л (• е—Нр_ 1
4. (с) = -Л=- — е-------- Ф (е֊'в/ и’/3) ^֊’ (4.8)

7 р 2՜ (1՜ յ — IV 
о

Иначе говоря, посредством формул (4.6), (4.7), (4.8) реализуется ли­
нейное, взаимно-однозначное соответствие между элементами пространства

(— 1 < «о 1) целых функций Ф (г) с нормой |Ф; £|г, и эле­
ментами пространства £, (О, о) трехкомпонентных вектор-функций у (т)= 
= (?;(*։)  Р-р ?/(х)€2-а(0, о) с нормой

/ ’ Г \։/։
М=( V 1ъ(’)18^) • (4.9)

и

Упомянутое соответствие, кроме того, непрерывное, поскольку справедлива 
Лемма 4.1. В дополнение к утверждениям теоремы IV, имеет место 

вЯКже двойная оценка

|Ф, (4.10)
Доказательство. Во-первых, из (4.8) по равенству Парсеваля ✓ 

зытекает

[|фу(т)рл<| ||/(г)|’*-  

— О — »
ОО ОО

= | |Ф(е-«/^/3)|1„2(р-и ^=1֊ |Ф(е-‘^г) |» Г-<//•(>=-1, 0, 1), 

о и
5 4- 2ш так как ц =------------

б

Отсюда и из (4.7), во-вторых, вытекает неравенство

< £ |Ф (е-1Ь г) |» г“ < [|Ф; Ц1։ ш,
] — — 1 и о

т. е. одна из двусторонних оценок (4.10) леммы.
С целью установления второй из указанных, оценок, введем в рас­

смотрение целые функции
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а
Ф/ (х) = Ез/2 (ert/r -2'3; р) ^“։ <ру (т) d֊, (4.11>

и
полагая <Ру(')£/-։ (0, я) (у =— 1, 0, 1).

Заметим, что если ввести в рассмотрение интервалы изменения пере­
менной ®£(— оо, со)

Д/ = [ф; Л֊<р1>֊} 0=֊1, о, 1), 

то согласно теореме III

?. I е '՜^ ՝ г°‘ | I* ՛/ (') I2 Л (/ = ~ 1» °> !);

* Частный случай известной леммы [см. [1], стр. 121).

о о
Легко убедиться в тол։, что последние оценки одновременно могут вы­

полняться для всех наших функций Фу (ге~'?) {]= — 1» 0, 1), если толь-г 
ко <? = $*  (4 = 1, 0, 1).

Следовательно, справедливы неравенства 

“ 0 | .фу (ге֊'**)  |2 Г- б г < Я у |<ру (-) 1’ * (4, / = -1, 0, 1), 

О .0
и так как по (4.6) и (4.11)

Ф(2)= £ Ф,-(г), 
. у - - ։

то мы будем иметь

Итак, оба неравенства (4.10) леммы доказаны.
(б) Установим теперь две простые, но важные леммы о функциях ти­

па Миттаг-Леффлера Е 3/2 (2; р).
Лемма 4.2.*  Для любых г и Х£С, 0 р։<^ со справедли­

ва формула 
а

X; р1; р։) = ^Ез/г (х т2*3; р^ Ез/2 (>• (а — т)2/3; р։) (з- тр՜1 </-= 

о
==аР,+1ч-5/3 ?Ез/2 (я2/3 г; Н + Ра ֊ 2/3) — Ез/2 (°2/3 >•; Ь + ч2 — 2/3) .

г — X

Доказательство. Пользуясь разложениями функций, стоящих 
под интегралам / „ и полагая, что X =т^ 0, последовательно мы получим
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/,• н; н) = 2 £
Й—О /П-֊ О Г(р1 + 2л/3) Г(р. + 2т/3)

х (/+1 _ а2*/з
Ль г ( . .

Г ( Ь + И։ + — 
\ О /

'Отсюда, ввиду очевидного тождества

«Ез/։(г; и +2/3) =Ез/։(г; р) — 1 
г (р)

приходим к требуемой интегральной формуле (4.12), очевидно, справедли­
вой и при X — 0.

Комбинируя три тождества леммы 1.2 с интегральной формулой 
(4.12), мы последовательно приходим к трем тождествам следующей леммы.

( 2т; ]
Лемма 4.3. Для любых г\ >£С и а=ехр|—при соот­

ветствующих условиях, налагаемых на параметры р и V, будем 
иметь

1°. При р > 0

У а*  I Ез/2 (а р) х'л՜1 £3/2(1 ).(з,— т)7/8; р)(з —1 </т =

* = -1 и
О

= ֊-------- -----  е.(я; Р — 1) — е։(>.; р — 1) • (4.13)
г — л I )

2°. При 0 < Р 1 + V, V > 0

։ с к+~2
У I Ез/2 (а ։т2'3; р) х'1՜1 Е3/2 (а А (а—х)5/3; р) (а—■с)’-'1^—

к----1 и
о
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При этом здесь, как и в § 3

(г; >) = Ец2 (— °2 х։) Т + >): (4.16)՛
Доказательство. 1°. Если в формуле (4.12) леммы: 4.2 положить.

к+~֊ *+֊1
= р > 0, |4=2/3; г ֊> а 1 г, X -»а 2 X,.

то в результате получим
« ։ . . 1 ։ 2- ,

’ (’ *+ 2 / к ՝ 2 з 2\ "5—*I Ез/2 (“ г"2/3; р) '11՜1 Ез/1 (а Х(а-—т) ; — \(с-—т) «/- =
V \ О /и 

1 *+-г *+4֊
= он֊1 а՜*՜  а£з/2(а о^х;р)-^а(а Х(а-г)»/3; р)

г — X

Умножим теперь обе части этого тождества на а*  и просуммируем по 
А (А = — 1, 0,1). Тогда, в силу первой из формул (1.11) леммы 1.2, мы 
приходим к формуле (4.13).

*+-֊ 
2°. Произведем в формуле (4.12) замены переменных г —а 
*+4՜.

X-> а а параметры заменим таким образом:: р1 = р>0< р։=14*  
+ ■»— Р>0.

Тогда, во-первых, получим

I Ез^а -г1՛3; р) £3/2(а X (з— т)2;а; 1?{- V— р) (о֊—т)՝ и </։=֊ 
о

. 1 ,12
/ *+՜ 1 \ / **Т “з 1 \

г__2 _։ £з;2(= г з2/3; ֊ + V ¥—£-3/2 ( а Хз ; — -|-у )
з а "7 \ 3 / \ 3/

Как и выше, просуммируем эти формулы по индексу к. (А = — 1,0,1). 
Тогда, пользуясь второй из »формул (1.11). леммы 1.2, получим тождестве 
(4.14).

3°. Наконец, в тождестве (4.12) леммы 4.2 вновь, произведем замену
*4֊ *+4

г а г, л —► а X, но параметры заменим таким образом:’ Н1=Р>>0>

}а8 = —-{-V—р. Тогда формула (4.12) леммы. 4.1 принимает злд
3

а ! 1 2
р ^‘^’”5՜ ^^“7 1 V—11—

£з/2 (а г р) г՜1 £3/2 (а X (а-т)?-'3; ֊֊ + ^р) (=-*)  ■ Л = 

о
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,_4 а
о а *

*Т 2 3
я 1 \ г / <+Т X 1 'V------ ) — Ез 2 1 а а V--------

3/ \ 3.
я — /.

Умножим эти формулы на ։*(£=■ — 1, 0, 1), заметив, что в резуль- 
֊‘֊1 т

тате справа вместо ։ появится множитель а . Тогда, суммируя 
их по индексу к =—1, О, I, получим требуемое тождество (1.15), в 
силу третьего из тождеств (1.11) леммы 1.2.

В заключение отметим, что в дальнейшем изложении мы будем поль­
зоваться лишь тождеством (4.14) доказанной леммы.

4.2 (а) В начале § 2 мы определили последовательность чисел 
(Р-*) “—множество всех корней функции

е,(г; ч) = Е\п ( — я։х։; 1 V) (0 <м<2).

Вспомним, что все эти корни простые и записываются формулами 
(2.3)—(2.5) или (3.7) и лежат на трех лучах

1 I -Ъ •>г; аг£2 = —;'(; = ֊ 1. О, 1)

комплексной плоскости г.

Для значения >=1 имеем целую функцию ео(*;  1)

3порядка — и типа з. Поэтому легко видеть, что в этом 

 51П з з3>2

случае мно­

жество корней {|14}“ функции ез(г; ■») запишется в явном виде

= » 1 V гк > = 1 гк , Иза = ® (1<Л<4-со), (4.17)'
где

(4.17)

Отметим далее, что при р = 2 в интерполяционных теоремах 3.2 и 
3.3 на параметр V нам уже следует, соответственно, накладывать такие 
Ограничения

2 +(О 
. 3

3 + ш\ /3-4-1« 4 т։ч \-------  ) и V г % = (-------  . - ) »
3 / \ з 3 / 

(4.18)

где — 1 < со •< 1.
Отсюда легко вытекает, что при р = 2 в теоремах 3.2 и 3.3 узлами 

{(’’4)1° интерполяционных разложений можно брать одну и ту же явную 
последовательность (4.17)—(4.17'), если только будем предполагать, что 
в определении весового пространства № з;’2™а параметр ш на степень весо­
вой функции |д|“, соответственно, принадлежит интервалу (0, 1) или 
(-1,0).

(б) В соответствии с двумя интервалами (4.18) изменения параметра 
V, мы, во-первых, введем в рассмотрение две системы целых функций по­
рядка 3/2 типа ст: 
4-4
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Л, (г; *)»  *€3 Х,

(?,(г; V) = ез (х; *),  ?£о։.
(4 19)

Кроме корня |‘о = О все корни функций (4.19) наряду с корнями 
функции е„(х; *)  простые и совпадают с последовательностью 
Корень же р0 = 0 простой для Р0(х; ч) и двукратный для О, (г; *).

После введения указанных двух функций (4.19), мы, во-вторых, мо­
жем перейти к определению ассоциированных с ними двух счетных систем 
целых функций

{/?л(г; у)}« и {^(х; м), (5я(г; V))’}. (4.20)

Эти системы мы определим таким образом:

г а /2 + ч> 3 + «» \

р-^ (4-21’

, ։ / 3 + Ю 4 4- <о\---------—)•

5,: (,;>) = Г (1 + ,) , 5։ (։; ՛.) - Г (1 + >)й(*: . (4.22)
г г*

5Я (х; V) = , 5' \ (1 < к < + по).
С,(Р*;*)(г֊Р 4Г

Из наших определений непосредственно с\едует, что введенные систе­
мы (4.20) обладают следующими интерполяционными свойствами:

Як (|‘п; *)  ~ 3*.  а (0 < к, и < 4- <х>),
(4.23)

֊$*(р„;  ’) = 3*.  л (0 < к, п < 4- =°).

5о*  (й„; >) = 0 (0 < п < 4֊ «), ֊ [5; (х; ^)] = 1. (4.23')
аг

Далее, принимая во внимание обозначения (4.19), (4.21) и (4.22), от­
метим также, что из сбщих теорем 3.2 и 3.3, в частности, вытекают также

Следствие 1. 11ри >£5Х
I г 1 “ = [ ?) „Г с Wз ^', . (4.24)
I Ь I 2՜^ )о

Следствие 2. При ^63х

£ (г;
1’ I [[ •

= ((?»_;)_, I <?«(*?  у).Г I с . (4.25)
I 2*  . I 1о /
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В соответствии с этими системами, полагая всегда, что

(4.26}

мы рассмотрим два случая для значений параметра V и соответствующих 
интегральных представлений для наших систем (4.24) и (4.25).

1°. При

* 6 ? = (ь ~з~) с 81 (4՛27)՜

ИЛИ

по т—I < ч 3 4՜2 . При когда параметр р<------- , т. е. лежит слева ин-
3

тервала изменения параметра V.
В обоих случаях, согласно теореме IV, положив

2т. / 1 \^ = ֊(/ + () = -1,0,1) (4.28}
О \ л» /

будем иметь:
1°.

Кя (г: *)  =

= 2 ։ У ^3/2 {е’в/ Xт3 ; (4 т'.‘֊։ гя у (-.) V £ £(п =0, 1, • • ■), (4.29)֊

1 о

где трехкомпонентные вектор-функции гл(т)=(гА ,11.] единственны и 
из класса £։(0, о).

2°.
а 2

. 1 Г т
5о(х; 4= 2 Ез/2(е«/г- ; р) "и՜1

о •
(4.30)֊ 

2 
з

£-3/2 (Лг г ; р)х»֊’$„ ,(т) Л (н=0. 1, 2,-), 

где трехкомпонентные вектор-функции \(")={^Ь./}-1 и ■$„ (') = 
= {5П, у (т) }։_։ также единственны и из класса £2(0, о).

В представлениях (4.29) и (4.30) искомые последовательности вектор- 
функций {г„ (т)} и {5о(т), {5л(т)}“} могут быть определены посред՝ 
ством формул обращения теоремы IV (2°). Однако ниже мы найдем 
их в виде явных формул, пользуясь леммой 4.3, притом при меньших 
ограничениях на параметры ц и *.

Теорема 4.1. 1°. Для значений параметров 0<^р<^1 + *,  

■*£4  функции системы (4.21) представимы в виде (4.29), где для 
;=-1,0,1
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(4.31)

3Иле>я5 ’) Х

Х£з/2(*  М°-х)։/3; 1 + *-н)(<»  —2, 3,--.)- (4.31")

2°. Для значений, параметров 0 < ц < — 4- у, м £ о, функции 
3

системы (4.22) представимы в виде (2.30/ где для ]— — 1, 0, 1

’-^-2/3

3

Доказательство. 1°. Заметив, что согласно (4.19)

(4.32)

(4.33')

(п = 1,2, 3,- •).

(4.33я)

.подставляя сюда 2 = ро = О, а затем х=ря(п> 1), мы получим 

А(р0; у) = ев(0; у) = Г"։(1 + *)  ,

• Поэтому из определения (4.21) следует

Г I А '՝о Н XI й֊/՛
11„ е. (։\,;’) (*-М

Теперь в тождестве (4.14) леммы 4.3, положив Л = р„ (0 п < 4՜°°), 
будем иметь

> ’ г р) хи-1 £3/։ (а ’ рд (а

о

За’ . . _
---------г е,(г; *)  = За’ X
■г—Ра

Г 1 (1 + *)  1?о (г; у), при п = 0
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Наконец, сравнивая эту формулу с интегральным представлением (4.29)

функции /?я (г; ՝/), заметив еще, что по (4.29) в = а , ввиду един­
ственности искомых вектор-функций, получим формулы (4.31/)—(4.31") 
теоремы

2°. Здесь мы будем опираться на третье тождество (4.15) леммы 4.3. 
Отметим сначала, что в разложении функции

_1
£з/2^ а7 2 X (о — т)2/3; V

по степеням X коэффициенты при Х° и X1, соответственно, равны

а֊/ г՜1 (у + V - р) и а՛/*  Г՜’ (1 ֊Н — р) (а — ’)2/3.

Отметим также, что из (4.19) и (4.22) следуют формулы

5о’(г; ,) = Г(1 + *)  г в, (г; ՝>), 50 (г; .) = Г(1+>) ев(г; >).

Теперь, обращаясь к тождеству (4.15), сначала положив в нем X = 0, мы 
получим

1 Г У+Т , (а — Л’-н-։/3X £з,2 (» г ; р) --------2—-«/г =
' — ’У Г( ¥+*֊ М

= Зча1/2^ев (г^)=^15;(г; V).

Отсюда и из представления (4.30) функции 5*  (г; V) следует формула 
/<4

(4,32) леммы, поскольку, как уже отмечалось, е/0/ = а (/=— 1,0,1,)'
Если далее продифференцировать тождество (4.15) по X, а затем вновь

положить X = 0, то приходим к формуле

а . 1
։ Г /+“Г а1/2% Е313 (а г г:/3; р) ^-« / > ■ =

; = Г(1+* — р)

За1/։ а" 
= 3а։'։а’ е(г; *)  = -------- 50 (г; у).аЧ ՛ П1-Н)

Сравнивая это тождество с представлением (4.30) функции Зп (г; V) для 
п = 0, приходим к формуле (4.33').

Наконец, чтобы установить последнюю формулу (4.33") леммы сна- 
чала отметим, что по (4.19)

<2, (г; *)  = г։еа(г; V)

я поэтому

ОДр л; *)р"=  е'(рп; *)=^0  (п = 1, 2,•••).
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Отсюда, ввиду определения (4.22) функции (X; V) (п^: 1) получим

(х; V) = ------{п = 1, 2։ з )
Р2е.(ня։ *)(« “ Ня)

Вновь обратимся теперь к тождеству (4.15), положив в нем X = рв 
(га = 1, 2, 3,...). Тогда приходим к тождествам

2 Г £з/а (« 1 г т2'3; р) т*  1 X 
7-֊’^

( . / / +-2՜ ՛ 1 \ 1
X 1“ 7 £з/։(® Рп (3 —')2/3; ■» 4-------- Р )(а —т)’-|1_2'31 </т =

( \ 3 /
За։/2 0’

= ■ ֊ ■ =’ ео (г; у) =3 а1'2 а’ р2 е' (р„; у) 5„ (г; у) (л >1).
* ‘л

Нам остается лишь сравнить эти тождества с представлением (4.30) функ­
ций 5Л (г; V) (п 1), чтобы получить формулы (4.33") теоремы.

Замечание. В доказанной теореме 4.1 представления (4.31)—(4.33) 
были получены прямым путем, без привлечения теоремы IV. Однако, на­

помним, что лишь для значения параметра Р = —- 4՜ — (— 1 <С 1) со- 
6 3

гласно теореме IV, можно утверждать, что найденные выше функции 
систем {гЛ, / (г) ]“, {֊.%';(т), |5Я. >(т) }“}(/ = —1, 0, 1) единственны и 
из класса £։(0, о).

Впрочем, в последнем можно убедиться непосредственно.
В самом деле, если

6 3
то

Iе. При у €\ = ('р. 1 4՜ — \ 0<^у — р < и из выражений функ- 

Ций ГЛ. Лх) следует, что га / (а) £ 11г 8 (О, о) (/= —1, 0, 1; л>0).
9 1

2°. При у £Ъ, = (1 4՜ ш/3, 4/3 + ш/З), у — р——— и из выра- 
О о

жений функций и 5Л, ;(т) вновь следует, что все они из классов
^•1» 2 (0» °)-

(б) Пусть

(4.34)

— две произвольные трехкомпонентные вектор-функции из (0, а). 
Определим их скалярное произведение таким образом:

3

[« (■'). г(т)}= {р, г}= V С (т) гк (т) (4.35>
к =-1 л
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Заметим, что для любой вектор-функции у £։(0, а) ее норма

/ 1 Г \։/։
Ы=^у}‘2=( 2 (’)!**)  >0,

\д-----1 и /о
при этом 1уЦ = 0 лишь если почти везде на (0, з) ул(т)=0 (к = 
= — 1, 0, 1).

(в) Теперь, в соответствии с отмеченными выше двумя случаями 1° и 
2а изменения параметра V, введем в рассмотрение две пары систем трех­
компонентных вектор-функций.

1°. При пару систем

К и К,-(^о (; = -1, о, 1), (4.36)
где

*п. / (х) = Ез!2 (е^ рл г’/’; И) *֊»  (п = 0, 1. 2, - • •) , (4.37)

•»». /(’) = г„.^) (л = 0, 1, 2, . ), (4.38)

притом функции гп у (т) были определены нами посредством формул 
'(4.31')—(4.31") леммы 4.4 (1°).

2°. При пару систем

(*я./(^)}о в) и {^./(х), [®л..(^)}о| (/ = -1,0,1), (4.39) 
где

хо.Дх)= 7' , хя,у = хя.Дг) (п=0, 1, 2,--) (4.40)
Г (и Ч- 2/3)

“о.) (-) = Зо. / ('), ШЯ. ) (') = 5Я, / (т), (4.41)

притом функции 5 п ; (т) также были определены нами посредством фор­
мул (4.32), (4.33') и (4.33") леммы 4.4 (2°).

Замечание. В обоих случаях 1° и 2° 
5 . ш мы имеем р= — Ч------
6 3

՛(—1 <СШ<С1) и поэтому 2(р — 1/3) > — 1 и 2(р — !)>■— 1-
Следовательно, функции введенных выше систем

Ь./(*)}•  И {^.Дт), Й,Л’)1ов| (/ = ֊1. 0, 1) (4.42)

в обоих случаях 1° и 2° будут из класса £։ (0, а).
Наконец, отметим, что функции систем (4.42) имеют особенность

-лишь в точке т = 0, в то время как функции систем

4®Л. /О)). И (шо’, } (х), |шя,, (т)} “ } (/ = -1, 0, 1) (4.43) 
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имеют особенность лишь в точке т = а. Отсюда следует, что как сами 
функции наших систем (4.42) и (4.43), так и произведения любых двух 
функций, взятых в отдельности по каждой из них, будут из класса 
£։(0, о)сА։(0, о), разумеется, в надлежащих случаях 1° или 2°.

Докажем теперь теорему.
Теорема 4.2. 1°. Системы вектор-функций (4.36) биортогональны 

и метрике (4.35). Иными словами, положив для п. = 0, 1, 2,...
(х) = {»«. } (’) }1։ и <”• (х) = {“л. / (х) (4.44)՛

будем иметь
{*т,  = °т. л (л։, п = 0, 1, 2, • • •), (4.45)՛

где оя. л. —символ Кронеккера.
2°. Системы вектор-функций (4.39) биортогональны в той же метрике

(4.36). Иначе говоря, положив

^(х)=|<у(х)]1ъ х,(х)=|хя.у(х)}!_1 (л = 0, 1,2,-..), (4.46) 
а также

ш 0 (т) = (ш^ ,(х)= )1ъ ШЯ (х) = !шя, У (•:)}!_] (п = 0, 1,. 2,---), (4.47)
будем иметь

{«о, «>о! = 1;|< Шл) =0; (л = 0, 1, 2, --), (4.48)-

{ши, *о}  = 0; л = 0, 1, 2, - • • ,

[хл, шот)---бя, л, П, /71 = 0, 1, 2, • • • . (4.49)՛
Доказательство. 1°. Пользуясь представлением (4.29) функции 

/?»(2; V) и ее свойством (4.23), получим утверждения (4.45)

*л (Ри; *)  = «л. л. = X Г £з/2 (е/в/ рт х’Д; р} •**->  Гд . (х) </х =
1----- 1 Л

о 
а

1 Л ________
= 2 I *«,/( х) “Л. Дх) </т={х„, шя} (л, т = 0, 1, 2,-.-) 

!֊ ֊։ Л о
в силу обозначения (4.38).

2°. Ввиду обозначения (4.41) представление (4.30) функции 5 □ (2; V) 
запишется в виде

50(г; >) = у (*£з/2  {е'։7 я-^3; р} х>* —։шо, у (х) с/х. (4.30').
>’ - -1 Л о

Положив здесь я = ря(л2>0), в силу первой из формул (4.23՜), с уче­

том определения (4.37) функций- хя, у (х), получим вторую из формул (4.48) 

(* я, “о| — У, | Ез 2 {е‘Ь ря х2/3; р] х^-։ш0> у (х) ։/хй=5^(рл; >) = 0 (л > 0).
1 о

Первая из формул (4.48) следует из второго утверждения (4.23'), так 
как по (4.40)
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Г (р 4֊ 2/3)
“• /_ч /_ (*՝>  *)  |
“'о. / (') а՜ =------- ------- -

<1г |,
= 1.

Чтобы установить совокупность формул (4.49) обратимся к представ­
лению (4.40) функции 5„ (г; V), которую ввиду обозначения (4.41) запи­
шем՛ в виде

5Я (г; V) = £ I՝ £>,։ I е> |Л| ^֊' ,■ (,) (4.40')
У— -I .о

Отсюда, ввиду свойств (4.23) функции Зп (2; у), получим

|*ш;  о>и) •= V I £з/։(е,уИт</3; р)хм' 1 ՛•>«./(х)</- = 
/«• —! • о

= 5л(р«; *)  = 3л,т(п, т = 0, 1, 2, ■••).
Итак, теорема 4.1 полностью доказана.
В заключение подчеркнем, что в утверждениях 1° и 2° этой теоремы, 

разумеется, предполагается, что значения параметра V, соответственно, взя­
ты из интервалов

§ 5. Теоремы полноты н базисное™

[*о,  / (х), 1«

5.1 (а) Установим сначала полноту в £։ (0, а) систем вектор-функций, 
построенных в предыдущем՛ § 4.

Докажем следующую основную теорему.

Теорема 5.1. 1”. Если *̂о 1, то система вектор-функций.

(е“' Ият։/3; р) г-’)0’ (у = ֊ 1, 0, 1) (5.1)
полна в £г (0, а).

2°. Если же то в (0, а) полна система вектор-функ­
ций

'■/ = 1Г(р+2у р)х’1-1|о°°

\ (;= —1, о, 1)
Доказательство. 1°. Для любой вектор-функции (х) =

= {^ (х)}1_| £։(0, о) введем в рассмотрение целую функцию

Ф, (г) = £ Е3/2 (е^г^; р) х“՜1՜^) </х, (5.3)
1-----1

которая, согласно теореме IV, принадлежит (—1<СШ<С1) ПРИ
։Р = — + ’ Ввиду определения (4.37) система вектор-функций

6 3
’{шл,и скалярного произведения (4.35), будем иметь

■ (5.2)
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Ф»(Рл)= X! [£3/։(е'’уНя'։з; |Л) (') </- =

= |»я,<?|; п = 0, 1, 2,.--. (5.4)
Поэтому, если для некоторой вектор-функции <р(")<Е^(0, 3)

{ХЯ, <р} = 0, (и = 0, 1, 2,)•••),

то из (5.4) будет следовать, что для ассоциированной с нею функции 
Фт (г)С имеем Фф (|а„) — 0 (п = 0, 1, 2,- • •). Заметив, что при 

р = 2, 81։ в силу теоремы единственности 3.1 (1'), получим тож­
дество Ф9(г) = 0. Отсюда по теореме IV (2°) вытекает также, что 
<?,•(■։) = 0 (у=> — 1, 0, 1), т. е. вектор-функция ч> (т) = 0 почти всюду 
на (0, о). Тем самым, утверждение 1° теоремы доказано.

2°. Вновь для любой вектор-функции ? (') — {<ру (')}]_։ £ £։(0, а), 
образуя интеграл (5.3), мы наряду с формулами (5.4)

Фт (Р-) = {*я,  (п = 0, 1, 2,--.)
будем иметь также 

а 1
- , 1 С е/в/^ 3 _____

Ф»(Ро) =Ф? (°) = £ \ ------ У՜ <р. (-) </' = {«о, т’.
гГ+т) 

0 X ֊5 /

Поэтому, если для некоторой функции ? (•։) ^ (0, з) имеют место
равенство

(~ю, ?) = {х~я, ?)=о (п = 0, 1, 2,--),

то это означает, что для функции Фт (г)

ф;(|* в)=Ф¥(М=о (п = о,1,2,---).

Наконец, поскольку при р = 2, △2=^2, то согласно теореме един­
ственности 3.1 (2°) заключаем, что Ф;(г)=0. Отсюда, вновь обра­
щаясь к теореме IV (2°), будем иметь Ч> (“) = (")’*_ 1 = 0 почти всю­
ду на (0, а). Этим и завершается доказательство теоремы.

(б) Перейдем сначала к установлению базисное™ введенных в § 4 
биортогональных систем трехмерных вектор-функций

“я (т) = {“Ч ) (')}-! (п = 0, 1, 2,-• •), при (5.5)
и

“л (') = {“>о,у , и։я, / С՜)}-! (л = 0, 1, 2,-• •), при з(5.6)

С этой целью напомним, что в § 3 были определены два банаховых про­
странства последовательностей и 7^՛ °՜1 для значений пара-

, , 2« —1 я
метров —1 ■< р \ ֊г °°> —** < Р —л— 1=---------- * Для значения 
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параметра />=2 указанные пространства, соответственно, переходят 
в следующие весовые гильбертовы пространства с нормами

!?Лге/։ + (5.7)
\Ьз > /

. / * \1/2
кл)ои{€е՛“֊՛; Е . (5.8)

\ к^Л) /

Докажем теперь теорему о базисности обеих систем (5.5) и (5.6) в 
пространстве £, (0, о) трехко.мпонентных вектор-функцнй <? (")= {®у (х)}?_

Теорема 5.2. 1°. Если то вектор-рядами вида

Ч=(՜) = Е (5.9)
• л-»0 4

осуществляется взаимно-однозначное и непрерывное отображение 
всего пространства I2'"՝՜1 последовательностей ('рл)о*  на все про­
странство Е2 (0, а) трехкомпонентных вектор-функций <р (?). При) 
этом, коэффициенты ряда (5.8) и его суммы <р (') связаны фор­
мулами

%.= !?. М (п = 0, 1, 2,• • •) (5.10)

и двойным неравенством

!?!={?. •-!• (5.11)

'2‘ Если т° вектор-рядами вида

<р (?) = фо 050 (х) 4֊ £ <ря шл (?) (5.12)
А-0

осуществляется взаимно-однозначное и непрерывное отображение всего 
пространства /• °՜1 на пространство £2(0, а) трехкомпонентных, 
вектор-функций <р (-:).

При этом коэффициенты ряда (5.12) и его сумма ?(т) связа­
ны формулами

®о = {?> *о}.  ?/«={?, (л=0, 1, 2,---) (5.13)
и двойным неравенством

№ = -_Г (5.14)

Доказательство. 1°. Согласно теореме 3.2 (1°) рядами вида

Л“0
реализуется линейное взаимно-однозначное отображение всего простран­
ства последовательностей {?л}о*  £ I2' “"1 на все пространство целых 
функций Ф (г) £ И7!/։?». При этом справедливо двойное неравенство

||Ф; (5.15) 



60 М. М. Джрбашян, С. Г. Рафаелян

а в силу интерполяционных свойств (4.23) функций системы 
будем иметь

Ф ((»*)  = ?*  (*  = 0,1,2,.). (5.16).

С другой стороны, согласно теореме IV из § 4, посредством формулы пред­
ставления всего класса ",

Ф (г) = £ С ЕЯ12 (е 19J 2т2/3; р) т՝1՜1 ^ДТ) (5.17>
7-֊։з)

5 ш *
где р=------ 1------(—1< ш < 1) реализуется линейное взаимно-однознач-

6 3
ное отображение всего пространства целых функций Ф(г)£ на 
все пространство трехкомпонентных вектор-функций ? (■։))?_։ ^

При этом, согласно лемме 4.1, справедливо двустороннее неравенство

р, 4>,.ж|т|. (5.18)
Из неравенств (5.15) и (5.18) следует непрерывность обоих наших 

отображений, а также справедливость двойного неравенства (5.11) теоре­
мы. Итак, пространство Р- гомеоморфно пространству вектор-функ­
ций £։ (0, а). Поэтому для завершения доказательства утверждения 1э 
теоремы нам остается лишь установить справедливость формул (5.10). С 
этой целью, согласно формуле (5.17)

1 2 _____
Ф Ь) = £ £з/2 (е,։> ֊- 3; н) тГ։ (т) (п= 0, 1, 2, • • ■).

1 о

Отсюда, ввиду определения (5.1) системы {хл } (т)}, получим

ф(М= Е ։ ] = {*„,  <р)=|<р, хя։ (п=о. 1,2, - ).

и

Тогда, в силу интерполяционных соотношений (5.16), имеем также фор­
мулы (5.10), и доказательство завершается.

2°. В рассматриваемом случае доказательство проводится вполне ана­
логичным рассуждением, если воспользоваться теоремой 3.2 и определе­
нием 5.2 системы {*о.у  (”)» *»./(•)}-!.

(в) Убедимся, наконец, что теорема 5.2 может быть сформулирована и. 
таким образом.

Теорема 5.3. 1°. Для надлежащих значений параметра. V обе систе­
мы (5.5) и (5.6) полны в пространстве £։ (0, о) трехкомпонентных вектор- 
функций.

2°. После соответствующей нормировки обе эти системы становятся, 
базисами Рисса в пространстве вектор-функций Ьг (0, о).

Доказательство будем вести только для системы (5.5)
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шл (") = (шл, (и =0։ 1, 2,-■ •)> * С 
поскольку для системы (5.6)

(') = (“о. ), тп,1 (■։))-։ (п==о, 1, 2,- • •), *6^  

оно вполне аналогично. __
1'. Пусть ?,•(") = {?/(”)}1_гЛЮбая вектор-функция из А» (0, а)..

Согласно теореме 5.2 (1), вектор-разложение

<Р (-) = 2 1<Р> *«)  <“«(•։) (5.18)/
л —О

сходится в метрике Ь2 (0, а) к вектор-функции ср (т).
В самом деле, применив оценку (5.11) к разности 

т
Рт (О = ?(О — 2 Г?. хя}и>я('с). 

. л—О
будем иметь 

/ “ \։/2Ы~( 2 Н?» м։ (1 + и)“-’) • 
\л—л14-1 /

Поскольку, очевидно, что ||рт|| -»-0 при т —- оо, то отсюда следует не толь­
ко полнота, но и базисность системы (5.5) в Д։ (0, о).

2°. От введенных ранее биортогональных в (0, а) вектор-систем 
(4.44)

*я (О = {««. у (-11 -։ и шл (') = {“»л, ЛО}-։ (5.19) •

перейдем к вектор-системам

Жл(0 = {Жл./(0}-ь МО^.ЛО}-։, (5.20).

положив для п = 0, 1,2, ...

2 ~2
ЗХп. ;(г) = (14֊Л) Хл.у, 2„.у(0-=(1+л) юл.дт). (5.20')՛

Легко видеть, что наряду с системами (5.13), вектор-системы (5.19) такт- 
же биортогональны в метрике (0, о), поскольку из (5.20՜) следуют ра­
венства

Далее, ряды типа (5.9) примут такой вид

?(О=£ {?. ЗКл}Йл(0- (5.21)’
л—0
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оценки же (5.11) переходят в оценки

M-Di?. 3Rn|ii2.0 = (2 ц?, адУ”. (5.22)
\я-0 /

Действительно, в силу обозначений (5.20՜)

{<р, аХд}2„(т) = {э, «,}<»„ (т),

К?. «’='{?. *я}| ։ (1+п)"’՜1 (п = 0, 1,2,--.).

* Различные эквивалентные определения и важнейшие свойства базисов Рисса 
изложены, например, в книге [7],

Но справедливость биортогонального разложения вида (5.21) для любой 
•функции ф (') £ /-з (0, з) с оценкой типа (5.22), по известному опреде­
лению, означает, что система g(2«(-)]o° является базисом Рисса*  в 
£. (0, в).

(г) В заключение параграфа приведем общую теорему о базисности 
построенных нами систем биортогональных в L, (0, о) вектор-функций.

Теорема 5.4. 1°. Если?£ох то системы вектор-функций

"'-1
<ax«./(’)|o"={(i + n) ’ x«,/(^))o“,

_ ю~1
{2n. ,e)lo = {(1+ п) 2 J (т)}0- (;= -1, о, I)

биортогоналъны и образуют базис Рисса в L, (0, о).
2°. Если v £ 32 то системы-вектор-функций

м-1
Ä/b), |SRa,/W]o"| = Й/ (-). 11 + п) 2

-'“-1
Й(х), {2я(х)1о‘| = К/(з), {(1 + п) 2 М<1

также биортогоналъны и образуют базис Рисса в L, (0, о).
Доказательство. 1°. Согласно теореме 5.3 системы (5.23) и 

(5.24) биортогональны в L, (0, а), причем система (5.24) является бази­
сом Рисса. Вместе с тем, система (5.23) по теореме 5.1 полна в (0, о). 
Отсюда, на основании известной теоремы о базисности Рисса биортого­
нальных систем (см. [7], гл. VI), система (5.23) также будет базисом 
Рисса.

2°. Наши утверждения о системах (5.25) и (5.26) вытекают из соот­
ветствующих утверждений теорем 5.3 и 5.1 аналогичным образом.

Институт математики АН Армянской ССР, 
.Ереванский государственный университет Поступила 15. XII. 1986
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I/. if. Ջ('ՕԱՇՅԱՆ. IJ. Դ. ՌԱՖԱՅեԼ5ԱՆ. Ամթորլք ֆունկցիաների rpuubrnuf ինտերպոլյացիոն 
։Ղր յուծություններ և նրանց հետ առնչված Ռիսի թազիօներ (ամփոփում )

W?' Հ-"վ(րք> Ь — —1. °Z>0) P —3/2 ճ a-էն չղերտ—
դ-նցոդ տիպ ունեցող այն Փ (х) ֆոլնկցիտների դասը, "ГЛ3 համար

։ է /’**
у I |Փ (re ) 'Հ ր™ ժր <Հ + ՕՕ

է --1 J 
о

ն2անաՀ1նք £1;2 (— ւ= X3; 1 ֊ր ՜' ) t”^ket"4b էր-ք՚Կ՚էհաջորդականությունը!

Ներկա հետադասությունում նախ լուծվում է հետևյալ խնդիրը, գտնել հահորդա-

կանութ յոլնների այն դասը, որոնց համար Փ (՚3^) — Cf (k in 1 /խնդիրը տարա-

ծռւթ յռւնում ունի լուծում և րացահայտ տեսրով կառուցել այդ լուծումը!
Հենվելով ստացված արդյունքների և հեղինակներից առաջինի վաղ շրջանի որոշ աշխատանք­

ների վրա. 3-րաղադրիջներով վեկտոր ֆունկցիաների Լշ (0, в) դասում կառուցվում են /կիսի՛ 
րադիսներւ Բադիսային ֆունկցիաները արտահայտվում են Միտադ-կեֆլերի տիպի 3/2 կարդի 
ֆունկցիաների միջոցով'

Բացահայտ տեսրով կառուցվում են նաև դրանց րիօրթոգոնալ համակարգերը'

M. M. DJRBASH1AN, Տ. G. RAPHAELIAN. Interpolation expanetone in the claeeee- 
of entire functione and the Rleez baeieee generated by them (summary)

Let W*'  “ be the class of entire functions Ф(г) of order p =3/2 and type ^3, for 
which

Let be the zeros of the function Ej /2 (—a- x3; 1 + v). In the paper solves 
the following problem: describe the class of sequences |c,|“<zC such that the prob­

lem Ф (pA) = Cf (k > 1) has a solution in the space IF^' ™ and construct the soluti­
ons. The basic functions of the Rie«z basis are expressed through the Mittag-Leffler 
type functions of the order 3/2 and the corresponding biorthogonal systems are cons­
tructed.
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А. А. НЕРСЕСЯН

О ФУНКЦИЯХ. АППРОКСИМИРУЕМЫХ НА ЗАМКНУТЫХ 
ПОДМНОЖЕСТВАХ КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

1°. Введение. Пусть Е — замкнутое подмножество комплексной 
плоскости С, А (£)— класс всех функций/: Е-> С, непрерывных на Е 
и аналитических на £’ (Е°—множество внутренних точек Е; если 
£”=0, то А (Е) = С(£)); /(£)— подкласс А (Е), состоящий из 
функций /, допускающих равномерную аппроксимацию на Е посред­
ством целых функций (другими 'словами,՜/(Е), если существует 
последовательность целых функций, равномерно сходящаяся на £к/).

Хорошо известна следующая
Теорема А. (Н. У. Аракелян [1], [2]). Для того, чтобы любая 

функция { (Е) допускала равномерную аппроксимацию на Е целыми
функциями (т. е. чтобы имело место соотношение / (Е) = А (Е)), необхо­
димо и достаточно, чтобы множество Е'=С\Ебыло связно и локально 
связно.

Условие на множество Е, фигурирующее в этой теореме, принято на- 
.зывать условием К (а множество — К-множеством). Это условие восхо­
дит к работам А. Рот [3] и М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева [4], по­
священным задачам аппроксимации целыми функциями на неограничен­
ных замкнутых множествах; по этому поводу см. также обзор С. Н. Мерге- 

.ляна [5]. Отметим, что требование локальной связности относится, по су­
ществу, только к точке 2 = оо ( £ Ес).

В обзоре '[2] Н. У. Аракелян поставил задачу о характеризации функ­
ций I (Е) в том случае, когда Е не является К-множеством. Там же он 
отметил, что аппроксимируемые функции аналитически продолжаются на 
те компоненты множества С\Е, для которых бесконечно удаленная точка 
не является линейно достижимой. Этой задаче посвящены, в частности, ин­
тересные работы А. Страя [6], [7].

В этой работе мы выделим достаточно широкий класс множеств Е (не 
удовлетворяющих условиюК), для которых функции / 6 I (Е) могут быть 
охарактеризованы в терминах, связанных с полиномиальной аппроксима­
цией на компактах. Соответствующая теорема (теорема 2 ниже) несколько 
проясняет характер рассматриваемой задачи.

2°. Обозначения. Формулировки теорем. Всюду в даль­
нейшем мы рассматриваем множества Е, удовлетворяющие следующим 
условиям: (/) -£° = 0 : (и) Ес является линейно связным множеством 
(последнее условие связано с упомянутым замечанием Н. У. Аракеляна).

Примем обозначения: Вг= (г : |*| -Сг}» Ег=Е[}Вг, /> —замыка­
ние объединения компонент множества С\ЕГ, для которых бесконеч­
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но удаленная точка не является линейно достижимой. Отметим, что 
для рассматриваемых множеств Е условие К эквивалентно требова­
нию ограниченности множеств Fr при всех г > 0.

Пусть Et обозначает класс множеств Е, удовлетворяющих кро­
ме (։), (Н) еще и следующему условию (z'z7): При любом г>0 все 
компоненты дополнения к Ег, для которых бесконечно удаленная точ­
ка не является линейно достижимой, ограничены.

Теорема 1. Пусть Е^'Е1 и f^C(E). Если при любом г 0 
функция f аппроксимируема на Fr П Е с любой, точностью фун­
кциями из A(Fr), то f^I(E).

Эта теорема существенно упрощает анализ рассматриваемой задачи.
Для формулировки следующего утверждения нам понадобится еще 

ряд обозначений.
Обозначим через Е։ класс множеств Е, удовлетворяющих усло­

виям (z), (И), а также следующему условию (zv): При любом г "> 0 
/"О каждая компонента множества Гг ограничена.

Пусть G’, (л), п = 1, 2,-— компоненты (перенумерованные 
произвольным образом) и для любого р > г,

?(п) = £РЛ(£г (л)).
Для компакта А"сС и функции положим

а(/; /0 = inf||f֊4« Р€Р|.
где Р — множество всех полиномов от z, |-||к — sup-норма на К. По 
теореме Мергеляна, величина а (/; К) не изменяется, если inf в ее 
определении взять по всем функциям р£ А (К), где К— полиномиаль­
ная оболочка компакта А.

Ниже нам будет удобно считать, что функция f^C{E) опреде­
лена и непрерывна на всей плоскости С; это относится, в частности, 
к формулировке теоремы 2.

Теорема 2. Пусть E^ES и f^C(E). Для тою, чтобы f£l(E), 
необходимо и достаточно, чтобы при всех г^>0 и р^֊г (таких, 
что Ег, р(п) — бесконечная последовательность) имело место соот­
ношение

lira (л)) = 0. (1)
Л-**

Доказательство теоремы 2 и построение приводимого ниже примера 
получены совместно с А. А. Гончаром.

3°. Пример. Характерный пример множества, не являющегося 
К-множеством — это график функции у = s (х) = (1/х) sin (к/х); х =£0, 
вместе с предельной прямой z'R:{x = 6j (z = x+z՜^). Другой при­
мер— часть этого множества, лежащая в первом квадранте х^>0; 
у >0 (последнее множество обозначим через Е+).

А. Страй [6] построил пример множества Е и функции С(Е) 
таких, что / и!//ограничены на F,/£/(£), но Чтобы проил­
люстрировать применение теоремы 2 в простейшей ситуации, построим 
функцию такую, что 1/|=1 на E+,f^I(E+),Hot/fW).
5-4



66 А. А. Нерсесян

Пусть /?л — область, ограниченная графиком функции д = $ (х); 
х£Ал = (1/(2п + 1); 1/2 п], и отрезком Д«; ап — середина Дя, хя —се­
редина отрезка Т)п Л (у = л); {п —гомеоморфизм, конформный в
£)я,/л (гл) = 0,/я (ал) = 1. Нетрудно убедиться в том, что функция 

/, равная /я на/)„, п = 1, 2,--, и единице на /R'1՜, принадлежит А(Е\ 

где Е — объединение всех 7>я и /R՜1. Множество Е удовлетворяет ус­

ловию К; по теореме А ]^1(Е) и, тем самым, /=/|£ч £/(Е+)(вэтом 

случае а(/; Е’£р(л)) = 0). Для доказательства 1//£ 7(Е + ), нам пона­
добится следующая простая

Лемма 1. Пусть В — ограниченная односвяаная жорданова область 
и г0£ Тогда 

где </։ = сПз! (г0; <?£>).
Доказательство. Верхняя оценка очевидна; перейдем к доказа­

тельству нижней.
■Пусть ф — конформное отображение круга на область О, ф(0) = 

= 20. Имеем

г— го ?(£)—<р(0) ?'(0);
Тем самым

•НС); ИЖ)-

до\ = а(----֊---- ■; двЛ=---- -------

Неравенство |^' (0)|-<4</0 следует из теоремы Кебе „об 1/4“.
Вернемся к примеру. Полагая 7« = Е։,։ (пХ с помощью леммы 1 

получаем

а / А; \ =- ( 1 ; \ > 1 > ±
\/ / \/' (х„) (х—хя) / 4 с/„ |/' (Хл)| 4

(</л = <Из1 (хя; 7л)). По теореме 2 1//<;7(Е+).
Можно построить пример, показывающий, что в условии (1) теоре­

мы 2 нельзя ограничиться каким-либо фиксированным р г. Существен­
но также и условие (п>) теоремы 2.

4°. Замечания. 1. В силу свойства (й) множеств класса 
Ех дополнение в С к множеству Ет IIЕ линейно связно при любо м 
г>0.

2. Е։ а Ех.
3. При данном г^>0 замыкания не более чем трех компонент 

Сг (п) могут иметь общую точку. В самом деле, пусть «/3,, /=1,2, 
3, 4, р< = а/+։, ։ = 1, 2, 3 — основания на {|д) = г} четырех компонент 
аг(п). Согласно замечанию 1 в произвольной окрестности каждой из 
точек а<, ₽/ существуют точки дополнения Ег[)Тг, линейно соедини 
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гмые вне Ег1)Рг с бесконечно удаленной точкой. Если допустить, что 
замыкания компонент с основаниями и имеют общую точку, 
то точка ?։ = ։։ принадлежит замыканиям упомянутых компонент, что 
приводит к существованию окрестностей точек ?1=։з и ?։=«4, сплошь 
состоящих из точек, линейно несоединимых с бесконечностью.

В доказательстве теоремы 2 мы воспользуемся следующим утвержде-* 
нием работы [8].

Лемма 2. Пусть компакт ЕсС имеет связное дополнение 
dGc.dE. Тогда для любого о>О существует полинома, удов­

летворяющий условиям:

а) |1 — < 8;

Ь) Ь|бх (л\(°)'.<3>‘ с) Н/’<с»

где (е)а—'»-окрестность множества ей с —абсолютная кон- 
ютанта.

5°. Доказательство теоремы 1. Считаем, что множества Ел 
кеограничены при всех п. 1. Существуют функции £ А (Еп) такие, что

I/ - ?якпЕ < — '• П = 1, 2, • ■ ••

Для любого п 1, непрерывно продолжая функцию с множества 
Р„ на (Вл П Е) 0 Еп надлежлщим образом, построим функцию класса 
-Л ((ВяП Д) У Еп) (также обозначаемую через дп) такую, что

д
И —9’п1(вяи/’п)пе< — > Л = Х, 2,---. (2)

Легко установить, что множество (ВпП^)и/гп удовлетворяет усло­
виям теоремы автора о мероморфной аппроксимации [9]. Согласно этой

теореме существуют мероморфные функции Цп такие, что

— <7яВ։вяП5)игя< ֊■ • п=1. 2.-՛-

Отсюда, с учетом (2) получаем-
**՝ д

п = 1, 2, •••. (3)

При этом, сдвинув конечное число полюсов функций Цп, можем счи­
тать, что они не имеют полюсов на Вп1]Тп.

Существует лишь конечное число компонент множестваа /дХВ, 

на пересечении которых с окружностью (|г| = л4-1) колебание д, 

или Чя+1 не меньше е/2'*՜1. Согласно свойству (Ш) множеств класса 
Еи эти компоненты в совокупности ограничены. Поэтому, с учетом 
(3) и принципа максимума модуля, можно найти последовательность 
чисел | R а]Г таких, что ^>2, Яя+£>2Яя и
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I g
J q„ — <7я+։/?пЛЛ/?л₽л+,< ’ П = 1, 2. • • ■ (4)

М/?яяя+1 — ^Я+Л^я)-

Изменив (при необходимости) значения функций qn на (£dAj? „Яя+j) 
\£л*надлежащим образом и аппроксимируя’на множестве BpnJ^ПС^лО^л) 
(имеющем связное дополнение согласно замечанию 1). получим поли՜ 
номы Хя, удовлетворяющие условиям

g
О 5/֊ М«₽Л +։пв<^zr 5 П = 1, 2.. •;

(5)
8 ՛ • .

Н) Р֊Л - >֊« + l||(F„UE) ПЛ^Д + ։ < ֊££ • П = 1, 2,---.

Из известной леммы слияния А. Рот [10], с учетом неравенства 
2 Rn < Rn-t-ъ легко следует существование абсолютной՛ константы 
и рациональных функций ря> удовлетворяющих следующим оценкам:

։) К - |МвЛя + ։ п (Яяил,) < •֊- ; П = 1, 2, • • •;

(*)

П)Рлн-М - <-^Г; л=1’ 2’ --;
\FnUEVBKn ц)\Д₽я 2 3

Рассмотрим теперь функцию

Л=)1+2:֊։(Нт ->•«,). (7<)

Согласно (6i), h является мероморфной функцией, причем n-ое сла­
гаемое ряда (7) имеет конечное число полюсов, лежащих в >1/?лЯя+1 X 
\(FU/rn), По построению Fn каждый из этих полюсов может быть 
соединен с бесконечно удаленной точкой жордановым путем, лежа­
щим вне Еп U Fn. Удалив из плоскости С указанные пути - вместе с 
надлежащими открытыми окрестностьями, не пересекающими множе­
ства EnUFn, для всех п^-1, в результате получим множество 

Е, Ес.Е, удовлетворяющее условию К, причем Л^А(Е)- С помощью 

теоремы А, примененной к Е и Л, получим целую функцию Н такую, 
что

|Л-Л7|~<е. (8)
Е

Для произвольной точки г £Е найдем число п0 такое, что 
г€-<4/?л*п+1 П Е (считаем, что Ло = Ои Лол>, = В^,\

При п = 0, 1 имеем согласно (51), (61) и (8):

I/W ֊ Я(,)| < I/U) ֊ л (г)| + . < |/(х) - ։,(,)! +

S;_ в<3,+ «.
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Если же п > 1, то

I/U) - H(z)\ с\f (z) - Л (z)| 4- В < EX-, |Ъ» (г) - >..+։ (z)| + 

+ |/(г) — >«(z)|-T- £т-я|ня։(х) — >֊m(z)| + s<10аг, 

согласно (5i), (6) и (8). Теорема 1 доказана.
6°. Доказательство теоремы 2. Необходимость. Пусть 

е>0, г>0ир^г фиксированы, и целая функция g удовлетворяет не­
равенству

И—Дг<е- (9>

Обозначим через Е,, подмножество точек Е, являющихся пре­
дельными для последовательностей, содержащих не более одной точ­
ки в каждой компоненте Gr (л), л=1, 2,Множество Еж замкну­
то, и, так как функция f—g непрерывна на С, то существует окре­
стность V множества Еи, на которой выполняется неравенство

!/—«I <-2е-

По определению £« существует такое число что л^> №, 
Вг Л (Сг (л)) с И. Поэтому будем иметь из (9), (10) и определения 
^.р(л),

||/-^г,р(л)<2в (Ю)

при л М, что эквивалентно а (/; Ег, Р (л)) < 2 е при л > /V.
Достаточность. Согласно теореме. 1 и замечанию 2, достаточно 

проверить, что при произвольном фиксированном г > 0 функция { аппрок­
симируема на ?гПЕ с любой точностью функциями класса А 1/г).

Введем обозначение Ея, * = £7, г+* (л); л, к = 1, 2,--՛.
Фиксируем произвольное число е > 0, и пусть — наименьшее

£ ։ 
число, для которого а (/; £7 — при л Л\.

Рассмотрим все компоненты Сп= Сг (л), для которых
либо

а) «(У; £«, г) > — > либо
О

б) Сп Л Ст=У=0 при каком-нибудь т, удовлетворяющем а).
Согласно (1) и замечанию 3, число компонент вп, удовлетворяю­

щих а) или б) конечно. Если таких компонент нет, то примем А\ = ДО,. В 
противном случае, при необходимости перенумеровав {Оп}^» будем счи­
тать, что а) или б) выполняются тогда и только тогда; когда

Пусть при к > 2 уже выбраны числа ■
Рассмотрим все Ся, п Лк, длй которых либо
б) а (/; £я,,+1)<-2- 

к ~г Z
• либо

б) Gn Л Gm =/= 0, где либо Л*_։ < т < Ni։ либо 
ряет а). * '

т удовлетво-
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Число Ми выберем аналогично М так, чтобы а) или б) выпол­
нялись тогда и только тогда, когда М п Мк+\ (или же примем 
М-ц = 1Ук, если нет компонент, удовлетворяющих а) или б)).

Продолжая этот процесс, построим последовательность (М|,

Обозначим Л* = □ ^*£։՜1 Ал А: = 1, 2.'։՛»
Согласно выбору чисел М, имеют место оценки

при М<у<Мц, А = 1, 2,•••.
Лемма 3. Имеет место оценка

4 = 1,2,..., (11)
к + 1

где Ь — абсолютная константа.
Доказательство. Пусть 1) > 0 — произвольное число. Полино­

мы р> выберем из условий

|/ — * < - ■ ֊ + -КГ- > Мь < у < М+ь
к + 1 М-ц

Обозначим М = тах (Мк -Су < М+11 ■ Согласно замечанию 3 
существует 5 >0 такое, что о-окрестности произвольной пары множеств 

и С>;М< 7, у < М+1, имеют непустое пересечение тогда и только 
тогда, когда Тогда о-окрестность каждой точки
пересекается с не более чем двумя другими множествами Су. При 
необходимости уменьшив 8, можем считать, что выполняюся также 
следующие условия

(1 + 8)"*+1 < 1 +2 Лг4 и 8; 2 8 (Ц- с)‘ М+1 Л/ < -
М+1 

где с — константа леммы 2, а также I

< 2Л^;Ц/— Р ^Е/ 4)5 < —у- 4- - ; М < У < М + 1.
А:+1 М+1

При г0£ С^С), из последнего условия вытекает, что

где М, = (г: \г — г0| <8).
С учетом замечания 1 и свойства (И) множества Е, легко видеть, 

что компакты С3 = и ’-мк 6] и /7= Нк удовлетворяют условиям лем­
мы 2 при любом s—Nk,^^^, Мк+1 — 2. Поэтому, существует полиномы 

такие,что

11-^ _ <5;Ы „ <8;|^<с; М<5<М+1֊2. (б)



О функциях, аппроксимируемых на подмножествах 71

Рассмотрим полином

Р = ('Рл-* + (! — т֊х) Рх„+։) "л'*+------- Ь

-и (1 - ^у4+1_з) Рх„+}-2^ клг*+1֊2 + Клг7+2 Рлг*+1-1 =

= 5я^Г’рД1֊«я-1)п^1"։,г/

(здесь принято «Лд_1=0 и =1).

Пусть у — любое целое, Л* <_/'< М+1 и х0£(7/ — произвольная 
точка. Заметим, что

г- я,- Ь-Я՜' <0. ֊₽,)<։֊ Г; '

и оценим где Чл — 5-ое слагаемое суммы.
С учетом (а),’ (6) и выбора числа о находим, что кроме, возмож­

но, двух значений $; 5 =/= з։, $։, имеет место оценка

к х|о,,п^ < •
/4+1

а при 5=51։ $2,—

Мо/Оп/Г<2(с ■Ь1)36, 6 , +т<)։ 
\к т 1 /

Складывая эти оценки, получаем ;

(8 \ ’ ••
7՜;+7։)+75- 
к + 1 /

В силу произвольности числа т( и точки Хо, отсюда получаем 
в 

с 
I/֊ *<5 (с + ’

что влечет (11) с константной 6 = 5(с-|-1)։.
Из построения следует, что НпС\Нп — 0 при 1<л<^тп — 1. 

Поэтому существуют такие открытые множества Уп, что Н„ П Нп+1 
с Ил и ИпЛИп=0, п=£т. Легко видеть также, что множества 

7Г= I) ф-л Н/ и С =Нп удовлетворяют условиям леммы 2 при любом 
п>2.

Согласно (11) существует полином р1 такой, что 
1 .

1/-л1»,<֊- ' (12>
• • < 2 »

Существует также полином Ц2 такой, что ,г

Ч-Р.-я^,<֊- (13>
о

По непрерывности, соотношения (12) и (13) выполняются также и на 
некоторой окрестности И множества Л '/4, причем Их с: Иг Поэтому
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ы7-<^(֊+4У (14)
Г1 X 2 и /

Выбирая число 5 > 0 достаточно малым, с помощью леммы 2, 

примененной к Нг К Нг и Н։, построим такой полином тс1, чтобы для 
полинома Рз=1С1<7« имели место соотношения:

1/-Р,- Ч.\|;<7։ К.х»; <

Имеем из (14) и пункта с) леммы 2:

[ргЗ-г < Ьсг

и, так как оценка (12) выполняется и на И/, то отсюда получаем

I/—Рх — р։1 — <с Ьсг- ( — 4՜ —-V

Пусть теперь, для т 2 уже выбраны полиномы р,, рг..... рт, удов­
летворяющие неравенствам (Ио=0):

/՛“=!» 2,• • •» т—1;

(15)

где Р'п='£1'^грг
Согласно (11) существует полином чт+1 такой, что

У-Р.-я.+,Ь.+, <֊֊• .. <16)
7П-1-Д (

По непрерывности, соотношения (15) и (16) выполнены также и на 
некоторой окрестности Уп множества Н-п(\Нп+1, причем ЙтаИт. 
Поэтому

Выбирая число б > 0 достаточно малым, с помощью леммы 2, при- 
и։ 1 л л

ценённой К и Л.| М И Нт + 1, построим такой полином «т, чтобы для 
полинома р_ ,, = к я выполнялись соотношения* гП т 1 т • т.

(Ч 1 \ 
---- 1--------- )» 7=1» 2|• • •» т,
/ / + 1/
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Будем иметь из (17) и оценки пункта с) леммы 2:

1
т

Учитывая также, что (15 ii) выполнено и на Vm, получаем

tf-Pm֊Pn +
бе 1

2 1
Xm-H m+2/

Совместно с (18), эчю неравенство показывает, что соотношения (15) 
имеют место с заменой т на т -j- 1. По принципу индукции отсюда полу­
чаем существование последовательности полиномов {рт}, удовлетворяю­
щих соотношениям (15) при всех т 2.

Из (15 iii) вытекает, что ряд Yim-iPm сходится равномерно на 

множестве U fLi Hi при любом Следовательно, его сумма g 

непрерывна на U JLi Gt — U 7-х Hi (см. свойство (i) множества класса 
Е2) и аналитична на U Г-i Gi. •• '

Для произвольной точки z £ II Г-i Hi найдем такие числа /0 и Nt 
что z06 (Яу.\И;._|1)'йТ7; JV>;0+- 1 и S^.v+1 (ВД <</(/»+D- То- 
гда будем иметь ^согласно [(15 i) при m — N, j=jo и (15 iii)- при

1\ , е < Ае
-ь 1/ /о+1 /о

где А — абсолютная константа.
Последняя оценка показывает, что § аппроксимирует функцию { на 

^7-хН[ с касанием на £-. Поэтому, доопределив g на £- равной /г 
будем иметь Л (II 61) и

1'-4^<Ле- <19>
Теперь продолжим функцию а непрерывно на множество /’ГП£\ 

\ и /Л (которое содержится в II б/ и поэтому ограничено, в силу 
свойства (5у) класса Е։), с сохранением оценки (19). Аппроксимируя 
полученную функцию на множестве II Н/ II (£7п£^) с помощью меро­
морфной функции (согласно упомянутой теореме работы ^[9]) с точ­
ностью е и удаляя воз можное конечное число полюсов полученной 
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функции с множества и )-Г՛ С(, можем построить функцию класса А (/>), 
.аппроксимирующую функцию / на Рг П Е с точностью (А 4֊1)е.

Теорема 2 доказана.
Ереванский государственный 
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Ա. Հ. ՆԵԲՍԻՍՅԱՆ. Կոմպլեքս հարթության փակ ենթաբազմությունների վրա մոաարկվող 
ֆունկցիաների մասին (ամփոփում  )

ն. Հ> Աոաքելյանը 1970 թ. խնդիր էր դրել նկարագրել այն ֆունկցիաները, որոնք կամա­
յական ՜ճշտությամբ հավասարաչափ մոտարկվում են ամբողջ ֆունկցիաներով կոմպլեքս հար­
թության փակ անսահմանափակ ենթաբազմությունների վրա այն դեպրում, երբ բազմության 
լրացումը ընդլայնված հարթությունում կապակցված և լոկալ կապակցված չէ (այս պայմանն 
անհրաժեշտ և բավարար է բազմության վրա անընդհատ ներս ում անալիտիկ ֆունկցիաների 
մոտարկելիության համար)։ Այս աշխատանքում, բազմությունների բավականաչափ լայն դա­
սի համար, մոտարկվող ֆունկցիաներր նկարագրված են կոմպակտների վրա բազմանդամս։ յին 
լավագույն մոտավորության չափի տերմիններով։

A. H. NERSESIAN. On function* which are approximable on doted subtets of the 
complex plane (summary) .»

In 1970 N. H. Arakelian posed the problem of description of the class of func­
tions, uniformly approximable by entire functions on closed unbounded subsets of the 
complex plaae, whose complement is not connected and locally connected in 
the extended plane (this condition is necessary and sufficient for approximability of 
any function continuous on a sot and՝ analytical in its interior). For a large enough 
•class of sets we give such a description in terms of the best polynomial approxima­
tion on compacts.
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В. А. ЯВРЯН |

К СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ОДНОПАРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Введение. В пространстве Ь2(0, оо) рассмотрим оператор £, зада­
ваемый формулой

^У = — У՛' + <7 (х) у 
и определенный на финитных функциях у (х), удовлетворяющих в нуле 
условию у'(0) — ку (0) =0, 1тЛ = 0. Предполагается, что д(х)—веще­
ственная функция, интегрируемая в любом интервале (0, Ь),

Пусть ф(х) и (х)— решения уравнения —у" + д (х) у = 0 и 
Ч>' (0) — Л <р (0) = 0, (0) ф (0) — у (0) ф' (0) = 1. Тогда обратный опе­
ратор А՜՜’ = А будет интегральным оператором с ядром

Л(х, .)(1> 
1ч>(5; ф (х), Х>5,

который определен на тех финитных функциях } £А։ (0, оо), которые удов­
летворяют условию

р(х)Т(х)</х=-0. (2)

о
Мы будем изучать оператор А в пространстве Ь։(0, оо) без его свя­

зи с оператором Штурма-Лиувилля, а только в предположении, что 
Ф (х) и ф (х) — произвольные локально квадратично интегрируемые 
вещественные функции и 1

У (<р2(х) 4֊ ф։(х))«/х= оо. (3)

и
Для простоты предположим также, что ф (х) и ф (х) на множестве по­

ложительной меры не обращаются одновременно в нуль. В противном слу­
чае надо было бы рассматривать оператор А в пространстве Ь2 (Е), где Е 
получается из (0, оо) отбрасыванием этого множества.

Можно сказать, что А~} , если он существует, есть обобщенный опе­
ратор Штурма-Лиувилля. Условие (3) означает, что мы рассматриваем 
аналог случая точки Вейля. Отметим, что если (3) не выполняется, то А 
будет вполне непрерывным оператором (более того, оператором Гильберта- 
Шмидта) и, следовательно, для него применима теория Гильберта-Шмидта.

В настоящей работе для оператора А строится теория, аналогичная
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спектральной теории операторов Штурма-Лиувилля. В случае конечного 
интервала интегральные операторы с ядрами (1) рассматривались в моно­
графии Гантмахера и Крейна [1] и назывались однопарными интегральны­
ми операторами.

§ 1. Спектральное разложение однопарного нитегрального 
оператора

Оператор А симметричен. Если ф £ А2 (0, оо), то его область опреде­
ления будет неплотной и, между прочим, возможен случай, когда оператор 
А не имеет замыкания.

Для получения спектрального разложения оператора А мы применим 
метод направляющего функционала М. Г. Крейна к оператору, обратному 
к А. Поэтому мы сначала выделим множество нулей оператора А.

Следуя [2], интервал (а, Р) мы будем называть исключительным, если 
функции ф (х) и ф (х) линейно зависимы в этом интервале. Мы скажем, 
что (а, Р) есть максимальный исключительный интервал, если он не со­
держится ни в одном другом исключительном интервале. Пусть {(а», В*)}— 
множество максимальных исключительных интервалов. Будем счи­
тать, что ф (х) ^Ов интервале вида (О, Р) и что интервал вида (а, 4֊ оо) 
не есть исключительный (в противном случае надо рассматривать простран­
ства I?(₽, со) и 1?(0, а)).

Теорема 1. Ортогональное дополнение К (А) области значений 
оператора А состоит из всех функций Ь2 (0, оо), удовлетворяющих 
условиям:

1) #(х) = 0 почти всюду на Г=(0, оо)\и(։*, ₽*),
к

3» 3*

2) Т («) £(5)'Н։) </з = 0.

Доказательство. Пусть 8^. К (А), т. е.
(А/, #)=0 для любого

где 0(4) область определения оператора А.
Так как / удовлетворяет условию (2), то

X па чя

{А/} (х) =■!» (х)^ /(։) <р ($) + <р (х) / (з) = V (х, $) <(з) Л,

о х X

где

И(х, $) = <р(х) Ф(з) —ф(з) ф(х).

Имеем
СО 00 Оо Х

(А/, 8) = У 8(х)с1х И(х, з)/(з) </5 = ^/(х) <1х у 1/(5, х) #($) ^$ = 0 

О х 0 0
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для любой функции f, удовлетворяющей условию (2).
Отсюда следует, что существует такая постоянная с = с (g), что

X
I И(5, х) g(s) rfs = —с <Р (х). 

о
Подставляя значение V (л\ s), получаем

С — j g (s) | ($) ds\ <P (x) + Ф (x) J g (s) <p (s) ds = 0. (4)

o • 0

а) Пусть Xo такая точка, что
X

Ф1 (*о) ¥= о, Фх (х) = j g (s) <р (s) ds. 

о
Тогда существует такая окрестность (а, Р) этой точки, что Ф, (х) #= 0 
УхС(а> Р)- На этом интервале рассмотрим функцию

х
F (х) = ^с — J g(s) ф (s) ds') /ф^х). 

о
Из (4) следует, что /•/(х)=0 для любого х£(а, Р). Следовательно, 
F(x) = а = const при х£(а, Р). Это соотношение вместе с (4) пока­
зывает, что

ф (х) ֊Г а ? (х) =0 при х£(а, р),

т. е. интервал (а, Р) есть исключительный.
б) Пусть хи такая точка, что

Ф» (*о) =/= 0, Ф։ (х) — с — j g (з) ф (s) ds. 

о
Тогда по аналогии с а) можно показать, что производная функции 
'Ф, (х) / Фг (х) тождественно равна нулю в интервале (а, Р). Отсюда сле­
дует, что ®(х) + 6ф(х1=0 при х£ (։, Р), где Ь некоторая постоянная.

Таким образом, снова получаем, что (а, Р)—исключительный интер­
вал.

Пусть (а, Р) — максимальный исключительный интервал. Покажем, 
. -что

1« 3
g(s)<p(s) ds = j g(s) Ms) ds = o. 

к

Если один из интегралов j g(s) ®(s) ds и J g(s)<f(s) ds, скажем 

о о
второй, не равен нулю, то согласно а) найдется такой интервал, со­
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держащий точку Р, где <р (х) и ф(х) будут линейно зависимыми. Так: 
как функции <р(х) и ф (х) не обращаются в нуль одновременно, то пос­
леднее означает, что <р (х) и ф (х) линейно зависимы в более широком 
интервале, чем (а, Р), что противоречит максимальности (а, р). Отсю­
да следует, что первое из условий 2) выполняется.

Точно таким же образом получаем, что при а > О
« ₽

с — j g (s) Ф(з) ds = c — | g(s) ф(з) rfs = 0, 

Ô 0
T. e. выполняется второе из условий 2).

Если же а = 0, т. е. интервал вида (0, ₽) есть исключительный, то 
учитывая, что <р (х) 0, получаем, что ф (х) = с։р(х) для х£ (О, Р). Это՛
означает, что второе из условий 2) следует из уже доказанного первого.

Из а) и б) следует, что если х£ F, то

J g (s) ? (s) ds ֊ c— j g(s) ф(«) ds—0. 

о о
Отсюда вытекает, что g (x) ® (x) = g (x) ф (x) = 0 для xÇFh, учиты­
вая, что <p(x) и Ф (*) одновременно не обращаются в нуль, получаем, 
что g (х) = 0 для любого x£F.

Теперь покажем, что если g удовлетворяет условиям 1) и 2) тео­
ремы 1, то g£K(A), т. e. g удовлетворяет соотношению (4).

Пусть х принадлежит некоторому исключительному интервалу (а, Р).. 
Тогда

(О, х)= и (а*, Р*) и (а, х) II (Е Л (0, х)), 
к

где суммирование берется по всем к, для которых Р„ < х.
Следовательно

— <Р (*) У £ ՛։* 4/5 + '■ У «? («) 4з = 

о о
₽* Г*

= 3(— <р(х) Г £ (з) ф (з) с/з + ф (х) I g(s)ч(s')ds
к \ и J -“Л ак

— ? (*) У g (з) Ф (։) + Ф (*) У ? (։) = °-

Если же х £ Е, то

(О, х) = и (а*, Р*) У ((0, х)ПЕ) 
к

и, как и выше, (4) легко проверяется.
Теорема 1 доказана.
Замечание. Из этой теоремы следует, что если ё — финитная-
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функция и то £ принадлежит области определения В (Л)
оператора А и Ag = Q. Таким образом, ядро оператора А плотно в 
А'(Л).

Следствие 1. Для того, чтобы существовал обратный оператор 
А-։, необходимо и достаточно, чтобы отсутствовали исключительные ин­
тервалы.

Следствие 2. Замыкание области значений оператора А со­
стоит из функций произвольных на Г и

. . (с*<р(х), х£(а*. ?*), если <р(х)==0 на (а*, ?*),0 I X1) == <
1с*։Ь(х), х£(а*, ₽*), если ®(х)=0 на (а*, ?*).

Легко проверить, что подпространство Но приводит оператор А. 
Обозначим через Аа часть оператора А в пространстве Но : Ао{ = А}, 
/£О(Л) Л Но. Очевидно, что обратный оператор А о՜' существует, оп­
ределен на плотном в На множестве и, следовательно, имеет замыка­
ние. Это замыкание Ло՜1 естественно назвать обобщенным оператором 
Штурма—Лиувилля.

Обозначим через Ь множество финитных функций, принадлежа­
щих 1Л(0, со). Оператор Л переводит В (Л) в Ь.

Рассмотрим уравнение
/ —Л/=»£, где g^L. (5)

Уравнение (.5) равносильно уравнению
90

/(*)->• [ И(х>8)/(з)^=я(х), /СЭ(Л). (6)

X

Решением (6) будет /=(/ — ?• Их)՜՜1 g, где

Их/(х)=Г И(х, 8)/(8) Л.

Для того, чтобы { £В(Л), необходимо и достаточно, чтобы 

(/. ф) = (^(/֊>֊и;г1<?)=о.
Учитывая, что

И(х, з) — — V (8, х), 

получаем следующее условие разрешимости (5):
СО

ф '■) = ^ Я (х) Тх (х)£/х = °> (7)

и

где

Фх = (/+ '• Р')՜1 «р, 1//(х) = у И(х, з)/(з) Л.

о
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Тдким образом, Фх (х) есть решение интегрального уравнения Воль֊ 
терра

?х(х) —* И*. (8)՛
■ * *. о

Легко видеть, что если (* Н„, то решение / уравнения (5) тоже будет
принадлежать На. Для этого надо обе части (5) скалярно умножить на 
произвольную финитную функцию /^^(Л) = Ь։(0, со) в//0 и учесть, 
что /0£В(Л) и (Л/, /о) = (/» Л/о) = 0. Отсюда, имея в виду, что та­
кие функции /0 плотны в К{А), получаем, что/£//0. Отсюда следует,, 
что уравнение

Аа'[—Щ=^, где 4»^//0ПЬ = Ь0,
•- - 4 " *

имеет решение в том и только том случае, когда выполняется (7).
Таким образом, функционал Ф (5, X) является направляющим функцио­

налом для оператора Лц1. Теперь применяя метод направляющих функ­
ционалов М. Г. Крейна (см. [3], [4]) и учитывая теорему 3 (в части един­
ственности спектральной функции), получаем спектральное разложение 
оператора Л„.

Теорема 2. Существует единственная неубывающая, функция 
ор.) (— со <^ /. < ос) такая, что отображение

Г:^-Ф(?.Х).

есть изометрия из Ьо в Ь3. Более того, продолжение С по непре­
рывности отображает Но на все пространство (— оо, оо). При 
этом оператор Ао переходит в оператор умножения в прост­
ранстве Ь?(—се, со).

Эта теорема в случае отсутствия исключительных интервалов и без 
указания единственности спектральной функции о (X) другим. путем уста­
новлена де Бранжем (см. [2], стр. 49).

Обозначим через Р оператор ортогонального проектирования про­
странства Е.2 (О, ос) на подпространство Л' (Л). Легко видеть,, что если 
/ (х) — финитная функция, то Р} (х) тоже будет, финитной. С другой 
стороны, РХ’^В(Л), АР/ = 0 и Ф (Р/, Х) = Х_|Ф(ЛР/, Х) = 0. Отсюда 
следует, что Ф(/—Р/, Х) = <р(/, X) и так как / —Р/^Ьд, то для лю­
бой финитной /(х) получаем

р/(х)-Р/Сл)|«Лс= ]’|Ф(/, Х)|*Л(Х). 

и —•

Это соотношение показывает, что Но — максимальное подпространство в = 
1/(0, эо), где и есть изометрический оператор из 1/(0, со) з 
(Ц— ээ, со) при некотором о (>).
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§ 2. Резольвента обобщенного оператора Штурма—Лиувилля

1. Резольвента однопарного оператора в конеч­
ном интервале. Круги Вейля. В пространстве Ь’(0, Ь) рас­
смотрим интегральный оператор с однопарным ядром (1):

х ь
= Ъ(х) /(з) » (з) с/$֊г ? (х) \ (0,<х<6).

О х

Найдем фредгольмову резольвенту Ах(Ь) = А(Ь) (/—՝1-А(Ь))~1 опе­
ратора А (Ь). Из (/— >А(Ь))/ = g следует, что

(/+А.И)/=^+ >.(/, ф)«р

или
/=(14-* И)՜1 £ + л (/, ф) <рх. (9).

Здесь и дальше обозначено
ь 

(и, = и(х) г> (х) с/х.
о

Умножим обе части равенства (9) скалярно на ф и определим ([, ф). По­
лучаем

(/.
1—X (<Р1, ф)

Пусть Хх = (/+/.К*՛)֊1 ф, т. е. А (х) есть решение интегрально­
го уравнения 

ь
4 (х) - X| V (х, 5) /). (з) = ф (л). (10).

X
Тогда из (9) имеем

/= (/+ г+Тх- (Н)՛

Обозначим через Ах (х, з) и V,. (х, з), соответственно, фредголь­
мовы резольвенты операторов А и V. Так как оператор А (6) сим­
метричен, то Ах (х, з) = Ах (з, х). Учитывая это, из (11) получим, что

Их(х, и-(Т.(х)Х,(,)֊т>(,)Х,(«)). (12)

где И), (х, з) — ядро фредгольмовой резольвенты И. оператора И:

(/+лИ)-։
Подставляя это значение (/+ лУ)՜1 в (11), получаем

л.(х,А-֊։-Тк(։)■/,(,) (13).

6-4
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Ядро фредгольмовой резольвенты оператора А (Ь) в такой форме при­
ведено в монографии Ф. Р. Гантмахсра и М. Г. Крейна [1]. Мы хотим 
переписать (13) в такой форме, которая аналогична случаю операторов 
Штурма-Лиувилля. Из (10) следует, что

(/4֊ X И) л = А))Ф + >.(Ф, ■/.>.)?.
Отсюда получаем, что

А=>֊(Ф. \)?х + (1-М<р, Ш.

где, по аналогии с фк> обозначено

■К = (/ + лИ)-1ф.
Имеем

(?. ^.) = ((/ + хи*)->ф, <(,)=(.{., (/ + хи)-1?) = (ф, Тх),
(Ф. *х) = (Ф> ФЛ

Таким образом
*х = МФх» Ф)ф,. + (1-М?>., Ф))ФГ (И)

Подставим это значение в (13). Получаем

Лх(х, s)=«px(x) (фх (s) + m4 (>)<?, (s)) (x<s), (15)
֊где

Замечание. Из (12) и (14) имеем следующее выражение для 
(х, s), которое будет полезным в дальнейшем:

КД*’ 5) = ?Л(*)Ф>.(5) — ’Рх(«)Фх (*)• (17)

Теперь построим аналог кругов Вейля для однопарного интегрального 
оператора. С этой целью рассмотрим интегральный оператор Ао (Ь) с яд­
ром (1) в интервале (0, Ь) при дополнительном условии

j f(x)<f(x)dx = 0. 

о
.Его самосопряженные расширения А (Ь, т) в L2 (0, Ь) будут интегральны­
ми операторами с ядрами

А,х s т)==/'Р(*)(Ф(з) + '?(։)). (*<«) 
I? (з)(ф(х) -Н? (*)). (*>s).

где т — произвольное вещественное число.
Из (15) и (16) легко видеть, что ядро Лх (х, S, т) фредгольмовой ре- 

. зольвенты этого оператора имеет вид

, , j'Px(x)('h(s) + m»(X> ^^(s))* (*<s)
Лх.(х, S, >•)=< (lö)

Ifx(s)(*xto + m4x^)?x(*))» (*>s).
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где
(14-ЧФх, ?))- + >■(?>., Ф)
—>֊(?*. ?)" + !— '֊(?>.» Ф) (19)-

Это есть дробно-линейное преобразование от т и, следовательно, переводит 
вещественную ось 1гп т = 0 на некоторую окружность С (Ь). Эту окруж­
ность мы назовем окружностью Вейля. В случае оператора Штурма-Лиу­
вилля окружность Вейля в виде (19) приведена в [5] М. Г. Крейном.

Теперь напишем уравнение (19) в другой форме, которая необходима 
для получения выражения резольвенты оператора А. Из (19) выразим т 
через т и учтем, что если Ш £ С (&), то т будет вещественным, т = т. От­
сюда следует, что при ГП £ С (Ь)

£> |тп|2 -I- Вт — В т -г С = О, (20)-

где

о= Х(1— /•(Ч’л» '?)) (?Х, <р) — Л (<рх, ®) (1 — >֊ (?х, ф)),

В = (1 - л (<р>„ ф)) (1 + X (фх, <р) ) + |).|8 (фх, ф) (<{>>., <р),

С=>.(ф>„ ?)(1+>֊(фх, <р))-Х(фх, ф) (1 4- ЧФх, ?)).

Мы должны вычислить выражения интегралов (<рх, <Рх), (фх, фх)' 
и (фх։ фх) через коэффициенты О, В я С. Имеем

X

Н?х (х) = НТ (х) ֊ (<Р (х) Ф («) — <Р (։) Ф (х)) <?х (։) с!з,
о

ж

1‘фх (х) = |1<р (х) = у (т (х) ф ($) — ® («) Ф (х)) ®х (з) <1$, н= Х֊։. 

и

Умножим первое уравнение на фА(х), второе — на —ф, (х) и сложим.. 
Теперь проинтегрируем обе части полученного равенства от 0 до Ь и в од-- 
ном из двух интегралов в правой части изменим порядок интегрирования. 
После простых преобразований получим

»
С |<рх (х)1’</х=^- О. (21>

и **----  .

Аналогичными преобразованиями получаем
ь

Г|фх (х)|2 </х = -=Д-7 С,
J к—А ’
о

ь ' ’• ■?

( <Рх(х)фх (х)</х= ■=—?֊֊(£ — 1).
3 л— Xи
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Из этих соотношений следует, что 
ь

|фх (х) + т®х(х)|։ >1х — — ■ ■ (|т}։ Вт — Вт-\- С— т + ли).
2 Нт л

о
Так как 1П удовлетворяет уравнению (20), то отсюда придем к обычному 
уравнению окружности С (&):

»
1фл (х) + (х)Р <1х = 1т т • (22)

1т >. и
Отсюда следует, что окружность С (Ь) при любом Ь и 1т 7. > 0 лежит в 
верхней полуплоскости 1п1 т 0.

Так как коэффициенты дробно-линейного отображения (19) зависят 
непрерывно от Ь и т0 (>֊,0) =', то оно при любом Ь 2> 0, 1т). >0 пере­
водит верхнюю полуплоскость 1тт^>0 во внутренность круга К (Ь), 
ограниченного окружностью С (6). Круг К (6) задается неравенством 

ь
I |Фх (х) |- тф, (х)|։ </х < • (23)

V՛ . 1т а
О

Отсюда следует, что если Ь Ь', то К(Ь) К(Ь’), т. е. круги 
К(Ь) вложены друг в друга.

Найдем радиус круга А՜ (Ь). Сначала заметим, что если дробно-линей- 
_ ®г+ ? сное преобразование т = ------- отображает верхнюю полуплоскость

7*4֊ 3
на некоторый круг, то, как легко проверить, радиус этого круга 

|ао — Ру' 
вычисляется по формуле: г= =----- —•

П3 — Т3
В нашем случае (19), с учетом (20) и (21), будем иметь

ь
78 — 76 = 21т л | |<р>. (х).։</х, 4

о
Вычислим теперь

73 —73 = '®((фх, ф)(?х, ®) ֊ (фх, ?)(?/•> Ф)) + '֊((фх, ф)~ (ф‘> '{')) -И- (24) 
Из интегрального уравнения (/ ֊г X V) фх = ф следует, что

ь
фх (х) — а V (х, $) фх (я) + а (фА, ф) у (х) — )■ (ф,., ®) ф (х) = ф (х)

X 
или

՝!'Х = (/— хи*)՜1 (ф — )֊(фх, Ф)ф + ‘а(Фх, <р)>Ь).
Умножим скалярно обе части на ф. Учитывая, что V (х, 5) = — V («, х), по- 

.лучаем ч

>(Фх, ф) = (<рх, ф) -Х(фх, ф)(фх, ф) +Мфх, ф)(фх, ф).
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Подставим это значение во второе слагаемое (24). Получаем | уб —уб[ =1. 
Таким образом, радиус круга К (Ь) вычисляется по формуле

г„ = 1/21т А у |?>. (х)!1 <1х (1т л > 0). (25)

и
Формулы (22) и (25) обобщают известные формулы из теории операто­
ров Штурма-Лиувилля.

Теорема 3. Обобщенный оператор Штурма-Лиувилля А^1 есть 
-самосопряженный оператор.

Доказательство. Найдем (До՜1)*. Пусть функция 8 £.Н0 
такая, что существует и (До՜՜/, #)=(/, 8*) для любой 'функ­
ции /^В(Д7՛). Это равносильно тому, что

(А. #)=(А/х. я*)
.для любой функции Д £ Но.

Из последнего равенства после изменения порядка интегрирования 
следует, что существует такая постоянная с и функция /., ортогональ­
ная Но, что

X
8 (х) = с? (х) — И(х, ։)^*(з)Л + /։(х). 

и

Умножим обе части на произвольную функцию / (х), А{ = 0 и проинтегри­

руем от 0 до + оо. Тогда легко видеть, что (/։, /) = 0. Так как функции 

/ (х) плотны в ортогональном дополнении к Нв, то отсюда следует, что 
7, = о.

Таким образом, 5^0 ((До՜1)*) означает^ что существует такая 
постоянная с и такая функция 8* (х) С ^о» что

^(х)=с<р(х) — у И(х, 

о 
При этом

(До՜1)*^ = 5*-

Для доказательства самосопряженности Д^՜1 достаточно убедиться/ 
что уравнение

(До"’)*Я֊^ = О

имеет только нулевое решение при любом X, 1т к =# 0- Последнее означает, 
что уравнение

Ж
й*(х) —1(с? (х) — ( И(х, в) 8* (։)</$) = 0 (26) 

О
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ни при каком постоянном с не имеет решения £*(х)£Ь2(0, °°). Если 
£* (х) удовлетворяет (9), то g* (х) = Хс<рх (х).

Покажем, что «рх (х) £Ь2(0. оо), 1тХ^=0.
Так как функции ф(х) и ф (х) вещественны, то ^х (х) = <рх (х) и, 

следовательно, дефектные числа оператора Ло՜1 равны. Отсюда сле­
дует, что уравнение (Ло1)*/—Х/=#, т- е-

/*(х) —Х(с? (х) — | И(х, ։)/*(*№) = 8 (х), 
о

для любой функции £(х)£Ь2(0, ои) при некотором с = имеет ре­
шение /*(х)£Ь։(0, оо). Теперь, с учетом (7), получаем

/*(*)=£ (х) — X (<рх (х) ф, ($) — ф, (з) фх (х)) 8 (з) ds + Хс®, (х).
о

Пусть 8 (х) — финитная функция. Тогда, начиная с некоторого места,, 
будем иметь

х X
/*(■*) = Ь (с — У# (х) ф, (х) dx) (х) + Хф, (х) у 8 (х) <рл (х) dx. (27)- 

о и
Предположим, что ®х£Ь2(0, со). Выберем 8 (х) так, чтобы

•о
У 8 (х) <р (х) 4х ± 0. 

и
Тогда из (27) следует, что также фх£Ь2(0, со). Нетрудно показать, 
что если 'ч>х, фх£Ь2(0, со), то вольтерров оператор Их, порожденный 
ядром Их (х, з) в Ь2(0, оо), будет вполне непрерывным оператором 
(даже класса Гильберта—Шмидта). Так как очевидно, что оператор 
I — X Их не обращается в нуль ни на какой функции, то

(2-ХИх)-1=/+ХИ
будет ограниченным оператором в Ь2 (0, оо). Следовательно

<Р = (7֊ХИх)-։<рх(;Ь2(0, ОО), ф = (/-ХИх)-։фхСЬ։(О, «),

что противоречит условию (3). Теорема 3 доказана.
Лемма 1. Для любого X, 1ш X 0 существует число т (Х)х 

притом единственное, такое, что
Фх(*) + т(Х)<Рх(х)еЬ։(0, со) (1шХ#=0). (28)՛

Доказательство. Как мы уже видели, £Ь2 (0, оо) при 
1тХ=/=0. Следовательно, из (25) следует, что г4(Х)-*0 при 6->оо. 
Тогда из (23) заключаем, что последовательность функций ть (X, т) 
фундаментальна при Ь -*■ оо. Таким образом, существует предел

Пт ть(Х,т) = т(Х). (29>
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Так как ть&, т)£К»,(Х) ПРИ 6 > й1։ то т^֊)^Кь1 при любом Ьк. Если 
учесть также, что гй(Х)-»-0 при 6-^сс, то получим

/» Т—
k(x) + m?;(x)|’rfx = ^- (ImX>0).

J 1га л
О

Теорема 4. Ядро R (х, s, X) резольвенты обобщенного опера­
тора Штурма—Лиувиля Ао' при 1тХ=£0 задается формулой

R(x. s> z) = ( ? (*. >) (* (s. М + т (X) <р (s, X)), х < s 
I ÿ(s, Х)(-Их,Х) Ч-т(Х)?(х,Х)), х > s.

При этом спектральная функция а (X.) оператора А (или Л^՜1) связа­
на с функцией ni (1) формулой

т(Х)=а+рХ+ ГА -
J \* '• 1 + с /

-ос

где Р 0, а вещественно.
Доказательство. Мы должны доказать, что

(Aôl-> I)-'g=Ri.g, (R>.g)(x) = f R,.(x, s)g(s)ds (32) 
J о

для любой финитной функции g (х) £ Но.
Сначала предположим, что g (х) £ Но — финитная функция с носите­

лем (О, й) и удовлетворяет условию

(s)<pz(s)ds —0. (33)
о

Тогда, как мы уже видели в § 1, для таких g определен (/—X. До) о՜1 и 

(f-lA0)^g = (/-\V\)-'g.

Отсюда нетрудно получить, что (32) справедливо для g, удовлетворяю­
щих (33). Пусть теперь g (х)—любая финитная функция. Так как 

со) при 1<пХ=/=0, то множество финитных функций, удов­
летворяющих (33), плотно в L2(0, со). Следовательно, найдется по­
следовательность таких функций gn(x), стремящаяся в L2 (0, со) к 
#(х). Имеем ’

(Æ1 — X/)՜'₽я=/?х?я.

Так как (Ло1—X/)՜1— ограниченный оператор, то

(Ло՜1 -X/)-’ gn - (Л?- XZ)՜1 g.

С другой стороны, поскольку (х) + m (X) ох (х) £ L2 (0, оо), то 
Rt gn (х) -+ RK g (х) поточечно. Отсюда следует, что (32) имеет место 
для любой финитной функции. Формула (30) доказана.
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Соотношение (31), а следовательно, и теорему 2 можно получить из» 
(30) обычным путем (см. [6], Дополнение II).

§ 3. Критерии неотрицательности и оценка спектральной функции

Лемма 2. Если ф(х) и Ф (х) непрерывны, ф (0) =/= 0 и оператор 
А(Ь), Ь 'С'эо неотрицателен, то его спектральная функция 
удовлетворяет оценке

г <Мк)I -------<Г со.1 х . 1
Доказательство. Из неотрицательности А (Ь) следует, что его 

фредгольмова резольвента А (Ь) (/—ЛИ (6))՜1 неотрицательна при 
Л < 0. Его ядро выражается формулой (18) при некоторой т (Л). Следо­
вательно

ФА(0) (Ф>. (°) + Л1(')։Рх(°))>° при Х<0.

Отсюда следует, что

т(Х)>-
9х(°)
ФДО)

Ф(0)
Т (0)

Таким образом, т (X) 4֊ Ф (0)/? (0) есть 5-функция (см. [6], Дополнение 
1) и, следовательно, существует такое я 0, что

тп(л)=а4- Г <*аь(0
4(0, со).

Приведем следующий критерий неотрицательности однопарного оператора 
в конечно» интервале.

Теорема. Для того, чтобы однопарный оператор А (6) с непрерыв­
ными функциями ф (х) и ф (х) был неотрицательным, необходимо и до­
статочно выполнение следующих двух условий:

1) ф (х)Ф(х) 0 при 0-Сх-Сб;
2) на множестве (х : ф (х) Ф (х) =?> 0) отношение ф(х)/ф(х) не 

убывает.
Эта теорема в случае ф (х) ф (х) 0 (как признак осцилляционно­

сти однопарного ядра) установлена в монографии [1], стр. 260. Доказа­
тельство общего случая отличается лишь некоторыми несущественными 
подробностями и поэтому мы его опускаем. Заметим, что из условий 1) и 
2) следует, что либо нули функций ф (х) и ф (х) совпадают, либо из- 
ф (*о) = 0- Ф (хо) г 0 или Ф (*о) ¥= °> Ф (х0) = 0 следует, что ф (хо) = 0' 
при х£ [0, х0] или, соответственно, ф(х) = 0, при х£ [х0, 6].

Теперь установим признак неотрицательности более узкого оператора 
А0(Ь), .а именно однопарного оператора А (6), определенного только На 
тех функциях /£Ь*(0, Ь), которые ортогональны ф (х):
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I /(*)?(») = 

о
Теорема 5. Пусть ф (х) и ф (х)—непрерывные функции на 

[О, 6] и интервал вида [а, 6] не является исключительным. Для того, что- 
■бы оператор Аа (Ь) был неотрицательным, необходимо и достаточно, что­
бы отношение ф (х) / ф (х) не возрастало на множестве {х : ф (х) =?= 0}.

Доказательство. Необходио.мсть. Пусть А<> (Ь) 0. Оператор
-Д (6)|л/., где Н0(Ь). по аналогии с Но, есть замыкание области зна­
чений Л0(6), имеет обратный и В= (Ао (6)|я, (Ь))՜’ > 0. Этот оператор 
определен на плотном в /7О(6) множестве и, следовательно, по теоре­
ме Фридрихса, имеет неотрицательное расширение (возможно, только 

одно) В. Резольвенты всех самосопряженных расширений оператора В 
•описываются формулой (18). Эта формула, очевидно, сохраняется и 
при >. < 0. Следовательно, существует такая функция тп ().), что ядро 
В, (х, з) резольвенты (В — X/)՜1 будет иметь вид

\ [ Я\(*)('М5)+ "։('•) Ф, СО), (х<з<6)
В*(х, з) = < >.<0.

I ?>.(։) ('МХ)+ т(к)?1(х)). (5<х<6)

Этот оператор определен в Н,: (Ь). Расширим его на все пространство 
Ь։(0, 6) по формуле

ь
В,./ (х) = В,, (х, з) / (з) </з. 

о
Легко видеть, что если (а, Р) — исключительный интервал для 

■<р(х) и ф(х), то он будет таким и для фА(х) и -\(х). Более того, как 
легко видеть, (х) и ֊\(х) будут линейными комбинациями на (а, р) 
функций у (х) и ф (х). Следовательно, из теоремы 1 вытекает, что 
/Г(Л)=Е3(0, Ь) & Н0(Ь) будет ядром оператора В\, т. е* 
В>.К(А) = 0. Отсюда следует, что однопарный оператор В), неотри­
цателен и согласно предыдущей теореме отношение (фх(х) 4-т (X) ։рА (х)) 
/<рх(х) неотрицательно и не возрастает на множестве |х:?к(х)(-К(х)+ 
+ т()֊) <рх(х')) ¥=<))=■ (х : (х) ф) (х)=/=0}. Значит, будет невозрастаю-
•щим и отношение фх (х)/фх (х). После предельного перехода при — 0 
получаем, что на множестве [х : <р (х) ф 0] отношение <р (х)/|» (х) не 
возрастает.

Достаточность. Для любого р, р < Ь существует такое число /, 
что

—-Х- I при 0 -С х < Р, ® (х) =£0.
?(*)

Отсюда, с учетом предыдущей теоремы, следует, что оператор А (Р) с 
функциями <р(х) и ф(х) + <®(х) неотрицателен и, следовательно, не­
отрицателен также более узкий оператор Ао (Р). Так как Р любое, то 
■будет неотрицательным и Аа (Р).
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Отметим, что если

цт1Ю—
*-* <р (х)

то в этом и только этом случае ограниченный неотрицательный оператор 
.4о (Ь) не имеет неотрицательного расширения в Ь2 (0, Ь). Это как раз тот 

случай,, когда оператор В не имеет обратного. Заметим также, что доста­
точность теоремы справедлива и в том случае, когда интервал вида (Р, Ь) 
есть исключительный. В этом случае А (6)/(х) = 0 при х<^Ь- 
и надо рассматривать Ь3 (0, ₽).

Теорема 6. Пусть функции ч> (х) и ф (х) непрерывны в неко­
тором интервале [0, 8], 8^>0, <р(0)=/=0 и отношение Ф(х)/ф(х) на 
этом интервале монотонно. Тогда спектральная функция а (>■) опе­
ратора А удовлетворяет неравенству >

Доказательству теоремы предпошлем лемму.
Лемма 3. Если <р (6) и ф (Ь) одновременно не равны 0, то нули 

целой функции <рх (Ь) вещественны.
Доказательство. Покажем, что множество корней фх (6) = 0- 

совпадает со спектром некоторого самосопряженного оператора. Имеем
ь ' ь

'Рг(^) =(1— х | ?(х) ?).(*) <М«р( 6) + >4(6)^ 4х.

о в
Пусть ф (Ь) =/= 0. Возьмем то самосопряженное расширение оператора 

.40 (Ь), ядро резольвенты которого получается при т = —(Ь)/ф (Ь) в 
формулах (18) и (19). Тогда знаменатель в (19) будет равняться 
<рх (6)/фх (6). Отсюда следует, что нули <р.(6) совпадают ֊'с полюсами 
мероморфной функции ть (X, т). Последние, очевидно, совпадают со- 
спектром этого расширения и поэтому вещественны.

Если же <р(6) = 0, ф(6)т^0, то в (19) возьмем ~.= ао, т. е. в 
(18) положим

7П4(а) = — (1+^ | ?(х)<рх(х)</х) / (X | <? (х) <рх (х) </х). _

0 О

Тогда (18) дает резольвенту того самосопряженного расширения оператора։ 
.«Д՜1! , спектр которого совпадает с нулями и ՝н, ։

Г ?1(^)
М ?>.(*) ?(х)</*=— 

и Ф(6/о
Заметим, что в обоих случаях т4(Х) =—Фх(6)/<РХ (6).
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Теперь перейдем к доказательству теоремы 6.
Для определенности предположим, что ф (х) / ср (х) не возрастает. 

Возьмем I таким, чтобы

<р (х)( Ь (х) + ??(*)) > 0 при х£[0, о].
Отсюда, учитывая, что при замене Ь (х) на •!» (х) + (х), где I лю­
бое вещественное число, опаратор А не меняется, без ограничения 
общности, можно считать, что 9 (х) (х) 0 при х£[0, о]. Так как
по условию Ф (х)/? (х) не возрастает, то, согласно теореме 5, опера­
тор А (о) будет неотрицательным. Следовательно, из леммы 2 сле­
дует, что

шД/)=а+ /.£[0, оо). (34)
О

Так как т ().) £ К/, (/•), где т (>•) определяется по формулам (30) и (31), 
•то из (25) имеем, что 

а
|т» (/■) ֊ т ().)| < 1/(1т X [ (х, /.),” дх), 1т). > 0. (35)

* о
Оценим правую часть (35). Покажем, что (х) при каждом фиксирован­
ном х есть целая функция не более половинного порядка. Из (8) имеем

9(х) = 9 (х) —). | V (х, з) 9 (з) Л -I------- н

о 
х

-Г (-1)" хп у Ил (х, з) 9 (з) И’з + ■. •, (36)

о

где
И„(х, з) = у у И(х, зх) И (з1։ з։)-• • И(з(1-1, з)ЛГ‘.</зя_ь (37)

Подынтегральное выражение перепишем в виде

(«—|) 9 ($)9 Ф (з) _ ф (Зл—1) \ 
9 (з) 9 (зл֊0 /

По условию все скобки неотрицательны. Пусть |9(х)!-СЛ/, ||(х)|-СЛ/ 
при х-£ [0, &]. Тогда учитывая, что среднее геометрическое не боль­
ше среднего арифметического, получаем, что подынтегральное выра­
жение в >(37) не превосходит

ЛФ(5) _ ф(х)\ /М։у Ь(О) .
п/ \?(«) 9(х)/ \п/ ? (0)

Из этого неравенства н из (36) после несложных выкладок получаем, что

|Т>(ж)|«:Ь|/адм-хЛ, 

.. • I . . .. . • .
т. е. порядок фк (х) не превосходит 1/2.
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Отсюда, с учетом того, что <р0 (х) = <р (х) ¥= 0, получаем

(х) = ? (х)П (1- 1/Ху (х)) (0 < х < 8). (38>

Согласно лемме, нули л. (х) функции ®х (х) вещественны. Следова 
тельно, из (38) следует, что существует е > 0 такое, что 

1'Рц(х)1>1'Р(х)1>е> т)>0, х6[0, 8].

Тогда из (35) следует, что

т4(п;)— т(гг1)==о(—при т)-»оо 
\ Ч /

и, тем более

1т /п4 (/т)) — 1т т (п/) = О (— при -+ со. (39)
\ Ч /

Как известно (см. [6], теорема Д 1.3.1), если } (г), отображающая 
верхнюю полуплоскость в себя,— аналитическая функция, то для того, что­
бы она имела представление

/и)=7+ (1тх=£0)

необходимо и достаточно, чтобы

ё-т^-</Ч<оо. (40)

J ч 1
Так как т4(>) имеет представление (34), то ть (/г,) удовлетво­

ряет (40). Тогда из (39) следует, что т. (։'т։) также удовлетворяет (40՛) 
и, следовательно, т (>.) имеет представление

т ('֊) = 1 + [ (1т а #= 0),
у * — >՝ 

—

что и требовалось доказать.
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Վ. Ա. ՑԱՎ!1 ՅԱՆ. Միա զույգ կորիզով ինտեգրալ օպերատորների սպեկտրալ տեսության, 
մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է ինտեգրալ օպերատորների մի դաս Լ2(0, ՕՕ) տարածության» 
մեջ, որոնց հակադարձ օպերատորները կարելի է դիտել որպես Շ տուրմ-Լիուվիէի օպերատոր­
ների ընդհանրացումւ Այդպիսի օպերատորների համար կառուցվում է Շտուրմ-Լիուվիլի օպերա­
տորների համար գոյություն ունեցող սպեկտրալ տեսությանը անալոգ տեսություն։
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V. A. YAVR1AN. On epectral theory of one-paired integral operator* (summary)

In the paper the classical spectral theory of the Sturm—Liouville operators is 
extended to some integral operators.
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Р. Ш. СААКЯН

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ПРИНЦИПА МАКСИМУМА

Пусть С — расширенная комплексная плоскость, D—область ։в 
С, dD=f= 0 граница D. Рассмотрим множество Ec.D, замкнутое от­
носительно D, и пусть Е°— множество внутренних точек Е. Мы бу­
дем рассматривать следующие классы функций:

А (Е) — класс функций непрерывных на Е и аналитических в Е°,
Н (D) — класс функций, аналитических в D,
Ad (Е) — равномерное замыкание множества сужений функций из 

Н (D) на Е.
Пусть D*— одноточечное компактное расширение области D. В рабо­

те [1] Н. У. Аракеляном была решена задача о возможности равномерно­
го приближения на Е аналитическими в D функциями. Точнее доказана

Теорема A. Ad (Е) = А (Е) тогда и только тогда, когда 
E£Kd, пг. е. Л*\Е связано и локально связано.

Далее, в работе [2] ставится вопрос об описании класса Ad (Е) 
в случае Е^Кп. В [2] сформулировано, в частности, следующее пред- 
ложение: при D=C некоторым обобщением принципа максимума 
удается установить, что функции из Ao (Е) аналитически продол­
жаются на хе компоненты множества D\E, для которых бесконеч­
ность не является достижимой граничной точкой.

Отметим также, что А. Страем предложено [3] некоторое описание 
класса Ad (Е), Е £ Kd, которое не будучи „внутренним“, тем не ме­
нее содержит указанное утверждение об аналитическом продолжении 

■ функций из Ad(E).
Основной целью данной работы является формулировка и доказатель­

ство некоторого общего варианта принципа максимума, возможно пред­
ставляющего самостоятельный интерес. Из него непосредственно следует 
утверждение об аналитическом продолжении функций из AD (Е) в случае 
произвольных областей D, а также описание оболочки множества Е отно­
сительно области D, данное в [4].

Так как функции из AD (Е), вообще говоря, не ограничены, то инте­
рес представляет вопрос о том, является ли этот класс алгеброй. В связи 
с этим, будет доказано, что в общем случае класс А[}(Е) не является ал­
геброй.

Работа состоит из четырех пунктов. Первый из них содержит форму­
лировки полученных результатов и следствия. Второй посвящен доказа­
тельству вспомогательных лемм, а третий и четвертый — доказательству 
сформулированных результатов.
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1°. Необходимые понятия и формулировка резуль­
татов. Для произвольных множеств А, ВсС обозначим через f(A, В)՛ 
их сферическое расстояние

р ( Л, В) = inf (1+jîp) ‘

Обозначим через 3(Д) диаметр множества А в метрике R2:

8 (Я) - sup ta—«։1»

и через d(z0, А) обозначим расстояние от точки z0 до множества А 
в метрике R’:

d (z0, А) = Inf \z — «ol-
«ел

Далее, для любого е 0 через И, (dD) обозначим s-окрестность гра­
ницы dD области D

1/.= |z€C:p(z, dD)<e).

Определение 1: Пусть F—компакт в С, z^C\F, 7—непре­
рывное отображение полуинтервала [0, 1) в С такое, что

7(0) = «, limp (7(f), Л) = 0.
։-1

Тогда мы скажем, что у соединяет z с F.
В соответствии с этим, для открытого множества ЙсС множе-- 

ствоесС\2 назовем [достижимым из 2, если существует точка 
и непрерывное отображение 7Х : [0, 1)—»Q, соединяющее zee. 

Естественно полагать, что пустое подмножество е=0 недостижимо- 
из 2.

Сформулируем, придерживаясь выше изложенного, наши результаты.
Теорема 1. (обобщение принципа максимума). Пусть В—область в 

С, ecàB, е— замкнуто. Пусть, кроме mow, h — непрерывная суб­
гармоническая функция в В. Тогда

1. Если множество е недостижимо из В, то из того, что

sup h (5) М оэ (1.1)՛
■6ЙВ\г

следует, что h(z) для всех zÇ_B.
2. Если множество е достижимо из В, то существует суб-- 

гармоническая в В функция Л = |/|, где /£//(С\е) такая, что- 
для всех z^dB\e имеем h(z)<^l, однако h не ограничена сверху 
в В.

Пункт 1 этой теоремы в случае е = 0 совпадает с классическим прин­
ципом максимума. Отметим также, что в пункте 1 этой теоремы ограничен­
ность сверху функции h формально не постулируется. Отметим, что для 
функции Л значение — оо вполне допустимо.
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Для множества Ес В, замкнутого относительно £), и функции 

/£//(£) через Ео обозначим оболочку множества Е относительно 
•области £)

£о=Ни11(£, £>) « {я€Л:|/и)|<|/|е}, 
где 1/|£=зир |/(г)|.

Е
Пользуясь понятием оболочки множества, укажем на некоторые след­

ствия из теоремы 1.
Следствие 1. Пусть Ес В и Е замкнуто относительно В.

■Оболочка Ео множества Е состоит из Е и всех компонент мно­
жества В'-.Е, для которых дВ недостижимо, и только из них. I

Действительно, очевидно, что ЕсЕо. Далее, из первого пункта 
-теоремы 1 следует, что если 2 — некоторая компонента В\Е, для

которого дВ недостижимо, то 2 сЕг,. А если для компоненты г2, дВ 

достижимо, то из второго пункта теоремы 1 следует, что 2 £ Ео.

Следствие 2. Ао(Е)сА (Ео).
В самом деле, пусть /£Лд (Е), тогда существует последователь­

ность функций из Н (В), которая равномерно на £ сходится к /.
Поэтому для любого е^>0 существует не зависящий от х номер П 
-такой, что для всех п^> /V и /и = 1, 2, 3,••• при х£Е

^«+л. (*)-&. (*)!<’• (1.2)

Тогда в силу следствия I неравенство (1.2) верно для всех х^Ео. 

•Следовательно, последовательность (#я)“_։ равномерно на Ео сходит­
ся, определяя там аналитическую функцию /х такую, что для всех 

х^Е, /1(г)==/(г)- Следовательно /^Л(£д).
Обозначим далее через А (£) — класс функций, непрерывных на 

£ и гармонических в Е°, а через Ад (£) — равномерное замыкание 
множества сужений на £ функций, гармонических в В, можно точно 
так же доказать

Следствие 2'. Ад(£)сА(£д).

Пользуясь следствием 2 легко показать, что если Ео^Ко, то 
класс Лд (£) является алгеброй. Однако следующий пример показы­
вает, что в общем случае Лд(£) не является алгеброй.

Теорема 2. Пусть Е — относительно замкнутое подмноже­

ство области В и Ео^Ко- Тогда существуют функции у£ 
£Ао(Е), причем / ограничена, однако {у £ Лд(£). Более того, мож՜ 

но считать, что { мероморфна, а у голоморфна в В.
Т. Вспомогательные леммы. Для доказательства первой 

леммы нам понадобится следующее
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Предложение. Пусть D — область в С, dD—граница D. 
Пусть также ",—непрерывное отображение полуинтервала [0, 1) в 
D, соединяющее точку z. области D с 6D. Тогда 7 f[0։ 1)) \ 7 свя­
зано.

Действительно, рассмотрим систему непрерывных отображений
1) -* D. Тогда {7,}—монотонно убывающее по t семейство связ­

ных компактных множеств и множество Г = Л у, связаНо (см. [5], стр. 

179) и Г = т\7.
Прежде, чем приступить к доказательству лемм, дадим два необходи­

мых нам определения.
Определение 2. Функция / £Н(В), которая может быть 

представлена в виде где Д, /а—ограниченные функции из.
Н{В), называется функцией ограниченного вида в В.

Пусть В — область в С и Ва—универсальная поверхность нало­
жения для области В. Тогда существует (см. [6], стр. 255) функция 
x=x(z), которая отображает поверхность В'՜ взаимно однозначно и 
конформно на единичный круг |х|<1. Пусть z = z (х) — функция, об­
ратная к x — x(z).

Определение 3. Область В из С .называется ограниченного 
или неограниченного вида в зависимости от того, ^удет 'ли функция 
z — z(x) ограниченного вида или нет.

Лемма 1. Пусть В—область в С, eczdB, е—замкнуто и не­
достижимо из В. Тогда гармоническая мера множества е относи­
тельно области В равна нулю.

Доказательство! Пусть -В“—универсальная поверхность 
наложения для области В. Тогда существует [6] взаимно однозначное 
и конформное отображение x = x(z) -поверхности В” на единичный 
круг |х| < 1.

Покажем сначала, что В — область ограниченного вида. Пусть' 
для этого, ;0 — некоторая точка на е, и {;Л)—последовательность то* 
чек области В, сходящаяся к ;0. Построим непрерывную кривую Г, 
проходящую через точки ;Л, и соединяющую некоторую точку области 
В с дВ. , .

Рассмотрим множество Г\Г. В силу выше доказанного предло­
жения возможны два случая: ։>

а) Г\Г состоит из единственной точки V,
6) Г\Г— континуум.
В первом случае ;'= ;0 и следовательно е достижимо из В. Сле 

довательно, Г\Г— континуум и по теореме Р. Неванлинны (см. [7], 
стр. 214), В есть область ограниченного вида. Отсюда имеем, что 
функция z = z (х), обратная к функции х = х (i), ограниченного виХа 
т. е. z — ZjJz2, где z1։ za — ограниченные анаЛитЙчёсКие' функции Л‘в 
круге 1х]<^1. Важно заметить, что функции zt и zit в силу теоремы 
Рисса (см. [7], стр. 210), обращаются в нуль лишь на множестве гар- 
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ионической меры нуль. Для функций ограниченного вида имеет место 
теорема Фату (см. [7], стр. 208), согласно которой функция г = г (х) 
на подмножестве Р х окружности |х| = 1, которое имеет меру 2 к, 
имеет радиальные граничные значения. Обозначим через Ех множе­
ство радиальных граничных значений, которое принимает функция 
х = х(х) на множестве /•х. Заметим, что точки множества Ех дости­
жимы из В. Обозначим, далее, через Е3 множество иррегулярных то­
чек границы области В. Не ограничивая общности, можно считать, 
что оо £ дВ. Тогда по теореме Келлога (см. [8], стр. 80), емкрсть 
множества Ех равна нулю. Отсюда имеем, что прообраз Ех множе­
ства Ег гармонически нульмерен, так как, в противном случае, в си­
лу теоремы Р. Неванлинны (см. [7], стр. 211) имели бы, что Е. поло­
жительной гармонической меры.

Рассмотрим теперь разность

и(х) = ш(х, ЕХ\ЕХ, |х|<1) — «I (?(х), В).

Это — ограниченная и гармоническая в единичном круге функция. Для 
любого х£Ех\Ех имеем, что и (л) = 0. Таким образом, ограниченная 
гармоническая в единичном круге функции и равна нулю всюду на 
■|х| = 1 за исключением множества гармонической меры нуль. Поэтому 
в силу обобщенного принципа максимума (см. [7], стр. 143), имеем 
к(х)=0 для всех точек круга |х|<^1. И, наконец, так как ш (х, /’’х\ 
\£"х, |х| < 1) =1 получаем, что и (г (х), ЕХ\Е2, В)=1, следовательно, 

<о (г, е, В) = 0- Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть Е—относительно замкнутое подмноже­

ство О и И\Е связано. Тогда, фиксируя а^/У\Е и полагая 
/(х) = 1/(х—а) для всех г£Е имеем, что

Доказательство. Пусть 7—непрерывная кривая, ервдиндю- 
щая точку а = с дО и ■'1с^О'\Е. Возьмем последовательность то­
чек {ал}л-1Су таку/о, что р(а„, с*£))—»0 при п -*■ оо и последователь­
ность (2я]”-1 жордановых областей таких, что &„сГ)\Е и дуга 

Оцвл+1 лежит в 2Л. Пусть, кроме того

8 (2„) —> 0 и р (2Я, б>£>) -* 0 при п — оо

и /(*)=*= Ф1(г)- Так как (Д (г) £ Н{О •х21), то по теореме Рунге, су­
ществует рациональная функция <?։, с единственным полюсом в а։ та­
кая, что для любого .«>0, при имеем

КА (*)-&(*)!< 2ег

Если рациональная функция <2^ с единственным полюсом в ап по­
строена для л=1,2, 3,• • • к, то функцию с единственным по. 
люсом в а*+1 строим так, чтобы при г£Р\2* имели

|(?4+1(х)_р4(х)|<-±г.
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Докажем, что последовательность равномерно, на любом
компакте в D, сходится к функции {'i՛ (D). В самом деле, пусть 
/"—компакт в D. Возьмем число N так, чтобы /czD\2„ при и > Nr 
Тогда при п > N и т = 1, 2, 3,•••, для z£F имеем

ЛЧ-т —1 е
|Qn+m (z) - Qn (z)| < £ |Q*+i U) - Q* (z)| < — •

Это означает, что последовательность |Q«i равномерно на компакте F 
сходится к аналитической в D функции

? W = Qi (г) + V (QB+1 (z) - Q„(z)).

Далее, так как Ec.D\. U 2д» то при z^E имеем Л—1

;<р(г)-/(х)| < s iQ«+i(--)-Q„(z):<e, 
л—1

т. e. /^Ad(E). ЛеМма доказана.
3°. Доказательство теоремы 1. Отметим, что доказатель­

ство пункта 1 этой теоремы основано на лемме 1 и некоторой модификации 
рассуждений (см. [9], стр. 205) доказательства известной теоремы Ивер­
сена.

1. Для а М рассмотрим открытое множество

B« = h՜՝ ((а, + оо)).

Если утверждение пункта ! не выполнено, то /?и=/=0. Докажем, что- 
если Л», -г 0, при <х0> М и 2»,— какая-либо компонента связности В»։т 
то. ₽»,= 1>2Я, П е=/=0 и функция А не ограничена сверху в 2»,. Это озна­
чает, что для любого я > а0 множество 2,. содержит некоторую ком­
поненту 2« множества Ва такую, что e«. = №» П е =/= 0.

В самом деле, если е,,= 0, то тогда <?2а,сВи (0В\е), и при­
меняя к 2„„ с учетом (1.1), классический принцип максимума, мы по­
лучили бы, что A(z)<a0 для z£2<,։, а это противоречит определению 
2«,. Таким образом, ео„=/= 0. Заметим, далее, что из условия, что е 
недостижимо из В следует, что еО(, недостижимо из £2Ч. Из леммы 1 
имеем, что гармоническая мера множества е», относительно области 
2О, равна нулю. Тогда, если бы функция А была ограничена сверху в 
20„ то по обобщенному принципу максимума (см. [10], стр. 70) мы 
опять имели бы, что A (z) яо в 2««-

Итак, поскольку Ди=/= 0, мы можем фиксировать некоторую пос­
ледовательность [2Я)“_,Я (т > М) компонент множеств Вп, так, чтобы 
2n+ic:2fl и последовательность точек {zn}£-m, гя£йя.

Пусть V—произвольная окрестность Множества е. Тогда суще­
ствует такой номер N, что для всех n^N имеем 2ЛсИ. Так как 
zn, zn+icz(2n, то пусть 7л—жорданова дуга, соединяющая z„ с ад & 

2Я. Полагая Г= U 7„, имеем, что Г с И. Следовательно, Г соеди- 
n-N

няет z<v с е. Полученное противоречие доказывает пункт 1 теоремы 1,
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2. Пусть непрерывная кривая Г соединяет некоторую точку об­
ласти В с множеством е. Пусть, далее, —система кругов с 
центрами в точках ; и радиусами г-., где г.-* 0 при ; —е вдоль Г такая, 
что ГсиКбСВ. Тогда, полагая О=С'\еи Е = Ги(Е\ I) К-), легко

Е6Г Е6Г
проверить, что Е £ Ко-

Пусть а — непрерывная на Е функция, равная нулю на Е\ и Кг 
еег 

и такая, что #(г)-*со при г—е вдоль Г. Тогда по теореме А суще­
ствует функция /£/7(Е) такая, что для всех х£Е

1^)-Я(г)1<1.
Отсюда для функции Л = |/| имеем, что Л(г)<1 при г^дВ\е, в то 
время как функция А не ограничена сверху на Г.

4°. Доказательство теоремы 2. Пусть Ео £ Ко- Тогда су­
ществует число к > 0 и последовательность попарно непересекающих- 
ся областей {2я}”-1 таких, что

2„ с£КЕ, д2„ £ и [£>\ V,. (д£>)], 0 < р (2„, Ой) - 0.

Так как д[) — компакт в С, то существует точка такая, что

^пп р (2Я, ։) = 0. 
Л — «Г

Не ограничивая общности можно считать, что 5 = 00 и что области $л 
ограничены, пересекаются с кругом

■ И=[ а6С:|г|<—| и Пш Р (2Я, оо) = 0. 
[ к ] я-~

Пусть гп £ Щ (п =-1, 2, 3, - • •) и р(гя, дО) -* 0. Рассмотрим последова.

тельность чисел {6я/</я|я-ъ где е/я=г=</(гя, Е), такую, что £ Ьп№я <С °°*
л =1

Тогда ряд 
о? Л 
2 — (4.1)

Я=12 г„

■определяет мероморфную в С функцию /, и при этом равномерно на 
Е сходится. В силу леммы 2 каждый член этого ряда принадлежит 
Ав(Е), следовательно /£Дд(Е).

Пусть (ая)я==! — последовательность чисел, таких, что

——- —♦ ос при п -> со, где Зя = 3 (2Я). (4.2)
Зя

Построим (см. [11], стр. 298) функцию ё, голоморфную в О такую, что 
(гя)=аЛ/6я (п=1, 2, 3,• • •), и рассмотрим функцию Е=/#. Это—меро 

морфная в Е функция, имеющая простые полюсы в точках гп 
(л = 1, 2, З---) и главные части

֊^֊ (л = 1,2, 3, — ).
х—*п 
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Из приведенного в [12] доказательства необходимой части теооемы /1 сле­
дует, что такая функция с условием (4.2) на последгзательностъ 
խո} не принадлежит классу A D (Е). Теорема 2 доказана.

В заключение выражаю благодарность члену-корреспонденту АН 
Арм.ССР Н. У. Аракеляну за постановку задач и руководство.
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Ռ. Ն. ՍԱՀԱ(ւՅԱՆ. Մաքսիմումի սկզջունքի մի ընդհանրացման մասին (ամփոփում)

Տվյալ աշխատանքի հիմնական արդյունքը հետևյալ թեորեմն էէ
Թեորեմ, Դիցուք В -ն տիրույթ է ընդլայնված կոմպլեքս հարթությունից > 6(^дВ, Շ-ն փակ 

!էւ Բացի դրանից, դիցուք h-£ В տիրույթում անընդհատ և սուրհարմոնիկ ֆունկցիա է։
Այգ դեպքում •

1. Եթե 6-ն անհասանելի է В տիրու1!Դտ А 

sup հ(Հ) ՀԼ M<Լ օ°, 
«ça В՝че

.ապա h (z) -'М, В տիրույթում.
2. Եթե -Ь հասանելի է В1ЛЬ[1П11РЬЭ‘ տպա գոյություն ունի В տիրույթում սուրհարմոնիկ 

ֆունկցիա h =\ք\. որտեղ ք Ç H( С\е) այնպիսի, որ h (z) Հ.1 եflե zÇdB\e՛ սակայն հ-£> 
անսահմանափակ է Վերից В տիրույթումt

R. Տհ. SAHAKIAN. On a gen- ralizatlcn of the maximum principle (summary)

The main result of this paper is the following:
Theorem. Let В be a domain in the extended complex plane C, e cf)B, e is

■closed. Let h be a continuous subharmonic function in B- Then
(1) If the set e is inaccessible from В and

sup Л(с)<Л/<[се, 
Еедй\е

then h (z) < M for all xÇ В.
(2) If the set e is accessible from B՝ there exists a function h ֊ |/|, subharmo­

nic in B, with f Ç H (C\e) such that h (x) < 1 for all x£t)B'xe, but h is unbounded
•> n В from above.
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