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հւմ րագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք, ցանկանում են հողվածներ հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հողվածների ծավալը, որպես կանոն, չւղետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ), իսկ համառոտ հաղորդումների ծավալը 
ոչ ավելի քան 5—6 մեքենագրված էջ։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր։

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենա գրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեյ 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փո քրատաոերիե, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ ոոում, գրքերի համար 
. նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ

ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապւ 
տասխան տեղում։

0. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թև շատ զգալի փուիո- 
խո:թ յունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հող
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հողվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադս!րձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրսւգրությունը իրավունք է վերապահում չգըաղվել մերժման պատճառների պա ր զա բանու
մս ւի

9. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ է Նշ՞ել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր յրիվ հասնեն, անունը և հայրանունը։

11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

հմ բա գրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բադըամյանի պող., 24բ։ Գիտությունների ակա
դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա ^Մաթեմատիկա»! ,
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УДК 517.518.4

А. А. СААКЯН

О СХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВАРИАЦИИПусть / (х), х £ (— оо, со) — 2те-периодическая, интегрируемая на 

[—г., к] функция и°3 * * * * 8 у) + Ё а» (/) COS л х + Ьл (/) sin л х (1)

(3)л-1 \ п /
для любой функции f £ Уф имеют место утверждения а) и б) из 
теоремы А.Необходимость условия (3) в теореме Б была доказана независимо К. И. Осколковым [7] и А. Бернштейном [8].В статье [9] Д. Ватерман рассмотрел новый класс функций ограниченной обобщенной вариации—класс функций ограниченной гармонической вариации HBV:HBV = HBV ([— те, те])= (/ (х) : V* (/) = (f; [- те, те]) =

2 л=1-ряд Фурье функции /(х). Хорошо известна (см., напр., [1], стр 121) Теорема А. Если f(x) имеет ограниченную вариацию на от
резке [—те, к], то

а) в каждой точке х£[—те, те] ряд (1) сходится к значению ֊[/(  + 0) + Ах-0];*
б) если, кроме того, /(х) непрырывна в каждой точке отрез

ка [а, 6]с[—те, те], то ряд (1) сходится к /(х) равномерно на [а, 6].Эта теорема обобщалась многими авторами (см. [2] — [6]), которые вместо обычной вариации рассматривали различные классы Иф функций ограниченной Ф-вариации (см. [1], стр. 287):Уф = {/(х): Иф (/)^ sup 2 Ф(|/(.г* +.)-/(х*)|)<оо},  (2)
И*}  'где Ф (/) (£>0)—непрерывная, строго возрастающая функция с Ф (0)=0. ■Окончательный результат для классов Уф получили Салем (в случае /£С(—те, те), [5]) и Гофман (см. [6]):Теорема Б. Если функция Ф (/) выпукла и <]»(х) — дополнитель

ная к ней в смысле Юнга (см. [1], стр 32), то при условии

л Л



518 А. А. Саакянгде /(7) =/(6) - /(а), если 7= (a, b), a sup берется по всем системам {/а]л—1 попарно непересекающихся интервалов из [ — •֊]. Справедлива (ем. [9D „ .,„RV

* Здесь и ниже мы рассматриваем прямоугольники со. сторонами, параллельными 
осям координат.

Теорема В. Для произвольной функции t < Hov имеют мес
то утверждения а) и б) теоремы А.Эта теорема является обобщением теорем А и Б, так как, в силу неравенства Юнга (см. [1], стр. 32) аб'СФ(о) 4*1(6),  (а, 6^>0) при условии (3) класс ИфсНВУ.Для двойных рядов Фурье в случае, когда их сходимость определяется по Прингсхейму, т. е. через прямоугольные суммы, аналог теоремы А был доказан Г. Харди (см. [10]). Для этой цели им был определен класс Н функций двух переменных ограниченной вариации на прямоугольнике. Б. И. Голубовым были введены классы Нф, Ф։, обобщающие класс Н Харди и доказан аналог теоремы Б для функций двух переменных; им найдены достаточные условия на функции Фу(х), / = 1,2,3, обеспечивающие сходимость по Прингсхейму двойных рядов Фурье функций из классов 7/ф/ф, (см. подробнее [П]).В данной работе определяется класс HBV функци й ограниченной гармонической вариации для функций двух переменных и доказывается аналог теоремы В для двойных рядов Фурье, обобщающий результат Б. И. Голубова.

§ 1. Определение и вспомогательные результатыВсюду ниже функция f(x,y) считается измеримой и 2'֊периодической по переменным х и у. Пусть 7—интервал или отрезок на (— со, оо) с концами а и Ь. Через 2 (i) обозначим множество всех (конечных) систем попарно непересекающихся интервалов 1п = (ая, Ь„) с условием [an> 6я]с 7. При фиксированном у0 положим f(I,ye)=f(b‘l уа) —f(a, jy0), через Их(/(х, у0); 7) обозначим гармоническую вариацию функции 
f(x>Uo) на 7 относительно переменной х:

Ул(/(х,у0);1)= sup V 1-/(/я> Уо)1- {4i|W)7 пАналогично, при фиксированном х0определяются/(х0,։7) и Иу(/(х0,у);Г)- Положим также (А—отрезок или интервал с концами a и ₽>
/(7, Д)=/(а, a)-/(a, ₽)-/(*,  a) 4-/(6, ft.Иг, У (/; 7 х Д) = sup у 1/(/- А*)Г.И» }€□(/) .ti n k;а>)в։(л)Определение. Скажем, что функция f (х, у) имеет ог

раниченную гармоническую вариацию на прямоугольнике *D=IX±  
(ftHBV(D)), если
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УнЦ\ D) = Ух. у (f; В) 4- Иг(/(х, а); I) + И, (f(a, у); Д) < оэ.Через HBV и Ун(/) обозначим, соответственно, НВИ([—л, к]։) и Ия(/; [-к, «]’).Лемма 1.1. Если f (х, у) 6 НВ И (В), D = 1X Д — [а, 6] X [а, 3], 

то для произвольных (х, у), (х', y')^Dа) У у (f (х, у); Д) < Ун (/; В), Ух (/ (х, у); /) < Ун (D),б) |/(х, y)-f(x,y')\<2 VhU-, В).Доказательство. Пусть х £ 1 и {А *■}  £ Я (Д), тогдаЕ ֊1/ (*.  М I •< S ֊ I/([». X д*)  |+ X 4֊I/ (а, Д*)  I < 
« к к к к к< Иг, у (/; В) + Иу(/(а, у); Д) < Ун (/; £>).Следовательно У у (f (х, у); Д) < Ун (fi В). Аналогично доказывается и второе неравенство а), а б) непосредственно вытекает из а):1/(х> У)—fix', y')\<\f(x, y)—f(x', у)| + |/(х', у)— /(х', у') |< 

< Ул (f(x, у)-, I) 4֊ У у (/(х, у); 1)^2 Ун (f; В).Лемма 1.2 Если f (х, y)£HBV (В), B-I՝^^. и g(x)£HBV(/), 
то функция F (х, y)=f(x, у) g(x)£HBV(Z>) и

Ун(Г; В) < Ыод Ин(/; В) 4֊ |/JC(O) (g; /) + Ун (f; В). Ун (g; I)

(здесь |А|с(£)= sup ,Л (г) |).Доказательство леммы 1.2 сразу вытекает из следующих равенств (см. также а) из леммы 1.1)/"([а. 6], [«. Р]) = £(6)/([а, 6], [а, ₽]) +/(а, [а, ₽]) g( [а. 6]);Н[а, 6], a)=g(6) /([а, 6]. а) +/(а, а) g ([а, 6]);
На, [», 3])=g (а) /(а, [а, ?]).Замечание. Легко видеть, что если функция F(x, у) принадлежит классу НВИ на прямоугольниках Di, / = 1, 2,•••, i0 и D— U Di 

i-прямоугольник, то F (х, i/)^HBV (D) и
Ун (F; £))< с£ VH(h Dt). ( (4)

Отсюда и из леммы 1.2 вытекает, что если F (х, у) = /(х, у) g(x, у), гДе /» g^HBZ(D), D= U Di и на каждом прямоугольнике Di функция g (х, у) зависит только от х (или от у), то F (х, у) HBV (£)) и
Ун(Г՝, D)<C(f, g), (5)где С (/, g) зависит только от Ыс(О)«Ия(/; В), Ун (g; В).Лемма 1.3 Пусть f (х, у) HBV (£)), Л = /ХД. Если в точ

ке (х, у) £ В существует предел f (х 4֊ 0, у 4֊ 0) = lim / (x4֊f, s 4՜ О» /-+о 5“* тО 
то для любого р=1, 2,-• •
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4” (=) = sup V V — |/(Z„, A*)  | - 0 при e -> 0 (q = 1. 2),<— u-i nk
где sup берется по системам (Z>)»Li ((x, x + e))» {A*}*-։  6 (Sy>
y-j-t)) с условием nq^.p.Замечание. Как показывает пример функции/(х, p)=|1’npi։0<»<X<W . (6)(0, в остальных точках квадрата [ «>для функции f (ж, у) £ НВ V предел / (х + 0, у + 0) может не существовать.Доказательство леммы. Достаточно рассмотреть случай 
p = q = l. Допустим противное, а именйоlim /Р։(в) = 11m sup у—|/(Z։, д*)|  = 8>0. (7)—о —в (4*)еа  «у. у+.) »±i к1 ЛССх, х+։)Построим по индукции последовательность интервалов

In = (ан. Ь„), Д(*" ։ = (4*»,  ₽£*»);  к = 1, 2, • • •, кп. п = 1, 2, • • •. (8) Положим Д = (.г, х 4-1), Д|1։ = (у, у + 1), kt = l. Допустим, что построены интервалы
{1т}яп£ £ Q (ж, X -ь 1), {{ДУ’ ]& }"-։։ 6 2 (у. у + 1) (9)

> 1и построим интервалы 1п, {А* 0} *21  (при п = 2 выполнение условий (9) очевидно). Положиме0= min (р(/„, х), Р(Д1Г‘>, у)}, (10)
где р(/, x) = inf|£ — х| и учитывая, что существует предел /(хЧ֊0, 

ttf
у + 0), найдем число в, 0 < в е0 такое, что1/(6 при t, t' £(х, хЧ-в); S, s'£(y, у+&).

\ к / (11) В'силу (7) существуют интервалыZ„c(x, х-Н), у+е) (12)такие, что
$4- 1/(Л, Д'*я,)1>4-։- (13)
*-1 k зИнтервалы (8) построены. Выполнение условия (9) для любого л = 2> 3,••• вытекает из (10) и (12). Отметим также, что в силу (11)

и поэтому
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*֊‘7-1+* к 3ПоложимД* = А*0, при 4гя-1 < к < к„ п =2, 3, • • •. (15)Согласно (9) для любого Л7=1, 2,е 2 (X, X + 1), { А*  Й-1 € “ («6 У + 1).а в силу (14) и (15) при Л/= 2, 3, ••• 

N 1
л-1 к-1КП п ,Х1 К 3 пчто противоречит условию /£НВ\7 (/)). Лемма 1.3 доказана.Лемма 1.4. Пусть ] (х, у)£НВИ (О), 2? = /ХД. Тогдаа) если в точке (х, у)^О существует предел / (х + О, у + 0), 

то ,Пт Ун {]', (х, х + в) X (у, у + е)) =0; (16)
ж-0б) если / (х, у) непрерывна в каждой точке открытого мно

жества E^-D, то для любого компакта К с ЕНт Ия(/; (х—в, хН֊е)Х(г/—в, у + в))=0 (17)■-*о
равномерно по (х, у) £ К.Доказательство, а) Так как (см. [12], теорема 3) для (х, у) £ D lim Vt (J (t, у); (х, х+в) = Нт У, (/(х, s); (у, у + ^)) = 0, 

■-*0 ж-*0то достаточно доказать, что •lim Vt,s(f(t, s); (х, x + s)X(y, дЧ-8)) = О. (17')Допустим противное:Нт У/,., (f (f, s); (х, х + в) X (у, у + е)) = 8, 0<S<oo. (18)•֊.оПусть в^>0—произвольное фиксированное число. Согласно (18) существуют системы интервалов
(Л1 = |(ап, М)Х1£ 2 (х.х + в),{Д*} = ((а», ₽*) 2 (у, у -I- е) (19)такие, что л< 1> 1 2S S —(20) 

Л-1 Л—1 ПК 4Используя лемму 1.3, найдем число в0, 0<в0<С min {ая — х, — у} (21)
1<л<ла 
1 k<k.



522 А. А. Саакянтакое, что /?.’(««) +Л? (во)< (22)Теперь, учитывая (18), найдем системы интервалов
такие, что {А։)}:!-1€2(х, х + ч), {л{1։ 1*1.1  € 2 (у- у +е»)

2 2 ֊1/(44Из (22) и (24) следует, что лх > л0, кг > к0 и
2 2 — 1/(Д1,Д1) 

1-Л.+1 *-*,4-1  ПК

1з- 4
֊2 2 ֊ 1/(44 д*’)1—2 2“тГ/(44

л-1 *_1  пк л-л.4-1 *-1  пк

> |з-4!) (е>-4?(в) >43-4 2

(23)
(24)

(25)Положими։> _ (/« при 1<л<л0 , т _ (Д*  при ։ ,26,(4’’ при па 4֊ 1 -< л лх к (Д* 1’ при /га 4-1 ■< А *>А ХТогда, согласно (19), (21) и (23) {44 С 2 (х, х + 5), (дл’ | € 2 (у> У + 4֊ е) и в силу (20), (25) и (26)
2 2֊ 1/(44 Д* ։)1> 2 2 ^-1/(/п,Д*)!4-
л-1 4=1 ПК п֊-1 4—1 ПК

+ 2 2 ^и(44д2։)1>֊։+-|֊-ф-
. я—>лй+1 *-*,4-1  пк 4 2 4Следовательно, У/, г (/; (х, х4~е) X (у, ^4£))^- — 8, что, в силу 4произвольности числа е^>0, противоречит условию (18).б) Аналогично п. а) можно доказать, что для (х, у) £ ОНт Ун (х, х ± е) X (у, у ± е)) = 0.Отсюда и из (4), учитывая, что для непрерывных функций

Ун {/'г [х> X 4- а] х [у, у + в]) = Ун (/; (х, X 4՜ £) X (у, у 4՜ 8)).вытекает равенство (16) для (х, у)^Е. Докажем, что (16) итеет место равномерно по (х, у) К. Допустим противное: существует число *о > 0 и последовательности (х„ у1) £ К, г = 1, 2 ,••• и е/0 такие, что
(/; (.XI — еь XI 4՜ В/) X (У1 — у / + в£)) > 80-В силу компактности К, можем считать, что (х/, у/}'^(х<, у0) К при г->-оо. Но тогда для произвольного е^>0 при достаточно боль-



О сходимости рядов Фурье 523ших 1՛ будем иметь, что (х/—е1։ + ։/) Х(у/ —е/. «д + в/)с=(х0 — е,х0 4՜ е) / (до — ֊, Уо 4՜ в) и следовательно
Ун (/; (х0 — в, х0 + е) X (у0 — в, д0 + в) ) >

> Ун (/', (х1—г1г х/ + е») X (^։—в/, у/4֊ е։)) > оо, что противоречит (16). Лемма 1. 4 доказана.Нам потребуется также следующая лемма, которая фактически доказана в работе [13] (см. стр. 45—47).Лемма 1.5. Если ё (х)£НВИ, то для произвольных а и Ьг — к -С а Ь -С77
»| У § (0 ֊? Л < с [ У„ (ё-, (а, 6)) 4֊ (а ь) ]. 

а

§ 2. Основная теоремаОбозначим через Ен, .и (/, х, у) прямоугольную частичную сумму ряда Фурье функции / (х, у՝) £ 24 ([— я, я]*  ):
5У>Л(/, Х>У)= £ Е с,.т е'(ях+ту), М 2И== 0,1,---, 

л=—ЛГ т—-ЛГ

где
к ։сл, т = сп. т (/) = | У / (*>  У՝) г՜1 4х <1у

, —к —к— коэффициенты Фурье функции 2 (х, у). Положим такжеЕ/(х±о, 1/±0)=/(х + 0, у4-0) + /(х + 0, у-0) -ь+ /(х-о, у + 0)+/(х-0, у-0), (27)если все пределы в (27) существуют.Теорема. Если /(х, у)^НВИ, то1) в каждой точке, где существуют пределы (27) имеет мес
то равенствоВт Ен.м (/, х, у) = -֊֊Е / (х ± 0, у + 0); (28)л-- 42) если, кроме того, / (х, у) непрерывна в точках открытого 
множества £с[—я, я]։, то (28) имеет место равномерно на каж
дом компакте Кс.Е.Замечание. Пример функции (6) показывает, что если в некоторой точке (х, у) не существует один из пределов (27), то ряд Фурье функции /(х» у)£НВУ может не сходиться по Прингсхейму в этой точке (см. [14]).Лемма 2.1. Пусть / (х, у), £ (х, у) НВУ, при этом на 
прямоугольниках О։, ։ ■• 1, 2,- • •, ։։, II Иг = [— я, я]։ функция ё (х> у) 
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зависит только от х или только от у. Тогда для произвольных 
х, у^1-к> «1. М М=2, З,--
П

,. , . . . /. \ 5*п Ш 1 I г*  С (/• 8) (па\
/(х+1,у + 5^(1,з)---- ------ е Л С м (■&)•—X •—X

где С—абсолютная постоянная, аС{1, §)—постоянная из неравен
ства (5).Пусть х, у, Ы, М фиксированы и Е(1, 5) ~/(х 4՜ 6 У 4՜ 5) В (.!> 5), /, з£[—«, к]. Положим X, X Г С/, X ®1П Л? (з) = 1 Г{1, 5)---- ------  <Н-

— Т.В силу неравенства (см. [15])
нам достаточно доказать, чтоИ//(Т; [֊z, тс])<СС(/, g). (30)Пусть (Л*}  э {(а*,  0*)  !*-1  £ 2 ([—тс, тс]). Тогда, обозначив е*  = = sign <р (Д*)>  мы будем иметь

X
= S ֊ Г [Г(/, ₽*)-/(#,

*-i к *±1  к J t—X
t = |'\ (()5!”Л'л,—X тде

Н0 = 2-^[^(/։ ?*)-/=  (6 а*)].
k-i кСледовательно (см. лемму 1.5)

/< C[VH (■]>;[- тс, тс]) +Ыс(_^)]. (31)В силу леммы 1. 1, п. а)Me (-z.wj^sup^ И,(Г(/, 5); [—тс, тс]Х VH(F; [—Тс, тс]։). (32)■Оценим Ия(|>;[—тс, тс]). Пусть {/я}«-1€ 2 ([֊ *]),  тогда
S — 1Ф (Л.) I < Е S ֊ I < (/=■; [- <]’)■ п=1 п Я_1 Й_ । п кОстюда, из (31) и (32), в силу замечания после леммы 1.2, (см. (5)) получим, что

1<CVH (F; [- *;  Тс]») < с- С (f, g).



О сходимости рядов Фурье 525Оценка (30), а следовательно и лемма 2.1 доказаны.Лемма 2.2 Если /(х, у)£НВУ, то для любого е 05.v. м (f, х, у)= ± j j /(х + t, у + s) dt ds + 0 (1)> (33> 
где о (1) стремится к нулю при IV, М-+ х> равномерно по (х, у) 6 6 [֊«,*] ’•Замечание. Из леммы 2.2, в частности вытекает, что для функций из класса НВУ имеет место принцип локализации: если /(х, у) —0 на открытом множестве £с[—", "]’, то х, у) ->—> 0 при IV, М—» зо равномерно на каждом компакте КсЕ. Этот факт для функций / (х, у) с условием (/ (х, у)) £ Е1 (— к, к), Иу (/ (х, у))£ 
^Е1(—тс, я) был доказан Г. Гофманом и Д. Ватерманом, однако доказательство равномерной сходимости в этой работе неполное.Доказательство леммы. Имеем равенство

Sn.m (f, x, у) ■= — Л У + s) Av (О Ди (s) dt ds, (34}
где DN(t) = J sin (^N + t 2 sin — ядро Дирихле. Обозначив

g —---------֊. 0<|/1<тс, Я(0) = 0,2t4
мы находим, что

Dn (t) — S-in~ -|- g (f) sin Nt + cos Nt, t £ [— тс, it]
и, согласно (34)

тс*  SN. m (/, x, y) = J J f (x +#, у +$) dt ds

— кXif f / Z lx . X sin Nt sin Ms ,я .+ I /(x + 6y֊l-s)-------------------dt ds +
J J t s
-x+ J j №+(„+^^,«4 + «<М<хЦИ«

ж ж+ J J / (x + t, у + s) s—^ g (s) £:n A_ cos Ms 1л ds 4֊
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+ I |’/(x + 6 jH-s)5֊ Я (Osin M + y COS ds +

— Ж —ж+ f f /(x + t. У + s) p (0 sin Nt -b j- COS Nt I I g (s) sin Ms 4֊ 
—Ж —жIlf Г . i sin Nt sin Ms , ,4֊ — cos Ms di ds = J J f (x 4֊ t, у + s) $ dt ds -|-

4֊ V ]$M (x, y). r-։Остается доказать, что при р — 1, 2,---,5lim Jn.'m (х, у) = О л՛, .и—равномерно по (х, у) £ [—к, «J*.  Прир = 1, 2, 3, 4 это вытекает из леммы 2.1 (при соответствующем выборе функции g (t, $)), а при 
р — 5—из того, что коэффициенты Фурье сп. т (f) функции F(s, t) = 
f(x + t» у 4֊ s) g (f, s), где /(x, у) € V ([— it, к]’), a g (t, s) ограничена, стремятся к нулю при |п| + |тп| — °° равномерно по (х, у) £ [—ж, я]։ (см., например, [16]).Доказательство теоремы. Согласно леммам 1.4 и 2.2 теорема будет доказана, если мы покажем, что для произвольных <Х, «]’, е>01 С Г ZZ I л . \Sin Nt sin Ms — I f (x 4- t, у 4- s) —-------------- dt ds —

֊ ֊ S f (x ± 0, у ± 0) I < C S Ия(/; (x, х±г) X (у, y±t))+o (1), (35)
где С—абсолютная постоянная, о (1) —»0 при Щ М— со равномерно при <х> у)6[~ «Г- Неравенство (35) достаточно доказать в случае (4-4՜ )>т. е. доказать, что

о и

. , . sin Nt sin Ms ,, ,
У 4՜ s)------------------ dt ds —

t s—(x 4- 0, у 4-0) I < C VH (f; (x, x 4- s) X (у, у 4֊ e)).
Выберем натуральные числа n0 k0 так, что 2y»o֊lr<c<2no4-l_ 2*o-l  , - 2^4-1,

N N M ' ՝' ’ M ‘ ’Имеем (см. (33) при /=1) 
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ж» /= 1' [[/(, + /. y + s)-f(x + 0, y + 0)]Ŝ ^S-^-5dtds+o(l)=

J J t sо 0

6+ o(i) = £ 4 + o(i). P-։Нужно доказать, что
|/,|< с И« (/; (х, х + е) X (у, у + е) ), р = 1, 2,- -,6. (36)При р = 1 (36) непосредственно вытекает из леммы 1.1, п. б). Согласно леммам 1.1 и 1.5 для любого з£[—«, к]

/(х + 6 у-Ь ։) —/■ (х 4-0, у + 0)
7/

sin Nt 
t

<С [ V< (/ (х+t, у+ s); (0, а)) 4֊ sup’| / (х 4֊ t, у 4֊ s)— f (x-f-O, у 4֊ 0)]( <
< С Vh (f; (х, х 4- s) х (у, у 4- е) ),откуда вытекает (36) при р — 2. Аналогично доказывается (36) при 

р = 3, 4, 5. Остается рассмотреть случай р = 6. Обозначим у (t, s) = 
=f (х 4- t, у 4- s) — f (x 4- 0, у 4֊ 0), тогда

4+1 я+1 
U * V - 

2Я.-2 2 4.-2 p •„ . ... .1 V V ( ( x Sin Nt sin Ms .. ,k= L L I ? {t, s)------------------- dt ds =Л—1 Ie— 1 J J t s
к n 
M՝ A*

И
*2 я,֊։ 2 k,-i

2' 2' Qnk(t, s) sinf sins dt ds, (37)
"1 4-1

о огде 2' означает суммирование только по нечетным значениям индекса, а ( ? 4՜ s 4-А՜ \ // Н~ (и 4- 1) s 4՜ \
О и . ' М ) Т k N ' ~М~)

5> ц + п-) (S 4֊ кг.) (t + (n + 1) к) (s 4֊ Л")
/ t + пъ s4-(fc4-l)1t\ /*4-(п4-1) тс s 4՜ (к 4-1) к\----------------М-------) , Ч-------- N--------------------М-------- ) .(( + »«) (։ + » + J)։) ‘г (< + (л + 1)^) (։ + (4 + 1) =)Обозначим△/^/(и, v)=/(u4-A, v) — f(u, v), Лл’ f (u,v)=’f(u,v+h)—f (и, v),



1528 А. А. СаакянТогда (է, տ) можно представить в виде
<2„4Л տ) = 1 Д(Цд(?«/ *+ -(<4- пк) (տ + к*)  н м \ М

տ + \ I
М )1 .(Ո / * + пК տ +(^Ч- 1) -

(է Ч- пъ) (տ + к*)  (տ + (к + 1)к) Я՜ \ М МI_____________________շ____________ шЛ + (п + 1) Ղ տ + *ւ\
(է + ո«) (Н^«+1)’)(« + (*+!) ’) л \ м )________________________л2_________________________ /Հ ֊յ՜ (ո + 1) ։ տ + \ + а+п«)(<+(п+1)«)(з4-м(5+(*+1н  \ ՝ н м >Следовательно, при (ք, տ) £ [0, к]։ (см. лемму 1.1)

’ г ’ Տ' Թ. ‘ ('. •)I < Տ ■ Տ ՚ I ‘1’ 4’ Т (-֊Հ1-
1

пк

+ տ՚տ՚^ л՛;1» 
.V

/ է + пп з + (& + 1) к' Л4Р’Р’Д- дстт Л+ (” + !) ж _տ_±±Լ\ п։Л йг \ Я ' М ), . 1 I /< + (п + 1)к տ + Խ \

Հ Ч па ка Г \ N ՝ М. )< И/, , (<р (Հ з); (0, в)«) + £ ֊2֊ 1/Հ? (է, Տ-±1հ±ՃԼՃ\; (о, е) V 
к ка \ \ М / /

+ Ս “ТТГ Мско,.)«) <С Ун (х, х + е) х (ք, у + е)). п. * н кОтсюда и из (37) получаем (36) при р = 6. Неравенство (35), а еле довательно и теорема, доказаны.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 27. V. 19Տ5֊

Ա. Ա. ՍԱՀԱԿՏԱՆ. Սահմանափակ վարիացիայի ֆունկցիաների ֆուրյեի կրկնակի շարքերի զու- ցամիտոլթյան մասին) (ամփոփում)

Հոդվածում սահմանվում է սահմանափակ հարմոնիկ վարիացիայի ֆունկցիաների դասր եր
կու փոփոխականի ֆունկցիաների համար և ապացուցվում է, որ այգ ղասի ֆունկցիայի ֆուրյեի 
յարրը զուգամիտում է Պրինգսհեյմի մեթոդով ամեն մի կետում, որտեղ գոյո,թյուն ունեն, 
ք (^՜ -1— ,Ձ _Լ 0) սահմանները, ընդ որում, զուգամիտությունը հավասարաչափ է, եթե 

ֆունկցիան անընդհատ քւ
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A. A. SAHAKIAN, On convergence of double Fourier eerie» of function» 

of bounded harmonic variation (summary)

Convergence of double Fourier series of functions of bounded harmonic variati
on In any point where f (x + 0, у+ 0) exists is proved. The convergence is uniform, 
when f (x. y) is continuous.
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. В. X. МУСОЯН

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ И ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ 
СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ, АППРОКСИМИРУЕМЫХ НЕПОЛНОЙ 

СИСТЕМОЙ ЭКСПОНЕНТ

Введение

Работа посвящена изучению экстремальных свойств функций, 
аппроксимируемых конечными линейными комбинациями функций из. 
неполной в пространстве А։ (0, го) системы экспонент

{е-хИ*-ь КеХ*>0, (1>

или, более общо, системы функций

{е“Ч хе“Ч • • ■, х՞1*՜1 е“Хи), Ее X* > 0, (2)

где [X*] — последовательность различных комплексных чисел.
Известная теорема Мюнца, переформулурованная для системы 

экспоненциальных функций (1), гласит:
Пусть 0</1<Х2<,. • •, Ищ X* = + со- Тогда

а) Условия

= ХГ1 =4-оо
*-2

необходимы и достаточны для полноты системы (1) в пространстве 
С [0, оо] непрерывных на [0, ос] функций, 

Ь) Условия

’1>0,£ Х*1=оо
*-։

необходимы и достаточны для полноты той же системы в любом из 
пространств Ь" (0, оо),

Изучению класса функций, аппроксимируемых конечными линей
ными комбинациями функций из неполной (в пространствах 2.р (0, ос), 

или С [0, со]) системы (2), посвящено много работ (см., 
например, [1] — [7]).

Л. Шварц [2] рассмотрел неполную (в пространствах Ьр (0, оо) 
или С [0, от]) систему (1), при условии 0<Х։<^)^< ... и установил* 
что функции, аппроксимируемые конечными линейными комбинациями 
функций из неполной системы (1), аналитически продолжаются в от-
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крытую правую полуплоскость Re z > 0. Более того, если последо- 
рл

вательность конечных линейных комбинаций Рп(х) = V <։„* е՜**-' схо-
А —1

дится к функции F (х) в промежутке [0, оо], то последовательность. 
Рп (г) сходится к функции F(z) (F(z) —аналитическое продолжение- 
функции F (х) ) равномерно на компактных множествах открытой 
правой полуплоскости.

В случае, когда /■*—целые, тот же самый результат, независим 
мо и почти одновременно, был получен Кларксоном и Эрдёшем. [1].

Изучению неполных в пространстве С[0, 1] систем Мюнца 
(.?*], 0со новым, отличным от метода Швар
ца, методом, посвящена работа А. Ф. Леонтьева [3]. В этой работе- 

Рп՛
установлено, что если последовательность Рп(х) = у ая* Xх* равно-

мерно сходится на отрезке [0, 1], то на любом ограниченном замкну
том подмножестве римановой поверхности 0 < |х| 1, —co<^argx< оо
она сходится равномерно.

М. М. Джрбашян в работах [4] и [7] предложил новый метод, позво
ливший исследовать вопросы аналитического продолжения функций, при
надлежащих замыканию неполной системы (2) и разложения этих функ
ций в ряды по этой системе. Он доказал, что условие

“ ‘ Re Ä*
S ткл , I-, и < °° <3>1-1 l-т՛ P՝i\

необходимо и достаточно для ее неполноты в пространстве А® (0,. о»)
В указанных работах М. М. Джрбашян рассмотрел также непол

ную систему (2) при условии |ат2 сРо> р֊1|^>8?>0 и установил, 
что аппроксимируемая функция аналитически продолжается во внут-

ренность угла |arg М ---- ?о- Более того, если последовательность-

конечных линейных комбинаций функций из неполной системы (2) Рп (х) 
сходится по норме пространства Ь2 (0, о°) к функции / (х), то последова
тельность Рп (з) на компактных подмножествах указанного угла равномер
но сходится к функции (з) (/ (з)—аналитическое продолжение функция 
I (х).).

Таким образом, вопрос об аналитическом продолжении аппроксими
руемой функции в случае, когда последовательность {?.к} имеет предельные- 
точки на мнимой оси, оставался открытым.

Настоящая работа посвящена также изучению этого вопроса. В пред
положении, что последовательность показателей {А*}, кроме условия непол
ноты (3), удовлетворяет одному из двух условий:

1) последовательность {А*} ограничена,
2) последовательность {Лк} неограничена и удовлетворяет условию

(4),
■ — . тс
lim |arg Х*[ = <р0< — »
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.получено интегральное представление ортопроектора в пространстве 
■1^ (0, со) на подпространство Е с к՜ (0, со), порождённое неполной 
.системой (2).

Исходя из этого представления ортопроектора доказано, что функции, 
■ аппроксимируемые конечными линейными комбинациями функций из не
полной .системы (.2), при условии 1) аналитически продолжаются на всю 
комплексную плоскость, а при условии 2) — во внутренность угла

]arg Х| <-֊----- <р0. Оказывается, что в первом случае аналитическое про

должение аппроксимируемой функции представляет собой целую функцию 
■экспоненциального типа.

Изучен также вопрос сходимости в областях комплексной плоскости 
֊последовательностей конечных линейных комбинаций функций из непол
ной системы (2), сходящихся по норме пространства £2 (0, °°).

Получены экстремальные оценки для аналитических продолжений 
.аппроксимируемых функций.

В наших рассмотрениях мы пользуемся полученным в работе [8] интс- 
.тральным представлением формулой

(А/)(х) = ^ ЛГЯ (х, <)/(/) Л (5)
о

֊ортопроектора Рп в £2 (0, оэ) на подпространство, порожденное ко
шенной системой

(е-Ч хе“Ч • • -, хт‘-‘ (2')
-Здесь

п 1 Г е-и,<А ( 1 Г е~-‘ сЕ ]
Лл.(х, 1) = ~7 1 -----------<-------  | ----------------— I > (6)214 3 (;.) 12 к/ 3 1гл (о (е-н-Я

г г
№л--конечное произведение Бляшке

[$/ г,)__ I֊. ( X—X* . |1 '•*!

а Г—замкнутый контур, лежащий в правой полуплоскости и охватываю-
-щий все корни функции(X).

§ 1. .Неполная система экспонент с ограниченной 
последовательностью показателен

.В этом параграфе изучается неполная система (2) при условии огра
ниченности .последовательности {Х#}. Иными словами, предполагается, что 
.последовательность {Хк} ограничена и удовлетворяет условию (3).

Как известно, условие (3) необходимо и достаточно для равномерной 
«сходимости .произведения Бляшке

^(x) = fl[
4-1 \

-х*
х +х*

I1-XÎI у* 
1—х* ;

А
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на компактных подмножествах множества С\|—>д](С’—комплексная 
плоскость, а { — /•*) — замыкание множества точек последовательности 
{ — X*)) к аналитической на указанном множестве функции, обращаю
щейся в нуль в точках {>*}. Кроме того, почти для всех X на мнимой 
оси л£(—I со, г՜ со) существуют ее угловые граничные значения 
11^ (г ■) = Пш № (X) и почти везде | (г'т) | = 1, - £ (— оз, гс).

Более того (см. [9], стр. 152)

(’ |1Гя(гт)-Г(гг)|»—О,
J 1 -{- ֊ я-~

где — частичное произведение Бляшке (7), следовательно, для 
произвольной функции/££։(—со, оо) имеем

J ।в^л а-у - гм|»|/(х)I»*-н>. (1.1)
— га •

Введем в рассмотрение функцию

в О., /, п) = ’ Не X > 0, (1. 2).
2 кг .1 1Г(5) (14- X)

г
где /—произвольное комплексное число, д(։)—произвольный алгебра- 
гический полином,|а контур Г—прямоугольник, состоящий из отрезков 
— г'а, а — г՜ я], [а — г'я, а 4՜ ։ °], [о 4՜ ։ я, ։°] и [г՜а, — г а], з > 0, а 0, с по 
ложительным направлением обхода. Числа а и о выбраны так, чтобы 
контур Г охватывал внутри себя все точки ^последовательности {Хл},. 
а отрезки [—г'я, а — г՜ я] и [а 4՜։'°, находились на положительном 
расстоянии от множества точек последовательности {>֊*}.

Лемма 1. Функция С (1֊, Ъ д) обладает свойствами
а) При любом комплексном значении параметра { функция 

О (X /, д), как функция от X, входит в класс Нг в правой полу
плоскости, следовательно, почти везде на мнимой оси существуют 
её угловые граничные значения

С (։ т, /, д) = Нт С (X, /, д), — оо г < од,

причем

в) Имеет место предельное соотношение

|С„ (г'т, /, д) — С(гх, I, д)|։ г/т ֊» 0, (1. 3>

где
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б7я(,,<7) 2 кг ] Г. (;)(? + X)
г

. Ее X > О,

причем на ограниченных множествах соотношение (1.3) имеет место равно
мерно относительно I.

с) Равномерно относительно X и (, когда X изменяется в не- 
.которой окрестности ломаной 1 \ О'3« ,֊3) а на произвольном
•ограниченном множестве комплексной плоскости, имеет место

С,п (X, /, д) - С(Х, 6 д).
я-*—

Доказательство утверждения а). Так как функции Г(1) 
и Г(Х) входят в класс Н2 одновременно, то достаточно доказать, что 
функция С (X, I, ч) входит в класс №. Для этого представим ее в 
;виде 
г'п Л я; ֊ 1 Г д (?) е~;< <*? ■ 1 Г д (?) е~;< Я ,

2 кг ] 1Г(?) (? + >■) 2к/ ] V (?) (; 4- X)
[—/а. а—/®| [о—/». а + Л>)

■ 1 Г д (5) е~5< & 1 С д (?) е~и _
2 К/ ] Г(?) ($+).) 2 К< ] И?(?) (? + '•)

(а-Н®. У®. — /»]

= С(,) (х, ։, ч) + вт (X, /, д) + С(3) (X, ч) + С(4) (х. #, д)

и докажем, что слагаемые 6(/) (X, (, д), г’ = 1, 2, 3. 4, входят в класс 
№ в правой полуплоскости. Принадлежность функций б(2) (X, /, д) и 
в™ (X, I, ч) пространству № вытекает из следующего утверждения 

4см., например, [9], стр. 192).
Если /^А1(— оо, со), то функции

г , ч 1 Г /(■*)1 (о>) = —----  I -----------, 1т аз О
+ 2 «։ J х - ю— ОО

1И 
*

г , , 1 С / (х) <1х . - п
= т?—7 I -----------, 1т тоО

2 к£ J х — то — ОО

входят, соответственно, в классы Н2 в верхней и нижней полуплоскостях, 
.причем

(1.4)
Принадлежность остальных слагаемых пространству вытекает из легко 
проверяемого утверждения:

Если функция <р (?) непрерывна на отрезке [0, а], а >0 и в точке
•1 = 0 удовлетворяет условию Липшица с показателем а, 0 < а 1,

\<р(?) — <р (0) | </Д‘, (1.5)
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то функция

входит в класс Н2 в правой полуплоскости.
Перейдем к доказательству утверждения в). Для этого составим раз

ность

-£„(>., I ,) —£(к, д)=֊1—Г —֊------------ 1------!?(;) е 8)
1 ,Ч ' Ч' цуя(Н) и/($) г + ), к »

1՜

и интеграл по контуру Г представим как сумму интегралов, распространен
ных по отдельным сторонам прямоугольника Г

СЛ(к, /, ф)-С(А, /, ?) =

_~~Г~ Г II 1՜ ? (;) е֊;' Л
2«! 3 1^0) Щ?)] ?4֊к

( -/». а-/а)

+֊ ■ Г +֊ Г + Г а-։»)2 К/ О 2 п „I 2 г.1 J *±1
(в—/а. о+/։1 [а+/з. /։] [/։,—/»]

Здесь слагаемые (к, I), к = 1, 2, 3, 4, как функции от к, принад
лежат пространству Н2 в правой полуплоскости, (см. утверждение а)). До
кажем, что они стремятся к нулю по норме этого пространства равномерно 
относительно / при |/| М. Имеем

где

Г 1 1 ]е„ = шах --------------- —------ 9 (;) е ' •«л€ I №п (?) ичЫ

Так как отрезок [— ։'з, а — /з] находится на положительном рас
стоянии от множества точек последовательности {к*), то последова
тельность 1/1^Л(?) равномерно на этом отрезке сходится к функции 
1/П^ (;), а функция д ег՝1 на этом отрезке ограничена, следова
тельно ея —> 0.

Чтобы доказать соотношение _/л1>(к, /) -> 0 по норме пространства 
Н2 равномерно относительно /, в силу оценки (1. 10), достаточно до
казать, что функция

а
А. О) = С ֊7------ ------ —— (>• = ? + г > 0)
' 0 |х — /а 4֊ ; — ж>||и

при любом фиксированном ;^>0 входит в класс /.’ (—со, со) и ее 
норма, как функция от ?, ограничена. Имеем
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h, h)<2 1' 

и

. dx___
х 4- h + °|

Отсюда получаем оценку

Л.(^<

(2 |„ «+К-Н
to + а1

——

hl

hl <2’

tol >2 °-

Из этой оценки следует требуемый результат.
Стремление к нулю слагаемого (X, /) в (1.9) доказывается 

аналогичным образом.
Для слагаемого /(п2> (X, Л имеем

/<2)(Х, П<тах If֊֊֊—f Й=Г
J ^E6Io-/a, O+Zo] IF«G) (0 J J «+Д

|Z| < M 1 L ' ' la-zo. e+Za)

(1. 10'>
Здесь подынтегральная функция удовлетворяет условию

— _■ <՜ ; £ [а — /о, а + z°], Re X0,IS4-XI 1+|Х| 1 .

где М—постоянная.
Подставляя эту оценку в (1.10'), получим

17« ’ (X, 01 < 2° М ■ «пах [-----i------------ — ] q (Q е֊у I •
1 1 + |X| I ^G) W^(OJ

|<| < м

Из этой оценки следует наше утверждение для слагаемого /12) (X, t)„
Чтобы доказать стремление к нулю слагаемого J(̂  (X, t) в (1.9)». 

воспользуемся следующим замечанием.
Если функция F (X) входит в класс № в правой полуплоскости» 

то функция F X тоже входит в этот класс, причем (X) |= Ц/7 (Х)||. 
Поэтому, согласно .(1.4), имеем

Учитывая (1.1) и то, что |Й^Л (z't) | = |IF(ft) | = 1 почти везде, из этой 
оценки получим требуемый результат.

Перейдем к доказательству утверждения с). Так как указанная в ут
верждении с) ломаная находится на положительном расстоянии от мно
жества точек последовательности (X*), то в интегральном представле
нии (1.8) разности Gn (X, t, q) — G (X, t, q) контур. Г можем заменить 
контуром Гх, состоящем из отрезков [— fax, а—fax], [a — ։’ax, a + zaj, 
[a + fa1։ z'oj и [zax, — z'oj. При этом число ax < a выбираем так, чтобы 
контур Гх также охватывал внутри себя все точки последовательности 
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(*.*], а стороны [— г'5։, а — п։] и [а+/5։, гзх] находились на положи
тельном расстоянии от множества точек последовательности (X*}. Та
ким образом, получаем

11

g G) g~;< di
ç 4֊ X

(1. И)
Когда / изменяется в достаточно малой окрестности ломаной Г \ (га,— 
— г'а), а ?— на контуре Г1։ функция ? 4֊ X по модулю остается большей 
некоторого положительного числа. Поэтому из интегрального пред
ставления (1. 11) усматриваем, что на указанном в утверждении 
с) множестве разность Сп (л, I, ч) — С (X, /, д) равномерно стремит
ся к нулю. Лемма доказана.

Теперь введём в рассмотрение функцию

К (в. Л р, ч) = —— С Р-,^—— С (X, I, ч) Л,
2 кг 3 1Г (X) 

г
где переменные z и t принимают произвольные комплексные значения, 
а р (>■) — произвольный алгебраический полином.

Лемма 2. Функция К (z, t, р, q) обладает свойствами:
■а) Последовательность Кп (z, t, р, g) на любом ограниченном мно
жестве пространства С2 равномерно сходится к функции К (z, t, 
Р> чУ-

Кп (z, t, р, q) - К (z, t, р, q); |;| (1. 12)
Л-*«*

где

՝ p 4 2«i J ir. (>.) 12« J ir,(î> (։+;.)[
Г г

Поэтому функция К (z, t, р, q) непрерывна на всем пространстве 
С2 и при любом фиксированном t С функция К (z, t, р, q), как 
функция от z, целая. Кроме того, имеет место равенство

К', t, Рг q} =_J_ f M Гл(Р^?1.
2 K, J W (X) I 2 кг J I? (?) (? 4- X) f

r r (1. 13)
b) Для всех значений переменных zut выполняется равенство

К (z, t, р, q) = K (t, z. ç, р).

с) При любом фиксированном г £ С сужение функции К (г, I, 
р. ч)> как функции от I, на положительную полуось /^>0 входит 
в класс £г (0, оо). Более того

[’|/Гя (z, t, р, q)-K(z, t, р, q)\'dt - 0, 
J и

(1. 14)

причем стремление к нулю на ограниченных множествах имеет место рав
номерно относительно г.
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d) При любом фиксированном z^C сужение функции Кг (zr 
t, Р> 4)t как функции от t, на положительную полуось t > О, вхо
дит в класс £s(0, эо). Имеет место

Кп (z, t, р. <7) - К?’ (z, t, р, q) I dt -> О, 
dzk I

(1- 15>

причем стремление к нулю имеет место равномерно относительно 2 на огра-
ниченных множествах.

е) При любом фиксированном г£С функция 
d"'֊к (z, t, 1, 1), 

dzm
как функция em t, целая и имеет место равенство

dk I _ 1 (•(-)■)* e֊”dk | 1 |
Л* L Jz* ’ 2 IT(X) l2«։J W(<) (H-X)J

1՜ r
(1. 16>

Доказательство. Чтобы доказать а) составим разность

К„ (z. t. р, q) - К (z, t, P, q) = ֊ f p (X) e֊>« f
2 r.i J I Wn (X)

_ С.& 6.9) I л 
!₽■(!.) |

Мы должны доказать, что эта разность равномерно на ограниченных мно
жествах сходится к нулю. Для этого достаточно показать, что равномерно 
относительно I на ограниченных множествах

Gn (i՜, it q)
Wn (н)

и
Gn (X, t, q) G (X, t, q) ,

Wn ().) ям.. JJ7(X) 

Действительно, имеем

G (iz, t, q)

(iz, t, q) G (i^t ft q) Gn (iz, t, q) _ G (iz, f, g)
Wn (iz) W (iz) Wn (iz) Wn (iz)

G (iz, t, q)

(1. 18>

(1. 19>

Так как почти везде выполняется равенство |П^Я (г'т) |= \ (/г)'| = 1 
то из (1. 19) следует, что почти везде справедлива оценка

Ч)
О'. (Л) <1 с” '֊

+ |С(Л,».,)|| Г(Л)-1Г,(Й)|.
Учитывая (1.1) и лемму 1, из этой оценки получим (1.17),
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Чтобы установить (1. 18), заметим, что на множестве Г\(։з,—/а) 
последовательность 1/ УКЯ ('■) равномерно сходится к ограничннной 
функции 1/1Г(Х). С другой стороны, согласно лемме 1 последова
тельность вя (X, 6 </) на множестве Х£Гчч(/з,— /я);|£|СЛ1 рав
номерно сходится-к՜ ограниченной функции С (X, £, д). Поэтому после
довательность произведений (7- (X, I, д)/ №я (>) на указанном множес
тве будет равномерно сходится к произведению предельных функций. 
Тем самым, (1. 18) установлено.

Докажем равенство (1.13). Так как при любом фиксированном 
имеем

—-— Кя (г, Р. ч) - К'г (г, Ь Р, ч), 
аг

то для доказательства (1.13) мы должны показать

1 Г —X р (X) е->* //. [ 1 Г д (;) е~и 41 1 ,
2 «I 3 (X) I 2 к/ 3 1ГЛ(;) (В + X) |

г г

1 С - X р (X) е՜՜'՜* </Х ( 1 (' о (Ё)~е-г< </• ]
2 3 № (X) ( 2 -г ] № (?) (е +'Х) {

г г
пли, что то же самое

Кп (г, (, р1։ д) —К (г, рк, д), 
п

где р, (X) = —Хр(Х). Последнее соотношение следует из (1.12).
Докажем Ь). Проверим это равенство сначала для функции Кп (г, I, 

Р, Ч). В случае простых корней произведения Бляшке, применяя теорему 
о вычетах, получим

*„(*, 6 р.» = у . е-^7՜
*• =-։ Г'Л (X») 1ГЛ (Х„) (X* + Х„)

Отсюда следует

Кп (г, I, р, д) = Кп ((, г, д, р). (1.20)

Случай кратных корней произведения Бляшке сводится к предыдущему 
случаю, поскольку функция К л(г, t, р, д') непрерывно зависит от корней 
функции №п(X).

Переходя к пределу в (1.20) при п-»-оо и учитывая (1.12), получим 
требуемый результат.

Докажем с). В силу Ь) утверждение с) равносильно соотношению

| Кп {I, г, д, р) — К ({, г, д, р) |2 сП -*■ 0. /»-♦Ов 
о

(1.21)

Для доказательства этого соотношения представим разность Кп—К в виде՛

Кп (1, г, д, р) — К (I, г, д, р) =
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1 Г -и Г <>■ (*» *• р) 
214՛ и I мп (>֊) 

[/։,—/»)

-/■՛> (I.(Ь22)
Чтобы доказать (1.21) достаточно показать, что слагаемые _/я (£ г)՛ 
и У?’(6 ■։) в (1.22) входят в класс £*((), =о).и при л-* стремятся к 
нулю по норме этого пространства равномерно относительно х на 
ограниченных множествах.
Слагаемое /я 1 (#, г) йредставляет собой преобразование Фурье функ
ции

<Рл (•։. г) =
՛___1_
/2^

о

Г &(/֊, я, р) _ в„ (Г; г, р\ I /
I Ц/(Л) ^(/т) ] ՛'€[ — ’> °]

а1-

Так как на отрезке [—з, а] функция <? (/") ограничена, то из (1. 17) 
следует, что при п -> со последовательность фя (т, г) стремится к ну
лю по норме пространства I? (—°°) равномерно относительно г 
на ограниченных множествах. В силу того, что преобразование Фурье- 
сохраняет норму, последовательность _/п1։ (£ г) будет стремится к ну
лю по норме пространства £а (0, со) равномерно относительно г на 
ограниченных множествах.

Обращаясь к слагаемому }п։ (/, г) заметим, что согласно утвержде
нию с) леммы 1 функция

Ф» (X, *) =
1

2 к։
Г Сп (л, г, р)
I Гя (X)

с (X, г, р) ]?(>•).

как функция от X, регулярна в некоторой окрестности ломаной 
Г\(гз, — /а), поэтому интегрированием по частям можно представить 
Уя(/, г) в виде

У» ’ (/, г) = - ֊■ [«֊» фя (X, г)|'’__, , - |՜ в֊" ± Ф„ (X,

Г| (»».-/а)
Отсюда получаем опенку

I/? (/, 2) | < 1 (2 + 2а + 2а) г„ (г), , > 1,

где

Ея (г) = шах |фл (X, г) I 4֊ тах
. -/») *£Г\(,а* -®0

(1. 23)՛

(1. 24)

Убедимся, что ея (г) -> д равномерно по г на ограниченных множест
вах. Действительно, из утверждения с) леммы 1 следует, что при 
п °° последовательность фя (X, г) стремится к нулю равномерно от
носительно X и г, когда X изменяется в некоторой окрестности лома
ной Г\(гз, — г'з), а г—на произвольном ограниченном множестве ком
плексной плоскости. Поэтому первое слагаемое в (1. 24) стремится к 
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нулю равномерно относительно г на ограниченных множествах. Функ- 

цию — фя (А, г) можно представить с помощью интегральной форму- 

лы Коши

<1-25’

т
где контур у содержит внутри себя ломаную Г\ (йг,— «у) и целиком ле
жит в ее указанной окрестности, следовательно, второе слагаемое в (1.24) 
тоже стремится к нулю равномерно относительно 2 на ограниченных мно
жествах.

На отрезке [0, 1] имеем оценку

(Л х) | < (2а + 2а) 6„ (2), 0 < , < 1. (1. 26)

Из (1.23) и (1.26) следует наше утверждение для последовательности 
Я (6 г).

Утверждения с!) и е) следуют из предыдущего.
Теорема 1.1. В пространстве Ь2 (0, оо) ортопроектор Р на под

пространство Е, порожденное неполной системой (2), представляется в 
■виде

(Р/)(*)= |՝К(Х, 0/(0 Л, (1.27)

о
где К (х, {) = К (х, 0 1, 1).

Доказательство. Равенство (1.27) мы докажем, совершая пре
дельный переход в равенстве (5). Воспользуемся следующим фактом.

Пусть {еО Г—линейно независимая система в гильбертовом [про
странстве Н. Еь—линейная оболочка первых 1с векторов этой системы 
.е1։ е.,•••,«*; а Е—замкнутая линейная оболочка всей системы {е*)". 
Тогда для любого элемента х £ Н имеет меето равенст во

Ре х= Иш РЕкх, (1. 28)
к--

где Рех—проекция элемента х на подпространство Е, а Рекх— про
екция элемента х на конечномерное подпространство Ек.

Действительно, обозначим через ортогонализацию систе
мы {е*) методом Шмидта. Тогди Ек есть линейная оболочка первых 
А: векторов <р1( «Рз, •••,?*« а Е—замкнутая линейная оболочка всей сис
темы Имеем

~ к
Рех = £ (х, <рт) <рт = Иш £ (х, <рт) <?„ = Ит 

т-1 *-*- т-1

Отсюда получаем (1. 28). Согласно приведённому утверждению для 
любой функции/££։ (0, со) в равенстве (5) Рп / сходится к Р/ по 
норме пространства £2 (0, со). С другой стороны, имеем
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Применяя неравенство Буняковского, получим

(' К„ (х, о / (/) Л - к (х, о / (0 л <

• О
“ ,։/։ / я »։/։

< 1|£(х, о-К-(х, огл) ]։)1/(/)11ЛГ ' 

о 0
Согласно утверждению с) леммы 2) отсюда получаем, что для любого՛ 
х£(0, оо)

К (х, 0 / (0 <И = 11т I К„ (х, /) / (О Л. 
Л-»-

О

Таким образом доказано, что, с одной стороны, Рп[ сходится к Р[ по нор
ме пространства £2 (0, оо), а с другой—(РпП (х) поточечно сходится к 
функции

к М / (0 л.
о

Следовательно, предельные функции почти везде совпадают. Тем самым, 
равенство (1.27) доказано.

Теорема 1.2. Если последовательность конечных линейных комби
наций функций из неполной системы (2)

Рп тк~1 
Ря(х} = ^ £-в#’ 

*—1 1-О
сходится к функции [ (х) по норме пространства £2 (0, оо), то на ограни
ченных множествах комплексной плоскости она равномерно сходится к 
функции

•»
/ (*) = [к (*. 0 / (О Л, г6 С, (1. 29)«

о
которая представляет собой целую функцию экспоненциального типа.

Доказательство. Согласно (5) имеем
ее

Рп = ^х' т ^-Рп-
и

В этом равенстве слева и справа фигурируют целые функции, которые почти 
всюду на (0, оо) совпадают, следовательно, они совпадают йа всей ком
плексной плоскости:
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Рп (г) —- У Кт (с, /) Рл (/) <Л, г С, т"^ рп. 

о
При фиксированном п, устремив т в бесконечность, согласно утверждению» 
с) леммы 2 получим

Р„ (г)=^К (г, I) Рл (О Л. 

о
Составим разность

Рп (г)֊/ (г)= ||К(г, О [Р. (/)-Г (*) ] Л. 

о
Применяя неравенство Бунякоквского, получим

, р р/2
\Рп (г)-/ (х)|<{ | 01’ Л} |РП-Л (1- 30)

о
Заметим, что из утверждения с) леммы 2 следует, что первый, множитель 
справа в (1.30) ограничен на ограниченных множествах комплексной пло
скости. Поэтому из (1.30) следует, что последовательность (и) на огра
ниченных множествах плоскости равномерно сходится к функции (1.29).

Для доказательства теоремы нам остается показать, что функция: 
(1.29) представляет собой целую функцию экспоненциального типа.

В интегральном представлении (6) ядра Кп (х, 0 в качестве контура 
Г выбираем контур Г', целиком лежащий в открытой правой, полуплоско
сти. Тогда применяя теорему Фубини, получим

1 Г е~и
2^7] (К)

г

1. Г 7 (В) &

2 г* '՛
.(1. 31)

где

7 (0 = (0 е֊5' Л, Яе £ > 0. (1. 32)

о
•ч

Согласно теореме Пэли-Винера функция Не) принадлежит классу Н2 в- 
правой полуплоскости, поэтому почти везде на мнимой оси имеет угловые

граничные значения у (— со, оо). Кроме того, функция
/во хч

1 Г /(£)*£ .
2^3

—/«О

НеХ>0 (1.33)

тоже принадлежит классу Н2 в правой полуплоскости (ем. [9], стр. 192) 
и, следовательно, почти везде на мнимой оси имеет угловые граничные зна-
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чения Г (— »о, о°).
.Докажем тождество

[ К {г, /)/(*) Л“-^(’г7Г/(к) А ^С' (1֊34) 
1 £• •*< J ** V'/

О Г
.где контур Г тот же самый, что и в интегральном представлении ядра 
К (г, /). (Ниже мы убедимся, что функция Р (X) в точках ± йт регулярна). 

-Утверждение теоремы следует из (1.34). Функция

р п)=^_
2«/^- 1Гя(0(е + >.) (1. 34')

регулярна в замкнутой правой полуплоскости, поэтому тождество (1.31) 
можно переписать в виде

Г Кп (я, 0 / (0 л = -1— Г -^֊ Гя (а) А г^с. (1. 35)
J 2 кг ,) 1РЯ (А)
о г

Согласно лемме 2 при п,—»֊ оо интеграл слева в (1.35) стремится к инте
гралу слева в (1.34), поэтому для доказательства тождества (1.34) мы 
должны показать, что интеграл справа в (1.35) стремится к интегралу 
справа в (1.34), а для этого достаточно установить, что

Г [А, (г.) __А_М_ 2 0 (1 36)
3 к(*)
— 9»

и равномерно

V. (X) Г(х) ' '' ’

Чтобы доказать (1.36), функцию Рп представим в виде

Л(Ч=_^_Г -/С)*. ■ 
2 «>■ 3 V. (О (։ + X)

Для этого мы воспользуемся следующими свойствами функций 
в правой полуплоскости (см. [9], стр. 176—178):

(1- 37)

(1. 38)

класса Н2

I) При всех х^>0 функция /л (у)=/(х + гу) лежит в/Л (—оо, 
со).

II) Функция /х(у) сходится к функции / (гу) в Ь- ( — со, оо) при 
-X ֊• 0.

III) Функция / (*) стремится равномерно к нулю, когда ? стре- 
-мится к бесконечности внутри любой фиксированнной полуплоскости 
■Не ? > о > 0.
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В интегральном представлении (1. 34') функции Fn (?) в качест
ве контура Г' выберем контур, состоящий нз. отрезка [x-f- ir,. х — zrj’ 

и полуокружности ? = x-|-re,f,----—. При этом х берем՜,

настолько малым и г настолько большим, чтобы контур F' охватывал 
внутри себя все корни функции Wn (£)• Устремив г в. бесконечность, 

согасно свойству III) функции f (?) в представлении (1. 34'). интеграл 

по полуокружности ?=х + ге'9,---- —•<?< — > будет стремиться к;

нулю. В результате получим

Л (X)
JT+ <-

i Г / (П
’ 2 *<• J Wn (0 (е + х) 

jc-l-

Устремив теперь х к нулю, учитывая свойство II) функции / (£), получим? 
(1.38).

Приступим к доказательству соотношения (1.36). Для этого заметим,, 
что почти везде выполняется неравенство

К (Л) F (*)
W„ (z't) W (i~)

Следовательно, имеем

< |F„ (ft) - F (rt)|+|F (it) 11W (ft- Wn (fc)|.

Fn (z't) 
Wn (r֊)

F(iz} ’ 1։'2 f Г ?/։
rfr < IE, (/T)֊F(i4)|«rft +

^(it) J IJ J

(1. 39)-

Согласно (1.1) второе слагаеоме справа стремится к нулю. Учитывая: 
(1.38), разность Е (X)—Р (X) можно представить в виде

— / ОО

Согласно (1.4) отсюда получим оценку

1___
IT (гт)

1 _
Wn (it)

U/2
|/(iT)l։rft . (1. 40)

Здесь интеграл справа, опять согласно (1.1), стремится к нулю, и, следо
вательно, первое слагаемое справа в (1.39) тоже стремится к нулю. Тем 
самым соотношение (1.36) доказано.

Чтобы доказать (1.37), функцию Р (X) представим в виде
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(1. 41)

.Для этого в интегральном представлении (1.341) функции Еп (к) в качестве 
контура Г1 выберем контур, состоящий из отрезков [х г'з, а ։’], [а ։«, 
л + ։а], [а + й, х + г'з] и [х-}-га, х — г=], х<а. При этом числа х ио 
(выбираем так, чтобы контур Г՜ охватывал внутри себя все корни 

функции. У7п (к) и функция / (?) была непрерывной на отрезках [га, 
•а֊Н’]и [—։о, а —го]. ,* Устремив х к нулю, учитывая свойство

31) функции / (?), получим

(?J (; + к)
(1. 42)

В этом равенстве переходя к пределу при п -*■ °о, учитывая (1. 40) 
м ֊(1. 1), получим (1. 41>, ибо из 0 следует Гя (к) ֊> Л (к),
Иек>0.

Так как 1/1₽„ (>•)-» 1/1Г (К), к£Г\(г'а, — га) равномерно, то для 
.доказательства (1. 37) достаточно показать, Ля (к)-*/7 (к), .к£Г\ 
(га,— г'о) равномерно. А для этого нужно повторить рассуждения, про
веденные при доказательстве утверждения с) леммы. 1. Теорема до
казана.

Перейдем к экстремальным оценкам для функций, принадлежащих 
замкнутой линейной оболочке Е неполной системы (2).

Согласно теореме 1.2 функции класса Е аналитически продолжаются 
на всю комплексную плоскость. Ниже функцию / и ее аналитическое про
должение будем обозначать одной и той же буквой.

Теорема 1.3. Имеют место равенства:

а) 7“
z—произвольное комплексное число, причем равенство в точке 

z достигается для функции fz (t) = К (ж, 7);
sup I/O) I________

в) max x<<<" ----------=] ЛХ (x, x), —oo <^x<^c<5,

зде равенство достигается для функции fx (t) = К (х, t);

°’ ’i=։՛ С- 

•где

Ф* (г) = _1_ Г 21е U (_L_ Г J* )
2 «I J W (k) I 2 кг J ?+k)J
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^причем равенство в точке z достигается для функции ft (f) =

=—— к (z, о); • ..
dz* )

sup |/t*> (/) | _____
d) max --------- =y<pk(x), k = l, 2,•• •;— oo<Cac<Cee>

/es l/l

где максимум достигается для функии fx (О = ~ ■ К (ж, t) • 
ах*

Доказательство. Согласно теореме 1.2 имеем

f[z) = ^K(z, t)f z£C. (1.43)

о
причем, в силу утверждения с) леммы 2, при любом фиксированном 
г функция К (г, I), как функция от t, принадлежит подпространству Е. 
Применяя неравенство Буняковского, получим

|/(я)|<К(г, 01 1/1. (1-44)
где при фиксированном Z равенство достигается для функции (О = 
= К (z, t). Подставляя эту функцию в (1.43), получим

к (z, z) = {£ (z, 0F
или, что то же самое, JA' (z, t) || = У К (z, z) .

Вводя полученное значение нормы ядра К. (z, t) в неравенство (1.44), 
получим утверждение а).

Для доказательства утверждения Ь) достаточно показать, что функ
ция К (х, х) монотонно убывает на вещественной оси. В интегральном 
представлении (6) ядра Кп (х, /), подставляя t = х и дифференцируя по па
раметру х, получим

Следовательно, при фиксированном п функция (х, х) на вещественной 
оси монотонно убывает. Переходя к пределу при п-*-оо, имея в виду лем
му 2, получим требуемый результат.

Для доказательства утверждения с) установим равенство

/“» (*) = [ -^7֊ (Г, /) / (/) сП, (1. 45)

о

где I — произвольная функция из класса Е.
В равенстве (5) слева и справа фигурируют целые функции, которые 

почти всюду на (0, оо) совпадают, следовательно, они совпадают на всей 
комплексной плоскости: 
3—1124 • ,
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Кп (г, I) f (0 dt. (1-46)zk С.

Отсюда получим

^_(pn/)(z) = J-^-/C.(x, t)f(t) dt. k = l, 2,..֊. (1.47) 

о
Докажем, что в этом равенстве можно перейти к пределу при п -<֊ оо. 
Согласно (1.28) последовательность Рп1 сходится к функции [ по норме 
пространства £2 (0, оо), в силу теоремы 1.2 она сходится равномерно на 

ограниченных множествах к целой функции I (г). Следовательно, в любой 
точке комплексной плоскости г £ С производная порядка, к функции 
(Рп (г) будет сходиться к /<*> (г):

֊^7 (Л/)(*)֊> 7™ (я), г^С. 
(!гк л-*°°

С другой стороны, согласно утверждению 8) леммы 2, при п-»֊оо функ
ция справа в (1.47) в каждой точке комплексной плоскости будет сходить
ся к функции справа в (1.45). Поэтому, переходя к пределу в (1.47) при 
п—»-оо, получим (1.45).

Применяя неравенство Буняковского, из (1.45) получим
■

ОЙ-в/ • (1.48)
аг

С другой стороны, функция ■ К (г, <)• как функция от /, принад- 
dzk

лежит подпространству Е. Действительно, согласно (1. 20) имеем

dk К _ 1 Г е~и* | 1 .....
<й‘ л("’ 2к/3 1^„(?) I 23 (>•)(>֊+5)1 ‘ *

Г г
Так как при фиксированном г функция

1
2

Г (—)■)*

J ЙММ (* + ?)’
Г

как функция от й регулярна в правой полуплоскости, то применяя теоре
му о вычетах на внешний интеграл в (1.49), мы убедимся что функция

- Кп (г, f) принадлежит подпространству Е„. Тогда наше утверж- 
cri*

дение следует из утверждения с) леммы 2.

Подставляя в (1.45) вместо функции f функцию —К (z, t), 
dzk

получим

(,. «г- ■tfr [ dzk J II dzk II
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Согласно утверждению е) леммы 2 отсюда получим

|-£֊л <)[ = ГфГ£).
Вводя полученное значение нормы в (1.48), приходим к утверждению с).

Для доказательства утверждения 8) достаточно показать, что функ
ция ФлГ(.х) монотонно убывает на вещественной оси. Для этого рассмотрим 
функцию

Ф*И (х)
г

).* е—лх <//֊ 
С'֊) 1Ги(5) (< + >֊)

.50){ 1 Г 
( 2 -i J

Имеем

Ф'*Л
)Л е-)х Л. ։

wn (/.)

Следовательно, функция Фжп (х) монотонно убывает. Согласно утвержде
нию а) леммы 2 фк (х) = Нт Ф*Л (х). Следовательно, функция Ф* (х)

Л-*««
тоже монотонно убывает. Теорема доказана.

§ 2. Неполная система экспонент с неограниченной
последовательностью показателей

В этом параграфе изучается неполная система (2) при дополнитель
ном условии

Нт |агг = (2.1)
141— 2

Введем в рассмотрение функцию

о (к, t, q) = ֊А_ Г 5J9 е..'՝У±, (2.2)
V 2 «Z J 1Г(5) G-H-)

• I

где q (?7—алгебраический полином. Контур 7 идет из бесконечности 
к

по лучу arg В = <?; <р0 < ? < — ДО точки а + га, затем по прямой 
2

ImB = a; о^>0 до точки ia, затем по мнимой оси до точки— /а, затем 
по прямой Im В = — ։о до точки а — гз и наконец по лучу arg В = — » 
(опять в бесконечность. Числа а и з выбраны так, чтобы контур Т 
схватывал внутри себя все точки последовательности {>•»}, отрезки 
контура 7, лежащие на прямых Im В=±/з, находились на положи
тельном расстоянии от множества точек последовательности {>.*} и на 
прямой Re i — a не было точек из последовательности {>.*}.

Для изучения функции G (К, t, q) нам понадобится следующая
Лемма 2.1 . Для любого компактного множества К, лежаще

го в угле |arg В| < —---- ? и для любого полинома q (;) существует

такое, что для больших по модулю В на контуре 1 выполня
ется неравенство
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-|< е֊4'; £ Ст, ։ 6 К, 5 = ге* , г > г0. (2.3)
& (5) I

Доказательство легко следует из леммы 6 работы [10].
Лемма 2.2. Функция О (X, /, ?) обладает свойствами
а) При любом значении параметра I, удовлетворяющего условию

Urg/|<— — ?, функция G (X, t, q) входит в классе Н2 в правой.

полуплоскости.
Ь) Имеют место предельные соотношения

Gn (ix, t, q) — G (ix, t, q) |« (2.7)

(2-7'}G„ (ix, t, q)
(ix)

G (ix, t, q) 
W (ix)

3
dt ֊> 0,

где

вя (X, /, 7) = —— Г Ке X > 0, (2.8)
2 г.1 3 Г, (В) (« + >.) 1 '

гя
Г,—замкнутый контур, лежащий в правой полуплоскости и 

охватываюший все корни функции №п (£)■ 77ри этом на компакт-

ных множествах угла |arg /| < —---- ® соотношения (2. 7) и (2. 7')
£

имеют место равномерно относительно I.
с) Равномерно относительно X и I, когда X изменяется в не

которой окрестности множества 7\(г'а,—га), а t—на произволь

ном компактном множестве К, лежащем в угле |arg И < — — <р.

имеет место

Gn (X, t, q) -> G (X, t, q), X^7\(ja, —h), t^K.

Доказательство. Для доказательства утверждения а) ра
зобьем интеграл, распространенный по всему контуру 7, на сумму ин
тегралов, распространенных по отдельным частям контура 7=7x4՜ 
4՜ 7։ 4* 7։ 4՜ 7« 4՜ 7։> где 7Х = [а + га, га], 7։ = [го, —го]. 7, = [— го, а—га], 
7х = [а —га, со е՜'’1] и 7։ = (со е'’>, а-|-г՜ оо].

Принадлежность интегралов, распространенных по частям 7и 7։ 
и 7։ контура 7, пространству Ь2 в правой полуплоскости было доказано 
в лемме 1. Докажем, что интегралы, распространенные по частям 7* 
и 7։ контура 7, тоже принадлежат пространству Н2 в правой полу
плоскости. Так как принадлежность обоих интегралов пространству 
№ доказывается одинаково, то мы проведем рассуждения только для 
второго из них; функция
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С* (л, 6 ч)= С 4 (;) е '' Я- (2.9)
3^(0 (; + >) 
т»

принадлежит пространству Н2 в правой полуплоскости. Согласно лемме 2.1 
интеграл (2.9) сходится равномерно относительно X в правой полуплоско
сти, следовательно, функция 0* (X, I, С/) регулярна в правой полуплоскости. 
Докажем, что она входит в класс Н2. Имеем

(210)

Воспользуемся оценкой

М, Ие X О, » 6 7: (2-Ц)

где М — постоянная. Оценка (2.11) доказывается от противного. Пусть

М/Л + ?л! — со, Яе >•„ >0, £ *5,
Л-» —

-> ос. Это равносильно условию

или, что то же самое, 1 /11 + — 
I

Л —ОО
(2.12>

где ։л = гяе'’, )л = ряе/1л»------- . Соотношение (2.12) пе-
2 2

репишем в виде

— е< (ф-фя) _ 1. (2.13)
Рл -

тс тс
Так как---- — фл < 4 + ~ > т0 (2-13) невозможно. Складывая

неравенство (2.11) с очевидным неравенством

Ие X > 0,

получим

1 М
—— < —, Ые Х> О, г 6 75. (2-14)|х+М 1 + Р֊| 5 к '

где М„ и М, постоянные.
Принадлежность функции О* (X, I, д) пространству Н2 следует из 

(2.10), (2.14) и (2.3).
Для доказательства утверждения Ь) функцию С„ (X, (, ?) представим 

в виде

<?« (>>» Л 9) = ТГ՜՜ 
2 я։

1

<7 (:) е՜5' сгё
ВМ5)(с + Х)

Для этого в интегральном представлении (2.8) в 

(2.15)

качестве контура
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Г„ берем контур fr, г > V а։ -г о3՜ , состоящий из части контура 7, 
лежащей в круге |5| < г, и из дуги окружности с, :|; -=г, — ?<arg;< 
■<© (числа а, а и t фигурируют в описании контура 7). Затем устре
мим г к бесконечности. Тогда интеграл, распространенный по дуге сг, 
будет стремиться к нулю и мы получим (2. 15).

Теперь составим разность

1 Т4

= S /“(>, О-

Со слагаемыми ()., t) yi” ()., t) и (՝>•> t) поступаем так, как 
при доказательстве леммы 1. Нам остается доказать, что последние сла
гаемые стремятся к нулю по норме пространства №. Так как доказатель
ство для обоих слагаемых одинаково, то мы проведем рассуждения только 
для последнего из них. Имеем

|;‘S’(X, OKsup —-U- [ (2-16)
бет. | ։ + Л| J 1Г„ (;) W(с)|

I«

Так как на ограниченных частях луча у։, функции 1/№Л (5) равномерно 
сходятся к l/W' (5) и

|1/IF„(O|<|1/I₽?)|,
то требуемый результат следует из (2.16), (2.14) и (2.3).

Для доказательства утверждения с) представим разность G„ (X, t, q) — 
G (A, t, q) в виде суммы

6„(л, t, q)-Gp., t, g)=V —— (՛ ---- - -------- 1 - I g ,
Ä! 2 кг J [ В7Я(;) 17(;)J 5 + X

“ (2.17)-

где Гх—контур, фигурирующий в (1.11), а Г«—контур, идущий из бес) 
конечности по лучу arg$ = <p до точки а 4-п, затем по прямой Re; = 
= а до точки а — га, и затем по лучу arg; = — <р опять в бесконеч
ность.

С первым интегралом в (2.17) поступаем как с (1.11), а для второго 
слагаемого имеем

1 Г Г 1
2 «z J I Wn (;)

1 ~|<7 с) е~;< d'
BW 5+k

< sup ----- -- l - ----------------- — \q (?) e֊4 Icf;. (2.18)

r.

Так как при ££Г2, Ее). ^>0, функция 1/(Е-|-Х| ограничена, и на огра
ниченных частях контура Г։ последовательность 1 / №п (;) равномерно 
сходится к фунции 1/В^(;), то из (2.18) и (2.3) следует, что второе 
слагаемое в (2.17) равномерно на указанном в утверждении с) мно
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жестве стремится к нулю. Лемма доказана. 
Теперь введем в рассмотрение функцию

/Г (я, I, р, ч) = уЬ у ֊֊֊֊ СО֊. 6 9) *>֊. (2.19)

т
где 7— тот же контур, что и в (2.2); р (X) — произвольный алгебраический 
полином.

Л е м м а 2.3. Функция К (г, /, р, д) обладает свойствами, приведенны
ми в лемме 2.

а) Последовательность функций

Kn(z, t, р. q)=—— 

'n

(/■) e~u 1 Г <?G) e~;< dl ( 
2*f J BMS)G + *jj

1 n

(2.20)

(контур Гя лежит в правой полуплоскости и охватывает все кор
ни функции й^л(>•)), на декартовом произведении К'Х.К равномерно 
сходится к функции К (г, (, р, <?), где К—произвольное компактное 

множество из угла аг£.г|<—-----у (<р участвует в описании кон

тура 7). Кроме того, в указанном угле имеет место равенство

К'г(г, t, р, <?) = 1 Г 1 Г g(;) е՛“ dl I
2*1 J W(l) I 2 кг J W($)(« + !) J՛ 1 • 

I 7
Утверждения Ь), с), (1), е) формулируются аналогичным образом.
Доказательство. Для доказательства утверждения а) функцию 

Kn (z, I, р, q) представим в виде
Kn (z, t,p,q) = -L-[ ֊֊ (’֊• *> Я) dl, 'arg z\ < -J- - <p. (2.22)

2 -I J Wn(!-) 2
7

Для этого в интегральном представлении (2.20) в качестве контура 
интегрирования Гп во внешнем интеграле берем .контур г > а2, 
состоящий из части контура 7, лежащей в круге |Х| < г, и из дуги ок - 
ружности сг:р| = г, —T-CargÄ (числа а, з и фигурируют в опи
сании крнтура 7). Затем устремим г к бесконечности.

Так как при фиксированном t функция Gn (/, t, q) представляет 
собой рациональную функцию с полюсами в точках (—(см. (2.8)), 
то на дуге сг будем иметь оценку

/>('•) е-'г
ИМ')

Gn (л, t. q) г = р-1>г0, S>0, -al <֊ - <p.

Поэтому при г ֊► оо интеграл по дуге с г будет стремиться к нулю, и в пре
деле получим (2.22).

Теперь составим разность

K„(z, t, р, q) — K(z, t, р, q) =

P ('•) е՜^
Г G\(X, t, q) _ G(l, t, q) 1
L 1F„(X) V7Q.) J . (2-23)
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Мы должны доказать, что эта разность стремится к нулю. Для этого контур 
7 разобьем на две части т = Т?’ + 7 г”, где 7^’-часть контура Т, лежа

щая внутри круга |).|<г,а —часть контура 1, лежащая вне круга
А|<г, г>Ка* + о* , и интеграл (2.23) представим в виде суммы

Кп(г, I, р, ч) — К(г, (, р, д) =
1

2
Л д) (2.24)

^(>) г

Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве утверждения 
(1.12), убедимся, что при п со интеграл в (2.24) по контуру 7?’ 
стремится к нулю равномерно на декартовом произведении К>(К. Нам 
остается доказать, что при г->֊ оо интеграл в (2.24) по контуру 7*2’ 
стремится к нулю равномерно на декартовом произведении КХ. К. 
Для этого заметим, что из утверждения с) леммы 2.2 следуют оценки 

|С.()., #, д}\<-М-, |С(Х, I, ?)| <М-, ^1™, ^К-, д = 1, 2.- -, 
где постоянная М не зависит от Г. Поэтому имеем

[ Ся(>., I, д) С (к, Л д)
I «^(>.) &(>) Л.

Применяя лемму 2. 1, из этой оценки получим требуемый результат.
Доказательства равенства (2.21) и утверждения Ь) идентичны доказа

тельствам соответствующих утверждений леммы 2. Докажем утверждение с).
В силу Ь), утверждение с) равносильно соотношению

(!, г, 1, р) - КЦ, г, 1, р) |» Л — 0. (2.25)
о

Для доказательства (2.25) представим функцию Л'„ ((, 2, 1, р) в виде
Г

&((,*, 1, р) = 1-Ьи - -1 [ - г’ р) е֊“ а-., I > О, (2.26)

—г 

где 14֊т֊ означает предел в пространстве £*(—<֊о, со).
Для этого заметим, что при фиксированном г функция Сп (л, д, р), 

как функция от А, представляет собой рациональную функцию с по
люсами в точках {— }՝*}£_! (см. (2.8)), причем Са ()., г, р) - 0. Поэто- 

/. -*ао
му в интегральном представлении (2.20) функции Кп (I, г. 1, р) во 
внешнем интеграле в качестве контура интегрирования Гя мы можем 
взять контур состоящий из отрезка мнимой оси [—/г, гг] и полу

окружности сг: [;| = г, — -Саг£;< — , обходящийся в положитель

ном направлении, и затем применить лемму Жордана при г-»֊со. Тог
да интеграл по полуокружности с, будет стремиться к нулю и в ре
зультате получим
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Кя ((, я, 1, р) =11ш Г ֊֊֊7^֊ е-'^т, / > 0. ’ (2.27)
'—Л ИМ*’)

—Г

С другой стороны, функция
6„ (гч, 2, р)/№п(1՛՜)

как функция от т входит в класс £2 (— оо, со), поэтому существует предел 
в (2.26) и совпадает с пределом в (2.27).

Для завершения доказательства (2.25) мы воспользуемся тем, что пре
образование Фурье сохраняет норму в пространстве £2 (—оо, оо). Поэтому 
из (2.7') и (2.26) следует

Л-* — •
6

Кп (t, z, 1. р) — J-i-m _1_ z, р) dx
2- J 1₽(п) 

—Г

dt = O, (2.28)

причем соотношение (2.28) имеет место равномерно относительно 2 на ком- 

пактных множествах из угла |arg z\<* —-----<f>.
z

С другой стороны, согласно а) последовательность Кп (t, 2, 1, Р) пото
чечно сходится к функции К (t, 2, 1, р). Поэтому (2.28) и (2.25) равносиль
ны.

Доказательства остальных утверждений леммы идентичны доказатель
ствам соответствующих утверждений леммы 1.2.
՛ Опираясь на доказанные леммы, как и в первом параграфе получаем 

аналогичные теоремы. Например, аналог теоремы 1.2 формулируется так.
Теорема. 2.2. Если последовательность конечных линейных комбина

ций функций из неполной системы (2)

Рп mk ~1 .
рп (х) = S .2 аЙ’ х*

Jr=l 5=0
сходится к функции f по норме пространства L2 (0,оо), го на компактных

множествах угла |arg z\<Z — — То она сходится равномерно к функции 
մ

/(•։) = 0/(0 |аггх|<֊- —То-
о 
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Վ. 1о. ՄՈՒՍՈՏԱՆ. էքսպոնենտննրի ոչ լրիվ սիստնմով մոտարկվող ֆունկցիաների անալիտիկ 
շարունակությունը և էքստրեմալ նատկությունները (ամփոփում )

Դիտարկվում է Լ2 (0, ՕՕ) ֊ում ոչ Լրիվ էքսպոն են տն հր ի սիստեմը՝

{е~Х*\ хе՜**',---, х“*՜1 е-Хи}, КеХ*>0.
Ենթադրելով, ар ցուցիյների Р'д) հաջորդականութ յունը , բացի ոչ լրիվության պայմանից, 

բավարարում է հետևյալ երկու պայմաններից մեկին
Հաջորդականությունը սահմանափակ է,

2) д] հա ջո ր դա կան ություե ը անսահանափակ է և բավարարում է
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հոր։ |3րշ).»| ■= <ք>0 < —
1**1--

պայմանին. ապացուցվում ք, որ նշվաե ոչ յրիվ սիստեմի ֆունկցիաների վերշավոր գծային 
կոմբինացիաներով մոտարկվող ֆունկցիան 1) պայմանի ղեպրում անայիտիկ շարունակվում ք 

ամրողշ կոմպյերս հաճության վրա. իսկ 2) պայմանի ղեպրում' /.| Հ -֊-?(> անկյան մեշ.

Մոտարկվող ֆունկցիաների անայիտիկ շարունակությունների համար ապացուցվում են 

Լրստրեմայ գնահատականներ։

V. KCH. MUSOYAN. Analytic continuation and extremal propertint of 
funeilont approximable by a non-complete tytlem 

of exponential fundlont (summary)

We consider the non-complete system of functions

{e-’< xe~‘k\ Re>.*>0,
in the space L? (0. oo).

Supposing that the sequence of exponents {/.*} satisfy one of the following con
ditions

1) the sequence {**{ is bounded,
2) the sequence [*.*} is unbounded and satisfy as the condition

lirn |arg/.*l = <p0< — > 
1**1— 2

We prove that the functions approximable by finite linear combinations of fun
ctions of the mentioned non-complete system are analytic' continuable in case (I) on ■

the whole complex plane and in case (2) in the angle \arg Z| < — —ç0.

Extremal estimates for the analytic continuations of the approximable functi- 
o is given.
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УДК 517.53

И. О. ХАЧАТРЯНКВАЗИАНАЛИТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ, СВЯЗАННЫЕ С ВЕСОВЫМИ ПРИБЛИЖЕНИЯМИ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИДля произвольного р(1 обозначим через Д (р) и Д*(р)взаимно дополнительные угловые областиД (р) = |z:|argz|<^- . О < |z|<+ =о| •I ^Р Jд*(р)=1« !аг2 «К«. ° < и< +«4>I 2р Jа через АР — общую границу этих областей.Пусть на определена вещественная измеримая функция w(0, удовлетворяющая условиямlim |фю-’(0 = 0, п = 0,1, ••• . (1)
!<!-+-Обозначим через Сш (£Р) множество непрерывных на Lf функций /(/)> для которых

и» яа. = о.
. |/|-+~ w (О

VI

Если норму элемента /£СИ(£Р) определить равенством= ,иР!Ж 
t е w (Ото Cw (£р) будет нормированным пространством. Из (1) следует что полиномы входят в Cw (£Р). Аналогично классической проблеме С. Н. Бернштейна [1, 2] для случая вещественной оси, в ряде работ [3,4,5] ставился вопрос о нахождении необходимого и достаточного условия, накладываемого на функцию w(t), при котором полиномы составляют всюду плотное множество в Сш (£р). Приведем некоторые результаты, полученные в этом направлении.Теорема (А. Л. Шагинян, М. М. Джрбашян) [3,4]. Если, 

w (f) = w (|ф — нормально возрастающая функция, то для зам
кнутости полиномов в Са (£р) необходимо и достаточно, чтобы 
расходился интеграл In W {է) 1-гИ1+р |Л| = 4-со.

Обозначим через множество полиномов р (z), удовлетвори, ющих условию



 pf. 0« Хачатрян______________—^^0==^

՛] p (/),: < j , h + i՛ '
а через w (z) = sup 'p (z)j.₽eSKТеорема (С. H. Мергелян) [5]. Для замкнутости системы поли
номов в С w (£р) необходимо и достаточно, чтобы

и, (г) = -г ас, z£ £?. (2)Автором [6] указан интегральный критерий замкнутости полиномов в С„ (£0).Теорема А. Для замкнутости системы полиномов в Са (L?) не
обходимо и достаточно, чтобы расходился интеграл

]1+к1н» '■₽В этой же работе дано полное описание замыкания системы {£ } в случае, когда она не замкнута во всем С и (Ар). В частности доказанаТеорема В. Пусть система {/"} не замкнута в Си, (Д>). Тогда лю
бая функция [ (/), принадлежащая замыканию этой системы, обладает 
свойствами
а) Она голоморфна (голоморфно продолжается) в области Д (р) и 1п |/ (г)’, имеет положительную гармоническую мажоранту в Д (р);б) 1п ’/ (х)| = о (хр) при х -> 4֊ оо.Б. Я. Левиным была установлена связь между замкнутостью системы полиномов и целых функций в весовых пространствах непрерывных на вещественной оси функций и различного рода квазианалитичностью некоторых классов бесконечно дифференцируемых функций. Цель настоящей работы — установить аналогичную связь в рассматриваемом случае.Рассмотрим множество функций/ (к) = Б [Гр (— иС, ц)], (3)гДе Б — произвольный линейный функционал в СШ(А?), а £Р (х; р)— функция типа Миттаг—Лефлера, которая определяется разложением

£-(*=-)֊х—■ <4) 
г ( Р+-)\ р/Из асимптотики функции типа Миттаг—Лефлера [7] (стр. 133):

£.(z; p)=p^֊'»e.F+0^l.y |argx|<e,
•£₽ (*> И) = of—Ji a [arg z| к,

где a — любое вещественное число, удовлетворяющее условию
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следует, что при р > 1 (этим случаем мы и ограничимся, т. к. случай р=1 детально исследован Б. Я. Левиным) f (и) определена на объединении полуоси ]— ос, 0], где она бесконечно дифференцируема, и угловой области (arg u <«(1 —1/?), где она голоморфна.Если F будет пробегать сопряженное пространство, то по формуле (3) определится некоторое множество функций.Обозначим через К, (tw) класс функций/(и) =F[£a(-uf;H)b uC]-~, 0], (3')определенных и бесконечно дифференцируемых на полуоси ]—оо, 0], а через К. (tw) — класс функций/(u) =F [Ef (— ut; р)], |arg uj < к (1 — 1/р), (3")голоморфных в области Д (а), л= ———— •Класс ÄT,(w) назовем квазианалитическим, если из fC-Kt(w), /(п>(0) = g(n)(0), и •— 0, следует, что f(u) = g(u) в соответствующей области.Теорема 1. Для того, чтобы система степеней была 
замкнута в Cw(Lf), необходимо и достаточно, чтобы класс Kx(w) 
•был квазианалитическим.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что система (/") замкнута в и пусть /1(и)и/8(и)—две функции из/CJw), для которых/[">.( 0)=/£л) (0), п = 0, 1, • • • . Рассмотрим функцию /о(и)=А(и)—/։(“)• Из линейности класса ^(w) следует, что т- е- /o(u) = Fo[E₽(-u/; и)].С одной стороны имеем f{Qn>(0) = 0, n = 0, 1, С другой стороны, легко видеть, что Л"> (0) = c„ F0[f-],причем сп =?֊ 0, л = 0, !,•••, т. к. все коэффициенты Тейлора функции типа Миттаг—Лефлера отличны от нуля. Следовательно F0[/"]=0, л = 0, !,•••• Но по предположению система (1") замкнута в Cw(Lf). Отсюда следует, что F0 = 0, т. е. /0(ц) = 0 или =/2(4)-
Достаточность. Пусть класс Ä\(w) квазианалитичен и пусть 

F—произвольный линейный функционал, изчезающий на всех степенях (<"}, л = 0, 1, • • • F[Z՞] =0, л = 0, 1, ••• ..Рассмотрим ту функцию f(u), которая порождается этим функционалом по равенству (3'). Имеем /(п) (0) — сп F [/"] =0 и т. к. класс /^(ш) квазианалитичен по предположению, то /(u)=0, и£]—ж, 0], т. е.F[Ep(- ut; р)] = 0, И 6 ] — оо,0]. f



I560•И. О. ХачатрянЭто означает, что функция (—Ио^» Н)» цо"СО принадлежит замыканию системы {£"]. Но из асимптотики функции типа Миттаг-Лефлера следует, что для функции Е? (—и0<; р), м0<^0 заключение б) теоремы В не имеет места. Значит условие теоремы В не выполняется, т. е.. система {£'■} замкнута в С» (Др). Теорема доказана.Перейдем теперь к вопросу о квазианалитичности класса /Г2(го)՛ в предположении, что класс не квазианалитичен, т. е. припредположении, что система {£"} не замкнута в Сш (ДР). Тогда нарушается равенство (2). В [5] доказано, что при [> 1 возможны только-два случая:1) м (г) < + со, Ь (р); ш (г) = + °°» г € А* (р),2) w (г) 4֊ оо, z £ С.В настоящей статье мы ограничимся рассмотрением первого случая, что эквивалентно [6] условиям
Г |rff| < + ео, Г Ь (0 _ И + (5)>j i+ki’+f1 J i + )/i։+₽* 1 .£р £?р-1 + рГ»=2.Покажем, что класс (3") квазианалитичен, т. е. из- условий /0(и)£/^2(ш) иЛ">(0) = 0, л = 0, 1, ... ֊ (6).следует, что fo(z)=O, z£A(a), a = 2-1(p—1)-։-р.В самом деле, пусть /0 (г) порождается функционалом Fo. Тогда условия (6) эквивалентны условиямFo[f] = O. (7).Но тогда из w(z) = 4-oo, z£A*(p) будет следовать, что

F’>[r^]=0։Теперь мы воспользуемся представлением ядра Коши с помощью функции типа Миттаг-Лефлера, установленном М. М. Джрбашяном [7], стр. 149:
р i (— Ь’, р) тМ-։ = е'^ , (8),

□ С —fоткуда будет следовать, что1C-fНо
е.^Р 'I -|։рро j e֊№FF0[£p(-fT;p)],H₽֊i^. 

(I1Fo = 0, C<0, |c|>vV₽,
15-*
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следовательно У е Ро (— /֊; |1)] т»-» <К = О, ооткуда ло теореме единственности преобразования Лапласа заключаем, чтоРо[£(>(— р)] = 0, УХС[°. +°°1-Но функция Fe[£,(- fc;p)]=/o(*) голоморфна в области |arg z\ < « (1 — 1/р), следовательно /о(-)=°- |argz|<i:(l — 1/р).Таким образом, квазианалитичность класса (3") доказана.Но верно и обратное. В самом деле, предположим, что класс Кг (®) квазианалитичен и пусть Ро — произвольный линейный функционал, аннулирующий систему (Г՜): Ро[^‘] = О> п = 0, !,•••. Функцию, порожденную функционалом Ро обозначим через /0:/0(и) = Го[£Р (— и(; р]), |агя и| < к (1 — 1/р).Имеем /ип) (0) = с„ Ро [/"] = 0 и так как класс (3") квазианалитичен, то՛ /0<г) = 0, |аггг|<к(1 — 1/р), т. е.Ро [£, ( - г!; р)] ив 0, |агг с| < к (1 - 1/р).Но тогда из представления (8) ядра Коши будет следовать, что

Ро[-1-1 = о, гбд*(р). 
H —Z JТаким образом, получили, что произвольный линейный функционал, аннулирующий систему {/"}, аннулирует также все функции вида— г)՜1, г£Д*(р), что, в свою очередь, означает, что го (г) +со,,г£Д*.(р) или расходимость интеграла| lnw(*) |Л| = + со, р՜1 + Pf1 = 2. (9)J 1 + 1 1 1 ' ’

Таким образом, доказанаТеорема 2. Необходимым и достаточным условием квазианалитич
ности класса К։ (w) является расходимость интеграла (9).Эту теорему можно сформулировать в другой, эквивалентной форме. С этой целью обозначим через (Др) класс тех функций .А£СШ(£Р), которые голоморфны в Д(р) и удовлетворяют условиям:I. |Л (z)| const • w (z),II. In |A (z)| имеет положительную гармоническую мажоранту в Д(р), III. in |Л (х)| = о (х?) при х -»- + со.



562 И. О. ХачатрянТогда, как доказано в [6] (теорема 3 и замечание 2), расходимость интеграла (9) является необходимым и достаточным условием замкнуто,- г.ти системы (/") в С’ (£,)• Имея в виду этот результат, теорему 2 можно сформулировать в следующем виде.Теорема 3. Для того, чтобы система степеней. {/"}, п=^0,1,• ■ ■ 
была замкнута в С^Щ), необходимо и достаточно, чтобы класс 
Кл(ш) был квазианалитическим.Вернемся к классу К, (о>) при выполнении условий (5). Как мы уже &наем, этот класс не является квазианалитическим в выше определенном, смысле. Мы хотим выяснить, при каких условиях этот класс будет квазианалитическим по отношению к данному порядку [8]. При этом мы будем следовать схеме доказательства соответствующих теорем Б. Я. Левина.Для упрощения записи и некоторых выкладок будем предполагать^ что (1=1.Пусть ф(а) — определенная в правосторонней окрестности нуля функция, такая, что Пт а-"®(а) = 0, п = 0, !,•••. Класс назо-вем квазианалитическим по отношению к порядку (а), если из условий /0 (и) £ (12։) и

«։/рУ 1/о (— а)1 ир-1 би < ф (я) (10)>оследует, что (н) = 0, и 0.Предположим, что₽ =----- — 1п ® (а) 1 оо при а | 0.аОбратную функцию обозначим через т](Р):₽ =-----— 1п о (я) < ;>а = г։ (р).яИтак, рассмотрим класс функций/(«) = ?[£₽(-«,;!)], и пусть некоторая функция (и) из этого класса удовлетворяет условию (10).Обозначим через Ро функционал, которым порождается функция/о («О = Ро [£,(-։* 1)].Так как /'"»(0) — 0, п = 0, 1, • • • , то Ро (/"]•= 0, п = 0, 1, ■ • • .. следовательно ро[тзт-] = о« *ед*(р)- (Ш>
Из представления

_2_ = р 2„-1 Г с-,м Е( ^р_1 г д 

' и



Кваэианалитические классы 563֊получим (беря ц=1)
f4 ~t l=р2'՜’ J е՜՛” f°(_ т) d՜՝՝z е д (р)- оОбозначим

и в последнем равенстве, полагая ъ вещественным и положительным, получим
Fo (х) = р хр~։

Для первого слагаемого в (12) имеем опенку
, «Мр «1/рJ е-хР'₽/о (—") "₽՜1 cfc < J |/0(— -с)|-sp—: d-<(p(a). и иОценим второе слагаемое

.VP

•+ **const- I е‘хР"р "р~1 d~ < — е-ахР .. J хрв։/рТаким образом, получаем оценку|/=о (х)| < схр֊’ [<р (а) + х֊р е֊“р] (13>
НАИ №)1 const-xp-1[<p(a) 4֊ е~“хР], 1.Беря ։ = 7i(jcp)։j получим хр = — 1/а In <р (а), е-ахР = ? (։) и, следовательно ‘ |F0(x)K const•хр-1е-хРт‘(хР). (14)Обозначим через Е множество целых функций Ф (z) порядка 2р и минимального типа, удовлетворяющих условию|Ф(х)1<сх1-рех’т-<хР). (15)Обозначим через ЯХФ множество тех функций из Е, для которых выполняется условие Ф(0 

t- 1Наконец введем обозначениер Гф(«)-ф(з)
4—1124



:564 И. О. ХачатрянНетрудно доказывается, что <7Ф (г) — целая функция порядка 2р и минимального типа. Имеем (16)Из (11) следует, что дФ(т) = Р0 Ф (О 
t — z

(р). (17)Предположим, что Ф£ЯХ. Тогда из (17) получаемФ(0 t— 1 
t — 1 f — z

<|Foh Ф«) 
t- 1 • max t-1 

t — z
■^УТТ՜’ z £△*(?)> o(z)где о (г) — расстояние точки г до ЛР.Полученное неравенство означает, что дф (г) ограничена в облас-тс•ти |arg (z + 1)| > — :

|<7ф(г); <с, n>|arg(z + l)|> (18)2рПусть теперь z^A(p). Тогда из (16), предпологая опять, чтополучим 1<7ф(*)1< _c-+^(z)|.|F0(z)՛, о (г)
tjo |Foi(x)|-|Ф (х)|<с, х> 1, следовательно, ]дФ(х)|< с, х >1 и понятно., что Jg$(x)| •< const, х>-— 1.Применяя принцип Фрагмена — Линделефа, заключаем, что <?Ф (z)•ограничена в областях 0 <^arg (z -|- 1) <^— > 2? — < arg(z +1)<0. Но 2ртогда из {18) следует, что <?ф (z) ограничена во всей плоскости и поэтому дф,(г) = const. Но дф (х) -* 0 при х -» — оо, значит <уф(г:)=О, т. е

Fo [1 = 0, уФ^Е. L t — z JПусть теперь г0 — нуль функции Ф (г): Ф (г0) = 0. Тогда будем [ФО) I------- = 0. Отсюда нетрудно заключить, что Г0[Ф (0]= 0.Если множество Е замкнуто в Сш(£р), то будем иметь Ро = О. Таким образом, доказана
Теорема 4. Пусть выполняется условие (5). Если множес

тво Е всюду плотно в Са (£Р), то класс (то) квааианалитичен 
по отношению к порядку (а).



Квазианалитическне классы 565Автор выражает искреннюю благодарность М. М. Джрбашяну и Б. Я. Левину за обсуждение работы и ценные советы.
Армянский государственный педагогический

институт им. X. Абовяна Поступила 8. VII. 1985

1‘. 2. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ. Կոմպլեքս տիրույթում կշռային մոտավորությունների նետ կապված 
ք վազիանա|իտիկ րլասեր (ամփոփում)

Դիցոլթ Lp'. arg T—՜է* -2—(1 0 < 4֊ ՕՕ) ճաոադայթների վրա որոշված է W կշոայրս ֆոլկցիա
2p

և Cw Լ»ձ՜Ւ վրա անընդհատ ֆունկցիաների՛ կշոային տարածությունն էւ Դիտարկվում է
ք(ս՚) =F [£p( — սք; p]) հավասարությամբ որոշվող ֆունկցիաների դասերր, որտեղ F-թ կամա֊ 
լական դծային ֆունկցիոնալ Հ համալուծ ՛տարածությունից, իսկ Ep (z; p) ~ն Միտտադ֊Լեֆլերի 
տիպի ֆունկցիա Լւ Ապացուցվում են մի բանի թեորեմներ, որոնց կսւպ են հաստատում այս 
դասերի բվա դիանա լիտիկության և բազմանդամների լրիվության միշև C ^֊ոլմ կամ նրա որոշա՛
կի ենթատարածոլ թյոլններում լ

J. H. KHACHATRIAN. Quasianalytic classes, connected with the weighted 
approximation* in the complex domain (summary)

Let on the rays Lp‘. arg z — ^r՜— (1 < p < -j- oo) a weight function W be de- 
2p

fined and let Cw(Lp) be the weighted class of continous functions on Lp. The classes,, 
determined by the equality /(u) = F[£p(—at; p)], are considered, where F is any 
functional from the conjugate space and Ep(z; p) is a Mittag-Leffler type function. 
We prove some theorems, which indicate a connection between the quasianalyticity 
and the foolneess of polynomials in Ca or in some of its subclasses.
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В. Б. ДЫБИН

О БАЗИСАХ В ПРОСТРАНСТВАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИИ СО СЧЕТНЫМ МНОЖЕСТВОМ 

СУЩЕСТВЕННО ОСОБЫХ ТОЧЕК

Введение

За последнее десятилетие достигнуто определенное продвижение в 
конструктивной теории сингулярных интегральных уравнении с ядром Ко

лли с бесконечным индексом в пространстве ЬР (Г, р) [1—10]. Одним из 
наиболее интересных результатов отмеченных работ явилось установление 
прямых связей между проблемами явного описания всех решений инте
грального уравнения при различных типах бесконечного индекса и кругом 
идей М. М. Джрбашяна—Б. Я. Левина, связанных с построением базисов 
в некоторых подпространствах целых или мероморфных функций, лежащих 
в пространствах Харди, Смирнова и Лебега (см., напр., [11—16]). Здесь 
мы будем касаться только случая так называемых стандартных почти-пе- 
риодических разрывов (СПП-разрывов) [4]. Такой разрыв в точке 

определяется функцией ш (0 =ехр [в (# —/0)՜']. где комплексный 
коэффициент а подобран таким образом, что он обеспечивает ограни
ченность ш (/) вдоль кривой Г.

В простейшей ситуации, когда точка СПП-разрыва = °°, а Г = R, 
модельный сингулярный интегральный оператор имеет вид А = 
= Р+ + ехр [гхо] Р~, где о > 0, Р = -^-[/ ± $—преобразование

Гильберта. Его ядро в пространстве р), бесконеч
номерно и определяется равенством кег А = (1—ехр[—гхз])Х 
X Р+(Ц(/г, Р)), где Ц(/?, р)— класс всех целых функций экспонен
циального типа ^а, лежащих в пространстве Д, (/?, р) [3], [10]. 
Отсюда следует, что вопрос описания базиса в кег А в случае р = 1 ре
шается известной теоремой Б. Я. Левина [12] о базисах в (R), по
строенных на основе функций типа синуса (ф.т.с.). Следует обратить вни
мание на определенную популярность этой теоремы как в связи с внутрен
ними проблемами теории функций и проблемами описания решений сингу
лярных интегральных уравнений, так и в связи с некоторыми аспек
тами спектральной теории теплицезых операторов. Следствием этого 
явилась сравнительно недавно выполненная серия работ [8, 14—16], где 
были предложены как новые ее доказательства, так и обобщение на слу
чай степенного веса.

Основной целью настоящей работы является демонстрация действия 
этой теоремы (§2) при описании базисов в кег Л в случае бесконечного 
числа СПП-разрывов, т. е. когда оператор А имеет вид А = Р*~ -Ьо>+Р՜ 
где
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Ш (х) = ехр У —- » х* £ R, ак \ О, У —— < со. (1)
*с/ х*—х * |х*|

Здесь роль подпространства Р+(Е^(Я, р)) играет бесконечная прямая 
сумма его изометрических образов, каждый из которых получается, грубо 
говоря, «выворачиванием» ситуации из оо в конечную точку хк с помощью 
подходящего дробно-линейного преобразования таким образом, что соот
ветствующий класс функций остается в пространстве Р+ (Ьр(Р, р)).

В связи с тем, что вес р является ХМВ-весом, т. е. удовлетворяет 
условию (А,,) Ханта—Макенхоупта—Видена [17], мы вынуждены пред
варительно в § 1 провести доказательство теоремы Б. Я. Левина (ниже 
теорема 1.11) в случае ХМВ-весов, повторяя при этом некоторые узловые 
моменты работы [12].

Символами ◄ и ► ниже обозначаются, соответственно, начало и ко
нец доказательства.

§ 1. Пространства целых функции

1

Пусть р—ХМВ-вес, что эквивалентно выполнению условия

где /— произвольный интервал на R, а ср не зависит от /. Через 
Ьр(Р, р) обозначаем, как обычно, банахово пространство всех изме
римых на R функций, суммируемых в степени р с весом р. Если я^О, 
то через Ьр(А?, р) обозначаем линеал всех целых функций экспонен
циального типа принадлежащих пространству ЬР (R, р).

Вначале приведем сводку результатов относительно пространств 
Ь’(/?, р), доказательства которых в случае степенных весов содержатся в 
работах автора [3], [10]. Минимальный комментарий призван пояснить 
несущественные различия, появляющиеся при переходе от степенных весов 
к общим ХМВ-весам.

Предложение 1.1. Пусть 5—преобразование Гильберта. 
Тогда линеал р) инвариантен относительно оператора. 5.

■4 Прежде всего, оператор £ ограничен в £р(/?, р) [17]. Если 
р == 1, то линеал кр (R) лежит в бернштейновском классе В, всех це
лых функций экспоненциального типа -С а, ограниченных на R. По
этому функции Ър (R) допускают интегральное представление, ана
логичное представлению Винера—Пэли со степенным коэффициентом 
([18], с. 182), что позволяет применять технику преобразований Фурье. 

Переход к случаю р£ (Ар) связан с импликацией /£Ьр (R, р)~ Л(х) = 
_ ./(«■֊)----£ Ц (Доказательство последней сводится к исполь-

X

зованию неравенства Гельдера и простейших свойств ХМВ-веса [19], в 
частности, удовлетворяющего условию
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| jx + ։'ГР?<со- ► 

я
Проекторы Р- = -|֊ [/ ± 5] определяют в Ц (R, р) линеалы 

Ц* (/?, р) = P֊(Lp(R. р)). Очевидно, что Lp (R, р) = Ц+ (/?, р) Э 
(J)Lp—(£, р). Введем также оператор Е, умножения на функцию 
exp [/хе].

Предложение 1.2. fa(Lp (R, p)) = L/> (R> р).
В пространстве LP(R, р) рассмотрим два оператора:

Аа «= Р+ + ехр [гхя] Р~ и

К. f=-2- (■ f (() dt. (11>
2kZ J t — x

я

Теорема 1.3. Если о > 0, то оператор AQ обратим Справа и 
ker А, = (/- fa՜1) (imK,) = (/-EV) (Ц± (R, p)).

Если о < 0, то оператор А„ обратим слева и im Ля=кег л|Я/= 
= Lp (R, р)ф£а (Z.7 Р))> coker А„ = imf» = Ц’|-(Р, р)).

В обоих случаях А7՛ = А-а.
◄ Наиболее существенной частью доказательства является установле

ние равенства im Ка = L’+ (R, р), опирающееся на исследование инте
грального представления (1.1). Вначале доказывается аналитическая про
должимость функций вида (1.1) через вещественную прямую R. Тут воз
можны различные рассуждения, в том числе и аналогичные «принципу 
устранения особенностей». Второй шаг состоит в получении оценки в окре
стности бесконечно удаленной точки. Стандартным путем он сводится к 
неравенству

sup !(, + «■. + ,■) “Pl“°]-exp[-W<] 
■Г6Я I X — re1*

fC io. ։«)

которое доказывается вполне элементарными средствами. ►
Всюду ниже в этом параграфе а > 0. Следующие утверждения явля

ются прямым следствием теоремы 1.3.
Предложение 1.4. Линеал L.p(R, р) замкнут в метрике про

странства LP(R, р).
Предложение 1.5. Lf (R, р) = Р* (Lp (R, р)) = (R։ р) Q

®Е^ (L*(R. р)).

Предложение 1.6. (^±(7?, р))*~ (R, р1֊’), ± + J_ =
Р Ч 

Определение. Целая функция $(z) экспоненциального типа а на
зывается ф.т.с., если она удовлетворяет условиям:

I) все ее нули лежат в горизонтальной полосе

liZl < H(z = х + iy);
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II) неравенство

О < т < |s (х + iy), < М< оо

выполняется для некоторого фиксированного значения у = у1:
III) тип s(z) в верхней и нижней полуплоскостях одинаков.
Относительно множества [xA]zez корней функции s(z) в дальней

шем будем требовать, чтобы выполнялось условие
О < <4 1*« — z„'> к п.

Теореме 1.11 предшествует ряд вспомогательных утверждений.
Предложение 1.7. Пусть (А%). Тогда существует та

лая функция р+(х + (у), аналитическая в полуплоскости П+= 
= [я| у > 0), не обращающаяся там в нуль, и при надлежащем выборе 

.ветви функции (х 4֊ {у 4֊ /)-д удовлетворяющая условию (х4-ф + 
•(-/)~рР+ (х + й/) ^Н\ (#)> что 'р+| = р почти всюду на R.

4 По лемме Рохберга—Дынькина [22—23] для любого и £ (Ар), 
где Г = !х||х| = 1|, найдется функция ш+^//1(Г)/ отличная от нуля 
всюду внутри Г и такая, что |>»+| = и> почти всюду на Г. Пусть теперь 
ш (г)—соответствующая функция класса /^(Г), определяемая леммой 
Рохберга—Дынькина для веса ш = |1 — <|/’“։Р 0, € (Др)- Тогда

искомая функция р+ (х 4֊ г'у) имеет вид

Р+(х4- iy) = / 2i у~* 
\х + iy + i)

/х + iy — f\ 
\x + iy -h i )

Проверка выполнения всех утверждений леммы для указанной функции 
вполне элементарна ввиду того, что вес р локально интегрируем и для него 
выполняется [19] так называемое условие (В*)

С Iх՜ *ol\ рг ç , 
। \—Î7Î—/ Р^СрЛ/₽’

где Хо — центр интервала I. ►
Через Нр, р, 1<^р<^оо, обозначим банахово пространство функ

ций /(г), аналитических в полуплоскости П+ и удовлетворяющих ус
ловию

0\1/Л 
|/(х + /^)|/’|рт (x4-iÿ)]rfx) <со.
/

"P- f к

Аналогично определяется класс Н1։ р. Отождествляя пространства
Нр, р с подпространствами £р:(/?, р), получаем [24], что

(Я±р)*~/4%1֊9, ± ± = 1.
Р ч
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Предложение 1.8. Пдсть f (R, р). Тогда для любого. 
T^R

е~в |П р | 1/(' + iП1'|Р+ (х + » I Г) I < VC, (/?. ю < ‘ 

R
<e"r|'J |/(x+i7V|p+ (х + /|Г|)|.

R

◄ Если /ÇLp(/?, р), то ехр [ ± iza] f (z) Ç Hp՜, (. Поэтому для лю
бых y£R

J l/(x + ф)1'е-’1у|'1р<- (*+ 7!ÿ|)l=*fr< ВЛ₽- 

R
Для доказательства справедливости первого неравенства остается положить 
у=Т.

Для доказательства второго неравенства введем функцию g (z) = 
= /(г + 7Г)€Ь;0’?,| Р+(х + /Г)1), 7 > 0. Тогда е՜'*^ Ç Я֊~, где- 

p. р

р = 'р+ (х+ /7*)| и поэтому при — Т^д <0

| 1g (х + ։»? |Р+ (x + i(y + T))'dx < Jg|jP.

R

Полагая у = — Т, получаем

Ï/P < *ТР fl/(x + iT)P |р ь (х + i Г)| dx. •

H

Если же 7*<0, то g (z) =f(z + iT) Ç Lp (R, |p+(x — iT)\), и анало
гичные рассуждения подтверждают справедливость второго неравенства и 
в этом случае*. ►

Предложение 1.9. Пусть f(zHp.f и {z*)*ez — последователь
ность точек, удовлетворяющих условиям’

1) 0 < h < im Zh Н<^ «з; 2) |z* — zn| > 2 h, k=/= n. Тогда

SzI/(x*)|'’1p+(z*)|<c№.

Предложение 1.10. Пусть jQL,p(R, о) и [ztjtçz — последо
вательность точек, удовлетворяющих условиям՝.

1) |imz*|<^/7; 2) |z» — z„|^-2 А^>0, k^=n. Тогда

^\f Mlplp+ (z*-H7)l < cl/li՞, 
k^Z

где T =2 max [H 4֊ h, 2 A).
Предложения 1.9 и 1.10 являются прямыми следствиями предложения 

1.8 и леммы 3 из [12].
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Пусть з(г) — ф. т. с. типа а, < = 2Л, 7=2 шах {Н + Л, 2Л|. Че
рез 1Р։ ՛■, (г) обозначим банахово пространство последовательностей 
(/*!лег. суммируемых в степени р с весом 8={8*} = {|р+ (г* 4՜ гг7)|}, 
Я=(Е 1/*1'3*)։/'<з,

Теорема 1.11. Пусть [/*) 6/#. г(*)• Тогда ряд

/(г) = Е /* » (*) [5'4 (г4) (г - х4)]-‘ (1.2)

1) сходится на R в норме пространства Ьр (R, р);
2) представляет собой функцию класса Ь^(£, р);
3) дает изоморфное отображение пространства 1Р, г (г) на про- 

■странство Ьр(Л, р);
4) решает интерполяционную задачу /(гк)={к,

■< Так же как и при доказательстве теоремы 2 из [12] получаем, что 
отрезок ряда (1.2)

Л,« (г) = Е /* 5 (г) [*<” («*) (г - -г*)] -1 
к-1

оценивается следующим образом:

т11<сМл/+ . 
р. р

т -14-
֊где функция ® (г) = У /*[«+ ։Н— г*] ^НР, р при достаточно боль-

I
ших значениях //^>0. Далее

С
т \11Р

• sup (El? U 4- г-Н)П Р+ (г*+ /Г)]1՜’) 1/f, 
ф *€•?

где sup берется по всем функциям ։-?(П4.) таким, что Ц'?| = 1,
Я. Pi

,р1= |р+ (.с 4֊ z/7)|. Покажем, что

sup( Е I? (*к 4- iH)\q Ip-ь (г* + zT)!1-’)1'’ < с< оэ.

Т.Для этого положим Н= — • Очевидно, что множество точек (г*) и

монична в этой полосе так же как и функция ф

(г*) лежит в полосе |1тг|<^-----Функция |р+(х — гу 4՜ ։7)|1-’ субгар-

Т\«х4- ® + «-) 
“ / 

([25], с. 43). Отсюда как и выше получаем, что



/ т 4'^Таким образом, | ?| < Г ( X № 1?+ <** + /Г)|) ’ ОТКуда СЛедует сходи՜ 

мость ряда (1.2) в пространстве ЬР(К, р).
Второе утверждение теоремы является следствием предложения 1.4.
Таким образом, ряд (1.2) осуществляет линейное непрерывное отобра

жение пространства 1Р, ՛, (г) в пространство ЬР (Я, р). Нам осталось- 
доказать обратимость этого отображения. Для этого покажем, что 
любая функция /^Ьр(В, р) разлагается в ряд (1.2), где /*=/(д). 
Обозначим функцию, определяемую этим рядом, через g. В силу пред
ложения 1.10 (/(г*)) € 1р.«Поэтому § £ Ьр(Я, р). Так как г՜1 (^(г)— 
— И(О))^В„ то ([18], с. 184) 1# (г)К Ч М е’|у1 + |# (0)|. Аналогично- 
/(г)| < е’|у| + 1/(0)/- Для доказательства равенства / = £ рассмот
рим целую функцию ф = 5՜* (/—#). Повторяя с соответствующими 
изменениями рассуждения, использованные в теореме 3 из [12], по
лучаем, что в силу обобщенного принципа Лиувилля ф является ли
нейной функцией. Но фз^£р(Я, р), где поэтому ф = 0. ►

Теорема 1.11 дает описание целого класса базисов в пространстве 
Ер (Я, р), не зависящих от!<р<а> и рб (Ар). При описании ана
логичных базисов в подпространствах Ьр- (Я, р) оказывается полез
ным следующее элементарное предложение 1.12, дающее способ их по
строения на основе ф. т. с., имеющих как тот же самый тип СТ, так и тип 
ст, < ст.

Предложение 1.12. Пусть положительные числа з, ар з։ и 

а у довлетворяют соотношению з։= — = — ■ Тогда операторы Ег\ 
а 2

действующие по формуле (Е^*/) (х) = е~(х’։ /(—V осуществляют 

изоморфизм пространства Ьр (R, р) на пространство Ьр (Я, рг)г 
ме рх = р(ах).

В качестве следствия этого предложения получаем следующее утверж
дение о базисах в Ьр1 (Я, р).

Предложение 1.13.а Пусть числа а, ст,, ст. и а удовлетворяют усло
виям предложения 1.12, а ф.т.с. в (г) имеет тип о, и подчинена условиям 
теоремы 1.11. Тогда следующая система функций:

аехр[+ г (г — агь) з։] $ 

вк 5{|,(г*) (х — аг к)

образует базис, соответственно, в пространстве Ьр^ (Я,р). Коэф
фициенты /ь разложения функции / ^Ьр~ (Я, р) по этому базису 
принадлежат пространству 1Р.г(Х), где о= (34) = {'р+ (агк 4- /Т՝)’/, и
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решают интерполяционную задачу ]՜ Щ)=/к на множестве 
{’*) = ։«*)*€?•

◄ Пусть рх). По теореме 1.11

.Действуя на обе части этого равенства оператором Е; ։> переходим 
в пространство Lp՜ (R, р) и получаем, что

a exp [± iza։] s ( — )
/ = Ег1 = S g (z*) s,։) (z>) (г _ =

тде s/ (z) = exp [± iz nJ s ( — ) Sf (l) (Cjt) = a՜1 exp [± iZk ’г] s։,) (z* ). Oc- 
\ a /

тается показать, что (С*)) £ Ip, i. (Z). Действительно,

S |/*|P8*= Sk (z*)exp[± iC*n։]|'8a = 
к ‘ к

= S te(*t)lpexp[± apsjimzJSaCff^^ 6, 

поскольку множество {zt} лежит в полосе ly| < Н. ►
Отметим, наконец, что формулы (1.3) содержат в себе специальный 

биортогональный базис, являющийся изометрическим образом тригоно
метрической системы. Полагая в (1.3) s (z) = exp — j — ехР [ + j ’ 

нормируя получившуюся систему функций,

имеем следующий базис в Lp: (/?, р):

е^=(2^)'1еХР[±Д°1՜1. k^Z. (1.4)
4 ' х — 2 Kjfca՜1

Поскольку el՛ £ L~ (R), то биортогональность системы (1.4) доказывает
ся применением преобразования Фурье.

§ 2. Счетное множество разрывов

Пусть 2 = Ди{°°), Х={хп, n£Z}—произвольная возрастающая 
последовательность вещественных чисел при стремлении п от — оо 
к-]-оо. Пусть далее [а„, п £ 2)—произвольная последовательность 
неотрицательных вещественных чисел, удовлетворяющих условию

(2.1)
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Рассмотрим следующую функцию:
<о+ (х) = exp I i У, ----- -----] ’ (2-2 >

которая определена всюду на множестве R\.X. Действительно, пусть- 

для простоты хя¥-0 и хк<^х<^ х*+р Тогда

Кроме того, о>+ 6 (Я). т. к. Re exp ------——г = exp  -----------------  Г,.
I хп—х — iy | I (х„ — х)։ 4-у» |

ш4 (х + /у)| < 1 при у > 0.
Введем обозначение (х) = ехр>я (х), (х) = ian (х„ — х)“’г

nfZ, и рассмотрим операторы А = P+4֊aj՞ Р~,

(*7)(х)=гЦГ<,>+(*) -+-(х) (ад(х) = ^-.х 
2k/J t— х 2՜ i

u>n (Q—o>n(x) 
t — x

f(t) dt.

Теорема 2.1. В пространстве Lp (R, p) справедливо следующее
операторное равенство:

К = Y1 exp У Kk Kn • exp У. >.* • I, (2.3)<
л-Z k<n k^n

где ряд, стоящий справа, сходится сильно.

◄ Поскольку операторы А и К связаны равенством K=PJrA— 
— Р , то оператор К ограничен в пространстве LP(R, р) a im Kez 
ez Lp (R, p). Аналогичными свойствами обладают операторы Кп, n^Z.. 
Введем также оператор •

Tbm= у exp £ /i'/C.-exp 2 л*-/ . 
я——у *<л к> п

и покажем, что ЦТ,, с, где с не зависит от /, т. Кроме того, для- 
любой функции f^Lp(R, р) . последовательность Kf-*Tj,:nf при 
j, т^- сп почти всюду на R. Поскольку Kf — Т/, т / ^'Lp (R, р), то по- 
теореме Г. Ц. Тумаркина ([26], с. 268) ряд (2.3) будет сходиться сильно.
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В самом деле

(гЛмЛ(*)»т-.Г £ m*)+s >.*(/) 1-
2r.lJ n--j\ L*<n *>n J

R
— exp F £ ).*U)+ S X*(f) ]֊֊<« = 

L* n k>n J t — x

= A- f(exp [ S M*) + 2 *֊> (01 ֊ exp I S X* (x) + £ X* (/) Jdt = 
2 ~IJ *<-/ *>-/ i m k>m t—X

R
= —exp £ X4-S-exp S ).*•/•-----^-exp £ MS-exp £ \t-f.

2 *< -/ *>-J 2 к m k>m

Поэтому ЦТ/, m/KjS/J <с|Д где с не зависит от /, т. Далее

рехр X МО —ехрЕМ*) „
2к/{К— Thm)f=\---- --------------------- И<=1-------exp X X* (0-/(0 dt—

J t — x k>~J
R

(2.4>
- exo У Xa (x) f eXP^ X* ~ eXPb^ X* (X) 

exp A * ---- --------/(0 d t..
R t---X

Пусть x( X. Рассмотрим функцию

p /^\_ f expS M0~ exp £ X*(x) 
гm \X) — I k>m k>m

R t— X
и покажем, что |Лт (х)| -»֊ 0 при т -* со. Для этого, прежде всего, оп
ределим такое N, что

N
IF {Л1 <' е л f ехР S 1к (0 — exp U X* (х)

-f- ։ __________ к>п f(f)dt
-N t — X

равномерно no ni. Для этого введем характеристическую функцию f,u мно
жества М = (— оо, — Л՛) U (N, оо) и проведем следующие оценки:

f exp X Х4 (0 — exp S X* (x) ,. 
к, m k>m J (0 dt <•

M t — X

-< (1.« /I ( JI e>p.??(')-e,p^>w I «)

M ' t — X '

, exp J] Х>(0 exp^jXi(x) «\V? / p \V?
< Bl.il/ (sup ___ ■ _(f-rO ) ( P------------------------------- —dt) <

\ ” t-x f \J k-H՛’ /
м

сг^ч^р-ЧОк+О-’л)17’ для 7V>2|x| + l. 

M
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Увеличив, если это нужно, К и зафиксировав его, получаем далее, что

Г ехр (/) — ехр К» (х)
3 I — х

X

е
X ехр X (07(0 +-5- <

/•А *

ехр р* (<) — (х)]—1|

\1/<
V ( БИр -------

-V I ~Х
R

. . . ол(( — х)
X з։п------------- г;--------- г

2(ха— О (х* —х)
/ I °* (* + о ?\ ■/«

з

.для достаточно больших значений т.
Аналогично доказывается, что при / —► оо первое слагаемое в равен- 

.стве (2.4) стремится к нулю. ►
Перейдем к описанию базисов в подпространстве К(ЬР,(К, р)). Сле

дующее предложение устанавливает связь между этим вопросом и 
результатами предыдущего параграфа. Пусть зя =£ 0, п £ Ё.

Предложение 2.2. Оператор Кп в пространстве ЬР(Р, р) 
.подобен оператору К„я вида (1.1) (с заменой там а на эя) в про- 
•странстве ря), где ря (£) = ИО-2Р(хя — г՜1), т. е. Кп~ ТПК-,ЛТ~\ 
где

(7’я/)(х) = (хя-х)-7((хя-х)-1), (Т^' (Хл- Г1).

◄ Поскольку оператор Т^1 осуществляет изоморфизм простран
ства ЬР(И. р) на пространство Д>(Я, ря) и ТЯ5=5ТЯ [10], то утверж- 

.дение предложения является следствием формулы КП~Р' (шя—1) Р~• ►
Теперь мы можем описать базисы в подпространстве Кп (ЬР (R, р)).

Пусть sn(z),n£Z, ф. т. с. типа—> все корни которой я,п лежат в

^полосе ширины Нл. я расстояние между которыми превышает 2ЛЯ, 
Тп = 2 шах\НП + Ая. 2АЯ}. Пусть далее ^Я(Z) — пространство по
следовательностей, суммируемых в степени р с весом оя= (йя/)/ея, где 

■<М = |ря+ (г.ч/ + гТ’я)!, а функция ря+(д) определена предложением 1.7 с

заменой р на ря. Полагая в предложении 1.12 а = 1, а1 = з2=

■° = а.и получаем, что система функций
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образует базис в пространстве (/?» рл), а коэффициенты разло
жения по этому базису принадлежат пространству 1Р։ гя (2). Применяя 
к системе функций {е^} оператор Тп, в силу предложения 2.2 полу
чаем такое утверждение.

Предлож ение 2.3. Следующая система функций, образует 
базис в пространстве КЯ(ЬР(Р, р))

ехр I (х„ — х)-1 — Znj) sn ((хп—х)՜1)

(х) = 5^^(1-дяДха-х)) ’ ^Z- (2-6>

Коэффициенты разложения по этому базису принадлежат пространству 
где

% = (Мл* = 1^nj+ i ^)l)Jez- (2-7>-

Замечание. Используя представление внешних в смысле Бьёлинга 
функций в виде экспоненты от интеграла Шварца ([24], с. 92), для функ
ций ря+ (г) можно получить явное выражение.

Пусть ЛГ= 2'Х^, $ = (п, у) £М. Рассмотрим систему функций: 
(еМле.иС Ьр (R, р) следующего вида:

f e-j> s ■= (оо, j), J^Z,

I exp [ja_ x] • П exp X* • e +,, s = (n, j),n, j £Z, 
( *<« 1

(J.8).

где e^j имеет вид (2.6) для n^Z и вид (2.5) для п = оо.

Тер рем а 2.4. Оператор А = Р+ + ш+Р՜, где ш+=ехр (w.xjo)*՛, 
а ш+ имеет вид (2.2), непрерывно обратим справа в пространстве 
LP{R, р). Один из его правых обратных операторов имеет вид 

А՜1 — Р+ + (шт)՜՛ Р~. Кроме того, dim ker А = <х>, а система функ

ций |(1 — (ш+) ")е*),б.н, где е? имеет вид (2.8), образует в ker А 
базис.

В доказательстве нуждается лишь утверждение о- подпростран- - 
стве՝кег/1. Вначале покажем, что ker (Р1՜ 4֊ о>h Р“) = (1—(w+)՜՜') im/S 
Заметив, что <о՜՜ = (а>+)-1 £//J (Р), положим ? = Kf. Очевидно, <р £ 
^Lp(R, р). Тогда

‘°՜ f ~ °>+ (0/ (0 dt =
2« г J t — х

R

где а+ — Р^ [со՜1 /], т. е. <о 1тКсЬр(Р, р). Отсюда следует вложение 
(1—ш՜) 1т Рсзкег (Р++ ш+Р՜). Пусть теперь ф £ кег (Р+-|-ш+Р՜). 
Тогда
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т֊+ —р+։р== — ш* < = — — ш+Ф --֊֊•?• ? =

= J_ Г .<■(*)-<(х). (() dt>
2 кг.' t—х

R
т. е. ®+ С imAT. В силу предыдущего «р- = —(‘»+)“‘Д7(Р, р), т.ё. 

-<р£ (1 —(w+)-’ im К и кег (Р+-Ь ш4՜ Р")с (1 — «>“) im Р.
Теперь покажем, что

кег А = (1 -(ш+)--1)(Е;-(/г> р) © £,„ (im К}). (2.9)

Здесь © — знак прямой суммы. Действительно, оператор А допускает 
разложение в композицию

Л=(Р+ + £,иР-)(/’+ + <«+Р՜) (/-(/֊£։.)Р+ ш+р֊), (2.10) 

где оператор, стоящий справа, непрерывно обратим и (/—(/—Е,я)- 
-Р+<о+ Р՜)՜1 =/4- (/ — £а<в) Р+ш+ Р՜. Элементарными рассуждениями 
из равенства (2.10) получаем с учетом теоремы 1.3, что Р“(кегД) = 

= — (ю*)՜1 im К — (<»+)՜' Ц”+ (Р, р). Поэтому Р+(кег Д) = — <и+• 

•р-(кегЛ) = Ц“+ (Р, р) 4- Е.а (im К) и кег Д =(1 - (®+)՜*) (Цх+ X 
X (/?, р) 4՜ Еах (irn К)). Осталось показать, что 'сумма в последнем 
равенстве прямая. Поскольку im К= Р¥ (ker (Р4՜ 4՜ ? )), то линеал
ДкпПтК) замкнут. Если предположтть, что /£ЦХ (R, р)П£»я (im К), 
то/ = 0, так как изЬ,в+(/?, р) следует, что E7*f^Lp(R, р), в то 
время как imAcAp (Р, р). Таким образом, формула (2.9) доказана.

Из теоремы 2.1 следует, что

м* (X) = Ц- + (Р, Р) ф (im К) =

= (R, р) ©■£» а, ( S ( П ехр >.*) • im К).
k<n

Покажем, что в этом равенстве знак 2 можно заменить на ф. Нам доста
точно проверить, что для всех / £ Z . !

(П expX*)-imP) П М/ (X) = (0|, 
*</

где М/ (Z)= S Пехр).*4т Кп. Пусть /£(П exp >.*)-im Р/ПМТ(А՜). 
n£Z А<л *</ J \ ։n+j

Тогда существует последовательность [/,) <=М/ {X), сходящаяся к /■ 
Функция /У+ = ехр(-g).*]•/eimPya4(Р, р). Поэтому ^? = РЬ • 

•ехр[—*2 l*]/j-»/у՜. Поскольку

gt im 2 exp 2 h-Kn = '

= exp j^2 ).*] • P+ (ker (P+ + Пш* • P-), • 
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а последнее множество замкнуто, то вопрос сведен к равенству 
im К, Л ։m X exp X '■*՛ Кп = [0], которое доказывается аналогично фор-

•>/ *<Л

муле (2.9).
Учитывая предложение 2.2 и теорему 1.3, получаем, что

М+ (Z) = L^+(/?, Р) $ Е,х (ф(Пехр).*) Tn(L;"+(R, Р,))), 
n£Z *<л

откуда в силу предложения 2.3 получаем справедливость утверждения 
теоремы относительно базиса в кег А. ►

Как обычно (см., напр., [28], с. 406), проблема коэффициентов раз
ложения функции ? £М+(Х) по базису (2.8) сложнее вопроса описания са
мого базиса. Здесь мы остановимся лишь на двух частных случаях.

Пусть вначале р = 2, р = 1. Тогда стандартная техника гильбертова 
пространства приводит к такому результату.

Предложение 2.5. Если. LP(R, ?) = L2(R), то система функ
ций (2.8), где

и /о -jexppj.x] —1 
e_,= (2™J ~ 

- } exp [г'ая (x„ — ж)՜1] — 1
d n • - 1 j v ՛ Л» ytA

образует ортогональный базис в пространстве Мч (X).
Для того, чтобы <р £ М+ (X), необходимо и достаточно, чтобы

® ■= где £|с.,|3<ос.
ль.и лел։

◄ Коснемся лишь ортогональности базиса. Пусть вначале = 
= (п, /)• $*={т, к), где п^<х>, т-¥=<х>, п=£т. Тогда по теореме 
Коши

= с 1 expjza^x] П exp ) г -e„j -exp [/a_x] П exp/.r-e*t =J г<п г£"т
R

П ехр У г • enj • exp >.m • е™*, п ~^>т, 
т<г<п

ехр [—/.«] еяу П ехрХ, е-р п < т 
п<г<т

так как ехр(■ Дп (/?), ехр [—Хт] еЛ>(; А2՜ (/?). Для п = оо или 
т = оо доказательство аналогично. Если же т—п, то

< ei՜,» et, ~ j e”iе«* = J £ 
я

поскольку операторы Тп сохраняют в L։ (R) скалярное произведение. ►

5-И24



580 В. Б. Дыбин

Пусть теперь оя = 0 для л$[л1։ ла], nx<^na, т. е-. мы имеем де
ло лишь с конечным числом СПП"РазРывов. Результаты этого пара
графа сохраняют силу. При этом Л/=[лх, nJX Z, Х= (дгп, лх-С л -^ла),

M+U)=®( п expM rn(L^+(R, ря)). (2.11)
«»«I «•<* •*

Введем пространство lp, о(М) всех последовательностей {с*]4^.и» сум
мируемых на М в степени р с весом 3= вида (2.7)

("• „ \։/рS 2|ся/8Л/) <оо.
л-=л, лг /

Пусть ?£М+(А՜). Тогда ([29], с. 46) Н- S |®„|г где о„ — проекция 
Л— л։

® на л-ое подпространство прямой суммы (2.11). В силу предложений 
1.13 и 2.3 (S |с«;|/’3пу)։//’» где cnJ — коэффициенты разложения 

функции 4>я по базису (2.6). Поэтому и мы получаем, что
справедливо следующее утверждение.

Предложение 2.6. В условиях теоремы 2.4, где ш+ = 
Л»

= П ехр Хя, система функций 
л։

et = П ехр).**вл/, s = (л, у), л£[лг, л։], /£Z, 
л,- 4-՜ л

образует в ker А базис. Для того, чтобы <р £ кет А, необходимо и 
достаточно, чтобы 9=22 с^е+, где [cj £ lp4 (М).

sQM
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Վ. Р. ԴԻԲԻՆ. Հաշվել]։ թվով եզակիություններ ունեցող անալիտիկ ֆունկցիաների 
տարածություններում բազիսների վերաբերյալ (ամփոփում)

Լավ հայտնի է Բ. Յա. Լևինի թեորեմը կքսպոնենցիայ տիպի ք (շ), X 0 Շ1, / (.X) 6 Լր (^). 
ամբողջ ֆունկցիաների բազիսների մասին. Այդ թեորեմը տարածվում կ (X) 0 X

X (ք?, ₽)> PQAր Դ^պքի վրա. Արդյունքը կիրառվում կ & օպերատորի կորիզի բնոլթադրման 
խնդրում, որտեղ խ~ն ս ինգուշ յար օպերատոր է 7Լ-ի վրա, որի գործակիցներն ունեն հաշվեք ի 
թվով համարյա պարբերական թռիշքներ։

V. B. DYB1N. Bates in analgtic function spaces with a countable number 
of singular points (summary)

There is a well known B. Ya. Levin theorem concerning bases in the space of 
exponential type entire functions /(x), ։0C։, f (x) ^Lp(R). l<p < oo. This theo
rem is extended to the case f (x)£Lp(R, p) with pg Tip. An application in given to> 
ths characterization of ker A, A being a singular integral operator on R with the 
coefficients admitting a countable set of almost-periodic jumps.
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С. А. АЙРАПЕТЯН

О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В КЛАССЕ ФУНКЦИОНАЛОВ
• ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РОСТА

1°. Пусть 5—пространство Шварца бесконечно дифференцируемых и 
быстроубывающих функций в R", 5'—пространство линейных непрерывных 
функционалов над 5.

Рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений:

(о+/(0, <>о, хе л». а) 
о I к \ ох /

где Р (’)—квадратная матрица порядка т, элементы которой полиномы 
< \ д \ •по переменным з = (з։.• • •, з„), —- = / —— , • • —— I, г—мнимая еди- 

дх \Охх Охп /
ница. Компоненты свободного члена / (/)=(Д (/), • • -,/от (<)) и искомого 
решения и (1)=(иу (/),• • •, ит(/)), при фиксированном С>0 являются функ
ционалами из 5'. Производные по х/(։ = 1,---, п) понимаются вобоб- 

щенпом смысле, а производная по г в слабом смысле, т. е. ( ■ ՝ , у \ 

— обычная производная (м (/), '-р) по I при фиксированной р.
Будем говорить, что I раз непрерывно дифференцируемый по I 

вектор и (Г) = (и1(Г) ,• • •, иш(0 ) : [0, + ^о).-*5'т принадлежит классу 
Е/(5/т), если существуют положительные постоянные С, с։, с2 и на
туральное число у такие, что имеют место следующие оценки:

Считаем, что заданная в полупространстве 0, х £ /?п беско
нечно дифференцируемая по х= (х1։ • ••, хч) и 1՝ раз непрерывно диффе

ренцируемая по / вектор-функция и (/, х) = (и1(/, х),* (Л х) ) при
надлежит М‘, если его компоненты удовлетворяют оценкам»

1Р; /Л Му(Р, х)| С С* (1 -Н <“* )(1+]х.г)В։, ։=0,1,-.,Л;=1|.-.,т,^6^’
(3)
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где Ск, ®1։ а։—постоянные, зависящие от и (/, х), причем аг и а, не за
висят от к.

Пусть /—единичная тл-мерная матрица, >֊х(з),-■ •, )„(а)—корни ха
рактеристического уравнения

Не! (к 7— Р(з)) = 0, 0^/?*, (4)

расположенные в порядке возрастания их действительных частей, т. е.

Ее (о) < Ее > ։ (а)< • • • < Ее /■„, (а), а £ /?л. (5)

Предположим, что

Ее л, (а) С 0, НеК,+1(=)>0, 3^/?՞, (6)

причем Ре),,..! ։ (а) = 0 в конечном числе точек а, где г—постоянное целое 
число, не зависящее от О.

Задача типа Коши для системы (1) в классе Н, состоящем при фикси
рованном I из функций класса Ь " (Е՞) и их обобщенных производных лю
бого порядка, растущих при I —*■ 4՜ °° не быстрее полинома, исследована 
в работах [1—3]. Вопросы существования и единственности решения та
кой задачи для системы (1) и для одного уравнения высокого порядка с 
нулевыми свободными членами в классах (З'т) рассмотрены в работах 
[4-7, 11]. Отметим, что класс Е/(5'т) шире чем класс Н. В класс Н 
не входят полиномы, в том числе и константы, а в Е/(5'п) входят все 
полиномы.

Основной результат настоящей работы сформулируем в виде двух 
теорем.

Теорема 1. Пусть корни характеристического уравнения (4) удов
летворяют условиям (5) и (6), причем /?еЛг+1 (а) = 0 в конечном числе 
точек а, тогда система дифференциальных уравнений (1) имеет решение 
из класса Ег(5''”), если свободный член /֊функционал из класса 
Е? (£""). ?

Теорема 2. При условиях теоремы 1, если { =/.(1, х)—обычная 
функция из М°, то система (1) имеет решение из класса М1.

2°. Для простоты изложения будем предполагать, что равенство 
/?е% г+1 (а) = 0 в (б) достигается в единственной точке о = 0. Тогда вер
ны следующие оценки [8]:

Р-у (’) I < Со (1 + )*, о 6 /?", ; = 1, • • •, 7П, (7)
|КеХ,+1(о)1>с1|з|*(14-!а;։)-№, (8)

где Со, No, с„ и а—некоторые положительные константы.
Обозначим

У (>■/--л с) г1 <0-. °бля, (9) 

Т±(’?

где "+ (а)—замкнутый контур в полуплоскости Ее л>0, охватывающий 
все корни характеристического уравнения с Ее )֊^>0, 7՜ (з)—контур, ох
ватывающий корни только с Ее).֊CO՛ Матрицы Р^(з) бесконечно диффе
ренцируемы всюду, кроме, быть может, точки нуль. Из оценок (7) и 
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(8) следует, что контуры у(з) можно выбрать так, что для элемен
тов матриц Р- (։) имеют место неравенства

|£)*Р1}(’)|֊<С*Н-’*(14-!о|2)ЛГ*. ’¥=0, к^гл+, (10)

где С*, а*, ЫК—вполне определенные положительные константы.
В дальнейшем используются следующие формулы, доказанные в [9]:

е'™ р֊(б) = Г еи ()./ _ р(3))-։ А (П)
2 л

т“<’)

е-'р<”Р*(о) = —!— Г е-!'(Х/֊/’(а))-1А (12)
2 ^2 и 

т+(-)

г+(о)+ р՜ (=) = /. (13)

Используя оценки (7), (8) и (10) в работе Ц1] доказывается, что элемен
ты е/}(/, а) матрицы е/Р(о)Р“(3) бесконечно дифференцируемы при £>0, 
а =/= 0 и вместе с производными по з удовлетворяют оценкам

ей а, з) | < Ск (1 + (Пк) |з.(1 -I- Г*, « ¥= 0, / > О. (14)

Аналогично доказывается следующая
Лемма 1. Элементы ец (I, з) матрицы бесконечно диф

ференцируемы при з =^= 0, Г > 0 и вместе е производными по а удов
летворяют оценкам

еу «, 3) I < Ск (1 4- Г* |з| -։* (1 + /□I»)'"* в՜'1' 1в-“‘1+1в1։>“ЛГ։ . (15)

3°. Переходим к нахождению частного решения системы (1). Преобра
зование Фурье по х приводит эту систему к эквивалентной системе обык
новенных дифференциальных уравнений, зависящих от параметра О:

Л^1=Р(0) И(О + -(О, <>0, ^Рп, (16)
а г

где V (0 и Я (0— преобразования Фурье решения « (0 и свободного 
члена I (0 системы (1), соответственно. Так как функционал / (0 принад
лежит Е” (5'т), то § (0 £ Е?(5'՞1), И(£) ищется вЕ<(5//п).

Пусть II (ст)—бесконечно дифференцируемая в R'1 функция, удовлетво
ряющая условию: Л(3)=0 при |з(<1 и А(з) = 1 при |з|>2.
Обозначим

(0 = Р±. (,) я (0, а * 0, О 0. (17)

(Корректность таких обозначений следует из (Ю)).
Из равенства (9) вытекает, что

5+(0 +я-(0=£ 10. при а=/=0. (18)

Определим последовательности 1Л (0, * = 1, 2,••• на функциях <{>£•£ 
следующим образом:
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/ *
(И7(0, Т) = У ?"(’)» Л<*°) ТС9))*» (19)

и

( И,+(0> ?) = ֊ | («”’ ₽м (#+■։). Л (V О) <Р (а)) <Л. (20)
б

Лемма 2. Если g (Ц—функционал из Е5(5//п), то функциона

лы И* (/), * = 1, 2»"֊> определяемые равенствами (19), (20), при
надлежат Е}(5'т).

Доказательство. Используя обозначения (17) для оценки 
подынтегрального выражения (20), оплучим

((е-’^^^Н-х), A (va) <p(a))| \

< S (g/(^>x)<(^ °) Л (vs)' <p (a)) I, 
i, y-։

где gjW, j = 1,2,- • •, m— компоненты функционала g (t), a ejy(", a) — 
—элементы матрицы er~pM P+ (=). Но так g(/)^E/(S'm), то сущест
вуют положительные постоянные С, clt с2 и натуральное число у0 та
кие, что имеет место

!()?/(/+х)։ ev(՝» о) A (va) <р (а) К С(1 4֊ (t + т)е‘).

7“Р № [е^(т, a) A (v a) ?(«)]|}. (21)

Введем следующие обозначения:

’) = с(I 4֊ (t 4- t)e«) sup { (1 + |a|» )'• X

Х1А)^л lD* («*/ (•» °) Л (v a) <p (a) ] [ }, (22)

J\ (t, t) = c (1 + (f 4- T)fl) sup I (1+1=|։ )e*X 
f»։>։

X S a) A(v я) <p (a) ]| |. (23)
1*1 */•

Из оценок (15) имеем
• !

1Л* [e//(s ®) h (V a) ? (a) ] < Ci (1+^) (1 +1V

• e~ei՜' i’l*<։+l’|։)“yV1 s 1= -՝p \Dk'-> [A (V a) cp (S) ] |. (24)

Пусть K—постоянная, превосходящая все значения jZ?4A(=) |, |А|-С/о» 
тогда |£>4A(va)| < A’v1*1, причем D4A(va) = 0, если |fc|=^0 h|s|>2/v. 
Из этих оценок и из (24) получаем

Ji(f> т) < С, (1 -|- (t 4- t/1 (I -J- t"J< ) e՜ c ’’ sup X |Z>*<p(<=)|, (25)
։/> ;*кл
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J\(t, < С 1 + (t + т)'1 (1 + /'*) X

X sup fe֊e’’<։+W-'V1 (1 -ь |e|« )"' £ |р‘ <р (3) |}, (26)
(•!>։ 1*1/.

Отметим, что постоянные, входящие в (26), не зависят от V.
Рассмотрим функцию

G N (р, Т) р-'' e-c' P > 5, T > о, 

где N—натуральное число, а с" и N, — положительные постоянные, входя
щие в (26). Исследуя на экстремум, можно убедиться, что функция 
G.v (р, т) при t ֊> -f- со имеет асимптотику G\v(p, t)=O(t-a'/-v> ). Следо 
вательно имеет оценку

Z (/. т) < С" (I + (t + t)fl) (1 + г"7.) (1 + -)֊ W*.

-sup [(1 + !о,’р+л X l^*?(=)|J. (27)
ое/г՞ . 1*к/.

Если взять в (27) Л достаточно большим, то из (25) и (27) следует 
сходимость интеграла (20), а также следующая оценка:

|(К+ (0, ч>) <£(W) sup[ (1-н=12)ту’+л’ S РЧ(°)|]. v = l,2,...֊ 
։>GJ?n 1*Г</.

(28)

Оценка (28) для ( И»՜ (/), ф) получается аналогичным образом. Сущест

вование производных( У* (t), ?) и оценки вида (28) для них следу- 
dt

ет из определения функционалов И? (/). Лемма 2 доказана.
Пусть Sj 10)—класс функций из S, равных нулю вместе с произ՜ 

водными до порядка j в точке 0.
Лемма 3. Если g (/) ÇE? (5'm) и q>Ç5/ (0) при достаточно 

большом j, то последовательности вектор-функций (19), (20), 
а также их производные первого порядка, имеют пределы при v —» оо 
для каждого /^-0, причем предельные функции удовлетворяют 
оценке (2) при г = 0,1.

Доказательство. Пусть g {t) £ Е° (5/m) и удовлетворяет 
оценке (2) при j—jo- Пусть далее ф Ç S/ (0), где j /0. Тогда если 
|А| -С /> то

!£>*‘Р(’)1<1’Г1‘| sup S |£И>(о')|. (29)
|о'|<|®| I?)-;

Так как \Dph (v я) | К то при 1/v <|a|-<2/v имеем
|D*À(va)<p(o)|<K(S Ci 2Р) • lof-1*1 sup X р'ч>(з')|. (30) 

Р<* |0'1<1“1>Р|-/
Если |о[ > 2/v, то А (■*□) = ! и тогда h (•/ а) ф (а) = (о) удовлетворяет 
оценке (29). Из оценок (24), (25), (30;, используя обозначения (22), 
получаем
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Z«, txcji-h#+ ’)'■) о + S'y

. sup [e-c'x|e։'b/-' s D‘«PHI], (31)
i/. ■i<x;<:2 1*|~/

где Сх—постоянная, не зависящая от v, а а' = max {у0, a*; |Aj-^y0). 
Рассмотрим функцию

Gj (р, -) = р'՜’՜ в֊'' ’■ ’՝ 5 Р 6 [0,2], т > 0, 

где /><*'—натуральное число, я и с'—константы, входящие в (31). Как 
и выше доказывается, что при 4֊ оо функция Gj (о, т) имеет асимп- 

/-«*
тотику О (т . Отсюда и из оценки (31) следует, что

, / *՛
J՛, (t, т) < С, (1 + (ГН)е'П ч-՜՞'*) (1 + х) ’ sup 2рА<р(<։)|. (32) 

1’1 1*1-/

Если взять в (32) j достаточно большим, а именно, j > a' -(-»(cj +п/Л֊1» 
то из оценок (26), (32) получаем равномерную по ч оценку 

|(И,+ (0, <р)| <C։(l + <ei) sup Г (1+MT’S ?(’)!],? 6 5/ (0). (33) 
«елЛ 1*1 >

Оценки вида (33) для (И,՜ (/), ?), а также для производных 
— р* (/), <р^ доказывается аналогично.

Из неравенства (33) и определения функции Л(з) следует, что 
последовательности (—гУ* (I), «р), , 1=0,1 фундаментальны при каж- 

\(1Г * /
дом /^>0, если ։р65/[0}, причем предельные функции

( Иг (/), <р) = Нт ( V* (/), ср), ср 6 3; {0) (34)
»-♦•о .

удовлетворяют оценке (2) при ։ = 0, 1 и лемма 3 доказана.
Пусть

(И(<), <р) = ((<(/),<?) + (ИГ(0, ч»), * = 0,1, 2,-(35)

Из равенств (11)—(13), (19) и (20) следует, что

Р(а) И, (f), ср -=(g(0, A(va) <р(з)), > = 1,2,- (36)

Если ср££у{0) при у > у0, то из определения функции К (з) и 
оценки (30) вытекает, что последовательность функции «, (з) = (1 — 
— А (V з)) <р (а) сходится к нулю равномерно вместе 6 производными 
до порядка у0. Но так как^(^) удовлетворяет оценке (2) при у=у0 и 
1 = 0, то

lim (g(0, A(va)<p(a)) = (g(/j, ср (з)), ср £ S, {0j. (37)V-»ao

Переходя в (36) к пределу при v—>֊оо и используя соотношения (34), (35) 
и (37), получаем
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К։(0. ։?у = (£(0> Т), |0) (38)

при достаточно большом /.
Для доказательства теоремы 1 нам остается продолжить функционал 

Ун (О из 5 . {0} на все 5, не нарушая оценки (2) так, чтобы он удовлетво
рял уравнению (38) при всех ф £ 5.

Пусть ф — произвольная функция из 5. Представим ее в виде

?(»)=? (=) £ Вк ? (0) ֊ + ?/ (я), (39)
1*1</ Л!

где (а)—функция из 5, равная 1 при |о|^-^-и 0—при |а| > 1, а фУ£ 

6 |0}.
Продолжение будем искать в виде

( И(/), Ф) = Е ся (О Р* <р (0) + (ио (0, ?/), (40)
|*к/

где вектор-функции сК (/) непрерывно дифференцируемы и при ?-»--|-оо 
растут не быстрее полинома, вместе с производными первого порядка.

Подставляя (V (/), ф) из (40) в уравнение (16) и учитывая уравнение 
(38), для определения сК (4), получим систему обыкновенных дифферен
циальных уравнений, разрешимость которой в классе функций, стремящих
ся к бесконечности не быстрее полинома, доказана в [1], стр. 291.

4°. Пусть теперь / (I, х) — обычная вектор-функция из класса М°. Вна
чале докажем, что система дифференциальных уравнений

—= Р 6’г}и л) + /(л х) <г> 
о { \ Ох /

имеет решение в классе М։, где |1 — достаточно большое натуральное число, 
а А, — оператор Лапласа в R" по х.

Производя преобразование Фурье по х в (1х), получим систему

= Р (а) И(0 + |ор и 8 (0, (16')
аг

где ;(0 = Гх[/(<>х)]. Так как /(#, х) удовлетворяет оценке (3), то 
£(/)£Е°(5'т) и удовлетворяет оценке (2) при />-2в։4-п +1, 1 = 0. 
Отсюда следует, что последовательности функционалов V* (/), задан
ных на 5 равенствами

(^(М = Ув(/-^(°)£-(-),|а|^Л(ча)<р(а)) <Л, 7=1,2,..., (19') 

о
••

( р+ (#), ?) = у е-֊р (” я' (/ + т), Л (V о) ф (о)) </ь 7 = 1,2,..., (20') 

о
определены корректно и принадлежат Е1։(5'т).

За счет выбора р можно достичь того, чтобы функция |о|2и’ф (о) 
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принадлежала классу |О] при достаточно большом /для всех £ 5, 
так что предельный функционал

И,(0= Нт |К (/) 4֊ И."(/)ь * 0 (41)

задан на всех функциях <р £ 5, принадлежит Е/ (5"') и является реше
нием системы (16'). Имеет место следующая

Лемма 4. Если / (I, х) £ М" и ц—достаточно большое нату
ральное число, то обратное преобразование Фурье функционала 
Ио(/), определяемого равенством (41), является обычной вектор- 

-функцией из классе М1.
Доказательство, /-ая кэмпояэяга вектор-функций ( Р, (/), <р) 

и <: 5 .՛ 1 । д

(К(*),<?)/ = —£ | (?/(< + -), |=|**в/7«)л(*։)?(’) )</-, ;=!,••-,/п, 
/-ио

гДе ^>(0~/-тая компонента функционала £ (0= [/(?» х) ], а е/у(т,з)
— элемент матрицы Р'' (□).
Обозначим через г? (-, х) преобразование Фурье функции

|*|* «!*/(*, 3) Л (уз) 
(14-иг

по переменным а=(зи-я„). Повторением рассуждений, примененных 
в леммах 2, 3 доказывается, что если р и з-р — достаточно большие 
натуральные числа, то гУ [у, х) непрерывна при т^г-О, х^Л’и удов
летворяет оценке

I | <--------------- ֊^2-----------------(42)

(1 + |х։)° 2 (1+т)’*+2

где С—некоторое постоянное число, не зависящее от и, а։։ и <х։—коне, 
танты, входящие в оценку (3) для / (/, х) при 7 = 0. Из определения 
функции гУ и оценки (42) следует, что последовательность функций 

(х> х) сходится равномерно по х £ /?" и по 0, причем предель
ная функция «о7 (т, х) также удовлетворяет оценке (42).
Функционал И,+ (#), компоненты которого определяются формулами

(^’ ?)' ~ ~' Д У/0 (* + <» х) * х? х) б՜, (х) V г = 1,- • •, т,

о
(43) 

является обратным преобразованием Фурье функционала И? (/). 
Здесь /у (/, х) = (1 -|- Дх)Уу(^, х), где /у (#, х)—/-тая компонента век- 
тор-функции /(#, х). (Чтобы убедиться в этом достаточно в (43) при
менить преобразование Фурье). Переходя в (43) к пределу при*—оо, 
получаем
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+ ') ♦ «о7 (", х) </■։, <р (х) ), ։=1, ■ т, £ S,

где Ио՜ (/) — обратное преобразование Фурье функционала ИоХ?) — 
= lim И? (/). А это означает, что функционал Vq (/) эквивалентен 

V-* я»
обычной вектор-функции, компоненты которой определяются форму
лами .

Ио./(f, х) = — £ J //“(О". х)* г‘о’ *) d՜, i=l,...։ т. (44)

Из оценок (3) и (42) следует также, что производные по х1 любого 

порядка от функций И+։ непрерывны и удовлетворяют оценке (3) при 

1 = 0, О О, х^К". Формула вида (44) для Уй, I (<, х) получается ана
логично.

Для завершения доказательства леммы 4 отметим, что если производ
ные по х, решения и (/, х) системы (1) удовлетворяют оценке (3) при 
/ = О, то и так как £>/ Ох и (/, х) при к ^,21 выражаются
через производные £>* и (/, х) и через производные Ох /((, х).

Лемма 5. Если /(/, х) — одномерная функция из класса М', 
то уравнение

4, и(/, х)=/(/, х), / >0, х£Я" (45)

имеет решение из М1.
Доказательство. Пуст »(£) = [/ (<» х) ]. Тогда из опре

деления преобразования Фурье получаем цепь следующих равенств:

?) = (/(6 *). /=■[?] (х)) = ро, х)Г№(х)4х = 

яп ,

= I ——I Се-<(х..)(1-|_Д։)Г։р(3) ^1 (/х> 
[1+1х,гГ Ч *

где а = а։4--^-| + 1» —постоянная, входящая в (3) для функции 

/(/, х). Из оценки (3) следует, что в последнем интеграле можно из
менить порядок интегрирования, поэтому

(g (О, ?)= l /~(t ’)(1 + А)~т(=) Л, 0-0, 
J *

где

Л(#,0)=Г/(О)^
•’ (1 + №)’

(46)

(47)dx, <>0,
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причем ясно, что

|£>{ /-(6 0)| < С'(Ц-Г'), (>0, з^/?՞, ։ = 0,1,---. I (47> 
а

Производя преобразование Фурье в уравнении (45) по переменным 
х = (х„ хл), получим

|а|* V (П = ?(/)» <>0, ^Яп.
Представим функционал ё (0 в следующей форме:

где Р(а)—функция из 5, равная 1 при [о|< ~и 0-при |з|>1. Обозна

чим
~ ( 0 (а) Г гч з* 1 1

(«.(О, т) ֊!/-('. ”)(1 + А)‘ ЪГ֊ т<’>- Е О‘т(0)- л.
Д' ||։| 1 1ч<м. иЯ

Из оценок (47) и равенства (46) следует, что (/)—линейный не
прерывный функционал на $ и удовлетворяет уравнению

(Н«о(О, ?)=(т ?(=»)<?(’)). ?€52֊+2[0}.

Легко установить, что существуют I раз непрерывно дифференцируе

мые функции ск (0 (|£| 2“ + 4), удовлетворяющие оценкам

С,(0) <С"(1 +/*■), *>0, |Л|<2» +4, /—-0,I, (48).
такие, что функционал У, (0, определяемый формулой

(«1(0> ?)==('цо(О. Т) + 2 С* (О £>* <р (0),
|*| < 2а +4

является решением уравнения

И8 = ? (°) я (0-
Так как функционал (() имеет компактный носитель, то его обратное 
преобразование Фурье представляется в форме [10, стр. 117]

«1(6 .т) в—1—(ох(6 а), е'^.’))
(2 п)я

или

+ 2 с*(0(«х)‘.
|1г|<2а +4

Из оценок (47).и (48) следует, что и1({, х^М2.
Методом доказательства леммы 4 устанавливается, что функции 

п։(<, х) = /7’Ц—£(0 1(х)՜
I I0,8 1 
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также принадлежит классу М1 и лемма доказана.
Теперь докажем утверждение теоремы 2 в общем случае. Пусть 

/ (/, х) — произвольная вектор-функция из класса М°, (/, х) — вектор-
- функция из М1, удовлетворяющая системе

х) = и0(!> х), (49)

где ы0(Л х)֊решение системы (V) в М1. Подставляя и0(Л х) из (49) 
в систему (V), получаем

дЯ—й~“р6г)1Го(/’ 4 =°>I \ с*.г/ )
откуда следует, что

д Х) ֊֊ Р (I֊֊} Го(6 х)֊ /(*, х) = </*(/) (50)
\ Ох/

где /— некоторое натуральное число, а (О— некоторая вектор-функ
ция. Из (50) имеем ։

к\ I О! \ Ох/ )х_о

Так как ЦТ'о^Л/1 и то </*(/) £Л/°, поэтому, как и в конце п. 3° 
доказывается, что система

■ х) - р({ х) = А(<) х*
\ Ох/ \k\ij

имеет решение вида

1Г(/, х) = X С к (!) х", 
!*։</

где с* (!) £ М1. Из вышесказаного следует, что и (!, х) = й^0(^, х) 4- 
4՜ № (!, х) принадлежит классу Л41 и является решением системы (1).

5°. Пусть корни характеристического уравнения (4) удовлетворяют 
условиям

Ие (а) < 0, Ие лГ։+1 (о) = • • • = Ие Л,։ (а) =0, Ие лг,+1 (а) > 0, а £ Яп, 

где г, и г։ — натуральные числа, не зависящие от а, причем строгие не
равенства Ке'лГ1(а)<^0 и Ие ՝1г,+1 (°) 0 нарушаются только в конеч
ном числе точек о.

В таких предположениях систему (1) можно рассматривать во всем 
пространстве —со<СУ< + °°, х£/?п и доказать теоремы, аналогичные тео
ремам 1, 2.

Для доказательства таких утверждений, вместо проекторов Р ~ (а) из 
(9) рассматриваются следующие проекторы:

р/(<,) = —*— I՝ ()./—р(0))-1 аеЯ", /=1, 2, 3, 
. 2 К г /

где 7; (о), / = 1, 2, 3—контуры в комплексной плоскости, охватываю
щие только корни характеристическо уравнения с Ее).<^0, ЕеХ = 0 и
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Re/֊ > О, соответственно, а вместо функционалов V-. (/), "* 1» 2>
из (19), (20)—следующие функционалы:

(И (/), ®) = J (e"P(o,fj(<— ■։). Л О <։)?(’)) d֊, 

О
։

(И’(/),<Р)= |'(е։/-^р(0,Я։(')> Л^а) ^аУ) d՜’ 

и 
ее

(V?(t), ?) = -- J (е-'-Р(0) gs (« + •'). М™) ?(□))</', 

о
где t £ ( — оо, 4֊ оо), v = 1, 2,• • •, gi(t) = Р^(°) ?(f)> / = 1. 2» 3 и
£(0 = М/('. x)J.
Ереванский политехнический 

институт им. К. Маркса Поступила 25. III. 1985

U. Ա. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ. հաստատուն ցործակիցնհրով անհամասԼո ղիֆերե£ցիսւ| 
հավասարումների համակարցի լուծման qnjnipjniGp րազմանդամային անով ֆունկցիոնալների 
Jjiuunuf (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է հաստատուն գործակիցներով ղի ֆ եր ենց իւպ հավասարումնե

րի (1) համակարգը է 0, X (; Rn կիսատարածությունում։ Ej («S’ Ш)—п// (/=0> 1, 2,•• • )
նշանակենք մեկ անգամ անընդհատ դիֆերենցեի ե (2) գնահատականին բավարարոդ Ա = (цр Աշ и 
• • • । И/п) * [0, *՜{՜ О©) —> S'm) արտապատկերս։մների ղասը, իսկ -ntf է 0, X £ Rn
կիսատարծոլթ յունում ըստ X-ի անվերջ ղիֆերենցեյի, ըստ է-Д մեկ անգամ անընդհատ դիֆերեն- 

ցելի և (3) գնահատականին բավարարոդ lift# X.) վեկտոր—ֆունկցիաների ղասը։
Ենթադրենք, որ (4) բնութագրիչ հավասարման արմատները բավարարում են (5) և (G) 

պայմաններին, ընդ որում Re (տ) =0 միայն վերջավոր թվով sQRn կետերում։

Այս պայմանի դեպքում ապացուցվում է, որ եթե f (է) Հ (S'm)(f (է, x) (չ M°), ապա (J)

համակարգը ունի լուծում Հպ (S'դասից (ЛП ղասից)։

Տ. A. HAIRAPETIAN. On existence of solutions for system* of nonhomogeneous 
differential equations with constant coefficients in a class of functionals with 

polynomial growth (summary)

A system of differential equations with constant coefficients (1) is investigated 
Under conditions that the roots of characteristic equation (4) satisfy (5), (6 )• 

and the equation Яе Xr+i (g) = 0 hes only finite number of roots aCRnwo prove that 
system (1) has a solution in E{(5'”). / (t) € E° (ճ'<") and ЛР if /(f. ։) Հ M°.
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В. А. АРЗУМАНЯН

ОПЕРАТОРНЫЕ АЛГЕБРЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
С НЕСИНГУЛЯРНЫМИ ЭНДОМОРФИЗМАМИ 

ПРОСТРАНСТВА ЛЕБЕГА

0°. Введение. Настоящая работа посвящена конструкции *-ал- 
.гебр, отвечающих преобразованиям с квазиинвариантной мерой, изучению 
.их структуры и основных свойств.

Алгебраический подход к теории метрических динамических систем 
наметился и получил первоначальное развитие в известном цикле работ 
•Ф. Мюррея и Дж. фон Неймана, [1] — [3]. Он приводит к изучению сла
бозамкнутых инволютивных алгебр операторов в сепарабельном гильбер
товом пространстве, называемых в настоящее время алгебрами фон Нейма
на: каждой динамической системе (X, у, G), где G— счетная группа, дей
ствующая свободно и эргодически, сопоставляется фактор (алгебра фон 
.Неймана с тривиальным центром) W (X, р, G), порожденный оператора
ми скрещенного сдвига и мультипликаторами. Классификация факторов на 
типы I, П„ Пк, III и первые примеры, реализующие каждый из этих ти
пов, были также даны Дж. фон Нейманом и Ф. Мюрреем, [1], [2]. Заме
тим (см., напр., [4]), что тип фактора W (X, р, G) определяется свойства
ми исходной динамической системы: если ц дискретна, то это фактор типа I; 
если ц непрерывна и эквивалентна G-инвариантной конечной мере, то тип 
его II,; если Ц непрерывна и эквивалентна о-конечной бесконечной G-ин- 
-Вариантной мере, то получается тип II если же для непрерыв
ной меры ц не существует эквивалентной ей инвариантной меры, то 
W (X, p, G) — фактор типа III.

Алгебру W (X, ц, G) можно описать также как слабое замыкание ре
гулярного представления некоторой равномерно замкнутой подалгебры опе
раторов С (X, у, G) в L2(X, ц), порожденной операторами сдвига и 
мультипликаторами. С алгебраической точки зрения эта С*-алгебра до
пускает аксиоматическое описание, представляя собой скрещенное произ
ведение коммутативной С*-алгебры и группы ее автоморфизмов. Такой 
подход возник не сразу и в настоящее время является частью общей тео
рии скрещенных произведений (см. [5], [6]). В связи с проблемой метри
ческого изоморфизма алгебру С (X, p,Z) детально изучал В. Арвесоп, [7].

Структура факторов, построенных по динамической системе, тесно 
связана с траекторной теорией, начало которой положил Г. Дай, [9], [10]. 
Каждой группе автоморфизмов пространства Лебега сопоставляется раз
биение на траектории действия этой группы, а две группы называются 
траекторно изоморфными (слабо эквивалентными, в терминологии Г. Дая), 
если их траекторные разбиения изоморфны. При этом эргодичность, суще-
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ствованис (или не существование) конечной (или бесконечной) инвариант
ной меры, а тем самым свойство соответствующей алгебры быть фактором; 
и иметь определенный тип, являются инвариантами траекторного изомор
физма. Г. Дай доказал одну из первых теорем, дающих критерий траек
торного изоморфизма динамических систем, установив слабую эквивалент
ность двух любых эргодических автоморфизмов с инвариантной мерой, [9]. 
Сейчас известно, что две любые счетные аппроксимативно конечные сво
бодно действующие группы автоморфизмов траекторно изоморфны, [8] 
В большом цикле работ ([11] — [14]) В. Кригер изучал, в русле траектор
ной теории, алгебры, построенные по динамической системе с квазиинва- 
риантной мерой, оперируя, однако, не траекторными разбиениями, а порож
дающими их автоморфизмами. Один из его основных результатов в траек
торной теории утверждает, что траекторный изоморфизм двух эргодиче
ских автоморфизмов (с квазиинвариантной мерой) эквивалентен изомор
физму соответствующих факторов, [14]. В работах А. М. Вершика ([8],. 
[15], [16]) изучены неизмеримые разбиения (таковы, вообще говоря 
траекторные разбиения) с помощью выделения из них класса ручных раз
биений, а также введено для факторов понятие карт айовской. подалгебры, 
наличие которой характеризует факторы, ассоциированные с динамически
ми системами. Заметим, что свободно действующая группа автоморфизмов 
с инвариантной мерой аппроксимативно конечна ([9], [11]) тогда и толь
ко тогда, когда ее траекторное разбиение ручное. В свою очередь, это экви
валентно тому, что разбиение является траекторным для одного автомор
физма (с квазиинвариантной мерой). Дж. Фелдман и К. К. Мур, [17], да
ли инвариантную конструкцию алгебр, ассоциированных с динамически
ми системами, сопоставив их непосредственно разбиениям.

Важнейшим классом факторов являются гиперфинитные (порожден
ные возрастающей последовательностью полных матричных алгебр), от
крытые Ф. Мюрреем и Дж. фон Нейманом, [3], сформулировавшими тео
рему (впоследствии доказанную Г. Даем, [10]): для счетной коммутатив
ной свободно действующей эргодической группы автоморфизмов, сохра
няющих меру, соответствующий фактор — гиперфинитный. Они доказали, 
что все гиперфинитные факторы типа'П։ изоморфны, положив таи самым 
начало классификации гиперфинитных (или, как их принято называть в 
случае бесконечных факторов, инъективных, [18]) факторов. Р. Пауэрс,, 
использовав С*-технику РГФ-алгебр, [19], построил континуум попарно 
неизоморфных факторов типа III. Новые алгебраические инварианты бы
ли предложены X. Араки и Э. Вудсом, [20], В. Кригером, [12]. В извест
ной работе [21], А. Конн, использовав теорию Томита—Такесаки, [22],. 
классифицировал Ш-факторы на типы П1х> [0, 1], доказав затем,. 
[18], что при %€ ]0, 1l[ все инъективные факторы типа П1А изоморфны. 
Аналогичный результат для фактора типа Ш։ недавно установил У. Хааге- 
руп, [23]. Классификация факторов типа Illi сводится, как показал. 
В. Кригер, [14], к проблеме классификации эргодических потокеп.

1 См. также [37], [38].
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Наша цель — изучение алгебр, построенных по динамическим систе
мам, отвечающих полугруппам преобразовании пространства с мерой. В 
настоящей работе на этот случай обобщаются многие из упомянутых вы
ше результатов. Как уже было отмечено, при рассмотрении групповых ди
намических систем оказывается полезной связь теории факторов с траек
торной теорией. В «полугрупповом» случае использование траекторной тео
рии становится необходимым орудием.

Пусть Т—несингулярный эндоморфизм пространства Лебега (X, р). 
В п. 1 строится алгебра С (X, р, Т), порожденная мультипликаторами и 
сдвигами. Доказывается существование условного ожидания на подалгебру 
мультипликаторов, что позволяет определить регулярное представление и 
алгебру фон Неймана W (X, р, Т). Основные результаты работы собраны 
в п. 2 и среди них утверждение, что W' (X, р, Т) — инъективный фактор, 
если Т эргодичен. В последнем разделе обсуждаются вопросы, связанные 
с типом полученных факторов, являющегося, очевидно, траекторным инва
риантом исходного преобразования.

Статья является подробным и дополненным изложением в более об
щем случае результатов, анонсированных в заметках [24] — [26] (см. так
же работу [27]) для случая эндоморфизмов с инвариантной.мерой.

Все не определяемые в тексте понятия, относящиеся к эргодической 
теории см. в статьях В. А. Рохлина [28], [29], книге П. Халмоша [30], 
к теории операторных алгебр — в монографиях Ж. Диксмье [31], [-32], и 
С. Сакаи [33].

Выражаю искреннюю признательность А. М.. Вершику, поставившего 
исходную задачу и уделявшего постоянное внимание к работе над ней.

Iе, Конструкция регулярного представления. Пусть (X, р) — про
странство Лебега ([28]) с непрерывной нормированной мерой, Т — несин
гулярное преобразование X (называемое также эндоморфизмом с квази- 
инвариантной мерой, или просто, эндоморфизмом), т. е. отображение X на 
себя, сохраняющее тип меры.

Обозначим через рл, л = 1, 2,--- меру рл (Е ) = р ( 7~п Е), эквива- 

d рллентную, таким образом, мере р и пусть s„ =--------соответствую-
d"-

щая плотность Радона—Никодима. Отметим, что для сохраняющего 
меру эндоморфизма sn = 1 mod р.

Пусть ЭХ — ЭХ (X, р)—алгебра ограниченных мультипликаторов 
в Н, изоморфная L~ (X, р). Элементы ЭХ суть операторы вида 
(М?/)(*)=¥ (*)/(*) с Операторы „сдвига“, отвечающие Тп> 

определяются формулой ((/Л/) (х) = 5л (ГЛх) 2/(Тлх), л = 1, 2,-- 
Предметом наших рассмотрений служит алгебра А = С (X, р, Г)—ми
нимальная С*-подалгебра В(Н), порожденная ЭХ вместе с оператора
ми Un, п = 1, 2,- • • и ее регулярное представление. Всюду в даль
нейшем С*-подалгебра, порожденная семейством операторов L в гиль
бертовом пространстве обозначается [£], алгебра фон Неймана 
— {£]. Таким образом, А = [ЭХ, Un, л=1, 2,---].
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Пусть — разбиение на прообразы Т\ т. е. ?я= 7*՜* е (e==s( —
разбиение иа точки mod р). Очевидно, что {:„)—убывающая последо
вательное™ разбиений, s ;х > • •.. Соответствующий проектор
Р■„ = Р), на подпространство функций в Н= L2(X, р), постоянных на 
элементах разбиения ;я задается формулой

(Л/)(х) = |/(.у) dp=n(x> (.у), (1.1)

где «я (х) — элемент которому принадлежит точка х, (р?|те=— ка
ноническая система условных мер ([28]). Положим (Q„/)(x)== 
= (/>„/)( 7”ях).

Следующие две технические леммы получаются простым счетом с пе
реходом к фактор-пространству X/jn с фактор-мерой |.1= и использованием ‘*Л 
транзитивности канонической системы условных мер.

Лемма 1.1. Для любых п, zn^N, п > тп, верны соотношения

(i) f f (х) g ( Т“х) (х) = ['с a/) (X) (х) г/ря (х), V/. S 6 Н;

(ii) Qn “ ()„։ Qn—mi
(iii) sn ( T"x) = sm (Tmx) S/i-m ( Tnx), Vxmodp.

Лемма 1.2. Пусть U = U^, V=U*, I—единичный ’оператор 
в H, W—оператор на Lx (X, р), определяемый формулой (ЦЯр)(х)= 
= <р(7х), тогда для любого п£N

(О Un— изометрический (полуунитарныи) оператор, унитарный, если 
Т обратим.

(ii) Для любого f£H, (Unf) (х) s„ (х)1 ’ (Qnf) (х).
(ii i) Un = U\ U'„= Vя.
(iv) VnU" = I, Un Vn֊Pn.
(v) V" M-. Un = MQn,.
Таким образом, алгебра А есть равномерное замыкание множества ли

нейных комбинаций операторов вида М? U" V'”Mi, ф, If.
Лемма 1.3. Алгебра А неприводима в В(Н) тогда и только тогда, 

когда Т — эргодическое преобразование.
Доказательство. Пусть В^А' (коммутант Л), тогда, в си

лу максимальности в В (И), существует 'Ь££°°(Х, р), для которо
го В=^М^, Из соотношения BU =UB, примененного к функции, тож
дественно равной, 1, учитывая (v) леммы 1.2, получаем W ф = ф. Таким 
образом. А' состоит из мультипликаторов, отвечающих функциям, инва
риантным относительно Т. Такие операторы кратны I тогда и только тогда, 
когда Т эргодично.

Введем алгебры Ап= Сп(Х, р, 7’) = [ЭХ, Р/,, 4 = 1, 2,•••, п], 
п = 1, 2,- - И Л» = С.(Л՜, р, Т) = [5К, Pk, 4£N], Ясно, что Л.-ми
нимальная С*-подалгебра В(Н), порожденная SR и всеми Pt, 
при атом ,
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50? с. Аг с А. с • • • с Л. с А, А-, = [ и А»]. (1.2)՛
п

Рассмотрим множества /я=(а^/4«, аРп — 0\, лЗ>0, /я=[а^Л», 
Р_«а = 0), л < 0, /л=|а6Л», аРя = а), л>0, /л=[а^Л_, аР-п = 
= а], л < 0. Очевидно, что /я, 1п суть левые (правые) идеалы при 
л^>0 (соотв. л<0), при этом /я=/-я, /я*=/-я и банахово про
странство 1п изоморфно А*Цп, л = 0, ±1,-—.

Наша ближайшая цель — построение условного ожидания с алгеб
ры А на коммутативную подалгебру 50?.

Лемма 1.3'. Пусть (X, р)— пространство Лебега, Р — проек
тор в Н = 1Р(Х, р) на подпространство скаляров. Тогда [50?, Р]= 
= [50?, К (//)], где К (И) подалгебра компактных операторов. Пусть 
р—дискретная мера, тогда канонически определено условное ожи
дание на подалгебру 50?, совпадающее с проектированием на диаго
наль в естественном представлении операторов из В(Н) в виде 
бесконечных матриц.

Доказательство. Достаточно проверить, что К (Л/)с[Ж, Р]. 
Пусть <р, ф тогда проектор Рр, $=(•, ®)‘?€[Ж, Р], так как 
Рт, ф = М\.РМ^. Предельным переходом легко .убедиться, что то же 
самое верно для любых <р, '^£Н. Таким образом, в [50?, Р]. содержат
ся все одномерные проекторы, а следовательно и все компактные операторы.

Если р — дискретная мера, то можно считать, что X — счетное 
множество атомов, Н—(X). Любой оператор В £ В (Н) представ- 

1 _ 1
ляется в виде бесконечной матрицы РГу — р (х) ՛ р (у) {В/х) (у), где

_ .1

/х — координатные функции, (у) = р (х) ', х, у£Х. Очевидно, 
что проектирование на диагональ р0, (р0 В)ху = 3* Вхх обладает все
ми свойствами точного условного ожидания.

Лемма 1.4. Пусть ; — измеримое разбиение пространства 
Лебега (X, р), Ж; — подалгебра 50?, отвечающая функциям, посто
янным на элементах разбиения 5, Р~-—соответствующий проек
тор. ̂ Тогда Же = [Ж, Ре]'.

Доказательство. Ясно, что любой мультипликатор из Же 
перестановочен с Р=, т. е. Же <=[50?, Ре]'. Обратно, пусть В£ [Ж, Р5]' 
тогда В = М$, Применив условие ВР^= Р-.В к функции, тож
дественно равной 1, получаем Р= •[)•=>[).

Предложение 1.5. Пусть (X, р) — пространство Лебега, 
I4»)՞ убывающая последовательность измеримых разбиений, 

= н)> ^=1> 2»"’> л. Тогда имеет место следую
щее разложение в прямой интеграл՝.

[Ж, Р1։ Р»,---, Ря]= [Жт, РгОф-• •, Ря(-։)]</р=п(т), (1.3)

где Жг =Ж(ъ Рт) для канонической системы условных мер (рх) 
по разбиению Ея, Рп(^)— проектор на подпространство функций 



Операторные алгебры 601

мз Р-)» постоянных на элементах разбиения, индуцированно
го в " разбиением 5*.

Доказательство. Для простоты предположим п— 1 (доказа
тельство общего случая отличается незначительными деталями). Итак д — 
измеримое разбиение X, докажем, что

[Ж, Л]= у [Я)?х, Р,]</ре(т). (1.4)

у■/«

где Р-. — проектор в £2 |ч) на подпространство скаляров. Комму
тативная алгебра фон Неймана 30?; определяет разложение Н в пря-

©
мой интеграл Н = | Н- ("), причем 35?= (Х/5, р;). Лемма 1.4

Л' / 5
утверждает, в частности, что [50?, Ре] с Ж;, откуда следует, что каж-

Ф
дый элемент [50?, Р- ] разложим. Легко проверить, что Р^= Рх</р=(*)

х/Е 
ф

и для любого ££“ (X, р), М-г=> М?х </р5(т), где —сужение о на՜

т. Следовательно, *-алгебра, порожденная 30? и Ре, содержится в пра
вой части равенства (1.4), откуда предельным переходом получаем

[30?, Р£] с у [30? х, Рхрр=(х). (1.5)

Л/с

Покажем, что имеет место и обратное включение. Достаточно предпо
ложить, что для почти всех т пространства (Х_, Р.) изоморфны (в про
тивном случае необходимо разбить X на множества, в которые попадают 
те и только те точки, для которых соответствующим элементам т разбиения 
С отвечают изоморфные (Х-, р-)). Тогда существует гильбертово, про
странство Но = Л’ (Хо, р0) такое, что для каждого ' £; имеется изо
морфизм №- : Н-֊> Но, при этом, если Р£[30?х, Рх], то В — №Г1ВО№'-С 
для некоторого Во£ [30?о, Ро]. По лемме 1.3х, АГ(//0)с:[ЗХо1 Ро]> следо
вательно ; 50?о, Ро/ = В (Но). В таком случае Н=2 Л2 (X/?, р; )0НО> при
чем, для любого разложимого В, В~ /0 Во. Поэтому

© . ©
у [30?х, Л] </р=Н |' [Ю?о (т), Ро (Т)1 Е/р: (т),

X|i Л7Е

где при почти всех 93?О (') = 30?о, Р0(т) = Р0. Из (1.5) следует
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© • ®
Р£ =։ Ро (֊) </|»= ('), М ~ Г (֊) (֊)

Л/£ Л

с «Ро^^(^в. Ро) ПРИ почти всех т, откуда и следует (1.4).
Замечание. Если с — разбиение с конечными элементами, то 

©
[ЯХ, Л] га | М\-.! (С)(/|ч0), где М. (С)—алгебра пХп матриц над по- 

л/г
лем С. Это следует из очевидного факта: подалгебра, натянутая на все 
диагональные матрицы и матрицу, отвечающую проектору на подпростран
ство скаляров, совпадает с полной матричной алгеброй.

Теорема 1.6. Пусть (X, ц) — пространство Лебега, Т — эндомор
физм на X, причем почти каждая точка имеет не более счетного числа про
образов. Тогда на алгебре А „ канонически определено условное ожида
ние на подалгебру ЯХ (индуктивный предел условных ожиданий на алгеб
рах Ап, которые в свою очередь, являются прямым интегралом проекторов 
на диагональ в соответствующих матричных алгебрах слоя).

Доказательство. Ясно, что для алгебр А„ выполнены условия 
предложения 1.5 .В силу леммы 1.3' для любого'6 тос! существует 
условное ожидание р. (определенное по существу на Р(£*(•:, р..))

© Ф
Пусть а£.Ал, а= | а.</р;("), положим рл (а)= | р. (о.) ('). Этот опе-

-У/£ хп
ратор корректно определен, причем езэзир }р. (а.)] < |а;|, откуда, заодно

Рря (а)2 < [а||. Ясно, что ря — точное условное ожидание. Из транзи
тивности канонической системы условных мер следует, что операто
ры р„ согласованы между собой (в том смысле, что рл+1 |Л„ = рл). За
дадим оператор условного ожидания рв на и Ап следующим образом:

Л *

если а£ и А„, а£А„, при некотором п0, положим рв (а) = рЛ, (а). Вви
ду того, что при всех п, |1рл(а)Ц-СМ» можно считать, что ря опреде
лен на всей алгебре Ах.

Определение 1.7. Состоянием типа меры на алгебре Ах 

называется состояние, определяемое формулой ши (а) = (х)

где а£Ах, а — функция из (X, ц), отвечающая мультипликатору 
рв (а). Представление построенное в силу конструкции ГНС
по состоянию шю, называется регулярным.

Положим 1ГИ(Х, р, Т) = (к-(Ди)). Эта алгебра изучена в п. п 
2, 3.

Замечание. Точно так же можно определить состояние типа 
меры и шЛ на алгебрах [ЯХ, Рг] и А„ (см. доказательства предл. 
1.5 и теор. 1.6), а также отвечающие им регулярное представление и 
алгебры фон Неймана П7(՝Х, н, 5) и 1ГЛ(Х, р, Т).
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Теперь наша цель — определить условное ожидание с алгебры А на 
подалгебру 2Х, а следовательно и регулярное представление.

Лемма 1.8. Пусть А—множество конечных линейных комбинаций 
вида

а—я 4- • • • ֊Г V а_1 4֊.а, 4՜ аг и 4- - • ■ + ат Нп, (1.6)

где А », к =— п, —п 4՜ 1. ՛ ՛ ’ > 0, • ■ •, п. Тогда

(1) алгебра А есть равномерное замыкание ^-алгебры А.
, (II) при п = 1, 2, •••, а ип = Ь О* (соотв. И՜" а= И~л Ь) тогда и 

только тогда, когда а — (соотв. а — а, Ь^А„.
(И1) Равенство а ип = Ь П" (соотв. \А~па=У~пЬ) при а, Ь^1Л 

(соотв. 1-п) эквивалентно а = Ь, л = 1, 2,•••.
Доказательство. Учитывая соотношения коммутации (у) лем

мы 1.2 и замечание .после леммы, проверка (1) тривальна. Следующие два 
утверждения вытекают из свойств /Л, /л и того, что Ц Л Д, = {0}.

Определение 1.9. Полугруппа С несингулярных преобразова
ний пространства Лебега (X, ц) действует свободно, если для любого 
g£(յ, отличного от тождественного эндоморфизма и любого измеримого 
ЕсХ, р(£)>0, существует ЕсЕ, !А)2>0, для которого |‘(/гП^՜' (^))= 
= 0. Будем говорить, что преобразование Т действует свободно, 
если свободно действует полугруппа {Гл|7-1.

Заметим, что эргодический эндоморфизм действует свободно.
Следующее утверждение играет решающую роль в дальнейших рас

смотрениях.
Теорема 1.10. Пусть несингулярное преобразование Т простран

ства -Лебега (X, р) действует свободно, причем почти каждая точка X

имеет не более счетного числа прообразов. Тогда, если а£А, а= Уяа_я + 
4- • • • 4-во+ ՛ • • 4՜ а>п ит, где а* £ 1к, к= — п, — и 4֊ 1,- • т, то

эир Цр< (а*)1КЦаЗ, (1.7)
к

где р~ — оператор, определенный теоремой 1.6. Формула р(а)=р-(а0) 

определяет отображение алгебры А на подалгебру ЗК, допускающее 
продолжение до условного ожидания на алгебре А.

Доказательство, (г) Достаточно показать, что |[р . (а0) || -< Ца{. 
В самом деле, пусть к<^0, тогда из этого неравенства получаем

Цех] > Ц£/_ДгаЛ > Цр^ (£Л*а)0[| = р« (Р֊к а4)Ц = Р-(а*) I-

При имеем |а|] = ||а*||>-рр» (а«*)1 = 5р«, (ал)||.
(11) Можно предположить, что все при достаточно боль

шом I. В самом деле, пусть £^>0, тогда, для любого к = — п,•••» т

существуют пк и ак£Ап., для которого !]а*—-------------- • Если
2 (и 4՜ т)

а = И1 а-п 4- • • • 4֊ а0 4֊ • • • 4՜ ат ит, то Ца.'1 > [|аЦ — ֊-> |рм (а*)8——> 
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> Цр- (а0) 0 — е. Осталось заметить, что нужно взять / = шах{л*, к = 
— —п, —, т}.
/ Итак, пусть а^А имеет вид (1.6), причем при всех к֊
Наша цель — установить неравенство ||а| [р. (а0) || •= р, (а0)

(!։։) Покажем, вначале, что существует семейство взаимно орто
гональных проекторов Мр. — М./Е, где характеристическая функция 
множества Ес.Х, р(£)>0, Е[\Е' — 0 при Е=]=Е', \ЗЕ=Х, для ко
торого

Ме а Ме = Ме а0Ме- (1.8)-
Действительно, из свободного действия преобразования Т следует, 

что для любого Ес.Х, р (/■)> 0 существует ЕаЕ, р(£) > 0, такое, что 
р(£П Т~кЕ) = 0 и, кроме того, Е и Т~к Е не. пересекают одновре
менно один и тот же элемент разбиения где г = шах {ш, п, /}, к = 
= 1, 2,- ■ г. Выделим из X подмножество Е, обладающее указанным 
свойством. Элементы а* (при к > 0) являются равномерными предела
ми конечных сумм операторов вида М;, г = 0, 1,- • •, I — к, по
этому

(Ме М^ Рк+1 М^Мт-.Ье]) (х) =

=7л(*)?(*) ( '/-т֊кЕ(у)\>(у)/(у) (у) =

(к+1со
= /Л (*) Ф (х)У Ф (у)Му) ^Н*т,(-г) (у) = 0, 

5*+,(х)ЛГ-‘£

т. к. либо х’ё Е, либо ((։)(?*+։ (х)П Т~кЕ) = 0. Отсюда, учитывая 
соотношения (у) леммы 1.2, следует, что Мрщ ик Ме—®- Точно так՜ 
же Ме У~к аь Ме—® и, следовательно, получаем (1.8). Теперь, если на 
чать с множества Х\Е придем к множеству Е', = 0, обладаю
щему тем же свойством. Воспользовавшись леммой Цорна, можно до
казать существование указанного в (111) семейства, обладающего в си
лу максимальности свойством II Е = X.

(IV) Заметим, что для семейства, рассмотренного в (ш) можно пред
полагать, что все Е пересекают почти каждый элемент разбиения только 
в одной точке. Чтобы понять это, достаточно рассмотреть дополнительное 
к разбиение с± и взять в качестве Е пересечение его с каким-нибудь 
элементом для которого мера такого пересечения отлична от нуля (та
кой обязательно существует, т. к. Б, состоит из счетного числа элементов). 
Пусть Е взято из этого семейства, тогда, в силу предложения 1.5 и лем
мы 1.3х,

МЕ(а0 — рг (а0) )МЕ = | Ме(-) (а0— Рг (а0))-Л/£.(՜) (т) = 0,

х/-г

т. к. Ме (")— диагональная матрица с одной, отаичеой ст нуля компо» 
нентой, а (а0— Р/(по))- имеет нулевую диагональ. Таким образом 
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МеоМе — Мео^Ме^МеР- (а0) Ме + Ме (а0 — рг (а0)) Ме — Мер- (а0) Ме.
{у) В силу того, что р» (а0)—мультипликатор, имеем окончательно

Н > зир \МЕ(1Ме1 = зир \МЕ р- (а0) МЕ\ — Ор- (а0) ||. 
£ £

(V)) Корректность определения р и возможность продолжения есть 
непосредственное следствие установленного неравенства.

Определение 1.11. Состоянием типа меры на алгебре А назы

вается состояние (о, определяемое формулой о (а) = а (х) </р (х), где

<а £ А, а—функция из Ь~ (X, т)), соответствующая мультипликатору 
р(а). Представление я = ка, отвечающее состоянию ш в силу ГНС- 
конструкции, называется регулярным (или фон Неймана).

Положим 1?(Х, р, Т) = |я (А) }. Эта алгебра подробно изучена 
:в последующих разделах.

2°. Структура и свойства регулярного представления- Результаты 
этого раздела формулируются в терминах теории Фелдмана-Мура, [17], 
элементы которой изложены в начале.

Пусть (X, р.) — пространство Лебега, R — отношение эквивалентно
сти на X, рассматриваемое как подмножество XXX. Пусть R измеримо 
и в каждом слое содержит не более счетного числа точек. На R можно 
ввести две эквивалентные а-конечные меры р, и рл, определяемые сле
дующим 'образом: фактор-мера р, по разбиению | (х0,уКЪ 
(соотв. фактор-мера рг по разбиению |(х, у0), у0(;Х}) совпадает с р а 

мера в слоях—считающая. Пусть/)= ---- соответствующая плотность
</р,

Радона-Никодима. Функция а на R называется левой конечной, если 
• она ограничена и существует п такое, что при всех х, у, | {х; а (х, х) =/= 
=£ 0} | 4- ] [х; а (х, у) === 0] | < п. Функция Ь на R называется правой ко-

нечной, если функция £>(х, у) Ь (х, у)—левая конечная. Пусть 
ф £ А2 (R, рг), а—левая, Ь — правая конечные функции, тогда формулы 
(4г Ф) (х, у) = х а(х, х)ф (г, у), (/?4ф)(х, у)= £ ф (х, х) Ь (х, у)

определяют ограниченные операторы на £8(^, рД Для произволь
ных двух левых конечных функций а, Ь положим (а-6)(х, у) = 
= X а(х, х) Ь (г, у), а*(х, у) =а(у, х). Тогда ЬаЬь = *,£<։♦=£-*<»

и, следовательно, множество \Ьа, а—левая конечная! образует *-алгеб- 
ру с единицей. Ее слабое замыкание обозначим №1 (X, р, R) и будем 
называть левой алгеброй фон Неймана, отвечающей, в силу конструк
ции Фелдмана-Мура, отношению R. Аналогично определяются правая 
алгебра (X, р, R). Эти алгебры являются коммутантами одна дру
гой, а вектор /.г (характеристическая функция диагонали 3 = {(х, х), 
х£ X} с R)—циклический и отделяющий. Модулярный оператор Д (в 
•смысле теории Томита-Такесаки, [22]) задается формулой (Дф) (х, у)= 
О(х, у) Ф (х> у)> модулярная группа автоморфизмов — соотношением
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ф/ (а)(х, y)=D(x, у)" а (х, у). (2.1)
Дияглнялиняя подалгебра (отвечающая функциям с носителем на диа

гонали) ЯХ является максимальной коммутативной в каждой из рас

сматриваемых алгебр, а любой элемент ее нормализатора 7V(3K), на
пример, в алгебре 1Г(Л, р, R) определяется функцией

■ ' ՛ 1
«л Ф (х. у) = Sy <Х) f (•։) D (х, Ф (х)) ’ , (2.2)

где |/(х)| = 1, а Ф—автоморфизм X с квазиинвариантной мерой, при
чем (Ф(х), х)£Я почти везде.

Вернемся к рассмотрениям и обозначениям п. 1. Если разбие
ние X, то R (?) будет обозначать соответствующее отношение эквива
лентности.

Определение 2.1, ([29]). Остаточным (или хвостовым) раз
биением эндоморфизма Т называется разбиение t ( 7'), каждый элемент 
которого вместе с точкой х содержит любую точку у, удовлетворяю
щую соотношению Т" х=Тл у при некотором п > 0, т. е. /(Г)=П?Я.

Л
Траекторным разбиением эндоморфизма Т называется разбиение "(Т՝), 
каждый элемент которого вместе с тучкой х содержит любую точку 

х= / у при некоторых л, тп>0.
Разбиения t ( Т) и т ( Т) вообще говоря не являются измеримыми, 

однако отношения, определяемые ими, измеримы. Введем обозначения: 
R(e)=՝'ji R (՝я) = Rn, п = 1, 2,• • ■, Rx։== R (t(T)), R = R (t(T՝)), тогда 
(см. п. 1) Zc=R1czR2a. ■ • • czR. czR, причем R„ = U Rn. Заметим, что 
даже для сохраняющих меру преобразований, R может не быть ин
вариантным отношением (т. е. L)(x, у) 1). Будем писать в дальней-

Л
шем х~у, если (х, y)^R,x^iy при (х, уи х =»у, если (х, у)£ 
(:Rn. Кроме того, введем обозначение Ря(х) = (х)(х) (см. п. I).

Предложение 2.2. В условиях теоремы 1.10, если (х, y)^R, 
Т х=Т‘ у, то D(x,y) = sn (T x) sm(T у) 1 ря(х) Нт (у) 1 почти вез
де.

Доказательство. Корректность. Пусть Tkx=Tly и пусть 
для онределенности Д>л, тогда Т'у = Г*х = Т*~՝ Т'х— Тк~я+!я у, 
откуда для почти всех у, к — I = п — т, т. к. Тдействует свободно 
и, следовательно, апериодично. Из условия транзитивности канонической 
системы условных мер и соотношении (iii) леммы 1.1 следует

Х*(Г*х) S, (Г'у)՜1 |Х*(х) H (у)՜’ =Sn(T!՝x) 5«(Г'Пу)-’р1(х) Нт(у)՜1.

теперь Rn, m = { (х, у) £ R, T" х = Тту}, Е„ (у) = ( х; Тпх=
Т у)՛ Для всякого f^Ll{R, р-), принимая во внимание указанные 

соотношения и опуская некоторые детали рутинных вычислений, име
ем (при п > т)
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[ / (х, д) 5л ( Тп х) 5Я ( Тт у) ’ р„ (х) Нт (д') 1 (*» У) =

*7

= Г *т ( ТтуУ ’ рт (у)՜1 [ 1! Зп-т (0 5т ( Тт {) Нт (О X 
Л (у)

X и /(х, у) На-и(х)] <М^) = [ </|‘= (') | Нт (у)՜’ X
'е£^-"(։) Х/=т

Х[ У «»-«(/) Р«. (О Е /(X, !/) Нл-т(х)]</н(!/) = 
/6А^ <У) г6£я-т('>

= | Зя —т (О Е #(*) Рл-м(х) </н(0= | (<2«-т^)0) 5я-ж(0^Р(0= 
'՛ ^“-т»>

= У?(0</»10)= | /(*> д) О» д)>

где 8 (0 = Е / (6 д^- Осталось заметить, что R = II Rn.ni 
уе£ят (/)

Напомним, что преобразование называется точным, если не су
ществуют нетривиальные множества ЕсХ, удовлетворяющие условию 
Г՜" Тп Е = Е при всех п > 0, [29].

Теорема 2.3. Пусть Т—несингулярный, точный, эндоморфизм, 
с не более чем счетным числом прообразов почти каждой точки. 
'Тогда (X, р, Т)—фактор.

Доказательство. Покажем вначале, что алгебры №„{Х, т/, Г) 
и №'Г(Х, н. R-) пространственно изоморфны.

(О В самом деле, пусть ;—измеримое разбиение со счетными эле
ментами, Р-, №(Х, н, с)՛"՞ соответствующие проектор и алгебра фон Ней
мана (см. замечание после опр. 1.7). Покажем, что алгебры (X, гь ;) 
и У?(Х, н, R (?)) пространственно изоморфны. Рассмотрим на 
R (Е) следующие функции р- (х, у) = р, (х) (х), тп? (х, у) = о* (х) (от
вечающие Р, и Му. Легко проверить, что Рр,В — В Рр-. для любого

(X, р, R (;)) и, следовательно, {Рр-., Рту, ф 6 ^-”1 с (X И. Л(?)Х 
Чтобы доказать обратное включение, заметим, что центр алгебры 

(X, р, /?(;)) есть подалгебра диагональной подалгебры {Ятф}, от
вечающей функциям, постоянным на элементах разбиения ;. Поэтому 

(X, р, R (?)) допускает разложение в прямой интеграл факторов 
Ф

и^(т, р-, е(т)) </р= (х), что сводит задачу к проверке вложения

л/г
^(т1 Р->е("))с{ЯХ-. Рр՝1 в слоях. Для|этого необходимо убедиться, что 
для любого автоморфизма Ф пространства с мерой ", оператор из

I ֊ _ I

(■=, р-, е (т)), отвечающий функции пф (х, ։/) = оф(х) рт (Ф (х))՜ Р: (х) 2 
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принадлежит [ЭК-:, Рр.}. Итак, {Рр֊:, Рт,.} = V?(X, р, R (?)). Пусть 
7.«—характеристическая функция диагонали £. Для любого оператора 
В£ №\Х, [л, Л(;)) положим 7(В) = (В7.;„ Хй). Элементарным подсчетом 
эгожно получить, что состояния 7 и и>: совпадают на образующих, 
7 (Кт^ Врс Р„^ = ш=(М7 Ре. для любых ф, (X, р), откуда и 
•следует № (X, р, £) эг №(X, р, /?(«)).

(11) Покажем теперь, что если ; измеримые разбиения со счет՞ 
ными элементами, то №(Х, р, Ь)с№(Х, р, ?/) (с точностью до 
пространственного изоморфизма). В силу (!) для этого достаточно 
проверить, что К?' (X, р, /?(;)) с №(X, р, А?(^)), а это, в свою очередь, 
-следует из того, что нормализатор диагональной подалгебры алгебры 

(X, р, /?(;)) содержится в нормализаторе соответствующей подал
гебры V/(X, р, R(>))), поскольку автоморфизмы X, переставляющие 
точки в элементах разбиения ? содержатся среди автоморфизмов, пе
реставляющих точки в элементах разбиения г,.

(!!!) Пусть, наконец, Т—преобразование, удовлетворяющие ус
ловиям теоремы. Тогда из (!) (!!), а также определения алгебр Ап (см. 
п. 1.), следует, что И^Л (X, р, Г) и 1Г (X, р, Рп) пространственно изо
морфны. Для завершения доказательства осталось заметить, что обе 
алгебры (X, р, Т) и №(Х, р, Л») являются индуктивными преде
лами изоморфных алгебр, следовательно они сами изоморфны.

Далее, эргодичность отношения В по определению ([17]) означа
ет, что каждое Ес.Х, совпадающее с В(£) = [х, (х, у)£В для неко
торого у£Е) имеет либо нулевую, либо полную меру. Пусть £=/?«, (£), 
если х£ 7~п Т* Ё, то Тпх^ТпЕ, т. е. найдется у £ Е такой, 
что Тп х = Тл у. Поэтому х £ (£), т. е. х £ Е. Ввиду точности эндо
морфизма, Е тривиально. Отсюда следует, что отношение Л, эрго- 
дично, а простые аргументы (см., напр., [17]) позволяют заключить, 
что (X, р, Рл), а следовательно и !₽«. (X, р Т)—фактор.

Замечание. В этой и следующей теоремах пространственный изо
морфизм алгебр доказывается без предположения о точности или эргодич
ности эндоморфизма — достаточно, чтобы эндоморфизм удовлетворял 
условиям теоремы 1.10.

Теорема 2.4. Пусть Т — несингулярный эргодический эндомор
физм с не более чем счетным числом прообразов почти каждой точки. 
Тогда алгебра № (X, р,, Т) — фактор.

Доказательство. Легко проверить, что эргодичность эндомор
физма эквивалентна эргодичности отношения /? = /?('(Г)). Поэтому, 
как и в предыдущей теореме, достаточно проверить пространственный 
изоморфизм алгебр (X, р, Т) и №г (X, р, R).

Пусть/г’ = ((х,у)СЛ,х«Гу},п>0; /?’={(х,у)€/г, Т-’х^у), 
и < 0, очевидно, что р/ (Рк П R') = 0 при кф1 и и R* = R.

. п
-1

Рассмотрим на R функции ц(х, у) = $х( Ту) и т7 (х, у) =•
. = о.гф (х). Как легко проверить РиВ=ВРи для любого В£ (X, р, R),
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откуда R„^\t'(X, Р1 R) и> следовательно, {/?а, <р££-}с
<zW(X, р, R). Покажем, что верно (Обратное включение. Пусть Ra£ 
£W(X, р, R), тогда Ra = Л Ran, где ап (х, у) = а (х, у) при (х, у) £

Л
£ Rn и ап (х, у) =0в’противном случае, а ряд сходится в сильной опе

раторной" топологии. Достаточно проверить, ЧТО Ran £ [Еи, /?т?| при. 
всех п. В силу того, что Ru Ru — RPn, где ря = р-^ (см. часть (i) до՜ 
казательства теор. 2.3), учитывая теорему 2.3, W(X, у, Ra։)c{Ru, Rm?}.. 
Кроме того, (Rn)* = R-n, поэтому необходимо лишь убедиться,, 
что Ran(; {Ru, Rm.} при п < 0. В этом случае легко установить, что- 
^И-«.ОЛ £ (X Ь £-)> откуда,в силу того, что R„n=Ru.-K Ru-u.an, по
лучаем Ran(z{Ru, ). Итак, (X, I*, E)=(EU, Xn?}. Для IF(Ä, I», R)՛ 

положим 7(B) = (B/_«, хО- Пусть a£A (см. лемму 1.8), тогда 
а есть линейная комбинация операторов вида bUk или Vkb с 
Пусть В— соответствующий оператор из W (X, ja, AL) (в силу теоре
мы 2.3). Легко убедиться, что, например, 7 (В Ruk) = w (bUk) и из сов
падения у и ш на образующих следует изоморфизм алгебр W (X, р, Т)- 
и V7(X, р, /?).

Замечание. Поскольку условие точности сильнее эргодичности, в 
случае точного эндоморфизма, обе алгебры W (X, ц, Т) и ^-(Х р, ту 
являются факторами.

Напомним, что коммутативная подалгебра М алгебры фон Неймана 
W называется картановской, если она максимальна, регулярна (нормали
затор порождает всю алгебру №) и существует состояние Q на W, такое, 
что 2 (та) = 2 (ат) для а £ W, т £ М, [8]. Последнее условие (см. [17])- 
можно заменить на эквивалентное условие существования точного нормаль
ного условного ожидания с алгебры W на подалгебру М.

Предложение 2.5. В условиях теоремы 1.10 обрез ЗК в ре
гулярном представлении является картановской подалгеброй. 
W„(X, р, Т) и W(X, р, Г).

Доказательство. В силу изоморфизма (см. замечание тео

ремы 2.3) достаточно проверить, что 2R — картановская подалгебра в 

V?(X, р, R) и W (X, р, Rn), учитывая, конечно, что 5К = к (50?) (по- 
существу используются те же аргументы, что в [17]). Регулярность 

максимальной подалгебры 30? сразу следует из описания ее нормали
затора (см. начало п. 2). Пусть 7—состояние на W(X, р, R), задава

емое формулой т (Ra) = а (х, х) t/р (х). Если т С 50?» Ra£ W (X, р, R), 

то i(Ra-m)= J (а-т)(х, х) rfp(x)=Ja(x, х) т (х) t/p (х) =

= J(m-a)(x, х) </р(х) = 7(m-Ra), что завершает доказательство.
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Как уже отмечалось во введении, эта теорема означает, что 
И?(Х, I», Т)(соотв. 1Г, (X, |*, Г)) есть скрещенное произведение ком

мутативной алгебры А" (X, р) и некоторой группы ее автоморфизмов, 
которую легко описать: это множество автоморфизмов X, переставля
ющих точки в элементах разбиения " ( Т) (соотв. /(7՜)). Разумеется, 
действие этой группы, вообще говоря, не свободное. Следующая тео
рема показывает, что на деле 6=2.

Теорема 2.6. Пусть эндоморфизм Т удовлетворяет условиям тео
ремы 2.4 тогда фактор (X, Ц, Т) инъективный; если Т — точный эндо
морфизм, то фактор V _ (X, р, Г) также инъективен.

Доказательство. В силу замечания после теоремы 2,3, достаточ
но установить инъективность факторов №г(Х, р, R} и 1^Г(Х, р, Я_).

Напомним, (см. [15]), что разбиение пространства Лебега называет
ся ручным, если оно представляется в виде (неизмеримого или теоретико
множественного) пересечения убывающей последовательности измеримых 
разбиений. Заметим, что ручное разбиение со счетными элементами пред
ставимо в виде убывающей последовательности измеримых разбиений с ко
нечными элементами. По теореме Вершика, [16], траекторное разбиение 
эндоморфизма — ручное, разбиение / (Т) — ручное по определению. По
этому оба они представимы в виде пересечения убывающей последователь
ности измеримых разбиений с конечными элементами. Соответственно, от
ношения R и R „ представляются в виде объединения возрастающей по
следовательности отношений с конечными слоями. .Это означает, что каж
дая из алгебр № (X, р, Л) и V (X, ц, R _} является слабым замыканием 
объединения возрастающей последовательности алгебр фон Неймана типа 
/„, что и доказывает их инъективность.

Теорема 2.7. Пусть Т։— преобразование пространства Лебега 
(X,, ц(), удовлетворяющее условиям теоремы 1.10, I = 1,2. Тогда следую
щие два утверждения эквивалентны:

(1) разбиение т(7’1) изоморфно некоторому измельчению разби
ения

(И) алгебра И^(Х1г рх, 7\) изоморфна некоторой подалгебре ал
гебры № (Х2, Тг), при этом соответствующие картановские по
далгебры изоморфны.

Доказательство. Пусть = ₽("(7\)) и ^։ = 7?('(Т,))—со
ответствующие отношения эквивалентности. В силу теорем об изо
морфизме (2.3, 2.4), достатачно доказать утверждение для алгебр 
В? (Хх, рх, /?х) и и7(Х„ р։, R,).

(1) Условие (!) гарантирует существование отношения с R, и 
изоморфного R» откуда немедленно следует (1).

(н) Из условия (п) следует существование подалгебры 
с 1Р(Х։, |4, R.;'), изоморфной № (Х1г 14, R,). При этом картановская по

далгебра алгебры совпадает с ЯК2. Следовательно, нормализатор 

ТУ1 (ЗХ2) алгебры 30?։ относительно 1₽х вложен в нормализатор Д' 

алгебры Ж, относительно (Х։, р։, Ri).
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Введем следующее отношение эквивалентности: (х, у) С тог- 
да и только тогда, когда существует автоморфизм Ф: Х2 -*■ Х2, пе
реставляющий точки в элементах разбиения т (7\) и такой, что отве
чающий ему унитарный оператор в алгебре (Х2, р2 к2) содержится 
в причем х = Ф(у).

Тогда, очевидно, и (Х2, р2, кх). Осталось заметить, что
условие совпадения картановских подалгебр гарантирует изоморфизм 

пространств (Хи и (Х2, р2). Следовательно, отношения 7?г и изо
морфны, т. е. верно (1).

В частности (Хг, р1։ 7\) изоморфно №(Х2, р„ 7\) тогда и толь
ко тогда, когда изоморфны разбиения т (7\) и т(7’2).

3°. Алгебраический тип преобразовании. В этом разделе мы рас
сматриваем вопросы, связанные с типом факторов, ассоциированных с эрго
дическими эндоморфизмами с инвариантной мерой. По теореме 2.7 изомор
физм факторов эквивалентен изоморфизму траекторий исходных преобразо
ваний, поэтому инварианты фактора (в частности его тип) автоматически яв
ляются траекторными инвариантами преобразований. Таким образом, под 
алгебраическим типом (или просто типом) эргодического преобразования 
мы понимаем тип соответствующего фактора (совпадающий с типом его 
траекторного отношения, [17]). Будучи траекторным инвариантом, тип 
преобразования является грубым инвариантом (относительно метрического 
изоморфизма), однако как показывают примеры (см. замечание), он неза
висим от энтропии. По поводу других инвариантов для эндоморфизмов 
см., напр., [34] — [36]).

Вернемся к рассмотрениям и обозначениям п. 2.
Предложение 3.1. Пустпъ 1^(Х, р, Л)—алгебра, построенная 

по измеримому отношению R с помощью конструкции Фелдмана- 

-Мура, Е = {(х, у) £ R, О(х, у) =1|. Если измеримое отношение R 
эргодично, то тип фактора РР' (X, р, R) определяется множеством 
о (О) существенных значений, модулярной функцигг О, при этом 

фактор (X, р, R) имеет тип ]/2.
Доказательство. Ввиду того, что О есть 1-коцикл, 

И(х, у)—О(х, г) О (г, у), R—измеримое отношение. Если R эргодично, то 

■■эргодично и R, откуда следует, что обе алгебры №(Х, р, R) и № (X, р, R) 
являются факторами. По определению, централизатор С состояния 
1 (•■/.«» Х։)(ср. доказательство теоремы 2.4) состоит из неподвижных 
точек группы модулярных автоморфизмов ՛]»/, откуда, из (2.1) получаем 

С= (X, р, R). Известно ([21], следствие 3.2.7), что тип фактора, для 
которого централизатор С также является фактором, определяется 
спектром соответствующего модулярного оператора, точнее, в этом 
•случае, инвариант Б Конна совпадает с 5р Д. Осталось заметить, что 
в рассматриваемой ситуации этот оператор является мультипликатором 
(неограниченным) и, следовательно, его спектр совпадает с множеством су
щественных значений О. Легко понять, что централизатор £ в факторе 
7-1124
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№ (X, р, R) совпадает с ним самим, а сужение Л на эту алгебру есть еди
ничный оператор, откуда и следует последняя часть утверждения.

Пусть теперь R — отношение эквивалентности, отвечающее траектор
ному разбиению сохраняющего меру эргодического эндоморфизма Т, т. е.. 
Р — (г (Г)). Воспользовавшись предложениями 3.1 и 2.2, можно заклю

чить, что (х, у) R тогда и только тогда, когда для соответствующих 
условных мер (х) = Цт (у).

Пусть Хо = {1, 2..... п)—конечное множество, рассматриваемое как

дискретное топологическое пространство, X = П Хо — тихоновское произ

ведение счетного числа экземпляров Х„, представляющее собой впол
не несвязный компакт. Элементы X суть последовательности вида 
х=(х1, Хг, •••), где хь£Х0, к=Л, 2,-՛-, а преобразование Т односто
роннего сдвига (7х)* = х*+1, к — 1, 2,•••» является непрерывным ото
бражением X на себя. В случае двустороннего преобразования Т является 
обратимым преобразованием и по любой инвариантной мере имеет тип П։.

Марковская Т-инвариантная мера р на X задается первоначальным 
распределением р = (р։, .... рп) на Хо и стохастической матрицей пере
хода с = [с/у]". Для простоты мы предполагаем всюду, что компонен
ты матрицы с и вектора р положительны — это гарантирует эргодичность 
рассматриваемых эндоморфизмов. Сдвиг Бернулли, (частный случай эндо
морфизма Маркова) характеризуется матрицей перехода, где Сц = р^

Пусть R*— множества, определенные в доказательстве теоремы 2.4. 
Каждое из них состоит из однослойных множеств, что позволяет ввести на 
них структуру локально компактного топологического пространства. По

этому R = Ц R“ (дизъюнктное объединение) также является локальным 

компактом, причем однозначно определена проекция 7. : R-*֊ R. В тополо

гической ситуации R отлично от R (эти два объекта совпадают почти всюду 
по любой невырожденной мере, ср. доказательство теоремы 2.4), причем на 

R существует структура г-дискретного группоида (см. [6]).
Теорема 3.2. Пусть Т—сдвиг Маркова с матрицей перехода 

с~[с/у.] с положительными компонентами, А (с)—множество всевоз^ 
можных произведений вида а = ск> Тогда, если су шест
вует л £ ]0, 1[, такое, что для любого а £ Т(с), а = ՝!.тл, с взаимно 
простыми та £ Ы, то тип эндоморфизма Т есть П1г, в противном 
случае Т имеет тип 111г.

Доказательство. Пусть И—модулярная функция (см. п. 2). 

Покажем, что И продолжается до непрерывной функции О (1-коцикл) 

на R, в том смысле, что для почти всех я£/?, П (г) = О (х՜1 (х)). Дей 

ствительно, как легко проверить, функция П(х, у) = рл(х) (у)՜1, 
где Тпх=Тту непрерывна на Кя~т, п^>т, (здесь как обычно рп(х) 
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— условная мера точки х в разбиении ;я), поэтому она непрерывна и 

на R. Осталось заметить, что почти везде R՞1' и Rm‘ не пересекаются 
и привлечь предложение 2.2.

Пусть — полуалгебра цилиндрических множеств R вида 
Т (Ун՜ • •> У*) = (* 6-К» ։=1,- • ■> л]. Тогда инвариант Конна Б мож
но вычислить по формуле 5(7’)= П о (£? । Л X/'՝). где пересечение бе
рется по всем /• £ 2£0 (вместо з-алгебры всех измеримых подмножеств, 
ср. [17]). Это вытекает из предыдущего замечания и является след
ствием замкнутости множества существенных значений. Легко прове
рить. что условная мера ря(х) точки х — (х1։ х2, • • •) в элементе разбие
ния ;я(х)6՝л равна р (х։) р (хя+։)-։ сл՝Хг ••• сд> Гв+։, откуда следует, 
что 5 (Т) состоит из множества всевозможных отношений а₽-1, где 
з, 8££(с). При этом несложные построения показывают, что £ (с) с 
сБ(Т), откуда и следует заключение теоремы.

Следствие 3.3. Пусть Т—эндоморфизм Бернулли с п сос
тояниями и мерами р1։ р2,- • •, рп. Тогда его тин есть 1Пи если 
среди Р1>р2,-'՝> Рл есть мультипликативно несоизмеримые числа 
и тип II/)., если существуют Х£]0,1[ и взаимно простые к1г кг,-՛՛ 
• • •, <п 6 такие, что рс = к’1.

Доказательство. Очевидно, что £(с) содержит диагональ 
{с,,, г' — 1, • • •, п) (см. предыдущую теорему), совпадающую с распреде
лением (р1։ рп), откуда и вытекает утверждение.

Заметим, что в этом случае 5 ( Т) = з (£)). Действите/.ьно, на 
пространстве X естественным образом действует группа У, финитных 
подстановок. Это действие эргодическое, поэтому траекторному раз
биению этой группы отвечает эргодическое отношение R?.. Легко про

верить, что Rr.cz R, следовательно и R эргодично, откуда по предло

жению 3.1, №Г(Х, р, R)—фактор, а 5(7’) = я(£>).
Следствие 3.4. Пусть Т—эндоморфизм Бернулли с п сос

тояниями равной, меры. Тогда тип фактора №.. {X, р, Г) есть /7Х, 
а тип фактора (X. р, Т) есть III ։.

т
Доказательство. Утверждение о типе фактора (X, р, Т) 

вытекает из следствия 3.3, а тип фактора 1^» (X, р, Т) вычисляется

на основании предложения 3.1 (в этом случае R = R-).
Заметим, что конечность образующей в следствии 3.3 предположе

на для простоты. Тот же результат (с очевидными изменениями в форму
лировке) верен и для эндоморфизма Бернулли со счетной образующей.

Теорема 3.5. Пусть %€ ]0, 1 [, тогда существует сдвиг Бернулли с 
конечной или счетной образующей, имеющий тип III г

Доказательство. Если X = 1, то утверждение очевидно. Пусть 
Х£]0,1[. Покажем, что существует последовательность натуральных 

чисел кх, к2,՝-- без общих делителей п таких, что X*' =1 Пусть

/П1Х<1, но (1 + т!)Х2>1. Положим кг = к2 = =Лт,=1-
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Далее, пусть тп, 6 И, т?- + т? * < 1, но тх>. + 1т, + 1} /. ^>1 при 
некотором К>2. Положим ЛЯ1+1=- • Продолжим этот про
цесс дальше, выбирая каждый раз 6, взаимно простым с <»,•••, 6-1- 
Построенная таким способом последовательность кг. к,,-•• очевид
но обладает требуемым свойством. Наконец, пусть (X, р, Г)-схема 
Бернулли со счетной образующей и мерами Р1~ 
(П Р?'}*;6НС(Х*)> но, поскольку существуют т\, 

Тогда, очевидно

то К = Пр՞’*, т.е. {Пр*'} = (>•*). Это и означает, 
фактор типа ПК.

Замечание. Приведем несколько примеров, 

m' I с 2т'< ki= 1, 

что р, Г)-

показывающих, что
тип независим от энтропии. Пусть Т„ Т.— два сдвига Бернулли с 13 со-

стояними ճ, ճ (X 12) и (Х5), 4֊(Х4), -±- (X 4), соответ- 
4 16 о 10 ձձ 

ственно. Тогда, как легко подсчитать, энтропии этих эндоморфизмов 
совпадают, при этом тип Тг есть ///,, а Тй имеет тип ///։. Заметим, 

♦ ։

что тип произвольного двустороннего сдвига (как и вообще, любого 
автоморфизма с инвариантной мерой) есть //х.

Tt—сдвиг Бернулли с состояниями (X, л2),

Л,

Пусть )■ = -—-(l^S —1),

, соответ-

ственно. Тогда энтропии всех трех эндоморфизмов одинаковы, при 
этом тип Г, совпадает с типом Г» и равен 111,., а тип 7\ есть ПК՝. Та
ким образом, эндоморфизмы 7*4 и Т5 неизоморфны, однако убываю
щие последовательности разбиений (или а-алгебр), определяемые 
ими, финитно изоморфны, ср. [34], [35].
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Ч- Ա. Աք՚ԶՕԻՄԱՆՅԱՆ. Լեբեդի տարածության ոչսինգուլյար կնդոմորֆիդմների հետ զուգորդված 
օպերատորային հանրահաշիվն եր (ամփոփում)։

Դիցուք (X, [յ) Լեբեգի տարածության քվազի-ինվարիանտ չափով ձևափոխությունն է, 
այ,. ։ՒսՒ^> "Ր Համարյա ամեն մի կետ ունի ոչ ավել բան հաշվեյի նախապատկեր. Ամեն մի 

ազատ գործող ձևափոխությանը համապատասխանեցվում է № (X, [3, 7՜) ֆոն Նոյմանի 
հանրահաշիվ, Այս հանրահաշիվը իզոմորֆ է Ֆելգմ ան ֊Մ ոլրի կաոուցվածքով ստացված հանրա
հաշվին (ելնելով համապատասխան հետագծային տրոհումից)։ Եթե Ղ-ն էրգոդիկ էէ ապա 

7*) ինյեկտիվ ֆակտոր է (Կրիգերի ֆակտորի րնղհանրացում) ծ Բնականարար, 
իղոսորֆ հետագծային տրոհումներով ձևափոխությունները ծնում են իզոմորֆ, ֆակտորներ.

Հետազոտված I այս ֆակտորների տիպը (որը հանդիսանում կ 1-ի հետագծային ինվա

րիանտ), Անգամ ինվարիանտ չափով ձևափոխությունների համար տիպր կարող է ւինե, IIIք , 
>• € ]0, 1[ ե ամեն մի այգպիսինը ստացվում կ ելնելով քԴրնույիի կամ Մարկովի միակողմանի 
տեղաշարժից։

Աշխատանքը մանրամասն շարադրանք է ընղհանուր դեպքում [24] — [26] (տես նաև 
[27]) ֊ում հայտարարված արդյուքների (ինվարիանտ չափով էնգոմորֆիզմների դեպքում),
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V. A. ARZUMANIAN. Operator algebra։ a**oclated with nonsingular 
irantformatlon* of a Lebetgue г pace (summary)

Let T be a finitely or countably many to one endomorphism of a Lebesgue spa
ce (X, m) with quasi-invariant measure. With every such freely acting transformati
on the von Neumann algebra W(X, m, T) construction is associated. The latter is 
isomorphic to the von Neumann algebra obtained by Feldman-Moore construction star
ting from the corresponding full trajectory partition. If the initial endomorphism is 
ergodic, IF (X. m, T) is iniectlve factor (which generalize the so called Krieger 
factor). Naturally, transformations with isomorphic trajectory partitions (weakly equi
valent) generate isomorphic factors.

The type (a trajectory algebraic invariant of T) of these factors is investigated. 
We show that transformations with invariant measure have the type Hix. >.£]0.1[. and 
every such a type can be realized by Bernoulli or Markov one-sided shift.

The paper is a detailed presentation of the results announced in [24]—[26] (see 
also [27]) for measure preserving transformations.
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. О. КАРАПЕТЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
ФУНКЦИЙ. АНАЛИТИЧЕСКИХ В ДЕКАРТОВОМ 

ПРОИЗВЕДЕНИИ УГЛОВЫХ ОБЛАСТЕЙ1 (а) В данной статье приводятся интегральные представления определенных классов аналитических функций, заданных в декартовом произведении угловых областей. Они аналогичны тем представлениям, которые впервые были установлены в работе [1]. а затем дополнены и изло- ткены с новыми доказательствами в главе VII монографии [2]. Речь идет о введенных в [1] и [2] классах функций К?), аналитических в области
угла Д, = [г С, |аг^ г\ <С а "г (1-1)

( ** 2х) \2.и подчиненных условию вида
эир 1 1/(ге/?),г-г'" <1г < ֊1֊ ос (— 1<о><1). 1*1 г 27։ ’о (1.2)

Р ■, - прощения записи изложение в настоящей статье проводится дляаД", ических функций лишь двух комплексных переменных.аналити рведем необходимые для дальнейшего обозначения. Через R2, ел։ обозначать обычные координатные пространства двух действи- и С уД*-‘ комплексных переменных, соответственно. Пусть тельных и } R2, {у = (У1, ^) е R2, У1> о (; = 1, 2)} (1.3)аеТ декартово произведение положительных полуосей в R2. Далее.■обозн<1 •< £ С2 то мы часто будем использовать следующее крат-՜•если 1 " V ч >кое обозначение: г = г-е'>, (1.4)/ \ ф =. ф„)։ 2/ = г. {/= 1, 2). Условимся также, чтогде г == VI- зь 'Г \.1> -если х = *=НК։ или Г = (Г։' Г=>€К+- то
с!х = с)г=(1гх(1гп. (1.5)1Для любых +■ о? — " О -С “ обозначим через Д (0; г,) следующую угловую область:
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д (б; р)—€ с, о. |Аг£г г>|<__1. (1.б>Через Л (0; р) обозначим дополнительную к А(П; р) угловую область△*(0;р) = сГ(0Г7). (1.7>р 1г-сли — •< р 4֊ ос> 1 = 0, то будем предпочитать более краткое обозначение Д(0;р) = Др. (1.8)Далее, для х — (х։, х2) £ R2, и <о = (ш։, ш2) R2 будем полагать х'" = х|' ■ х°2՝ (1-9)Тогда для «։ = (՛«։,‘»2) R5 обозначим через Л.՜, (R՜.) пространство измеримых по Лебегу, вообще говоря, комплекснозначных функций #(х), л£И.., для которыхУ |Я (*)|2-хв> <1х <С 4֊ гг . (1.10 >R2 .Всюду в дальнейшем предполагается, что и» = (о>1։ <»2) £ R՜ подчинено условиям
)— 1 < «’/ < 1 (У = 1, 2). О -11Пусть <•» = («>,, ш2) и для у = 1, 2 Ду суть произвольные угловые области:

△/={*?€£> zj у- 0, 0у։ Arg zy <՜ ОуД, I 1Д2где 0 < 0;2 — Q/i < 2֊ (у = 1, 2).Обозначим через G’՜, (Д(ХА,) пространство голоморфных в области ÄjXAnCC2 функций У’(д) =/г(-1, z2), подчиненных условию видаsup С |F(re'*)l2՜r<1<С 4՜ -z,> (1ДЗ)
М JR2 + / 1 . ___ ч о\где ф = (<?1։ ф2). Для ”) = («»J, w2) и а = (а։, а2) ( <С '1՜ • J 1 ’ /введем следующее сокращенное обозначение:
Gl (Да, х ЛОг) = G2 (а). (1Д4>Если <•) = (0, 0) £ R-, то вместо С՜, (а) обычно будем писать С“(®)՛- Всю ду дальше предполагается, что а —- (а1։ я2) подчинено условиям

(/ = 1. 2)-2. В дальнейшем мы часто будем пользоваться следующим о 1евдд։утверждением.



Интегральные представления классом функций 619''Лемма 1. Пусть функция Г(г) Г(г1, *2) голоморфна в об-Да, Да,^С , 
■*‘1 и только если

2 = (71։а„), <4 (։ир >.)„), Тогда

Г(г^2Угр2#\С\г).дующие д|1а предложения мы приводим без доказательств, так как они ^'(1ц|՛։ с доказательством теоремы 7.5 монографии [2].Теорема 1. Пусть / С՜ (ъ) и значения ф", ,«’у| < “/2։, (у ֊], 2). фиксированы. Тогда сугиествует функция Д < Т2 (R2. ), зави- 
выбора ^'(у -1.2) и такая, что при I? | <^ “ 2з/, с*' 1,2):(/ Ж) (2.1).г2е' =) ------- - Ф(г1։ г2).

,ц к тому же "/2’; (/ 1, 2). то ՛./ (г։, г2) = Н(гх е г2 е 7).Л е м м а 2. Пусть Г$6՝?(з) и при р = 1,2 (2.2)
р
(рр

,ди сугиествует положительное число .11 ' 
нкуигг Г гг выбора 5/, (у = 1,2) н՛токое> + -г'»

что

м

завис ягиее от-

. (2.3)*
др11 
Н-'։. 
11°"

всех 0 < г; < 4՜ ֊г. г;1 Ж г/ < (у —1,2).этих фактах основано доказательство следующего аналога формулы Коши.Теорема 2. Пусть /г£ в2, (з) и Ь2, (R2 ) суть

гра
Нцчные значени я функции И в смысле теоремы 1, то

о-
о.

Г. (г1> г2) =П(г1 е 2։>, г2е. 2о-).

^-о1да справедлива формула

—

\^ (21> ^г), (г>, г2) Л,, X До.Iо, (г1։ 2;) (- X Да*, и Да՜, д,։ и Да, X Д*:

интеграль-
остовные
есть (2.4)-

(2-5)
11 р и м е ч а н и е. В формулировке теоремы 2 мы применили сокращенную запись, 

ованную на следующей регулировке знаков. Знаки — (или =Р) при параметрах с 
аковым индексом берутся одновременно либо верхние, либо нижние, но чередуются 

при параметрах с другим индексом. Кроме того, в вы.ра-- 
на первом месте (на втором месте) стоит верхний или нижний знак в за-

ависимо ст выоора знаков

гКС""мости от того, верхний или нижний знак выбран при параметрах с индексом 1 (с 
։։й ,ксом 2). Всюду в дальнейшем, не оговаривая специально, будем придерживать, я 
нН'*1՜оГо правила регулировки знаков.



■620 А. О. КарапетянДоказательство теоремы 2. Пусть, например, л° (Д'. 
г'г) •- X (остальные случаи рассматриваются аналогично). При у=1,2 окружим точки 2° специально подобранными контурами Г, и запишем обычную интегральную формулу Коши
֊Специальным образом расширяя контуры I . в правой части (2.6) совершим предельный переход. Если при этом воспользуемся теоремой 1, леммой 2 и тем, что 1՜ (; <7՜ (<z), то получим формулу (2.5).3 (а) Перечислим теперь ряд предположений, при которых будут сформулированы некоторые из дальнейших утверждений. Пусть для j = 1,2, 1/2 5/<-г -- 1 <Х1”/<С 1» а числа {у выбраны так,1 , 1 а т—г 1 е J * О) i cz.что------ ;----- 2- Положим, далее, —---------------------- и числа выоер-

«/ ь, J. 1 2р;•ем так:------ 1-------- —— • Кроме того, а =(04, а„), о> = (ы1, ш„).7/ г-; 7/(б) Нижеследующее утверждение легко вытекает из соответствующей леммы, приведенной в монографии [2].Лемма 3. Пусть выполнены нее предположения п\ 3 (а). Тог
да для любого z = (zlt z2) i,, X Л,։сС2 справе длины следующие
.предельные формулы՝.

(гхе 2’1 —^1)-(г2е 2’’—z2)

■| е ‘Г ? , ’Ъ)՜^ ՝ (3-1)о.где предед понимается в пространстве ( R2 . ).Теперь мы ссрормулируем наиболее существенные теоремы, отметим, что доказательства их близки к доказательствам теорем 4.1, 7.7, 7.7' монографии [2].Теорема 3. Пусть выполнены предположения п. 3 (а), €
£ Сш (а), а Им б №+) суть остовные граничные значения функ՜ 
ции Т. Тогда для любого 2 = (гх, г2) из А,։ X Д7, с: С2:

X '2՜ ' • "О-тт (^> ’е) «/“<>, (3.2)
.где функции v±±(T, L- (R2.) определяются из соотношений

о о t) dt е z -е
■ 2~р2
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при ttctx 0 <4 "1։ "2 <С 4՜ •Доказательство. Для произвольной точки 2 = (z1։ г.Д^Д,,д„։сзС՜ справедлива формула (2.8). Затем воспользуемся леммой 3, заменив ядра Копп։ в (2.8) их предельными формулами (3.1). После несложной замены переменных в соответствующих интегралах получим:
F — lini F i,’։ (֊)• (3.4)Мы опускаем явный вид выражений F-x 3 (з) ввиду их громоздкости. Используя технику преобразования Фурье /.'--функций и теорему Фу- бини, поменяем порядок интегррования в выражениях / ։, 3. (z) и устремим =։, С учетом (3.4) получим (3.2).Теорема 4. Пусть для j' = 1, 2. — - <4 Рi ֊+՜ 00• -- 1 <С10 / 1 •] Р р/-г «՛*/ = z Для произвольной f Z.'-՝(R;) опреде

ли = 2? ;
дим фР"К1֊1“'о:

F(2v | Е-> 01*1 •'» ։11)л-ï՛-’-^ (֊и- ։i=) ։'/On *=> dxR2 (3.5)л == (Zj. Z2) £ A?| X
Тогда (û?. X ^,)u для любых фиксированных —;2՞֊— >

= |£p. 14 + 14 4-1) X

Пусть
(3.6)

Доказательство. 2p/ 0=1, 2) и ср =
= ?г)' , . 2РассМ°тРим следующую функцию от х—(xn х2) £ R+;ЛДхр х2) =Е?х(е՝'-*\ ?l. Н1 4- 1) Х1՝-Е?г (е1?։ х2?։, р2 Д- 1) X?. (3.7) 



622 А. О. КараПГТЯНПусть ~ Ь~ (Rг) есть преобразование Ватсона функции / с ядром х2). Тогда существует положительное число /И < -4- л՜, не зависящее от о и такое, что Ыд. < (3.8)Пользуясь свойствами преобразования Ватсона, можно показать, что Почти всюду в R2.(։с։, и2) г/՛!1 • и.’»՜ ։ (е'՜' ■ и\ с՝, е‘*г-и\ ՛■’*). (3.9)*Из (3.8) и (3.9) следует, что 1՜ £ С',՜ (А., Д(.), а формула (3.6)-вытекает из (3.7), (3.9) и того, что есть преобразование Ватсона функции / с ядром к*.Из теоремы 4 легко вытекает следующаяТеорема 5. Пусть выполнены предположения п. 3 {а)- Д-1-* 
любых четырех функций и (") ^ Л" (R՜.) определим функцию от £ = (^-и ^2) ~ л △а,сС.՜:л (г։,г2) 2 | Е.,,(е '^.Г։

R 2

<зл0)'

тг
Тогда 1՜ ^С.., (г). Кроме того, для любых фиксированных ’'■?/! 2дО Г] (у — 1, 2) справе длина формула

| | Е(е'г1 -А"', е՛'1-^ ■’) /1’ 1 • рр — г\'• г’/ /'о <>X з I Е,х (е՜՛ ■ е'>- ■ г}/г>.. -]/₽., !4 _|_ 1) >. Еу,{е ՛' ■ е^ • X ■•-՛ ■ Д/?7>
R 2 Р2 + (т։, т2) (3.11 >1 +(в) В приведенных выше теоремах предполагалось, что —7^4------ 4^ 2 (у — 1, 2). Но в частном случае, когда — ;-------=2 (/И՜ . ето есть параметры (у — 1, 2) принимают свои минимальные зна1 ния, многие утверждения сформулированных теорем заметно упр°Щаются. Таким образом, справедливаТеорема 6. Пусть для у = 1, 2, — < а; 10/

— + — = 2, 14 =֊֊+(1 +<->..)• 6 ֊֊֊У я=)>а; 2 \ 2ау /1°. Класс (л^, (?) совпадает с множеством функций, допускав
ших представление вида



I 1нг։ч ральные Преставления классов функций 623/• -.)֊ | £ , (- -1 •՛! !1») -1՝ ’-£ : '2 •' ■՛> 11=) V (-1. -еН֊,к 2 (3.12)
1<։ ^("р "••) произвольная функция из 'Е֊(К\).2". Если Е^ О? (*). то справедлива формула

ри всех 0<-։, т2< ; ое.3«. Если / (2), то для любых фиксированных значенииI р, ~ 0<^г (у = 1,2) справедлива формула

1 ) ՝ (3.15)
О <1

X |՝ г, (- е"'-4"֊-4 % + 1) ( ‘ 4,4 ”• !‘=+11 х
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