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նմրագրությո նը խնդրում ք այն անձանց, որոնց ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 
',ել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկացիր սերիա .Մաթեմատիկաս ամ­

սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները՝
1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետ, է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 

(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված կշ),
Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա­

րակման բացառիկ դեպքերում' եսմրագրական կոլեգիայի հատուկ որոչմամրւ
2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու լլրինակովլ Ռուսերեն 

(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներովւ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվովւ

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
հասարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

ճ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ- 
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը1

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կսղմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեդինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ֊ 
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմրսւգրոլթյոլնը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզարանս- 
մով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ Լ նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար- 
ված է տվյալ աշխատանքը։

to. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի իր Աւիվ հասցեն, անունը և հայրանունըլ

it. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 2Տ քսռանձնա տիպեր,

հմրագրոլթյան հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ, Գիտությունների ակտ- 
գեմիայի Տեղեկագիր, սերիա ճՄ աթեմատիկա»։
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М. Г. КРЕЙН, Ф. Э. МЕЛИК-АДАМЯН

МАТРИЧНО-КОНТИНУАЛЬНЫЕ АНАЛОГИ ЗАДАЧ 
ШУРА И КАРАТЕОДОРИ-ТЕПЛИЦА

УО. В в е д е н в е

В настоящей статье приводятся решения матрично-континуальных 
аналогов задач Шура (задача (5)) и ,Каратеодори-Теплица (задача 
(С—Т)) и связанных с ними задач описания множества всех решений.

Эти задачи рассматривались уже в работе [1], где были намече­
ны пути их решений на основании полученных там результатов.

Здесь мы будем придерживаться в основном обозначений работы 
Ц]. В частности, через (“> 6 )(1<р-<сс; —оо<'а<6<оо), Н~,т , 

Wnxm, Мыт, где т и п— натуральные числа*,  обозначаются классы 
•(лХш)-матриц-функций, алементы которых принадлежат £fa, H“, W, 
IF1 соответственно. //“ — банахова алгебра функций, голоморфных и 
ограниченных в верхней полуплоскости С+, IF(IF-)—винеровская ал­
гебра функций вида 

ап
c + 7(k)=c+ J/(Пе'и Л(с6С; k£R),

где (R) (R) и supp/сЯ±).
Задача (5). Задана матрица-функция (сокращенно м-функ- 

цияУС.у (О, А)(0< со). Требуется:
1) Найти условие существования нерастягивающей (nXml- 

лгатрггцы-функции E(z)(z£C+), голоморфной в и представи­
мой в виде

N
E (z)= у CN (f) e“ dt 4- в™ Ф (z)(z £ С+; Ф 6 (0.1)

о

2) Если множество Е (C/v) всех м-функций Е, указанного вида, 
непусто, то дать полное описание этого множества.

Задача (С—Т). Задана м-функция //лг££։пхл (0, /V)(0<W<^oc). 
Требуется:

1) Найти условие существования (пХ п)-матрицы-функции 
f (x)(z£ С+), голоморфной в С+ и удовлетворяющей условиям

Для апредсленкостя предполагается всегда т<п.
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а) ₽е Б (г) > 0 уг £ С+,
лг

в) £(։) = /. +2 У СнИ) е"'Л 4֊^л,ф(г>(геС+). (0.2)

О
где Ф (г) — голоморфная в С+ м-функция, допускающая оценку

|ф (е)| =0 (г) при |г| - со и 1у -аг? г < у-в(е>0). (0.3>

2) Если множество 2 (/Д) всех м-функций Р, указанного ти­
па, непусто, то дать полное описание этого множества.

Решение задачи (С—Т) в скалярном случае, но в :*более  общей1 
(индефинитной) постановке, было получено еще в [2]. Здесь решение 
этой задачи будет получено другим способом, а именно., снедением ее 
к задаче (5). В свою очередь, решение задачи (5) основано, на реше­
нии следующей задачи.

Задача (К). Задана м-функция Г(/?+)■ Требуется՛.
1) Найти условие существования нерастягивающей (п Хпг)- 

матрицы-функции 5 (л) (/. £ R), представимой в виде

5(/.)= у Г (/) е-л/ Л + Ф (/.) (/. 6 Л; $№ ">- (0.4)

О
2) Если множество 5 (Г) всех м-функций Б, указанного типа, 

непусто, то дать полное описание этого множества.
Перейдем к краткому изложению понятий, и положений работы: 

[1], где была полностью решена задача (А).
1. Пусть задана м-функция Г£Л£> т (Л+). Она порождает впол՜ 

не непрерывный оператор Г: £2,хз (Л+)—£лхз (#<-)(1< р -С00) по фо.рг 
муле

м
(Г/) (0 = У Г(#-|֊5)/(5)«/з (/е£тх1 (/?+); *£/?+)-  (03)

о
0.1°. Спектр с (Г) оператора Г не зависит от того, а каком՛ 

из пространств Етхг (^+) (1< Р <сс) рассматривается этот опе­
ратор.

От р не зависит также множества 2ХР пар՛ Шмидта [Е, ?)]; 
оператора Г, соответствующее ненулевому &֊числу р:

^+),

ЯХР:={[Е, ч?]; 5 €Ьртх\ (/?+), (/?+)|ГЕ=р); Г*т)  = рЕ; р(:° (Г)՛). (0.6)՛

Более того, Жр с ЛС(Ш+Л)Х1 (/?*)  (пространству абсолютно непре՜ 
рывных на Б+ (т + п)-мерных вектор-функций).

0.2 . Для того, чтобы класс 5 (Г) был бы непуст, необходимо 
и достаточно, чтобы |Г||2<1*.

Через ЦГ|а обозначается норма оператора ^»1X3 ^+) ~ ^>х1(Л+)-
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Необходимость условия 1|Г[а < 1 доказывается просто. Рассмотрим 

для этого 5(Х)/(Х), где 5^5(Г), а

/ (>) = |/(П е'"^(/€1тХ1(/?+)П£2тХ1 (*+))•  

О I

* Дробно-линейное преобразование (0.8) при В^ВпУт существует в силу 
/-унитарности матрицы С (Л.) (см. [3]).

Легко проверить, что

ЭД /(Х)=| (Г/) (0 е-'»Л + ЭД, 

О
** 2

где ЧГ£//„Х] . Отсюда

»/р=։7г > т։= +й>г/мгф.
Это неравенство и доказывает условие {Г|!а<1, поскольку множество 
&УЛ (R*)  П£«Х1 (Я+) ПЛОТНО В А„Х1 (/?+).

Достаточность получается в процессе описания множества 5 (Г) 
при условии ЦГ||։<1.

Предположим ЦГ|1и<11- Тогда будет существовать в классе 
К1)х(т+л) (Я+) решение £ (0 = !#/*  (*)|/.*-1  (*€^+)  уравнения

ри(0 ?и(0 |_[Г 0 Г*  (/4-ж) Пя1Х(ж) й։(з) Г 0 Г*  (01
1^(0 (О I ЛГи-гО 0 ЦЛ1(з)^։(з) |Г(0 0 ]

(0.7)
Положим

/=[^" I (/„ — единичная (пХп)-матрица) 
10 — П„ |

и введем м-функцию С (X) — (Х)Д«։ (X Л):

'е'иЛ, 0 
. 0 е֊лЧ„

Оказывается, м -функция б /-унитарна: И*  (X) У С (Х|=(7 (X) УО*  (Х) = у. 
Теорема 0.1. Пусть задана Г ^11пут и Тог^а пол­

ное описание класса 5 (Г) дается формулой*

Зв (X) = (б*  (X) + б22 (X) В (Х))(О։1 (X) -р б12 (X) В (X))֊։ (X £ R), (0.8)

когда В пробегает множество Впут нерастягивающих (пХт)-мат­
риц-функций из класса Н~ут .

При этом, в том и только в том случае, когда В В„х<и П 
П №пУт , м-функция 5££(Г)П ТГлхт, т. е.

С (X): = /п+„ 4- ехр (></) у (О Л ( ехр р</)=
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5д()) = 5(оо)+ У Г (0 в”'шЛ (Г (Я)). (0-9)

։де Г |Л+ = Г,а 5(оо)=В(оо).
2. Пусть теперь |Г| =1. Рассмотрим множество Ж (Ж: = Ж? при 

р—1) пар Шмидта оператора Г, отвечающее 5-числу р 1. Множество Ж 
можно определить еще как собственное подпространство оператора 
Гл, отвечающее собственному значению 1: Ж =(7 6 £(т+л)х1 (Л+)|Х 
Х|ГД7 = 7}, если полагать

* (,) “ 1.4%?=15 (,)’ ” (',г * (Га 7)<')=/ Г г .>՛ ”

Введем также линеал Ж (0): = [7 (0)|7 £ Ж) <= С"'+я.
0.3°. Линеал Ж (0) является }-нейтралъным по дп рост ран­

ги во м в Ст+Я.
Это означает, что существует частично изометрический оператор 

X: С” —» Ся, называемый угловым оператором подпространства Ж (0) 
тгакой, что ц (0)=Х’£ (0)у [с, т;]£Ж.

Отсюда, в частности, следует, что сПт Ж (0)<п.
Определение 0.1. Упорядоченная система {у?1'» Х[2|> ‘ > 7.[(|} 

элементов из Ж называется О-цепочкой и обозначается © (ХЮ, /), если
/

7Ю (0) У=0; 71*1  (/)= — / у ХГ*֊Ч  ($) Л (Л=2й).

о
Элемент х[|) называется базовым элементом ©-цепочки О (ХЮ, I), а 

— ее длиной. ՛ ՛ ‘ 4
©-цепочка (© (7; I) называется максимальной, если в Ж нет 

-©-цепочки большей длины, у которой значение в нуле базового эле­
мента равно 7 (0).

Приведенное определение несколько отлично от общепринятого оп­
ределения ©-цепочка {у/Ч, ХР1,---, уР1]:

с
»4 (0)^0; 7И (0 = Г71*-Ч  (з) Л (к = 277)

’ ' и, о

и обусловлено тем, что если 7 £ Ж, то _/Х' £ Ж в том и только в том 
случае, когда х (0) = 0.

0.4 . Существует система максимальных О-цепочек О (7^*1;  ) 
(^=1, г)такая, что система [7* 11 образует базис в Ж (0), а 

(7^1, 7Р1,- • •, 7Г/*>Ц_ 1 образует базис в Ж (г=с111п'Ж (0); £ /*=с1пп  Ж) 
*-։

0.5 . Пусть ||Г||2=1. Тогда для любого 7= [?, т;]1 Ж выпол­
няются тождества
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1) F’+(E; )) F + G; >•) = F-h; X); Г-Ск л); 
2)5(Z)F+(?;>)=F_(Tj; М(хеА’), (0.10)

где 5 произвольный элемент класса Б(Г).
Имея систему £5 ('Х[Ч;/*)  (£ =1, г) базисных £5֊цепочек, образуем 

(тХг)- и (п X г)-матрицы-функции
2: = [51(0, 52 (/)•■• 5,(0]; Н:=[та(/), ^ «)• •-^(/)] ([5,  чГ=4' ]) 

и (г X г)-диагональные м-функции
* *

где /» (4=1, г) равны длинам /5-цепочек D (Д1';!«), 
Для м-функций Е и Н из тождеств (0.10) получаем

1) F\ (Е; X) F+ (Е; X)=/L (Я; X) Г_ (Я; X);

2) 5 (X) F+ (Е;Х) (Я; X) (X £ R). (0.11)

>Л(2; '•)£>> (>)=>֊

Вместе с (т; X) и F- (Н; X) (Х£Л) рассмотрим .нормализованные“ 
преобразования:

0.6°. М-функции F-н+ (Е; X) и F-н- (Н; X) имеют полный ранг 
г (=dim SD? (0)) для любого X£C+Uicc] и Х£С_ U {со}, соответ­
ственно.

Отметим, что

rangF-H+ (Е; X)=rang/ + (Е; X) ул £ С+\(0),

rang F -н- (Н; X) =rang F— (Н; X) уХ£ С_\{0}.

Теорема 0.2. Пусть задана r^^ixm(^+) такая, что |ГД։=1 
и dim ПХ(0)=т (определенный случай). Тогда класс S(Г) состоит 
из единственного элемента S(X)(X£)?), который определяется по 
формуле

S (X) ■= F- Н- (Я; X) ' (֊Yg. Г (F- н+ (S; Х))֊> (X £ /?) (0.12)
Ц\ Zz / !/*=!

и является изометрической м-функцией.

Более того, S допускает представление (0.9), где Г |Л+ = Г, а
5 (со) = — К (К — угловой оператор линеала 2)? (0)).

В пояснение теоремы 0.2 отметим, что единственность и изометрич- 
ность м-функции 5 суть непосредственные следствия тождеств >(0.11), 
а возможность представления ее в виде (0.9) следует из того, что, в си­
лу 0.6°, множители в (0.12) принадлежат, соответственно. ^г>

гХт'
В частности, при ||Г||2=1 и т=) всегда имеет место определенный 

случай. В этом случае система базисных 25-цепочек состоит из одной,
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произвольно выбранной, максимальной О-цепочки О ('/. , /)• Поэтому 
полагая -/Ш (<) = П (0? Ъ (0, Ъ (0г1 •. 4« (0Г, Для м-функции 5 полу­
чаем выражение

<? т — ГГ֊<^; Х), Л-^;К) • ■ ■ ( - Г (к £ *>•
5()“|л+(В;Ч Г+(5;>)’ ’ Г+(5; Ч ]

3. Перейдем к рассмотрению случая НПЬ 1 г сНт Ж (0)<^т.

0.7°. Пусть ||Г||։=1. Уравнение

Х[01(#) _ у гд (/ _|_ $) /[01 ($) с/в = Г4 (/) а (а€ С""+п) (0.13)

имеет решение тогда й только, тогда, когда а _|_ Ж (0).
При этом, если а£_/Ж (0), то вектор-функция

■՛ <
Хш(0 = /а- / У'/-101 (з)*з  

0
принадлежит Ж и, Следовательно, является базовым элементом некоторой 
О-цепочки. Обратно, если — базовый элемент некоторой О-цепочки,

то вектор-функция (#)“У~~ '/*1՛ (0 удовлетворяет уравнению 
сП

(0.13) при а= /Х(Ч (0).
В силу 0.7° можно утверждать, что если <2 есть ортопроектор на под­

пространство Ся,+я © Ж (0), то уравнение
Л1(0Л։(0 _Г 0 Г*  (#4-5) £п(з) £11(я) 1л=я 0Г*(<)  $

.)?п(0й։(0. о .г (£+$) о . _£։1 (з) 8м (з) 3 + (0 °.
(0.14)

имеет решение § (г) =|?/« (<)}/, *-ь  принадлежащее множеству 
^(т+л)Х(ли-л) (Р+).

Описание класса 5(Г) в рассматриваемом случае дается с помощью 
специального решения уравнения (0.14).

Для выделения этого решения представим проектор <2 в виде суммы 
0 = 01 + 02 двух взаимно ортогональных проекторов, из которых 01 
проектирует Сп+п на _/Ж (0).

С помощью частично изометрического углового оператора К под­
пространства Ж (0), рассматриваемые проекторы можно представить в 
виде

О֊АГ о \^֊р-п 01 о_ГЛ.01^“2 1֊ЛГ Рл РН /л^РлГ^^О/л]՜

----- 1_Г Рт К*  1
2 1 КРЯ '

где Рт: = К*К,  РЛ՝. — КК*  суть ортопроекторы, проектирующие Ст 
на R (К*)  и Ся на R (К), соответственно.

Выберем теперь решение ё уравнения (0.14) в виде £ = £1 + #։ 
гДе есть произвольно фиксированное решение уравнения
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Л(0—Гд(# + з) g2(s) бэ = Гл (/) Ог, 
и

удовлетворяющее условию g2 (/) С?2 ж g2 (/)(< € Я+), а £>’1 (/):=/Л' (*),.  
где X (/)— м-функция, вектор-столбцы которой суть базовые элемен­

ты максимальных £>-цепочек таких, что А(0) = / Ясно, что g1 яв­
ляется решением уравнения

к (и- |гд («+$) л (5) л=гл(о 
о

и удовлетворяет условию g1 (<) =
С помощью указанного решения § (О уравнения (0.14) введем: 

м-функцию 6 (Х) = |бу*  ООН/՜*-։  О С Я) по формуле

G (a)=Q+ J exp (Xf/) g (0 dt. 

о
Через Влхт (А)(сВях<я) обозначим множество нерастягивающих, 

м-функций В^Впхт, представимых в виде

- в (Х)=----- /С® В (л), где В (X): С" е /? (К*)  -> С” Q R (А).

0.8°. Пусть D± (*■) — | f ~ * Y I —диагональная м-функция,.
[ \ X / 'у՛* ”1

где Ik—длины максимальных D-цепочек, образованных первыми т 
столбцами м-функции X (t) (при 7-k (I) =0 полагаем 1к=0). Тогда

для произвольного \В£В„хт (X) отображение (Gu (Х)+ G12 (X) В (Х))> 
Z?+ (X): Ст —» С" обратимо уХ £ С+ U {со}.

Теорема 0.3. Пусть задана Г (/?+) такая, что ||Г|=1 
и dim SR (0)<^ т. Тогда полное описание класса S (Г)дается форму­
лой.

5в(Х)=[«7и(Х) +- G2a(X)B(X))D_(X)]|7^Y‘? X 
у\ Л— I /

х [(Gu (Х)+Ои (X) В (X)) D+ (Х)]֊\ (0.16)՛

когда Б пробегает все множество Вг.у.т (А).
При этом, в том и только в том случае, когда В Влхт (Х)п^хт,- 

м-функция Sb •$ (Г) П й^лхт> пг. е. представима в виде (0.9), где 
Г]/?+=Г, а S(oc)=— АфЗ(оо).

В заключение отметим, что рассмотрение этого пункта остается б си­
ле и в определенном случае (dim SR (0) = m). В этом случае класс 
Вдхт (А) состоит из одного элемента, равного— К (ВЛхт (А)={—А)) и 
формула (0.15) сводится к (0.12).
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§ 1. Решение задачи (5)

1. Пусть задана м-функция См£/Лхт (О, М (0 < Л < °°)- Она 

определяет м-функцию Г,у£ Алх« (&+) по формуле
г „> при 0<«Л „„

0, пркЛГ<,<~. ’

Решение задачи (5), состоящее в описании класса Е (С/у) будет 
получено здесь с помощью соответствия, устанавливаемого ме$кду класса­
ми 5 (Гл') и Е (С/у).

М-функция С/у порождает вольтерров оператор С,у: (О, Л')-*
-*  £^Х։ (О, М) по формуле 

/
(С,у/)(0=| СИ'֊*)/(*)  <^ (/С^«х։ (0, ЛО;/€(ОЛГ)). ■ (1.2)

о
Норма || С Нг этого оператора удовлетворяет неравенству 

н
ЦСл|։ < У (С„ (01 Л. (1.3)

• и

Для доказательства (1.3) введем вектор-функцию А (֊ )(з£(0,/V)) 
со значениями из £тх1 (0, М)> порождаемую с помощью функции 
/ € 1-тх1 (О, Л/) равенством

, . .__I 0 при 0<П < з
|/('—з) при 5</<Л/.

Очевидно ЦЛ (• )||< 8/| уз^(ОЛ'). Теперь оператор Сл՛ можно пред­
ставить в виде

(Сдг/)(#) = У Сн(д)/, (0 мд.

и
Отсюда следует неравенство 

] |Суу(з)|1А(1л<
О

|Оу (д)[ </д 11/1 у/е^х1 (О,/V),

которое и доказывает оценку (1.3).
С другой стороны, м-функция Г.у (') порождает ганкелев опера­

тор Г;£тХ1 (Л+)—►£жх1 (/?+) по формуле (0.4). Легко видеть, что опе­
ратор Г в разложении £«х։ (^+)=^тх1(0, Л)о£яХ[ (Л, оо) имеет вид 
Г=ГууфО, где Гл':£тх1(0» N) — £»х։ (0, Ы) определяется формулой 

Л'-1
(Г^/Х')=[ Гл«+з)/(з)</5 (/е^мх։(0, Л'); '6(0, Л')). (1.4)
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Операторы Гл и Сл՛ связаны соотношением 

Гл=-илгСл> (1.5}

где Чуу — оператор „зеркального отражения*  в Ь2аУ1 (0, И): 

'.и„ ?)(0= г (Л-0 и е Ь\ул (О, /V)); и; =ил, щ.=л 

Отсюда, в частности, следует равенство

(1.6)

1.1 ՞ Пусть м-функции Гл и Си, принадлежащие Ь\ут (О, Л) 
(0<Л/<со), связаны соотношением (1.1). Тогда формулой.

£Сл)=с'^5(>.) оел) п«7>

устанавливается одно-однозначное соответствие между классами 
Б (Гл) и Е (Си).

При этом образ подмножества Б (Гл՛) П 1^лхт есть множество՛ 
элементов вида

Е ())=е^'Е(оо) + у С. (О Л (С. (К+)), (18).

о
где С,|(0, Я) = С„.

Это утверждение получается непосредственно из определений клас­
сов Б (Гл) и Е (Си) и соотношения (1.1).

Отсюда, на основании утверждения 0.Г и равенства (1.6), получаем
1.2 °. Для того, чтобы класс Е (С д.) был бы непуст, необходимо и 

достаточно, чтобы ||СлРа-^1.
2. Пусть ЦСл}։<^1. Дадим описание класса Е (Сл) в этом случае-

Уравнение (0.7), в силу соотношений Нл Гл = С„ и 11^(0= 
~СЛ, (0, можно представить в виде

о с;,(лг-о
Сл (0 о

где р (0= [Л։ А։ ?? ] : =
I Рп (0 Рм (0 1

1 0 1Г?п (0 £и(0 1 
.ОУл] ёп (0 (0 ] (1.9)

Отсюда для м-функции р (0 получаем выражение

_ ,,)= Г(1-Сл Сл)-’ (1֊с; Сл)֊։ с; к о с; (лг-01 
1(1-СлС;)֊’сл,(1-сл.с;)֊1 Лсл(о о I

(операторы (I—Сд, Сл)՜’ и (I—Сл, С\,)՜’ существуют в силу условия 
|Сл1<1).

Введем м-функцию Р(г)(х^С+) по формуле

Р{г}= [Л«л Г 1+ (26С+). (1.10)
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Легко проверить, что на оси R м-функция Р^) удовлетворяет
соотношению

Р(Х)=| 0 ]с(к), (1-11)
| 0 е',л Ли

где О(Х)—матрица дробно-линейного преобразования (0.8), дающего 
описание класса Б (Гл). Отсюда, в частности, следует ./-унитарность 
Р(Х) при КС Л: Р*(Х)/Р  (а) = Р (л)/Р*(>.)  = /-

Теорема 1.1. Пусть задана С^'пХ1Г, (0, IV) (0 Л < '՛ ) и 
|С?/|<1. Тогда полное описание класса Е (С\у) дается формулой

£(г)=(Р,1(г)+р։։(2)В(е))(/’11(г) + Л։(^)5(г))-։ (гбС'н-), (1.12)

когда В пробегает множество Впу.т-
При этом в том и только в том случае, когда 5^Ввхя։П 1^+Хш, м. 

функция Е (г) представляется в виде (1.8), где С, 1(0, /V) = С,у, а 
5 (со) — В (со).

Доказательство. В силу соотношения (1.11) дробно-линейное 
преобразование (1.12) отличается от (0.8) множителем е1гУ. Это на ос­
новании 1.1° и доказывает теорему. □

Замечание 1.1. Установленное в теореме 1.1 соответствие сохра­
няет определенные аналитические свойства соответствующих элементов. 
Так, например, имеем

1) Вяхт: = {В£ ВдхЛзир |В(г)| <1( <֊>Ё(Сл): = 
։6С+

= (£^Е(Слг) |։ир|Е (г)|<1}.
4-

2) ВяХ.,П^Хт<֊>Е(С^П^Хт(1^Хм: = 1/С^ХЯ.1/()  = 0).*

3) ВяХт П <— > Е (Сдг)П (^пхт есть множество всех
(лХтп)-матриц-функций М (г) вида

м
М (г)= у е1։1 с№ (/), 

а
где ^-комплексная (^Х^О-матричная мера ограниченной вариации, у ко­
торой отсутствует сингулярная часть).

Соответствие 1) выполняется в силу того, что всякое дробно-линей­
ное преобразование, ассоциированное с /-унитарной матрицей, отобра­
жает открытый (замкнутый) шар на себя.

Соответствие 2) (3)) выполняется, поскольку при В£ 1ГлХт (В£ 
€ ^/1 первый и второй множители в (1.12), в силу теоремы Винера, 

принадлежат соответствующим винеровским классам.
3. Рассмотрим теперь случай ||Сл.|| = 1. Из соотношения (1.5) выте­

кает, что в этом случае для оператора С справедлив аналог утвержде­
ния 0.1°.
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Через Ей с обозначим множество пар Шмидта оператора С(У, соответ­
ствующих наибольшему 5-числу р=1:

Легко видеть, в силу (1.5), что между множествами Же и Жг 
(Жг: = Ж— множество пар Шмидта оператора Гд) существует одно- 
одиозначное соответствие, задаваемое равенством

[?, ч]’ = I?, ([', 6 а*г;  [?. ФГ € Оте).
Это дает возможность перенести все понятия и положения о парах 
Шмидта оператора Гдг на случай оператора Су.

Легко проверить, что [<р, ф]’£Жс влечет [р', ф']'£Жс тогда и 
только тогда, когда <р (0)=0 и ф (7У)=0 (если [<р, ф]'£Ж, то всегда 
<р (Л0=0 и ф (0)=0).

Введем Же (0) (= Жг (0)): = {[ф (0), ф (/У)?|[ф, фр £Жс| <= Ст+\ 
Ясно, что Же (0) является /-нейтральным подпространством в Ст+п 
и, следовательно, ф(/У) = /^р(О) VI?« Ф]՜ € 3)?С, где К— частично изо­
метрический угловой оператор подпространства Же.

Далее, образ /5-цепочки из Жг назовем /5-цепочкой в Же или, 
что то же самое, примем

Определение 1.1. Упорядоченная система |[ф[<г1, ф1*1]'!^ эле­
ментов из Же называется /5-цепочкой и обозначается /5 ([<рП>, фО!]-; /)։ 
если

1 ) ф(П (0) =/= 0 и, следовательно, ф!Ч(М)=£0.
( ■ <

2 ) ф1 1 (О =У ф14-11(з) е/з и фШ (/) =—ф! -1> (з) </зХ 

п о

* *

«V
х(= рф^-’Цз) </5^ (4=2Д).

I

Элемент («р!’!, ф1։1]х называется базовым элементом /5-цепочки, а 
I — ее длиной.

Из утверждений 0.4° и 0.5° непосредственно получаем
1 .3°. Существует система максималньых О-цепочек И ([ф'ц11, ф^։]х, /м) 

(4=1» г) такая, что система {[«р! 1 (0), ф 1 (Л0]:}«-1 образует базис 
в Же (0) (<11т Же (0)=։ г), а система {(ф 1, ф!/1]՜} образует ба­

зис в Же ^сНт Же — 2 •

* *
*

1 .4°. Пусть |Сл4=1 м Е£Е (Слг). Тогда V [ф> Ф]Т € Же выпол­
няются тождества

1) /’+ (ф; Ч ЕЛг, М = /ч(Ф; >■) (Ф; >•);. 2) Е (>.) /'+ (Т;;.) -

= ^+(Ф;>֊)(ИП
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а, следовательно, и тождества
1) /’+ (<р; z) F+ (<р; х)=£’+ (ф; Г) F+ (ф; z); 2) Е (я) /+ (?; z} - 

==£+ (ф; z) (z^C). (1ЛЗ>

С помощью системы базисных /5-цепочек ^([«р*  » Ф*  1 • *̂)  (л ~ 
= 177) (см. 0.4°) образуем (т X г)- и (л X г)-матрицы-функции

Е, (z)=- e,rN Kf+ J Ci (t) e^ dt (Ci e (Æ+); C,|(0. N)=Cj). (1.16> 

0

Здесь [c1։ c։, •••, ся] — заданная (л Х1)-матрица-функция Cn, а А՜ = 

= [^i» ^։>"*> есть частично изометрический угловой

оператор подпространства Же (0).
Это утверждение является континуальным аналогом известной ска-

Ф(0=.[?|Ч(0. <pV'('),•••, «Г1(<)]; чф)=Н»Рг(Ог Ф^(О. -->фГ' (/)] 

(1.14>

и диагональные (гХк)-матрицы-функции /)±(г)=|  ̂———0/*̂ ։4_j ՞՜

Рассмотрим «нормализованные» преобразования

Fh+ (Ф; х)-=яГ+(Ф; z)/5+ (г); F н- (ф; z) = zF+ (ф; z) D- (z) (z£C)\.
1.5°. м-функции Г «+(Ф; z) и / н_(ф; z) имеют полный ранг, 

г (= dim Же (0)) \fz£C± U |oo} соответственно.
Теорема 1.2. Пусть задана CN^Lln><m(0, N) (0<7V<^oo) такая,, 

что JCJ = 1 и dim Жс(0) = т (определенный случай). Тогда класс 
Е (CN) состоит из единственного элемента Е (z)(z£C+), который: 
определяется по формуле

E(z)^F-H- (-Ч-, г)7±±4У*8^  (F-H+ (Ф; z))֊' (։£С+). (1.15>
|Дг — г/ Ь.ь-1

Более того, Е (z) допускает представление (1.8), где С.|(0, N) — Ct, 
и S (œ) = — К (—К—угловой оператор подпространства Же (0))՛

В частности, при l|CjV|| = 1 и т=1 всегда имеет место определенный 
случай. Поэтому, если D ([«р1’1, ф|։)]\ 0—произвольно выбранная мак­
симальная /5-цепочка, то имеем [ч>|։|, ф1։ф = ф^1, ф|Ч, • • •, фМ] ։ и՜.
Е (г) представляется в виде

... (,С).
|Г+(ТИ;2)’ 1

Имея в виду представления (1.8) для Е (z), для компонент £/ (z) = 
=^+ (ФУ]; z) /^(фШ; z) (/=1, л) получаем представление 



Аиалагя задач Шура и Каратеодорх-Теплица 119

лярной (п = 1) теоремы Шура [4] (а также ее векторного (п >1) обобще­
ния И. П. Федчиной [5]) о степенных рядах со скалярными (векторны­
ми) коэффициентами. Появление внеинтегральных членов в (1.16) обус­
ловлено спецификой континуальности рассматриваемой задачи (S).

4. Пусть теперь LCyvfl— 1 и dim ЭХс (ОХти. Дадим описание мно 
жества Е (Cn) на основании теоремы 0.3.

Положим 

где § — специально выбранное решение уравнения (0.14), о котором 

шла речь во введении. Тогда р (<) удовлетворяет уравнению

сС1'']^(,)=1с и'о՜0!15, <117)
.—I ] I (г) О |

где <2 — ортопроектор на Сп+л © ЯХс (0) = Ст+" © ЗХг (0).

Далее, определим м-функцию Р (я)(я£ С) по формуле

ГЫ- [ '■ , I <2 + Г Л<)Л «С),I о е 1п ] J 
и

Легко проверить, что при X £ R имеет место соотношение

р(М-[/”.«, |см (>■€«).
I о е 1п ]

где б (X)—матрица дробно-линейного преобразования (0.15), дающего 
описание класса 8 (1\). Отсюда, аналогично теореме 1.1, получается

Теорема 1.3. Пусть задана С(0, /V) (0 < оо) та­
кая, что ЦСуЛ — 1 и 31т 2ХС (0) < т. Тогда полное описание класса 
Е (С^) дается формулой

Е «=[(ад+Ря« В(г)) £>_(я)] /£±17*3^  ” Х
В\г — г/ 1/4-1

X [(Ри (ж)+ Л, (*)  В (я)) £>+ (я)]֊‘ (яб С+),

когда В пробегает все Вях<п (А?)-
При этом в том и только в тол։ случае, когда В^Впхт (К) П 

м-функция Е (я) представляется в виде (1.8), где С.|(0, IV) = См, а, 

5(оо>=—/гев(оэ).
Отметим, что замечание 1.1 остается в силе и в этом случае.
5. Немногое нужно добавить .к проведенным рассмотрениям, чтобы 

можно было их истолковать по-новому. Оказывается, теперь совсем про­
сто может быть решена
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Задача (5го1п) (континуально-матричный аналог задачи 
Пусть задана С ”б^Хя(0, М(0<Л/<со). Требдется-.

1) Найти в метрике Н“хт расстояние

Шура).

ы
б (С\) - <Иб1 Ся (0 е" Л, е™

О
2) Дать описание множества всех м-функццй Ф£еьлг Н^Хт, на: 

которых достигается расстояние б (Си)-
Ответ на первый вопрос дается равенством

</(С^=[Сл|։. (1.18)*
При доказательстве этого равенства без ограничения общности мож­

но принять ||СЛ11։=1. Тогда в силу террем 1.2 и 1.3 найдется такое 
Ф 6 Н~ что яхт

N

О

; Последнее означает, что ^(Су)^1. Покажем, что знак < здесь ис­
ключается. Допустим противное, т. е. что существует м-функция 

такая, что* лх/п

Рассмотрим вектор-функцию Ео (z) F+ (f; z), где L2mX1 (0; N). Легко- 
проверить, что

н
^0 (*)  (/; z) = j (Cjv/)(O eu‘ dt + ellNF+ (<p; z), где (/?+)-

0

Отсюда, в силу ортогональности слагаемых в правой части последнего 
равенства как элементов пространства Нполучаем неравенство

t/F= И+ (/; г)Г> Ио W Л(/; г)Г=|Г+ (CNf; 2)Г + |Л’+(т;

Таким образом, получаем ЦС^||<1, что противоречит допущению.
Одновременно мы выяснили, что расстояние d (CN) будет дости­

гаться на единственном элементе из Н“Хт в том и только в том՜ случае, 
когда линеал SDdc (0), отвечающий наибольшему S-числу р (НСл^- 
оператора См имеет размерность, равную m(dim SRc (0) -= m). В этом 
случае элемент Фо 6 е N Нпу.т> на котором достигается расстояние 
<^(Слг), согласно теореме 1.2 имеет вид

Фо (z) - ֊ К - jc d (0 е'“ </Л (Св £ (/?+))..
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Если же dim ЗХс (0)<С т, то расстояние d (Ск) будет достигаться на 
бесконечном множестве элементов из е Плх^ > описание которого- 
дается теоремой 1.3.

Согласно замечанию 1.1 среди «ближайших» Ф будут как элементы 
вида (1.8) (при В 6 ВяХ<я (К) П IF+Zm ), так и элементы, не принадле-. 
жащие множеству e‘zN

Приведенный анализ показывает, что

dist f f Cn{1) e'zt dt, e'zN Ннхт = dist f f Cn (t) el2‘ dt, e‘zN - 

о 6
Причем, любопытно, что если «ближайший» элемент не является 

единственным, то среди них найдутся элементы, не принадлежащие мнб— 
жеству е и'лут-.

Отметим также, что теорема 1.1 содержит полное решение следую­
щей задачи.

Пусть заданы Ся£1Лхт (О, N) (0<Z М<^се) и е >0. Требуется՝, 
дать описание всех м-функций. Ф£е ' Нпхт из шара

sup
*«•՝+

Следствие 
место равенство

d(C-): 
о

N
J՛ elzNCN(t) dt-<t>(z)

U

•С £СлЦ-е .

1.1. Для ВСЯКОЙ M-функции C.Ç + ) имеет՜

= max
-՝ес+ elzt dt =|C-L (1.19).

Доказательство. Легко проверить, что оператор См является 
сильным пределом операторов с„рл (0<^Л7 <Г то)> где PN—оператор, 
ортогонального проектирования £^х։ (R*)  на (0, N). Отсюда 
|cj.->icj2 при N-+со. Поэтому, в силу (1.18), имеем ||CN|l2==d(C?v)-C 
-<rf(C,) Следовательно, [С J (C_). Покажем, что знак

здесь исключается. В самом деле, уе >0 найдется такое Фл-^7/~Хт,. 
что

max
z6C+

У С_ (t) el:t dt-{- eizN Ф^ (z) 

о
e F|C« |jj -|- e.

Рассматривая это соотношение только на оси R найдем, что

^(z)|<d(C.) + jC.H®
а значит и при всех г С+. Отсюда Ит е1гЫ Ф^ (г) = 0 С+. По­

этому, для любого г £ С+ имеем

2-121
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что в силу произвольности 2 € С+ и доказывает (1.18).
Следствие 1.1 можно рассматривать как частный случай результата 

Сарасона [6] (Сарасон рассматривал скалярный случай, но его рассмот­
рение допускает естественное обобщение на матричный случай). Дело в 
том, что при переходе к Фурье-образам, оператор С _ переходит в опе­
ратор умножение на м-функцию

С. (г)= у С. (О*"'л  

о
в пространстве вектор-функций '֊-арасона рассмотрен оператор
умножения в Н2 на произвольную функцию из Н~ и доказано, что нор­
ма оператора равна норме этой функции в Н~.

§ 2 Вспомогательные предложения

В дальнейшем мы будем рассматривать только квадратные (пХл)— 
матрицы-функции, как того требует сама постановка задачи (С—Т).

Обозначим через множество всех (пХл)-матриц-функций Р (г) 
>(г^С^), голоморфных в С+ и имеющих там неотрицательную веще­

ственную часть: Ие /г(г) = — (Р (г) 4֊ Г*  (е)) >0.
2

2.1 ° Условие 2Я эквивалентно тому, что Г допускает пред­
ставление

։?(д)=а + Ре- ГМ-------—(л^Сч), (2.1)

где а, р — эрмитовы (л X п)-матрицы, причем 
рицательная матричная мера на оси R, 
условию

С т
I ---------- \ оо.3 14-).»

Р 1>0։ а 2 (>•)— неот- 
у довлетворяющая

(2.2)

В скалярном случае (л—1) это условие составляет известную тео­
рему Рисса-Херглотца-Неванлинны, а на матричный случай она перено- 

•сится известным способом.
Отметим, что р в представлении (2.1) может быть найдена по фор­

муле
Р=1нп^^. (2.3)

У" У

Отправляясь от представления (2.1), которое определяет 2Я 
• единственным образом, будем ассоциировать с ней ее «переходную» 
.м-функцию Пл-:

Пл(0=-Р-Н«/4- (2.4)
\ * |"*•  / А»
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Легко видеть, что м-функция П р непрерывна и, очевидно, эрмитова: 
пл (-о=п*(<)  (/£/?).

2.2 ° М-функция Пл допускает оценку

|Пл(О|<7о+Т1И։ ас/?), (2.5>
где 70 и —некоторые константы, зависящие от Пг.

Для доказательства этого утверждения рассмотрим конечную раз­
ность второго порядка:

(Д’ Плф)~Пг (/ + 2Л)-2Пг('+ Л)+Пл(О= Сеш(е,ХА-1) (’֊)

В силу условия (2.2), при некотором с>0 имеем

к Д’ Пл)(01<с(^/г).

Отсюда уже легко следует требуемая оценка (2.5).
По м-функции Пр непосредственно восстанавливается м-функция 

Р, а именно, имеет место легко проверяемое соотношение (см. [7]):

/г(д)=г2 I Пл(Л₽,х/Л (?£С.|.). (2.6)՝

Из представления (2.4) м-функции П£ ясно, что для ядра

КпЦ, з): = П (£ —з) —П (0 —П (-։) + П(0) (2.7).

справедливо представление

С (е‘г‘— —11
Кп а, з)= ().) (6 5 е /?). (2.8).

Оно показывает, что м-функция Пг принадлежит классу 6 я._, если иметь 
в виду следующее определение класса Оп. (0<ЛГ^оо).

Определение 2.1. Для любого натурального п. и положительно­
го Л^ (0<^ оо) через Сп-,н обозначается совокупность определен­
ных и непрерывных в интервале (—Л7, Л^)(пХп)-матриц-функций П 
таких, что П*  (0 = П (—О (—Л7<О<Л')и ядро Кп (£, з) (£, з £/?) 
является неотрицательно определенным.

Последнее условие означает, что € [О, Л’) и у?/ £ С" (/=1, т;. 
т = 1, 2, •••) выполняется неравенство:

I (/Г(6, Ч)->О.
Л *—1

Ввиду непрерывности ядра Кп (^, з) это условие эквивалентно нера­
венству

, ./V -V

(К(М)/(з),/(0)>0 у/€СяХ1 (О, ЛО,



I

124 М. Г. Крейн, Ф. Э. Мелик-Адамян

(Если Д=оо, то от / дополнительно требуется финитность на °°)-
Утверждение о том, что «переходная м-функция для любого 

/ £ й„ принадлежит Сч; л'> допускает обращение. Точнее, справедливо ут­
верждение

2.3 °. Пусть П (0 (֊ 0<Л^^°о)—иежо/порая не­
прерывная (п X п)-матрица-функция. Для тою, чтобы она допус՜ 
кала представление (2.4) с заменой R на (—П, П)), где а, эрми­
товы (пХп)-матрицы, причем ?>0, а 2 (>֊)— неубывающая матрич­
ная мера на оси R, удовлетворяющая условию (2.2), необходимо и 
достаточно, чтобы П£С„-у.

В скалярном случае это предложение было установлено еще в [8]. 
Как в скалярном, так и в матричном случаях, оно легко доказывается 
методом направляющих функционалов (см. [9]).

Утверждение 2.3° непосредственно влечет
2.4 °. Для всякой м-функции П £ <7л:/7 (0<Д/<ос) существует, по

крайней мере, одно продолжение П £ бл; - ; П|(—Л/, Д/) = П.
Действительно, если П £ Сп. л„ то, согласно 2.3’, она допускает пред­

ставление (2.4) пои / (—/V, Ы). Но тогда, рассматривая правую часть
(2.4) для всех ( £ Я. мы и получаем требуемое продолжение.

В связи с 2.4° естественно возникает

Задача (С). Задана м-функция П £ СЯ; лл (0<^ оо). Требу­
ется дать полное описание множества всевозможных продолжений 

П С Сп; - данной м-функции П.
Ряд результатов по этой задаче можно сразу получить методом на­

правляющих функционалов и теорией резольвентных матриц эрмитовых 
операторов (см. [10]).

Однако здесь мы рассмотрим задачу (С) при определенном ограни­
чении, налагаемом на м-функцию П, которое позволит получить решение 
этой задачи на основании результатов § 1.

Определение 2.2. Будем говорить, что м-функция П £ С я. „ 
имеет в интервале (—М, R) суммируемую акселеранту Н, если при 
։ 6 (— И, Н)

г
П (0=П (0)- СП |1| /Я - у и֊5) Н(з) бз (Н£ПЯХЛ (—М /V); сп>0). (2.9) 

и
Очевидно, представление (2.9) возможно в том и только в том слу­

чае, когда м-функция П имеет абсолютно непрерывную производную в 
интервалах (—/V, 0) и (0, Д') и при этом П'(± 0) = + сп /я, а 
П" (/) =— //(<).почти всюду в интервале (—/V, Л). Последнее непо­
средственно влечет эрмитность акселеранты Н: Н*  (<) = Н(— /) поч­
ти всюду в (— П, П).

В дальнейшем, без ограничения общности, можем принять, что 
м-функция П £ Ся; н, имеющая акселеранту, удовлетворяет условиям: 
П (0) = 0 и сп = 1/2.
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С каждой м-функцией Н^Ьл/.п (—N, N) можно связать опера­
тор Н№ действующий в пространстве Z.2,<i (О, TV) по формуле

п
Мы f) (t) = j HN(t - s)f(s)ds (/6Z2nXI (О, TV); (О, TV>). (2.10) 

о
Это вполне непрерывный оператор, норма которого удовлетворяет нера­
венству

N
J |//at(s)| ds.

-N

Последнее доказывается аналогично неравенству (1.3), если ввести век­
тор-функцию л» (•) (sс (—М TV) со значениями в L2nxi(—N, 2/V) по 
формуле

/ (M= — при +

I 0 при (-N, s)U(s+ N, 2N)
и записать действие оператора Н к в виде

N

-N

Оператор H,v будет эрмитов: Н/у = Ид՛ в том и только в том случае, 
когда м-функция Ну будет эрмитовой: H՝N(t) = HN(- t).

2.5 е. Для того, чтобы м-функция Нн^Ь^п(—N, N) была ак- 
селерантой некоторой м-функции П £ G„; дг(П (0) =0; сп = 1/2), не­
обходимо и достаточно, чтобы 1 + Нд-5>0.

В самом деле, если м-функции П и Нк связаны соотношением (2.9) 
при П(0) = 0 и сп = 1/2:

t
П (/) = -֊֊ И A.֊ ^(t-s)HN(s)ds (-TV<f<AO, (2.12) 

и
то для любого С„Х1 [0, /V] выполняется равенство

N Л'
J J (Кп (/, s)f(s), / (о) dsdt= j՝ (g (t)t g (/)) dt +

oo 6
N N

4“У j s)g(s), g(t))dsdf, 

о 0

где Kn (t, s) определяется соотношением (2.7), a
N

g (0 = У/(s) ds (/6 Cnxi 10. л']; o < f < A). (2.13)

t

Отсюда, учитывая, что многообразие вектор-функций g, определяемых 
равенством (2.13), плотно в Z2xi(0, TV), получаем эквивалентность 
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условия 1 + Ндг>0 условию неотрицательной определенности ядра 
АГп, т. е. условию П£<7«;л’.

В дальнейшем, говоря о м-функции/7.у ££яхя( ^)» Аля которой
1Ч-Нл>0, мы будем называть ее акселерантой, имея в виду, что 
она является акселерантой м-функции П £ 6Л; л/» определенной равен­
ством (2.12).

В случае, когда м-функция Н определена на всей оси 
//£ А«хп (/?), имеет место простое и законченное предложение.

2.6 °. Пусть задана эрмитова м-функция (R) (Я  (/)=*
= Ж—/)). Тогда она будет акселерантой в том и только в том 
случае, когда

1в+ уЯ(0е,иЛ>0 уН/г. (2.14)

— «о

Действительно, если м-функции И и П связаны соотношением (2.12) 
при № = оо, го, интегрируя дважды по частям, легко найдем, что для 
любого г £ С+

з։|п(Ое',/Й = -֊-[/я֊|֊2р7(Ое''' Л:»Г(д). (2.15>

о о

Очевидно, м-функция Т (г) голоморфна в л может быть доопреде­
лена по непрерывности в С+II [со). В силу принципа максимума, 

п, т. е. &ег(г)>0 уд£С+, в том и только в том случае, когда 
Ее Г(:) > 0 уд £ R. Это и доказывает требуемое утверждение, по­
скольку левая часть в (2.14) совпадает с Ее Р (г).

Отметим также, что в рассматриваемом случае матричная мера 2 в 
представлении (2.4) м-функции П абсолютно непрерывна и

о»
()>) ==֊^֊ (Л» 4- У Н(Пе֊1“ Л) Л. (2.16>

— «с

Это следует из формулы обращения в применении к представлению 
(2.1) м-функции 77^2л(см. [11]). Однако, поскольку в (2.1) вместе 
(л д)՜3 участвует (X + д)՜1, формула обращения принимает вид 

~Ф(—‘О = — Ее/г(Х)</Х. Отсюда получается формула (2.16).
К

В общем случае имеет место
2.7 °. Пусть задана м-функция П £ С„- лг(О<-/У< со), имеющая 

акселеранту Ня^Рп%п(—Н,Н). Тогда м-функция Р՜—, порождаемая 
п

по формуле (2.6) (с заменой П на П) произвольным продолжением.

(7я; „ (П|(0Я) = П), допускает представление
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«V
=х*  Сп(ОешЛ =—(/„ + 2 (0 •*"<«)  4֊^«՜ (г) (я 6 С+),

п и 2 J
о и

(2.17) 
где м-функция ’Р голоморфна в С+ и удовлетворяет оценке (0.3).

Для доказательства представим Т — в виде суммы:

ы
Л. (г) = г’ (* П (/) е"' Л + г? ( П Ц) е'г1 <Н = 

и J J
и Ы

ы -
= д’ ( П (0 е,г‘ Л + еик г*  I П (/V ֊Н) еш<Н.

Ч 0

Для первого слагаемого, путем двойного интегрирования по частям, 
найдем

.V Ы
г՝ П (?) е1г1 (/„ + Ны(<) е'" <Н) - & П (/V) е1гК + П'(/V) е'*\ 

6 о
Для второго слагаемого, учитывая (2.5), получим

Это и доказывает представление (2.17) с оценкой (0.3).
2.8 °. Пусть задана м-функция П £ Сп-, ы (0 < П< <»), и пусть 

некоторое ее продолжение П £ Ся-,» порождает по формуле (2.6) 
м-функцию допускающую представление (2.17), где Ны£. 

€ £пхл(0> ЛГ)’ о м-функция Р  голоморфна в С+и удовлетворяет оценке*

|^(г)| = 0(Н‘) при |я| ->ОО и ֊< — — 8 (е > 0) (2.18)

при некотором натуральном 1г.
Тогда м-функция П имеет акселеранту Ны.
Действительно, с помощью м-функции Ны построим м-функцию 

По(<) (0<^# <С М) по формуле (2.12). Тогда представление (2.17) 
м-функции можно преобразовать к виду

ы
(г) = г» ГПо (0 е!։/ Л + е1*” (г),

где гР’1 удовлетворяет оценке (2.18). 
Отсюда получим

е“1 Л-ЧГ^г)
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Из сравнения порядков роста правой и левой частей этого равенства 
придем к выводу (см. [12]):

По (0 = П (0 (= П (0) (0 < I < И) и у П (Л^+0 е'" М = (г).

Таким образом, По £ СП; ы, что в силу определения 2.1 акселераты и 
доказывает утверждение.

Замечание 2.1. В процессе доказательства 2.8° доказано также.

что если м-функция П £ Сп- - допускает представление (2.17) с оценкой 
(2.18) при некотором натуральном к, то необходимо Л=1.

§ 3. Решение задачи (С—Т) (вполне неопределенный случай)

1. Пусть задана (пХп)-матрица-функция ///у6£„Хя(0, /V). Рас­
смотрим задачу (С—Г), состоящую в описании класса 2(Л/д) (см» 
введение).

Из утверждений 2.7° и 2.8° следует, что класс 2 (//д՛) непуст в том 
и только в том случае, когда м-функция Ну ({) (—Н<С.{<Н), про­
долженная в интервал .(—И, 0) условием эрмитовости (//л(—/) = 
= Н*(/);  0<<<Л/), является акселерантой. т. е. 'когда оператор Ндг, 
определенный равенством (2.11), удовлетворяет условию 14-Нд^-О. 
Впрочем, это условие получиться и непосредственно при описании 
класса 2 (Ну).

Рассмотрим м-функции Ну и Су, принадлежащие £1Хя (0, Л) (0 <1 
/V °°) и связанные соотношением

I
Су(1) 4-у Су (1 — $) Ну(з) 4з + Ну (/) (= Су (/) -|- 

о

+ Слг (з) Ну а — 5) Лз -ь Ну (0^ = О (0 < £ < /V). (Зду
о

Заметим, что для выполнения соотношения (3.1) достаточно задать 
одну из м-функций Ну или Су, поскольку другая может быть найдена 
из уравнения Вольтерра (3.1).

Введем вольтерровы операторы С„ и Нл., действующие в простран­
стве £«х։ (0, И) по формулам

(Слг/)(/) = Сдг(/ —5)/(5)//з, (Нл/)(/) =
о

։

= Ну (( -«)/ (з) Л (/£ 12„ Х1 (0, /V)). (3.2}
о
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Отметим, что 2 Ее Н.у = Нл + Нд=Н.у, где Нл—оператор, введен­
ный в § 2 формулой (2.10).

Соотношение (3.1) в терминах операторов С.у и Н.у имеет вид

Сл՛ + Суу Нл+ Н.у == 0 (Сл՛ + Нл С.у + Н.у = 0), (3.3)
что эквивалентно равенству

1-)-2Нл=(1-|-Сл)_1(1֊Сл) (=(1-Слг)(1 + СууГ։). (3.4)

Отсюда легко находим

Ее (1 + 2 Нд,) = I + Нл = (1 + Сл)՜1 (I - СлСд ) (I + Сл) ”։. (3.5)

.■Это непосредственно приводит к утверждению
3.1°. Пусть Нм и Сл—м-функции из Ь\ Х1 (0, 2У) (0< Л/<оо), свя- 

-занные соотношением (3.1), а С.у и Н.у — вольтерровы операторы, по­
рожденные формулой (3.2). Тогда имеет место эквивалентность следую­
щих утверждений:

1) ||С.у|։ < 1 0Сл| < 1) <=> 2) Ее (I + 2 Нл) >0 ( Ее (I + 2Ну) > 0). . 

Это утверждение дает возможность каждой акселеранте Нм^
— Н, Н) однозначно сопоставить непустой класс Е (Сл; Нл): = 

= Е(Сл), где м-функция Сц £ 1}п-х а (0, Ы) находится по Нм из уравне­
ния >(3.1).

Теор-ема 3.1. Пусть задана акселерата Нм££.\хп (— М) 
1(0<АГ<оо). Тогда формулой.

/=(я) = (/я-£(д))(/«+Е(г))-‘ (г£С+) (3.6)

устанавливается одно-однозначное соответствие между классами 2 (7/л) 
и Е (Сл; 7/л).

Доказательство. Заметим, во-первых, что формула (3.6) оп­
ределяет жчфункцию /• £ 2„ и при этом Нт?(ф) = /Я. Поэтому в 

у ♦ -
^представлении (2.1) м-функции /• имеем, в частности, Р = 0, что для 
„переходной“ м-функции П/? дает П/?(0) = 0.

Из соотношения (3.6), воспользовавшись представлениями (0.1) для 
£^Е(С.у) ж (2.6)—для /• £ 2Я, получаем

л
(ц + У Суу (0 + е“* Ф (г) ) :*  | Щ (/) е'։< Л = 1„ ֊

о о

— У Сл (0 е'н <Н - е'^Ф (г). (3.7)

о
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Положим

В(0 = -/Л + ] 
о

Теперь, учитывая равенства

е<*  41 = 1Я + В'(Я) еи” — к [В՛ е"' </Л=У СлгО) 

о

=/.+ (Л'(Л1)-».-В(Л))е“*-?

о

(/)«"'Л 
и

, Я
С е1г1 </П(0 + ^||

л՛ о
из (3.7), после несложного преобразования, получим 

где м-функция Т՝ голоморфна в С+ и удовлетворяет условию (0.3).
Сравнение порядков роста членов этого равенства дает (см. [12])г

В'(!֊։)^(5)֊5(/) = 0, (0</<7У>,

откуда, интегрируя по частям, получаем

П(0 +|5"(/-5)П(5)^ = В(0 (0<<<М. (3.7'>

и

Рассматривая полученное равенство как уравнение Вольтерра отно­
сительно П с правой частью В, имеющей абсолютно непрервгвную пер­
вую производную, можем утверждать, что и м-функция П имеет в интер­
вале (0, Л/) абсолютно непрерывную производную.

Дифференцируя дважды уравнение (3.7) и учитывая, что /->’(/)= 
= Слг(/) и П(0) = 0, имеем

П (0) = — /я; П"(/)4- ( Сд,(/ — в) П" (։)</£—С^(О —0>,
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-откуда, сравнивая с уравнением (3.1), получаем П*(0  = —
Это на основании утверждения 2.7° доказывает, что м-функция Г, опре­
деленная формулой (3.6) при Е£Е(Су; Ну), принадлежит О (Ну).

Обратно, пусть Р £2 (Н^). Докажем, что она по формуле обратной 
к (3.6):

£(г) = (/֊Г(^))(/я + Г(д))-1 (г^С+) (3.8)

порождает м-функцию Е £ Е (Су; Ну).
Зафиксируем произвольно Ед £Е. (См). По доказанному, она по фор­

муле (3.6) порождает м-функцию /о € 2 (^А) • Поэтому имеем

E(z) ֊ Ео (z) = (In + F(z))֊' (F(z) - Fo (z)) (/„ + Fo (x))֊> = 
= et։N(In + F(z))֊' V (z) (In + F„ (z))֊',

где ¥— м-функция, голоморфная в С+ и удовлетворяющая условию (0.3).

С другой стороны, (1Я 4՜ F(z)) 1 = ֊-(/« + £(*))  6 Вах я И анало-

■гично (1« + Ео (г))՜1 £ В„хл- Отсюда Е (г) — Ео (г) — еш'г Ф։ (е)(я £ С>.), 
где Ч*՜! —-м-функция того же класса, что и ЧГ. Полученное соотношение 
показывает, что ф, ограничена вблизи вещественной оси, а тогда, в силу 
принципа Фрагмена-Линделефа, она ограничена - во всей верхней полу­
плоскости С+.Это доказывает, что вместе с £0 классу Е(СЛ-) принадле­
жит и м-функция Е. □

Замечание 3.1. Всякая м.-функция F^Q(Hy) обладает тем 
■свойством, что 11m /?(/у)=/я.Отсюда, как уже отмечалось, следует, в част- 

yt -
ности, чт.о в представлении (2.1) м-функции /’имеем ?=0. Нам не известна 
-точная характеристика меры £ в представлении (2.1), обуславливающая 
предельное соотношение. Отметим только, что это соотношение влечет 
равенство lim ItnF(iy) =0, а последнее, как известно (см. [13], стр. 297), 

yt- 
эквивалентно условию lira 1/1 ( У (X) — V(—(1))=0.

2. В этом пункте дадим непосредственное описание класса 2 (Ну) 
в случае, когда оператор Н у, порожденный акселерантой Ну, удовлетво­
ряет условию 14-Н,у^>0 (вполне неопределенный случай).

Рассмотрим для этого пару «дуальных» уравнений
t

Cy(t) + J CN(t-s)H± (s) ds ± H± (0 = 0 (0< t < N). 

0
(3.1)±

Решение -уравнений (3.1) ± при заданном С# будем обозначать через 
-Ну. ± ((очевидно Ну, + (Р) = Ну(1)).

Легко понять, что для получения «дуальных» соотношений(3.3, 

*(3.4)±, (3.5).]- достаточно рассмотреть операторы ± Су и Нлг; х. Из 
■соотношений (ЗЛ)^ находим (I 4-2Нлг; +)-1 =1 + 2Нлг; _, что дает воз­
можность -непосредственно определить м-функцию Ну-. * через Ну- ± 
>из уравнения
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НХ- т (0 + 2 + а - 5) НХ: - (5) л + Ял; -(О = О (О < # < Я),
о

Из соотношений (3.4)± следует также эквивалентность условий

1) Ее (1„ + 2 Нл-: +)>0(Ке(1 + 2НЛ’; +) > 0);

2) Ее (14֊ 2 Нл _) > 0 (Ее (I + 2 Нл: -) > 0),
т. е. м-функции Нл,. ± являются акселерантами одновременно. Их мы 
будем называть «дуальными» акселерантами.

Для описания класса & (Ял) подставим в (3.6) выражение (1.10) 
м-функции Е. Получим дробно-линейное преобразование

г (г) = ((?я (г) + (2) В (х)) (Сп (х) -+■ <?м (г) В (г))֊1 (В £ В«х„; г £ С+)
(3.9)

с матрицей <2(г)=||0/*  (х)^ которое связано с матрицей Р (г) пре­
образования (1.11) соотношением

<?(*)  = Г'" |Р(х) (*€С +).
I. А лп 1

Тогда из представления (1.10) матрицы Р (г) следует представление

<2(*)  =
А 1п'

.Л-е™ 1п.
у<7(0е,х/Л. где дН)։— 

о
(3.10>

Отсюда, для определения м-функции 9(0 (0 < £ < №), в силу (1.9),.
получаем уравнение

1_
2

I — Сл I 4֊ Сл <7н (0 *71*  (0 1

I—С.у —(14-Сл). . 9ж(0 9п(0,1

о с;-(я֊о

Сл(0 о
Применим к обеим частям этого уравнения матрицу

(I + С л) 1 (14՜ С.у) 1 (условие 14"Н.у; + >0 влечет существовав ։е-
(I - С.у)՜1 — (I — Сл)՜1. операторов (I ± С.у)՜1, (I ± Сл)՜’).

Получим, учитывая соотношения (3.4)

14-Нл;+ о 911(0 91։ (0 __ 

0 I 4- Ндг; _ ,дй(О (0.
Г (1 + сл)-։сл(о (։ + Сл)՜1 с.у (Я—о
I- (I ֊ Сл)՜1 с.у (о (I - с;г։ Сл(Я- о. ’

Далее, из соотношений (3.1 )± легко следует, что (I ± Сл)-։ Су(0 = 
= + ± (О и (I ± Сл) 1 С.у/^— 0= + Ял; ± (Я— 0- Поэтому пос­
леднее равенство можно представить в виде

9п (0 9И (0 = _ (14- Нл; о.)֊1 НХ; + (0 (1+Н.у; +)-1 Ну. + (Я-7)՜ 
.9։1(0 9»(0] 1(1+Нл;_)-։ЯЛг;_(0-(14-Нл; _)-1Ял;-(Я—01”
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Обозначим через Г.у^(7,з)резольвентные ядра операторов I—(1+Нд:^.)_Ч 
Л*

Г Д’; ± (7, з) +- I Нх- ± (7 — и) Г.У: ± (и, з) с/и = Их-. ± (7— з).
б

Вместе с этими соотношениями рассмотрим также соотношения

х
Гл’; ± (7, з) + ± (( ~ “) ^ЛГ; ± (и, з) <1и = 1-Гх- ±(( — з).

и ь
М-функции Г.у; ± (7, з) являются резольвентными ядрами операторов 
I—(I 4֊ Нлг; ±)՜', где Нл-;± — оператор, порожденный м-функцией 
Их-, ± (7) по формуле (2.10).

Легко проверить, используя эрмитовость м-функции Нх (7) 
(Нх(1)=Нх{—{)-ц(—И<. что имеет место равенство Гх?± (7, з) = 
= Гх-.±(И՝-1, и-5).

Таким образом, для м-функции <7 (7) (0 <. I <. 1^) получаем оконча­
тельное выражение

<7и (0 <7и(01 = ГГлг; + (7, 0) + (ЛГ — 7, 0)'
.<7п (0 <711 (7)] [Гл՛; - (7, 0) Г&- (Л7- 7, 0) ] .

Теперь представление (3.10) для м-функции <2 (г) принимает вид

* х
I, - угдг; 4 (7; 0)е'*'<7/  е"л’^/я - , (7, 0) е֊,։<

о о
Л’

1п — Гуу; _ (7,0) е1г1 _ (7, 0) е֊'։' <77
о ՝ о

Для иных целей удобно представить матрицу дробно-линейного преобра­
зования (3.9) в виде

У (г,
-,гТ

е~УТ^}== 1
^2

£> (г, Л) (г, Щ 
Е(г, Л) — Е^г, Щ ,

где положено

о
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_ 1г Я %
Е(г, М)֊е ! 2 (/„ | Гл-;.. (Т, 0) е!г‘ л) ;

о

^ ֊ / г \Е*  (г, ТУ) =е ■' (1Я — Г« _ (/, 0) е֊"' <Н) .

О
Из /-унитарности м-функции Р(') при л£К следует, что при 
м-функция и (X, Д') удовлетворяет тождествам

и (X, ТУ) ]1Р а, ТУ) = Л; и*  ()•; ТУ) }ои (X; ТУ) = / ( Л : = [. ° .

Это приводит к следующим соотношениям для м-функций Е, Е*,  О, О*  

£>(>., ТУ) О' (X; Л') -£>♦('; Л') о; (л; ТУ) = 0

1) Е (л; ТУ) Е՛ (X; ТУ) — Е  (X; ТУ) Е\ (/-; ТУ) = О*

О (X; ТУ) £’ (X; Ы) 1 £>„ (X; Ы) Е\ (X; .V) = 2 Л

Е՝ (X; ТУ) О*  (X; /V) 4֊ О' (ХТУ) Е (ХТУ) =21я

2) Е՝, (/■; ТУ) Е, (кН) 4՜ о; (X; ТУ) Е. (X; ТУ) = 2 1„

Е*  (X; /V) О. (X; ТУ) о՛ (X; ТУ) Е, (X; /Т) = 0.

Вышеприведенные рассмотрения позволяют сформулировать следую­
щую теорему.

Теорема 3.2. Пдстъ задана эрмитова акселеранта 
еМхя(֊ТУ,ТУ) (0<Л'<ос) такая, что I 4- Нл > 0 (вполне неопре 
деленный случай). Тогда полное описание класса й(Нн) дается 
формулой

Г (г) =-- (О (л; ТУ) - О, (я; Л!) В (г) (£(г: ТУ) +

+ £. (г; ТУ) В (я)) ֊’(я СС+), (3.11)
.когда В пробегает множество Вях я.

Замечание 3.2. В скалярном случае (п=1) формула (3.11) 
несколько упрощается. Дело в том, что в этом случае £» (г, ТУ) = 

— Е(г; М) и О#(г; ТУ) = О(г; ^)• Если теперь представить 2?СВлХя 
в виде В — (Т—г/л) ( Г+■/Л։)-1, где ГС^яи|оо], то формула (3.11) 
перейдет в формулу, полученную, среди прочих, в сообщении [2].

Замечание 3.3. Из теоремы 3.1 и замечания 1.1 легко следует, 
что одно-однозначное соответствие между множествами Вя 7 я и ). 
задаваемое формулой (3.11), осуществляет также соответствие между сле­
дующими множествами:

1) Вях я: = [ В С ВЛ Хя| зир |В (г)| 1) <->•
дбС+

<-> Ъ(Ни) = {Ь^>(Н„Ут1 |НеГ(г||>0}.
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2) в» X л Л 1^Л Хл <“> 12 (//л՛) Л Н^ях «•

3) В„х. Л У% я <-> <2 (Ни) Л У& ..

Теорема 3.2 играет важную роль в теории канонических дифферен­
циальных уравнений. Дело в том, что всякий канонический дифферен­
циальный оператор Ац, порожденный дифференциальным выражением

У—- У(г)( ие Ь\֊<а (О, Л')) И‘(г)=И(г)(0<г<^);

Ип 0 |\ 
О -Пя\)

и произвольно фиксированным самосопряженным условием в нуле, по­
рождает некоторую аскелеранту//лХ^*€^ихя( —М, М); 1 + Нл^>0) 
такую, что множество ее спектральных мер совпадает с множеством 
спектральных мер эрмитового оператора Ло с индексом дефекта (л, л). 
Поясним, что спектральной мерой акселеранты Н к называется мера 2՝ 
в представлении (2.1) м-функции Р или, что одно и то же,,
мера 2, фигурирующая в представлении (2.4) «переходнойж функции П 
имеющей Ны в качестве своей акселеранты.

Отметим также, что матрица и (г; дробно-линейного преобразо­
вания (3.11) непосредственно связана с матрицантом У) (г; г) канони­
ческого дифференциального уравнения

} _ И(г) (г; = г£/1 (2. г). (г; 0) = Л։ (3 12) 
</г

а именно, £/ (г; Л/} С1~' (г; 0) = £/х(г; №■
В связи с этим укажем, что в процессе работы над статьей авторы 

имели возможность ознакомиться с препринтом работы [14], где вопрос 

описания суммируемых продолжений Н заданной акселеранты Н д., удов­

летворяющих условию 1п + Р\Н; >>)^>0 рассмотрен в связи
с каноническими дифференциальными операторами.

В этой работе теорема об указанном описании может быть перефор­
мулирована без использования понятий и положений канонических диф­
ференциальных уравнений, после чего она совпадает с утверждением 2) за­
мечания 3.3. Само доказательство этой теоремы построено в работе [141 
на основе ряда ошибочных положений. Отметим только, что утверждение 
о том, что каждая каноническая система (3.12) порождает, в определен­
ном смысле, некоторую акселеранту С—в общем случае
суммируемых акселерант не допускает обращения.

К сожалению, авторы [14] не заметили ошибочность рассуждений, 
приводящих к противоположному выводу, допущенную нами в ранних 
работах [15] и [16].

Подробно эти вопросы будут обсуждены в нашей следующей статье, 
посвященной приложениям теории акселерант к вопросам спектральной 
теории и теории рассеяния канонических дифференциальных уравнений 
(с гамильтонианом и, в частности, с потенциалом).
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§ 4. Решение задачи (С— Т} (вырожденный случаи)

1. В этом параграфе рассмотрим эрмитову акселеранту 
■€^хн(-^, Ы) (0<ЛГ<со) (Нх(1) = Нх(.П; такую,
что —1 является собственным значением оператора Ндг( 1^а(Н,у).

Вместе с Ни(~ Их-, +) рассмотрим дуальную акселеранту Н,\-, _ 
и введем собственные подпррстранства ЯХ//, отвечающие собственно­
му значению — 1 операторов Н.у; ±: ,

ЯХ& = (А± 6 10Л) |(1 + Нлг; ±) Л± =0| (- 1 € ’ (Н^ ±).

Из соотношении (3.5) ч легко следует равенство

Ш-Ьр ±ФП?. ФГ(:ЗКс). (4-1)

Элементы Ад £ ЯХя, связанные соотношением А± =<р ± '£([<?» Ф]'С 
:^ЯХс), будем называть „дуальными“ собственными элементами.

Соотношение (4.1) даёт возможность непосредственно перенести по­
нятие и положение подпространства ЯХ с на подпространства ЯХ^.

4.1 °. Для подпространств ЯХ// справедливы включения

У&С. п £'х։(0Л) ПЛС„Х1(О, N).
Р-1

4.2 е՜. Если то h+^УХй в том и только в том слу­
чае, когда Л*  (0) — hi: (TV) = 0.

Отметим, что вообще А+(0) = А_(0), a — h_(N).
Введем подпространства ЯХ^(О);

ах; го) = {[а± (0), л± (л/)Г | л± е ях£)=с2я.

я сно, что ях; = ([<р(0), ф (МП[<р, ФГС ЭХс} = ЯХс(О) и ЯХя = ([<р (0), 
— Ф (W)] |[<р, ФГ^ЯХс|- Отсюда получаем

4.3 . Подпространства ЯХ^(О) являются /-нейтральными и, следова­
тельно, им соответствует частично изометрический угловой оператор 
К: Ся-> Сп такой что, А± (Л) = + Kht (0).

Таким образом, din ЯХ// (0) <п.
Определение 4.1. Упорядоченная система (A^'!*_j  элементов 

из ЯХ>/ называется D-цепочкой и обозначается О(А՛*';  /) если
1) АУ1 (0) =/=0, а следовательно, и A-'(7V)=/=o> 

/
2) aL‘1(O=Jai “’’(s) ^(Л^ЗП). 

о

*

Элемент А01 называется базовым элементом, а I—длиной О-цепочки.
О-цепочка Z)(AOJ; /) называется максимальной, если в ЯХ^ нет D 

цепочки большей длины, у которой значение в нуле базового элемента 
совпадают с A(t (0).

Легко видеть, что одно-однозначное соответствие между множест­
вами ЯХ^ и ЯХ^., устанавливаемое равенством (4.1), сохраняет свойство



Аналоги задач Шура и Каратеодори-Теплну։ 137

системы элементов быть Д-цепочкой. С помощью этого соответствия из 
1.3° непосредственно получаем

4.4 °. Существует система максимальных О-цепочек ^((А1'1);  /)  
(£ = 1, г) такая, что система {(А^1(О))л'-Г образует базис в (0)>

* *
*

а система образует базис в ЭДи^нпЖ« (0) — г,

Лт ЯК« —
4— I

Далее, из утверждения 1.4°, в силу теоремы 3.1, получаем
4 .5\ Пусть задана акселеранта П,\ ( — Н.\- +)£Ь\хп( —П, П) 

(О < от) такая, что — 1 я (Н/^; ±), и пусть Л ’^2(Л/.ч). Тогда 
лля любого А± = Ф ± ([?. Ф] €Ш?с) выполняются тождества

*

' 1) Г;<Л+; х)Г+(А_; х) + Л(А-;г)2ч(Л+; х)=0;

2 ) Р(г)Р^[К+; х) -Г+(А_; в) (,£С+). (4.2)

С помощью системы базисных £>-цепочек ^(А?.1)*;  /*)  (А — 1, г) 
линеалов ЯХл образуем (л X г)-матрицы-функции

Я±(0 = «Лк։|)1(/), (А^։)։ (/)»•_••» (А‘21^(0]. (4.3)

В силу (4-2)» для этих м-функций имеем

1) Г. (Н+; г) Л (Я_; х) + Г+ (//_; Г) Е, (Н+; в) = 0;

2) Г(х) Г+ (Н+; х) = Г+ (Н-; г) (в £ С+). (4.4)

2. Рассмотрим случай dim ЯКй(О) = п (определенный случай). В 
этом случае имеем Н± — Ф ± Ч!՜, где (л X л)-матрицы-функции Ф(х) и 
՝F(x)(z^,C+) определяются равенством (1.13) и, в силу J1.4°, обрати“ 
мы при x^C+U (ос].

С другой стороны, при х£С+ существуют (/„ + ^(х))՜1, где 
E(z) —F-\- ("Г; z)/7՝ (Ф? z) есть единственный элемент множества 

Е (Сн; Hn). Отсюда следует обратимость м-функций F+ (Н±; z) при 
х^С+.

Однако в данном случае можно утверждать большее.
4.6°. Af-функции F+ (H±i z) обратимы при любом невеществен­

ном х.
В самом деле, введем в пространстве квазискалярное

произведение (/, g)i=(f, g) + (Нлл + /, g), и в новом пространстве рас­
смотрим оператор Ао, порождаемый дифференциальным выражением 

г— на многообразии D(>l0) непрерывно дифференцируемых функций 
dt

/€ Ал х։ (0, IV), удовлетворяющих условиям /(0) = f(N) = 0. Легко 
проверить, что оператор Ао является симметрическим. Допустим, что 
det Л+(/7+; х0) = 0 при Imx0¥= 0. Рассмотрим уравнение (Дв+я։1)Х=Е+, 
где 5+ =Н^а и F+ (Н^а; х0) = 0. Для решения 
3-121
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e^-,4+(s)ds
о

этого уравнения имеем: Хо(О) = Zo (7V) =0. Это означает, что D(/40). 
Теперь в фактор-пространстве по подпространству элементов 
/€^лх։(0» W), удовлетворяющих условию (/, f)i =0, рассмотрим сим­

метрический оператор Ао, порождаемый оператором А&, и класс 

содержащий функцию X,. Ясно, что Хо является собственным эле­

ментом оператора 'АВ, отвечающим собственному значению z«(Im zoy= 0) *
Получили противоречие. Аналогично доказывается обратимость 

F+ (Н-‘, г) при Im z 0.
Резюмируя сказанное выше, сформулируем следующую теорему.
Теорема 4.1. Пусть задана эрмитова акселеранта Нм 6 

бМхрЛ—М N) (0<JV<rx>) такая, что—1 £ о (Нд,) u dim ЯХя(0)=п. 
Тогда множество £2 (Ни) состоит из одной м-функции F0,(z), котог- 
рая находится по формуле

Ft(z)=F+(H-, z)F?(Hv, *),  

где м-функЦии Н± определяются по формуле (4.3).
DetF+(/7+;z) имеет только вещественные нули {՛>.;)£—« 

(^7“/=^*  ПРи j к) и» следовательно, функция Fv(z} допускает, 
разложение*

(-=) = « + А + s - Д, 
z \Ау~ -2 /

где а — вещественная (пХп)-матрица, а (п X п)-матрицы. ?j > о >. 
причем

Можно показать, что ранг вычета р, совпадает с кратностью Л у как 
нуля det F+(H+; z) (см. [17]).

Для м-функцни П0(2) = Пг, (0 из соотношения (2.6) найдем:. 
По(О = а + 2(«Пу<— 1 )?//>֊;. Дважды дифференцируя последнее ра­

венство в смысле обобщенных функций, получим H(t) — Пв(0=
dF

= SP/e J, причем H(t) = Ну (t) при 0<[2<^.ЛХ. Таким образом, в
*— »

этом случае продолжение Н м-функций Ни есть обобщенная почти 
периодическая м-функция.

Представление (4.4) следует из (2.1), поскольку и данном сл-учае — (л) £вляет- 
ся ступенчатой м-функциен со скачками Р/=£ (Ху+0)-2 (Ху—0), Последнее справедли­
во в селу того, что (г) является мероморфной фувкцией с полюсами в точках 
*= Ху (/ = 0, ± 1, ±2,...).
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Замечание 4.1. Так как detz) есть функция, ограни­
ченная на вещественной оси R и имеет экспоненциальный тип, то 
нули ) — 0, ±1, ±2,-••) det/• a. (/L.; z( имеют асимптотику су при
|у|—оо, где коэффициенты су вычисляются по известным правилам 
(см. [18]).

3. Пусть теперь —1£а(Н.у;+) и dim SK/?(0i<n. С помощью

•специального решения 
формуле

р уравнения (1.17) введем м-функцию q по

р(0.

У^егко проверить, что 
уравнения

՝Ц-Нл + О
О I + H/V; -

м-функция q является определенным решением

— A.v; + (Л — Hty, + (N—О
— Ны;- (0

Q. (4.5)

где Q есть ортопроектор на подпространство C’2"QS0?^։

Более того, а есть специальное решение уравнения (4.5) вида
«-*  X*  * хч

•д=дггде ql, q։ выбираются следующим образом.
Имеем Р=ФН-(?2, где Ql, Qշ суть ортопроекторы, определяемые

• равенством (0.15). Зафиксируем некоторое решение 4։ уравнения

I + Ну; + 0 ~ + —^N՝ + ~ Q
0 а + Нл-;_]9։' -Ял,:_(0

удовлетворяющее условию <7։ (О (2։ = (0- Далее положим qլ(t) = 

= —ЬЦ), где Л(0 есть м-функция, вектор-столбцы которой суть

'базовые элементы максимальных /9-цепочек из таких, что Л(0)=

-=(4Х. Тогда, м-функция ql удовлетворяет уравнению

I + "H.V; +
о

о

1 + н№
-Нлг; + (0

-Ялг:-(О Мг-.-Ц).
Qi

•и условию q.(t) Qi^<7i(0- 
Положим теперь

о 
Поскольку

.в силу теорем 3.1 и 1.3 получаем:
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Те орема 4.2. Пусть эадана эрмитова акселеранта Нм £ 
€^1хи(— N> М (0</V< оо) такая, что -1€»(Нх±) м dim SRw< п. 
Тогда полное описание класса 2 (//л) дается формулой

F(*)=(QM  -i- QM B(z))(Qn (z) + (=) 5(г))֊' (z£ С+),

когда В пробегает все Bnx«(^)- »
Физико-химический институт АН УССР,

Ереванский государственный университет Поступила З.Х.1984

Մ. Գ. ԿՐԵՑՆ, Տ. է. ՄԵԼԻՔ-ԱԴԱՄՅԱՆ. Տուոի և ՕարատԼււցորի —ՏԼպփցի խնդիրների մատ֊ 
րիցայիք, կոնաինուալ անալոգները (ամփոփէւմ )

Հոդվածում լուծված են հետևյալ խնդիրները.

հնղիր (Տ) (եէւոի խնդրի անալոդ)» Տրված է ՜՝- N Հ Օ©) մատրից-
ֆ ունկը ի ան ( մ-ֆունկցիան ) > Պահանջվում է'

1) Գտնհ, Շ+ -ս1 հ»լ.մ»րֆ 1ւ (0,1) տես,.վ ներկայացվող £(շ) մ ֊ֆտնկցիայի դ,յ.,- 
թյան պայմանները!

2) Եթե նշվաէ £(շ) մ-ֆիկցիաների £(Շրյ) րաղմաթյ-ւնը դատարկ շկ, ապա տայ £{Շ 
բազմության չրիվ նկարագրությունը!
հէպիր (Շ—7) (Եարատեոդորի-Տեպլիցի խնդրի անալոգ)։ Տրված է Ւ{բբէ №)

(0 № < «50 ) մ-ֆունկցիան’ Պահանջվում է' 1
1) Գանել դոյության պայմանները այնպիսի Հ Շ Հ) մ-ֆունկցիայի, որը բավարարում

ձյէօ/՚քշ) > 0 առնչությանը և ներկայացվում է (0,2) տեսքով, որտեղ Ար («) Հ Շ * ) 
մ ֊ֆունկցիան բավարարում է (0,3) առնչությանը!

2) Եթե նշված ք(շ) մ ֊ֆունկցիաների Զ (//^) րադմությունր դատարկ չէ, ապա տալ 
է0Ւվ նկարադրաթյա^ր.

M. G. KREIN, F. E. MELIK-ADAMIAN. Matrix continnoas analogue» of Schur’» 
and Caratheodory-Toeplitz problem»'(tutamury}

i . . ' î‘*> ,։

In this paper the following two problems are considered.
Problem (£), (A version of a problem of Schur). Let (n Xm)—matrix function 

CwÇZJxm (°- AT) (0 < M < eo) be given.

1) Give the existence condition of nonstretching holomorphic in C4- matrix­
function £(x), which is representable in the form

£ U) = JCa, (f) e“‘‘ dt + e^ 0 (z) (<K //;x , ). 

0

2) Describe the set E(C^) of all such matrix-functions E (z).
Problem (C—T). (A version of the problen of Caratheodory-Toeplitz). Let a 

(n X m) — matrix function HN$LlnXn(0, N) (0<jV< eo) be given.
1) Give the existence condition of ^holomorphic in C4. matrix-function F (^)> 

for which

N
a) ReF(z)>0; b) F(z) =In + 2 ^HN (f)eM։ dt + e“N W (z),

0
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where ’Г(х) is a holomorphic in C-ÿ. matrix-function, admitting the estimate

V (։) =0 (|։|). when ։-» oc and T~arjf' <y-s(O<s<l).

2) Describe the set 2(Л7л-) of all such matrix-functions F ().*
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А. М. ДЖРБАШЯН, Г. В. МИКАЕЛЯН

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ТИПА 
БЛЯШКЕ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ

Как хорошо известно, Б. Я. Левиным [1] (см. также [2], гл. II) и 

А. Пфлюгером [3] независимо были установлены теоремы об асимпто­
тическом поведении произведения Вейерштрасса вблизи бесконечно уда­
ленной точки, при наличии особого рода плотности его нулей. Позже 

Н. В. Говоровым [4, 5] были получены аналогичные результаты для вве­
денного им канонического произведения в полуплоскости.

В совместной статье авторов [6] были введены в рассмотрение 
произведения типа Бляшке для нижней полуплоскости Gl >= [w:ImW<0|

A (w) = П a«(w, =

2 [Im аЩ
= П exp 1 — f ------------'֊---------------- hw.lrC—1<5<4- 00, (1)

k I J [* + /(«,-№*)]«+• J 
0

сходящиеся при выполнении условия

S |Im w*|’J'* < + (2)
к

Там же был исследован ряд свойств этих произведений. Отметим, что в 
специальном случае а=0 произведение Д, (и>) совпадает с произведе­
нием Бляшке вида

. . . „ w — Wh
• A0(w) = n-—=֊-• 

* w — w*

В данной статье установлены теоремы об асимптотическом поведении 
произведений типа Бляшке Аа (и>) (—1<a<+oo) вблизи начала коор­
динат, при наличии некоторого рода плотностей их нулей с 
cGH (Ilm wt = 0). Эти теоремы являются также теоремами об асимпто- 

■ Л-»ОО
тическом поведении произведений Ax(w) вблизи любых, лежащих на ве­
щественной оси, конечных, изолированных, предельных точек их нулей, 
ввиду инвариантности функций (tti) при параллельном вещественной 

оси перемещении точки w и последовательности (см. [6]). Од­
новременно, в случае уточненного порядка р = const, теоремы статьи ин­
версией W = Z-1 переходят в естественные аналоги упомянутых выше ре­
зультатов Б. Я. Левина и А. Пфлюгера об асимптотическом поведении 
произведений Вейерштрасса. Следует отметить, что авторы используют 
общую схему, данную Б. Я. Левиным. Вместе с тем, исследуемые в дан­
ной работе произведения имеют намного более сложную структуру, чем 
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произведения Вейерштрасса, и авторам пришлось преодолеть ряд суще­
ственно новых, специфических трудностей.

Аналогичные по духу теоремы были установлены также для перво­
начальных произведений М. М. Джрбашяна [7], [8] для круга п, (г) 
(—1<а<4֊оо) в работе [9] способом, применимым лишь при целочис­
ленных значениях параметра а (а = р = 0, 1,2,...).

Развитый в статье метод приводит к распространению результатов 
работы [9] об асимптотике произведений я։(г) {а=р = 0, 1, 2,...) на 
случай любого значения параметра а из (—1, + оо). Однако на этом, а 
также на распространении результатов статьи на случай любого уточнен­
ного порядка, здесь мы не будем останавливаться.

Следует отметить, что произведения Аа 1 (ш) во многом аналогичны 
другим произведениям типа Бляшке для полуплоскости (10), введен­
ным ранее одним из авторов [10] (см. также [11]). Однако асимптоти­
ческое поведение последних требует дополнительного исследования.

В § 1 исследована асимптотика произведения (и’) (—1<а<-|-оо) 
в специальном случае, когда последовательность его нулей {и^А][* с 
расположена на некотором луче, исходящем из точки 10 = 0 (теорема I).

В § 2 исследована асимптотика произведения Аа (и>) (—1<а<-|-оо) 
в более общем случае, когда последовательность его нулей 
имеет угловую плотность (теорема II).

§ 1. Специальный случай распределения нулей

Всюду ниже в этом параграфе будем полагать, что последователь­
ность нулей |ш*|“сС(_,(1։т «и = 0) функции типа Бляшке Л։(«<) 

А-*оо
(— 1 а -г со) расположена на некотором луче. |хе_/*:0..< х < + со], 
где 7 к — 7, а 7 £ (0, я/2) —фиксированное число. При этом, 
плотность этой последовательности будем предполагать такой, чтобы 
для некоторого числа р]>0(тах(0, а) Ср<С 1 + а) имели

lim п (t) — А < -f- 00, (1-1)
/-+о 

• 1 •
где п (/) (0 < t < + ос)—число точек из [ ш»]“ == {р* е~,|*']1" (с учетом 

их кратностей), лежащих на луче {хе֊1*: -I- ос].
Далее, всюду ниже мы будем полагать, что точка JC £ G՜^ лежит на 

луче |хе~'¥: 0х < + со], 7 < <р я — 7, где ip ■]>.
Заметим, что п (/)—ступенчатая, монотонно убывающая, непрерыв­

ная справа функция, причем п (/)—>֊-|-оо при /—♦֊֊]֊() и п (0=0 при 
t > М — шах р* (М<^ + ос). 

k
Следует отметить, что при любом а (—1<а<т°°) и соответст­

венно выбранном р условие (1.1) обеспечивает сходимость ряда (2), 
и, тем самым, сходимость произведения Ла(ш).

Действительно, ввиду этого условия и природы функции п (/) имеем
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+- • ■>? 1-
+ оо> [ г п(/)Л= —( <1+*rfn(O = — S Р*+’ =

J 1 + a J ! + «։—։
о + -

= у |im Ю4|*+«.
1+ a »"i

Основным результатом даннрго параграфа является следующая
Теорема I. При. поставленных выше условиях равномерно по ф 

внутри [f, к—1)\ф выполняются соотношения

litn г’ log Л« (re՜'1’) = 
г-+о .

= _ де-/т(2 sin +)i+. j t ,(e„/T _xe/+)p+. (e-J? _ xe-/f) = 
0

= АЛ,р(«Р. Ф) (—!<«<+00)• (1.2)

Доказательство этой теоремы приведено в конце параграфа. Пока 
же отметим, что рассмотренные в статье ветви логарифмической функции 
выбраны так, как в работе [6]. Их определениями являются следующие 
йиже формулы (1.5) и (1.3). При этом, в случае а=0 выбранная та­
ким образом ветвь логарифма—главная. Далее отметим, что как нетруд­
но убедиться, в случае целых а = р=0, 1, 2,..., после замен ф на ф—«/2 
и ф на ф—к/2последний предел совпадает с пределами (15), (17) рабо­
ты [9]. Тем самым, при целом а=р = 0, 1, 2,..., и нецелом р>0 ([р] =р)

р*. р (?. Ф) —---- тт— |ехр [Zp (ф — ф) — frp sign (ф - ф)] —
sin кр I

_е'Н?+Ф-я)-2/»<(Ф-я/2) (_1)р֊л+1/<^ — Р j (1 —е«Ф)<> I
п-1 \п — 1 / I ’

а при целых а=р=1, 2,... и р = а=р имеем

Л, р (?> Ф) = — (г [2'Ь + к sign (ф — ф)] 4֊

, . +S — (1-е«*)՞;.
* * ‘ л=1 П

. . ” 1 Л * [
1.1. Предположив, что 0<о<— sin у, 2/sin 1 < г < 4֊ го и w = 

= ге~1*, произведем следующее разбиение:

log Л, (ад) = log a« (w, wk) =
° < ' + -

= (n S + S + S \ log а« (w, w*) = 
° с Р* < v < Рк < + “ аг < Рк < тг /

= 5[«> (а, г) + (г, Г) + S(’> (3, с, г) (-1 < а < + оо). (1.3)

Для исследования поведения сумм 5<*’ (а, г) и (х, г) целесооб­

разно доказать две предварительные леммы.



Поведена« произведений типа Бляшке 145

Лемма 1.1. Пусть w = re~lir = и + iv, С = ре_/* =-В + rj, при­
чем ?, ф£[т, *-7] и 0<р<ог, ։хе а^^О, -i-sini j. Тогда спра­

ведлива оценка

flog a. (w, Qj <c.(l) {— 1<а< + оо), (1.4}

где С. (’[)^ (0, Ч-оо)—постоянная, зависящая лишь от а и 7.
Доказательство. Ввиду формул (1.3)—'(1.3՜) статьи [6] имеем

»I’ll
logO.(w.g = - j —+ (-!<.< + «.)■ (1.5)

о

Отсюда заменой переменной т=|т)|—t придем к еще одному представ­
лению для факторов произведения типа Бляшке .4 „(а»)

• • I’ll

logo, (w, Q = — f —-М ~ Л (— 1 < а < + оо). (1.5’>
J [цш—е)-<]1+*

—I’ll

Заметим, что так как 0 < о < — sin 1 <՜ — , то ь sin Ф <?
2 2 sin ф •

< — sin <р, или, что то же самое, 1,г/1 1^1/2- Поэтому при |/| |т)| име-

ем{|/(ш— «) — fj=|i (и — Q + (|v| — Z)| > |о| —1"^> lv|/2. Воспользовавшись 
этим легко приходим к оценке (1.4) леммы:

I’ll I’ll

Ilog<..(«, C)|< f -W-»1«. < ?Г. =
J |j(w — Q — <r+* , |v|1+ J

-I’ll - fnl

22<։+*> /sin Ф V+«/ p \։+* 22П4.) . / p \J+«
=-------------(----------I ( — ) <-՝----------- (sin7)-i։+։q — 1

1 + a \ sin <p / \ r / H-o \ r /

Лемма 1.2. Пусть w = re_/’ •■=» и 4֊ ։«> £=96՜՜'* =B-|- i>j, причелг ф> 
ф 6 [т> к — Т1 и 0<^тг<р, где t^-2/sin7. Тогда справедлива оценка

|log ал (w, C)f < < (7) (— 1 < а < + сю),

где сД7)(;(0, -|- со)—постоянная, зависящая лишь.от а 

До казательство. Рассмотрим сначала случай а = 0.

(1.6> 

и 7. 

Очевидна

log ао (w, Q = Iog 

Далее, очевидны неравенства

w — Сw — С

w — С ш — С

arg
«^1 
w — С

ш — С р —г

w — С
= 1-

2
3
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Поэтому
Порто («ъ ,)|<\1°гЗЧ-(1-7)

Пусть теперь а £ (—1,0). Тогда из формулы (1.5 ) получим

1ч>
:• |Ь7 а, («/, С)| < У = К + Л.

-Гм

1Т,| - 1г!

(hl — |v| —х)д 
г։ + » dx.

•Оценим теперь по отдельности интегралы Ц и /j. Очевидно

2

Д1-*-!“1 / р sin | + г sin Ф \,։| 4 / р 4֊ г___\|։|

|р| \ р sin i — г sin <р / |а| \psinf —г/

1ч1-1<4

Таким образам, окончательно
19 1

|loga.(w, С)|<—-sin*? +֊ —— = с'а(7) (— 1 <«<0)- 
1’1 1 + ’

Отсюда и из (1.7) мы приходим к оценке (1.6) леммы в случае, когда 
1 6 (—’1,0]. Для доказательства справедливости этой оценки в случае, 
когда а£ (0, 4-о°), воспользуемся следующей рекуррентной формулой, 
которую легко вывести из представления (1.5) интегрированием по 
частям:

log a. (w, С) = log а.֊р (w, С) + , (1.8)
j-i о- -J- 1 —j \ w — С / 1

где р^1—целое число, определенное неравенствами р—1<а^р. Рас-
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пространение оценки (1.6) на случай, когда сс£ (0, + оо) выполнимо 
благодаря тому, что, как нетрудно заметить

2 П) _ 2р sin ■]> < 2р
w — |ге_/* — ре'*] р — г

1. 2. Установим теперь оценки для сумм Si (о, г) и $2 (т, г) разбие­
ния (1.3).

Лемма 1.3. Для любого е^>0 существует такое а, (0<^з. С 
. 1 . .

<. — sin 7), что

Jr* S։(։) (о, r)|<E (0<а-<а,, — l<a<4-°°) (1-9)

каково бы ни было г£(0, + ос).
Доказательство. Ввиду (1.3) и природы функции п (/),'оп­

ределенной в начале параграфа, очевидно, что

SJ«) (О, г) = £ log а. (ге-Ч, р* е֊'*) =ь
о < р* < •'

+ 0
= J* log a. (re~llft te~4), dn (/) (— 1<^ а< + ос). 

or

Воспользовавшись теперь Оценкой (1.4) леммы 1.1, мы придем к сле­

дующим неравенствам, справедливым, когда 0<и^— sin 7

+о
|SJ*J (о, r)| < J [log a« (re~4t dn (t)

9Г
4-0

аг

аг
= Ит ^«„(0 + (1 + а) Г Г п (/) dt | -

г1+* [<-+о J 1
т°

— с. (7) о*+вп (ог) <
аг

Нт/!+.„«)+ (1-1-а) Г Гп(е^\-

р-*-« |։-.+и J 1
+о

Заметим, что ввиду соотношения (1.1),

Иш/1’*’*п(#)=0. 
4—+0

С другой стороны, в силу того же соотношения (1.1) и природы функ­
ции п (/)

п(0<М-р (0</< + го) (1-10>
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при достаточно большом Д' 6 (0՛ Ч՜00)* Поэтому 

аг

• |5«(о, r)| <-֊^-)(l±«)/V С ! *0. Nr-J+'-f,
j*i+® 1 * "г” * |*

0 

откуда легко приходим к утверждению леммы.
Лемма 1.4. Для любого з^>0 существует такое т, (2/sin 7 

< + ос)> что
|г’5<*։(-» ')!<» (*.<-< + -К«<+ "°)» (1-И)

каково бы ни было г £ (0, +«>).
Доказательство. Ввиду (1.3) и природы функции п (() оче­

видно представление

5^ (t, .г) = £ log a, (re՜'», Р* в“'*) =
V < ft- + - 

хг

= у log аДге՜'*, te՜1^) dn (/) (—1<Са<Н-°°)-

Воспользовавшись оценкой (1.6) леммы 1.2 и неравенством (1.10) при
' 2/sin 7 будем иметь: 

ХГ

l«^*’ (’, r)l < j |log a, (re~lf, fe՜1*)) dn (t) < 

• xr
<<(l) J </n(0 = <(7)n(rr) <<(7)TVr-₽t-i>.

Отсюда легко следует утверждение леммы.
1.3. Доказательство теоремы I.
Исследуем поведение суммы S^՛’ (о, т, г) разложения (1.3) при 

г——НО. Для этого целесообразно представить ее в следующем виде:

9Г

(°, х> r) — J log а, (ге /в՜'*) dn(t) = 

• хг

= и (аг) log а« (re-'», аге՜'*) — n (tr) logo, (re-'», тге՜'*) 
xr

+ n(t) ■֊֊ log а« (re-'T, tt-‘^)dt = 
J Ot 
ar

= (®, r) + (x, r) + Д«> (0, T, r) (_ l<_a < + 00). <1.12)

По лемме 1.1 и неравенству (1.10) при а£ 0, ֊- sin 7 имеем

14а> (°’ Г)1 <С. (7) 7Vа’+‘֊Р г-г (0 < г < М, — 1 < а < + оо).

Поэтому для любого s>0 существует такое а' /о<^а, — sin 7V
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что
|г’/{*>(’, /-)|<з(0<з< У, - 1.<։+ оо), (1.13)

каково бы ни было г С (0» М).

Далее заметим, что по лемме 1.2 и неравенству (1.10) при 
т > 2/вт у имеем

14*’ ('. ')| < <(т) (0<г < М, - 1 < а< + «>).

Поэтому существует такое \ (2/зш 1 < \ <Г + °°), что

|г'Д‘> (т, г)| < е(\ < т< 4֊ со, — 1 <«< + оо), (1-13’) 

каково бы ни было г £ (0, М).
Исследуем теперь поведение интеграла /з (о, т, г). Для этого заме­

тим, что ввиду формулы (1.5)

д 

dt

• 21 sin ji
log aa (ге~% C

dZ J 
о .

z։ dt

где
(2 sin t)»+«r

[/(re-'’-fe֊'*)]I+«
2t sin +

— (1+а)й-'+ I

о

т* rfr

Пусть t =f= r cos <p/cos Тогда очевидно

* Im [t 4֊ i(re~^ — fe~'*)] = r cos <p — t cos ՛!» =(=■ 0 
и 

21 sin ф
C / X \®

Д = - (1 4- a) ------ - ------------- -------------- --------------- ) X
re-'r-te֊^ J \z + i(re-^-te-^J

e

X _________ \__ _________ e՜'* (2 sin ф)1՜** f1+*________
U 4֊ i(re~'^(re-^ — fe-1*) [։(re՜'* — /e'*)]l+"

Поэтому окончательно

— log a, (re~lf, 
ot

te-^) = — r ________ (2 sin b)n*______ re~lr
[։ (re՜'’ — te''^ )]I+* re՜'» — fe՜'* ’

и no (1.12)

t'n(t)dt

Введем теперь функцию

г.(,. r;_------------- <2»-W
[> (re֊՛՛ - <?♦)]՛+

[i(re֊'» — /«'+)]>+• (re֊'’ - fe֊'*)

(1-14)

- fe֊'*
(1.15)
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и докажем, что для любых о £

։(—справедливы равенства

1!ш гр /'“> («, т, г) = -11։ш гр 
г-»+0 вг

I, -֊- БШ 7 . т£ [2/зт.7,. + оо) и

£* (б Г) 1’ Р <Н =

=— Д(2з։п
х"-^х

(в֊'՜’—хе-'+),

= Д Р., р (<Р, Ф, о, т).

Для доказательства второго из этих равенств обозначим:

1+. , V _ ________(2 3«п ♦)*+•• е՜" =
(хг, г) [,-(е-'г —хе'*)у+. с-И-хе-Ц

= Г. (х, ч>, ф), 

и заметим, что эта величина не зависит от г. Поэтому

(1.16).

(1.17),

'-р<7/ = Д г1+

= Д х, у, Ф) х’՜9 </х =

(1.18)1

Для доказательства первого из равенств (1.16) заметим,- что так 

как <рп(/)-*Д при /->֊+0, то каково бы ни было о^>0 существует.- 
такое /Р5>0, что |<рп(<) —Д|<3 при

Поэтому, по (1.14), (1.15) и (1.17) при достаточно малых. гОО.

И А°’ (0> г) =֊ А Я, Р (<р, <|», о, т)| =

= |гр 7<*> (о, Т, г) — Д гр ga {{, г) /—г =֊

оГ

= г^ | [<р п 0) — А] (7, г) ^֊г Л | < 

аг

<огр |£Г։(/, г)| 7“-рЛ = 3 рг.(х, <Р, ф)|х«-р^х<С 

•Г а
+ -

< 8 | (X, Ф, Ф)| х'-р </х < + со.

и
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По (1.17) очевидно, что последний интеграл равномерно по <р ограничен 
внутри [7, ill ip. Поэтому, ввиду (1.18), равномерно по ф внутри 
[7, к—7] (ф выполняются оба предельных Соотношения в (1.16).

Принимая во внимание разбиения (1.3), (1.12) и неравенства (1.9), 
(1.11), (1.13)—(1.13'), при 0 < а < пйп (з,, а') и max (",, "') будем 
иметь

lim |r? log Л. (re՜*’)— т, г)| < 4е
Г-. + 0

каковы бы ни были ф, ip [7, к—7]. Поэтому, в силу (1.16), для любо­
го частичного предела

|lim rp log Д«(ге_/’) —А Р., е (<?, ф, а, т)| < 4е, 
/—•Ю

равномерно относительно ф внутри множества [7, к — 7]\'Ф- Следова­
тельно, ввиду такой же равномерной сходимости

lim Р«, р(ф, ф, о, т) == Р։> р (®, ф) = 
•~н> 
т-»+-

+ «
Г* у,®"—Р fi згsb — (2 sin ф),+* e՜'’ I ------------------------------------------------------»

J [1'(е^~хе'1)]1^(е-'»-хе֊‘*) 
0

устремлением о->4֊0 и T—|-oo для любого частичного предела будем 
иметь

| lim rp log Л о, (re՜'’) — Д Р., Р (?, ф)| < 4г, 
г-+0

где е>0—любое. Ввиду равномерности последнего соотношения по ф 
внутри [7, к — 7] \ ip теорема доказана.

§ 2. Общин случая распределения нулей

Всюду ниже в этом параграфе будем полагать, что последователь­

ность нулей {функции типа Бляшке А* (ш) (—1 
<Са 4֊ со), удовлетворяющей условию (1), такова, что sup р*=р<С+ 00 

• • к
(здесь pt — кратность появления точки w* в последовательности 
[w»|f), и расположена в некотором угле [хе՜'’1: 0 < х < 4֊ сс, 7 < ф < 

< ге —11, где 7 6 (0> к/2) —фиксированное число. При этом плотность 
расположения точек последовательности (w*]f будем предполагать 

такой, что для всех значений ф £ [7, к — 7], за исключением, быть мо­
жет, счетного множества из [7, к — 7), существует конечный предел

lim Р п (/, ф) = Д (Р) + оо (р 0, шах (0, р <С 1 4՜ “)• (2-1)
<-+о

Здесь n(_t, ф) —число точек последовательности |w*]f (с учетом 

кратностей), лежащих в секторе {хе՜'*: /<^х<4-сс՛» 0<^1><^ф}.
Дополнительно предположим, что плотность расположения точек по­

следовательности {®t}f такова, что при некотором х>0 открытые 
кружки радиусов
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j?* = «pVp/2 
с центрами в различных друг от друга точках этой последовательности 
не пересекаются. Объединение указанных кружков мы будем, называть, 
всюду ниже С к множеством.

Основным результатом данного параграфа является следующая
Теорема II. При поставленных выше ограничениях равномерно 

по <р внутри (0; л) выполняются соотношения

։-Т+0
Иш г'log [A (re֊'»)| = Re Г Р«,₽(<р, ф) <М(Ф) (—ИО< + «),.

*j —0 ('2.2)։

։де А. р(Ч’> Ф)—интеграл ив (1.2)
Доказательство теоремы отодвинуто в конец параграфа. Пока же 

целесообразно доказать ряд лемм.
2.1 Предположив, что точка w = re՜'* лежит на некотором луче- 

{хе՜2’: 0<х<^ + <х>), где <р £ (0, л) фиксировано, и взяв любое 6(0<_ 
<8<1/2), произведем разбиение

log А„ (ш) ?= У log a. (u>, ш*) =

= у log а. (w, w»)+ Е log a. (w, w*) = 
|w֊w։|<4r |w-w*i;lr

@ Л” (։<»’) + (8» r) (— 1 < а< + (2.3>

Сначала оценим величину Д։> (8, г).

Лемма 2.1. Для любого е>0 существует такое 8;։ =■ 8(в, а) £ 

6 (0, 1/2), что при любом 8 £ (0, S»)

rFl^1) (S»Z)IO (— 1 < а<С + «»)» (2-4>

каково бы ни было w — re~tf^C/i такое, что 0<^г<1.
Доказательство. Обозначим через {гя}“ подпоследователь­

ность всех различных друт от друга точек последовательности • 
Далее через п. (х) обозначим количество точек из лежащих в- 

круге |’w — w»\ < х < or.

Пусть ю = ге֊2’՝ёС\(0<г<1), 8(0<8<1/2) и. х(0<х<8г> 
любые. Заметим, что если |z„-w|<x, то и Яя<х. С другой сторо­
ны, очевидно '■՝՝ •

min ЯЛ^>х(г — х)1+₽/2> —-—г։+>/։
|«г-*л|<х 21+Р/2

Поэтому, как нетрудно убедиться, при О^х^бг справедливы-нерасеиства

____ *(2х)։ 2*+tp , , 
п»(х)<р / min Rn X1 ха хг г(0<х<М-

\[w —z„Kx /

Докажем теперь оценку (2.4) для целых а=0, 1, 2,.... С этой цель».
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рассмотрим сначала случай, когда а=0. Так как то

lr 1г

У log |w — w*| = f logxdn, (x) = na. (8r) log 8r — Г nw_f—L. jx.
|w-wi|<lr J J X

0 0

Однако, ввиду (2.5)

г nw(x)_dx <2^pr_3_t r xdx = ։,r_t =c
J x Xs J X»
о • о

Следовательно

У log |to— w*|> nw (5r) log 8r — c8։r~(’ (2,6)»
|w — W/,1 <lr

Далее, поскольку при |w — w*|<C8r имеем |to—w*| < r 4֊ jw*| < (2+
4֊ 8) r <i 3r, то очевидно

У log |w — w*| <7nw (8r) log 3r. (2.6')*
Jw—w^clr •

Заметим теперь, что

a0(w, wt) = ------ и |arga0(w, w*)|< к. .
W —

Поэтому, воспользовавшись оценками (2.5), (2.6) и (2.6')՝, получим

r) = l S loga.(w, «а)К
|w—«>£|<։г

<— У log -- ------ I + it nw (Sr) <с / log^֊—Y^’r՜”.
Iw-w*|<Sr w — toi I \ о /

Отсюда очевидным образом следует оценка (2.4) в случае а=0.
Как нетрудно проверить, полученные неравенства приводят к оценке- 

(2.4) и в случае любого натурального а=1, 2,.... Надо только восполь­
зоваться рекуррентной формулой (1.8), где в нашем случае

Пусть теперь —1<а<0.
Если v < V* (— оо < v < vt < 0) и |в» — to*] < 8г, то ввиду пред­

ставления (1.5) будем иметь

2’’*' f rftlog a« (w. w»)| < ( —---------------------pp; <
J (t1 + |to —w*,2) t 
0

У+« |vt|i+« < 2'+’ r1^ ։
1 4՜a I«» — to*|J+a 1 4՜a Iй» — toil1՜1՜“

Пуст1у теперь v > Vi (— °o vt < v 0) и |w — toil С Тогда 
o < (l«*l — l«l)/2 < 2 (|v*l ~ M) 2 lv*l» и ввиду Представления (1.5) имеемх 
4-121
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|log a« (w, <4

|o*i—l»l
—2— :«i) ։i»*l

i f՝ С С ] t* rft< I J + J j J

0 |Ofcl-|t>| 2(lv*|-|e|) [(t 4֊ |v| — |v»|)3 + (u— «*)*] ' 
2

= /<’> (w, tut) 4֊ Д2) (w,՜ w*) 4՜ (w> «*»)•

.Далее очевидны оценки

2
Г dx / 2 \1+» s

4 (w, w*) < J (|V4|_|V| _x)i+« \ |v*| —|v| / X

0

|v*|-l«l

X f x'dr.= —-—, Z.(2)(w, w*)-C ( 77—:------ --- ------------------
J 14-« JI l»*l — |«l — 'cll+։
U (v*l—1’1

5
2

== ( ——<T 4՜ °°> (w, Wk) ---------- -----------x
J |1—#|1+‘ v |ш — w*|1+a
1/2

2|v*| 
(* Ql+a —l-f-a

x rdt^--------------- - ----- ---------
J 1 4՜« |w — w*(1+a

Из этих оценок следует, что при любо.м а (—1 < a < 0) и достаточно 
Чалом б (0<б<1/2).

rt+«
|log a. (w, им)| < с. ---------------- -----(|w — им| < or),

Iw — W4|l+*

г де ca (0, 4-0°)—постоянная, зависящая лишь от a.
Опираясь на рекуррентную формулу (1.8), последнюю оценку легко 

распространить и на все нецелые а>0. Мы получим, что при любом не­
целом а(—Ka<4-°°) и при достаточно маломо£ (0,1/2) справедли­
во неравенство

г\+л-р
|loga«(w, w։);<c, ---------------- --------- (|w —

, |w — w*|l+e-/’

где c։£(0, 4՜ °°)—постоянная, зависящая лишь от а, а р = [а]4-1-
Воспользовавшись оценкой (2.5) и последним неравенством, полу­

чим, что
Jr

14° (8» r)l = I 2 bg a« («•, w*)| < с« r,+«՜* Г d-nw fx) = 
|w-wt|<4r J x1՜1՜“՜*

• e
lr

= c.8֊<։+-*)nw(3r)4-C«(14-*-p)H+-* (՛ я* (x) <

0
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< 2с, с ( 1 4֊ —-—£-18»+*- r-f.
I 1 —« ֊r pl

Отсюда следует оценка (2.4) в случае нецелых значений а(—1<а< 
< 4՜ оо). Тем самым,лемма полностью доказана.

2.2. Для дальнейшего изложения целесообразно наряду с последова­
тельностью {ш»}Г = {р*е-/+*)Г ввести в рассмотрение для любого. 

i £ [0, 7/2) некоторую последовательность |w»)~ ss |p*e~'**]f с Gl-) та­
кую, что

sup it* — t.
к

Необходимо ввести также следующие обозначения:

И* (ш) = У a, (w, w') (— 1 < а4֊ оо), (2.7)»

($» г» 0 = X 1оя а* ш*)»
|w—w^| <lr

Z??(8,^«0 = S log <Za (w, wj.
|w—wti<lr

(—1 < a < 4֊ oo, 0 < 8 < 1/2). (2.7՜)
Имеет место
Лемма 2.2. Пусть р £ (0, г/2) и с£(0, 4՜ °°) —фиксированные 

числа. Тогда для любого е>0 существует такое 8, = 8(е, а, с, 
Р, р)€(<Х V4), что при любом о £ (0, 8»)

Гр |/<” (8, Л 01 < е (— 1 < а < 4֊ со) (2.8).

каковы бы ни были t £ [0, 8/2) и w — ге~‘ч £ Сц такое, что г £ (0, 1), 
а <р £ [₽, « — Р] и inf |f — фJ >• ct.

Доказательство. Если 0<о < 1/4, 0t < 8/2, и при неко­
тором фиксированном п^>1 имеем |ш—w*| -С х (0 <. х 8г), то оче­
видно

|в> — w я| — |ше-։1*л_+я) — шл| |w — w«| 4՜

4֊ |w — I -С х 4՜ г |1 — ен | ֊< х 4՜ rt.

Поэтому

Г, 01 < У Ilog a։(w, wJK 
|w—vA|<tr

< У Ilog a-, (w, w*)|. (2.9>
I w-w^l <(։+<)/•

Далее очевидно, что если |w — w J -С x (0 < х <. (8 4՜ 0 г) ПРИ 

фиксированном п^-1, то

)w — и.'п| = |ше'(*л~*л) — wj < |w — wj -f-

4- |w--- | <X 4- rf;
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Следовательно, если через п±(х) обозначить количество точек и>к (учи­
тывая кратности), для которых | И'—*| то

п‘я (*) ֊С л» (х 4՜ г1) (0 х -С (3 4֊ 0 г).

•Однако, при х < (3 4- /) г имеем х 4֊ И < г/2. Поэтому к функции 
п„(х4-4) применима оценка (2.5), и, тем самым

л« (х) 4 —~ (х 4՜ г{)*г~2~г. 
х։

Заметим теперь, что если inf |р — «|»*| > ct, то nlw (х) = 0 при О < х <

Поэтому при любом х(0 -С х < (3 -f- t) г) справедлива оценка

Полученная оценка по' существу совпадает с оценкой (2.5), на которую 
опиралось доказательство леммы 2.1. Повторяя рассуждения этой леммы 
для правой части неравенства (2.9), мы придем к утверждению нашей 
леммы.

2.3. Докажем епде две леммы, необходимые для дальнейшего изложе­
ния.

Лемма 2.3. Пусть w = re~‘v £ > — любое, т 1 — фиксиро­
ванное натуральное число и Kw ={k > 1, |w — w*| > 8г, p* r/m} 
(0 < 8 < 1/2). Тогда для любого a>0 существует такое я,

т), что при 0 t <^t,

(log |а< (w, w*)| — log |а. (w, wj)| <t(k^/C„, — 1 < « < 4՜ °°)- (2.10) 

Доказательство. Убедимся сначала в справедливости леммы в 
случае а = 0. Очевидно, что

Ф (ш, w*) = log |а0 (w, ш*)| — log |а0 (w, <

< log 1 w*) - 1 -k 1 L" °°<w’ _il (9 in
՝ °г| Oo(w,w;) 4-lj-> art(Wi 1] (2֊11)

и

Ф (w, Wk) > log 11 — |-0/w’ -ill- (2.12)
|a0(w, wj И 47

Далее, как нетрудно убедиться.

a0(w, wk) _ г _
а0(и>, wj

г/р*е֊> cos - cos
_________________ 2________________ 2_

(г/р* е-^ - е'**) (— — e'i+wiA 
\w* /
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При этом очевидно 
|г/р* е՜'’ — > sin ф* > sin

Одновременно можно убедиться в том, что если k £ Ка, то 

w 1 о 
Wk 1—3s 1—3s

Отсюда следует, что при 0^/<3/3 имеем

। -Шк ’3

Поэтому при достаточно малом /4>0 и любом [0, /4) будут справед­
ливы неравенства - <՛

| Qq (w, w\) ՝՝՝

Так как при О С х < 3<С 1/2 
из (2.12) следует, что при О

6(w.±l)-.< < 8 < 1/2. . (2.13)
8 sin у

имеем log (1 — х) > — 2х, то отсюда и 
< f

Ф(ю, wj>—-2
q0 (w, Wk) 
a0(w, wt)

Сопоставив последнее неравенство с (2.11) и (2.13), придем к оценке

|Ф (w, w*)| < —(Ш + 1} t (0 < t < h). 

о sin 7

Из этой оценки очевидным образом следует утверждение леммы в случае 
а=0. . . . • ,

Предположим теперь,՛ что а (—1<а<Ц-°°) любое. Тогда, как не­
трудно убедиться, представление (1.5) можно преобразовать к виду

a«(w, w*) = a0(w, Wk) exp {— F«(w, w*)}, 
где

i

Заметим, что функция ф, (г) аналитична во всей конечной плоскости г, 
кроме, быть может, отрицательной полуоси. С другой стороны, эту 
функцию можно представить в виде

При этом, очевидно, <р£1։ (г) аналитична в области С\(а =— А: 0 •< 

•<А<^-|-—|, а (г)—в области С\|х = — А: 1 -С А < + °о}. Убе­

димся однако в том, что в действительности функция (г) постояв- 
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ная. Действительно, взяв z = Л(А> 0), заменой переменной интегри­
рования x = h'1 получим, что

• 4- •*
(Л) s Г /--------------------- — !■ т= ®«֊

w J I (i + «)i+* 1 + 4
6

Таким образом

log |а. (w, w*)| = log |а0 (w, w*)| + Re <р^2) (z) — c«, (2-14)

где Re^5)(z) гармонична в области C\|z= — А: 1<^Л<^4-оо).

Теперь заметим, что так как w, то

Re , = Re = X / ». _ 1) > _ X.
\ 2/«* / 2 \w* / 2

Тем самым, при рассматриваемых нами значениях W и wk (из G*~^) пе­
ременная z остается в области гармоничности функции Re <р^2) (z). С 
другой стороны, как нетрудно убедиться

W--- Wk w — wk _
2ivk 2jv* 

+i — 'h

s,n 2 Jr ф;+ф> k-ih.
sin ф, sin ф* I p COS 2 C°S 2 J ,

Поэтому при имеем >՞3*

w — Wk w — wj I m + 1

2ivk 2iv'k I ՝՝■՝ 2 sin 7 sin j/2

Отсюда, ввиду уже доказанного утверждения леммы в случае а=0 и- 
представления (2.14), следует утверждение леммы в случае любого а 
(—1<а< + °о).

Лемма 2. 4. Для любого ъ>0 существует такое t t=t (е, 8> а, р, 0),. 
что при любом t £ [0, t,) . - ՛

rf |Re Z<2> (8, г) - Re /Р» (8, г, <)| < в (- 1 < a < 4- «), (2.15)-

каковы бы ни были w = re֊'^G<-)('T6i?. ’֊И. ₽Цо, ֊)) « «€ 

€(0, 1/2).
Доказательство. Для любого натурального m 1/slnP введем; 

в рассмотрение произведение

фя1,а(ш)= П аа (w, wk) (— 1 < а<՜ -4- оо).
15 |w-w։|>8r

’ ■ ! •

В этом произведении |v*| < |и|. Действительно, если wJk = p>e ՜'** та­
кое, что р* г Im, то г sin «р/sin ф* sin <р > r/'m > р*, и поэтому |и*| = 
= p*sin ф* г sin <р = jv|. Ввиду этого, воспользовавшись представлени­
ем (1.5), приходим к следующим' неравенствам для факторов введен-
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Используем теперь соотношение (2.1). Для достаточно большого
*п^2 и некоторого достаточно большого будем иметь

+о

Jlog |m,«(w)| S Р1 + ։ = С։ Г- l) =

rim

= С։Г-1~“[ litn X

U

•/т

< с«г-1“*[А(к —7)-f-/VJ(1 xa~fdx = 

о

= с«[Л(к — т) +■ А]

Отсюда следует, что при достаточно большом т'^2 имеем

rf Ilog ф|»,«(ш)1<в.

Легко видеть, что соотношение (2.1) справедливо также для функции 
п1(х, к — 1 + 0» считающей точки последовательности [wJ“(0<^/< 

< 7/2) (в данном случае просто п‘ (х, « — 7 4֊ t) = п (х, к — 7)). С дру­
гой стороны, последняя оценка для log'pm,« была получена без при­
менения условия |w — w*| > 8г. Поэтому, обозначив

К.«(ш) = ]~] а.(и>, w') (—1 <»<4֊ °°),
|W-W։|..8r

теми же выкладками установим, что при достаточно большом т 2 

rf Ilog it,« (ш)Г<е-

Ввиду обозначений (2.3), (2.7') и полученных оценок, при доста­
точно большом т 2 имеем
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r” |Re /J» (г, г) — Re /«<’> (8, г, /)| <2= 4֊

4- rt £ jlogl a. (w, w*) I— iog|a« (w, wt)||. 
|w_wt|>։r

—

Отсюда в силу оценки (2.10) и соотношения (2.1) следует утверждение 

леммы.
2.4. Доказательство теоремы II. Заметим сначала, что по­

скольку
lim rplog| a. (re~lf, w*)) = 0 (0<<р<^я),

то, не нарушая общности, можно считать, что max |w*| < 1. Далее 

условимся считать, что ш = ге~/р(■ C#, причем 0<г<1 и it— 
— Р], для некоторого Р £ (0, х/2).

Пусть а (—Ка<4-°°) и е>0 любые. Согласно оценкам (2.4), 
(2.8) и (2.15), при достаточно малых фиксированных 2 £ (о, 1/4), 
t (в, 8)£[0,. min (8./2, ₽}) и любого r£(0, 1) будем иметь

rf |bg| Л«(ге-'») | т—log Mi(re-'’)|| < е/3 (0 < t </(е, 8)), (2.16)

если только inf |<р — ф J > //12. .

Предполагая теперь, что t 6 (0, t (е, 8)), произведем разбиение от­
резка [0, я] точками {{>;}£ (0 = 00 <&!<• • ■ < = я), так, чтобы </2<
•<8,—fy-i < <(/ = 1» 2,-• •> п), и для любого ®/(1</<л) соотно­
шение (2.1) выполнялось. При этом, если |ш»}“ = (р* е՜'**)’, то каж­

дое ф* должно удовлетворять неравенствам $,֊1 < ф* для неко­
торого /(!</֊< и). В соответствии с этим обозначим wj = p«e~/8/ 

(Л>1). Легко видеть, что при выбранной таким образом последова­
тельности {w*}f оценка (2.16) будет оставаться в силе для тех 
€[Р>для которых min |<р —8Д>//12. Причем, очевидно, что 

0<J<n
множество {®: min |<р — $/| > //12} перекрывает не менее чем двух 

третей отрезка [0, я].
Введем теперь обозначения

Gy(re-'»)= [] a« (re՜։’, p*e-rt>) (/=1, 2,.-., л), 
*-։ ‘

*j-i<*k<*J ...

&(?) = £ P.,p(q>, 0/)[Д(М֊Д(0/-1)].՜ 
j-1 • ••

Заметим, что при этом

.^ ("-'*) = fi 6y(rf-').

/-1
Применяя теорему I к каждой из функций G/(re~z’) получим, что 

для любого <р такого, что min |«р — >//12 и достаточно малого
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z(«, <И(о, 1)

\г’ log А[ (ге՜1*) - 5Я (?)| < 3/3(0 < г < г (в, է)).

Отсюда и из (2.16) следует, что если ср принадлежит множеству {?:
С <р к — 3, min |<р — 0у| >- //12), то при любом г £ (0, г (а, /)) 

0</ . в

I rp log |Л. (re֊'t)l - Re 5Я (?)| < 2/3 а. (2.17)

Произведем теперь аналогичное разбиение отрезка [0, я] точками 
(О = $о<^&։<^‘ = к) так’ чтобы множества [?: min |<f>—

— 0;|^-//12] и [<р: min |® — О J >//12) перекрывали отрезок [?, я — р]. 
0</<л ' ,

Такими же как выше рассуждениями мы придем к аналогичной (2.17) 
оценке. Однако можно убедиться в том, что интеграл в (2.2) сходит­
ся равномерно по ф £ [0, я]. Поэтому при достаточно малом /' 0 и
любом /£(0, /’) равномерно по «] выполняется неравенство

ж-Т+°
1&(т)— С р«(?, Փ)ժձ(’ն)|<6/3.

т-0 ■

Следовательно, окончательно имеем

к-Т + О
|г' log 14« (re-‘’,)| — Re J Р. (<р, <Ь) </А (ф)| < а (0 < г < г)

• т
каково бы ни было ф€ [3, я—₽]• Отсюда, ввиду произвольности числа 
Р £ (0, я/2), следует утверждение теоремы.
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1Լ. Ա*. ՋՐ8ԱՇՑԱՆ, Գ. Վ. ՄԻՔԱՅԵԼՅԱՆ. Կիսսւհարթության համար տիպի արտաղ-
^յալների մի ընտանիքի ասիմպւոոաիկ վարքը (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրված Լ հեղինակների կողմից [2] ներմուծված ^Ա^շկեյի տիպի
։ (— 1 < -ք- ՕՕ) արտադրյալների ասիմպտոտիկ վարքը նրանց զրոների կամայական

առանձնացված կուտակման կետերի մոտ, երր այդ զրոները ր ավար արում են խտուք/յան հատուկ 
պայմանի։

Ոք = X“! ինվերսիայով հոդվածի արդյոմւքները փոխանցվում են Ցա. Լևինի և Փֆլյոլգերի- 
Վայերշտրասի արտադրյալներին վերաբերող հայտնի արդյունքի յուրօրինակ համանմանների։

A. M. JERBASHIAN (DZRBASJAN), G. V. MIKAELIAN. The aiymptotlc behaviour 
of a family of Blaecke —type product* for the half plane (summary)

The paper investigates the asymptotic behavour of Blaschke type product 
A (®) (— 1 < a < + ») near isolated condensation points of their zeros, satisfying a 
special density condition. The products in question were constructed previously by 
the authors [2].
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В. X. МУСОЯН

СУММИРОВАНИЕ БИОРТОГОНАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИИ 
ПО НЕПОЛНЫМ СИСТЕМАМ ЭКСПОНЕНТ 

И РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИИ

Введение

Изучая последовательности полиномов из экспонент, сходящихся в 
области, где образующая эти полиномы система экспонент не является 
полной, А. Ф. Леонтьев установил следующий результат (см. [1], 
стр. 111). '

Пусть последовательность обобщённых полиномов

ря ть~г 
Рп(г)= £ £ 

*-1 г-0
сходится к функции Р (г) равномерно в некоторой области, где обра­
зующая эти полиномы система -функций

{еЧ. х*

I т \ №> к т

(1, к=^т

не является полной.
. Тогда •

Рп ^3
Р(т)= 1ип £ «*  •֊

где
” / ЛI 2 \тк акз= Иш ай», £‘М= 2(1֊уг ֊

В настоящей работе предложен аналогичный метод суммирования 
для биортогональных разложений М. М. Джрбашяна ([3] — [6]) по не­
полным системам экспонент в пространстве Ь2 (0. °°) и по неполным 
системам рациональных функций в пространстве Ь2 (—со, со ). Сначала 
приведена одна теорема общего характера.

§ 1. Порожденные биортогональные системы

Пусть {е։)~ —линейно независимая система в гильбертовом про­
странстве Н и Ес.Н—замкнутая линейная оболочка системы {е։}. Мы 
будем предполагать, что система {е4} неполна в пространстве Н, т. е. Е 
не совпадает с Н.

Известно, что для существования биортогональной системы
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необходимо и достаточно, чтобы система [е4 ) была минимальной, т. е. 
отбрасывание хотя бы одного элемента ek вызывает уменьшение множе- 
ства Е,

В случае неполноты минимальной системы {е*}  биортогональная си­
стема {ф„ } неединственна. Если требовать дополнительно, чтобы фд £ Е, 
й=1, 2,..., то будет иметь место единственность. При выполнении этого 
условия биортогональную систему {ф4} будем называть порожденной 
минимальной системой {e*}.

Конечные порожденные биортогональные системы были введены в 
работе [2], где указана связь конечных порожденных биортогональных 
систем с аппроксимационными задачами.

Пусть {е д }—произвольная неполная в Н минимальная система, а 
|<р։}—биортогональная система. Каждому элементу X £ Н ставим в соот­
ветствие биортогональное разложение

V (х, <р*)'еА.  • (1)
»—i ,

Ряд может сходиться или расходиться. Следующая теорема устанавли­
вает связь между порожденными биортогональными системами и аппрок­
симационными задачами.

Теорема 1. Пусть существует бесконечная матрица комплексных 
чисел (а«*);  и, к = 1, 2,aя^-*■  1 такая, что для любого х^Н ряд 

я •• ••

У (х, ф*)е*  суммируем линейным процессом суммирования {ая*} х 
k—1

т. е. при любом п ряд у a„i,(x, «рл) е*  сходится и существует пре- 
*—։

дел lim У ая* (х, ?*)  е*.
Л - - д_։

Для того чтобы при любом х £ Н имело место равенство

Рех = lim V ал*(х,  (2}

где РЕх—проекция элемента X на подпространство Е, необходимо и до­
статочно, чтобы биортогональные системы {еА} и {ф4} порождали друг 
Друга.

Необходимость. Обозначим через Л1 ортогональное дополне­
ние подпространства Е в пространстве Н. Тогда элементы ф k можно пред­
ставить в виде <р*  = Л*Ч-^*,  к = 1, 2,•••, где Л*  £ E, gi,^M.

В равенстве (2) в качестве элемента X подставив элемент gр, получим

° = lim у ая* (gp, <р*)  е*.

В силу непрерывности скалярного произведения получим

(У aKk(gp, <Ра)са, | -> О, т = 1, 2,---.
\»-1 г>-*-
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Так как системы {еА} и {<р*}  биортогональны, то опять, в силу непре­
рывности скалярного произведения, получим

акт (ёр, 4>т) —0, т = 1, 2, • • •. 
л -♦ *•

Учитывая условие аяя — 1, имеем (ёР, <Рт)=0. Принимая т = р, по­

лучим (ёР, -1Р)=Ъ. Отсюда следует, что (ёР, £Р) = 0, т. е. ёр = 0„ 
р = 1, 2, • • •, или, что то же самое, <р*  = Л*;  к = 1, 2, • • •, т. е. Ф*  
Тем самым мы доказали, что система {<р*}  порождается системой 
Чтобы доказать, что система [е*)  порождается системой {ф*},  доста­
точно доказать, что система {<?*}  полна в подпространстве Е, т. е. 
из того, что х^Е и (х, ф*)  = 0; Лг = 1, 2,••• следует, что х = 0, а это- 
вытекает из равенства (2).

Достаточность. По условию теоремы системы {еа| и (<р*]  
порождают друг друга, т. е. <р*6  Л=1, 2,... и система {<р4} полна в
подпространстве Е. Поэтому для доказательства равенства (2) достаточ­
но показать, что

(Ркх — Вт £ ая* (х, <ра) еа, фт՝) = 0; т = 1, 2, • • • . (3)՛

В силу непрерывности скалярного произведения равенство (3) рав- - носильно равенству

(Ре х, <рга) — Нт аят (х, фт) = 0. Л-Ф •»
Поскольку (Ре х, <рт) = (х, ®т), т =1, 2,■ • •; а'„т -> 1, то теорема до- 

п -*■  т
казана. . . .

§ 2. Неполная система экспонент

Рассмотрим неполную в пространстве Е2 (0, оо) систему экспонент 

{е-ХИГ, (2.1>

где {Хл}—последовательность различных между собой комплексных чи­
сел, лежащих в правой полуплоскости. Или, более обще, пусть {Л*}  — 
произвольная последовательность комплексных чисел, лежащих в правой 
полуплоскости. 5/с—кратность появления числа Х4 на отрезке %։, Ха,..., ХА- 
Рассмотрим обобщенную систему Мюнца-Саса

{х,‘-1е-Х*х]Г (2.2>

в пространстве £2 (0, оо). Относительно этой системы известно из рабо­
ты М. М. Джрбашяна [3], что условие

У Ке?* <оо (2.3)։
£>1 + М։^ >

необходимо и достаточно для ее неполноты в пространстве £2 (0, оо).
В указанной и последующих работах М. М. Джрбашяна (см. [4], 

где имеется подробный литературный обзор) была построена и система­
тически изучена порожденная системой (2.2) биортогональная система
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В настоящей заметке мы будем использовать порожденную системой 
(2.2) биортогональную систему, записанную в удобной для нашей цели 
форме.

Из условия (2.3) следует, что каждое число в последовательности 
•{X*)"  имеет конечную кратность, обозначим ее через пгн и систему (2.2) 
запишем в виде

(е’Ч хе-Ч'”, х"‘-1е-Х*х|, (2.4)

где {X*}  — последовательность различных между собой комплексных чи­
сел, лежащих в правой полуплоскости. Тогда условие (2.3) примет вид

*—1 1 + |*֊*1

Кроме того, условие (2.3') необходимо и достаточно для сходимости 
.произведения Бляшке 

к аналитической в правой полуплоскости функции, обращающейся в 
нуль в точках последовательности {X*}.

Как известно, почти для всех Х£(—г «с, г оо) существуют ее уг­
ловые граничные значения то (л) = Нт (X), причем почти везде 

К — н
.ш(л)| = 1, т£(—со, оо).

Более того (см. [8], стр. 152)

[|«М*)֊1ПЛ)| ։—֊4--*  о, 
Л 1 + т’ « —
— оо

где —частичное произведение Бляшке. Следовательно, если [ (т) £
(—оо, оо ), то

Г | (л) - 1Г(Н)|‘ ;/(т)| * -> 0. (2.5)
I П • во

Для построения порожденной системой (2.4) биортогональной систе­
мы мы воспользуемся соответствующей конструкцией для конечных си­
стем, построенной в работе [2]. В указанной работе установлено, что по­
рожденная системой

(е"Хи, хе՜***,-..,  х"*՜ 1 (2.4')

биортогональная система <рь։11 (/) имеет представление

• (0 = (2.6)
з! 2кг .1 1^Я(С) 12«;3 ։г„(Х)(х-к)Г

г <=к
где к=1, 2,•••, п; 5=0, !,■••, пц,— 1; Г —произвольный замкнутый 
контур, лежащий в правой полуплоскости и охватывающий внутри 
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себя точки /։, >։,•••, 'я; с*  — окружность с центром в точке 1*,  цели­
ком лежащая в открытой правой полуплоскости и не охватывающая 
других точек последовательности Х1։ Х։,-.., Хя, кроме X», а шяр֊) —ко­
нечное произведение Бляшке

Л-1

X — X*  \т* /11 —).2| \тл
Х+4 .1 \ 1 - ).2 /

Функцию ф>։(1 (О можно представить и как преобразование Фурье ра-- 
циональной функции. Действительно, функция

1 ( 1 с 1
ТО 12’։։ ] 1ГЯ(Х)(Х+С)) 

г*
представляет собой рациональную функцию, которая на мнимой оси не 
имеет полюсов и стремится к нулю при >-оо. Поэтому в (2.6) в качестве 
контура Г мы можем взять контур, состоящий из отрезка мнимой оси 
[-1СТ, Гст] и полуокружности |£|=ст, Ие£^0, обходящийся в положитель­
ном направлении, и затем применить лемму Жордана при СТ—>-оо.

В результате получим

<РЛ5Я(О = (—1Н 
з!

Так как функция

у.р. 2_ Г£^(-2_Г_^М^Ь>0.
2к 3 (п) I 2яг 3 Ц7„(л) (։Ч - X) Г

С к
(2.7)

1 ( 1 Г (А - >кУ 1
1^я(п) I 2«։ О Й^я(а) (։•։ — > )| 

ек
принадлежит классу (—оо, со), то в формуле (2.7) главное значение
интеграла совпадает с преобразованием Фурье, поэтому

,,ч (-1)' 1 - 1 Г { 1 Г (X —Х*)'</).  1
—- 2« 3 ТО՜։) |2к/ 3 1ГЯ(Х)(Й-Х) /

-с С*
(2.ё>

где М.т. означает предел в пространстве Ь2 (0, оо).
Убедимся, что при фиксированных 4 и ։ последовательность фл»я (О 

в пространстве Ь2 (0, оо) сходится к функции

ы.„. ± С «-"‘л (-2֊ Г ֊'■>՛*  ].
<■*

(2.9)

Так как преобразование Фурье непрерывно в пространстве Ь2 (—оо.оо), 
то достаточно доказать, что последовательность (■։) в пространстве 
I-2 (—оо, 00) сходится к функции

" I

/ (г) = 1 1 1 Г 1
ТО I 2-1 3 Г(Х) (п - л) ] 

ск
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Для этого оценим разность этих функций

1 I ~1 Г (к —>>)’</' /я(х)-№ = —— { 2к. ] (/.)(,--к)

г*
1 _ I 1 Г 1 1 |~1 [’ (/• —л*)՜ 7^՜ |

В7(Д) I 2к/ ] 1Г„(>.)(п-к)| ' 1Г(Л) I 2к/ ] 1ГЯ (к) (/х — к) )
ч с»

1 г 1 г р.- />)*<//.  1 = I? а-у - 1г„ а-} у
Г (Л) ( 2кг 3 И? (к) (г. - л) ( Г„(Л) 1Г(Л)

• с*  

( 1 (' ('->•*)'*•  |
I 2<ч- ] мм>)(*-1)1  1 

С*

, 1___ I 1 (*  Г 1________ 1 _ I (А-М^к ]
+ 1Г(Л) ( 2кг ] I 1Гя(к) 1Г(к)] й-к Г

С, 
/

’Отсюда получим сценку, справедливую почти везде

1/п (’)-/(’)! < I - 1Г„ (п)| -тах —Ц- • Г I (-^֊| 1^1+
Х6<-*  |л — к| 3 I 1Г„(л) | 

с*
(2.10)

. I 1 1 1 С ■, ,.1Л1+ тах------------- -тах-------------------- • ։ к — л*  ’ ^к .х^а | и^л(к) 1Г(к) х€с*  |/х-к| 3
«*

Так как при фиксированной окружности имеет место оценка

шах-----------<7----------- , с £ (— со со), (2.10 )хе<а |п-к| 1 + |т| }

где М—некоторая постоянная, не зависящая от X, то благодаря (2.5) пер­
вое слагаемое справа в (2.10) стремится к нулю по норме пространства 
£2 (—оо, °°), а второе слагаемое в (2.10) по той же норме стремится к

нулю благодаря тому, что на окружности Ск функция 1
^л(к)

равномерно

•сходится к функции • Таким образом, доказано, что при фиксиро- (к)
ванных к, 5 в пространстве £2 (0, оо) имеет место предельное соотно­
шение

«Р*Г  (0 = 1-1-т- ?«»(<), (2.11)

где 1л.т. означает предел в пространстве £2 (0, оо). С другой стороны, 
системы (2.4) и (2.6) 'биортогональны, поэтому имеем

(#), = 
о

о, д =5= к.
0, д = к, р $
1, д = к, р = 5, 

(2-12)
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где ц, к = 1, 2, - • п> р = 0, !,•••, тч — 1; $ = 0, !,•••» пи — 1. Пере­
ходя к пределу в (2.12) при фиксированных р, ц, к и 5 получим би 
ортогональность систем (2.4) и (2.9). Кроме того, из (2.11) следует- 
что система (2.9) порождается системой (2.4).

В частности, когда вместо системы (2.4) берем систему (2.1), порож­
денной биортогональной системой будет

1
=*  ( /) = —

. . 1 С1-։-т- — 1 ------------------- =------
’ - - 2՜ 3 V? (։•) (п + М 

—7
Каждой функции /££-(0, °°) ставим в соответствие биортогональ- 

нсе разложение
"• 1
£ 1! а*.,  (/)^е"'<
* —I 5-и

(2.13)

где

«*<(/)=  [/(0 л. (2.14)

6
Теорема 2. Проекция функции { на замкнутую линейную 

оболочку Е системы (2.4) имеет представление

п т*~ 1
(Ря/)(х)=1-1гп. X в4,(/)(-1И^. (е-^гя(Х)М4, (2.15) 

" - - Л акг

где 1.1.т. означает предел в пространстве £2(0, оо),

- р-ь*  |1 -Х?| 1т*МЮ= £ —г ֊֊֊/ •
Л-л+1 1 1 —4։ 1

I • •
Доказательству теоремы предпошлем две леммы. 
Согласно теореме Винера-Пэли функция

ОО

7(С) = | 7(0 КеС>0 
о

входит в класс № в правой полуплоскости, поэтому почти везде на мни­

мой оси она имеет угловые граничные значения / (Л), причем / (г) £ 
€ — оо, оо).

Лемма 1. Коэффициент акх (/) можно представить в виде
00 ■

а. ((-!)*  ֊к.Г(х—1 г 7(^)^ ) о„(/)---- ։1 2^_(2.16):

Доказательство. В силу непрерывности скалярного произ­
ведения в пространстве £2 (0, оо) из (2.14) и (2.11) получим 
5-121
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Г/(О’рь-(О Л- <2л7>а*5  (/) = Вт Л -*  а
U

Подставляя в (2.6) параметрические представления кривых Г и ск и 
изменив порядок интегрирования мы убедимся, что

------ -г 1 1 Г
2„/ J !F„(k) 1 2к,- J JFUC)(C + >J 

‘к • г
Подставляя полученное выражение в (2.17) и применяя теорему Фу- 
бини, получим

„ (f\ lim (~1И 1
ak։(J)= nm ----- ------- —- t

n~ <*  s! 2*i  J Wn (л)
Ск

(Q.(C + >.)с

Введем в рассмотрение функцию

f^) = ֊ 
2га

(2.18>

(2-19).

и представим ее в виде

йМ՝»(՝-Н) (2.20):

Для этого мы воспользуемся следующими свойствами функций класса 
Н2 в правой полуплоскости (см. [8], стр. 176—183)':

а) при всех х">0 функция /х (у) = / (х + гу) лежитв£2(—со,.

Ь) функция /л(у) сходится к функции / (։у)՛ в £2(—ос, со) при 
х —» 0;

с) функция / (С) стремится равномерно к нулю, когда С стре­
мится к бесконечности внутри любой фиксированной полуплоскости՛

В интегральном представлении (2.19) функции (Л.) в. качестве 
контура Г выберем контур, состоящий из отрезка [х + 1г. х — ։г] и полу­

окружности С = х + ге/?, — "С? С — • При этом х берем настоль-

ко малым, аг — настолько большим, чтобы контур Г охватывал внут­
ри себя все корни функции И^я (С). Устремив г к. бесконечности, со­

гласно свойству с) функции / (С), в представлении (2.20)> интеграл по՛ 

Полуокружности С = х ге‘г,---- — <р — будет стремится к. нулю..

В результате получим
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2«։՛ 3 »"«('.)(։+о 
. х-/-

Устремив теперь х к нулю, учитывая свойство Ь) функции, /, получим 
(2.20).

Из (2.18), (2.19) я (2.20) следует, что для доказательства леммы 1 
достаточно показать, что функция Рп (X) на окружности ск равномерно 
сходится к функции

Г(к) = - Г / , (2.21)
2^՜ 3 г(:)(с + ц 

—։ -

а это следует из (2.5) и (2.10').
Так как |^С£)| = 1 почти всюду на мнимой оси, то функция Р (X) 

входит и класс РР в правой полуплоскости (см. [8], стр. 192). Обозна­
чим через Р (7т) .граничную функцию функции Р (к).

Лемма 2. Имеет место равенство
• а *

(А?/) (х) = -11-П1- А [ (2.22)
•— 2 г. 3 УР(1-)

■ —а

Доказательство. В [2] установлен следующий результат. Ор­
топроектор Реп проектирующий все пространство Р2 (0, оо) на линей­
ную оболочку конечной системы (2.4х), имеет представление

О
'ШО/ИМ, (2-23)

о 
где

е~и<7/. Г 1 Т~Г е-'^Л
ФпШ 12 к/] 1ГЛ (£)(’ + X) 

Г

(х) = |

(2.24)

Г—замкнутый псантур, лежащий в открытой правой полуплоскости и ох­
ватывающий все корни функции 1УП(Х).

Подставляя (2.24) в (223) и применяя теорему Фубини, получим

_к |2_ Г. 7.С-) £ . I _ Г Л£1л.
2«и 1Г,(Х) 12«/.) К)(С + >■)/ 2»/,) 1Г.А) 

Г Г г
(2.25)

Проекцию функции { на подпространство Еп можно представить и в 
виде 

а
(Ря Л (х֊) = - ь ։ • Ш - — С -я-^- е՜'“ л. (2.26)

П'М ' «— 2кЗ им*)
—3

Для этого в (2.25) в качестве контура Г выберем контур, состоящий из 
..отрезка [3 4֊ /а, 3 — ։о] и полуокружности X = 3 -|- а е***  — к/2 <<р<«/2.
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Устремив 0 к бесконечности, согласно лемме Жордана и вышеприведенно­
му свойству с) функций класса Н2 в правой полуплоскости, интеграл по 
полуокружности будет стремиться к нулю, и мы получим

(2.27)
—а

Так как функция
Гп + /т)- е~‘Л, (2.28)

(8+Л)
как функция от т, входит в класс £2 (—оо.оо), то (2 27)можно перепи­
сать в виде

Для доказательства (2.26), в силу непрерывности преобразования Фурье 
в пространстве £2 (—оо, со), нам остается доказать, что при б—»֊О функ­
ция (2.28) по норме пространства £2 (—оо, ос. ) стремится к функции

---• А это следует из вышеприведенного свойства Ь) функций 
ЖЛ (г։) 
класса Н2.

Обозначим через 'Ы(х); к = 1, 2,---; 5 = 0, I,---, тк — 1 орто- 
тонализацию системы (2.4) методом Шмидта. Тогда Еп будет совпа­
дать с линейной оболочкой конечной системы ф*$(с),  к — 1, 2, --, п; 
5 = 0, !,•••, тк — 1, а Е — замкнутой линейной оболочкой бесконеч­
ной системы |>((х); Л=1, 2,---; 5 = 0, т.к— 1. Имеем

» ш*-։
(Ре/)(*)  = 2 1] (Л Ы Ь(х) =

*—1 з—О

= 1Ьт£ £ (/, Ф*,)ф*Дл-)  = Ы т-(Л:п/) (х). 
к— 1 л—0 я՜*“

Поэтому, из (2.26) следует, что для доказательства леммы нам остается

установить,

/,’(— оо, со)

Ея (<Ч) _ Г(А)
(*)  (Г(п)

что при п->оо функция ) по норме пространства 
(и)

Р (н)
стремится к функции —---- Для этого составим разность

1₽\/т)

֊77■[М*)-^(*)]  + /?(/т) 
(։т)

Ж (Л) — 1Г„(гг) 
1^(п)1Гв(п) ’ 

(2.29)
Согласно (2.5) второе слагаемое справа в (2.29) стремится к нулю. До­
кажем, что первое слагамое также стремится к нулю. Из (2.20) а 
(2.21) имеем

/я (X) ֊ л ().) = 1֊ Г [ (,Ч) 1Г(,4)]/(,4) -*֊
х к J — К



Суммирование биортогональных разложений 173

Отсюда получим оценку (см. [8], стр. - 192)

(г.) - < !(1РЯ (,Ч) - 1Р(к)]7(гс)|.

Еще раз применяя (2.5), получим требуемый результат.
Перейдем к доказательству теоремы. Рассмотрим функцию

1^П(Х)
—)-г ,՝ е ак =

'к
Так как функция (л) = гл (X) е-'ж регулярна на и внутри окружности 
ск, то ее разложение Тейлора сходится равномерно на и внутри ок­
ружности ск

Подставляя это разложение в (2.30) и интегрируя почленно получим

Учитывая (2.16) и (2.21) отсюда имеем

п ">4֊’ О*
(л) = X 2 акз (/) (-1)' |е֊^г„ (Х)|х_։* . (2.31)

к-\ а-Э «л
С другой стороны, повторяя рассуждения, приведенные при доказа­

тельстве леммы 2, мы убедимся, что функция $Л(х) представляет собой
£ гН /’’(('О

преобразование Фурье функции-------------- » которая в пространстве
(й)

га/ \ /■’((’О ОЬ (—ос, оо) сходится к функции------------ о силу непрерывности пре-
1Г(й)

образования Фурье получаем 
а

11т-5„(х) = -М-ш- — (2.32)
в-- 2 к з и^(л)

Учитывая лемму 2, из (2.31) и (232) получим утверждение теоремы.
Следствие. Пусть система (2.1) неполна в пространстве £։ (0, оо) 

рл
и последовательность Рп (х) = £ а'р е.~^х в пространстве (0, со) 

к-1
сходится к функции /(х). Тогда

У(х)=11-т ^
Л-- д_։ 

где \ £>
а4 = Ит а^.
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§ 3. Неполная система рациональных функций

Рассмотрим систему рациональных функций

-о--.֊։• <з-։>

где {X*} _ произвольная последовательность различных комплексных чи­
сел из верхней полуплоскости С — (г : 1т г ^>0|.

Функции этой системы входят в известный класс Харди-Тамаркина 
н\. аналитических в С(+) функций /(г), для которых 

а*
|/Ц=°зир | У 1/(х 4֊ ф)|*</х  Г < т.

— аа

Кроме того, функция /£Н^ почти всюду на вещественной оси 
— оо <^х <С°° имеет угловые граничные значения /(х) ££*( —• оо, оэ), 
причем

I Г V/։1/1= | ] 1/(х)1։Лг} .
—сю

Известно [7], что условие

2’п‘гггт<” (ад
к-1 1 -Г

необходимо и достаточно для неполноты системы (1) в пространстве Н\.
Порождённая неполной системой (3.1) биортогональная система бы­

ла построена и систематически использована М. М. Джрбашяном (см. 
[4]֊[6]).

В настоящей работе получено интегральное представление указан­
ной биортогональной системы. Исходя из полученного интегрального 
представления порождённой биортогональной системы строится метод 
суммирования, который суммирует биортогональное разложение произ­
вольной функции /С к проекции этой функции на пространство Е, 
порожденное неполной системой (3.1). В частности, когда 1£Е, биорто­

гональное разложение функции / приведенным методом суммирования 
суммируется к функции /. В предположении сходимости ряда (3.2), сле­
дуя М. М. Джрбашяну [4], обозначим через Н\ (Х,| множество функ­
ций / (х), определенных вне точек вещественной осн 1т г = 0 и удовле­
творяющих следующим условиям:

1)/(х)=/+(г)С№+,
2) / (г) = /_ (г) = (х), г С

гдеА(х)С«’-(Ла-— класс Харди—Тамаркина в нижней полуплоско­
сти, В (г) — произведение Бляшке, образованное для последователь­
ности {>֊*} “ с кратностями {т4}, С(_> — открытая нижняя полупло­
скость),
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3) почти для всех х£( —оо, ос) существуют и равны пределы

Jim /ь (х + iy) =f+ (х) =f-(x) s lira /_ (x + iy).
j~tl+ j-C-

M. M. Джрбашян в работе [4], характеризуя замкнутую линейную 
оболочку неполной в пространстве Н\_ системы рациональных функции 
(3.1), доказал следующую основную теорему:

Класс Н1 {л,.} совпадает с множеством функций, представимых в 
виде

*-1 а—։
где {Ф, (г)}—система Мальмквиста—Такенака. которая получается из 
системы (3.1) ортогонализацией методом Шмидта в пространстве 
£Л(—«х», со). Причем ряд сходится равномерно на каждом компакте, 
принадлежащем множеству точек С(+) II ).*].

Таким образом, функции, принадлежащие замкнутой линейной обо­
лочке Е неполной системы (3.1), аналитически продолжаются в область

В связи с этим возник вопрос: восстанавливаются ли приведенным 
методом суммирования аппроксируемые функции в области аналитиче­
ского продолжения

Положительный ответ на этот вопрос даёт теорема 3.
Доказательство теоремы 3 опирается на одну экстремальную оцен­

ку относительно конечных линейных комбинаций функций из системы 
(3.1), которая представляет и самостоятельный интерес.

Для удобства читателей и автора в начале параграфа приводятся 
доказательства некоторых фактов, содержащихся в работах М. М. Джр- 
башяна [4]—[6].

Введем необходимые обозначения. Известно, что условие (3.2) необ­
ходимо и достаточно для сходимости произведения Бляшке

” (z — X, \mk

\z — 'к ) 1 4-1 к

которое сходится равномерно на каждом компактном множестве комп­
лексной плоскости, не пересекающемся с замыканием множества точек 
последовательности (>«!?•

Обозначим

1--՛ т‘՜1- (3”
ск

где ск—окружность с центром в точке "Кк, лежащая в открытой верхней 
полуплоскости и не охватывающая корней функции 8 (г), отличных от 
У к (точка г лежит вне окружности ск).

* Условимся считать чк = 1 при ).к = I.
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Лемма 3. Системы функций и Ф**  (г) биортогональны
на вещественной оси

У (*)  Ф*.( гНг =
1, р = к, <? «5 
О, р ¥= к
О, р= к, д ■=(= 5.

Для доказательства леммы введем обозначения

Я.(г)=П(^֊
7-1 \ * “ Х/

я

ш (И =֊. Г
<■*

(с-мд<& 
в„(г)(С-*)

(3.4)

Применяя теорему Фубини, получим

-----7Т „ / - 7! Г(С-к>)<^ _2_ Г Вп (г) <1г
еРЧ («) Чк.п Ы * $!2 я/ ] Вп (Г) 2 к/ ] (2 _ ).,)«+*  (г _ с)

ск

(3-5)

Так как функция

входит в класс Н"1 то для неё справедлива формула Коши

1 Г Вл (а) <1г_____  _ Вп (С) , (. _ ^(+)
2кЦ (*֊М ’+։(-֊Ч (<-М’+1’

Подставляя полученное значение интеграла в (3.5), имеем

Ск 0, р = к, <7 =/= 5.
Нам остаётся доказать, что при п—»֊оо в равенстве (3.6) можно перейти 
к пределу. Для этого мы должны доказать, что при фиксированных к и 

л последовательность (®։м (г))Х=1 сходится к функции <р^(г) по норме 
пространства £*( —оо, оо). С этой целью введем обозначения

/ ?Ъл(*)  , г. . ?4,(г) . '
Л(։)—/(г)—г«՜

Имеем

(С-М'

|Л|. (3.7)
!В«(С) В (С)



Суммирование бяортогональных разложений 177

Так как функция

0= 1 + 1x1 , ^ск, хС(-оо, оо), 
Ь — х|

как функция двух переменных, непрерывна и равномерно относительно 
С£с стремится к единице при |х|->-оо, то она ограничена, следователь­
но, имеем

1 м
. < --ГП ’ С £ с*>  *€  (— °°> °°)» (3.8>

|С—х| 1-1-|г|
где М постоянная.

Кроме того, функция Вя (С) на окружности Ск равномерно сходится 
к функции В (£), поэтому

Из (3.7), (3.8) и (3.9) следует, что последовательность /л(х) сходится 
к функции ! (г) по норме пространства £։(—оо, =о );

0/--/1 ~*0.  (3.10)£• (—«։,«,) л-»оо
С другой стороны, имеем

М ֊ Ъг (3)1 = I Ва (х) /л (х) ֊ В (х) /(х)| <

< |/я (х)||Бя (։)֊В(х)| 4- |Я(х)]|/я (2) -/(х)|. (3.11)

Так как почти везде на действительной оси |В (г)| = 1, то в силу (3.10) 
второе слагаемое справа в (3.11) стремится к нулю по норме простран­
ства Ь2 (—оо, со). Первое слагаемое справа в (3.11) стремится к нулю 
в силу соотношения (см. [8], стр. 152, см. также [6])

ОО
[■|ВЛ(х)-5(г)|’ -^֊-.0, . (3.12)
J 14-х։я--— в®

ибо в силу (8) имеем оценку
I/" (з)1 < ^7~.• ։€(-°°> «)• 

1+ Н

Лемма доказана.
Нетрудно убедиться, что система {фД։} порождается системой 

|хь]. Действительно, при п^к точка является полюсом порядка՛ 
—5 для подынтегральной функции в (4), поэтому

ВЛ(С)(С-х) [ВЛ(9(С-Х1
с*

С = ).*
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Применяя формулу Лейбница, получим
1 г к->.»)'<£ в "‘у՜*  а/___ .

• Формула (3.13) впервые установлена М. М. Джрбашяном [4]. Мы приведем но­
вое доказательство, чтобы указать на прямую связь ортопроехтора с биортогональ- 
ной системой. (Ниже используются также промежуточные результаты, которые полу­
чаются при доказательстве леммы 4).

2 «г ] Л. С) (С - Л (г ֊ >*) ,+' 
Г*

Следовательно, функция (г) представляет собой рациональную 
ц>ункцию с полюсами порядков тк в точках >к, к = 1, 2,-”, п, при. 
чем Поэтому, разлагая функцию ?*„(*)  на простейшие

х—-»
дроби, получим

Тем самым доказано, что функция <рА„ (г) принадлежит линейной обо­
лочке системы (3.1). А функция <?о(г) есть предельная функция по­
следовательности |?* ։п(г)| "=։. поэтому <?к1 принадлежит замкнутой 
л инейной оболочке системы (3.1).

Лемма 4.*  В пространстве ортопроектор РЕ на подпростран­
ство Е, порожденное неполной системой (3.1), имеет представление

1т=>0- <313)
— «а

Доказательство. Воспользуемся следующим замечанием.
Если конечные системы и биортогональны в гильбер­

товом пространстве /У и порождают друг друга, то элемент 
а

Р?х=£ (х, <рА)е։ представляет собой проекцию элемента х^Н на 

линейную оболочку Е системы (е։)՞. Для доказательства замечания 
мы должны показать, что х— РехА_Е, или, что то же самое, 
х — Ре х ± <рт, т = 1, 2, • • •, л. Имеем

(х-РБх, ?т) = (х, ?„) — (•*,  <рт) = 0,

что и требовалось доказать.
Обозначим через Е п линейную оболочку конечной системы

{еАа(х)}, £ = 1, 2,п; 5 = 0, I,---, тк — 1.

Согласно замечанию имеем

' *-։  1-и
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где

«*«(/)=  ^/(0 ^и(') <«•

R (С) = ------------------------------
Вп (С) (С ֊0(2 -О

удовлетворяет условию
/?(С)=О(г,-2 * * * * *)> С—со,

следовательно, сумма её вычетов относительно всех её полюсов 
ал, /, г равна нулю.

Поэтому из (3.15) получим

(2 /) = —11^ I_______ 1________ ь _ 1-_____I.
2« I вя(0(2-0 ВЯ(*)(2-О.Г

Подставляя значения коэффициентов, получим

(Рд,/)(2)= (/(')£ е*х(^)Ъ«(0Л-
и к-1 4—0 

— м

Введём обозначение
*»(*,<)  = £ 

к-1 л—0 «

и при условии, что / и 2 лежат вне окружностей ск, Л=1, 2,..., 
числим эту сумму. Имеем

Ка <г л= 1 у 1Я.ЮГ 1 =
2 к=1 (г — >֊а)Ат] 1$! 2л/3 В„ (С) (С — /) I

«*
_1 "(#,(/) Г _ "у/С-А^у _

2 л/ £| 2 л/ ] вя ).*)  Л V ->֊*/
<■*

= 2_ у /в-(‘) Г у Л-' Л*  1
2 л/£։ I 2 л/ ] В„ С) (С - 0 (г - 7) Л \г -1к) )

С1

= — у В” (О (՛ I ~
2л/^, 2 л/ 3 £„((;)(£_/)(Г-)*)  \ С-А*

с* 7 1Д —А*
Таким образом, получаем

Кп (г, 0 = V | — Г--------------,
2 л/ *± ։ 12 я/.) Ва (С) (С — /) (д — С) { 

«■*

где /ид лежат вне окружностей ск, к = 1, 2,-՛ •, л..
С другой стороны, при фиксированных Зи/ рациональная

(3.13'>

(3.14>

п, вы-

(3.15>
։

функция

I

Ль Ла,...^
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Учитывая равенство 

имеем
К„ (_ о=—1 ~д-(л Вя — • (3.16)

2 я/ I — *

Равенство (3.16) нами установлено при условии, что и 2 лежат вне ок­
ружностей Ск, А = 1, 2,п. Аналитическим продолжением по перемен­
ным 2 и / мы убедимся в справедливости равенства (3.16) для всех зна­
чений переменных г и Л

При (—оо, оо) из (3.16) получим

Кп (г, О = — С՜ °°’ <ЗЛ7>
2 14 Вл (О (г-0

Подставляя полученное выражение ядра Ая (г, 0 в (д.13 ), получим

(Л.Л ։«)- Л. (/ (О (318)
2 14 л Вп (/) (г — Г)

Так как для функциисправедлива формула Коши, то из (3.18) 
получим равенство

(А?л /) (*)  =/(֊’) ֊ Г д ֊Г ՛ (3-19)
2 И 3 Вп(ОЦ—г) 

—•
Для доказательства леммы 4 нам остаётся установить, что при П—г֊оо в 
равенстве (3.19) можно перейти к пределу.

Воспользуемся следующим замечанием.
Пусть (е4|“ линейно независимая система в гильбертовом про­

странстве Н. Ек — линейная оболочка первых к векторов ех, е։,•••, 
ек, а Е — замкнутая линейная оболочка всей системы |е4|։”. Тогда 
для любого х £ Н имеет место равенство

Рех = Ит Ре,. х,

где Рех —проекция элемента х на пространство Е, а РЕкх — проекция 
элемента х на конечномерное подпространство Ек.

Действительно, обозначим через {<р4|։” ортогонализацию системы 
|ел|։” методом Шмидта. Тогда Ек есть линейная оболочка первых к 
векторов («ру)р а Е — замкнутая линейная оболочка всей системы 

“• Имеем

Рех= £ (х, ?т)'?т = Ип1 (х, <рт)<рт = 11ш РЕкх. 
т-1 *- “т—1

Таким образом, чтобы обосновать предельный переход в равенстве 
(3.19), нам остаётся доказать, что последовательность
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с (И I __ /(О
2 К/ .) Д.(/)и֊г) 

— «в
по норме пространства Н\_' сходится к функции

™ = Г /«)<« 
2«/ ] Вп(О({-г) 

— ■»

Для этого мы воспользуемся следующим фактом (см. [8], стр. 192, а 
также [6]).

Если А£/.*( —оо, оо), то функция

нм-Х (А!«" 
2« 3 1-г 

— «■

входит в класс Н2+ и имеет место неравенство

1Я’+<1лЬ(--.-)- (3-20>

Из этого следует, что последовательность

Е,(х) /(.г) •
Дя(х) В(х)

по норме пространства £’(— оэ, оо) сходится к нулю (в качестве 
А (х) и В (х) мы берем градичные значения соответствующих функций 
Е(г) и В (г), 1шг>0).

С другой стороны, имеем

Е. (х) -/ (х) - В, (х) [ АЩ-----֊֊ I + («) ֊ В (х)].
I Вп (х) В (х) ] В (х)

Согласно вышесказанному, в этом равенстве первое слагаемое справа 
стремится к нулю по норме пространства £2 (—оо, оо ), а стремление 
к нулю по той же норме второго слагаемого следует из.(3.12). Лемма 
доказана. ;.

Для произвольной функции / С Н2+ введём обозначение

Далее, обозначим через гл (г) остаток произведения Бляшке: 

г„и= п

Теорема 3. Проекция РЕ/ функции на замкнутую линей­
ную оболочку Е неполной системы (3.1) имеет представление
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(Ря/)(г)=Пт^-.£
»-*•  2*7  £.1

т^-Л

£<>*,</)
4=0

I Гп
I еГ/.л г — X >-*в

где предел понимается в пространстве Н2+.
Следствие.. Если последовательность конечных линейных ком­

бинаций функций из неполной системы (3.1)
<>п ”*-։

<2«(х)=У 2
Л —I ։—и

сходится к функции { по норме пространства Н\, то имеет место՝ равенство

/(х) — Пт л ■• ••
1 л тк~1
֊ 2 £
I Т՝1 д-о «/м 7 — х

где а4։ (/) = Пт (первый предел опять понимается в пространстве՝ 
Л-*в»

ЯХ).
Доказательство теоремы 3. Имеем

Так как 1т г>0, то г лежит в нижней полуплоскости, следовательно 
Я (X) регулярна в верхней полуплоскости. Поэтому ряд Тейлора

5—о х!

сходится равномерно на и внутри окружности ск. •
Кроме того, функция

1 ХУМя ,,,

регулярна на и внутри окружности ск. Поэтому заменив в (3.21) конеч­
ную сумму на бесконечную, получим

2('՝) 1 = Г Лх) ( I Г я(С)^ I
г-ХМ*  5(х)12к^В(!;)(С-х) )5=0
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Учитывая (3.22), получим

£ »„со j-0 ।
d' Л, (>•) | = Г /(х) I .1 С г, (£)<&_

d).1 z-). J *->*  _J в (х) I2 r.i в о (С — х) (х—q

следовательно, имеем

S S а-

(3.15) и (3.17), получимУчитывая

1 я
2 T.l *^.j

Вл (х) — Br. (z) 
В(х)(х — z)

Или, что то же самое

ds гп а) )1 п mi-1 г

֊֊.S2 Kl *_1  J_(j (С'. ZЛ*  z—

1 7/(х) Вя.(х) tlx __ Bn(z) Г /(х) dx

2 тс/ J В(х) х—z 2 «Z J В(х)(х—z)
(3.23)

В силу леммы 4 для доказательства теоремы нам остаётся показать, что 
при п—гоо правая часть равенства (3.23) стремится к правой части ра­
венства (3.13) по норме пространства Н* +,

Согласно (3.12) функция

/(х)Вя(х)
-ад-‘

стремится к функции f (х) по норме пространства £2(—.оо, «о ). Поэто­
му, согласно (3.20), первое слагаемое справа в (23) стремится к функции

о»

1---С /()  4х . . т л ----- I յ ՝------  =/ 1г), 1т 2 >0*
2 та J х — х 

— в»

по норме пространства . Далее, функция

£(г)= ֊1֊ С /оо 
2 1« 3 В (х) х — х

входит в класс Н+. Обозначим через Е (х), х^ (—ж, то) ее гранич­
ную функцую. Согласно (3.12) имеем

Е» 0.
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Учитывая неравенство (3.20), получим

\РВп-ГВ\ -о, 
н֊ "•*"

что и требовалось доказать.
Теперь докажем экстремальную 

щих линейной оболочке Е п конечной
оценку для функций, принадлежа- 
системы рациональных функций

е.(г) = —---------- г-г: *«1,2,---,  п> 5=0’ 1»* ”» т)։— Г' 2«ч(х —Х*) т

Теорема 4. Для любой точки г комплексной плоскости, отлич­
ной от полюсов конечного произведения Бляшке Вп (з), имеет место ра­
венство

где

тах-^ = И'Лл(д, я), 
1105

(3.24}

Кп(г, г) =

_1_ 1-|Дя(г)|2| 1т2=£0 
2 я 21т г

В'п(г)
2 к/ Вп (г)

1т х = 0,
(3.25).

причел« максимум в (3.24) (в фиксированной точке г) достигается для.
функции

& (/) = 1 1-Л.(/)Д.(з)
2 14 я — I

Доказательство. Согласно (3.16) для комплексных значений 
переменных з и I имеем

Кп (г, 0 = ֊ Х~В^Вп(г} 
2 га / — X

(3.26)»

Подставляя это выражение ядра КП (г, Г) в (3.13х), получим

(2 (г) = — (’ <2(0 ------Вл — <Н. (3.27}
2’^ 7- г

— ОО

• •

В этом равенстве слева и справа стоят рациональные функции, совпадаю­
щие в верхней полуплоскости. Согласно теореме единственности они бу­
дут совпадать во всех точках комплексной плоскости, отличных от полю­
сов конечного произведения Бляшке Вп(з). Применяя неравенство Бу- 
няковского, из (3.27) получим

1<2(г)1<։кл(г> 05-ад- (з.28>

С другой стороны, согласно (3.14) функция К п(г. О, как функция от Ь 
принадлежит подпространству Е Поэтому в равенстве (3.27) вместо 
функции (2 подставляя функцию Кп (з, /) и учитывая (3.26), получим
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Кп (г, г) = |Л'Я (х, /)? (3.289.

или, что то же самое

(х, /)[ = ]/՜Кп (х, х).

Вводя полученное значение нормы ядра Кп (г, I) в неравенство (3.28) 
получим

1(2(х)|</Яя(х,ж)|(& (3.29)'

причем, согласно (3.28՜), равенство в (3.29) достигается для. функции
Кя (г, I). Тем самым равенство (3.24) доказано.

Равенство (3.25) следует из представлений (3.17) и (3.26) ядра 
Кп (г, О.

Теорема 5. Если последовательность конечных линейных комби­
наций функций из неполной системы (3.1)

*-։ д=о

сходится по норме пространства Е2 (—<ю, оо), то она сходится равномер­
но на каждом компактном подмножестве множества С\Е, где С—комп­
лексная плоскость, а Е—замыкание множества точек последовательности

Р*}.  .
Доказательство. Из теоремы 4 следует, что последователь­

ность К„ (г, г) монотонно возрастает. Поэтому согласно теореме 4, в 
точках множества С \ Е справедлива оценка

1<2(»)|<У/К(х, г), К (г, г) = 1йп Кя (х, х), (3.30).
Л-*оо

где (2£Еп’, п = 1, 2,
Докажем, что функция К(2, 2) непрерывна на множестве С \ Е. Доста­

точно доказать, что для любой точки 2о на действительной оси, не при­
надлежащей множеству Е (если такие точки существуют), выполняется, 
равенство

Ит 1-|В(г)|» В'(։о)
21т г г В (х0)

1т хтО

Учитывая равенство

В(г)=-_-> 
Щх)

получим

1-|В(х)|2 ,1-В(г). Д (х) = В(х) —В(х)
21тх х — х /В(х)(х — х)

(3.31 >.

(3.32)«

Так как 20 ( Г, то в окрестности этой точки функция В (г) регулярна, 
поэтому в равенстве (3.32) вместо В (г) и В (г) подставляя их разложе­
ния Тейлора в окрестности точки 2о и переходя к пределу, устремив 2՜ 
к 2о, получим (3.31).
121-6
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V
Пусть теперь К—произвольное компактное подмножество множества 

«СхГ. Обозначим
Л/ = тах У К (г, г'. 

хбЛ՜
Применяя неравенство (3.30) к разности фп— Q•^^^ получим

10, (г) - Ош (г)| < М>0« ֊ 0-1. * 6 К.

Утверждение теоремы 5 следует из этого неравенства.

Ереванский государственный 
университет Поступила 12. Vl. 198*

Վ. Խ. ՄՈԻՍՈՅԱՆ. Ըսա Լքսպոնենտէերի և դսա ոացիօէալ ֆուհկէ|իահեր]ւ ոյ լրիվ համակարգերի 
-երկօրթոգոհալ վերլուծությունների գումարումդ (ամփոփում)

Ուսումնասիրելով կքսպոնենտների ոչ յրիվ համակարգը կսմպ1եցս տիրույթում, Ա. Ֆ. 
տեր կառուցել է երկորթոգոնալ վերլուծությունների գումարման մեթոդ (տես [1], կջ 111),

Ներկա աշխատանքում նախ մտցվում կ ծնված երկորթոդոնալ համակարգի գաղափարը հիլ- 
րերտյան տարածության մեջ և ապացուցվում է մի ընդհանուր րնույթի թեորեմ։ Այնուհետև դի­
տարկվում է կքսպոնենտների սշ ԼՐ Ւ Վ. համակարգը տարածության մեջ և ռացիոնալ ֆունկցիանե­
րի համակարգը։ որը լրիվ չէ Հարդիի տարածությունում կիսահարթոլթյււն վրա, և ըստ այդ հա­
մակարգերի Մ- Մ. հրբաշյանի [3— S] երկօրթոգոնալ վերլուծությունների համար կառուցվում 
են գումարման մեթոդներ, որոնք նման են Լեոնտևի գումարման մեթոդին։

V. Kch. MUSOIAN. The summation of decomposition*  with respect to non-complete 
btorthogonal system*  of exponents and rational functions (summary)

Investigating the non-complete system of exponents in the complex domain 
A. F. Leontiev has constructed a method of biorthogonal decomposition (see [1], 111 p.)

In the present paper in the first place the notion of a generated biorthogonal 
.-system in a Hilbert space is introduced. Then non-complete systems of exponents are 
considered in L2 (0, co) and a summation method is constructed for decompositions of 
M. M. Djrbashian ([3], [6]).
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УДК 517.53

С. Л. БЕРБЕРЯН

О ГРАНИЧНОМ ПОВЕДЕНИИ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИИ КЛАССОВ Հ

Хорошо известны введенные академиком АН Армянской ССР' 
М. М. Джрбашяном классы мероморфных в единичном круге функций 
обобщенно-ограниченного вида .V, (—1<а<+оо). Эти классы моно­
тонно расширяются с возрастанием параметра а, причем совпадает 
с классом М функций ограниченного вида Р. Неванлинны. В совмест­
ных работах ([3], [4]) М. М. Джрбашяна и В. С. Захаряна было уста­
новлено, что классы (—1<а<0)—подклассы класса Неванлинны 
Ы—обладают более тонкими по сравнению с функциями класса Л гра­
ничными свойствами. Оказалось, что угловые граничные значения функ­
ций этих классов существуют всюду на границе круга, кроме, быть мо­
жет, множества нулевой 1 + а-емкости. М. М. Джрбашяном [2] з свое 
время были введены также классы субгармонических в единичном круге 
функций У л(—1<а<-|-։»), по своей природе и по существу аналогич­
ные классам Были найдены параметрические представления этих 
классов.

В свете вышеизложенного представляется естественной и актуальной 
задача, решению которой посвящена статья — исследовать граничные 
свойства субгармонических функций классов II л при —1<а<0.

При решении указанной задачи автор существенно опирается на ре­
зультаты В. С. Захаряна ([5], [6]) о граничных свойствах потенциалов 
типа Грина, участвующих в представлениях функций классов и..

В основной теореме статьи (теорема 2) доказано, что угловые гра­
ничные значения нормальных субгармонических функций из классов 
I/« (—1<а<0) существуют всюду на границе круга, кроме, быть мо­
жет, множества нулевой 1 + а-емкости.

Предварительно приведем некоторые определения и результаты, не­
обходимые для дальнейшего изложения.

1®. Как известно, оператор Римана—Лиувилля Г)~а <р (х) (— 1 
<а<^+ со) определяется следующим образом: 
в случае 0 а + со

£>-ф(х)=_1_ [(х-О’-МОЛ, ж€(0,1), 
г (а) .) 

О
причем для ф (х) £ £ (0, 1) правая часть существует почти всюду и 
вновь принадлежит £ (О, 1); в случае — 1<а<0
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Д-Т(.Г)=1/)^'М4 х£(0, 1), 
dx

в предположении, что правая часть существует почти всюду, в случае 
а=0 полагают, что

£>°ф(х) = 4> (х), х £ (0, 1).

■Обозначим = шах [Р-®? (х), 0|.
Следуя М. М. Джрбашяну ([2], стр. 126), обозначим через£Л (-- 1 < 

а < + оо) класс субгармонических в круге |х| < 1 функций £/(д), 
.для которых конечна величина 

2к
зир [ С 4՜ °°»

0<г^1 
о

где Ua (re*) = r+* D ’ и (re*). При любом ®(—1<^а<^-|-оо) рас­
смотрим функции

И, (ре/։; С) = р՜® D՜՜* log ■ i
1֊р211, 

с I

TTe(z;Q = е֊/։х) -И«(е‘։; Qd9,

Для классов ил М. М. Джрбашяном установлено параметрическое 
представление.

Теорема А. Класс совпадает с множеством функций, допус­
кающих представление вида

« (г) = log |Д. (z; С)| rfp(C)4- 
/й<1 

К
+ ^֊ Г JRe 5«(ле^-”)</Ие). (1)

—к

тде 5. (х) = Г (1 + а) J —■ 2------ 1 I A, (z; С) =֊ (1 - (։=
1(1—х)1-»“ J \ С /

ф (6) — произвольная вещественная функция с конечным изменением на 
[ к, к], .а р.(С) —произвольное положительное распределение масс в 
круге Г,| < 1, подчиненных лишь условию

1 л-
1(1 — <)“ п (/; р) dt < 4֊ or, 

о
тде n(t; р) — масса функции и (х), заключенная в круге 0<Jx|-v/<^ 

1, т. е. •
«(CF)= JJ rfp(C). 

e<iq<<
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2’. Нам необходимо будет понятие емкости. Говорят, что измеримое 
по Борелю множество Е имеет положительную а-емкость, 0<а<1, ес­
ли существует такая мера ц ֊« Е, ц ( £) = 1, дЛЯ которой интеграл

1?
удовлетворяет условию

зир И(х) < Ио<1 °°-
и|<1

В случае отсутствия такой меры считают а-емкость множества Е равной 
нулю. Аналогично определяется положительность и равенство нулю

1
логарифмической емкости, если вместо ядра ---------— рассматривать ядро

|г — ч|*

1п ——Обозначим а-емкость и логарифмическую емкость мно­

жества Е, соответственно, через сара Е и сар0£՜.
Введем следующее обозначение:

Л (б, ®) =• (т = ел (1 — ге'* ):---- — <С? , г > 0|.

Подобласть круга £>, заключенную между хордами А (9, <р։), А (9, <р։) и

внутри окружности Се — ел 
2

— обозначим 
2

через Д (9, ф1։ <р։).

Эту подобласть круга называют углом Штольца с вершиной в точке 
С = е'։. Если существует Нт и (г), при 2—»С = е'в, я^Д(9, <рх, <р։) и 
предел не зависит от выбора угла Д (9, срх, <р։), то обозначим угловой 
предел через и (9).

Для дальнейшего нам необходимо будет следующее утверждение, вы­
текающее при ш (х) = (1 — х)։, — 1 < а < 0 из общего утверждения, при­
надлежащего М. М. Джрбашяну и В. С. Захаряну (см. [4]).

Теорема Б. Функция

Г«(х) = — С [Ее 5. («֊'•)) (6),
2« и —к

где —1<а<0, а ф(6)—произвольная вещественная функция с конеч­
ным изменением на [—я, я], всюду на [—я, я] обладает конечными уг­
ловыми граничными значениями

/г«(е'*)= Нт Ел(г)
*-е'։

кроме, быть может, некоторого исключительного множества £’с[—к], 
для которого сар14«£’=0.

3°. Интерпретируя единичный круг О, как модель плоскости в гео­
метрии Лобачевского, обозначим через о (Х|, Ха) неевклидовое расстоя­
ние между точками и 22 из круга О:

. . 1 . 1 + и I — г»
о(*1» г։) = —1п;—’где и= ;------------

2 1 — и 11 — ххх։
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Через Т обозначим группу конформных автоморфизмов единичного кру­
га, т. е. Т-. {5(г) = е'։ (х + а) (1+ «)-’, а£й и а£(- оо, + со)}.
Говорят (см., например, [13]), что субгармоническая в О функция н(х) 
нормальна, если порождаемое ею семейство Ф:{и(5(г)); 5 (г) £ Т}„ 
нормально в О в смысле Монтеля, т. е. из любой последовательности се­
мейства Ф можно извлечь подпоследовательность, равномерно сходящую­
ся или равномерно расходящуюся к + °о или — °° на любом компакте 
в £>.

§ 1. О поведении вдоль хорд субгармоинческвх функций классов 
£/.(-К«<0)

В первом параграфе основным результатом является следующая тео­
рема.

Теорема 1. Пусть субгармоническая в D функция и (г) принад­
лежит классу U.(—1<^а<^0). Тогда на Г: |z| = l можно указать 
такое множество E, capixe£=0, что в каждой точке С = е ’ Г\ Ё, 

(It Tt \
---- —-> — Ii в тол* числе и для <р = 0, суще- 

ствуют конечные и равные между собой пределы и (6, ср), где
и (S, <р) = lim u(z) = lim u(e'° (1 — ге'г)). 

г—+0
*6Л 1«.Т)

Вычислительную часть доказательства этой теоремы мы выделим в. 
виде леммы.

Лемма 1. Пусть р (£)—положительное распределение масс в круге 
И<1, подчиненное условию

1

n(t; ^< + сс,
tо

(1.1>

—1<а<0. Тогда на Г можно указать такое множество Е, 
сар14-։ Е = 0, что в каждой точке \ = еЛ £ Г \ Е для почти всех 
с! 71 к \Т’С I---- —• — I, в том числе и для <р = 0, у потенциала типа Гри- 

(z Ga(z; C) dp(Q, (1.2)֊

где G։ (z, Qlog |/4a (z;,)| при |z| < 1 и |С| < 1, существуют ко­
нечные и равные между собой пределы Qa (6, ср).

Доказательство. Покажем, что из условия (1.1) следует ко­
нечность следующего интеграла:

(1.3>

При любом г, 0<г<1 имеем
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о
(I-/)1 ։Ил(Ср) = л(С рМ1-01+< | + 

о

(1-4)
О

Из условия (1.1) непосредственно вытекает, что

(!—/)• л (<; р)Л = о(1),

(т. е. бесконечно малая величина при г —• 1) и значит
= ^("1—”—~Поэтому и правая часть равенства (1.4) 

л (г; р) =

ограниче­

на при г֊»1 и, тем самым, доказана конечность интеграла (1.3). Мы 
утверждаем, что из соотношения (1.3) для всех С = е'։, кроме, быть 
может, некоторого множества Еи сарь . Е^ — 0, следует конечность ин­
теграла

А но
Предполагая противное, будем иметь, что А (8) бесконечна на множе­
стве Е, положительной 1-|-а-емкости. Тогда на £, существует распределе- 

f• /С\
—---- 1-------

_ |е'։—геи|1+* 
равномерно ограничен по х, —при г—»1. Из сделанного 
предположения сар։+а Ег 0 следует, что 

X
5= (’А (0)^(0) = ( л (0)^(0) = 4-ос.

С другой стороны, в силу того же предположения, применяя теорему Фу- 
бини, получим

£, |о(<1 |и|<1 /?|

X </|‘(а) < С (1 — [а|)И։«/р(а)< со.
|О|<1

Полученное противоречие показывает, что сар1+а£1 = 0. Рассмот­
рим произвольную точку С = е'°^Г\£1 и последовательность дуг 
{Ая)п-_։ окружностей в £> с центром в точке ^ = е'9, стягивающихся к 

Не нарушая общности можно предположить, что С = 1. В силу те­
оремы 3 работы [5] при любом фиксированном л для всех точек а на 
Ьп, кроме, быть может, некоторогр множества /Л на £л, для которого
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саро/в = О, потенциал типа Грина [см. (1.2)] имеет конечное измене­
ние на сегментах, соединяющих точки а £я- с точкой С. Поэтому для 
всех на сегментах, соединяющих точки а с С = 1, сущест­
вуют конечные хордальные пределы потенциала типа Грина. Так как 
при любом фиксированном п множество 1„ имеет линейную меру нуль, 
то и соответствующее ей множество Е'п значений <р имеет меру нуль.

меру 

= 0,

mes Е' =0. Отсюда следует, что и множество Е'= U Е' имеет 
" л—1

нуль. Таким образом, в каждой точке С=е'6 £Г\£։, capj+։ £^=
г / «для почти всех f —

я \
> — I существуют конечные хор­

дальные пределы у потенциала типа Грина. Применяя теорему 2 ра­
боты [61 о радиальных пределах потенциала типа Грина (?,(?) (—1 <

а<^0), получим, что в каждой точке С = е'։£Г capi+։ £։ — О,

для почти всех <j> £ Ç---- — Я \ _
в том числе и для <р = 0, существу­

ют конечные хордальные пределы у потенциала типа Грина. Теперь 
рассмотрим функцию F։ (z) = Qa (z) ֊1֊ i£(z), где L (z) — некоторая дей­
ствительнозначная функция, имеющая всюду на Г, за исключением 
множества Ег, capi+։£։ = 0, конечные угловые пределы. Такие функ­
ции заведомо существуют. В качестве примера можно рассмотреть 
|Z?(z)|, где В (г) — произведение Бляшке, нули которой |z*| удовлет­

воряют условию У} (1 — |z*|)1+e< со, где — 1<а<0. Очевидно, что- 
Аг=1 *

£« (z) имеет конечные хордальные пределы Fo (6, <р) для почти всех 
/ я к \

<Рt I---- — • — в том числе и для Ч>=0, всюду на Г, за исключени-
\ £ *• /

ем множества Ег = Еу U Ег, capjх, Е3 — 0. Рассмотрим точку С = е'° £ 
£Г\£։, в которой Fa(6, ч>г) =АF« (0, fs) хотя бы для двух значений

։« точка С = е/е является точкой не­

определенности для Fa(z) (см. [10]). В силу теоремы Багемила мно­
жество точек неопределенности М для произвольной комплекснознач­
ной функции FB не более чем счетно, и поэтому сар1+оЛ/ = 0.

Рассматривая £==£3 U М, получим, что в каждой точке С= е'։£Г\£ 
, / я к \

для почти всех I---- --  ’ — ] • в том числе и для <р=0, у функции

FŒ (z), а следовательно и Qa(z) = ReF, (z), существуют конечные и 
равные между собой пределы. Утверждение леммы 1 доказано. Теперь 
утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает из параметричес­
кого представления (1) субгармонических функций классов Ua, теоре­
мы Б и утверждения леммы 1.

Замечание 1. Отметим, что при а=0 граничное поведение суб­
гармонических функций класса Uq вдоль хорд исследовано американским 
математиком Толстедом (см. [14]), который охарактеризовал исключи­
тельное множество £ в терминах меры и показал, что mes Е = 0.
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§ 2. Об угловых граничных значениях нормальных 
субгармонических функций классов £/։ (— 1 а 0)

Основным результатом второго параграфа является следующая
Теорема 2. Пусть нормальная субгармоническая в D функция 

и(г) принадлежит классу Uл (—1<а<0). Тогда на Г можно указать 
такое множество Е, capi+«£=0, что в каждой точке Z = el,£T'\E су­
ществует конечный угловой предел и (0).

Предварительно докажем две леммы.
Лемма 2. Пусть ч(г)—нормальная субгармоническая в D функ­

ция, и для некоторой последовательности (z,|”cZl, lim |г„| = 1 суще- 
п — 

стзует предел
lim и(гя) = С(— оо < С֊< + оо).

Л-*»
Тогда для любой последовательности такой, что а (гя,
хя) —, 0 при п—»ос, справедливо соотношение 

lim и (е'Л) = С. 
л-*«*

Доказательство. Пусть

gn(0 = u/_£+^.\(n=i, 2,...).
\1 + z„ t /

Очевидно, что g„(t)—субгармонические функции в |/| < 1 и

^(0) = и(хя). (2.1)

Рассмотрим при любом фиксированном П дробно-линейное преобразо­
вание

переводящее точки t — 0 и t = соответственно, в точки z = zn и 
z=^zn. По условию леммы lim о(х,, z^)=0, и так как я.(0, tn) ==s (х„, гя), 

л—-
то и lim tn = 0. В силу компактности семейства {gn (Z)} существует 

подпоследовательность {gn> (f)}, равномерно сходящаяся к субгармо­
нической функции G(t), или равномерно расходящаяся к 4՜ 00 или 
— сона любом компакте Kc-D, содержащем точку Z = 0. Если С — 
= 4-оо (или —оо), то очевидно, что lim gn, (tnk) = + 00 (или —оо).

Пусть С—конечное число. Тогда на любом компакте К, содержащем 
точку / = 0, в силу соотношения (2.1) имеет место равномерная сходимость 
последовательности {gnk(t)} к субгармонической функции G(f)^<x>. 
При любом е 0 из соотношений

|£л* (tn,) - G (6,4)| < е и G (tn„) ֊ G (0) < е,

справедливых при А:> 2V(e), получим, что последовательности 
(g«4(Zn*))f и (G(6։Jt)){'> либо их некоторые подпоследовательности, ко­
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торым для простоты дадим то же самое обозначение, будут иметь 
пределы, причем

liro и (։Հ) — Hm gllt (հէ) = Inn G (tnJ = a.<C, (2.2)

где C = G (0). Покажем, что a = C.
Рассмотрим при любом k = 1, 2,... отображения ֊ՏՀ(։), где

տ;(,) = ձ±^ճ, л- ւ,շ,....

Для этих отображений при любом k имеют место равенства

Հ(0) = Հէ и 5'<?*)=гЯ1։,

откуда, б силу инвариантности метрики а, следует справедливость соот­
ношения

Нт <?* = 0 (2.3)
♦ -00

Отсюда lim и (z ) = lim и (S'k (0)) = а, и, следовательно, последона- 
»-« * »— Ա"

тельность (u(5^(z))|, или некоторая ее подпоследовательность, кото­
рой дадим то же самое обозначение |и(5^(г))}, равномерно сходится 
на компакте K^czD, содержащем точку z = 0, к субгармонической 
функции U (г), причем £/(0) = я. С другой стороны, учитывая, что

lim u(z'n )= lim u(S'k(qk)) = lim Ն(q.) — C ♦ —oo * ♦ -•сю

и соотношение (2.3), будем иметь, что

С = lim U(р*) (0) = а.*-«>
Сравнивая с (2.2) последнюю оценку, заключаем, что а=С. Отсюда w 

из (2.2) следует, что lim հոէ(է.-էէ)= lim и (z‘ ) и значит*-.<» *-.оо *

limO«) = C. (2.4)
*-»00 «

В силу того, что произвольно взятая последовательность содержит под­
последовательность 'ս(շո^)յ, для которой справедливо соотношение 
(2.4), то и

lim и (г’я) — С. 
п-*х-

Лемма 2 полностью доказана.
Замечание 2. Отметим, что, как следует из доказательства лем­

мы 2, утверждение леммы остается справедливым для нормальных полу­
непрерывных сверху функций.

Для доказательства теоремы 2 нам необходима также следующая
Лемма 3. Пусть нормальная субгармоническая в 2?:{[г|<1}- 

функция u(z) имеет в некоторой точке \ = еЛ для почти всех

----2՜ ’ конечные и равные между собой пределы и (6, <р)» 

Тогда՛ в точке C = ei։ функция u(z) имеет конечный угловой пр 
ел и(?) .
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Доказательство. Покажем, что в точке С = е'8£Г при ус­
ловии леммы существуют конечные равные между собой пределы 
по всем хордам. Для этого рассмотрим произвольнуц хорду 
Л (9, ф) и произвольную последовательность {гп} на ней. Возьмем 
такую последовательность углов Штольца { 3

ОО
П = А (9, »), чтобы сторонами углов Ут были хорды, по ко- 

лг—I
торым предел и (9, ф) существует. Проведем через точки дуги 
ЕпаО(п = 1, 2,---) окружностей с центром в точке С = е'։ и сжима­
ющихся к точке С. Эти дуги будут пересекать стороны углов Ут в 
точках 1/>"|я°1։- Составим теперь последовательность р}, р\,- • •, р\,- • •, 
р1> Рг> •••>?’»•••; Р?> Р",- Р” »•••>*••• • Из этой последовательнос­
ти можно выбрать подпоследовательность [₽" )£_։ такую, что 
м(р"т)-*и(9, <р) при О- Согласно лемме 2, Иш и(г„т) =

/ тс==ц(0, <р). Отсюда, ввиду произвольности хорды А (9, ф) ---- —

<՜ ф <С — ) и последовательности {гп)Г с А (9, ф) (Нт г, = С) следует, 
2 /

что существуют и равны и (9, ф) все хордальные пределы функции 
и (г) в точке С = е'8 £ Г. Рассмотрим теперь произвольную последова­
тельность точек {ая| = |е'8 (1 — гле'’л)| (гя -* + 0 при п—*оз), лежа­
щую в некотором угле Штольца с вершиной в точке С. Докажем су­
ществование предела м (9, ф) по этой последовательности, и, тем са­
мым, существование углового предела и(9) = ц(9, ф) у функции и (х) 
в точке С. Для этого выберем хорду А (9, ф) такую, что неевклидовое 
расстояние от некоторой подпоследовательности (аЛ4[ до этой хорды 
стремится к нулю (т. е. |ф — ф„41 — 0 при А-»со), и, следовательно, 
в силу леммы 2, и(а„й) — и (9, ф) = и(9). Поэтому и и (а„) -» и (9), что 
и требовалось доказать.

Замечание 3. Как показывает доказательство леммы 3, утверж­
дение леммы остается справедливым при значительно более общих пред­
положениях. Для справедливости утверждения леммы достаточно, чтобы 
множество значений ф, для которых существуют конечные и равные меж- 

(к « \ 
— J 

Следовательно, множество значений ф, для которых существуют конеч­
ные и равные между собой пределы и (0, ф), может иметь также линей­
ную меру нуль.

Теперь доказательство теоремы 2 очевидно ввиду утверждений тео­
ремы 1 и леммы 3.

Замечание 4. Отметим, что при а=0 угловые граничные зна­
чения нормальных субгармонических функций исследованы в работах 
американского математика Мика (см. [12] и [13]), который охаракте­
ризовал исключительное множество Е в терминах меры и показал, что 
mes Е = 0.
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Приведем одно применение леммы 2. Для этого обозначим через 
СА(։,,)(и, С) и С у (и, С) предельные множества функции ы(д), соответ­
ственно, по хорде Л (6, <р) и по углу Штольца V с вершиной в точке 
С = е/։# Через Ем (и) обозначим (см. [10], стр. 248) множество всех 
точек С = для каждой из которых имеется пара углов Штольца 
И։, И։ таких, что Ск,(и, С) = Ск,(и, С). Дополнение к множеству 

на Г обозначим через Ф/ГукСы).
Справедлива следующая
Теорема 3. Пусть и(г)—нормальная субгармоническая функция, 

определенная в О. Если « = е'։ Еуу(и), то для любого значения 
։р £ (---- — > — ) и любого угла Штольца V с вершиной в точке С

справедливо соотношение
СА(.,т։(и, С)=Су(и, С). (2.5>

Аналогичное утверждение для нормальных мероморфных функций дока­
зано Рангом (см. [16]). Доказательство теоремы 3, с учетом леммы 2, 
полностью проводится по той же схеме и поэтому его не приводим.

Армянский государственный 
педагогический институт им. X. Абовяиа Поступила 29. IV. 1984

II. Է. РЬРРЬРЗиЪ. Ua դասերի ոութհարմոնիկ ֆունկդիանԼրի հդրային վարքի մասին (ալէ- 
փոփսւմ )

Հոդվածում ուսումնասիրվում են պրոֆեսոր Մ. Մ. Ջրրաշյտնի կողմից ներմուծված (J 
դասերի Ա (շ) սուբհարմոնիկ ֆունկցիաների եզրային հատկությունները։ Ցույց է տրված, ամե- 
նոլրեք միավոր շրջանագծի վրա, րացի E ր ա զմ ու թյուն ի ց, Сар։+а£=0, գոյություն ունեն

համարյա րոյոր sp Հ- I — ~՜> —— 1 արժեքների համար վերջավոր և իրար հավասար սահմաններ 
\ 2 2 /

° (0. ?)•• Եթե Ա (z)-C U a ղասի նորմալ սոլրհարմոնիկ ֆունկցիա է, ապա ամենուրեք 
Г : |х|=1 վրա, րացի Е բազմությունից, Сар։_| ,£ = 0, գոյություն ունեն վերջավոր անկյունային 

եզրային արմեքներլ

Տ. Լ. BERBER 1 AN. On the boundary behaviour of eubhcrmonlc functioni of 
Ua clan (summary)

The boundary properties of u (x) subharmonic functions from Ua clases introduced 
by professor M. M. Djrbashian is studied. It is shown that everywhere on the unit 

circumference finite and equal limits of и (0, <p) exist for almost all ( — — , — \
\ 22/ 

except a set E, cap։+B£ = 0. If и (x) is a normal subharmonic function of Ua class, 
then everywhere on Г: |x| = 1 except £ set, cap։4_e £== 0, finite angular boundary va- 
1 ues exist.
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С. Н. МАНУКЯН

о СВОЙСТВАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ КОНСТРУКТИВНЫХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В этой статье рассматриваются свойства единственности для некото­
рых типов аналитических функций в конструктивном анализе (1). В рабо­
тах (2), (3) установлено свойство единственности для достаточно широко­
го класса конструктивных аналитических функций, однако вопрос о наличии 
этого свойства у всевозможных конструктивных аналитических функций в 
смысле определений из (2), (3) остается открытым. Ниже будет пока­
зано, что для несколько иного конструктивного аналога понятия аналити­
ческой функции—а именно, для конструктивных почти аналитических 
функций—свойство единственности, вообще говоря, не имеет места.

Формулировка основной теоремы этой статьи была опубликована в 
(4).

Определение. 1. Будем говорить, что функция определенная на 
аДр, является аналитической (соответственно, почти аналитической) на 
таДр, если для всякого ^-числа осуществима конструктивная
лоследовательность А /^-чисел и осуществимо (соответгтве.нпс, квази- 
осуществимо) положительное /’/?-число р, такие что

V*! — *1! < Р= X А (Կ(* - *ւ) “/(*։)).

Теорема. Существует конструктивная почти аналитическая функ­
ция Н, такая, что Н определена на сегменте 0Д1, в точке 0 принимает 
значение, отличное от нуля, и в некоторой окрестности точки 1 прини­
мает значение нуль.

Для доказательства теоремы нам потребуются некоторые вспомога­
тельные понятия н утверждения.

Определение 2. Назовем первичной замкнутой (соответствен­
но, открытой) областью с исходной точкой ааЬ и с шириной полосы 2а, 
где 0<£/^Л, множество точек хау таких, что 

((соответственно, а&(!у|-< шах (а + Ь — х, </)).
Определение 3. Первичную замкнутую область с исходной точ­

кой .а^Ь, с шириной полосы 2</, где 0 < с1 Ь назовем вторичной, если

2
■Определение 4. Контуром вторичной области Д с исходной 

точкой ааЬ, с шириной полосы 2<1, назовем конструктивное множество то­
чек ход таких, что
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~ “ ((х = а& 1у| Ь ) У(х > а& |у| = тах (а 4- Ь — х, </))).

Определение 5. Стандартным краевым условием для вторичной 
области Д с исходной точкой аоЬ, с шириной полосы 2й, назовем функ­
цию № (х, у), определенную на контуре Д и такую, что

№(а, у) = Ь при |^| < Ь, х=а,
\У(х, у) — тах (а +- Ь — х, </) при х > а,

у — тах (а + Ь — х, </) или у = — тах (а + Ь — х, О').

Определение 6. Стандартной гармонической функцией во вто­
ричной области Д с исходной точкой ааЬ, с шириной полосы 2^ назовем 
конструктивную функцию №, являющуюся решением задачи Дирихле для 
области Д при стандартных краевых условиях.

Замечание. В соответствии с основной теоремой статьи (6) мы 
можем утверждать, что для всякой вторичной области Д существует стан­
дартная гармоническая функция в Д; хотя вторичные (как и любые пер­
вичные) области не относятся к классу областей, рассматриваемых в (6), 
сднако указанное утверждение легко устанавливается, например, посред­
ством инверсии заданной вторичной области Д относительно любой ок­
ружности, не пересекающейся с Д, с последующим применением основной 
теорелы из (6).

Определение 7. Подъемом вторичной области Д с исходной 
точкой ааЬ и с шириной полосы 2(1, назовем конструктивную точную верх­
нюю грань значений стандартной гармонической функции в Д на линей­
ном образе отрезка ■.

(а + Ь—4) (а 4֊ Ь — <1) — У).

Очевидно, что подъем указанной вторичной области Д меньше Ь, но> 
не меньше <1.

Лемма 1. Пусть имеем вторичную замкнутую область Д с исход­

ной точкой 0ст1, с шириной полосы 2(1, где с/ -С ~՜ • Пусть № является 
> 2

стандартной гармонической функцией в области Д. Пусть №, является стан­
дартной гармонической функцией во вторичной замкнутой области Д1 с 
исходной точкой 0з1 и с шириной полосы 2</։, где с/1<^(1. Тогда 

(х, у) < № (х, у) при всех хау^Дх.
Док азател ьство. Обозначим границу области Д через Г, а 

границу области Д, через Г,. 1
По определению № (х, у) > (1 при всех х°у^У, следовательно,, 

согласно конструктивному аналогу принципа максимума, сформулиро­
ванному в (6), получим: 1У(х, у) > Ф при всех хау^Д, значит՛ 
№(х,;р) ^-«/при всех хз^Г,, но по определению краевых условий для 

имеем №х(х, у) Ф при всех хзу таких, что д яу£Г1&х>1—<1. С 
другой стороны, №(х, у)= №х(х, у) при всех хау, таких, что- 
хоу £ Гх&х -< 1 — с/. Следовательно, №։ (х, у) «С №(х, у) при всех

а тогда 1Г։ (х, р)< 1У(х, у) при всех ход £ Д,.
Лемма 2. Пусть имеем вторичную замкнутую область До с исход­

ной точкой Осг1 и с шириной полосы 2(1, где (1=1 /2.Через аэ обозначим 
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подъем области До- Пусть Д\—вторичная замкнутая область с исходной 

..точкой 0 si и с шириной полосы 2dt, где dY<Z — • Обозначим 

подъем области Д2 через av Тогда •< da.
Доказательство. Согласно лемме 1, 1^։(х, 1Г0 (х, у)

при всех хау^Г։, где IFO (х, у) — стандартная гармоническая функция 
в области До, В^1(х, у) — стандартная гармоническая функция в об­
ласти Д։, Гх — граница области Д. Следовательно имеем: lFt(x, у)<

1Г0(х, у) Сав на линейном образе отрезка—а — ---- .

л < ж, С н X 1 1
•Обозначим через Д первичную область с исходной точкой — s — и 

2 2
с шириной полосы 2 dt. Ясно, что Г0(х, ÿ)-<a0 на контуре области 

.Д', а тогда U^0(x, у) CŒo во всей области Д', следовательно, подъем 
ах области Д2 не превосходит <%.

Лемма 3. Подъем всякой вторичной области Дч с шириной поло­
сы 2d и с исходной точкой aob не превосходит cto-6, где cto—подъем об­
ласти До, определенной в лемме 2.

Доказательство. Пусть есть стандартная гармоническая 
функция в области Д։. Пусть Д—вторичная область с исходной точкой

•Osl и с шириной полосы — ֊< — и W— стандартная гармоническая 
Ь 2

функция в Д. Имея в виду то обстоятельство, что точка хту лежит 
на контуре области Д2 в том и только в том случае, когда точка-

-X — а у , ,
о — лежит на контуре области Д, согласно определению стан 

Ь Ь
.дартных краевых условий, для вторичных областей Д и Д. получаем:

^(х, y)=bw(-—\ ь ь) (А)

для любой точки хау, лежащей на контуре Д։. Следовательно, это же 
«соотношение выполняется для всякой точки хау £ Д։. В самом деле, 
построим функцию, определенную в Д։ и для каждой точки х?у £ Д3 

принимающую значение 6-^'1------ > тогда непосредственным
\ Ь Ь /

вычислением устанавливаем, что эта функция — гармоническая и, соглас­
но (А), она удовлетворяет стандартным краевым условиям для Д2; в СИ­
ЛУ единственности решения задачи Дирихле (см. (6)) она совпадет с №։.

Так .как, согласно лемме 2, подъем области Д не превосходит а0, 
следовательно, имея в виду (А), получим, что подъем области Д։ не пре­
восходит а„-Ь.

Доказательство теоремы. Согласно՜ теореме 2.3 из (5) 
построим алгорифм Ф, являющийся 1 /2-ограниченным точным дизъюнкт­
ным сегментным покрытием промежутка 0А1. Построим алгорифм В тп- 

пта Хн—*-н) такой, что
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уп(Э„(Фя)чЫ= Э3(Ф«) = ЭЛФВ(а
Построим такое число ле, что 0£ФЯ։. Построим алгорифм G такой, что

G (0) = п„
С(л + 1. =B(G(n)), 

алгорифм А такой, что ՝

А(0) = 0,
А(л) = ЭЛ(Ф0(я)), 

алгорифм D такой, что

D (0)= .
2

D(k) = min (—----- '• — ------֊-------— J при F>0,

и, наконец, последовательность функций /я таким образом, что при 
0<С х -С 1

/,(х) = шах (£>(0)-х, £)(!)),

/ж (х) = min (/д-j (х), max (А (п)+ D (и) — х, D (п+1)) 
при п 2> 0.

Индукцией по п легко устанавливается, что всегда

/« (А (л))=£>(л), /„ (х) =£>(л+1) при х>А (л+1), /я+1 (х) =/„ (х) 

при х < А (л +1).

Далее, построим последовательность замкнутых областей Тя таких, 
что для любого п

(х>0&|у|</я(х)) = (хзу^ Гя).

Через Т .обозначим конструктивное множество точек такое, что хау £ Т 
в том и только в том случае, когда У/п(х°д^ Т„). Построим функцию f, 
заданную на 0Д1 следующим образом:

/(х) = lim/„(x). 
Л-*-

(Легко показать, что для всякого фиксированного х£ 0А1 последователь­
ность FR-чисел fn (х) конструктивно сходится в себе). Через Т° обоз՜ 
начим конструктивное множество точек ход таких, что

x60vl&to|</(x).

Очевидно, что всякая точка, принадлежащая Т°, принадлежит множеству 
Л и что множество Т° конструктивно открыто.

Согласно основной теореме из (6) (примененной тем же способом, 
который был указан выше в замечании к определению 6), для каждой 
области 7Я существует гармоническая функция U„, удовлетворяющая 
условиям • • . -

7-121
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*4 (0, у) = пр” Ы < ’
2 *

ип(к, /я(хУ) = ил(х, -/„(х))=/я(х) при х>0.
Докажем, что последозательность V равномерно сходится в себе на I. 

Для этого сначала определим некоторые дополнительные понятия. 
Высотой функции Сп назовем конструктивную точную верхнюю гра­

ницу значений ип (х, у) при х = А (л)-рО(л) — В(п + 1), |у|</я(х). 
Докажем, что

у хуу(хзу £ 7՞«+։ = ^«+։ (*» (х, у)). (В)
Для этого достаточно показать, что (Л-н (х, у) •< О'п (х, у) имеет 
место на контуре области Гя+ь Если хзу лежит на контуре области 
Гя-ц и х < А (л +1), то, как легко видеть, £/я+1(х, у)=ип(х, у). Если 
же х?у лежит на контуре области Гя+1 и х^>Л(л г 1), то тогда 
£/я+|(х, у) =/я+1 (х)< £(п + 1). С другой стороны, на контуре об­
ласти Т„ имеет место неравенство

6я(х, у) = /«(*) > 7>(л+ 1),

а тогда это же неравенство имеет место для всех х.пу £ Тп, в частности, 
для точек хоу, лежащих на контуре ^я+։ и таких, что х>А (>1-р1); 
поэтому для точек указанного типа также имеем С/п+1 (х, у)^.иа(х, 
у). Тем самым (В) доказано.

Теперь докажем, что высота функции £/„ не превосходит 

ао + ' • где а? — подъем области До, определенной в лемме 2.

Доказательство проведем при помощи индукции по п. Пусть п=0. Ясно, 
т ~ - — л (1) -что I о есть вторичная область с исходной точкой 1л —-— и шириной 

полосы 0(1), а С/,, есть стандартная гармоническая функция в То. Со-

, II „ -.гласно лемме л высота Ос не превосходит . 1 еперь проведем

индукционный шаг. Пусть, согласно индукционному предположению, вы­

сота ип не превосходит ао+։ • — . Тогда а՞՜*՜1 • >• В (л-р1)
2 2

(в самом деле, во+1 • ■ не меньше конструктивной точной верхней

грачи значений функции 1/я на отрезке

(Л (л) -г В (л) - В (п +1)) ?В (л +1) Д (Л (л) + В (л) - 
-£)(л+1))0 (-£>(л +1)),

а В (л +1) есть значение £/я на концах этого отрезка). Рассмотрим 
замкнутую область 3, такую, что ха у £2 в том и только в том слу­
чае, когда х > Л (л) -р В (п) — В (л 4-1) &|у|-С В (п -р 1). Для всякой

точки хау^Е будет: £/„ (х, у)< а<Г’ ЛИ) ■—-—. В самом деле, на линей­

ном образе отрезка
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(А (л) + £)(л)-£)(п4-1)) 5£>(л + 1)Д(4(л)+£>(л)-

-£>(л+1))а(-£>(л + 1))
это неравенство выполнено в силу индукционного предположения, а на 
лучах

-г > 4 (л) 4՜ £> (п)— О (л + 1) &у = £) (л + 1) 
и

X > А (п) + £> (л)- Б (л+1) & у = — £ (л +1)

это неравенство выполнено, в силу определения краевых условий для

£/я и соотношения Л (1) 
2

>Л(п4-1); таким образом, рассматри­

ваемое неравенство справедливо на границах области а тогда оно 
справедливо и всюду в этой области, в силу конструктивного аналога 
принципа максимума, сформулированного в (6).

Рассмотрим теперь вторичную область Д с исходной точкой 
А (л 4՜ 1) о/) (л 4- 1) и шириной полосы £) (л 4-2). Ясно, что область 
Д содержится в Е и Гя+1, а потому для всякой точки хау^Д

(х, у) < ип (х, #)< Оо+։ А (1)
2

Пусть № есть стандартная гармоническая функция в Д. Ясно, что крае­
вые значения функций № и ип +1 совпадают при х^-4(л4-1)& \у|= 
=/я+։(х). На отрезке А (п. 4-1) °О(п 4-1) Д4 (л 4-1) а (— £>(л 4֊!)) 
имеем (х, ^)=£)(л4-1), а потому на том же отрезке

Уп+1 (х, $)< во 11 . 4(1) 
2

У (х, у) 
Р(л4-1)

Следовательно, на всем контуре области Д, а потому и во всей области Д, 
,. , ՝ - я+1 4 (1) • № (х, у)

имеем ия+з (х, у) <. <4 • —2 д —+ 1) " О9ТОМУ высота функции

,, 4(1)-И „ , л<7Я^1 не превосходит а0- --------------- , где V есть подъем области Д,
2- £) (л4-1)

Вместе с тем, в силу леммы 3

И<Р(п4-1)-%,

а потому высота функции £7п.ц не превосходит аэ+2 

мым доказано, что высота любой функции ип 

А (1) т• ------ -. Тем са-
2 

не превосходит
ао'+։ ■ А (1)

2
Пусть е — произвольное положительное рациональное число. Пост-

роим такое натуральное число м .#+։ А (1) /V, что «о - ------- в.

Пусть натуральное число л таково, что 
функции ип меньше е. Рассмотрим замкнутую 
х~у 6 Е в том и только в том случае, когда

2
п №. Тогда высота 
область Е такую, что-
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х > А (л) +£> (л)—0 (л 4՜ 1) & |у| 4-1).

Тогда на контуре области 3՜ будет:

0< ил (х, у)<е,

и, тем самым, указанное неравенство выполняется также во всей обла­
сти 2. Пусть теперь к—произвольное натуральное число. Рассмотрим 

область ГЛ+* я ее контур Г. Если точка хау лежит на Г, и х<Д(л)-(- 
+ О(л)-/)(л+1), то очевидно, что

Ул (х, у) = £/я1-* (х, у}.

Если же точка хау лежит на Г и х>Д (л)4֊£> (л)—£(л֊Н), то оче­
видно, хау£а, а потому 0<£/л+* (х, у) -С У» {х, у) <в. Таким образом, 
для всякой точки хау, лежащей на Г, оказывается

О < £/л+* (х, у)— Уп (*, у) < е.

Это неравенство, будучи выполненным на контуре 7Л+*, оказывается 
справедливым также и во всей области Тп+к, и оно заведомо справед­
ливо для всякой точки хоу£Т. Таким образом, мы показали, что для 
всякого положительного рационального 8 осуществимо такое натуральное 
/V, что

'уп'укУ/х'Уу (п > №х*у 6 Т э|£/„+* (х, у) — ип (х, у)|<е),

а это и значит, что последовательность функций V п равномерно сходит­
ся на Т. Следовательно, осуществима конструктивная функция С/, такая, 
что для всякой точки хау £ Т

Уп(х,у)~* У (х,.у).

Так как последовательность 1)п равномерно сходится на Т, то дна рав­
номерно сходится и на 7°, а тогда функция У является гармонической 
на Т°. Так как каждая из функций Ьп равномерно непрерывна на Т и 
С!п равномерно сходится к С/ на Т, то функция У равномерно непрерыв­
на на Т.

Так как 0<^ £/Л (х, уХ аЗ+։ • ՛ при

х> А (п)4-.О(л) —£)(п + 1) & |у|<£) (л4-1), 
• ' ' . Т֊'

и тем более это неравенство выполнено при х > А (п4"1)<6у =0, то 
и (г, 0) =0 при всяком х, принадлежащем 041 и таком, что ул(х> 
~>А (л)). Таким образом, заведомо II (х, 0)=0 при Эл (ФЛ|) <х-С1, 
где лх таково, что 1 £ Ф„,.

Построим функции Их и И։ такие, что при всяком хзу £ Т°

1/1 х ди1 1/ / х ди1- 
ОХ |хау Оу (хау

Построим функцию И, определенную в Т° и такую, что для любой точки
~хау .....
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X . . . . У
И(х, у.)=^ (— И2 (*• 0)) ժր-ր у Их(х, у) մց. 

. о о
(Нетрудно показать, что обе подынтегральные функции конструктивно 
интегрируемы по Риману). Легко видеть, что функция V является гармо­
нической функцией, сопряженной для Ս. Легко проверить что V (х, у) = 
= — V (х, — у) для всякой точки хзу £ Г®. Следовательно, V (х, 0)=0,. 
если Зи (х <Լ А (и)).

Ясно, что является конструктивной комплексной функцией,
аналитической на 7՜°.

Построим функцию Н, определенную на 0Д1 и такую, что для вся­
кого ^Л-числа х £ 0Д1

Я(х)=£/(х, 0).

Из только что доказанного вытекает, что Н является аналитической во 
всякой точке х£0д1 такой, что 3/1 (х<_А (п)). С другой стороны 
функция Н является аналитической для всякого х£0Д1, удовлетво­
ряющего условию

уп (х> А (и)).

В самом деле, в этом случае //(хх) = 0 для всякого хх(;оД6, где 

а = пйп (Эл (Фл-(-г)). -Эл (Фдсг))),
6 = тах (Э„ (Фл-ա)), Э„(Ф£(Х))), 
а < х < Ь,

где К, Լ — характеристические алгорифмы для покрытия Ф.
Таким образом, функция Н является аналитической во всякой точке՝ 

х £0Д1 такой, что Зи (х < А (п))\/Vя (х > Л (п)). Следовательно, она 
является почти аналитической. Согласно доказанному выше, Н удов 
летворяет всем требуемым условиям.

Теорема доказана.
Вычислительный центр
АН Армянской ССР и ЕГУ Поступила 25.Х.1984

• - Ն. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ. Կոնստրուկտիվ անալիտիկ ֆունկցիաների ճամար միակության հատկություն­
ների մասին (ամփոփում)

ԱԼգմենտի վրա սահմ անված կոնստրուկտիվ իրական փոփոխականի ք ֆունկցիան կոչվում 
է համարյա անայիտիկ, եթե այդ սեգմենտի կամայական կետի համար բավարարված է կետի- 
շրջակայքում ք ֆունկցիայի թեյլորի շարքի գոյության և այգ շարքի զուգամիտության շառավղի 
կրկնակի բացասումով գոյության պայմանը» Ապացուցվում է, որ գոյություն ունի սեգմենտում հա­

մարյա անա/իտիկ կոնստրուկտիվ ֆունկցիա, որը նույնաբար զերո չէ այդ սեգմենտում, բայց- 
նրա ինչ֊որ ենթահատվածում ամենուրեք զերո էւ Այսպիսով, միակության հատկությունը խաիւ- 
տ բվում է կոնստրուկտիվ Համարյա անալիտիկ ֆունկցիաների համարւ

Տ. N. MANUKIAN. On uniqueness properties for constructive analytic functions
(summary)

A constructive real function f defined on a. segment is said to be almost 
analytic on it, if for every constructive po/nt of the segment the Taylor expansion» 



206 • ■ С. Н. Манукян

for / in a neighbourhood of this point, exists if the and existence of convergence radius 
for this expansion follows under double negation. It is proved that there exists a 
constructive function which is almost analytic on some segment, is not everywhere 
«quai to zero on this segment, and yet is equal to zero everywhere on some of its 
.subsegments. So the uniqueness theorem does not hold for almost analytic functions.
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