


Журнал основан в 1963 г. 
Выходит 6 раз в год 
на русском и английском языках.խմբագրական կոլեգիա

Գլխավոր խմբագիր' Մ. Մ. ՋՕԲԱՇՑԱՆՌ. Ա. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐ ՅԱՆ գլխավոր խմբագրի տեղակալ Ն. է. ԱՌԱՔԵԼՅԱՆ ի. դ. զասէավսկիԱ. Ա. ՒԱԼԱԼՅԱՆՊատասխանատու քարաոպ

Ռ. Վ. ՀԱՄհԱՐսՈԻՄՅԱՆՍ. Ն. ՄԵՐԳԵԼՑԱՆԱ. Н. ՆԵՐՍեՍՑԱՆՌ. Լ. ՏէԱԲԱՂՅԱՆգլխավոր խմբագրի տեղակալար4 Մ. Ա. 2ովնան նիսյանԻ ԳԻՏՈԻ^ՑՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրոս/ է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հր ապար— 

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա 'Մաթեմատիկա* ամօ 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էշ)»

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հր ապա- 
քակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ»

2, Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվի 
համ ապատասխան լեզվով

3, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրշան քվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում»

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերշում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էշերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա

տասխան տեղումէ

6, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգայի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույլատրվում»

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրըւ

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու- 
մով,

9* ձոդվածի վերշում. անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետ, է ստորագրի հոգվաձը, նշի իր յրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվաձի 25 առանձնատիպեր,

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պոզ., 24ր, Գիտությսձների ակտ. 
դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա XXI, ֊V։ 1, 1986 Математика

УДК 517.955

Р. Г. АЙРАПЕТЯН

О СВЕДЕНИИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ К СИММЕТРИЧЕСКИМ СИСТЕМАМ

Рассмотрим уравнение

Ру (/, х) =/ (/, х), « >0, х 6 К"), (0.1)
где Р—/-гиперболический (по И. Г. Петровскому) оператор порядка П1.

Известно, что при т = 2 это уравнение может быть сведено к симмет
рической гиперболической (по К. Фридрихсу) системе дифференциаль
ных уравнений первого порядка. Сведение это часто используется, по
скольку симметрические гиперболические системы обладают рядом из
вестных преимуществ. При этом компонентами искомой вектор-функции 
являются функция V и ее производные.

С. К. Годуновым была поставлена задача о симметризации такого 
типа для гиперболического уравнения произвольного порядка, а также 
предложен подход к ее решению, основанный на использовании тожде
ства Хермандера. С помощью этого подхода в работах С. К. Годунова и 
В. И. Костина [1] и Т. Ю. Михайловой [2] задача эта решена в сле
дующих частных случаях: для уравнения с двумя пространственными пе
ременными доказана принципиальная возможность симметризации ([1]), 
а для уравнений, инвариантных относительно вращений, построена кон
кретная симметризация ([2])- Однако в общем случае задача о такой 
симметризации оказалась неразрешимой. Это стало ясно из недавней 
работы В. В. Иванова [11], где показано, что не для всякого гиперболи
ческого по Петровскому дифференциального уравнения такая симметри
зация возможна. Более того, уже тогда, когда порядок уравнения и число 
пространственных переменных равны четырем, возникает целая область 
операторов, не допускающих подобной симметризации даже при их ма
лых возмущениях.

Ниже изложен другой подход, основанный на рассмотрении некото
рой вспомогательной задачи о продолжении оператора с граничного мно
гообразия. Решение последней задачи сводится к изучению серии сим
метрических, гиперболических по Фридрихсу систем дифференциальных 
уравнений первого порядка, что дает возможность подойти к проблеме 
симметризации с новой, точки зрения. Такая (косвенная) симметризация 
оказывается осуществимой уже для любого гиперболического по Петров
скому оператора. Сама же задача о построении слабо коммутирующих 
продолжений операторов представляет самостоятельный интерес и может 
быть применена .скажем, при изучении смешанных задач.



^2 Р. Г. Айрапетян________ _______

§1. Постановка задачи о построении слабо 
коммутирующего продолжения оператора

Обозначим через ЯХ*Р *2 класс линейных операторов—дифферен
циальных по / и псевдодифференциальных по х (х Яп) —допускаю
щих следующее представление

*. О
Р = У. Р/О!, где />,= — ( — » 

у» О *'*
а р1 — псевдодифференциальный оператор по х порядка кй символ 
которого — р. (#, х, «) — гладкая функция на кокасательном расслоении 
/?УХ Т* R՞. Вместо Ж*,* будем писать ЗЯ*.

Пусть заданы операторы Р^.'^.ш, (2£ЗКт-1։ 5причем 
Рт — эллиптический и символ оператора 5 не зависит от I.

Задача. Найти операторы В^ЧВЬт-л и С^УИт-1, удовлетво
ряющие соотношениям

[Р, В] = С Р + (}В + Т, Т^чт-1.-^, (1.1)
5к-о = 5. (1.2)

Замечание 1. Частный случай этой задачи (п։ = 2) рассматри
вался в работах [3] — [6] при исследовании смешанной задачи для ги
перболического уравнения второго порядка.

Определение. Оператор В, удовлетворяющий соотношениям 
(1.1)—(1.2), назовем слабо коммутирующим с Р продолжением опера
тора 3.

Приведем схему сведения задачи Коши для уравнения (0.1) к за
даче (1.1)—(1.2).

Пусть Р—строго гиперболический оператор, задающий левую часть 
уравнения (0.1), а однородные псевдодифференциальные операто
ры первого порядка, символы которых, соответственно, х, ;)— 
— корни главного символа р0(/, х, ;) оператора Р. Тогда

т
Р- Рт П (5,-£/) 6 ЯХ„_1.

>-։
Обозначим этот оператор через 0. В качестве 5 возьмем какой-нибудь 
строго гиперболический оператор порядка т—1. Пусть В — слабо комму
тирующее с Р продолжение оператора 5. Тогда в некоторой окрестности 
гиперплоскости / = 0 оператор В будет строго гиперболическим. Приме
ним к уравнению (0.1) оператор В. Воспользовавшись соотношением 
(1.1), получаем уравнение

т
Рь{](О1-1ЛВ« = (В+С)/+7Ъ. (1.3)

/-։
Оператор Рт —эллиптический, следовательно, для него существует 

левый регуляризатор (параметрикс). Подействовав этим регуляризато- 
ром на обе части уравнения (1.3) и решая последовательно задачи Коши 
для т однородных псевдодифференциальных уравнений первого пооядка, 
получаем гиперболическое уравнение (т—1)-го порядка
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5и=/х+Гои, (1.4)
где Тп£ Ж,_|, — . 

Таким образом, задача Коши для уравнения порядка пг свелась к 
аналогичной задаче для уравнения порядка т.—1. Осуществляя индук
цию по порядку уравнения, приходим к легко обращаемому уравнению 
нулевого порядка.

§ 2. О главных минорах безутианты

Для дальнейшего нам понадобится формула, выражающая главные 
миноры безутианты двух полиномов через корни этих полиномов.

т
Согласно [7], каждым двум полиномам /(х) = X а*х* и #(х) =

Л—о 
т

= у Ьк хк (ат =^= 0) сопоставим симметрическую матрицу В({, ё) = 
л—о

= ։ , определяемую равенством

X ֊ У /.у-1

и называемую безутиантой полиномов ( и ё- В случае, если порядок по
линома ё меньше т, этот полином достраивается до полинома порядка 
т нулями при старших степенях.

Как показано в работе [8], безутианта выражается через коэффи
циенты полиномов посредством следующей формулы

в правой части которой стоят треугольные теплицевы и ганкелевы матрицы.
Пусть х1։ •••, хт — корни полинома /, в у1։ •••,уп — корни поли

нома Обозначим через к = 1,”',т, главные миноры
безутианты, отсчитываемые от правого нижнего угла.

Лемма. Пусть все корни полинома /—простые. Тогда

2(.п-к) У 8 (х<1)‘ ' ‘ ё т-к) . .
(/„•••,С (!,..֊,»») /' (х.'З- • •/' (*<• т-^

• • • < —Дс

(2.2)

Замечание 2. Формула для главных миноров безутианты приве
дена в предположении, что хотя бы один из полиномов имеет простые 
корни. В известной автору литературе она не встречается. Выражение 
для случая, когда оба полинома имеют кратные корни, получается из 
(2.2) предельным переходом и имеет несколько громоздкий вид.

Доказательство. Как показано в работе [8]
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От - • • а* и 1 Ок- • ՝О2к—т+1
1 •

(т—1) 0
! : :
' ат -I • • • а*

1Мл/-*+։=(~
Ьт' • • Ьк\л 1 Ьк- • • Ь1к-т+1

1 •
। • :

0 Ьт । Оя|.-1 • • • Ьц

Очевидно, что этот определитель равен следующему

(т—к) (т—к —1)
От-■■ а0 0 
0 ат а0

Ьт--Ь0 0 (2.3)
0 Ьт ՝ * * Ьо

0 1к

ky.li. 

на следующий определитель Вандер-

2 
(-1)

где 1к— единичная матрица размера
Умножим определитель (2.3) 

монда:

От ст !<!,<],ст—к

2т-к-1 2т—к—1 2т-к—1 2ш -к—1XI ■ • • Хт У1 ‘ • Ут—к
•

1 ... 1 1 ... 1
т (т—к 1 •

_(֊1) 1 
т—к / («71) • • ■ / {уп> -*) п (X/, — X/,) ~1 (у к—уь)-

(2А)

(/И -&) (/П — £ —1)

(-1) 2 X

I 17”՜*՜1 / (Уг) ■ ■ • у'т-к՜1 / (ут -*)

0 ‘1 : I
/(^1) ••• КУт-к)

х՞՜*՜' » (Хя1) |

: ! ! 0
8 ■ 8 (хт) |

В результате получаем определитель

Ут—к
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= (-!)

55=Г-»
(/я—£)(/л—А-1)

/ (171) •" • / (У'п-*) П (УЛ “У/ЭХ

/71-

(-1)

(/п-*)(/п-*+1)
2

<?(*'.) я(х/т_4)Х

П (Хр, — Хд.) П (х?։— ХЯ1)
> <Р1>Р։>(։!■•••< >т _*) (?1. (։>•••. т)х(/։.---,/т_4)

Р1<Р> Я1<41
Отсюда л из (2.4) получаем равенство

(т —1г) (т - к - \)
I >!“/-*+։ = а՞֊'՜* (—1) ։ X 8 (х<.) • ■ • ? т-к) X

Ч. ■:‘т-к)СИ.---.т)

X / П (хл — хл) \ 
I ]՛։ 6 ^ь։,,е 1т—к) I

\Л 6 (1.

из которого следует формула (2.2).

§ 3. Сведение задачи о построении слабо коммутирующего 
продолжения оператора к симметрическим системам

Будем исходить из асимптотического разложения

Р) ((, х, 5) = р].к (6 х, «), (3.1)
*~0

где р/д (/, х, $) —гладкая функция, однородная степени т—]—к 
по ;. Аналогичные разложения имеют место для символов Ь>, у;, 3/, 
су операторов В], 5/, С].

Обозначим через £21 верхнетреугольную теплицеву матрицу

(
Рт.О • • • Р1> о\

(3.2) 
о Рт.оД

через Ьк и з* —векторы (Ьй,к> Ьт-1. к)'г и (зо,*։ зт-1. к)1', а че
рез и, и ։?* —векторы (и),*, •••, ит,кУг и (4>1։*, <?т,кУг> получаю
щиеся из Ьк и з* преобразованием

= 2Г՛ Ьк, = 2Г1 з*. (3.3)

Пусть 31—некоторая квадратная матрица. Обозначим через М ма
трицу, получающуюся из М транспонированием относительно второй 
диагонали, т. е. Мп — (JMJУr> где /=35/։ я41_; Ц.

Теорема 1. Задача (1.1)—(1.2) эквивалентна следующей после
довательности задач Коши для систем первого порядка на кокасательном 
расслоении
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4֊ /•* ({, х, Е; иа> ' ‘ ’» “*-։ )• А: = О, 1, 2, • • •» (3.4)
и* (О, х, 5) = <Ра(х, £)• (3.5)

Все матрицы, входящие в (3.4), размера т)(П1 и гладкие по I, X, Ма
трицы Ао, А,, А՝ — симметрические:

Ао = В(р0 ((, х, т, В), р0((, х, Е)) (3.6)
ох

А, = - В(Ро (/, х, г, Е), £ ро ('. *. О)4!, (3.7)

А- =В (р0((, х, х, Е), ֊^֊ р0(6 х, х, Е))*. (3.8)
Ох-,

Из теоремы 1 и леммы следует, что главные миноры А* матрицы 
Ао оказываются равными величинам:

Д։ = тр2т. о, = р2т, о Е !
(>..... л») (/, /ЛоР».--., ։4) (3 9)

(Ч ~ ՝Ч>)г> к = 2, т.
Отсюда следует
Теорема 2. Если оператор Р—строго гиперболический, то тогда 

матрица Ао—положительно определенная и, следовательно, система 
(3.4) — симметрическая гиперболическая (по Фридрихсу).

Для того, чтобы выписать матрицу А введем некоторые рспомога- 
тельные матрицы.

Пусть Й2 и йз—ганкелевы матрицы

(
Рт — 1,0 • " ' ро. О \ 
: I (З.ю)

ро, о 0 1

(
трт^) (т—1) рт-1, о ■ ■ ֊Р1.о\ 
(т-Пр^.о | (ЗП)

р։.о 0 /

и Й4—верхнетреугольная теплицева матрица:

/0 трт<о- • • 2рг, о \

(3.12)
( ТП-Рт,Ъ I
\ о о /.

Обозначим, далее
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/О Д рп1. о 2Д рт—1, о • • • (т—1) Л, ръ, о ֊, 
(2 Д Рт. о • • • (т—1) О, рз. О

О (т— 1) Л։рт,о
о ՛'

и
О Д Рт-\. о • ■ • (т—1) Д р1, и
О Д Рт-2. о • • • (т—1) Д ро, о
: : о

.0 Д ро, о

(3.13)

(3.14)

а также

где /?у = (/ +1)ру+1. о Д —/|рло>-| — д/.о, / = О, 1, • • •, т— 1, Ят = 
= - -1՝ \рт, о> •)> । > } —скобка Пуассона.

Как будет показано ниже (§ 4), матрица А выражается следующей 
формулой:

А = - г (Л1 - Qi 2Г1 Л" + 2Г’ 25 ֊ Я„) 2Г (3.16)

§ 4. Доказательство теоремы 1

Вычислим сначала коммутатор

[Л В] = 5 £1 [Р* Д», в, /?{]• (4.1)
4-0 1=0

Имеет место равенство

[Р* Д*. В, Д'] = у՛ ( { ) Р*( Д*՜' В1) £>?' - 
у=о \ к /

- 2 ( \В‘ Р‘) ■+՜ (Р*> В']. (4.2)
7=0 \ I /

Подставляя (4.2) в (4.1) и меняя порядок суммирования, получаем
2(т— 1) ш1п (т-1, к) 

[Р.В]=х V 
к—0 тах (0, 4+1—т)

Р1Ч (£){ В к-/) О? -

2(т-1) т1п(4.т-2) т — 1 — 1 / ] \
֊2 2 2 .) В1+У(^Р4_У)ДЧ

к~0 ]•= твх (0, Л-т) /—1 \4 "Г )/

2т—\ т!п (Л, т)
+ 2 2 [РУ,В4-У]Д*.

Л—0 /— тах (0, к—т +1)

С другой стороны

СР= 2՝ 2 2 Н к’*(А*_/ л) д/+у
Ь=Ч) £-0 ;-0 \ к / 
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или, изменив порядок суммирования
îm—1 rain (m—1,1) m—1-j / / \   , 4СР= S S . É ( . ) Ci+j (Dt Pk-j) D/.

Л—U у—max (0. к-т) t—u VjT՜ J '
Аналогично >֊JM>

2m—։ min (m—1,1) m-\—j / ։ \ . .
qb= % S S (/Ï • ) Bk֊ùDi՝

' k—O j— шах (0,1+1—m) 7—0 \‘ Tj /

Приравняв в равенстве (1.1) коэффициенты при одинаковых степенях
Dt, получаем следующую систему из 2т операторных равенств

min (к, т—1) P/+J(DlBk-j)-
/«max (0, À+1—/п) /—1

min (А, tn—2) m—1—j / / \ .֊ S У (/.>+/(^А-у) +
у—max (0, к—m) 2=1 V "Г / / 

min (т, к)
+ У, \?ь &*->]

j— max (U. к—/п + 1) 
mln (m—1, к) т—j—l/ ; \ ,

£ S .( J .)с«/(Л А-Л-
у-шах (0, к-т) 2—0 \ I Н՜ J / 

mln (т—1, к) m— у—1 / : \ ,
- 2 У ( ,, • )Q2+>(£>/5*-/)=0 (mod SKo,-),

У—тах(0,1+1-т) 2-0 V 4՜ J /

А = 0,1,-••,2т —2,

[/’т» Вт—\ ] — Ст—1 Pi

Приведенные выше равенства псевдодифференциальных операторов 
перепишем в виде равенств для их символов. Используя асимптотические 
разложения символов, последовательно получаем системы уравнений, сна
чала на главные символы, а затем на следующие члены разложения. Для 
того, чтобы получить главную часть равенства, надо положить I = 1 в 
левой части и I = 0 в правой. Получаем

min (m-1,1)
У (/+1) Pj +1,0-0/ bk-j. i —

j— m։x(U, 1+1—m)
min 21, m—1)

~ S 0'4-1) Ay +i,, Dt pk- f. о —
/—max (0,1—m)

mln (1, m) min (m—1,1)
~ * S fp/.o, bk-i. 1 ]— у Су,, Pi-у, о —

/-max (0,1-m+l) /-max (0, 1-m)

min (m—1, 1)
~ s 4ifi bk-j. , = Fk (/, X, E; b0։- • •, 6,_։; c0>- • •, c,_j) 

/—max (0,1—m+1)

для к =0, 1, 2, ՛-, 2m—2,

i (pm,0> bm-i,, ) — Cm-1,1 Pm. 0 = Р1т -I (/» X, b0, ■ • •, 6,_։; Ce, • • •, C,-i)>

где v = 0, 1, 2,--'.
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Для удобной записи этих уравнений воспользуемся операторами (3.15). 
Рассмотрим сначала последние т уравнений, т. е. когда k^m. Они вы
глядят следующим образом:

У Rjbk-j.i — V 6у+։> —
/=*fl-/n j—к-т

/и—1
— Cj, .рк-1,ь = Fk (t, X, ?; 60,-■-, b.-Г, с0,---, C,_j), 

I—* -т
к = т, т + 1, - • -, 2т —2,

I lPm,0r Ьщ -l,v } С .7,—1, V р щ, 0 = ^*2т—1 (i, X, ?, 6g, Ь-. — If Cg, *‘*,С, —1),

Оставшиеся т уравнений (O^k^m—1) записываются так:

k mln (А. я-2)
y^Rjbk-i,»— J] (/4֊ 1) 6y+i,, Z)/р*_/,о —
j — О j***0

k
£/, •» Pk—j, о —F< (G х, cj 6qj •••> bv—ij Cq} • • •> Су—1). 

у=0
Для дальнейшего исследования полученной системы удобно переписать 
ее в матричном виде, разбив предварительно на две системы. Используя 
обозначения (3.2), (3.10)—(3.15), получаем

R" Ь" — 2г с* — 25 Ь' = Фх (t, х, Е; 60, • • •, 6,-i; c0, • ■ •, c,-i),

R1 6’ — й2с՝ — 2e6’ — Ф2 (f, х, ;; b0, • • -, 6,_i; c0, • • - , c,֊i), 

где Ф։ = (ГШ, •••, F2m-1 )tr, Ф2 = (Fo, • • -, fm_l)‘r.
По предположению, оператор Pm—эллиптический, следовательно 

det 2i = p™. o=# 0.

Из первой системы определим вектор

С՝ = 2Г։ R4 b- - 2Г12S 6’ - 2Г։ ф1։

подставим его во вторую и произведем замену неизвестной функции (3.3). 
В результате система запишется следующим образом:

(R« 2Х - 2,2Г։ R” 2։ + 2,2Г։ 2։ 2, - 2,2Х) и, = Ф,—22 2Г1 Фх. 

Расписав в этой системе операторы R j и использовав тот простой факт, 
что теплицевы верхнетреугольные матрицы коммутируют, получаем си
стему (3.4), где

Ло = 2321 —22й4, (4.3)

A = 2s215,-2։;v21, (4.4)

^=2«x,Si-2»2iA> (4-5)

и матрица А определяется выражением (3.16). Из этих соотношений и из 
(2.1) следуют равенства (3.6)—(3.8).
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§ 5. Оператор второго порядка

Рассмотрим пару операторов Р = £>? + Л + Ро и (2 — (?։А-+- 
+ (?0. Задача (1.1) ֊ (1-2) эквивалентна задаче Коши для системы 
(3.4), где, в силу (4.3) — (4.5) и (3.16)

л 0^0 ---- 1 2

\Р1,0 Р|.О— 2ро, о/,

(
Р|.о= Ро.о֊ \

Ро, о-. Р1,оРч,о^~ Ро. оР1.

(Р1, о, Ро. о, \

Ри. ох Р1. о Ро, О Ро. О Р\, 0 у ։

(141.0 i4o.o-Pi.Ot
А =

\* 4о, о 14о, о /’1.0 ‘41, о Ро, о 4՜ Ро, о։ Pi.oPi.Ot ~ । Ро, о» Рг, о!

Рассмотрим теперь уравнение 
п п

иц — аииХ1.г. + аои1 + £а7и.Гу4- аи = (. (5.1)
/, /—1

где $а/Л| — симметрическая матрица.
Оператор, задающий это уравнение, имеет следующий вид:

Р=О1— £ а/, ОГ] — 1՝а0 — ОХ/ — а 
1,}~1 7—1

л 
и, следовательно, р1։0 = 0, р0,0 = — У, 

/,/-։
Оператор Q находим из условия

Р=(Л-£1)(^֊£։) + <2, (5.2)

где Ь\, Ьг—однородные псевдодифференциальные операторы первого по
рядка, символы которых

У п 
/1 = л, 1։ = —1, где ?-=|/ •

Из (5.2) следуют равенства

Рх 4՜ = <21։
Ро-Д1£։4-[£)/, £,] = <20.

Переписав эти операторные равенства в виде равенств для символов, по
лучаем первые члены асимптотических разложений операторов Ql и Qo:

Ч1.о = — га0,
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. " Л. д'/.
1# дХ}

Таким образом, из вышеизложенного следует, что задача Коши для 
уравнения (5.1) сводится к последовательности задач Коши для симмет
рических гиперболических систем:

(5.3)

а0 ац

дк о).
<5;/ дху

иь+Рк.

Интересно сравнить предложенный способ сведения уравнения (5.1) 
к симметрическим системам с методом К. Фридрихса, приводящим к сле
дующей симметрической гиперболической системе:

10 0 
010
0 0 аХ1

0 0 аП1

00 0 -.-о х
0 0 аь • • • с,\ л
0 а.-.. 0 ... 0 ]££.__
: : : : ]дх,

0 ая, 0 ••• 0 '

(
01 0 ••• 0 ч
А Пд • • • (1п \
0 0 0 ... 0 ц 4- г. (5.4)

00 0 ••• 0 '

Бросаются в глаза следующие два признака, отличающие системы 
(5.4) и (5.3). Во-первых, матрицы, входящие в систему (5.4), имеют 
размеры (п-|-2)Х(^+2), в то время как матрицы, входящие в систему 
(5.3),—размера 2X2. И вообще, при симметризации (3.4) число уравне
ний всегда равно порядку исходного уравнения.

Во-вторых, в систему (5.4) входит столько же независимых перемен
ных, сколько их было в исходном уравнении, а в системе (5.3) число не
зависимых переменных удваивается. Существенным является то обстоя
тельство, что пространственные и двойственные к ним переменные в си
стеме (3.4), по ’ существу, равнозначны.

По всей вероятности, предложенный подход может быть использован 
при построе.гпп коротковолновых асимптотик. В связи с этим было бы 
небезынтересно выяснить его связ с методом канонического оператора 
В. П. Маслова (см., например, [9], [10]).
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Ռ. Դ. 2ԱՅՐԱՊ1>Տ9ԱՆ. Հիպերբոլական հավասարման համար Կոշո։ իւնրյրի բերումր սիմետ
րիկ համակարգերին (ամփոփում)

Աոաշարկվում ք նոր մոտեցում հիպերբոլական հավասարումների համար սիմետրիղացման 
խնդրում, որբ ք/ույ/ է ւոաէիս կամալական կարգի հիպերր ո լա կան հավասարման համար Կոշու 
խնդիրը րերել սիմետրիկ հիպերրոլական (ըստ ֆրիդրիխոի) համակարգերի շարրինւ

R. G. AIRAPETYAN. Reduction of the Cauchy problem for a hyperbolic 
equation to symmetric system» (symmary)

Tho paper describes a new approach to the problem of symmetrization of hy
perbolic equations, permitting to reduce the study of the Cauchy problem for a 
hyperbolic equation of arbitrary order to the study of series of symmetric hyperbolic 
systems of the differential equations of first order.
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И. Г. ХАЧАТРЯН

ОБ ОПЕРАТОРАХ РАССЕЯНИЯ ДЛЯ ПАРЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Пусть А и В—самосопряженные операторы в гильбертовом про
странстве, для которых существуют сильные пределы

U± (А, В) = s-litn е':Л e~liB Рд,
«-±-

где Рв—ортопроектор на абсолютно непрерывное подпространство опе
ратора В. Операторы (А, В) называются волновыми операторами 
для упорядоченной пары (А, В), а

5 (A, B)=U+ (А. В) U- (А, В)

—оператором рассеяния (см. [1], стр. 335, и [2], стр. 28). Аналогично 
определяются волновые операторы L/ (В, А) и оператор рассеяния 
3 (В, Д).

В настоящей заметке рассматривается в L2 (0, оо) некоторый класс 
самосопряженных дифференциальных операторов порядка 2п>2 с убы
вающими на бесконечности коэффициентами. Доказывается, что для лю
бой пары операторов L и Lo из рассматриваемого класса существуют 
операторы рассеяния S (L, Во) и 3 (£0, £). Выводятся формулы для 
волновых операторов и операторов рассеяния*  и, тем самым, выявляется 
связь с операторами рассеяния введенных автором в [3] данных рассея
ния для дифференциальных операторов высших порядков. На примерах 
показано, что при фиксированном Lo оператор L не определяется одно
значно по операторам рассеяния в рассматриваемом классе (в общем 
случае эта неоднозначность указана в [4], стр. 96, и [5]).

* Аналогичное исследование выполнено В. С. Буслаевым [16] для эллиптически*, 
дифференциальных операторов порядка 2п в L2 (Q), где Q—внешность ограниченной 
области в Rm.

Рассмотрим на полуоси 0<х<оо заданную по формуле
I [у (*)>  У™ Ы + 5’ ~ [p2k (X) (х)Р> +

+ ll^-н М yw (х)]“+”+ (х) (X)]w) 0)

дифференциальную операцию l порядка 2n>2, где рк (х)—веществен
ные функции, удовлетворяющие условиям

1 ••
J X2"-’--* (х)| rfx 4- [ (x)l dx< оо, к=о, 1,- • -, 2н — 2. (2)

о ։
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Пусть А—некоторый самосопряженный оператор, порожденный диф
ференциальной операцией / в пространстве А2 (0, оо) (см. [3], [6], 
[7]). Область определения оператора Ь описывается поп помощи П крае
вых условий в точке Х=0 (их вид не является существенным). Непре
рывный спектр оператора Ь совпадает с полуосью [0, оо), а точечный 
спектр ограничен снизу и не имеет отличной от нуля конечной точки 
сгущения. Обозначим через т множество всех чисел Л (Х^О или аг§Х= 
= —п/2п) таких, что X2՞ являются собственными значениями оператора А.

При каждом Х>0 (X £т) дифференциальное уравнение

(х)| (х), 0<х<оо, (3)

имеет одно решение и (х, X), обладающее асимпототикой

и (х, X) = -Х= [$0 (Х) е'Л + е-,хХ + о (1)1, х^ со
]/ 2*

и удовлетворяющее краевым условиям, соответствующим оператору А. 
Функции и (х, X) и 5о (X) непрерывны на множестве Х>0, ХТ՜7՝ и по 
непрерывности могут быть определены также для значений X € Т (Х>0). 
При этом |<$о(Х)| = 1. Более того, для любой функции (€ А2 (0, оо) 
интеграл

(£//)(Х)= | ?(х,Х)/(х)</х, 0<Х<со, (4)

• о

сходится по метрике А2 (0, оо) и определяет частично изометрический 
оператор У в А2 (0, оо), переводящий оператор А в оператор умноже
ния на X2՞. При этом

ии*=1,  и*и=1-  Р,

где /—единичный оператор, а Р—ортопроектор на замыкании линейной 
оболочки всех собственных функций оператора А. Решение и (х, X) будем 
называть нормирванной обобщенной собственной функцией оператора А.

Пусть Ер (—оо<ц-<оо)—непрерывная слева спектральная функ
ция (разложение единицы) оператора А. При каждом ц ортопроектор 
Ер является интегральным оператором. Ядро Е (х, /; ц) (0<х, /<оо) 
оператора Ер абсолютно непрерывно по р. на каждом конечном отрезке, 
не содержащем собственных значений оператора А. При этом имеет место 
равенство

-£-Е (х, Ь, X2") = и (х, X) а (<, X), X > 0. X £ Т. (5)
иК

Из приведенных утверждений следует, что абсолютно непрерывный 
спектр оператора А совпадает с полуосью [0, со), а абсолютно непре
рывное подпространство—с ортогональным дополнением линейной обо
лочки всех собственных функций оператора А.

Для оператора А данные рассеяния вводятся при предположении, 
что 0 и уравнение (3) имеет для всех X (А»пХ>0) решение у (х,Х), 
которое обладает асимптотикой
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д (х, X) = е,л'՛ [1 + о (1)]. х -*  со,

и при каждом х > О как функция от А голоморфно в верхней полуплос
кости и непрерывно вплоть до вещественной оси. При указанном пред
положении функция и (х, А) представляется в виде

и (х, X) = £_ у 5*  (X) д (х, Хш*),  0< х, X <оо, (6)
V 2^ *-о

где и>к = ехр (1~к/п) и 5Л (X) = 1, а при каждом р = Ха" (Х£ Т) ядро 
ортопроектора Е^+ с— Е,к представляется в виде

Е (х, I; Х*4֊0)  — Е (х, I; Х’Л)= у №; (X) д (х, Хш*)  д (/, Х<оу),
*./-։

где пх =п—1 при А>0 и пх —п при аг^%=—л/2п. Возникающие при 
этом набор непрерывных на полуоси А>0 функций 5*  (А) (& = 0, 1,...
...,п—1) и набор эрмитовых неотрицательно определенных матриц

М = (М/(х))^։, хег,
вместе с множеством Т образуют данные рассеяния оператора Е. Функ
ции (А) (А = 0, 1,..., п—1) условимся называть функциями рассеяния 
оператора Е.

Будем говорить, что дифференциальная операция I обладает опера
тором преобразования, если существует функция К (х, 4) (0<х^4-<оо) 
(ядро оператора преобразования), удовлетворяющая следующим усло
виям:

1) функция /С1(х) = /( (х, х) имеет абсолютно непрерывные на каж
дом конечном отрезке [а, 0]с=(О, оо) производные до порядка 2п—2 
включительно, а разность К (х, 4)——2~) имеет непрерывные в 

области 0<х^4<оо частные производные до порядка 2п—1 включитель
но и, кроме того, выполняются оценки

Ох О{к ' I х‘

где (х)
о л

— К(х, о] 
д1 ч

(И<1х < оо,

(0^А^2п—2)—невозрастающие и вместе с ‘Фал—1(֊ж) сум-
мируемые на полуоси (0, оо) функции;

2) при всех А (1ш X ,^0) определенная по формуле

д (х, X) = е/хХ + е1Гк К (х, 4) гИ, 0 < х °°։ (7)

функция у (х, А) является решением уравнения (3).
При этом оператором преобразования называется действующий в 

каком-либо пространстве Ер (0, оо) (1^р^оо) оператор 1 + К, где К— 
интегральный оператор с указанным выше ядром К (х, 4);
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(К/)(х) = Л (х, о / (') dt> 0< X < оо.

Отметим, что при существовании оператора преобразования коэффи
циенты р4 (х) в (1) имеют при А>1 абсолютно непрерывные на каж
дом конечном отрезке [а, 0]<=(О, оо) производные до порядка к—1 
включительно и удовлетворяют условиям

х։л-1֊*+ ’|^’) (х)| </х < со, 0 < V < £ < 2п — 2. 
о

Кроме того, число отрицательных собственных значений оператора Ь ко
нечно, а множество положительных собственных значений ограничено, 
причем нуль не является собственным значением.

Заметим, что оператор преобразования существует, например (см. 
[8]), если коэффициенты р*  (х) дифференциальной операции I аналити
чески продолжаются с полуоси (0, оо) в сектор

It к

2՜՜^
и удовлетворяют оценкам

Jx2"՜2՜*  |р» (х Н֊ z)| dx A (Rez), к = 0, 1,- • •, 2п — 2, 

и
(8)

где Л (х)—невозрастающая суммируемая на полуоси (0, оо) функция (в 
связи с точностью области голоморфности, см. пример в [9], а в свя
зи с вопросом о необходимости условия голоморфности см. [10]). Заме
тим еще, что при условиях (8) функции рассеяния $ к (X) (А=0, 1.....
п—1) стремятся к конечным пределам при X—>оо.

Лемма. Пусть дифференциальная операция I обладает оператором 
преобразования. Тогда при любых положительных числах а<0 функции 
рассеяния оператора А удовлетворяют неравенству

где

Птах
асц<3

А

U (2₽, оо).

(9)"у1 &03
± Р

Доказательство. Обозначим

v[x, X)=-L=2 S*(k)e a4 
l 2՜ "о

w (x, X) = -^= V*  S*  ();) e'xX“*.  
V 2" Л—1

Используя представления (6) и (7), получим

(Ю)

(И)
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при любом /££։(0, ос) имеет место неравенство

и(х, Х) = и(х, Х)֊г у К (х, <)®(6 МЛ՛ (12)

Заметим, что в силу оценки ядра К (х, I) оператор преобразования 
IК имеет ограниченный обратный / + //=(/+ К)՜1 в любом из 
пространств /Л (О, со) (!•</><; со), причем Н есть интегральный опе
ратор вида

(Я/)(х) = |Я(х, <)/(*)  Л, 0<х<оо,

где ядро Н (х, I) имеет все те свойства ядра К (х, /), которые указа
ны выше в условии 1). Учитывая это, из равенства (12) получим

•о

V (х, X) =ц (х, X) + И (х, 0 и ({, X) сП.

В силу этого равенства при любой функции /££։(0, со) интеграл

(И/)(М= У" (•*»  к) / (*) <1х' Х< °°> (13)

о

сходится по метрике Ла (О, со) и определяет ограниченный опера
тор V' в А2 (О, со). Но тогда с учетом равенств |50 (Х)| = 5Л (X) =1 и

•ш (х, X) = V (х, X) — 50 (X) е1хХ — е-։л

по формуле
•о

( В7)(Х) = у й (х, X)/ (х) </х, 0< Х< со, (14)

о

определяется ограниченный оператор в £։(0, оо). Следовательно,

(15)
а

</Х •< со.

о о
Обозначим

ф, (X) = у'
?=1, 2,•• п —1 .

Положив в (15) / (х)= х’ 1 е~х, убеждаемся, что

оо, у = 1, 2,- • •, п — 1. (16)
О

Функции 4>, (р., X) (? = 1, п—1) определим из системы урав
нений
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у1 ъ(М)._—1—, * = 1,2,..., п֊1.
&(1—До»*) ’ лш*+н

Нетрудно убедиться, что функции ф»(± I1, >՝) ограничены на множе
стве а<Р<₽, >֊£Л. Поэтому с учетом (16) из очевидного равенства

V1 = £՛ 7, (± ь ).) ф, (>.)
*=1 >•«•՝*  ± Р “։

получаем требуемое неравенство (9).
Теорема 1. Рассмотрим вместе с I аналогичную дифферен

циальную операцию 10 порядка 2ти>2 и предположим, что обе они 
обладают операторами преобразования. Пусть Ь и 1^—некоторые 
самосопряженные операторы в А2 (О, °°), порожденные дифферен
циальными операциями I и !0 соответственно и не имеющие отри
цательных собственных значений, и(х, )•) и ио(х, /) — нормирован
ные обобщенные собственные функции, а Зь ().) (Ь=0, !>•••, п — 1) и 
5£(>.) (£ = 0, I,---, т—1)—функции рассеяния этих операторов՝ 
Тогда для пары операторов

л 2л/~Г л 2т/~Г Л— у Ь») Ло — у

существуют все волновые операторы и справедливы формулы

(17)

(18)

(19)

А) и

(20)
0՜ О

и аналогичные формулы для операторов Ц и Ао.
Для простоты мы ограничимся рассмотрением лишь того случая, 

когда операторы £ и £0 не имеют собственных значений. В этом 
случае

П± (А, До)₽= 5-Ит е'м е-,гл*.  (21)

Пусть /££2(0, со) и
м

=У м° ^х։ о <) <
о

о

£/+ (Л, Ло) / (х) = Ги(х, л) ֊4^- Сц0(6 >0/(0 <М', 
. и V’) ио о

//-(Л, Л0)/(х)= С и (х, >.) С и0 (/, 

о и

«о(х. >֊)֊^|\(£ >֊)/(0^, 
и*/  Ло

а также аналогичные формулы для операторов II± (Ло, 
5 (Ао, А), где /(х) — произвольная функция из А1 (0, оэ).

Доказательство. Имеем
М ОО

£= е^= С е^дЕ^п
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В силу (5) и (20) соотношение (21) может быть записано в виде 

' и±(А, Л0)/(х) = 
в» ее «в

= 5-1։ш \^и (х, X) уи (1, 1) Г ц0 (/г р.) р(;1) ^(КсР. (23) 

V об
Поскольку по формуле (4) определяется унитарный оператор, то су
ществование пределов (23) эквивалентно существованию следующих 
пределов: 

ев
С± (Х)=®-Нш Си (6 X) С еН(Х-|1) и0 (/, н) Г (р) (24)

о о

По аналогии с (10) и (11) введем функции «0 (х, X) и ш0 (х, X), 
соответствующие оператору £0, а по аналогии с (4), (13) и (14) 
введем операторы £/0, Уа и 1^0. Обозначим через Ко (х, {) ядро опе
ратора преобразования, соответствующего дифференциальной опера
ции /0.

Соотношение (24) напишем в виде
5

С± (Х)=5-11ш 2 6’, (?, X), (25)

где 
«О ее

Х) = 1 у уГ(1А)е'5<х֊н)[30(л)е֊'А +ещ][50(и)е//1х + е-//1х]</(Л^։ 

о о

О2 ($, X) =-А= у { у Г(|Х) е‘^ [53 (и) е“* + е֊»»] X 

о о

X) К (/, т)) I Л,

и0 (ц, н) АГ0 (/, т))

е<= (Х-р.) р^ ц,0 |1)

С, ($. Х)=-^= п«, X) е'ИХ֊р) [5о (и) еир_|_ е-//р । (и)
V 2*3 ло о

Имеем 
03 ОО

։-±-2«3 3 
о и

и) е и) =
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о» '-О
= з-Нш — Зо (/.) Се-'т՛’- Г е'^ Г (Н) 5“ (19 =

с-»±- 2- 3 и
-г о

= [ $0 (9 55 (>) Г().) при г - + оо, 
( 0 при ; —» — °°>

со со

8-1։ту у У г (9 е'5^’ фЛ= 

о о

1 р р (0 при ; -»• -4- оо,= з-1пп — е'*  Р ,
£-±-2֊3 3 1Г(9 при ;֊> — оо,

С о
со оо

з-1։т у у^(|1) $о (Л) е'^-!‘)е-и(Х+1ч 

о о
оо оо

= з-Вт50().) в/а» Ге֊'^ [е"^ / (н) №,=--0,
6*±-  3 3

5 О

•х
з-Пт у рЪ) 5° (Ю е'^’՜11’ е"(Х+11) =

О о
оо со

= з-Ит е/2г‘У е‘г,)' в'41 р (Н) 55 (|*)  £/1‘^ = 0.

—с о
Следовательно,

з-Пт С։ (с, ).) = (<к> 58 р при $ - + оо, (26) 
1^(9 при «-»-—со.

Докажем соотношения
з-Ит С, (В, л) = 0, * = 2, 3, 4, 5. (27)
5—±-

Обозначим

<Р1 (0 = У е"՛*  / (и) 55 (н) ?2 (0 = У е-11'1 Г(н)

о о
Тогда

/2^ («» х) = е'гх С [<Р1 (* — 5) + ?2(«+ Е)] С V (-<, ).)К(/, 9 =

о |

=е'&У « (Ъ х) Г (*, 1) [?10 ֊ В) + Т։(* + «)] ЛсГ’!, (28) 

о о

причем законность перестановки порядка интегрирования в (28) дока
зывается использованием оценок ядра К(х, М. В силу ограниченности 
оператора V имеем
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о о

2

о

о о
- ч

с о
(29)

Г.
где [ИЦ—норма оператора V. Из равенства (28) и неравенства 
легко следует справедливость соотношения (27) с V — 2.

Очевидно, что

(29)

Однако

2

О?» I1) *о (6 т/) «Мн Л-

2

Мч. р)*о(М)^

а
и0 (^ и) *«  (6 *։)  </т1 (/V-)

у у |к0(6 ^1։^л<°о,

(30)

(31)

где |1Л и
и I

О 1/(Л —нормы функции Р (н) и оператора Ио соответственно.
Из равенства (30) с учетом (31) следует соотношение (27) с у = 3.

Пусть е > 0 — некоторое число. Конечный отрезок ?! = [«, р] 
(0<^а<^Р) выберем так, чтобы на множестве ^2=(0, я) и (Р, со) вы
полнялось неравенство

(32)

где и [| й^оО — нормы операторов и Положим

А, = О (2р, го)

и введем обозначения

К - тс
а = 5Ш—> 6 = зш—> 

т 2п

М= шах |5*  (Х)|, Мо=> шах (5? (Х)|. 
0<"*<л ։Хб31 0<к<т, Х€Д1

(33)

(34
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Очевидно, что

(Ю »о (М*) (35)

I 
г

•I

О о
Докажем соотношение

2

Иш «0(^Н)^ ^ = 0. (36)

и о
Действительно, в силу (32)

е
в
4

֊'*  Г (ц)ш0 (/,!*)  2 Л <|В^|։ (н)18 (37)

о
Кроме того, с учетом (33) и (34) имеем

2

О

\ >
е-0|х<</|х) сП < со.

о
В силу последнего неравенства

Иш I I 
Е-±~3 3 

о 4,
в-«Р- Р (|л) ц,0 (/, ц) </(* л = о.

Но тогда существует число 50>0 такое, что 
неравенство

при ; > ;0 имеет место

е-1'^ Г (у.) ш0 (*,  И) (38)
»
Л

8

4о а,

Используя неравенства (37) и (38), получим, что при ? > ?0

о о
«'о ' >Г(н) юо (/, (1) б/[Л

о
е.

2

Тем самым, соотношение (36) доказано. Учытывая равенство 
(36) получаем соотношение (27) с у,=4.

Нетрудно убедиться, что функцию (;, ).) можно представить

(35), из

в виде

где
(7,(5,!) = ^ (?.>•)+^ (5, >•), (39)

. ] 2* « («, >•) [5о (Ю е"-‘ + е~">] (40)
О
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‘Г. (?, )•) е'-:(Ш Г(и) [52 (Н) е'^ + (41)
и

В силу (32) и (40)

в-'^Г(н)[52(11)е'*4-е֊«1 ‘]</!1

(42)
0 8»

о

Заметим, что

ш (/, X) (ц) е"11 + е—։,'л] <И = 
о

»-։ /Хш*  +г|а £?։ Мш* — /р.

С учетом (33) и (34) имеем

(43)

5,

<_4 
’^6г

? 5>(Х)
4 Хш*  + |Л

у &('•)
*-։ Хш*  — ц

•11 г։

Кроме того, в силу доказанной выше леммы
՛ П1т(Е.^.4-2Л- 

.) I и \ "1 'ш*  + I1 *=1  Хш*  — н

я
(&. <2 СО.

(44)

(45)

2

2

Однако в силу равенств (41), (43) и неравенств (44), (45)

Иш |’Г1(;, Х)|2</Х = о. 
=-*±~  3

о
Поэтому существует число ^^>0 такое, что при

[|ЧГ1(В,Х)|.Л<2-.
V/ и

Из равенства (39) и неравенств (42), (46) следует, что при

(46)

; > ?х

Тем самым, соотношение (27) с *=5  также доказано.



у .И. Г. Хачатрян

В силу соотношений (26) и (27) из (25) получаем равенства

б+ (Х)= 50 ().) 58 (X) Г (н), <7- (>•) = Г (X). (47)

Однако, согласно (23) и (24), 
я*

и± (А, Ао)/(х) = у и (х, X) С+ (X) </Х.

О
Отсюда с учетом (22) и (47) получаем справедливость формул (17) и 
(18), из которых легко получается также формула (19).

Аналогично доказывается следующая
Теорема 2. Пусть дифференциальные операции I и 10 имеют 

одинаковый порядок и обладают операторами преобразования, а 
Ь и £0— некоторые самосопряженные операторы в £։ (О, оо), порож
денные этими операциями соответственно. Тогда для пары Ь и £о 
существуют все волновые операторы и справедливы формулы

и+(Ь, £0)/(х) = С «(х, X) С й0 (/, -к)] 
и А) \к) 3 О О

оо ем

и.. (£, До)/(*) = У " (х’ Х) ] 
о и

аа во

5(£, 4)/(х)= Г й(х, Х)^ (/) Гй0(6 Х)/(ОЛА
3 -ЭД (х) 3
о и

а также аналогичные формулы для операторов П± (1^, Т) и 5(£0, £), 
где /(х)— произвольная функция из £®(0, со).

Заметим, что в случае, когда операторы £ и 1^ не имеют отри
цательных собственных значений, теорема 2 может быть получена из 
теоремы 1 применением принципа инвариантности (см. [2], стр. 59).

Из полученных формул для операторов рассеяния следует, что 
£/05(£, £0) и0 и I/5(£о, Ь)и*  суть операторы умножения на 50(Х)Х 
Х5^(Х) и $о(Х) 50(Х) соответственно. Тем самым, в данных рассеяния опе
раторов £ и £0 только лишь функции 50 (/.) и 58 (X) связаны с опера
торами рассеяния 5(£, £0) и 5 (£0, £). Поэтому на основании резуль
татов работы {3] естественно ожидать, что при фиксированном Д в 
рассматриваемом классе оператор Ь не определяется однозначно по 
операторам рассеяния даже при отсутствии собственных значений. 
Действительно, пусть оба оператора £ и £0 порождены дифференци
альной операцией / бх\ причем £ соответствует краевым условиям 
У (0) — у" (0) = 0, а £0 — условиям у (0) = у' (0) = 0. Легко убедиться, 
что в данном случае 50 (X) = 5§ (X) = £ Поэтому 5(£, £0) = 5(£с, £) = 
= 5 (£0, £0) = I.

Покажем, что если вместе с оператором £0 фиксировать и крае
вые условия, то опять оператор £ не определится однозначно по 
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операторам рассеяния. Действительно, пусть оператор £0 тот же, что 
и в указанном выше примере. Рассмотрим на полуоси )֊ > 0 функции

50 (>.) = 8>.е-х + гУ 1 — в*  /.*  е-2л, (X) — — 1 —։Ч- 81е~х«р(X), (48)

где ?(>) —полином или финитная функция, имеющая абсолютно непре
рывные производные до четвертого порядка включительно, а в и 3— 
— произвольные числа (в вещественно). Используя результаты работ 
[3], [11], [12], можно доказать, что при достаточно малых е и о функ
ции (48) являются функциями рассеяния некоторого самосопряженного 
дифференциального оператора к четвертого порядка, которому соот
ветствуют краевые условия у (0) =у' (0) =0. При этом коэффициенты 
оператора к удовлетворяют условиям (8) с п = 2, и, кроме того, опе
ратор к не имеет собственных значений. Очевидно, что при в = 0 
50 ()•) — / и, следовательно, 5(к, к0) = 5(к0, к) — 1. Полагая в (48) 
в = 0 и меняя число 3, мы получим различные операторы к, имеющие 
с £о одинаковые операторы рассеяния.

В связи с приведенным примером укажем некоторый общий слу
чай, когда дифференциальный оператор не имеет собственных значе
ний. С этой целью предположим, что коэффициенты р*  (х) в (1) удов
летворяют условиям (2), и введем на полуоси (0, со) функцию

ео
2л—2 ( Р /у\2л-1~* р \

<2(*)  = Л (м + 1д*(*)|л  >
о .

где

1 , 1 "р Л՜' о>5-4- <»к I.
2 2п *,7=о п I»,—ш/| 5—0 7

Мы не исключаем случай п ֊-1 и в этом случае полагаем С=1. Оче՜ 
видно, что (2 (+ 0) — 0. Кроме того, ф*  (5)^-0 и, следовательно, 
функция О (;) неубывающая.

Следующая теорема несколько усиливает результат, анонсиро
ванный автором в [13].

Теорема 3. Пусть оператор к соответствует краевым ус
ловиям у{к) (0) = 0 (к = 0,1,- ••, п—1). Тогда, если С(со)^>1, то 
собственные значения оператора к заключаются в интервале 
( ։сГ* п> ’(Г2՞)» ?о — наибольший корень уравнения <2(;) = 1, а если 
С (°°) С 1> е.

1՜^ ( (х)| <1։ (49)*-0 .) \Ок )
0 

то оператор к не имеет собственных значений-
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Отметим, что в случае л=1 указанное условие (49), при кото
ром оператор Լ не имеет собственных значений, известно (см., на
пример, [14], стр. 699), а указанная снизу оценка собственных значе
ний (при п=1 оператор Լ не имеет положительных собственных зна
чений) уточняет оценку, полученную в [15], стр. 181. •

В заключение автор благодарит В. Б. Андского и А. А. Сахно- 
вича за полезные обсуждения результатов.
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|ւ. Գ. ԽԱՋԱՏՐՅԱՆ. Բարձր կարպի ւյիֆերենցիա1 օպերատորների զույգին համապաւոաոխա- 
Լող ցրման օպերատորների մասին (ամփոփում)

/2(0. օօ) տարածությունում դիտարկվում է անվե (էշության ում նվազող գործակիցներով 
2ո>2 կարպի ինքնահամալուծ դիֆերենցիալ օպերատորների որոշ դաս։ Ապացուցվում է, որ 
դիտարկվող դասի կամայական Լ և Նց օպերատորների զույգի համար գոյություն ունեն ցրման 
ՏքԼ, Լնյ և Տ<Լ0, ւյ օպերատորները։ Արտածվում են բանաձևեր ալիքային օպերատորների 
և ցրման օպերատորների համար։ 8ույց է տրվում, որ դիտարկվող դասում ֆիքսած Ц օպերա
տորի դեպքում 1. օպերատորը միարժեքորեն չի որոշվում ցրման օպերատորներով։

I. G. KHACHATRIAN. On ecattering operator*  for a pair of differential operator*  
of higher order (summary)

A 'class of self-adjoint differential operators of order 2n > 2 in the space 
Z’(0, oo) is considered. It is proved that for any pair of operators L and La from 
this class there exists a scattering operator S (Z, Zo) and S (Zo, Z). Formulas for 
wave operators and scattering operators are derived. Example are given which show 
that in this class for fixed Zo it is impossible to define the operator Z unlquelly by 
means of scattering operators.
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УДК 517.98

А. А. ВАГАРШАКЯН

О ДИСКРЕТНЫХ ОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
ВИНЕРА-ХОПФА С ВЫРОЖДАЮЩИМИСЯ СИМВОЛАМИ

Настоящая статья посвящена исследованию уравнения

х* = £ ак-) X/, к=0, 1,-• •• (1)
у-о

Функцию

а(я) = 1 — V а/г/, |и| = 1, 
)---- -

принято называть символом уравнения (1). Если символ а(г)—непре
рывная функция и нигде не обращается в нуль, то уравнение (1) доста
точно хорошо исследовано, см. [1], [9], [12]. Определенный интерес 
представляет случай, когда а(г) обращается в нуль. Обзор результатов 
работ, относящихся к случаю, когда символ уравнения (1) обращается 
в нуль в конечном числе точек, можно найти в книге 3. Прёсдорфа [2] и 
[10], [11]. К исследованию случая, когда а (х) имеет бесконечно много 
нулей, посвящено сравнительно мало работ, см. [3], [4] и др. В этих ра
ботах разрабатывается вид общего решения уравнения (1).

Настоящая статья посвящена исследованию уравнения (1), символ 
которого может иметь бесконечно много нулей. В первом параграфе, опи
раясь на обобщение теоремы Сегё, доказывается, что если а (г) имеет 
очень «сильные» нули, то уравнение (1) не может иметь нетривиального 
решения. Во втором параграфе найдены условия, обеспечивающие сущест
вование нетривиального решения уравнения (1), причем даны оценки ре
шения, имеющего наименьший рост. В нем приводится также обобщение 
принципа Фрагмена-Линделефа, которое позволяет доказать теорему 
о точности оценки роста нетривиального решения.

1 . Как показывают исследования, относящиеся к случаю, когда 
а(г) обращается в нуль в конечном числе точек, общая картина такова: 
если а (и) обращается в нуль,, то однородное уравнение (1) имеет не
тривиальное решение, причем это решение, как правило, неограниченно 
возрастает при /—>֊+оо. В связи с этим, естественно на а(г) наложить 
такие условия, при которых уравнение (1) имеет смысл для [ху|“_0, 
растущих при /-»֊+оо. Сначала мы займемся этим вопросом.

Введем некоторые обозначения. Пусть задана последовательность по
ложительных чисел {Л/Я}“_о, удовлетворяющих условиям:

1. М>=1, Мп<Мп+1;
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2. для всякого х^-1, Нт —— = 0;
Я— Мп

3. М2^МпцМя-ъ л>1.

Пусть Е—замкнутое множество, лежащее на единичной окружности. Обо
значим через С(Е, {Л4Я}) пространство бесконечно дифференцируемых 
функций, для которых

тах (х)| Мп п! Мп, п = 0, 1,- •

где М—число, зависящее от функции [. Наименьшее из чисел М обозна
чим |/1с(£,',ия>). В случае, когда Е совпадает со всей единичной ок
ружностью дО, будем пользоваться также обозначением С {Мп}=С {дО, 
(Л/п]). Пространство распределений, порождающих непрерывные ли
нейные функционалы на С (Л/я), обозначим через С* {Мп}.

В силу известной теоремы Т. Карлемана класс С {Л!я } ие квазиана- 
литичен в том и только в том случае, когда

(2) 
л֊-1 п ЛТл+1

Следовательно, при выполнении условия (2) имеет смысл говорить о 
носителе распределений из С*{Л4Я).

Последовательности Мп, П=0, 1,..., которые удовлетворяют всем пе
речисленным выше условиям, называются допустимыми.

Если а(г)еС{Л/Л}, то уравнение (1) можно записать и в следую
щей форме:

у^-л-1^0, /(а(г)я'1)=0, п = 0,1,-.-. (3)
Здесь неизвестным является распределение / £ С* (Л7Я}, причем хп — 
коэффициенты Фурье распределения Д

Естественно возникает следующая задача: какие следует наложить 
условия на а(г), чтобы уравнение (3) имело только тривиальное реше
ние? Из общей теории, см. [1], следует, что если а(г)—непрерывная 
функция, не обращающаяся в нуль и 1пб а = 0, то уравнение (1) в про
странствах 1Р, 1 р оо имеет только тривиальное решение. Оказывает
ся, что если а (г) имеет «очень сильные» нули, то уравнение (3) может 
иметь только тривиальное решение. Действительно, пусть а(г) обра
щается в нуль на дуге Д^ дО. Предположим, что /£С* |Л/Я} являет
ся решением уравнения (3). Рассмотрим функцию

у.— г /
Из соотношения / (а (х) хЛ) = 0, л = 0,1,«-« следует, что 7г(х) = 0 
при С другой стороны, Г (х) аналитически продо/.жается через 
дугу А. Следовательно, /?(х)==0 при Отсюда следует, что
распределение /(а-) тождественно обращается в нуль. Если а (х) ^0, 
что / сосредоточена там, где а (г) обращается в нуль. Если а(х)^0։ 
то существует дуга Д*, где / обращается в нуль. Повторяя приве
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денные выше рассуждения и учитывая соотношения f (г " ') —0> 
и=0,получаем /s0.

Приведем еще один пример уравнения (3), где наличие сильных 
нулей у символа a(z) является причиной отсутствия нетривиального ре
шения. Пусть a(z)—непрерывная функция, а f—распределение, порож
денное конечной мерой. Так как f (z՜'1՜') =0, п =0, !,•••, то в силу 
теоремы Рисса, f порождается абсолютно непрерывной мерой. Допу
стим, что

/ (g) = J / (z) g (z) <im (z), g (; C (dD). 

ÖD
Тогда второе семейство условий в (3) можно записать в виде:

У f{z) а (z) zn dm (z) = 0, п = 0, !,•••. 

ÖD
В силу теоремы Сегё для того, чтобы f (z) а (z) н= 0, необходимо и 
достаточно условие log|/(z) а (z)| Так как log |/(z)K Äj (<?£>)>
то мы проходим к условию log| а ^z^^L^dD).

Приведенная ниже теорема является обобщением известной теоремы 
Сегё. Она позволяет привести новые классы уравнений вида (3), которые 
имеют только тривиальное решение.

Теорема 1. Пусть a(z)fC {п'п |, ff. С* (пяя ], 0 < д < ос, удов
летворяют условию

/(a(z)z") = 0, n = 0, 1,....

Тогда из существования замкнутого множества E^dD такого, что 
Ма(Е)>0, 0<а<1 и

1-a+lzL

Hm 8 ° log Jajc (£ <Я«Л}) = — со,
г-, о ‘

где Et — U (w, wfdD, |г — w|^o), следует включение

supp/c:{z, zfdD и a(z)=0].

Доказательство. В силу теоремы О. Фростмана, см. [5], 
существует вероятностная мера г/р, сосредоточенная в £ и такая, что 
для любой дуги А с: dD имеет место оценка:

И(А)<С|Д|’, 
где ОО—постоянное число, а | А |—длина дуги А. Пусть 6>0—неко
торое число. Введем функцию

f. i(z\—_ exDf_l Г е'Х՜*՜ z Н(х + 8) —р(х —5) |
г{ } ехр1 2J 77=7---------- 25----------------

и
Заметим, что эта функция допускает оценку
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Далее, оценим значения функций
Л (г)=ехр { у 7^7 £)|

Е
на множестве

2 = {г; 1-|х|<Д р2֊’(х, Е)),

где р (г, £)—расстояние точки г от множества Е.
Имеет место неравенство

[ 1֊>1* (С) < 2 Л р2֊’ (г, £) С-------- ,
3 1:֊Д։ Л-УЧ-рЧ*,*)Г Е

где £„ — ближайшая к г точка множества Е. Интегрируя по частям, по
лучаем

С ,. и ~ Р2՜՞ (*> Е) X
3 [(х—х0)։4-р։(г, £)]3'2
х0

2г.

х I (/2 + р։ (х, Е))»2

О
где ?о = ^'Х։ • Следовательно, функция Е (г) ограничена в области &, при
чем число .4 можно выбрать настолько малым, чтобы имело место нера
венство:

|£(х)|<1+8, х62,
где ,е>0—наперед заданное число.

Введем функцию

Ф (■=)=/:? ((I- а2՜0) г) Н--------------- --------—-------- , Ы < 1.
4 \(С—х)Г?((1-82-»)С)/’ 1 1

Заметим, что эта функция не зависит от п. и о. Далее, имеем

|Ф (г)|<1£? ((1֊3։-°) г)1Ис. ;я,я.||а (С) ГГ" ((1-82֊’) {л,„, X

X ||(՝ 2)~’5с {л“"р
Из интегрального представления Коши и неравенства Гарнака следует 
оценка

</"■ „_Я/ . , 4'Л/п1 .г-п, м 4я* тп1 .Г-12Л, м

где |з| = 1 — а2՜’. Учитывая ранее полученную оценку для функции 
£՝(г) в области 2, имеем

1^1 /Г-((1 _ 82-3) 2) < А- -^1— е-

(1 \
1 + —- 3. Далее, заметим, что при 

А )
|г| = 1 и р (г, £)<. (1 4----- I о имеет место оценка

\ -<4 /
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2т ml ---------- max
3(2-«)« j

- лт ml (Jo)1՜’ 
si i ------------ £

J(2-«) m

Введем еще одну функцию

Д „ (z)=e~B а (z) Fin ((1- S’-) z), |z|=l-

Для этой функции имеет место следующая оценка:

ИД л|1с |ajc (£а,{л“}) Це՜’ " ((1՜+

+ Hc>“} Iе՜՞ ^Тп ((1—S2՜“)«)1|с(ао\£{. !«’"})<

г А"
< Ыс (£,. <Л~» SUP [(2S)(2-a) tn т՝т

, 1 . Г ^о*_____  е-(1-е)л
+ llQilc>««} sup [ (25)(2-") m тят

'n՜
e(2S)։-e ß Ге-(1-е)л ll/m

< В 32_О Me (£։, ' л«}) + “gjZ? МС {л««} S“P J т,т • (*)

Из условия теоремы следует, что 'можно выбрать такую последователь-
2-J

ность Зл, чтобы пЗя -* 0 при п ֊» оо и, кроме этого

еЛ>'՜’
Iim .J-а Ы С(£г , {л®'1}) ~ 0' 
л-»~ t>„ an ‘ "

Подставляя выбранную последовательность в (4), получаем

Нт ИД. Л 0г глал} =0. л-**» ‘ *
Следовательно

ф (°) = П(»)/ „°.. )“! . (О) =0.Од ) С) /

Здесь мы воспользовались тем, что Ft, (0) = е-1. Аналогичными рас
суждениями можно доказать, что Ф(г)=0 при |z|<s, где з>0— не
которое число. Поэтому Ф (г)=0 при |х|<1. Окончательно получаем, 
что распределение f(а-) удовлетворяет условию:

/ (a (z) гЛ)=0, п - 0, ±1,- •
Следовательно, f (ci-) = 0. Откуда следует, что

supp/С {2; z£dD„ a(z) = 0}..

Из теоремы 1 непосредственно вытекает следующее утверждение для 
уравнения (1).
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Теорема 2. Пусть a(z)-C[nM], существует
замкнутое множество E^dD такое, что М, (2Г)>0, 0<а<1 и

Нт 3 Пт {«"J) = — со. 
г-о

Тогда уравнение (1) не может иметь нетривиального решения, допускаю
щего оценку

I
|хя|<Лев«1+в, л = 0, 1,(5)

где А и В—постоянные числа.
Доказательство. Пусть |хЛ|”_о — некоторое решение урав

нения (1), допускающее оценку (5). Введем распределение /, которое 
на функциях z", п—О, принимает значения

/(*")=О, п =----1, -2, •••,/(г")=хя, «=0, I,---.

Из оценки (5) следует, что f^C* (п։Л), см. С. Мандельбройт [6]. Так 
как {хЛ}я“о является решением уравнения (1), то f (a (z) z“) =0, n =0, 
!,•••. В силу теоремы 1

SUPP /•£. {?’> z € dD, a(z) = 0}. (6)

Пусть A<֊- dD—некоторая дуга, где a (z) не обращается в нуль. По
строим функцию <р (z)fcC |паЛ) такую, что на Д она тождественно об
ращается в нуль, а в некоторой окрестности supp / равна единице. В 
силу (6), /(ч>-) = /(•). Далее, имеем

/(? (z)z-)=/(z*)|=0, n = —-1, -2,-.-.
В силу теоремы 1, имеем supp/^{z; <p(z) = 0}. Следовательно, f=Q.

2°. Таким образом, наличие «сильных» нулей у символа a(z) может 
стать причиной отсутствия нетривиальных решений уравнения (1). В 
настоящем параграфе предполагается, что a. (z) не имеет «сильных» ну
лей. В частности, в течение всего параграфа предполагается, что 
log |a (z)| £ Lx (dD). При некоторых дополнительных ограничениях 
удается построить нетривиальное решение.

Теорема 3. Пусть символ уравнения (1) удовлетвоояет следую
щим условиям:

• 1. log |a (z)| £ Lx (dD), функция допускает непрерывное
|a (*)|

продолжение на всю dD и ее преобразование Гильберта ограничено,

2. для некоторой допустимой последовательности Мп, п = 0, 1,- • •, 
а(г)£С{Мп};

3. существует замкнутое множество

ЕС {г; г £ dD, а (г) = 0|

такое, что М-, (Е)^>0, 0<^а<^1, и сходится интеграл
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J Е) Ob
4. существует функция Х(х)^-1, х^>0, такая, что 

х*
X (х) (хл" (х)Ч-Х' (х))<х (X' (х))3, х’Х (х) <С sup —, х > 1, 

* Irik

и для любой дуги Д С dD имеет место оценка

— Г log —т=== dm (х) < log X (—Л + С.
PIJ И M*)l W

А

Тогда уравнение (1) имеет нетривиальное решение, допускающее оценку
1—«

2 
|хл| < An X (л).

Доказательство. Факторизуем функцию а (z). Определим 
факторы следующими формулами:
.1 2«

а+ (х) = ехр / — -Д С log a (elJC)dx L |х/ < 1 
( 4՜ J е1Х — z j
и

2к
а- (х) = ехр ( С log а (е'х) </х|, |х| >1.

14тг J elx — z J
О

Заметим, что почти всюду на dD имеет место равенство

lira а+ (г:) а- ( — ) =—— 
r-1-o \ г / а (г.)

Теперь выясним к какому пространству принадлежит функция а+ (г)? 
Имеем

где С и Сх —некоторые постоянные числа. Здесь мы воспользовались 
. . /1 \

тем, что log А j ~ супер гармоническая функция. Следовательно,

|а+(х)|<а(—1—Y |2|<1.
\ 1 — н /
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Так как Ма (Е) > 0, то в силу теоремы О. Фростмана, существует 
вероятностная мера «/р. сосредоточенная в £ и допускающая оценку 

для любой дуги А с: дО.
Решение {хя)я“о уравнения (1) мы ищем в виде

/(я) = £ х*х‘ = в+ (х)(1+а ^.),|г|<1.
*-1) X .'5 — X /

Е
Заметим, что интеграл, порожденный мерой йц, допускает опенку

Следовательно, для / (г) имеем неравенство

Из условия 3, наложенного на последовательность {Л/Л|яХо, следует, 
что граничные значения /(я) порождают непрерывный функционал на 
С\МЯ].

Заметим, что если а (г) достаточно быстро стремится к нулю при 
приближении я к множеству Е, то для любого у £ С [Л/я] имеем

/ (а (я) ® (я)) -= С / (я) а (г) <р (г) <1т (я),

оо
где ?(•)—распределение,, порожденное граничными значениями } (г).
Для этого достаточно, например, выполнения условия / (я) а (г) £ А1(дЕ). 
Заметим, что при г^дР^Е имеет место равенство

Так как —-—£/.«,(<?/)), то мы приходим к условию 
а_(?)

֊7֊, 
а-(г).] С — г

Е 

2
Учитывая, что |а_ (я)| > С\а (я)| , имеем

1»(«)|,п (?)
У |։-«1

Из условия 3 теоремы следует (7).
При подходящем выборе постоянной а последовательность хп> п =

«г»

= 0, !,•••, где /(я) = хпяя, станет решением уравнения (1). Дей- 
п-0

ствительно, для любого п = 1, 2,имеем
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/{а (г)гл) = ( /(*)<։ (г) гяЛп (ж) = | гп (1 + а а ~ °՜

дО дО Е
Это следует из того, что под последним интегралом стоит аналитическая
вне единичного круга функция из пространства Я1. Равенство

У/(г) а (г) (1т (ж) = О 

дО
достигается с помощью выбора числа а.

Теперь оценим коэффициенты Тейлора функции / (г). Из нера
венства

Полагая в атом неравенстве г = 1------ , получаем
п

Следовательно

|а*Г<е<Сг)Л(п). (8)
к=~П

Теперь оценим коэффициенты Фурье меры Лц. Пусть у. (/) — неубы
вающая функция, порождающая меру </у. Мы знаем, что у (0£1др а Да
лее имеем

4 £ |уЛ|5з1п*л/= — 
л—-- 2^

2к
[|и (х + I) — у (х — I)|* Их,

о 
л 3где рл — коэффициенты Фурье функции у(/). Так как 51П1л/>— при 

4

3

2« 
з՜

2к

к — П
О

Л/ 
п

2к

Зп.

м

Для коэффициентов Фурье рл меры имеем уп~пуя. Поэтому
2л
У (9)

Введем обозначение
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В силу (9), имеем
2л
% \Ь>,\г <Мп'֊\ 
к—П

(10)

п
Заметим, что хя = У, а* Ьп-к- Следовательно

*- о

|хЛ|<
лД
У а» Ьп-к 
к-Э

У а* Ьп -к (па \i/2/na \1Д
у|а*|։) (2 |6л-*|2) + 
*-о / \*-о /

Сп \1/2 /л \1Д /л/2
S 1«*1’) ( s М) <лгпо-)¥ 2

л / \ л / \*—О
*Т "-Г

(1 \М\1/2՛-£))+

+ ’• (л) ((у)'՜' +(-^/а+' • (л).

Теперь мы переходим к обсуждению вопроса о точности полученных 
результатов. С этой целью ниже доказывается одна лемма, которая яв
ляется обобщением принципа Фрагмена-Аинделефа. Заметим, что ут
верждение леммы 1 верно и з случае, когда а = 1 (см. Э. Коллингвуд, 
А. Ловатер [7], стр. 130).

Лемма 1. Пусть {(г)—аналитическая в единичном круге функ
ция, а Е — замкнутое множество, лежащее на границе. Предположим, 
что } (г) удовлетворяет следующим условиям:

1. |/(я)|<ехр Й<1> 0<а<1;

2. для любой точки t^dD\E имеет место неравенство 

lim I/ (z)l 1»
«во

3. М(£) = 0.

Тогда всюду в единичном круге имеет место оценка |f (z)\^.1.
Если Ma (Е) > 0, то существует неограниченная аналитичес

кая функция /(г), удовлетворяющая условиям 1, 2.
Доказательство. Для любого е>0 множество Е можно по

крыть непересекающимися интервалами /*, Л=1, 2,... так, чтобы

S 1Л|-<*. 

*=1

Над каждым Ih строим треугольник

Л = (я; Z 6 D, 1- |а| < ср .
I \|z| /J 
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где С—постоянное число. Область, которая получается из D выбрасыва

нием треугольников /*, обозначим £2- Гармоническую меру на гра
нице области Q в точке Z £ 2 обозначим (z, Имеет место не
равенство

log |/ (z)|< I Н™ (log I/ (z)l) 0)2 (z>

da *60

< [ log |/(9I 

d'.'nD

ша u, лх м £ J (i—IQ)*՜1 (*.

<Л/ £ j<0a (z; { С; C£<? 7ЛП Д HKjvb}) 

" о

£ IAI**”1 (*; <?AnZ>)+

+ M^ C a>u(z; ( С; 5£<?/*П£>, l-|r,|<—У )<&• 

4-1 J \ ( >՝7 ֊° J /
N*|—։

Рассмотрим гармоническую функцию

ш9(г; {С; 1֊К|<։)).

Эта функция принимает значение 1 при г £ (С; Ч^дЦ(\О, 1—|£|< 3}, а 
на остальной части границы ЙЯ тождественно “равна нулю. Следова
тельно, существует число А, не зависящее от к такое, что при 3
■< |Л| имеет место неравенство

(л; {С; И Л О, 1-|Ц< В)) < Д8 |-1’- + > (И)
\|9 — *г Н* —«17

при где С* и —концы дуги 1Л. В силу принципа максимума
неравенство (11) имеет место всюду в 2. Далее имеем

1ог|/(а)|<Л/ £ |/*|« + м Ё [ -У <Ва, 

к-1 к-1 и *։/։ *
14Г՜’

где число В не зависит от е. В силу произвольности е>0 |/(я)| ^1, 
В случае, когда М, (£)>0, функция

/ (z)=exp ----- </р(9 •
ч. — г )

где Йц—вероятностная мера с носителем в Е, фигурирующая в ранее 
упомянутой теореме О. Фростмана, дает пример неограниченной функ
ции, которая удовлетворяет условиям 1 и 2 леммы.
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Приведенная ниже теорема позволяет судить о точности результатов 
теоремы 3.

Теорема 4. Пусть символ уравнения (1) удовлетворяет следую
щим условиям:

1. a(z)>0, log а («)£/■!
2. для некоторой допустимой последовательности Мп, п = 

= 0,
3. существует функция Х(х)>>1, xi>l, такая, что х).(х)֊< 

х* .СЛзир---- • для любого eJ>0 существует М=М(е) такое, что
“ Мк

4, замкнутое множество E—[z՛, zQdD, a(z) = 0} имеет нуле
вую а-хаусдорфову меру, т. е. М* (Е) = 0 и для любой точки 
имеет место оценка

Г - -----log ՛ * dm (С) log X ( —------------ — С,
JjC-zF У а (С) \h-z|/

где г^Е, z^D\
5. для любой дуги Д С dD имеет место оценка

С log ֊-----Лп(С)<
|A|J /а (С) |Д|։-

л
Тогда уравнение (1) не может иметь нетривиального решения, до

пускающего оценку

|хя|-СМп՜*՜' X(л), л = 1, 2,՛՛-, (12)
где е>0—любое число.

Доказательство. Предположим, что существует нетривиаль
ное решение уравнения (1), допускающее оценку (12). Обозначим че
рез f (•) распределение, порожденное граничными значениями аналити- 

00

ческой функции f(z)= хяхп. Введем функцию

Из условии 2 и 3 следует, что коэффициенты Фурье распределения /(а-) 
также допускают оценку (12). Следовательно, имеет место неравенство

1Г(г)| < а (И ֊ 1)"> -1 X М—), Н > 1.
\|«1 -1 /

Рассмотрим функцию 0 (я), которая внутри единичного круга равна

с(г) = Ж ^<1, 
а + (г)

а вне единичного круга определяется по формуле
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G (z) = a- (z) F(z), |z| > 1, 
где c։+ и a_—функции, фигурирующие в факторизации символ» О. (z). 
Заметим, что граничные значения функции G (z) при приближении к 
границе изнутри единичного круга порождают то же распределение на 
dD\E, что и граничные значения G (z) при приближении к границе 
извне. Действительно, пусть <р^С{Л^Л), supp<pfl£=0. Так как

С С{Мп], то 
а+ (г)

lim i ~~~ <Р (z) dm (z)=f (֊'] = /(а (z)a_(z)<p(z))= 
r-i-oj a+(rz) \a+(z)/

dD
= lim Г F (rz) a- (rz) <f (z) dm(z).

r-l + fi ] 
dD

Следовательно, G (z) является аналитической функцией в области 
С\Е. Из условия 5 следует оценка

|a-(z)|< М ехр / (|г|_^)1_. ) • И >L

Поэтому 
А 

, 1 к (И— 
|G(z)|<M(|z|-l)«+*-’x( е <се(|։|-։) -

Из условия 4 следует

|G (z)|< М (1 - |z|)'+-։ 7 J՜1 <---------- >
lLL\ (i-W-

\|С֊«|/

где s>0, r0<|z|<l, |С—z|<(l-|2j) l0g։+‘—-, 
1—|z|

Обозначим через й область, которая содержит внешность единич
ного круга и

J z; Z^D, р (z, Е) log՜1—- 1 <1— |ZJ <р (z, £)
I р (z, Е)

Пусть ф (z) конформно отображает единичный круг на Q. Заметим, что 
границу <?й можно выбрать так, чтобы ^Z(z)| была ограничена сверху 
и снизу (см. [8]).

Функция G (z) аналитична в области й и на границе допускает 
оценку

Внутри области й функция G (z) допускает оценку

|G (z)| < С ехр /-—j , z £ 2.
Ip’՜“ (z, E) J
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Из условий 1 и 2 следует, что Р (х, Е) Построим !в об
ласти 2 внешнюю функцию | (г) с модулем граничных значений, рав
ных р*-։ (г, Е). Тогда функция

Ф(х) С(? (*)) 
? (? (»’))

, при |z| <Հ1.

допускает оценку |Ф(х)«Л/, при (Е) и |Ф (г)| ■<
. ( В-<С ехр •--------------

1(1 —И)1՜*
Заметим, что М («р՜՜* (Е)) — 0. В силу леммы 1, Ф (г)—ограни

ченная функция. Следовательно

|G(z)| < М
(*. Е)

z^E.

Так как М, (Е) = 0, то G (z)=0. Теорема доказана.
Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 28.XI.1984

Ա. Ա. ՎԱՂԱՐՇԱՒԱՆ. Վերասերվող սիմվոլով Վիներ-Հոպֆի ղիսկրեա, համասեռ հա- 
։|ասարումների մասին (ամփոփում)

Ներկա հողվածում դիտարկվում է

Xk=՝ջa|t-iX|, և = 0, I, --. (1)
յ-0

հավասարումը, որի սիմվոլը կարող է ունենալ անվերջ թվով զրոներ։
Հիմնվելով Սեզյոի թեորեմի ընգհանրացման վրա ապացուցվում է, որ եթե սիմվոլը ունի 

շատ էումեղս զրոներ, ապա (1յ հավասարումը չի կարող ունենալ ոչ տրիվիալ լուծում։ Գտըն- 
ված են պայմաններ, որոնք ապահովում են ոչ տրիվիալ լուծման գոյությունը, ընդ որում բեր
վում են գնահատականներ ամենադանգաղ աճող լուծման համար։ Ընդհանրացվում է նաև 
Ֆրագմեն-Լինդելյոֆի սկզբունքը, որը թույլ կ տալիս ապացուցել թեորեմ ոչ տրիվիալ լուծ
ման գնահատականի ճշտության մասին։

A. A. VAGARSHAKIAN. On discrete homogeneous Vtener—Hopf equations with 
degenerate symbols (summary)

The paper considers the equations
00

х* = £ ak-fXj, к — 0, 1, - • 
/—0

where the symbol may have infinitely many zeros. Using a generalization of Szego s 
theorem, it is shown that if the symbol has very “strong" zeros, then (1) can not have 
a non trivial solution. Some conditions the existence of non trivial solutions are 
given together with estimates of the solution which has minimal growth.
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А. О. ОГАНЕСЯН

ПОСТРОЕНИЕ ПАРАМЕТРИКСА ЗАДАЧИ КОШИ 
С ВЕСОМ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Известно [1], что задача Коши для гиперболических уравнений 
(даже в случае, когда корни характеристического уравнения не только 
действительны, но и различны) с неограниченными коэффициентами не 
всегда корректно поставлена. Для таких уравнений оказывается есте
ственной постановка задачи Коши с некоторыми весовыми функциями. 
Такие задачи изучались, например, в работах [2]—[5]. В этих работах 
доказывалась корректность задачи Коши в соответствующей весовой 
постановке. Задача Коши с весом для симметрических систем рассмо
трена в [6].

В настоящей работе строится параметрикс задачи Коши с весом 
для уравнения второго порядка, главная часть которого является стро
го гиперболическим оператором, а младшие коэффициенты не ограни
чены в окрестности начальной гиперплоскости.

§ 1. Постановка задачи. Формулировка основного 
результата

Рассмотрим следующую задачу Коши с весом:

Ри = D- и — у at/ (/, х) Di Dj и -t- — V ai (t, х) Dt и 4֊ 
i, I t i-i .

+ — b(t, x) Dtu+ lc(f, x)u = 0 (0</< T, x^Rn), (1.1)

г N, N, \
( Ф (t, x)u - у F*. (A) (f, x) - у G*. (/„)(#, x)) =A, (1.2)
X *i-i  t,-t / t—n

(ЛГ. Л’, \
Ф (/, x) M- у л, (A)(f, X) - у Gk, x) ) =A,

1 k,-1 J t-0

где функции at], at (г, j=l,- • •, n), b, с бесконечно дифференцируемы в 
R+% Rn, fi£. E' (F"), Z = l, 2, а весовые функции ф (f, x), R (f, x) и 
символы интегральных операторов Фурье /■*,  (jt1=l,-• ■, NJ, Gk,{k2 = 
= l,---,2Vg) определяются коэффициентами уравнения (1.1).

Предполагается, что существуют положительные числа f։, та
кие, что

3-1382
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Ъ £ «?< 2 а// (/, х) 51 V <7։ У $ (х, с £/?"). (1.3)
<-1 /,у_1 '֊*։

Кроме того пусть

1т У} а/ (0, х) Е]/а (х, Е) и 1т Ь (0, х) (1-4)
/-։

ограничены при х£/?л, Е £ /?л\0, где

а(6 х, ')=(У , а (х, Е)=а (0, х, с).

В дальнейшем, для избежания громоздкости изложения, подробно 
будет рассмотрен случай, когда /7*։ = 0 (А:£=1,-• •, 1^), С1,,= 0(ка — 
= 1,-Изучение задачи (1.1)—(1.2) в случае, когда Г*,  =£ О, 
Сь,=£ 0, проводится по аналогичной схеме с небольшой разницей в 
определении весовых функций R (Л х), Ф (6 х) и пространства симво
лов интегральных операторов Фурье, о чем будут сделаны замечания 
по ходу изложения.

Для формулировки основного результата введем некоторые обо
значения. Обозначим через з(х) один из корней уравнения

з։ —(1 — (0, х)) з —с (0. х) = О, (1.5)
и пусть

Р(х)₽։6 (0, х) 4-2з(х),

^(х)=֊^ ^ ^(°, х)5//а(х, ?)+4֊₽(х)(3’-1), (1.6)

т (о) = вир (— Не и»).
хе*? Л, ^б/?л\о

Определение 1.1. Для действительных чисел т и к обозна
чим через Б”1՛*  пространство бесконечно дифференцируемых на А^Х 
X R" X R՞ функций р (£, х, Е) таких, что для любого целого числа 
/^>0, мультииндексов а, 8, действительного числа Г>0 и компакта 
К с R'՝ имеет место неравенство

. |£>‘ £>; £>? Г*  м Р (/, X, Е)| < с (1 + |Е|)Я|՜1*1 (|Е|֊։ + (1.7)

для х£ К, /^(0, Г), |Е| >-1. Постоянная с зависит от I, а, о, Т, К.
Определение 1.1'. Для действительного числа к обозначим 

через 5*  пространство бесконечно дифференцируемых на R+՝X.RՈ\R'՝ 
функций р (<, х, Е) таких, что для любого целого числа I 0, мульти
индексов а, о, действительного числа 7՝>0 и компакта имеет 
место неравенство

£>’ Р (/, х, Е)| < с (1 + |Е|)‘֊<։1

для х£К, /£(0, Г), |Е| >1. Постоянная с зависит от I, а, о, Т, К.
Пусть функции фа (#, х, Е)(а2=1) являются решениями следующих 

задач:
\։/2

(Е ։ аЧ х) Таху ) ’ (1.8)
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?в|/.о = <х, £>. (1.9)
Основным результатом работы является

Теорема 1.1. Пусть 0 < Ее 3 (х) <^1, 7 = вир Ее 3 (х) и Т^>0 

достаточно мало. Тогда существуют символы
р։,(*,  х, £)С 5т<”+,'т <•)+•,

Р2Л*>  х, £)^5т<’)+т ։•>+’, (1.10)

Р1, (Л х, £) £ 5т <’)+',

Р2в (*>  х, £)£ 5я1 <’)+•+։-։

(е* —произвольное положительное число, (I, х, £)£(0, Т) X 7?" X Кп, 
о։—1) такие, что

£ (Л. А)(Л х)=-2 2(2«)- С ^ha՜<y'':>ip^^x,г)fl(y)dyd2+ 
а—-11—I J

ИПХКП
+ 2 2 [ е^-<уЛ>]р1в^,х,^/,(у) dy.fi (1.11)

в-±1 1-1 и
ЯЯХ«Я

является параметриксом задачи (1.1)—(1.2) при Ф (Л х) = 7֊,։л), 
/?(/, х)=^^, /*,  = 0(^=1,..., 7^), С»,=0(£։ = 1,..., 7У։), то есть 
функция Е (Д, Д) (7, х) удовлетворяет уравнению (1.1) в (0, Т)Х^п 
с точностью до функции из класса С՝ ((0, Т)ХЕ՝) и условиям 
(1.2) с точностью до функций из класса С՜ (R").

Замечание 1.1. Если ’к < Ее 3 (х) < к + 1, где к ^=0 целое чи
сло, то />„ Ск„ вообще говоря, отличны от нуля (см. пример 2°).

Рассмотрим функцию

(А: /=)(4 х) = £, (Д)(/, х) + Е2 (Д)(7, х), (1.12)
где

£/(А)(*,х)=2 (2к)֊" С е'1’’-<у’Е>>/9(7,х, V 6 (у) dy.fi, (1.13) 
±1 и

/?яхяя
(/ = 1, 2).

Подействуем оператором Р на функцию Ео (Д, /։)(/, х)

Р^о(А. /։)(^х)=2 2(2«)֊" Г е^-^'^Р.р^хЛУ/.^уиу^, 
о-±1 /-1 ։;

Яях/?л
(1.14) 

где
А =£)? _ £ а1։ х) И. 4- — Ь (7, X) л + — 2а1 (#, х) А 4֊ 

»./-։ ։ 7 г-1

+ 77е *) —2 2 а.) ж) фзх, О/+ 2 а./ (7, х) ч>,х х +
' ъ /-։ /77-։
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+ _1_ у а/ (/, х) <?«, + — Ь ((, х) О։. (1.15)
I 1-1

Обозначим через ?=(-!, !,•••» 1) (л+1)-мерный вектор.
Определение 1.2. Функция г (/, х, ;) называется р-квазиодно- 

родной порядка /, если
г (>.֊’ I, х, /.։) = <.'г ((, х, ;) (>>0).

Функции р1<։ (1=\, 2; а*=1)  будем искать в виде формальных 
сумм р-квазиоднородных функций, порядок которых определяется в 
дальнейшем

Р։ (/, х, е)=уР‘ (/, х, ?). (1.16)
*֊0

Разлагая коэффициенты операторов Р, (о2 —1) в формальные 
ряды по степеням I, представим их в виде

(1-17)
/с-0

где порядок р-квазиоднородности операторов Р*  равен 2—к. В част
ности

А°= £>?-!- 2о а (х, $)£>/ + -֊- Ь (0, х) £>/ 4- ֊֊ 6 (0, х) са (х, 5)4-

4-֊£ а/(0, х)5/+֊ с(0,х). (1.18)
I 1-\ Р

В новых обозначениях функцию РЕ0(/1, /։)(/, х) можно записать в виде

^։(А./.)(6х)=2] £(2*)-"  Г е‘Е>1Х 
։-+1 /-1 J

ИпУ яп

ХЕ 2 (1.19)
։«=0 Л + У=г

Выберем функции р-в так, чтобы они являлись решениями уравнений

Е Р, р{'Ц, х, 5)=0, 5=0,1,..-; 0«=1; /==1,2. (1.20)

В частности, для функций р°в получаем

Р“р?,(/, х, ?) = 0. (1.21)

Для того, чтобы функция Ео (/1։ у։) с точностью до гладких 
функций удовлетворяла бы условиям (1.2), достаточно, чтобы функ- 
йии р\<, удовлетворяли следующим начальным условиям:

(ф X) 2 Л (/, .Г, 5)֊ т°, (/, х, В)\! = 1,
՝ *-±։  £^֊1 /|/-о



(Ф (/, х) S р/о (*.  х, Е)-£ (t, х, ?))| = 6, (1.23)
X ։-±1 */-1 /|/-0

г N։ \
R(t, х) у; <р.,( Ф V, х) pUt, х, ;)- £ X, В) ) 4֊ 

\ <р"«1 '

/ , ' ; \ 1
+D, ((Ф (л х) pi, (t, X, ;) - £ Tiz, (t, X. О ) =0,

X *,-=.!  / J t-0
1 = 1, 2, ;=1, 2,....

Таким образом, поведение функций р[а при t -*■  0 определяет ве
совые функции Ф (/, х), R (t, х) и символы интегральных операторов 
Фурье />, и Gi„. которые имеют те же фазовые функции, что и one՜ 
раторы £'■(/=!, 2).

Построение параметрикса проводится в два этапа:
1. Задача (1.1)—(1.2) сводится к задаче с неоднородным уравне

нием, правая часть которого вместе со всеми производными по t обра
щается в нуль по модулю 5՜“ при I = 0 и однородными начальными 
условиями.

2. Строится параметрикс редуцированной на первом этапе за
дачи.

§ 2. Построение решений одного класса обыкновенных 
дифференциальных уравнений

Для изучения решений уравнений (1.21) рассмотрим уравнения

Qa Ua (t)^ D}+ (— Ь (0, x) + 2aЪ/ + -J- V at (0, x) la (x, S) +

+ ֊-О6(0,х)+֊с(0,х)]по(0^0։ а8=1. (2.1)

Замечание 2.1. Легко видеть, что уравнения (2.1) после заме

ны переменных 1 = а (х, •»;) г =-----------  переходят в уравнения (1.21).
а (х, т})
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Функции и» (/) будем искать в виде ия (/) = V, (/). Учиты
вая (1.5), (1.6), для функций VI (I) получим

Аа ««(<)=
О] + -֊- (2а/ - ,р (х) О, - ~ 2/ар, | V, (0=0- (2-2)

Замена переменной /= —т сводит уравнения (2.2) к вырожден- 
। 2а

ному гипергеометрическому уравнению [7]
■Ып-. -)• (р — ") уг. — Р*  «а = 0. (2.3)

Пусть Р (х) не является целым числом. Тогда оба корня уравне
ния (1.5) будут гладкими функциями переменной х. При а =1 общее 
решение уравнения (2.2) можно записать в виде

(0=С1 Ф (н, р; -2/7) + с։ (- 2/7)’-? Ф (Н1 - р+1,2- Р; - 2/7), (2.4) 
где Ф (а, х; х) — функция Гумберта [7]. Следовательно

«1 (О=^(Л)[С1 ф (н, Р; -2/7)+с3(—2/7)’-?Ф (Н-Р +1. 2-Р; -2/7).

(2.5)
Из формулы (2.5) видно каким начальным условиям удовлетво

ряют решения уравнения (2.1). Так как выбор этих условий опреде
ляет начальные условия (1.2), то рассмотрим несколько примеров.

1°. Пусть 0< Ее Р < 1. Тогда два линейно независимых решения 
уравнения (2.1)

, «нЮ = ^(х՝Ф(н. Р; -2/0. (2.6)

н» (0 = ֊ ^(г) Ф (Нх - Р +1. 2- Р; -2/7) /'-?
1— г

удовлетворяют следующим начальным условиям:

иц(О|/-о = 1; ^‘■г’ГЛ(/-’1Г)и11(/))|/-о —0;
(2.7)

/-՝ Ю и12 (/)|,_о = 0; /? М о1 (М и15 (ОЬ-о =1.
2°. Пусть /4—/Ух<^ Ее р < 74— 7^+1, где Л/х, 1У։—произволь՜ 

ные неотрицательные целые числа. Тогда начальные условия на функ
ции Лии и Ви12 можно выбрать следующим образом:

(ЛГ>—1 1 ад к 1
Д+'(х’-л’’ии- А £ -+?-ф (.4, ₽; - 2,7) =1>

«-о д1 <НЧ 1-0 /|/-о

/-М+Р (х)+М р, ( (х)-лг, _

л/.-։ 1 ня .
“г-т7ф (н> Р; — 2*0 =о,

9-0 <7‘ 1-0 / ,-0
ЛЪ—1 1 .адВ ии- в £ А ф Р; - 2,7)
д-^д д\ ОС4

/"^+? (В1-’ ^>-л՛. Ии_

•з-м
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л',-։ 1 нч \|-В У — — Ф Р; -2И) <»+։-?-№ VI =1>
(/_о </! Л* /-о /!/-о

М! Р. (1- Р)М!
(М+1֊Р~ ^)£- ф (И1, Р; _2^ 

иг 1 /,
с]А', 

===■77- Ф (Ри Р; —2^)
<//Л։

Меняя местами функции ип и ни, можно получить другие на
чальные условия.

Так как в дальнейшем, для краткости изложения, подробно изу
чается случай 1°, будем считать, где надо, что выполнено условие 
0<ИеВ<1. Преобразуем функции пп и ии, воспользовавшись из
вестными соотношениями между вырожденными гипергеометрически
ми функциями Ф (а, х; г) и Ч7 (а, х; г). Учитывая, что р1+р_1 = Р и 
Ф (а, х, г) — г1—։ Ф՜ (а — * + 1, 2 — *;  г) получим

И11 (0 = Г м Г е-^ ЦТ (Р1։ р. _ 2։7) +
I Г(н-1)

+ ■ Т;-V-в'41՜1 е՜"‘ф (н-ъ Р; 2«) 1 ’
Г(Н1) .1

И1»(0= —֊ ^(х)[------- Г(2~ Р)------Р; -20} +
1-Р [(— 2г)1֊₽Г(1 — 1ч)

------- Г (2- Р)------- и< ф ₽ 2 } .
Фу-зга-н-о ]

Рассмотрим функции

«4(0 = ^ (',2£С|(,М*)»

(2-8) 
ша(0 = ^(х)2с2в^в(0, 

вв±1
где

_ Г (Р) ____ г՛ Г (2 — Р) -м(1-р,)к/г
10 2и’Г(|х_в) ' 20 (1—P)Г(l-llя)2u՜ll^,

(^)= ф- (|лО։ Р; - 2։а0 2й’ е֊1^'2 . (2.9)

Непосредственные вычисления показывают, что функции о>։ (/) и ш2 (£) 
удовлетворяют тем же начальным условиям, что и функции ии (^), 
н12 (0 соответственно. С другой стороны, функции и
£*Мф_ ։(/) являются решениями уравнений (2.1) при о = 1 и а = — 1 
соответственно.

Учитывая замечание 2.1, получим, что функции

р°, «, X, «) = с1в ЧТ (14, Р; -2/аа (х, ?) О, (2.10)

р°2а (/, х, ?) = М с2а ЧГ (|4, Р; - 2/3 а (х, $) /) • а (х, Е)?֊1 (2.11)

являются решениями уравнений (1.21), которые удовлетворяют следую
щим начальным условиям:

.^±1г 4-0 (2.12)
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3 •Д(*-* <*»д?.)1  п=°-
։=±1 I’“0

V =0,
- <п~5;1 и-’О

/’ 2 [?,1 /֊' <д> рЧ + А (/-',х) р%)]| =1. (2.13)а-4I Н—0

то есть условиям (1.22) с Ф (/, х)=1~3^х\ R (I, х) = 1*̂,
<р°, (/, X. 5) 0, ^=1, - • •. «, X, <>0, Ла =1.- • •, ЛГ։.

Из уравнения (1.21) и начальных условий (2.12), (2.13) следует,
что для Х>0

р?. ().֊' Л X, «) = >֊'<'> р?, (/, X, с), (2.14)

(к֊1 I, X, >.։) = I.» ֊’ ри2, (*,  X, 5), (2.15)

то есть функции р°а, р'Ч, являются р-квазиоднородными функциями 
порядка — ։ (х) и ? (х) — 5 (х)—1 соответственно.

В уравнении (2.1) переменные X и ^/а (х, £) играют :оль парамет
ров. Обозначим через £2 многообразие, где меняются эти параметры. 
Пусть 2—открытый сектор в С \ 0 или на некоторой римановой поверх
ности над С\0. Следуя [8], дадим

Определение 2.1. Для действительного числа V обозначим че
рез О՝ (2, 2) пространство функций /(г. «), голоморфных по х(2, 
бесконечно дифференцируемых по <о(2, таких, что для любого диф
ференциального оператора Л на 2 имеет место неравенство

|Л/(х,ш)|<с(1 + Н)’ (2.16)
для г (2', Здесь 2'—любой замкнутый сектор в 2, К—
любой компакт в 2, а постоянная с зависит от 2', К, Л.

Пусть функция I (г, со) голоморфна в 2 и бесконечно дифференци
руема в £2. а (*  (г. со)—формальный ряд вида

/*(*-  <») = £ (1ог г)! £1 £ /л (ш) х֊‘. (2.17)
у-О 4—и

Определение 2.2. Формальный ряд (2.17) называется асимп

тотическим представлением функции / (г, со) в 2, /(х, о>) ~՜/*  (г, ш), 
если для любого положительного целого числа Л/

/ (х, со) - V (1ог г)’ г! /м (ш) г֊‘ ( О‘Л (2, 2), 
У-о

где 11т вд, == — оо.

Известно [7], что

(«, Ч «) ~ 2 (-1)՞ (-а^--~х + 1)я «, (2.18)
л=0 п1

где М),= ГИ + -) .
2 'ч 2 Г (Л)
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Отсюда
I. (0~ 'К (О = t՜'4 i а» t-n, г =h 6 С\0; |arg Z| < -Ц. (2.19) 

л—о I 2 J
где

ап — ( l)՞ (|* я)я 0* в ~ Р-Н)*  2^а g-^o-A»/։ (_ 2։-3)-ия-а , 
п!

Из (1.20) следует, что функции р*  к > 1, 1 = 1, 2 являются реше
ниями неоднородных уравнений. Для изучения их решений докажем

Предложение 2.1. Пусть для достаточно большого целого чис
ла

Т огда уравнение
g(t, 2).

D\ + 0- b (0, x) + 2° Dt + 4 £ (°- 0+

r I-1
Q, v0 =

о 1 I
+ — b (0, x) + — c (0, x) U0(f, w) — tsMg (t, ш) (2.20)

имеет решение

где e>o—произвольное число.
Доказательство. Подставим в уравнение (2.20) va(t, ш) = 

= tsW wa(t, «>). Получим

Lo ш,= | D2t +-у-(2af — г‘Р(x)) ---- у 2iou։ j we= (2.21)

Соответствующее однородное уравнение имеет линейно независимые ре
шения

гь(0 =Ф (Но, ₽; — 2iaZ), 

х2а (0 = -1֊ Ф (1 - р-о, 2- В; ֊ 2Ы) /•֊₽, 
1 — Р

детерминант Вронского W (/) которых удовлетворяет начальному ус
ловию

^17401,-0 = 1.
С другой стороны

1Г'(0=-֊(2»< ֊/₽(*))  W.

Поэтому
Г(/) = ;-РМе-2'0'.

Уравнение (2.21) имеет решение 
t

Wa (t, ш)= — J w (t)-J [z։, (t) Z2a (t) — Zia (t) Z2o (f)] g (T, ш) rft.

CO
Выразим функции zi0 и z2a через функции (0
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XI. (О = С1. <|>. (О + с։—. Ф -« (О е-Ив/.

Х2а (4) — — 1С2а '?а (4) :— /С2-« '■]>—.(4) е -,а/.

Поэтому
I

Ша ((, Ч>) ——[(с|в С2—а — С|-в С2з) ф. (4) ?—а ( •) 4՜

+ (d-.C2.--d. С2-.) М’) Ф֊» (0 е-2'"«'-”] 8 (-> «)
= «Ла (4, <»)+ «»2։ (4, ш)-

Из (2.19) следует, что «л, £ О֊^+։+։ (Е, 2). Выбрав пути интегриро
вания так, чтобы

1т а4 1т с~,
получим, что иг. £ О-лг+1+՛ (2, 2). Следовательно, «>, £ О' л,+ ,+։.

Предложение 2.2. Пусть функция Ь (I, "<) имеет в секто
ре Е следующее асимптотическое представление:

А (4, ш) ~ ? У А*  4 Ао ¥=0.
*-о

Тогда если ^+ц а+1) не является неотрицательным целым числом, то 
уравнение

(Ъ (4, ш) = 4* А (4, ш) (2.22)

имеет решение иа (4, со), такое, что

4՜’ М уа (#, ш) ~ у Ук 1~к, 

где

ю>,==~^-1------------------77 (Л*  + ^֊А+2)(^֊А4-1+Юг’л-1), (2.23)
2։° (Н + * +1— к)

Доказательство. Если и, удовлетворяет уравнению (2.22), то 
функция ша = 4՜՝’ у3 будет решением уравнения

Та Ш, = К.
Обозначим

А*  (4, «») =4’ у А*  4-*,  
*—о

ОО 
шо (/, ш) = ;՝ ук /—*+։

4-0

и докажем, что ц,։ (4, со) является формальным решением уравнения

Та Ша (Т ш) = А*  (?, а-). (2.24)
Подстановка Л*  (4, ш) и ш,(4, со) в уравнение (2.24) приводит к рекку- 
рентным соотношениям



Построение парамстрикса задачи Коши 43

— (у — А 4֊ 2) — Д 4-1) о*_ ։ — 0 (у — к 4- 2) и*-։  — 
— 2/а (у — к 4՜ 1 4՜ И») V*  = А*,  к = 0, ],•••,

откуда следует (2.23).
Пусть теперь

А (/, ш) = Г 2 Л*  4- Ядг (/, ш), 
4-0

где Ны (6 ®) € (-, 2), е.у -» — оо при Л' -*  аз и
л

Ш, (#, ш) = /’ £ Як <-*+։  4֊ VIN (Л “>).
*-0

Тогда
£։®л(/, 0)) = Яу(<, 01) 4- (у— И 4-1)(*  — МоуГ-лг+։4-

+ ?(у- 774-1) «л.^+1-

Из предложения 2.1 легко получить, что

">)ео։''у(2,2), 
где

е;у = тах (е,у 4՜ 1 4՜ 8» ^е у — ТУ 4՜ 1)-

Аналогичным образом доказываются и два следующих утверждения, 
которые приведем без доказательства.

Предложение 2.3. Пусть Н (I, со) такая же функция, что и в 
предложении 2.2, а п։=^4р.04-1 является неотрицательным целым чис*  
лом. Тогда уравнение (2.22) имеет решение ов (£, ш), такое, что

1~։ < г> и, (*,  ш)~ Г V и*  1~к 4- от фв (<) 1п
А=0

• Л >Л»
где

^к= —-—— [Л*  4- (у—Д4-2)(у—Д4-14-?) и*֊։],',Д=0, • • •» т—1,0-1=0, 
2ю (к—\т) •

«я = — [Ат 4՜ О — т 4"2)(*  — т 4՜ 14՜?) Ут -1], 
2ю

®т+/ = —7— (Ат+/ 4՜ (V— т—]42)(у—т—/—14-“) от +у_։ — 
2гу а

— от [ау-1 (2т— 2 у—2/ — 0—3)—2гаа/]), 1,

а а/—коэффициенты асимптотического разложения функции фа (О»
Предложение 2.4. Пусть 1ц (I, и), 2=0, 1, • • •, £ — формаль

ные ряды вида

А։ (£ “) = I՝՛1 2 А/*

а функция Л (/, со) в секторе 2 имеет следующее асимптотическое пред
ставление:

А(6<о)~ ЕНогО'А; (Л ш).
1-0
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Тогда уравнение (2.22) имеет решение ((, w) такое, что 
. L М ' .гл(х> v. (t, ш)~ £ х! с'+1֊> <Ios ’МО + 

1-0 /—О

+ Й (log 0' *''£  w-/.*r 4+։, 
1^0 /—II »-о

где С/+1-/ =0, когда V/ 4֊ |Ч + 1 не является неотрицательным це
лым числом.

Замечание 2.2. Из предложения 2.4, (2.8) и (2.19) следует, что, 
грубо говоря, решение ио уравнения

Q,ve-О (* ’+•+') 
имеет порядок

w, = o(f+,+,+։)+ Е o(rRe։i’+,+,) 
□ Х1

при I—>-оо в секторе S.

§3. Построение функции р*,  (/, х, 5) (Z = 1, 2: k. = 1, 2, • ■ •; о2 = 1)

Функции р£, (Л х, ;) (/=1, 2; к = 1, 2, • • •; з2=1) определим как реше
ния у равнений^ (1.20), удовлетворяющих начальным условиям (1.23) с 
ф(/, х) = /֊»<Л х)=/3^, (/, х, ?)=0, /=1,2,..., ^=1,...,/^

Обозначим

гЪ '-к (!, х, ;) = А р{?* (/, х, ?), (3.1)

г/, ((, х, г) = - £ Ар£՜*(/, X, 5). (3.2)
Л—1

Тогда уравнения (1.20) запишутся в виде

А ри (*, X, 5) = г£, (/, X, ;). (3.3)

Предложение 3.1. Для /—0, 1,...

ри Зт <։*+ *՛ т (’> + / + • >-* £ £"՝ (’>-։+•■ т (»)+/—։+• (п

р^ 5”(г) +*+т~ 1։ т <’> +/+,1 £ 5т —։+•+!■ т <’) +/+*  (з 5)

Доказательство. Пусть / = 0. Из (2.10) и асимптотического 
поведения функции Ч7 (а, х; г) (2.19) следует, что на любом компакте 
АГсЯ»

к-'(х>։.(*,  х, ;)|<с(а(х, ?) <)-»€’).

Отсюда с учётом условия
а (х, с) <с|В| 

получаем

I*-'  ՝■'’ ри (/, х, Q| < с (1 + |5|)" (’) (|S|֊i 4֊ /)»«(•։.
Дифференцируя (2.10) и (2.19) по соответствующим переменным, 
чаем

(3.6} 

полу-
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\D\ D\ D\ Г* ,x) p{, (t, x. 5)1 <c(l + |;|)m (։)"|S| + * (|'Г*  + t)m (e) +'՜'. 

Аналогично из (2.11) и (2.19) следует оценка

\D՛ D՝x Di t ~J w p°, (t, x, $)| < c (1+|;|)m <” +7_1+։՜1’1 (|t|֊i _|_ («) +«-/

Согласно определению 1.1 pu £Sm (I> +։'~՝, p°, £ Sm (J) ~7՜1՜ *•  m (։) + *.
Теперь докажем, что

t "wp'u(t. x, Ш) = cf r>'+J (14-0(1)), (3.7)

x ш) = Г^՜1 (1 + о (1)),Л = 1, •••,/, (3.8)

где ю = ;/а(х, ;), о(1)~ О*՜ 1 (S, 2), е>0—произвольное число.
Для / = 0 (3.7) следует из (2.10) и (2 19). Для / = к = 1 (3.8) сле

дует из (3.1) и из вида оператора Р\ в (1.17). Пусть (3.7) выполнено 

для j < J. Тогда из вида операторов Р*  в (1.17) и (3.1) для к = 1,՛ • J 
имеем

rk.J-k (/> х> ш) _ с- *̂-1  (1 + о(1)) с/ л (1 +о (1)) =

= cjk ^,+/֊1 (1-1- 0(1)),

то есть (3.8) для j = J и Л=1,..., J. Из (3.2), (3.3), предложения 2.4 и 
замечания 2.2 следует (3.7) ’для /=/.

Так как порядок р-квазиоднородности операторов Рк равен 2 — к 
а функций ри— (— s (х)), то из уравнений (1.20) следует, что поря
док р-квазиоднородности функций piB(f, х, :) равен —з(х)—j, функ
ций Ги‘ к — ( — 2 — s(x)—j). Поэтому

Pi,(t *»  S) = [a(x, 5)]-’<х) pL, (a (x, 5) f, x, i/a(x, ;)), 

ruJ~k x> 0 = [a(x, E)]՜2՜5(x)_/ Q t, x, i/a(x, ;)).

Отсюда с учетом (3.7) получаем 

к-,,г)Д1/,(6 x, ;)| = a(x, ;)-ф a (x, c)]՜՝1 <x)|p/a(a (x, x, ila(x, e))|< 

<c(l + |?l)'n (։) (^1՜’ + t)m <r)+>.

Аналогично
|f-՝ (f։ X) E)| < C(1 4- |$|)-" lv ֊3 (|;|՜1 +

Дифференцируя функции t~s {Х,Р'։ (t> x, 5), t՜3 <x) r*; ։~k (t, x, ?) по со
ответствующим переменным, получим

\D‘DxD\t-slJt}p'u (f, x, c)|<c(l-br;|)m(”՜144* (IV + 

)D{ Dx Di Г։ (x) rkuJ-k (t, x, 0| •< с (1 + |5|)m (։) "3՜ +։(|5|֊։ + 

Отсюда, согласно определению 1.1, следует (3.4). Аналогичным образом 
доказывается (3.5).

Следующий результат доказывается по стандартной схеме [8], [9].
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Предложение 3.2. Пусть р]£_5т՝ *+Л у =0, Тогда су
ществует символ р £ 5т- к такой, что для любого целого положи
тельного числа П 

п-\
(3.9)

Два таких символа отличаются на символ порядка 1П, который вместе со 
своими производными любого порядка по / при / = 0 принадлежит про
странству 5՜“.

Следствие 3.1. Существуют символы 
р։, £ 5» «-) 4 

рг„ С 5" <’> +ч-т-։. <" <’> + 

такие, что для любого целого М > О 
р։в _ £ 5т (а) + •, т (») +»+*  ,

Рт, — £ 6 5т +։+1-։>"+*+"

Доказательство непосредственно следует из предложений 3.1 и 3.2. 
Следствие 3.2.

^(/1) (6 х)|,_0=/։(х) + (/?!/:)(х), 

(/-М£;(А)(6 х))Ь-о=(Л/1)(х), 

Г'«£,(/,) (Л х)Ь-о = (/?«/,) (х), 

^(Х) х))|/-0 =Л(х) + (£։/։) (х),

где интегральные операторы /?„ /?։, /?։ имею гладкие ядра.
Доказательство следует из следствия 3.1 и способа определения 

функций р/в(/, х, ?), / = 0, 1 = 1, 2; а։ = 1.
Предложение 3.3. Пусть

Т огда
Г/а(#, X, 5) = Р„ р1з(Ь X, $). (3.10)

гъ 5т (а) +*+*•  “ = п Ет +։+’•т (°) +х « 
Л’-О (3.11)

Г2о +Т+». “ = П 5" М +Т+* ’ т <’) +'*+«.
,\/-0

(3.12)

Д о к а з 
Обозначим

ательство. Пусть Л^Х)—произвольное целое

~ Л’+1

число.

•* Ри =Ри—'£ р{ <’> + •• (’> + *4'^+։
/=о ” ’

ги, = Ра р1с+2 £ 5т М +».+։. т (։) +«+лг։
(3.13)
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Разлагая коэффициенты оператора Ря по формуле Тейлора по перемен
ной 2, представим его в виде

я=2^+Л.У+а։ •' '•

где Ря, у = 0, 1,- • -, /V-|- 1 — те же операторы, что и в (1.17), а Ряу'+2 — 
— остаточный оператор. Тогда ‘ ՝ •

л'+։ _ ^+l „ „
£ р£ Ё р/» = X ря р\,+ 2 р* р{а.

• 5т֊ “ = П Зт՛ ч
<?-о

состоит из символов пространства 5'", обращающихся в нуль по модулю 
5՜“ при (=0 вместе со всеми производными по (. В этом смысле будем 
в дальнейшем говорить, что ՛ символы пространства Зт • ” принадлежат 
пространству 5"' и имеют нуль бесконечного порядка при / = 0.

Из предложения 3.3, (1.14) и (3.16) следует
Предложение 3.4.

Р Е, (/,)«, х) = Г։ (/<)(/, х) 4- )(/,х), 2 = 1,2, (3.17)

где К —интегральные операторы с гладкими символами.

к-и >0.(1 Л+/<^+1

Первая сумма равна нулю в силу выбора функций р Вторую сум
му можно представить в виде

у а‘р(.= 2 £р:р!՜"- 2
*+>. Л'+а »л+а о />л+а *-о

В силу предложения 3.1
—V,, п -3 *■''  т +л,+1+ •гГ'+\5 : (3.14)

Наконец, обозначим
' . ^+2 \

Л’+з п I V / 1.Па — •< аЛН-21 д_՛ Р\а I 
\/-0 /

Из определения оператора Рв.у+а и (3.4) следует, что
т (а)+»*։,  лца)4-а+Л

___ . , пв+265 . (3.15)
Учитывая, что

г1։=;Гол+։+7^2+г^,

из (3.13). (3.14), (3.15) получим (3.11).
Аналогичным образом доказывается (3.12).
Обозначим

Т, (/,) Ц, х)=£ (2к)֊" Г Е>։ г1я а, X, С)Л (у) <1уЯ. (3.16)
а—±1 ՛

НпУЯп

Из определения 1.1 следует, что пространство
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§4. Построение символов р/а ((, х, 5) (1 = 1. 2; °2— 1)

Для построения символов р 1а (У, X, й) нам понадобится следующип 
легко доказываемый результат [8].

Предложение 4.1. Пусть а (/)—бесконечно дифференцируемая 
функция при 1^0, а функция I (/) вместе со всеми производными обра
щается в нуль при 1 = 0. Тогда уравнение

(0 =/(0

имеет решение у (I), которое обращается в нуль вместе со всеми произ
водными при 1=0.

Обозначим

А СЛ)(։, х)=2 (2к)֊" С /։*«-<*•  = ՝р1а({, х,')// (у)ФуЛ. 
о-±> J

КпХКП
Формальное применение оператора Р к Е[ ) (/, х) дает

Р£/(Л)(6 х) = I] (2к)- ( Ряр1а(/, X. ОЛ (у)*у#,  (4.1)
°—±1 и

где Ра определяется по (1.15). Представим оператор Ря в виде

Д = Р+?й. (4.2)
где 

„ я я
Р1а = 2?.-Г А — 2 и ац (6 х) Чац А + £ СЦ] (/, х) <Р։.Г,Х, + 

1.7-1 '
(4.3) 

1 « 1
+ у Д а/ (6 х) ч>ох, 4- — Ь (/, х) ¥,/ — 1<?я11.

Из предложения 3.4 н (4.1) следует, что

Л) = £1 (/։) + Е1 (/1) + Ез (/а) + А (/։) (4.4)
является параметриксом уравнения (1.1), если

РаР1а+ Па^З— (I = 1, 2; О2= 1). (4.5)

Функции Р1а будем искать в виде формальных сумм

Р1а (/, X, В)= 2 р{а (/, X, ?). (4.6)

Тогда условие (4.5) можно заменить системой уравнений

Р1о р°1а + г 1а — 0, ’ (4.7)

Р1ар{а Т Р-р17г=0, 1. (4 8)
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Предложение 4.2. Для /=0, 1,...

ри £ 5"(0) +,+т-։-/

и Ри((, х, о) имеют нуль бесконечною порядка при £ = 0.
Доказательство. Представим оператор Ри в виде

Л, = |;|(^ + уа=(Л.х, ;)),

• где
Л Л
С„=|£|-1(2<р,։/Э/— 2 £ . а//(б х) £>Д

П "
а. (I, х, ;) = |;|՜՛ (/ Е ։ аи (>> *)  Ъх'Х, 4֊ Д а/ (£, х) <раХ| +

4- Ь (1, х) ср։< — г<ра//).

Заметим, что из определения функций фв (а2=1) и гладкости коэф

фициентов уравнения (1.1) следует гладкость функций аа (I, х, £), кото
рые являются однородными по £ порядка нуль.

Из (3.11), (4.7) и предложения 4.1 следует, что ри £ £т <’) + • и 
имеет нуль бесконечного порядка при ( = 0. Поэтому из (4.8) и пред
ложения 4.1 получаем, что ри £ Зт +*՜/  и имеет нуль бесконечного 
порядка при / = 0. Для функции ри доказательство аналогичное.

Для пространств Зт хорошо известен следующий результат [8].

Предложение 4.3. Существуют символы ри^Зт'^ + *,р2,  £ 
£ 5т (’)+«+7-։ такие, что для любого целого !^^>0

ри - 2 5« <’>+•֊",

~ри - 2 йв65"<”+«+т֊1֊л.
/ел.

Следствие 4.1.

*-'<*>£(/,)(#,  х)ко=Л/(Л)(х),

Р О' м Е' (/,) (Ц х))|/_о = (/') (х),

РЕМ') а, х) + Г։(/,)(б х)= а;(Л) (7, х), ( = 1,2, <•»/*»*
где R/, <^1, К' — интегральные операторы с гладкими ядрами.

Доказательство непосредственно следует из вышеизложенных по
строений.

Основной результат работы, теорема 1.1, является прямым следст
вием предложения 3.4, следствия 3.2, следствия 4.1 и формулы (4.4).
4-1382
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Замечание 4.1. Изложенным методом можно построить пара- 
метрнкс задачи Коши с весом для уравнения (1.1) и в случае, когда P(֊v) 
является целым числом. В частности, к случаю Р (х) = 1 сводятся неко
торые классы вырождающихся уравнений с ограниченными коэффициен
тами. . ...

Замечание 4.2. Аналогичные результаты можно получить для 
уравнения вида (1.1) с коэффициентами, зависящими от (ср (/). х). где 
ф (է)—функция с некоторыми заданными свойствами (в частности ср (է) = 
էր, րՀ>\յ'). При этом необходимо требовать, чтобы коэффициенты урав
нения разлагались по степеням функции ср (/). К таким уравнениям сво
дятся некоторые классы вырождающихся гиперболических уравнений с 
неограниченными при t—»֊0 коэффициентами, для которых задача Коши 
также ставится с помощью весовых функций.

Ереванский государственный
университет Поступила 10.VII.1984

Ա 2. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Երկրորդ կարգի անսահմանափակ գործակիցներով հիպերթո|ական 
պիպի հավասարումների համար կշռով Կոշու խնդրի պարամետրինոի կաոուցումր ( ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում կ կշոով Կոշու խնդիրը երկրորդ կարդի հավասարման համար, 
որի դլխավոր մասը իրենից ներկայացնում կ խիստ հիպերրոլակւսն տիպի օպերատոր, իսկ 
ցաեր կարդի անդամները անսահմանափակ են, երր է—к-Ս*  սշւշում են կշոային ֆունկցիաներ, 
որոնց միշոցով դրվում է Կոշու խնդիրը։ Այդպիսի կշոով Կոշու խնդրի դրվաեքի դեպ բում հնա
րավորություն է լինում կաոուցել նրա պարամետրիքսը։ Պարամետրիքսը կաոուցվում է ֆոլրյեի 
ինտեդրալ օպերատորների դումարի տեսքով։

A. H. HOVHANESIAN. Contraction of a parametrix for the Cauchy problem with 
weight for eecond order hyperbolic equation*  with unbounded coefficient*  (summary

The paper deals with the Cauchy problem with weight for an equation, the 
main part of which represents a strong hyperbolic operator and the low members are 
unbounded when t-o-0. The parametrix is constructed as a sum of Fourier integral 
operators.
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В. А. АРЗУМАНЯН, С. А. ГРИГОРЯН

СПЕКТР РАВНОМЕРНЫХ АЛГЕБР ОПЕРАТОРНЫХ ПОЛЕЙ

§ 0. Введение

В настоящей работе изучаются алгебры операторно-значных функ
ций на компакте, рассматриваемые как некоммутативные аналоги равно
мерных алгебр. Эти алгебры являются подалгебрами т. и. С*-алгебр опе
раторных полей, впервые введенных Феллом в [1] (подробное изложе
ние теории см. в монографии [2]). Некоммутативным равномерным ал
гебрам, интерес к которым вполне закономерен, посвящен ряд работ (см., 
напр., [3] — [5]), в которых обобщаются отдельные результаты, относя
щиеся к классическим равномерным алгебрам.

Естественным было бы ожидать, чтобы теория некоммутативных 
равномерных алгебр включала в себя описание такого фундаментально
го понятия, как пространство максимальных идеалов (спектр) и связан
ных с ним объектов. Неизвестно, насколько правомерна такая постановка 
вопроса в общем случае алгебр с переменным слоем. В данной работе 
делается попытка сделать это для равномерных алгебр непрерывных С*- 
значных функций на компакте.

Пусть С (Т, А)—С*-алгебра непрерывных отображении компакта 
Г в фиксированную С*-алгебру А с единицей. Равномерная алгебра ЯК — 
это замкнутая подалгебра С (Т, А), разделяющая точки и содержащая 
константы. Для такой алгебры вводится понятие относительного спектра 
(опред. 3.1), заменяющего пространство максимальных идеалов и сводя
щегося к нему при А = С. Надо заметить, чго это понятие учитывает 
структуру непрерывного поля и отличается от обычного спектра даже 
при коммутативном слое (отличном от С*-алгебры комплексных чисел). 
Определение относительного спектра кажется далеким от совершенства, 
однако, в важном случае Л-алгебры (равномерной алгебры, являющейся 
•^-подмодулем С (Г, Л), опред. 1.6) оно становится безупречным (теоре
ма 3.6). Такие алгебры возникают совершенно естественно, по своим 
свойствам они наиболее близки к классическим равномерным алгебрам, 
а результаты, относящиеся к Л-алгебрам более содержательны. Отметим, 
что выделение этого подкласса равномерных алгебр является характерным 
для некоммутативной теории: это непосредственно следует из эквива
лентного определения Л-алгебры, как равномерной алгебры, содержащей- 
постоянные функции. Модельным примером служит Л-алгебра аналити
ческих в единичном круге матриц-функций (аналог диск-алгебры).

Содержание работы распределено по параграфам следующим обра
зом. В § 1 приведены необходимые определения, примеры и результаты, 
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постоянно используемые в дальнейшем. В следующем параграфе подроб
но изучены условные ожидания (основной объект, фигурирующий в оп
ределении относительного спектра). Результаты носят сравнительно об
щий характер и представляют самостоятельный интерес. Основные фак
ты сосредоточены в § 3, где вводится и изучается подходящее понятие 
спектра некоммутативной равномерной алгебры. В последнем параграфе 
рассматривается гельфандово представление и связанные с ним объекты. 
Результаты статьи разного типа — одни обобщают известные факты, дру
гие являются новыми по существу (сводятся к тривиальным в коммута
тивном случае), некоторые уточняют условия, при которых существуют 
аналоги известных результатов.

Часть результатов работы была анонсирована в заметке [6], п. п. 
1—5.

Необходимо отметить, что работа носит вводный характер и приве
денные результаты—малая часть ответов на многочисленные вопросы, 
естественно возникающие при последовательном развитии теории. Инте
ресной является проблема описания классов некоммутативных банаховых 
алгебр, «представляющихся» определенным типом равномерных алгебр.

Все сведения, касающиеся понятий и фактов, употребляемых без 
указания на источник, можно найти в монографиях [2], [7], [8].

§ 1. Предварительные сведения

Основными объектами в настоящей работе являются алгебры опера
торных полей с постоянным слоем, однако мы считаем целесообразным 
начать с общих понятий.

Определение 1.1. {см. [1], [2]). Пусть Т—компакт, [Л», 
7’|—семейство С*-алгебр с единицей (в/ £Л.-). С*-алгеброй 

А непрерывных сечений называется любая инволютивная подал
гебра ПА/ (с покоординатными операциями), удовлетворяющая ус- 

лови ям*.
(/) для любого х£А функция £-Нх(/)} непрерывна՛,
{и) для любого /(г Г, (х(/), х^А|==Л/,-
(ш) пусть у—сечение (1/^ПЛ/ ); если для любых /0(:Т, а'Х), 

сг/ществг/елп х£А такое, что [х (/)--у (<)] < а в некоторой окрест
ности /0, то у (- А.

Тот факт, что алгебра А, удовлетворяющая условиям (п —(ш) 
определения 1.1 является С*-алгеброй (в норме] ДхЦ = эир Цх (ЛЦ) 

вполне очевиден (только доказательство полноты требует небольшого 
технического усилия). Условие (/77) определения утверждает, по су
ществу, что любое „непрерывное" относительно А сечение само при
надлежит А. Оказывается (см. [2]), что это равносильно максималь
ности этой алгебры.

При каждом Тестественно определены морфизмы р\: А — А/, 
Рг («) = » (О-
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Определение 1.2 (ср. [2]). Пусть А, А' — две С*-алгебры 
непрерывных сечений на Т, порождаемые, соответственно, семей
ствами ), (Аг). Отображение Ф: А —՛ А', Ф(А) — А' называет
ся изоморфизмом С*-алгебр непрерывных сечений, если сущест
вует семейство изоморфизмов |Ф/ > ((Г), Ф< : Аг ֊► Аг, такое, что 
при любом £ £ Т коммутативна следуюгщая диаграмма

Ф
А — А'

Рг 4֊ ф/ 4֊ Рг 
А

Очевидно, что Ф есть ’-изоморфизм С*-алгебр А и А' (специаль
ного вида). Вообще говоря, могут существовать неизоморфные алгебры 
непрерывных сечений с одинаковыми слоями. В дальнейшем изоморфные 
О’-алгебры непрерывных сечений мы не будем различать.

Определение 1.3. (ср. [3], [5]). Пусть А—С*-алгебра непре
рывных сечений на компакте Т. Равномерной алгеброй называется зам
кнутая подалгебра 50? СА, удовлетворяющая условиям:

(։) 50? содержит единицу А;
(И) для любого 1^Т, (х((),
(Ш) для любых Т, существует х£50?, такое, что 

х 01) = О, х((2) = е/,.
Легко проверить, что замкнутая подалгебра 50? сА равномерна тог

да и только тогда, когда она содержит константы и разделяет точки Т 
в следующем смысле:

(1у) для любых /г, Т, а^Аг,, а2(;Аг„ существует х £ 50? 
X (0) = ар х (#։) = а3.

Заметим, что в силу максимальности А, для любой функции |еС(Т) 
сечение /, определяемое формулой

/(О = /О) е„

принадлежит А. Более того, равномерная алгебра, содержащая алгебру 
всех таких сечений (изоморфную С (Т) и обозначаемую С (Г)), совпа
дает с А (см. [4]).

Равномерные алгебры непрерывных сечений являются некоммутатив
ным обобщением обычных равномерных алгебр. Как уже было отмечено 
во введении, для них, при различных предположениях, справедливы не
которые факты классической теории равномерных алгебр. Мы ограничи
ваемся случаем алгебр непрерывных сечений с постоянным слоем, что 
позволяет сделать более обстоятельным и последовательным построение 
некоммутативного аналога.

Пусть Т—компакт, А—С*-алгебра с единицей е, С (Т, Л)—алгебра 
непрерывных отображений из Т в А. Тогда С*-алгебра непрерывных се
чений С (Т, А) содержит постоянные сечения а, определяемые для каж
дого а£А. следующим образом:

5-1382
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а(О = а-

Обозначим через А подалгебру (изоморфную /1) всех таких сечении.
Заметим, что существует множество С -алгебр непрерывных 

сечений на Т со слоями~А = А Т, отличных от С (Г, А), но изо
морфных ей (в смысле определения 1.2)-

Следующие утверждения легко доказываются.
Предложение 1.4. (/) Алгебра С(Т, А) порождается своими 

подалгебрами С(Т) и А и является С(Т)-и А-бимодулелг.
(И) С*-алгебра А непрерывных сечений на компакте Т со слоя

ми Аг=А совпадает с С (Т, А) тогда и только тогда, когда Асе А.’
(Ш) Имеет место'? соотношение Я(С(Т, А)) = С (Т, 2(А)), где 

^(М) означает центр алгебры М.
Таким образом, алгебра С(Т, А) является замыканием ^-алгебры 

конечных линейных комбинаций вида У] а,/,» гДе а‘ Л <С(Г), 
которую мы обозначаем Со ( Т՝, А).

Заметим, что каждое состояние Ф на С (Т, Л) определяет вероятно
стную меру на Т и измеримое поле <р/ состояний алгебры А, причем

Ф(х) = у (0)^(0- 

г
Однако для целей настоящей работы мы ограничимся доказатель

ством следующего утверждения:
Теорема 1.5. Каждое состояние Ф на С (Т, А), сужение которого 

на А является чистым состоянием, представляется в виде

Ф (х) = ч> (х («)) 
г 

для некоторой вероятностной меры ц на Т.
Доказательство. Пусть р—мера на Т, которую определяет 

состояние Ф|с(Гг
Для любого открытого множества исТ рассмотрим монотонно воз

растающую последовательность функций /п € С (Т՝), п = 1, 2,... таких, что

(1)0</я(г)<1, #6 Т,
(И) для любого *(: 7, /„(/) Ху(<), при п —► со, где 7-и — харак

теристическая функция множества 6/.
Пусть х^С(Г, Л), тогда, в силу монотонности последователь

ности /Л, существует предел 11т Ф (/„ х), не зависящий от конкретно- 

го выбора последовательности Если 0<ц([/)<1, то,՜ очевидно, 
функционал Фу

Фи в ~/7л 11т Ф х) 
р(^) “

является состоянием на алгебре С (Т, А) так же, ֊как и состояние

Ф^(х)= * 11шФ(х-/.х).
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Следующее соотношение очевидно:

Ф = Н^)Ф^+р(Г\6/)ФГЧ£/.

Кроме того, т. к. <р—чистое состояние,

Фм = Ф«/|л=Фг\и|д=<р. (1.1)

Пусть а£Л, г>0 и пусть (£Л)£֊1— конечное покры
тие Т открытыми множествами такое, что для некоторых ац £С, 
/ =1, 2, • • •, тп

Г ' 1 зн
Подберем для любого г = 1, 2,•••» т, функцию gl из последова
тельности, аппроксимурующей Ху/։ такую, что 

причем 
р|Ф(а^)-н(^)Фу1(а);<.-^1-т 

о |я/1
Теперь, в силу (1.1)

|Ф (а /- <р (а) Ф (Л1 < |Ф (а/) - Ф (а£ а, ^)| +

4- IV а, Ф (а г։) - 2 а, и (Ц) ФУ/ (а)| +(Ц) <р («) ֊ Ф (а) Ф (_/)| <

с £ 3
<|‘։|ЗЙ1 + 2'։-|Г2К1+|т(°)| Зы <։՛

Поэтому

Ф О?/) =СР (а) = (а)/</1х== 'Р (а/(0) (О-

В силу предложения 1.4, для любого х £С (Т, А), 

Ф(х) = ^<р(х (/))</(!(/).

В дальнейшем, если не оговорено противное, рассматриваемые рав
номерные алгебры являются подалгебрами С (Г, А).

Из класса всех равномерных подалгебр С (Т, Л) естественно выде
лить те, которые являются подмодулями Л-бимодуля С (Т, Л).

Определение 1.6. Равномерная алгебра 5КсС(Т, А) назы
вается А-алгеброй, если ЛсЕР?.

Следующее предложение очевидно.
Предложение 1.7. Замкнутая подалгебра. %Х.<=.С(Т,А) яв

ляется А-алгеброй тогда и только тогда, когда ЛсЗЙ и для лю
бых /1։ Т, существует х(^)=0, х (/։) = е.

Простейшим примером Л-алгебры служит минимальная замкнутая 
подалгебра С (Т, А), порожденная А и Л1, где /и—некоторая равномер-
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ная подалгебра С (Т). В частности, если М—диск-алгебра (аналитиче
ских в открытом и непрерывных в замкнутом единичном круге функции), 
то получается некоммутативное обобщение диск-алгебры. Эта алгебра яв
ляется примером равномерной алгебры, инвариантной относительно сдви
гов компактной группы—носителя. Такие алгебры будут подробно изуче
ны в последующих публикациях (см. [6], п. п. 7, 8).

Очевидно, не каждая Л-алгебра получается таким путем.
С другой стороны, если А=Л1ПС, с.’-алгебра комплексных матриц 

порядка п), то, как показывает следующее утверждение, все А -алгебры 
таковы.

Предложение 1.8, Пусть А = М„ С. Тогда любая А-ал- 
гебра Ж, Ж с: С (Г, Л), порождается алгеброй А и некоторой рав
номерной алгеброй М, Мс.С (Т).

Доказательство. Каждый элемент х £ Ж реализуется в виде 
матриц-функций (fij (f))1} j_v где ftj £ С ( Т); при этом х £ А, если — 
константы, х С (Т), если = J~l>— > n- Пусть
[е,,)՞ у — система матричных единиц алгебры Л/ЛС, тогда, очевидно, 
efy £• Ж при всех Z, j. Обозначим через , М минимальную подалгебру 
С(Т), которой принадлежат все //;, /, /=!»•• •> п, когда х пробегает 
алгебру Ж. Покажем, что М—искомая равномерная алгебра. Дейст
вительно, пусть х£Ж, тогда для любой пары (/, у), очевидно

4 = 2£я^е^С(7)пЖ. J
Поскольку М замкнуто в С (Т) то соответствующая алгебра М об

разует замкнутую подалгебру С (Т). Если t3£;T, t1=^= ti։ то суще
ствует х€Ж, х (fj =f= x(tt) (предл. 1.7), откуда для некоторой пары 
(*'» /')> /ч (^i) 4s Jij (G)-

Следовательно М—равномерная алгебра, Л/czC (Г), причем, очевид
но, А вместе с М порождают алгебру Ж.

§ 2. Условные ожидания

В этом параграфе изучаются общие факты, относящиеся к понятию 
условного ожидания, постоянно применяющиеся в дальнейшем. Некото
рые из них общеизвестны и приводятся для полноты, в большинстве слу
чаев даны новые доказательства.

Для простоты изложения всюду предполагается, что С*-алгебры об
ладают единицей.

Определение 2.1. (ср. [8], [9]). Пусть А —С*-алгебра и А—ее 
С*-подалгебра, содержащая единицу Л. Условным ожиданием р назы
вается А-билинейное положительное отображение А на А, сохраняющее 
единицу.

Множество /’(А, А) всех условных ожиданий (снаоженное тополо
гией поточечной сходимости) образует выпуклое подмножество конуса 
всех положительных операторов из А в А. Здесь А-билинейность озна
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чает, что р (ахЬ) —ар (х) Ь для любых а, Ь^А и х£ А. Отсюда сра
зу следует, что р есть проектор.

Предложение 2.2. Пусть р^.Р(А, А), / = кегр. Тогда ] 
является самосопряженным А-бимодулем, _/ПЛ==(0], причем 
} Л=А (/п. е. для любого х£А существуют однозначно опре
деленные а^А, такие, что х =у 4֊ а). Кроме того справед
ливы соотношения՛.

(։)Р(х*) = р(хГ,
(и) р (х)* р (х) < р (х*х),
(ш) р(х*у) р(у*х) <ЦЛ‘р(х*х),
(иг) Н = 1.

Доказательство. Свойства / проверяются непосредственно. 
Утверждение (1) есть простое следствие положительности р. Для дока
зательства (И) предположим х = у 4֊ а. а^А, тогда р(х*х) =
= а*а4՜ р(у*у) > а.*а — р (х)* р (х), так как р (у*у) > 0. Чтобы показать 
(Ш) заметим вначале, что для любого у £ А, х*у*ук-^.§у^х*х, отку
да, в силу (11), (р(х*у)р(у*х)^р(х*уу*х)-<>[уР р(.х*х). Далее, из (Ш) 
следует, что Цр (ху)1։-^ Ы20р(х*х)11» откуда, положив х = е, имеем

Поскольку р — проектор, получаем (1у).
Таким образом, условное ожидание есть проектор с нормой 1. За

метим, что верно и обратное (теорема Томияма): любой проектор норм։՝՛ 
1 с С*-алгебры на некоторую ее подалгебру есть условное ожидание 
([8], [9]).

Предложение 2.3. Пусть р^Р(А, А), / = кегр. Тогда 
(О если ./> Ь^-0), то для любого рационального г^>0, А'՜^/;

(И) минимальная С*-подалгебра А, содержащая ]+, сама со
держится в ]\

(411) если КеА^>0, 1т А ^>0, то А*А £ / и
Доказательство. (I) Пусть п, т £ Ы, А£/+, тогда при п^֊т, 

в силу (Ш) предложения 2.2, имеем
п 1 2 п—т 2п—т

Ор(А'В)Р=^(А2.А 2я։)|Р<ВА^ГЛг-д(А) = 0. (2.1)

Если же п <С. т, то для к такого, что 2к ■ п т получаем в силу (411) 
предложения 2.2 и (2.1)

_л 2п 2^

Ир (Л Ир (Ат/՜’^ • • • < (А т) Ц= о.

Отметим, что (1) верно и для любого действительного г > 0. (И) следует 
из (1՜) и того, что при любых Л։, А: /,

8р(А1а,)]« С||А։|Г11р(А’)Й.
(141՜) очевидно, в силу самосопряженности / и свойства (41).
Определение 2.4. Пусть А—С*-алгебра, А—С*-подалгебра А. 

Самосопряженный замкнутый А-подмсдуль I ст А будем называть А-мак- 
симадьным, если выполнены следующие условия:

(П /ПЛ = (0), У©Д = А;
(44) для любых А > 0, х, у£А, имеет место хку^}.
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Следующий результат характеризует в некоторых случаях (важных 
для нас) ядра условных ожиданий;

Теорема 2.5. Пусть 1—А-максимальный подмодуль С*-алгебры
. А. тогда он является ядром единственного условного ожидания 

р£Р(А, А). Обратно, пусть С*-алгебра А порождается (^-под
алгебрами А и 2(А), р £ Р (А, А), тогдакегр есть А-моксимальныи 
подмодуль алгебры А.

Доказательство. Пусть / — Д-максимальный подмодуль ал
гебры А. Для любого х£А, х = а+/ корректно определен оператор 
проектирования на первую компоненту: р(х) = а. Очевидно, что р 
является Д-билинейным отображением р'.А֊*А, причем р(е) = е. В 
силу самосопряженности подмодуля /, р отображает эрмитовы элемен
ты А в эрмитовы элементы Д. Достаточно показать, что р является 
положительным оператором.

Предположим вначале, что /+ = (0) и пусть х^-0, х = а + Л. 
Тогда а = а* и, следовательно, а = аь — а_, где а+>0, а_ 0, 
а , а_ = а_ а+ =0. Допустим а_ =/=0, тогда а_ха_ = а3_4- а_Аа_, и так 
как а_ха_ 0, то а_На_ = а_ха_+ а3_ 0. Поэтому а_Аа_ =0 в си
лу нашего предположения и Д-максимальности /. Отсюда получаем 
а_ха_ = —а'1 и, следовательно а_ = 0. Таким образом, р (А + ) = Д+.

Пусть теперь /+=£[0). Тогда замыкание / подалгебры А]л А яв
ляется двусторонним идеалом алгебры А, содержащимся в ] (в силу 
Д-максимальности). Рассмотрим фактор-алгебру А// и естественное 
* -отображение л: А -» А//, которое порождает разложение С*-алгеб- 
ры А//:

л//=к(Д)ек(/),
где С*-алгебра л(Д) «-изоморфна алгебре А (так как Д|"| кегр— {0)), 
/: г.(А) -> А. В силу того, что кегле/, л(/) является замкнутым 
л (Д)-подмодулем л(Д)-бимодуля А//. Покажем, что л(/)+ — |0(. Дей
ствительно, если А£ л (/).(., т<э найдется положительный элемент /£Д, 
и следовательно из _/, такой, что = откуда к(у)==0. Таким 
образом, л(/) является л (Д)-максимальным л (Д)-подмодулем А/7 
(условие (1Г) определения 2.4 тривиально выполнено). Тогда, по пре
дыдущему, оператор д проектирования на первую координату։ 
<7 : А//—* л (Д; является условным ожиданием. Как легко проверить, 
р = г° цок, поэтому р также положительный оператор и, следователь
но, есть условное ожидание.

Обратно, пусть р£Р(А, А), причем А = С* {А, Х(А)} и пусть 
} = кег р. Тогда, из предложения 2.2, ]—самосопряженный замкну
тый Д-подмодуль А, причем / П А = {0} и если х £ А, то разложение 
х = р(х) + (х— р(х)) однозначно. Условие (15) определения 2.4 доста
точно проверить для А€./+> х, у^Х(А). В силу (Ш) предложения 
2.2 и ({) предложения 2.3, имеем

(х Ау)Ц’ = Цр (хрЛ)52 < [р (А’)|=о.

Это завершает доказательство теоремы.
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Заметим, что условия теоремы выполнены для А = С(Г, А), см. §1.
На алгебре С (Т, А) выделяются два типа условных ожиданий, соот

ветственно на подалгебры А и С(Т). Обозначим множество всех ус
ловных ожиданий р : С (Т, А) — А (соответственно д : С ( Т, А)—»С (Т) 
через Р( Т, А), вместо Р(А, Л)(соответственно <2(7', А)). Например, 
оператор рр определенный ранее (§ 1), р{ (х) =х (£) есть пример услов
ного ожидания р։£Р(Т, А). Множество Р (Т, А) играет важную роль 
в наших рассмотрениях, мы изучим его подробно в следующем параграфе. 
Сейчас обратим основное внимание на множество (? (Т, А), наделенное 
слабой топологией.

Предложение 2.6. Пусть 3(А)—множество всех состояний ал
гебры А. Тогда (^(Т, А) гомеоморфно множеству С(Т, 5 (Л)) всех не
прерывных отображений И.:Т—>£ (Л), снабженное топологией поточечной 
сходимости.

Доказательство. Пусть Ч$;(2(.Т,А), тогда, если

А» (/) (а) = д(а) «),

то, как легко проверить, А, С(Г, 5(Л)). Обратно, пустьА£С( Г, 5 (Л)), 
положив для любого х £ С ( Т, А)

д„(х)(0 = А(0(х(С),

д,, определяет некоторое условное ожидание из <2(7’, Л). Подробное 
доказательство не представляет трудностей.

Следствие 2.7. Пусть ЯК— равномерная алгебра ЯЯ<^С(Т, Л), 
д^(2(7’, Л). Тогда полный образ д(ЯХ) не тривиален (т. е. содер
жит в себе непрерывные функции, отличные от констант).

Доказательство. В самом деле, пусть х£ЯХ, х(^о) = 0, 
х(/!) = е и пусть А^С(Т, 5(А)) — функция, отвечающая д в силу 
предложения 2.6. Тогда

<7 (х)(*о) = /•(*<.) (*(*.))= О,

7 (х)(*1) = А (О (е) = 1.

Пространство <2 (Т, Л) играет важную роль во взаимоотношениях 
между равномерными подалгебрами С (Т, Л) и С(Т’). Подробное освеще
ние подобных вопросов мы оставляем на будущее.

§ 3. Относительный спектр равномерных алгебр

Здесь вводится понятие спектра для некоммутативных равномерных 
алгебр, которое связано со структурой непрерывного поля. При Л = С 
получается обычный компакт максимальных идеалов.

Определение 3.1. Относительным спектром (или А-спект- 
ром) равномерной алгебры А) называется множество
5рл2К всех гомоморфизмов р : ЗХ А, которые продолжаются до ус
ловного ожидания р^Р(Т, Л), снабженное топологией поточечной 
сходимости.
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В силу того, что любая точка 1^Т определяет отображение 
: где-> А (см. § 1) р,(х) = х(<), которое, как легко убедиться, яв

ляется условным ожиданием, множество Т вложено в 5рЛ50? как ком
пактное подмножество; при этом 5рлС(7', А) состоит из 4-билиней- 
ных гомоморфизмов С(7', А)—>А.

Следующее утверждение описывает относительный спектр равномер
ной алгебры в терминах соответствующих идеалов.

Предложение 3.2. Относительный, спектр 5рл50? рае но мер' 
ной алгебры 50? С С ( Т, А) биективен множеству двусторонних 
замкнутых идеалов 50?, продолжаемых до некоторого А-максималь- 
ного подмодуля С(Т, А).

Доказательство состоит в комбинации теоремы 2.5 и утверж
дения (1) предложения 1.4.

Заметим, что вообще говоря 5рл50? не является компактом, одна
ко, в некоторых важных случаях это можно гарантировать. Как показы
вает следующий результат, это верно в случае, если А имеет тривиаль
ный центр, в частности является простой алгеброй.

Теорема 3.3. Пусть С*-алгебра А имеет тривиальный центр 
(X (А) = Се). Тогда относительный спектр любой равномерной алгебры 
является компактом.

Доказательство. Пусть 50?—равномерная алгебра 50? с: С( Т, А). 
Покажем вначале, что Р(Т, А) — компакт. В силу предложения 1.4, 
каждое условное ожидание р определяется своими значениями на 
С(Т). Кроме того из .4-линейности р следует, что р (С( Г))с:2(Д) и, 
следовательно, по условию теоремы, ему отвечает некоторое состоя
ние на С(Т’). Поэтому достаточно проверить,что множество всех таких 
состояний замкнуто в компакте состояний на С (Т). Пусть п= р^с (у,— 
последовательность, сходящаяся к некоторому состоянию <[>. Оно 
определяет оператор р0 на Со ( Т, А) по формуле

Ро < £ “//3 = 1! а1 ? (Л)»
где а^А, ^С^Т).

Поскольку для любого п = 1, 2,•••

Еа.<Р„(Л)|=к (2а,/,) К12 а</ Д,
ТО

откуда следует непрерывность р0 на всюду плотном подмножестве 
Со(7՜, А) с С (Г, А) (см. предложение 1.4). Поэтому оператор р0 
продолжается на С(Т, Д) до проектора на подалгебру А с нормой 1 
и, по теореме Томияма, 'является условным ожиданием. При этом, 
очевидно р|с<г) = <р. Итак, Р(Т, А) — компакт. Обозначая через R 
подмножество Р(Т, А) такое, что Л|^=5рл50?, заметим, что для 

окончания доказательства остается отметить простой факт: R являет
ся замкнутым подмножеством Р (Т, 4).
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Замечание. На самом деле любое состояние на С (Г) продол
жается до условного ожидания на С (Т, А). Действительно если ц—ве
роятностная мера на Т (отвечающая некоторому состоянию на С (Г)), то 
канонически определено условное ожидание р^Р(Т, А) по формуле

р(1(х) = ^х(/) с/р (/), 

т

где интегрирование понимается в естественном смысле.
Следующий результат дает описание Л-спектра алгебры С (Т, А).
Предложение. 3.4. Пространство БрЛ С (7', А) гомеоморфно мно

жеству непрерывных отображений пространства максимальных идеалов 
2 (Л) в Т, снабженного топологией поточечной сходимости.

Доказательство. Обозначим пространство максимальных идеа
лов алгебры 2 (А) через X.

Пусть р £ Брд С (Т, А), тогда, как уже было отмечено в начале 
доказательства теоремы 3.3, р : С( Т) —» 2(А), поэтому существует 
однозначно определенное непрерывное отображение р* (двойственное 
к р|с-Т)) р*’.Х — Т. Ввиду того, что рассматриваются слабые тополо
гии, отображение р р" непрерывно.

Обратно, пусть а — непрерывное отображение Т. Тогда,
отождествляя С (Г, 2 (А)} с С(ТхХ) и 2 (А) с С (X), определим 
отображение р0‘.С(Т, 2(А))-»2(А) по формуле

(Ро/).(*) =/(*(*)> х).

Нетрудно проверить, что р0 является £(Л)-линейным »-гомомор
физмом. Наша цель — продолжить его до А-линейного гомоморфизма 
на С(Т, А).

Пусть вначале а £ А п Ма — коммутативная С*-подалгебра А по
рождена Z(Л) и элементом а*а, тогда Ма = С{У), где У—компакт 
максимальных идеалов алгебры Ма. Так как 2{А) с: Ма, то существует 
сюръекция Р : У -* X, поэтому композиция отображает У՜ на Т и, 
как и выше, определяет Л/а-линейный »-гомоморфизм ра". С(Т, Ма) — 
— Ма, являющийся продолжением р0, т. е. р0|с (Т г = р0.

Обозначим через I двусторонний замкнутый идеал кег р0 в ал
гебре С(Т, 2(Л)), а через Л — множество всех состояний на С (Г, А), 
аннулирующих I. Покажем, что д/л любого а £ А существует <?а £ Л, 
<?« (а* а) = М2-

В самом деле, пусть ф — состояние на Ма такое, что ф (а*а) — 
= [а|2. Тогда <р = ф°ро является состоянием на С (Т, Ма), причем, 
очевидно, /с кег<р и <р (а*а) = |а|]։. В качестве ?а теперь можно взять 
любое состояние на С(Т, А), продолжающее <р.

Пусть теперь /—минимальная замкнутая подалгебра С (Т, Л), со
держащая А1. В си*у (1) предложения М.4, / является двусторонним 
идеалом алгебры С (Т, Л), и следовательно Л-подмодулем С (Т, Л), удо- 
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влетворяющнм условию (։։) определения 2.4. Наша ближайшая цель— 
доказать, что / удовлетворяет условию (1) этого определения.

Пусть и пусть <ра^Л, так что ?а (а“а) = М2- Для лю
бых Ь £ А и Л £ / имеем

|«Ра(йА),։<|6Г<ра(Л‘Л) = О.

Поэтому Ф„|_/= 0, откуда <рп(а֊,а) = 0 и, следовательно, а — 0. Таким 
образом, 4П У — (0|.

Заметим, что ДфУ есть замкнутая подалгебра С(Т, А) (см 
1.2.4, [8]) и С(Г, 7(Л)) = 2(/4)>Э / (теорема 2.5). Поэтому, в силу 
предложения 1.4, С (Т) с А'л ] и, следовательно, С(Т, А) =^А ].
Снова по теореме 2.5, ] является ядром некоторого условного ожи
дания р(^Р(Т, А), более того, Д-линейным гомоморфизмом (так как 
У идеал), продолжающим р.

Чтобы завершить доказательство, напомним (см. доказательство тео
ремы 3.3), что два условных ожидания, совпадающих на С ( Т), совпа
дают всюду.

Следствие 3.5. Пусть С*-алгебра А имеет тривиальнош центр. 
Т огла

Брд С(Т, А) = Т.

Доказательство очевидно.
Для определенного класса алгебр понятие относительного спектра 

можно сделать более удобным:
Теорема З.б. Пусть А—простая С*-алгебра с единицей, 

ЭХ—равномерная А-алгебра, Эйс С(Т, А). Тогда БрдЖ совпадает 
с множеством всех нетривиальных А-линейных гомоморфизмов 
р’.УЯ-*А.

Доказательство. Достаточно показать, что любой такой гомо
морфизм продолжается до условного ожидания на С (Т, А).

Пусть /=кегр, тогда 1 является идеалом, причем, в силу/4-ли
нейности р имеем: /ПД= [0], /ф?4 = 2й. Докажем, что 7=1. Отме

тим, что е £ /, так как в противном случае в I нашелся бы элемент, 
достаточно близкий к е и, следовательно, обратимый. Более того, 
/П А = {0}, так как для а^Д\(0| идеал АаА совпадает с А (в силу 

простоты А) и если бы а £7, то и Ас I, в частности е £ Т, что не
верно. Поэтому 1=1 и, следовательно, р — непрерывен. Покажем, на
конец, что |р|=1. Пусть И^>1, тогда, очевидно, существует х£А, 
Н -1> а 11р(х)||=1- Для У = р(х)*химеем:^<0р(х)||-Сх]<1, ^С?)|= 
— 11р (*)*Р (*) | =0р (Х)!Г= 1 и р (у) =р{х)*р (х) > 0. Поэтому е — р(у) 
не обратим в А, что противоречит тому, что е — у обратим в Ж и, 
следовательно, Цр||=1.

Обозначим через 11 (А) множество унитарных элементов А, через 
(4)жМножество чистых состояний алгебры А и зафиксируем некото
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рое ч>^Р5(Д). Тогда *р=<р-Р является, очевидно, линейным функ. 
ционалом на Ж с нормой 1. Пусть Ф — некоторое продолжение ? 
на алгебру С (Т, А), сохраняющее норму и являющееся, следовательно, 
состоянием. Для любого и^и(А) обозначим через Фи состояние, оп
ределяемое формулой Фи (х) = Ф (и*хи) и пусть

= П кет Фи.
и$и(А)

Очевидно, что /<=7, причем 7 является самосопряженным замкнутым 
линейным подпространством С (Т, А). Докажем, что !ПА = {0}. Пусть, 
противное, О^*ао^А, причем <ри (а0) = <р (и*аои) = О для любого 
и^и(А).

Обозначим через Ф чистое состояние, для которого Ф(ао)=#О. В 
силу того, что алгебра А проста, состояние Ф аппроксимируется (в 
слабой топологии) состояниями вида (а) = ® (Ь*аЬ) (см. 3.4.3, [2]), 
откуда следует, что для некоторого Ь, фй(ав)=^=0. Поэтому, по тео
реме о транзитивности (2.8.3, [2]), для некоторого и££/(Д), с։и(ао)т^О, 
что приводит к противоречию.

Пусть /0 = С (Г) Г) /■ Покажем, что ДУо^У- Действительно, для 
любого и£4/(Д), а^А, Уо£Уо> в силу теоремы 1.5

Ф« (£/о)= ®„ (а/о (0) (0=Фв (“) ро (О (0 = <р„ (а) Ф„ (;0) = 0.

(3.1} 
Покажем теперь, что для любого а^А и /о£ДУо

И < (1+ м
В самом деле, пусть Ф— чистое состояние на А, для которого 

Ф (а*а) = |ар. Тогда, как уже было отмечено выше, для любого а^>0 
существует н£6/(Д) такое, что

|Ф (а*а) — <ри (а*а)1 < е.

Следовательно, в силу (3.1),

Ца||3— г =[а*аЦ — в = Ф (а*а) — в <<ра (а*а)=

=Фо (а* (а + у)) < Ца* (а 4֊ у )| < МЦа-Ь Д 
откуда получаем (3.2).

Далее покажем, что Л + Д уо всюду плотно в С(Т, Д). В силу 
предложения 1.4, достаточно проверить, что А + А У0— Со (Т, А). 
Действительно, так как ]0 ’ имеет коразмерность 1 в С (Г), то для 
а^Д, /^С(Г), ։ = 1, 2,-.., п имеем однозначное представление (с 
некоторыми а, £ С, уо):

2 I! £։(^£/ + ^)= 2 <*/£»+ 2 а^/€^ + ДУо-

Итак, на Сп{Т, А) определен ограниченный оператор р0- 
Сй(Т, А) —» А, который продолжается на С(Т, А) до проектора р 
с нормой 1, являющегося, по теореме Томияма, условным ожиданием՜
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Для окончания доказательства достаточно проверить, что /=кег р. 
В самом деле, Д/о=кегр, откуда кег р с /, а поскольку 7П 4 = {0} и, 
по теореме 2.5, кег р 4֊ А = С( Т, А), получаем ус кег р, и т. д.

Равномерные 4-алгебры простой структуры (см. замечание после 
предложения 1.7) допускают полное описание относительного спектра.

Предложение 3.7. Пусть А — простая С*-алгебра и
—равномерная подалгебра С(Т, А), порожденная алгебрами А 

и М, где М — равномерная подалгебра С(Т). Тогда 5р/1 ЭК совпа
дает с пространством максимальных идеалов алгебры М.

Доказательство. Ясно, что любое р£5рАУЯ определяет 
элемент с^ЗрЛ/ (пространство максимальных идеалов алгебры М), 
как сужение на соответствующую подалгебру: ?(/)е = р(/). Обратно, 
пусть С Эр М; для х £ Со ( Т, А) П ЭК, х = £а//( (см. предл. 1.4 и 
далее), положим

Р(х) = £аг-?(/г).

Проверим ограниченность этого оператора на Со (7', Д)ПЭК. 
Пусть 2 > 0, тогда, по теореме Крейна—Мильмана, найдутся 

т
Т и а» а2,- ■ ат> 0, У «/ = 1. такие, что для любого 7=1,2, ■ • •, п, 

к

Отсюда, как нетрудно проверить

Цр (*) — £«>* «/)!! <а-
Поскольку а/дсрлс|[, то, в силу произвольности г, р про

должается на все ЭК до оператора с нормой 1. Очевидно, р является 
Д-линейным гомоморфизмом и, следовательно, по теореме 3.6, 
р^5рдЭК. Из самой конструкции р видно, что соответствие между 
5р М и 5рд ЭК есть гомеоморфизм.

В частности, спектр «некоммутативной» диск-алгебры (см. конец §1) 
совпадает с пространством максимальных идеалов коммутативной (обыч
ной) диск-алгебры—единичным кругом.

§ 4. Представление Гельфанда

Для каждой равномерной алгебры ЭК с С ( Г, Д) можно опреде՜ 
лить представление, аналогичное гельфандовскому, с помощью непре 

рывных сечений на 5рл ПК: если х£ЭК, то положим х(р)=р(х), 

Р^Рл^К. Полученная таким образом алгебра ЯКсС(5рлЗК, Д) вооб
ще говоря, не является равномерной по многим причинам. Следующий 
результат показывает, что для Д-алгебр с простым слоем пред
ставление Гельфанда обладает свойствами, близкими к классическим.

Теорема 4.1. Пусть ЭК—равномерная А-алгебра, УХсС(Т, Д) 
где А—простая С*-алгебра. Тогда:
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(I) представление Гельфанда Ж алгебры Ж есть равномер
ная А-алгебра на 5рЛ Ж;

(։։) 5Р.ж=5Рлж.
Доказательство. В силу теоремы 3.3, 5рЛ Ж—компакт. 

Очевидно (принимая во внимание топологию £рЛ Ж), что Ж является 

подалгеброй С(5рЛЖ, А), содержащей А (а (р) =р (а) = а, для любо

го а£ А, р£ 5рЛ Ж). Алгебра Ж замкнута в С(5рЛЖ, А), так как 

если XI £ Ж фундаментальна, то х/ ֊> х £ Ж, откуда для любого 
Р^рЛЖ,

|х/(р) — л-(р)]-< Ир (х( — X )|<։х/ —х Ц-*0.

В заключение достаточно показать (см. определение 1.3), что для лю
бых р1։ р2£5РлЖ, Р1^ Р։> существует х£Ж, р1(х) = 0, р2(х)=е. 
Действительно, пусть х0£Ж, а1 = р1 (х0) =/= рг (х0) = о2, тогда А (а2— 
— а։) А есть двусторонний замкнутый идеал А и, следовательно, 
совпадает с А. Поэтому для некоторых 6/, с^А, г, 2,---, п, 

П п
у, Ь1(а3 — а1)с) = е. Пусть х = у 6((х0—«х)су. Тогда р1(.х)=0, 

, г 1 ‘.г—։
р3(х) = е, откуда следует (1).

Для доказательства (п) заметим, что в силу теоремы 3.6, гельфан- 
дово представление индуцирует непрерывное отображение

т : Зрд Ж -> 5рд Ж 
по формуле

(-р) (х)—р(х). р£5рдЖ, х£Ж, 

которое, как легко проверить, является биекцией. Таким образом теоре
ма доказана.

При рассмотрении гельфандова представления естественным являет
ся изучение связи между обратимостью элемента л՜ исходной алгебры и 

ее представляющей функции х, в частности, совпадение спектра х с мно

жеством значений функции х. В отличие от классической теории, поло
жение в некоммутативном случае более сложное. Конечно, в силу изо

морфизма алгебры Ж и ее гельфандова представления, 5р х = Эр х, 

однако вместо множества значений х приходится рассматривать иной 
объект, который мы назовем относительным спектром элемента х.

Определение 4.2. Пусть Ж-равномерная алгебра Же 
аС(Т, 4). Относительным (или Д-) спектром элемента х£Ж 
называется множество

5р4 х = И Бр р (х), 

где объединение берется по всем р£ 5рд Ж.
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Предложение 4.3. Пусть ^-равномерная алгебра, ЗХ <= 
с С (Г, А), где А — проста. Тогда для любого х£ЗХ, 5рЛх яв
ляется подкомпактом Брх.

Д ок аз а тельст во. Очевидно, что 5рл х •— 5р х. Докажем, что 
5рлх=3рлх. Пусть >0^5рлх, тогда для некоторой последователь
ности £3рлх, >֊„֊*> о-

Пусть >.„£ Зрр„(х). В силу компактности Зрл ЯХ (теорема 3.3) 
существует подпоследовательность Рпк~* Ро> Ро€^рл ЗХ. Покажем, 
что ՝10 £ Эр р0 (х). Если предположить противное, т. е. обратимость 
элемента р0(х)—>ое£А, то в некоторой его окрестности все эле
менты также обратимы. Однако это противоречит тому, что р„к(х)— 

— ^пке — р0 (х) — '/֊о е.
Следующий результат выделяет класс алгебр, для которых обрати

мость элемента эквивалентна поточечной обратимости его представляющей 
функции.

Предложение 4.4. Пусть ЗХ — равномерная алгебра ЗХ с 
с С( Т, А). Для того, чтобы А-спектр любого элетента алгебры 
ЗХ совпадал с его спектром необходимо и достаточно, чтобы для 
каждого х£ЯХ из обратимости в А всех р(х), р£ЗрлЯХ следовала 
обратимость х.

Доказательство. Пусть для любого х£ЯХ, ЗрЛ х = Зр х. 
Тогда если для любого р£ЗрЛЗХ существует р(х)՜1, то 0 - Зр р(х), 
следовательно 0 £ Брх.

Обратно, пусть обратимость р(х) для любого р влечет обрати
мость х и пусть >֊ £5рЛх. Тогда для любого р(;5рЛЯХ, р (х), 
т. е. р('-е— х) обратим в А. По условию Хе — х обратим в ЯХ и, 
следовательно, /. £ Эр х.

Примером алгебры, удовлетворяющей условиям предыдущего пред
ложения, служит равномерная алгебра с матричным слоем (см. предл 
1.8).

Предложение 4.5. Пусть А = МПС, равномерная А-ал- 
гебра, ЗХ с С(Т, Л). Тогда для -любого х £ ЗХ, ЗрЛ х = Зр х.

Доказательство. В силу предложения 4.4 достаточно прове
рить, что если х£ЗХ и для любого р^ЗрАЯХ, р(х) обратим в Л, то. 
х обратим в ЗХ. Пусть М—равномерная подалгебра С (Г) такая, что 
Л/ вместе с Л порождает алгебру ЗХ (см. предложение 1.8). В обоз
начениях доказательства предложения 1.8 элемент х представляется 
в виде

Л 

х= Е «'/£'/• 
7—1

Из предложения 3.7 имеем ЗрЛЯХ =3р М, причем для любого р £ Зр ։ ЗХ
Л 

р(х)~ еоТ(Л/), где ?£ЗрЛ/. 
/; у—1
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Очевидно, что det х £ М и, как легко видеть, 
det р (х) = « (det х).

Это означает, что обратимость р (х) для любого р £ 5рЛ SD? экви
валентна обратимости det л как элемента М, что, в свою очередь, 
влечет обратимость х.
Институт математики •
АН Армянской ССР Поступила 26.Х.1984

Վ. Ա. ԱՐԶՈԻՄԱՆՅԱՆ, Ս. Ա. ԴՐհԴՈՕՅԱՆ. Օպերատորային դաշտերի հավասարաչափ հան- 
րա1ւա,>իվների սպեկտրը (ամփոփում)

Աշիլատանրր նվիրված է ու կոմուտատիվ հավասարաչափ հանրահաշիվներին, որոնք իրեն
ցից ներկայացնում են Т կոմպակտից А ֆիքսած С*-հանրահ աչվին անընդհատ արտապատկե
րումների С^Т.Л) C*-հանրա '.աչվի փակ ենթահսւնրահաչիվներ (հ աստա տոլններ պարոլնակող 
h կետեր տարբերող), Այդպիսի հանրահաշվի համար մտցվում և ուսումնասիրվում է հարաբերա
կան սպեկտր (մաքսիմալ իդեալների տարածության ընդհանրացում), սահմանվող որպես A-ի 
մեյ այդպիսի հոմոմորֆիդմների բազմություն, որոնք շարունակվում են մինչև C (T,A)-(g պայ
ման ական սպասում իր A-ին իզոմորֆ ենթահանրւսհաշվի վրա, Մանրակրկիտ ուսումնասիրված 
կ աքն .սւվաստրաչափ հանրտհաշիվների կաոուցվածքը և հատկությունները, որոնք հանդիսանում 
են A— րիմոդուլ Շ(7,ձ)-ի իլ-ենթամոդուլ;

V. A. ARZUMANIAN, Տ. A. GRIGORIAN. The spectrum of uniform algebras 
of operator fields (summary)

The paper is devoted to the non-commutative uniform algebras, i. e. closed subal
gebras (whiclCseparates the points and contains the constants) of the1C*-algebra C(T, A) 
of all continuous maps of a compact T to some fixed unital C*-algsbra A. For such an 
algebra we introduce and study the relative spectrum (a generalization of the notion 
of maximal ideal space) defined as a sat of all homomorphisms into A. which may 
be extended up to a conditional expectation of С (T, Al onto the subalgebra, iso
morphic to A. The structure and properties of the uniform algebras which are 
A-submodules of the A-bimodule С (T, A) are investigated in detail.
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УДК 517.51
Г. А. КАРАГУЛЯН

О СХОДИМОСТИ ПО ПРИНГСХЕЙМУ ДВОЙНЫХ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ

Введём следующие определения:
Определение 1. Ортонормированная на [0,1] система (?я(х)} со

(ОНС) называется системой сходимости, если из условия у а2՝ оо 
л 1 90

следует сходимость почти всюду на [0,1] ряда V a„<fn(x). 
л=1

Определение 2. Двойная ОНС (<рЛ (x)<pm (^)| называется 

системой сходимости по Прингсхейму, если из условия у У а2 о° 
/—1 /—1 ' 

следует сходимость почти всюду на [0,1] X [0,1], прямоугольных час
тичных сумм п т 

Snm(r, у)=У У 
Z-l J-1

когда п и т независимо друг от друга стремятся к бесконечности.
Определение 3. Двойная ОНС называется системой

сходимости по Прингсхейму относительно последовательности пА, 

если из условия У у < со следует сходимость прямоугольных ча- 
1-1 у=1 

стичных сумм

Ч"»1*’ у)= у у а/;фД.г)
у=1

когда р и q независимо друг от друга стремятся к бесконечности.
Определение 4. ОНС [?Л], определенная на [0,1], называет

ся системой типа (2.2)1, если для любой последовательности [аЛ] 
имеем 

•1
У а/ (*)  | dx < с у а;,

где с > 0 не зависит от [ал[.
Определение 5. Пусть (<?„} и {<|»т) ОНС на [0,1]. ОНС 

(х) ф„,(у)| называется системой типа (2,2)8, если для любой двой
ной последовательности (a/у) имеем

1 I 
I л т 12 »

®иР IД Д аЧ W t/ (ff)| dxdy < с у у а2/։

где с>0не зависит от [аг/у].
о о
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Известно, что тригонометрическая система является системой сходи
мости ([1]), а двойная тригонометрическая система не является системой 
сходимости по Прингсхейму ([2]). Аналогичные утверждения для си
стемы Уолша {1Г„ (х)| и для двойной системы Уолша ( Wn (х) Wm (у)), 
были установлены, соответственно, в [3] и [4]. До работы [1] Карле
сона А. М. Олевским впервые было установлено существование пол
ной в Д2[0,1] ограпиченной ОНС |2Л(х)), являющейся системой схо
димости.

В настоящей работе доказываются следующие теоремы:
Теорема 1. Двойная ОНС [S„ (х) (։/)}, где (2Л) есть пол

ная ограниченная ОНС, построенная А. М. Олевским в работе [5], 
является системой сходимости по Прингсхейму, и более того, 
удовлетворяет условию

1 1
f Г sup £ £ aijQ,{x) dxdy<.cx £ £ а?/.
J J я. m | ,=|
U О

Теорема 2. Пусть ОНС {<?»»} имеет тип (2,2)*.  Тогда двой
ная система [<рл 7.т\, где fz»,| есть система Хаара, является сис
темой типа (2.2)3.

* Всюду далее, через с(, I = 1, 2,... обозначаются абсолютные константы. 
6-13 82

Теорема 3. Пусть [<рл[ ОНС на [0,1]. Тогда существует по
следовательность т, такая, что двойная ОНС (ч’л'Рт) является 
системой сходимости по Прингсхейму относительно последова
тельности п/с, и более того, удовлетворяет условию

(*)?;(*/)
2
dxdy -С с2

»“1 /—1

Вопрос о существовании ограниченной полной ОНС [<?„), для ко 
торой система {<рл ®т) являлась бы системой сходимости по Прингсхей
му, был поставлен П. Л. Ульяновым в 1983 г. на Всесоюзной конфе
ренции, посвященной 100-летию со дня рождения Н. Н. Лузина. Яс
но, что теорема 1 дает утвердительный ответ на этот вопрос. Отме
тим, что утверждение, аналогичное теореме 1, без доказательства 
сформулировано в работе Р. А. Гецадзе ([6]).

Теорема 3 представляет распространение известной теоремы Мень
шова-Марцинкевича ([7], [8]) на двойные ОНС.

1°. Доказательства теорем 1 и 2.
При доказательстве теоремы 1 пользуемся конструкцией А. М. Олев- 

ского ([5]). В дальнейшем, через Н/Нг обозначается норма в простран
стве £3([0,1]Х[0,1]).

Прежде чем доказать теорему 1, напомним построение системы 
|2«] (см. [5]).

Сначала строится вспомогательная система (фл). Для этого опре
деляются ортогональные матрицы -4* '=|а((*у))[|, к — 1, 2, •••.
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Полагаем
о<*>  = -Л=(1 </<2*).  

։' /2*  '

Если 1 <։ <2*.  / = 25 + *(1  < <2։, 0 <5 < Л- —1), то

а(*)  — аи

1//2*֊ 1, 0 — 1) 2*-®  +1 < (2*  — 1) 2‘ '1-’>
— 1/И2* 777, (2*  —1)2*-®-*  + К/ < *2*՜*»

(1.1)

(1.2)
О, при остальных /.

Пусть [7.я| — система Хаара, упорядоченная обычным образом. 
Положим

<Ьл(х)=Хл(х)(п = 1,2),фп(л-) = 2 а<к>7./+2к(х), (1.3)
у-։

при п = 2» + ։ (К / < 2*5  & = 1> 2>։ • •)•
В работе [5] установлены следующие свойства системы {'!>я|.
1. (Фп)—полная ОНО,
2. справедливо равенство
Л 2^
у (х) •!»<, (О = V уЛ (х) 7Л (?) + г*+1 (х) гк-л (О V у, (х) /Л (/), (1.4) 
7—1 7—1 «—1

где п = 2*  + / (1 <4՛ -С 2*)>
3. система (%) содержит в себе систему Радемахера,
4. (%} является системой типа (2.2)1, т. е.

£ 6гЬ(х)2Л<с։ ^6?. (1.5)
/—£ £*»-1

| 5иР 
I л

6
Система (ЙЛ| строится следующим образом (см. [5]). Из (оя) вы

деляется система Радемахера и остальные функции, не меняя их по
рядка, обозначаются через («)*}.  Тогда имеем

('Ы = 1Ш*} и к*'- (1-6)
Затем система Радемахера разбивается на две подсистемы и 3?, где 

31=|г’*(д);  к = 1, 2,•••}. Пусть {»•>„)—объединение систем |«ч] и5:. 
Точнее, и՝>г*(х)  = шА(х), >\,(х) = гп (х) (1 <. п=/=2к՛, к = \, 2,-• Оче
видно, что система [шя| ортогональна и становится полной при добав
лении к ней системы З^. Положим

^1(х) = ш1(х)= ^(х), (1.7)
2*4-1 —1

ап (х)=а<*^_2А+։ шА(х) 4- £ аГ2к^ п_2к+1 Г1(х), (1.8)
/-2« + 1

(2*<п<2* +1-1; ^ = l, 2,-..),
где а1^ — элементы матрицы Л» (см. (1.2)). Пусть

92* (х) = ^*(х), 2М_, (х)=г2*(х) (^=1, 2,--.). (1.9)
В [5] доказано, что {йя}—равномерно ограниченная полная ОНС 

сходимости и, более того, удовлетворяет условию
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I sup £ bl Qi (л) dx^Ci У 
J л i-i i-=i
о

(1.10)

Докажем следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть |РЯ] и {(?т|—определенные на [0,1] ОНС ти

па (2.2)1, и существует последовательность определенных на [0,1] X 
X [0,1] измеримых функций Оп(х, (), п = 1, 2, -• • такая, что

а) для почти всех х£[0,1]
1

р£>я(х, 0]’Л<°с (п = 1, 2,-..), (1.11)

о

б) для любого п = 1, 2,...

п.в. CzJ.(x, "Р"
J |0, при k^>n,
и

в) для каждого /(х)^£։[0,1]

(х, t)\f(t) dt
2
dx<A

1
J \f (0|2 dt, 

о

где Д > 0 не зависит от /(х).
Тогда система {Р,- С?/} имеет тип (2,2)2.

Доказательство. Обозначим

кт(у, s)=£ Q,(y) Qi(s). 
/->

(1-12)

(1.13)

(1.14)

Пусть /(/, з) есть функция из замкнутой линейной оболочки системы 
|Р/(?;| в £г([0,1] X [0,1]). Тогда имеем

1 1
lira | Дб1/Л(ОС2/(з)- f(t, 4=°(6// s)P,WQ' (s)d/rfs) • 

и о

(1.15)
Из (1.15), учитывая (1.11), (1.12) и (1.14), имеем 

11 1 1 1

JJjD„(.v, t)Km(y, s)f(t, s) dtds ==lim jj£)n(x, t)Km(y, s) X 

и и oo՜

A k
X 2 bij Pi (f) Qj(s) d/WsClim £ 6/yX

i. j-i i, i-i
J i

X ( Da (x, t) Pi (t) dt Г Km (y, s) Qj (s) ds =

u и

n m

= £ E biJPi (x) Qa(^) = Snm (*>  y> ft- ■
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Отсюда следует, что

sup |5ЛЯ1 (х, у, /)| < sup 
л, т п, т J

О

j Кт (у, $)/(/, s) ds' dt < 

О

< sup I 
и 

Обозначим

F(t, y) = sup
и

Так как {Q/} имеет тип (2,2)։, то

Кт (у, s) / (/, s) ds dt. (1.16)

(1-17)

(1.18)

где В > 0 не зависит от f (t, s).
Интегрируя обе части (1.18) по t, получим

(1-19)

Подставив (1.17) в (1.16), имеем

sup jSnm (х, у, /)| < sup |£>я (х, /)| f (t, 
п. т nJ

О

Следовательно, учитывая свойство (1.13), получаем

1 1 I
р СГ Г )«

sup |.Srtm (х, у, /j|2t/x< sup 1 \Dn (x, t)]F(t, y) dt dx <J л» m J | n )
U и 0

I
< A f |F(f, y)\2dt. (1,20)

u

Интегрируя обе части (1.20) по у и учитывая (1.19), имеем 

« » 11
i j sup |5лт (х, у, f)\3 dxdy^A-Б Г С\f (t, s)2 dfds. 

oo oo
Лемма 1 доказана.
Из неё непосредственно следует
Лемма 2. Если |фя} есть ОНС типа (2,2)2, то двойная систе

ма {>]>/ Q/j (опр. {ф/) см. (1.3)) имеет тип (2,2)’.

0 0

и

о и

1

u о
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Доказательство. Так как {՛>/} имеет тип (2,2)։ (см. (1.5)), 
то для доказательства лем.мы 2 достаточно показать, что ядро 

п
У (х) ф/ (/) = £)„ (х, () удовлетворяет условиям а), б) и в) леммы 1,

если положить р» (х) = (х); & = 1, 2, —. Выполнимость условий а)
и б) очевидна. Покажем справедливость условия в). Если /(х)£ 
£ 1^ [0,1], то имеем (см. (1.4))

зир 
п

|Д,(х, 01/(0^

где п—2к + I (1< г -<2‘).

о

(1.21)

Известно (см. [9]), что для любого х^[0,1] и т = 1, 2, •••

У А М/.Ч 

«“1

1/1Дл"։1> при
0, при остальных I,

где есть интервал постоянства функций 2,т, содер
жащий точку х. Следовательно, используя (1.21), имеем

1

։ипр ]|£>я(х, 01/(0 

о
< зир гАт 3 <. л + зир “Аг Л И (1-22) * 14 ’I ^к) 1 |Л(0| до>

Так как максимальный оператор Харди и Литтльвуда имеет сильный 
тип (2,2) (см. [10]), то из (1.22) получаем (1.13).

Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Пусть Рц(х> у); ։>)=!, 2,•••, /V—ОНС полиномов 

по двойной системе Радемахера. Тогда для любых чисел 
справедливо неравенство

пт 2 Л'
Ё У ЬцРц(х, у) бхбу^ с5 Ё ь1-
<—1/—1 /,/-1

(1.23)

՛ Л’
Д о ка з а т е л ь с т в о. Пусть Т (х, у) = у бц г/ (х) г,- (у) есть 

полином по двойной системе Радемахера. Простым вычислением мож՜ 
но убедиться, что имеет место неравенство

о о

Т‘(х, у)бхбу <св Т*(х, у) бхбу

Отсюда следует
։ 1

|{(Х, у)֊, | Т(х, 0)1 > а)| С ( У | Г-(х. 0) бхбу у.
(1-24)
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Не ограничивая общности, можно считать, что у 6?/ = 1. Обозначим 
I,

Л(х,г/) = у Ь1/Ри(х,у), 1=1.2, М (1.25)

Тогда имеем 
,у я 
2 у Ьи Ри(х, У) = V А (X, у). (1.26)
/-1/-1 1—1

Очевидно, что функции Р/, I = 1,..., Л ортогональны. Следовательно, ис
пользуя лемму из [11] (стр. 705), сумма (1.26) может быть разбита на 
два слагаемых

Д'
У Л (^, «/) = Л + • • • + Л-1 + «Л+ ₽Л+ Р* +։+ • ■ • 

’ ..■+ р„ = р[։) + рР (*  + Р=1)

так, чтобы выполнялись неравенства ВР(։12» 1 = 1, 2. Вновь пов

торяя эту операцию, для полиномов Р{^ и Рр получаем

У Р, = р[։,-ь Р?>= [Р^Ц- РЛ + [Рз2,+ л(2)], ЦР)2,0 < — (1 < г<4).
1-1 4

Повторяя эту операцию V раз, где V—наперёд заданное натуральное чи 
ело такое, что

2ЛР 
2’ ’

для каждого получаем

£Р/=£ Р?’ (1С5<*),  
1 /-1

^<֊^(/=1,2,•••, 29. 

4'’
р?’ = £ ф’РДг- 1,г,--, 21),

где числа 1 = по* 1 СпН՝<•••■֊<получаются из построения Р?'
Из (1.30) и определения Р/, 1 = 1, 2, М (см. (1.25)) следует

Р,и) = у Р/Д- / = 1, • • •, 2; (1 < з < V), (1.31)
/-1

где Р[]։ (1 1 </^25) есть полином по функциям Р*/  (х, у)՛
4 = п(Л п^ + 1,..., Л& (см. (1.30)).

Из построения Р1^ очевидно (см. (1.28), (1.29)), что для каждого 
п = 1, 2,•••, существует к(п) = 1, 2,-՛-, 2' такое, что

(1-27)

(1.28)

(1-29)

(1.30)
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Используя (1.25) и (1.31), из (1.32) следует

II Л’ 7" *'">  Я" **">  / , Р 11 -ЕА-Х Л” (133)
7—1 <••։ I 1 /12 И —1 1—1 [2 2

Очевидно, что полиномы £ Ьн Р^ — Р^\у=1, •••, Д/ ортогональны
1—1 1—1

(см. (1.31)). Следовательно, имеем (см. (1.33))
*<») „А!-’ И / л * (л) , ,\П2 1Рч - Е Л?’)! < к £ ь„ рч - р/;>1 .< ±. (1.34)

Из (1.34) имеем
п т к (л) т . -1
£ £ 6/у Рц (х, у)= V у Р[У(х, у) + оЯ1Я (х, у), рла|3< —. (1.35)
1-1 ^-1 1-17-1 2’

Отсюда следует

2

О о

к (п) т
тах 1 I тах 

.) 3 1 л. т<Л' 
о о

dxdy-г
2

+ 2] ]։ тах \г-*пт 1’ dxdy. 
о т

С другой стороны, имеем (см. (1.27), (1.35))

(1.36)

Л’ Л' Л/։
|3Я,П)։ dxdg^.— <1. (1.37)

(* и О о

Фиксируем натуральное число о так, что

(1.38)

При фиксированных 1<з<>> и 1^։^2*  полиномы Р’у’, у =1,2,•••, 
(см. (1.31)) ортогональны. Следовательно, используя вышеупомянутую 
лемму ([11]) имеем (см. (1.29.), (1.31))

Р?’ = V РЬ։>=(Рн’+ • • • + р^*-^«^* ’) +(?Р/Л + Р1(.%+ ■ • ■ +Р{$) = 
,-1

Вновь используя эту лемму, получаем

Р<” = <” + <՛> = [Р'р <’>+ /$> <’’] + [Р<<> + Р!^ <’>],

|^,(1с|-֊»/ = 1,2,3,4. и 
£•
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Повторяя эту операцию а раз, где и есть число, определенное в (1.38), 
для каждого / ст получаем

£ р';> = £(1 с а < V, 1< /<2*,  1 а), (1.39)
у—1

|Р/7։ (/,К < Л А (к5 < 1 <» < 2"> к * < °* 1 <2')- П-40) 
2 2

Из построения полиномов легко убедиться, что если к (и) = 
•= 251+ 2'*4 ------- И 2* “ <•) (зх> а2 > • • • > 5„ (Л)), то для каждого 1 < ЛА

V Р</= р\*  , и = 1,..-, /V (и(л)<у), (1.41)
<-1 *-։

где г*,  /? = !,•••, и(л) зависящие от п натуральные числа.
Следовательно (см. (1.41))

Ь (л) т и (л) т .
X X ^֊2 «. т = 1, . ., М (1.42)
1=1 ,=1 4—1 у—1

Из построения полиномов Р//։(о> легко усматривается (см. (1.39), 
(1.40)), что для любых 1<тп<УУ и 1<^Си(п) существуют числа 
Ук(т) такие, что

т 1 1
2'*  2’ ’

и, следовательно, имеем

ДРЙ’(*.  ։/) = °*£ ,^;)(')(х,У) + о* ЛЯ։(х, у),

у < у (1< «» т < Д', 1< к < и (п)).

(1.43)

(1-44)

Из (1.42) и (1.43) следует

*(ЛГ) т и(п)**( т) п(п)
2 2 рй’ = 2 2 РЙ'И + 2 ։..«(! <», ш<ло. 

/“1 ;=1 *-1
(1-45)

С другой стороны, учитывая, что и (п)^у (см. 
(1.44) имеем

(1.41)), из (1.38) и

П! тах

J J ։<Л, 
и и

«(л) 2
У °ЛЛ/П

1 1

с!х(1у I I тах и
и о

и(л)
(л) V] |<4лт \2 dxdy <

*֊1

|3*ЛС1 I3 dxdy -С

I 1 
П՛ И(л)

тах У 
1<л, 

о и

(1.46)
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Следовательно, из (1.45) и (1.46) имеем

/ £ | з ,55’ |г^<2] /.л՛» „ х

0 0 0 0

о<л)с*։ ,я> /.,1,-112X Е Е Р'У рх^ + 2. (1.47)
/г«"*  /—1 ։

Очевидно, что Р\‘}—полиномы по двойной системе Радемахера. Тог
да из (1.24) и (1.40) получаем

|{(х, у); |Р/7(1) (х, 0)1 > а 2՜ <1/8> 2֊ <"8> }| < 

2д/?-2</я __ св п—(3/2)/ (3/2/д

" а1 2^ 2« а’

|£а и 0 |(х,0); |Л(;,(О(х,0)|>а.2-(д/8’.2֊<''8’}|<

I' 1<а 1</ I1

< с.«՜“ Е Е ( Е Е 2-(3/2>'-2-(3/2)Л<с,а-<. (1.48)
з«-1 /"1 \ /=■! /—*1  /

Легко убедиться, что каждая сумма ^Р(ц^ (1-Сз-См, 1 2՛’)
У-1

представляется в виде суммы некоторых полиномов видаР|,)(/> по раз
личным £-С°. Следовательно, имея ввиду, что числа зА, к=1, 2, - • •, и(п) 

и£'различны, сумму у > , можно представить в видесуммыполи-

номов по различным двойным индексам («, #)• С другой стороны, 
очевидно, что вне множества Ел каждый из полиномов Р1ц(/) меньше 
я.2-։.։/8).2-(//в)֊ Следовательно, если (х, у)~ёЕа, то для любых 
1 п < Л7 и 1 < т

Е Е (^^)<аЕЕ2 -2 =с»։- 
к-\ 1^.1 д-1 (֊1

Тогда, учитывая (1.48), очевидно
1 и (я) щ (т) 

П»ах ։ у у <св?-2.

Отсюда следует 
] 1 

С С и (я) кт) » . ։ 2
тахл, Е 2 с/х</0<с1О. (1.49)

ли1*"- т<лг *֊1  /-1 
о о

Из (1.36), (1.37), (1.47) и (1.49) вытекает (1.23).
Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1. Из (1.9) следует, что сумма

п т

Е Е (*)  (у) разбивается на четыре суммы
у«=1
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У У hl. 2/ gl (х) gj (у), £ £ b2l-i.2i r2l (х) gj (у), 
/■aj J ~~l (---1

p q p qУ У Ьи.2]-г gl (x) r2! (y), £ £ 6ji—1,2/—1 r2z.(x) r2) (y).
.-1 J-l l-l j-l

Поэтому легко убедиться, что для доказательства теоремы 1 достаточно 
показать, что системы {gig/}՝ (girz/} и ir2< г2/} имеют тип (2,2)s. Так 
как {#/}—подсистема системы {S/}, то она имеет тип (2.2)1 (см. (1.9), 
(1-10)). Таким же свойством обладает система [r2zj, и поэтому из 
леммы 2 следует, что {gi ф/} и {г2 ф/} имеют тип (2,2)՜. Следователь
но, учитывая, что система {ф/} содержит в себе {r2z} (см. (1.6)), имеем, 
что {gi г2/} и |r2z г2у) имеют тип (2, 2)3.

Итак, остается доказать, что система [gz gj] имеет тип (2,2)г. 
Обозначим

Ря(х)=' У, л-։*+1  Г/(х) * (1.50)
/-։*

(2‘<П<2* +։; Л = 1, 2,-••),

где az* ’ определяются равенствами (1.2). Из (1.8), учитывая (1.1), 
имеем

^(х)=Ря(х)+-1г=(<в*(х)֊г 8-4(х))(2‘<п<2*+ ’; * = 1,2,... ((1.51) 
V

в [5] установлено, что | ) имеет тип (2, 2)1. Тогда учитывая, что
(ш>] есть подсистема системы (ф/} (см. (1.16)) и что, согласно лемме 
2, система [ф/ Ру} имеет тип (2, 2)г, получаем, что система (ю, Р,] так
же имеет тип (2, 2)*.  Аналогично, {Р; г2,} имеет тип (2, 2)։. Следова
тельно, обозначая

?*(*)=«>*  (х) - г2* (х), Л = 1,2,..., (1.52)

имеем 

II П т 112 «00
'Ё Ё ьч Pl № (у) [< С11Ё 2 6'/. (1-53)

Аналогично, учитывая, что '\gi | имеет тип (2, 2)1, получим

|nSmP jz^li^l b'J gl ^|| S Ё • (1։54)

Так как {ш4} и {г2*}  = {ф*}  (см. (1.6))-ОНС, то {<?*}  (см. (1.52)) 
является ортогональной системой, причем

(х)|։ dx = J |ш*  (x)|s z/x + Г |г2* (х)|8 dx = 2. ^=l, 2,- •(1.55) 

е о о
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Обозначим

й(х)=^?*  (х)=—^=(ш*  (х)-г,*  (х)), (2*-<п<2* +1; 4=1,2,.-). 
р 2 у 2*

(1.56)
Тогда имеем (см. (1.7), (1.51))

Ях («) = г, (х), 8п (х) = Рп (х) + 0п (х) (л > 2). (1.57)

Следовательно (см. (1.57))

Е X ЬЧ 2‘ М 21 (у)= Ьч 81 (х) а/ (у)+ £ Ьу 81 (х) 8/ (у) + 
7-1 1—2/—2 /—|

+ 2^։ £«(*)  21 (^)=Х и Ьу (*)  Р1 (у) •<■ Е 2 Ьу Л (х)С) (у)+
I 2 ' .=2 /=2 ։-2 7-2

+ Е £ Ьч С՛! (х) 81 (у) + £ Ьч 8г (х) 81 (у), 
1-2 7-1 7-1

где при п = 1 или т=1 первые три слагаемых последнего соотношения 
полагаются равными нулю. Как видно отсюда, чтобы доказать, что {.£։ §/} 
имеет тип (2,2)2 и, тем самым, доказать теорему, достаточно показать, 
что справедливы следующие неравенства:

I. зир 
Л, т

зир 
л, т

!^ир 
л, т

I*?
Неравенство (1.58) следует из леммы 3.
Неравенство (1.61) следует из того, что (#; } имеет тип (2,2)'. Дей

ствительно, имеем

2 V 6//Р/(х)Ру(у)
[2 1-1 /-1

6?7, (1.58)
—2/֊2

V £ 60-Л(х)С/(у) 

(=2 7-2

О.У, 6?/« (1.59)

Л *Л  
^^Ь1/в1 (х)^ (у) 
.-27-1

Ц2 «х.к 2
||2 1=1 /=1

Ь՝ч > (1.60)

Л» 112
I! Ьи 81 (х) 81 (У՝) ֊ _ 1 о

£<■•1.2 £ ь2и- 
._ 1_ 1 (1.61)

։ 1
т [|2 Р р т 2

ыф X Ьч 81 81 1՛ = (*)| ։ ։иР 5 Ьч 81 (у)
т /-1 '112 Ли т

о о
1 ‘ 1

с1х(1у=

|^1(х),= с<х. зир (у) Ь/у<с,։ 2 5] 6//-
.) т 7-1 I 2-1 1-1.«-։

о о

Докажем (1.59). Полагая 2*  т < 2’+1, имеем

зир 
л, т

£ X ЬчР.М С,, (у)Г<2зир|£ £2 £ 1

<=2 7-2 « л» я и-2*=1  ув21с

3
Ьч Р1 М С/ (у) +

+ 2 зир 
л, 7, т

£ ^Р/(х)СДу)Г. 

(-1 7-2« I
(1.62)
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Учитывая (1.53), (1.56) и используя неравенство Гёльдера, имеем

v (1.63)
xtr։ kZi \ j-t 2*  / \ j-^ / 1=1 /-1

Используя тип (2,2)1 системы {Z3,} и неравенство Гёльдера, из (1.55) и 
(1.56) получаем

sup V £ bi. Pi (х) G, (у) | = I 
n. 1, rn /-2 J2 II

sup 
n, q. m

22 + 1—1
sup

чЯ

sup 
n

Аналогично доказывается (1.60), если использовать (1.54) и тот факт, 
что (#1) имеет тип (2,2)։.

Итак, теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Известно (см. [9]), что

у ъ (*)  у.1 (о=•! 171д^)1» п₽и 1
1-1 | 0, при остальных I,

где А^Л) есть интервал постоянства функций X/(х), ։ = 1, 2,•••» п, со
держащий точку х. Следовательно, используя тот факт, что макси
мальный оператор Харди и Литтльвуда имеет сильный тип (2, 2)
имеем

1
/ (0 dt | с/х< с18 j |/ (01*  dt. 

О

Тогда теорема 2 следует из леммы 1, если взять

Рп (х) = (х) и Qn (х) = <pn (х) (п = 1, 2, • • •).
2. Доказательство теоремы 3. Известна следующая (см., 

напр., [12])
Лемма 4. Система Хаара {%„[ имеет тип (2,2)*.  Точнее

sup jp 6/Zz(x) b'i (2.1)
n | /-1 1-1 

для любых чисел ).
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Следующая лемма есть очевидное следствие теоремы 2.
Лемма 5. Двойная система Хаара имеет тип (2, 2)г,

для любых чисел справедливо неравенство
1 I
[) 5яи„р £ £ ь՛^ ы /-/ ^хдУ < Сго х £*?/• (2-2)

•* и (л) —1 си со
= Е £ £ (а(Л)։.

л—1 1—1 л—11—о(л) + 1

Лемма 6. Пусть |<рл| ОНС на [0,1]. Тогда существуют по 
линомы по системе Хаара

V (п)
Р.Дх) = а^»/./(х); п = 1, 2,-.. (2.3)

1—И (п) 
такие, что

и (1) = 1, и (л) < V (п), а (п) 1 ОО, и (л) т СО при п —* ос (2.4)
и

1
£ Г[<ря(х)-Ря(х)|Чх<1. (2.5)

л—1 и 
о

Доказательство. Обозначим
1 

а[л) = <ра (х) 7/ (х) <1х; п, 1 = 1,2,- ••• 
о

Тогда для каждого П=1, 2,... имеем

?- = V л = 1, 2,---. (2.6)
I—։

Существуют числа и (п), п=1, 2,... такие, что

£ (а[”)։<_4г’ «(")<«(”+1)5 " = 2. ". (2-7)
1—ъ (л)4 1 ■<£

Существуют также числа 1=0, 1, 2,... такие, что

1*0 = 1» £ ^<^1+1՛’ ' = 1. 2»-”- (2-8)

Для каждого п = 1, 2,--- определим и(п) = £, при тк_1 п тк, 
к = 1, 2,•••, и обозначим

о (п)
Рп(х)= Л а<«)Х։(х), л = 1,2,-... (2.9)

1-и (л)

Тогда имеем (см. (2.6), (2.9))

- С, ~ /0(л)-1 ~ \
Ь(х) -Рл(х)|։«/х=^ ( (ар))«+ £ (а<л>)։) = •*

(2.10)



94 Г. А. Карлгулян

Заменяя порядок суммирования, с учётом определения v (п), имеем (см. 
(2.8))

. i" 'S՜' <»՛.•’)■= S S <»!”)•֊< S 2֊^ ֊ у • <2»)
■—1 1-1 . 1—1 »=mz i=l z z

С другой стороны (см. (2.7))
у j (2Л2)

л —! l—t> (л>-Г-1 л —I z X

Из (2.10), (2.11) и (2.12) следует (2.5). Справедливость (2.4) очевидна.
Лемма 6 доказана.
Доказательство теоремы 3: Пусть полиномы

V <п)
Р„(х) = X аН/1(х). п = 1, 2,-.., (2.13)

1—и (л)
удовлетворяют условиям (2.4) и (2.5) леммы 6. Тогда обозначая

ЯЛ (х) — 'рл (*) — Рп (х); л=1, 2,- • (2-14)
имеем (см. (2.5))

I
£ С|ял (х)|2 rfx-<l. (2.15)
л-1 J о

Пусть {b ։j}—заданные числа. Используя (2.14), имеем

Ä- (х, У)~ £ £ Ьц <Р1 (х) <р. (у)= £ £ ьи Р. (х) Pj (у) + 
1-1 у-1 1-1/-1

+ £ £ ЬЧ Р‘М ®/ (у) + U £ 61, «/ (х) Pj (у) + £ £ bij я, (х) а/ (у). 
I — £ у ам £ 1 ■—£ f I—а £ / ՛ £

(2.16)
Выберем последовательность натуральных чисел п,:, k = 0, 1,2,... такую 
что (см. (2.4))

по = О, «(л*)<и  (л*;-1);  i = l,2,---. (2.17)
Тогда очевидно, что для доказательства теоремы достаточно установить 
следующие неравенства:

sup
Цр. <1

£ Yb.jPt^Pjty) 
1-1/-1

l^c»i £ £ ь՝ч՝

1и 1—1 ;=1
(2.18)

I sup
Г’

S £ b‘J Р‘ (х) aJ (у) 
|™1 у—1

1 <cs, £ £ blj, 

0) i-iy—i
(2.19)

h°? £ Е bl)4i(x) Pj (у) 
1-1 ;-1

[<си££Ч-

112 1-1 j-r
(2.20)

sup 
л. т

£ £ 61/Я1(х) Я/ (у) 
1-1J-1

c« £ £ ь2՛/ ’

<-l 2—1
(2.21)
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Докажем (2.21). Используя (2.15) и неравенство Гёльдера, имеем

хкр 
п, ш

1 1
V V 6/у а/ (х) а/ (у) < £ У |6/,| |«г (ж)| I»/ (у)|'^ <1хс1у <

0 0 ’ 3

1 1

< | I Д Д 6?/ • Д Д |Х/ (х)|։ |։7 (у}|8 с!х4у =
0 6 1 <—Ь—1

1 I
-= £ ь'и [ X ь «’«'*• ( Й I’/ (у)12 £ #/•

- 1 Л 1 •) ‘=1 Л /-1 1-1 ;-1
о о

Докажем (2.19). Легко убедиться, что каждую сумму вида
пр т 
Е У ьч Р‘ (*)  “/ {у) 

1-1 /=1

можно разбить на две суммы 

п '’2*4-1  т р п2к+2 т
У У Убо-РДх)«,^),^ £ ^ЬиРах)^^).
*-°'-«2*+։/-1 *-"/-" !։4+!+։/-։

Поэтому имеем

пр т
5иР У У ЬЧ ^'(х) а7 (у) 
Р.т

•С вир
Р, м

р р2Л4-1 т
£ X 1]^Л(х)ау(у) 
t-.ni—«4*1-1  /-։

Р я2Ы-2 т
+ зир V £ V Ь^Р1 (х)*,  (у)

Р, т 1—л2* + 1-Ц у-1
(2.22)

Докажем, что

р п2к+1 т ՝2 » <• _
ьир V £ Ц60Р1(х)ау(у) ;| <ги^ ^б/2,-. (2.23)
р-т *-о  1-л2*+1  у-1 1։ 1=1 /-1

Из условий (2.4), (2.13) и (2.17) очевидно, что
"2*41  ° ('244-1)—

у; 61/А(х)= £ 61/4(х), / = 1, 2, --, к = о, I,--., (2.24)
^"■^2^4-1 /—и (Я2£ +1)

есть полином по системе Хаара, причём при фиксированном /=1, 2,... они 
составлены из попарно непересекающихся пачек системы Хааоа. Следо
вательно, имеем

р ® ("24 4-1) - а(п2р+1) -

£ I 61/Х1(х)= 61/Х2(х),
к&О I юи (Л2^ 4-1) /■=!

(2.25)

где в правой части полагаются равным нулю тс , которые не уча
ствуют в левой части.

Из (2.14), (2.15) и (2.24) следует



96 Г. А. Карагулян

* ("2» +D ~ 
S (М*

1—11 {П21 +1)
bij Pl (х)

"24+։
bii <fi (х)—

“24+1
— X Ьц at

<-лм+1

“г* • ։
dx <2 V 6?/ +

(’-"24+1

"г*'1 "24+1
+2 V 6?, £

я2*+1
(х)|։ rf.r<4 £ 6,2/

(“"24 + 1

и, следовательно, используя (2.25), имеем

Ё Ё (*</)  ֊ 
I 4®=1

- v ("24+2) ~ —

S X S (М։<
»•0/.-U ("2а + 1) /—1

Йу<4 £ £ 6?, • (2.26)

Из (2.15), (2.24), (2.25), (2.26) и леммы 4 имеем

I р п1к֊-\ т । 2
sup Ё Ё Ё ьч Р։ (х>а/ ^уУ. =
р, т к—О /=л2^+1 /—1 I 2

i| т р v (я2Л+1) ~
= > X >2 £

||p. m /-J 4-0 (-и (л24+1)

»("•>4ч1) ~

О О
1—1 | 4—0 I—и(л2а + 1)

v ("2p+D -

.2

>
| dxdy <

>
dxdy <

«. [• °<л2р+1)— 2 _ „

sup £ Ьц/.^х) rfx<c18 £ £ (6;/)’<4с18£ £6?у. (2.27)
I—1 J p i֊i /_։i_։ /_։о 1

Аналогично доказывается, что
il I p "24+2 m I 2
Ms S I <4c18V 2 6?y. (2.28)
IP. '"|*-0/-л 2О1+1 ;_.։ I 2 ,_։/„։

Из (2.22), (2.27) и (2.28) следует (2.19)՜.
Доказательство (2.20) аналогично доказательству (2.19).
Докажем (2.18). Очевидно, что сумма

/с—О £«л«2^ ]-1

а
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2 Yib4Pi{x)P,(y) 
1-1/ —I 

разбивается на четыре суммы

р q "21+1 "2f+l
/?2l(x,y)=ss 2 bijPi(x)Pj(y), (2.29) 

f—-0 J—O /—Л2/+1 /e*2f+!

„(2) . , P V "2 1+1 «2Х + 2
(x, y) = 2 2 £ £ bt] Pt (.r) Pj (y),

|—(J Л=4) *“"*2/4-1  /—

л|31 , P q *2/H fl2j+2/?p3Hx,y)=SE S X боЛ(х)РДу), 
։—0 j=0 Z^/»2 i-i-i -f-1 /“/։2j..j_j+1

.41 , P q *2/+2  *2*4-2
R% (x, у) = £ £ £ x b‘J p‘ <«) Ъ ^)-

1—0 »-0 1—«2/+j4-l /—»2Л.1+1

Имеем

SUP £ £ ‘b‘i'Ri (x) Р/ (y) sup | R^ (x, y)|. (2.30)
P> « 1—1 y-l *_1  p, q

Докажем, что

Ц sup I R% (X, у)| g < CM £ £ b?f. (2.31)
P. q 1-1 =1

Из условий (2.4) и (2.17) следует, что каждая из сумм
"21+1 «2х+1 ”("21+1' °("2х+1) —
2 £ 60Р1(х)Л(у)= 2 X 61/Х1(х)Ху(у), (2.32)
"21+։ У—"2х+։ ։■=" ("21+1) “ ("2х+։)

I, 5 = 0, 1, 2,-..,

является полиномом по двойной системе Хаара, причём эти полиномы 
составлены из попарно непересекаюпдохся пачек двойной системы Хаара. 
Следовательно, используя (2.29), имеем

... р д «(«214-1) °("2х+1) —
^(х,у)=ХХ £ 2 61/Х1(х)7./(у) =

/—0 5—0 /—И(Л2/4-1) /=« (.12^ + 1)

® (*2р+  /) v (л2«-гР—

= S s 6//Х1(х)Ху(у),
1-1 /-1

(2.33)

где в правой части полагаются равным нулю те Ь{. , которые не участ
вуют в левой части.

Из (2.14), (2.15) и (2.32) следует

о («211-1)

1—и (л21+1)

° ("21 + 1) 
X 

уиц (лпг+1) / —Л2 /4-1 /=/<254-1

61/ ?1(х)ч>/ (у)

bl) Pl (х) Pj (у) dxdy <

dxdy 4-2Х

7-1382
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А Р "2/+1 я2.<+1 „ J2 . .[(у У bij^i(x)«/(!/) dxdy<2 уJ J ,_4+1 ^+1 I <-»2Н •
I 1

«2/4-1 n2։ + l "?5+1 л2а+1 р Ր+2 у У Ь2ц у У (|«И«)|’Жс-1 1«>(₽)1։Ф<
/-«Я Ւ1 >“«շ5+։ 1-П21^]~Л2з+Х0 J

«2/+1 я2.» + 1 „
<4 у у ьъ

1^ոշւ+1 յ^ոշ^+1
(2.34)

и, следовательно, имеем (см. (2.33))
«(Я2< + 1 է

i—а (л2/+1) /֊ս(»շ։+1)

v <"2s+l)

Ճ
- ~ «2/+1 л2։+1 , - ~ _

4ՏՏ Տ Տ ^<4ууб?л
/^0 /=/ւշտ+1 /«I/ 1

(2.35)

Используя (2.33), (2.35) И лемму 5 имеем 

рр з
|sup|7?^(x, ։/)ISi< И sup у у bi։ Z/(x) 7-j(y) I dxdy-C
р.я J J P- я ,=i

0 0

<C1։ у у (M2 <4с1ву у b',r (2.36)
,-l y-1 l-l ;~1

Итак, оценка (2.31) доказана.
Аналогично доказывается, что ՛

llsup |/?<.*>  (х, с2в у у к = 2, 3, 4. (2.37)
Р- я

Из (2.30), (2.31) и (2.37) следует (2.18).
Теорема 3 доказана.
В заключение автор выражает благодарность А. А. Талаляну за ру

ководство при выполнении настоящей работы.
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Գ. Ա. ԿԱՐԱԴՈհԼՅԱՆ. Օր]>ո<յսէաւլ կրկնակի շարքերի րստ Պրին^սՏեյմի մեբողի զոպա- 
միւոոլթյսւն մասին (ամփոփում)

Ապացուցվում է, որ Ա. Մ. Օլևսկոլ կողմից կառուցված մի օրքէոնորմավորված սիստեմից 
աոաչացած կրկնակի սիստեմը ըստ Պրինգսհեյմի զուգամիտության սիստեմ ք։ Ապացուցվում է 
նաև Մենշով֊Մարցինկևիչի թեորեմի անալոգը կրկնակի օրթոնորմավորված սիստեմների համար։

G. A. KARAGULIAN. On the convergence of the double orthogonal 
eeriee by Prlngeheim method (summary)

In the article it is proved that the double orthonormal system of A. M. Olevski 
is a convergence system for the Pringsheim method. It’s proved an analogous of 
Menshov—Mareinkevich's theorem for the double orthonormal systems.
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