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Պատասխանատու քարտուղար՝ 1Г. Ա. ՀովհաննիսյանԻ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում 4 այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարս». 

կեէ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա ^Մաթեմատիկա» ամ 
սաղրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները*

1. Հողվածների ծավայը, որպես կանոն, շպետք Հ գեր ագան ցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն* ո լ ավեյի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ)»

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծ ավաչով հողվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում* Խմ բագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր»

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենաղրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրա Հեշտ Լ ամւիուիումներ հայերեն, անղյերեն
և ռուսերեն լեզուներուէւ

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվեի 
համապատասխան Լեզվով»

3. Մեծատառ Լատինական տառերը, որոնք միանման են համ անուն ւիո քրատաոերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իռկ փոքրատառերը երկու գծիկոգ 
վերևում»

Հունական տառերը պետք 4 ընդգծվեն կարմիր մատիտուէ, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա- 
տիտով, իսկ կուրսիւէ տառերը ընդգծվեն ալի քաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկալացվում են աոանձին էջերի »էրա, երկու օրինակուէ, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում»

5. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի »Լերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է* հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ 
ման տարեթիվյ», հոդվածների համար նշւԼում է* հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվյ» և էջերը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համ ապա- 
տառխան տեղում»

6, Լրբագրութ յան Յամ անակ հեղինակի կողմից կատարւէած քիլ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում»

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման Յամ կետ համ առվում է վերջնական տեքստի ստացմ ան օրը»

8. Հոդվածի մերՅման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեոագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերՅման պատճառների պարզաբանու- 
մ ով»

9. Հողվածի վերջում անհրաժեշտ { նշել այն հիմնարկի յրիվ անունը, որտեղ կատար- 
ված է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշէ» իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր»

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բաղրամյանի պող., 24բ, Գիտությունների ակա- 
գեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»»
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УДК 517.95

К. А. ЯГДЖЯН

НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ 

С КРАТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Введение

Пусть X С 7?л, г 61= [О, Г], 7>0, £,= — —, Д = — — , а-муль- 
г с*ху ։ дь

тииндекс

Р(/,Д,Д) = ДЧ 2 аЛ։(0 Д' Д, (0.1)
)<т

5) = £ ' £ R1, Рассмотрим уравнение
7+1Ч-*

Ри = / (0.2)

и для него задачу Коши с начальными условиями

и!/_/с== (х), ։=0,-• т—1, I (0.3)

Хорошо известно, что для корректности задачи Коши даже в очень 
слабом смысле необходимым условием является вещественность всех 
характеристических корней " = 'с/ (Л ։) уравнения

+ 2 а/, «(О т' Г = 0, ее Л’40- (0.4)
/+|։[=т. /<<п

Если они различны, то выполнена /.«-оценка [1], и, наоборот, [2]. Нас 
будет интересовать случай, когда все корни совпадают при некото­
рых (/, ?). Если теперь мы потребуем всего лишь, чтобы для любых 
достаточно гладких правых частей / и начальных данных <р/ задача 
Коши имела единственное решение, то вообще говоря, для подобной 
корректности необходимо будет накладывать некоторые условия на 
Р։, 5<^7П.

Часто эти условия называют условиями Е. Е. Леви [3], который 
указал достаточные условия корректности задачи Коши для уравне­
ний с характеристиками постоянной кратности (т. е. не зависящей от 
6 х, ;) при п = 1. Нахождению этих условий посвящены работы мно­
гих математиков. Обзоры этих работ можно найти в [2], [4], поэтому 
мы остановимся только на некоторых результатах, которые тесно Свя­
заны с интересующим нас случаем уравнения, коэффициенты которо­
го не зависят от х.
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Наиболее общее достаточное условие корректности задачи Коши с 
t(. = 0 для уравнения (по повторяющимся индексам ведется суммиро­
вание)

uit — Х։ (0(«° (6 «) i^l)xJ = b/ (t, х) uXj + b° ut + си + f, (0.5) 

где ). (0) = 0, X(f>0)>0, al> «В/>8 |S|։, S = const > 0, было предло­
жено А. Б. Нерсесяном [5] и имеет следующий вид:

t
У max |6' (t, х)| const X (t). (0.6)-

о
Условия для уравнений высокого порядка [6] в применении к (0.5) 
дают

max (t, х)| ֊С const )•/ (t), 
о x-.- :t

. (0.7)
dt )

В дальнейшем им же было предложено заменить X/ в правой части 
I

>’ (Н (*(0.7) на— -—, где Л (<) = I Необходимость условия (0.7) для
Л (0 Р

уравнений с С~ коэффициентами в случае, когда при некотором к.
dk X 
dtk

(0)=/=0 следует из очень общих результатов работы В. Я. Иврия 

и В. М. Петкова [2]. Для уравнений второго порядка с п = 1 и с 
аналитическими коэффициентами необходимые и достаточные условия 
указаны Т. Нишитани [7]. Необходимым условиям на главный символ 
нестрого гиперболического оператора посвящены работы [8], [9] [10].

Для оператора (п 0)

Р=D2 -г А2 ехр (— 2/՜") D2 4- iBtехр (— f՜") Dx, (0.8)

где А, В, п, I — постоянные, задача (0.2), (0.3) с ^ = 0 была иссле­
дована в [11] С. Тарамой, и было установлено, что задача корректна 
при Яе 5=А0 (ЯеВ=0) тогда и только тогда, когда I <0 (I < д).

В [12], [13] автором для уравнений с двукратными характеристи­
ками были указаны условия на 1т Ь1 (<) и Яе Ь‘ (7), достаточные для 
С^-корректности задачи с любым которые в широком классе 
операторов являются и необходимыми.

В настоящей статье мы обобщаем результаты работ [12], [13].
Формулировка результатов. Относительно характери­

стических корней ту(/, ?), / = !,••■, т> предположим, что

(6 S) =X(f) Ху (6 {), у = 1,-..,т, (0.9)

где X(;C1(J), X (0) =Х/(0) = 0, X (Z)^>0, £]>0, и с некоторой постоян­
ной ст

с 21) < мо. < ио
1 л (о х (о л (о ’

t
, а f х (s) ds, i e J°=(0, T], 

oJ (0.10>
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а
h(t, 5), i=hj. (0.11)

при всех 4 f2 J, 5£/?n\0. Для простоты изложения предположим, что 
a/..eC(J)hC1 (J»).

Обозначим через СТ (J; Н1) класс функций, осуществляющих 
вместе со своими производными по t порядка т непрерывные ото- 

- т \ 1Д
бражения J в Hs (Rn) с нормой I J] supflD'uM , где J-Jj—норма про- 

\z—o /
m—1

странства Hs (Rn), а через Е։ (и; t)—сумму £ \D‘t и (4)Ц^_։^_р когда 
1-0

она имеет смысл. Конус {(4, х)£}Х^՞; |х—х°|-С Т (4°—4)} с вершиной 
(х°, 4°) обозначим через Ат (х°, 4°).

Теорема 1. Пусть функции М(4, ;), /»1,..., т, веществен­
ны, выполнены условия (0.9)—(0.11), и пусть с некоторой положи­
тельной постоянной с для всех а, у, и всех 4 £}°

|£>‘ ал « (4)|< с'^-1 (4) У ' к = 0,1. (0.12)
\ л (О >՛ \л (О/

—֊ ) , *=о, 1. (0.13)
л (О/

Тогда существуют положительные постоянные з0, С, такие,
что для любых 1С£ у у (Еп), )=0,-•

т
т—1, задача (0.2), (0.3) имеет решение R ^(Ъ ^<+ш-/). Это 

‘-о
решение единственно и удовлетворяет при всех I £ } энергетичес­
кому неравенству

Es (и; 4)< С ( Es+s,(u; tc) + (0.14)

При этом задача (0.2), (0.3) имеет обычный конус зависимости, 
т. е. из/Ц(х, =0, ?/|А-т(х.,(.)пи_1с>=0,у<т—1, следует аЦ(д,>(Ч = 0, 
если

|f|>max |т, (4, В)|, |Е|=1. 
i,‘CJ

(0.15)

Отметим, что для задачи с 46.=0 условия для оператора с гладкими 
ко эффициентами, зависящими и от х, главный символ которого имеет 
характеристические корни, слипающиеся с бесконечной по |х| • 4 ско­
ростью к нулю, эквивалентные (0.12), (0.13), приведены в [14].

Таким образом, при выполнении условий теоремы 1 задача ока­
зывается корректной в смысле следующих определений.

Определение 1. Задачу (0.2), (0.3) с 4С£5 будем называть 
С՞'• “-корректной, если:

(Е) для любых <?у £ С“ (ЯЛ), у = 0, • • -, т — 1, С? (Д; С“(7?л)) 
существует н^С”(Д; С“ (Л՞)) решение задачи (0.2), (0.3);
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(иА) существует конус зависимости, т. е. если тЯлу*», 'А
О <у < т -1, /|А-1(Х, =0, то «Ц (л /։) =0, где (0.15) и Т (<•֊/) >0

Определение 2. Задачу (0.2), (0.3) будем называть равно­
мерно по ? С"1՛ “-корректной, если (£"), (6/к) имеют место для всех 

равномерно.
Условие (0.12), (0.13) являются необходимыми для Сп- “-коррект­

ности задачи Коши в классах операторов, описанных в нижеследующих
теоремах.

Теорема 2. Предположим, что для некоторого вектора 

5 £/?Л\0 корни {’/(6 Е)}Г вещественны и допускают представле­

ние (0.9) с непрерывными функциями [>7 (?, ?)|Г, у довлетворяющи- 
ми (0.11) для всех и функцией ).($, удовлетворяющей (0.10). 
И пусть

£ 1т ал, (0«’=>֊т -։-у (0 ֊ ֊■• 1 = 0,- • •, т -2, (0.16) 
1И-«-։-/ л (О *(0

с функциями V, ьо„ •••, Ьт-2^Сг (Г)ПС(Д) такими, что при

V (0>0, ֊‘Ф- <
V (/)

МО 1
МО |1пХ(01 ’ (0.17)

т-2 т-2 ),(/)
2 16/ (0)|¥=0,2 Р 6/ (01 < с -֊֊■ • (0-18)
Л-0 2-0

Предположим далее, что для всех I =■ 0,- • •, т —1, у =0,• • •, т —1»
т — I—у 0
р: 2 аЛа(/Н’1<с).™-/(О^'֊4֊֊-У (т7тУ> *=0,1, (°-19)

1«!-^./-/ \ Л (О / \Л (0 / 
а оставшиеся коэффициенты а/, С (}) Л С1 (}°), у=0, • • т — 1, 
удовлетворяют неравенствам (0.12) с |а|=0.

Тогда, если у (0) = 0, то задача (0.2), (0.3) ни при каком/г. £ ] 
не является Ст- “-корректной.

Случай более, сильного нарушения условия (0.13), т. е. большей 
■скорости стремления к нулю функции ч в (0.16), а также случай на­
рушения условия (0.12) описываются следующей теоремой.

Теорема 3. Пусть для некоторого вектора $ £ Ля'\0 и для 

некоторой пары (у, Л), 0<£-Спг—1, т — у— £^>0, имеет место 
.представление

2 «, (;)?•=>.•-7(0 ֊’ (0.20)
н-4-7 и« / >(0

с комплекснозначнои функцией 6£С։(,|0), неотрицательной функ­
цией ч^С (.1°), с X (/), удовлетворящеи (0.10), и пусть при некото­
рой постоянной в >0

V (0>0, |1п (6 (01 |<с, < С А(֊-, t е Г,
<И I А(0
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0<^<(т-7-1-6)^-----(*֊1)4> «СР. (0.21)
V ■ к Д

а для остальных

(/, Л). ^=0, •••, т-1, т-/֊Л>0, ал., £ ал.(0 Г* С С Ц),
|а|—т-*—у

К
I 2 алио^|<с)т֊/(о(!44֊1-У- (0.22)
||«|_т-а-/ , \ л (։) /

Предположим далее, что непрерывно дифференцируемые на 

комплексные корни (т—/)-ой степени из Ь (£)/|6 (<)|> обозначим их 

через (О)™՜7 , можно так пронумеровать и разбить на две 

группы {2/ (/)}[, {^‘ (0)^+1'/> 0<гСт— /, что 1т 7 -.-СО, и с некото- 
т -) 

рыми положительными постоянными 3, ох 
т!п |1т (/)| ^-о > 0,

г+1<1 (0.23)
тш |1т2/(/)|> — (1+3^ т1п 1т £/(/), (0.24)

~ ։</<г
г+1 / т-/

(При г =0 первая группа пустая, и условие (0.24) отсутствует). 
Тогда если Нт * (б) =0, то задача Коши (0.2), (0.3) с <с=0 не 

является Ст՝ "-корректной. 
/

§ 1. Доказательство теоремы 1

Отметим предварительно, что предпосылки предлагаемого нами 
метода доказательств имелись еще в работе И. С. Березина [9]. Опи­
шем метод вкратце.

Кокасательное расслоение Т* (} X Рп) с помощью вспомогатель­
ных поверхностей / = ^(5), / = /е, разбивается на три области 
(зоны). Здесь 0<^ (<)</;< Г, |?|^> М, и будут уточнены ниже. В 
первой зоне, содержащей многообразие вырождения, оператор Р ве­
дет себя как оператор с коэффициентами, интегралы (по /) модулей 
которых ограничены функцией с 1п |;|. Во второй зоне доминируют 
младшие члены и учитывается еще и порядок оператора (но не тип!). 
Наконец в третьей зоне, где доминирует главный символ, проверяет­

ся выполнение условия |1т А* ({, с)| -С с —1՜ ’ откУДа

г
|’|1тД*(т, 5)| </г<с(Ц-1п(1 + 1^1)),‘ (1.1)՝ 
I • * ■ ՛ ՛* •

Г:

где А* (£, Е)— корни полного символа оператора, т. е. решения урав­
нения
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Д">+ V aj, « (0 ? = 0. (1.2)
/+1ар. mt J<m

Очевидна связь условия (1.1) с условием гиперболичности по Адама- 
ру 115]. В каждой из зон получаем микролокальную энергетическую 
оценку (т. е. оценку образа решения при преобразовании Фурье по 
переменной х).

В условиях теорем 2, 3 в одной из зон это не удается, поэтому 
задаем на ее границе данные Коши, подходящим образом выбранные, 
и прослеживаем за ростом образа Фурье решения при |;|-»оо.

Итак, введем функцию = /։ («) как решение уравнения
|Е| X'"՜1 (/։) |1п X (f1)|«֊։=JVï Л™֊» (1.3)

Здесь положительное число Nt будет выбрано ниже. Определим также 
функцию = /֊(?) как решение следующего уравнения:

N Л (fE) = -WlnX(/;), (1.4)
где положительная постоянная Л будет уточнена ниже. Нетрудно про " 
верить, что если А/Л^ достаточно велико, то t--, при больших М.

Предложение 1. В условиях теоремы 1 для обыкновенного 
дифференциального уравнения

А"И(М) + 5)=/М)
J+\i\<m

(1-5)

с параметром ; £ 7?՞ существуют положительные постоянные с, 
я—1

к, М, N такие, что для энергии решения Е (I, и)= £ |£)‘ и (/, $)|*при 
1-0

всех |?£>ЛТ, з։£[0, /е] имеет место неравенство

(1.6)

Доказательство. Рассмотрим первую зону При 

U
/+|а| т— :

/Ч*> 
U «)
А (Л)

7+1«1<т-1 \х (fjlln X (/х)|

о

7 >.«)
|*| (m-îj-m-H+H+l

I HnX^I, (1.7)

и так как функция Л/(Х |1п Х|) ограничена, а |а| (т —2) — т J- j 4. |а| -|_ 
+ 1^-0, из (1.7) выводим

(1.8)
О
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Далее, функция X (X |ln|/A)m-2 монотонно стремится к 0 при t -* О, 
откуда

1п 1?|= ]п (Nx-------------------------- ) =1п Л\-1п X’ (Л) -

ln (Л) По >■ (СИ'"՜2
A"֊2 (f։)

и если s^>0 достаточно мало, то X"՜*՜* |1п Х|т-2<^ Д'“՜2, и тогда

In |;| > — s In X (fx). (1.9)

Оценивая dE (t, и) 
dt I

и используя лемму Гронуолла получаем (1.6) для

всех 51։ 5, £ [0, /։], |;| > М с постоянными, зависящими только от кон­
стант в оценках условий теоремы.

Рассмотрим теперь зону [<1։ Л]. Введем вектор и —(и, О/и,---, 
1)?՜^ и) и перепишем (1.5) в виде системы первого порядка

Di U= AU + F, где F = '(0,- • •» 0,/). (1.10)
Обозначим через p (f, 5) положительный корень уравнения

pm—1 — |;| X" (0 A։-<" (t) |ln X (Öl'՞՜1 = 0,
а через N՜1—диагональную матрицу с элементами (7V_j)h = o*z р*~։, 
где о*/ —символ Кронекера. Тогда (AQ//= З/у р_'+։. Введем новую не­
известную функцию V=NU, которая будет удовлетворять уравнению 

DtV — BViNN~} V4- NV, (1.11)

где B= NAN՜1, и ее элементы Вщ выражаются через элементы Д* 
матрицы А следующим образом: В*/ = р/-* Ды. Но Д*,*+։=1, и

Art(f,O= 2 а*֊ъ« (0 Ёа, т, (1.12)|а| <;т - Л +1

а остальные Ащ равны нулю. Поэтому

12 (omp*-ffll 2 а*֊1.«(0И<к-J+14-m *+Р|<«

(1 \ т—*+1—1»|
— |1п Х| )
А /

Но
/ XQ) UI у < /|Е|А«)\<"֊2 < Z|E|A(fe)\"-»<Nn_, 

4ilnX(f)|/ Л|1пХ(«е)|/
и

p֊m I pk-m)m-A+l |Ц(»| *+' ''"'I/”

< Y '•,“1Я+*-։ /Ici A (fe) \" >’։֊"»+*-> = N„
4|InX(<)|2 "4|lnX(fe)[/

так как при [а|^ 0, Æ>1, к 4՜ Ы’-С т имеем т |а|—т-}-к—1>0.
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Если же |а| = 0, то р«֊" |а*_։. .(£)!< const. Таким образомJ5|<cp. 
С другой стороны, ясно, что ЛЛ/.Ч-'КсХ/Л. Поэтому для И) =

= £ I И/ (t, с)|* получаем 
1-1

dE 
dt

<с/р+^)£+с|/|. (1-13)

Очевидно, что для всех Sp s»CP1>

С другой стороны

Таким образом, при всех s1։ s։ £ [fx, fg], |;| ^>М, имеем

J р (т) <А < с In |5|, с, |Л/-’|| < с |<|. 

«1
Используя теперь лемму Гронуолла из (1.13) легко выводим (1.6). 
Предложение доказано.

Замечание. Условием с1'^>{т — 1)!тп мы воспользовались 
только при введении первой зоны. Ее возникновение связано с тем, 
что, вообще говоря, 1С =#0. В противном случае, когда 1С = 0, можно 
принять во внимание неотрицательную определенность матрицы МУ՜1 
что приведет к отсутствию в (1.13) ядра

Рассмотрим теперь третью зону, т. е. Т. Покажем, что
оценка (1.6) остается справедливой и при 51։ ։2 £ [<е, Т՝] за счет интег­
ральной (по 0 гиперболичности (т. е. (1.1)). Для ^этого в (1.2) осу­
ществим однородную замену Д = Х(0|;|т. Тогда у будет решением 
уравнения

1"+ 2 f S (M։l)'-m В* + Ву+1^ 7' =0, 
0</<т \|а|—ш —] /

где

(1.15)

Д/+։ s £ (< |5|)у-т aj,«(f) 5е, j—Q, ■ • m -1.

■Согласно условию, при 0<Г<Г, $=£0, корни ц*= К* (t, £)/|Е|, Л = 
’•■։ т, уравнения
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Г+ Е ( 2 С'֊|В|)'-՞ ал .(/)$• и' = о (1.16)

вещественные и простые. Поэтому, если мы докажем, что в (1.15) до­
бавки В) малы, то корни уравнения (1.15) будут аналитически зави­
сеть от этих возмущений и, следовательно, представляться в виде 
рядов

7‘ (6 0 = 14 (6 ?) + Е а‘, /„ ,т В['А' •. • (1.17)

Действительно, т$к как / 4т—1, то

|5/+։|< |(>. |;|)>-т «л о |+ I £ (X |«|У-" аА. (<) В«| <

/ 1п М<։)1\я*-/-н< С (А (<ь) Е|)'-” +с £ (т. . г.) <с £ ^+1*1-'՞.
\лПб2 1’1/ 0<|։|<т—1 —/

Поэтому для любого положительного е за счет выбора /V и М полу­

чаем V |Ву|<^г при всех ^]> |?|>Л/.
Р՛։ ՝ . .
Итак

д*а,о-мом*.о+мо|5| % <-.>тв\՝---в1-, щв)
։»+■••+ /„>0

где

а*,-.., 1, о,--.о(Л ’) = — 
У

(/֊1)11#~п а, Н
П (И* (6 «)—Нг (6 Е))’ 

г+к
Следовательно

1т Д4 (/, $)= А (/) 1'1 $ {а*..1о...о (#,') 1ш В}+\В$ О (1)}, (1.19>
/—։ У

откуда

£ (4^1)/֊'"
/+/։|«.т֊2

Иу.а(0 «' 4֊

V (). |;|)У-'Я 1т а/ 
/+|«|—т—1

|1т Д* ({, с)|</. (<)|?|

»>—У—1«1-2

+ 0(1)). (О |?1 V |ВУ|։ < С |1п 1 .
• ' 1 1 \ X л2 (015| /

Таким образом, для любого кт при всех имеем



IT Д // I )• (Qln* MQ \ (1.20)
|Im A* (6 E)|< c Ц до + • Д» до |S| )

Аналогично, легко убедиться в том, что при указанных t, Е
|М6 '.)!<<*(') |Ф E)|<cMf) |Е|, (1-21)

|Д* (6 Е)— д/ (6 Е)| > cS*/x (0 IM* (1.22)
Далее, пусть N՜1 = V (Д1> д։»’-. д«) есть матрица Вандермонда, 

диагонализирующая А, тогда при [fE, Г|,

Е (51։ И) < с (1 + |Е|)“|£ (з։, Ю + | |/ 0, Е)|-Л |-

■։։

С учетом того, что < с |։| "~։, ЦЛ(|Сс, получаем оценку (1.6) для 
указанных 51։ з։. Но для остальных з1( $։£[0, Т՝], |;|М (1.6) имеет 
место согласно предложению 1.

Для завершения доказательства теоремы 1 достаточно осуще­
ствить в (0.2), (0.3) преобразование Фурье по переменной х и вос­
пользоваться теоремой существования и единственности задачи Коши 
для обыкновенного дифференциального уравнения с параметром и уже 
доказанной оценкой (1.6). Существование конуса зависимости прове­
ряется как в [16].

§ 2. Доказательство теоремы 2
Если задача (0.2), (0.3) является Ст՛ “-корректной, то с помощью 

теоремы о замкнутом графике устанавливается, что для любого ком-

(МУГ’Ксу- (1.23)

Вектор V = NU, где U=‘(и, D, и, ■ •՛, D?՜1 и) удовлетворяет 
уравнению

Dt V = AlV+iNNTi V+ NF c F ='(0, • • •, 0,/),

где (Al)ki = ^ki Да- Для энергии E(t, V)= | Vk (/,?)[’ нетрудно вы­

вести, что 
dE
dt

‘ л-т|-Г)Е+1Н1' ։)|‘Л2 (/) / (1.24)

при всех T՝]- Но

С ). (т)1п։).(т) , 1пП(т) i ------------------а՜ —------------ -—J Ла (г) Л (Т)
<6

2Г>.,(х)|„ч,> 
,։ J ։.(х)Л(х)

<lnaMf;)
"* Д(#0

Н 1п ).(/£)< С 1п |Е|,

поэтому с помощью леммы Гронуолла из (1.24) выводим, что для всех 
5ц [/=, Т], |;|> М верно неравенство
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пакта Кс.]/.R" существует постоянная С к такая, что для любого ре­
шения (0.2), (0.3) с/=0

£ S“P \DÎ Dx и| < Ск £ sup |Z>x?4, 
к hi^C/(. Кт-1 Г/СП(>-'О

(2-1)

где Г*, есть объединение конусов зависимости всех точек К.
В условиях теоремы 2 мы построим асимптотическое решение, 

для которого оценка (2.1) не может иметь места. Будем искать его в 

виде и ((, с)ехр(/х-5), где « = Е|5|/|5|, |?|-> го, а и ((, ;) есть решение 
уравнения (1.5) с / = 0՛

Предварительно отметим следующее. В условиях теоремы 2 ут­

верждение предложения 1 остается в силе для всех ? = $ |?| /|?1,
Более того, в силу „слабости“ нарушения гиперболичности (по 

определению гиперболичность эквивалентна Ст՛ “-корректности задачи 
Коши), которое имеет место в условиях теоремы 2, оценка (1.6) мо­
жет быть продолжена на зону [(=, /3], где (3 = (,(?) определяется из 
условия

|;|Л (4) = Л'։ *.(/,) 1п։Х(#։), (2.2)

за счет оставшейся интегральной гиперболичности

|Im Д*(т, 0,'^'<с(1+1п(1+1ф), £=1,- т. (2.3)

Здесь, конечно, в чем нетрудно убедиться.
Действительно, рассуждая точно так же, как в § 1 при получе­

нии (1.15)—(1.24), в нашем случае /3] мы должны только при­
нять во внимание, что слагаемые (X (() |?|)։+^՜™ I V Im а/, ։(()ЕВ|, 

входящие в оценку |1т Д» (f, с)| не превосходят с‘- (() v (()), что
приводит вместо (1.20) к оценке

|1ш Д» ((, В) |-< с ’ МО
A(f)v(f)

мп in» мт
л’(0|£| /’ (2.4)

Но при этих t очевидно, что

MO <v MO fa* МО 
А(0МС'։ л’(01-1 (2.5)

Поэтому, осуществляя преобразования § 1 вместо (1.24) получаем

\dE 
\dt

Л X 1п» Х\ 
к А«р.| ) £ + 1/1’. *<*<*»• (2.6)

Из (2.3) и (2.6) уже нетрудно получить (1.6) в зоне [(е, (3].
Рассмотрим теперь зону [(3, 7]. Рассуждения § 1 относительно по­

ведения корней {△*){” в зоне [(г, Г] и, в частности, разложения (1.18), 
(1.19), оценки (1.21)—(1.23), сохраняют свою силу, исключая только 
(1.20), (2.4). Покажем, что тем не менее существует зона [/<, 7*], в 
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которой старший символ доминирует, и, как будет доказано ниже, 
оценка (1.6) имеет место. Действительно, пусть /4 есть решение урав­
нения

— Л'< In Л (/<)=* (*<) Ь IM-
Ясно, что Далее, в зоне [Л, Г], |;| > М, имеет место (2-4). С 
другой стороны, при t > ta

i (П in* к (Q . х(р 1 ։ 
A’WIM ՛ А (0* (0

так что

|Im Ад (6 с)|՝< с , &=!,•••» т. (2.7>
Л (Л v (О

Вернемся в зону [/„ Г]. Исследуем функции Im Д* (t, 5). Для 
этого перепишем (1.19) в следующем виде:

—Im Д* (/, О П (1Ч (/, 0- и, (6 ;)) = 
/. (/)

= -vji и* 0 bj (о- (m~1)!/\(/)v— и*՜1 <'• Im Cm->-» W - 
j-V * \Ч

- Л.(<)/(<) У /•՛ (t, ;)I У (>• (0|M)y-m Im « (О «։ + 
՛■ \Ч j-i 1’1 ж—/-։

+ л(0|;1 0(1) |В;|), л=1,---, т.

Очевидно, что с некоторыми постоянными 8։, о։, 0 8։ < det j(/ —1)1
Р *՜’ (6 ?)К /-1 С r's- С другой стороны,

>.(/) '|։| - А(01М .V3

AJ/bU) . I р а с \(0 In* ՛■ (t) _с_ ֊
ЧП I A(f)IM /V,

т-2
Пронумеруем теперь корни Д* так, чтобы числа Дь=— V /I |1Д0, ;)6у(0)

разбились на две группы: и где ZA=0 при А:< г, и Z^O
при Л^-г-*-1. Из (0.18) следует, что вторая группа непуста, т. е. 
г-С/п —1. Тогда с некоторой постоянной 3^>0 при достаточно ма­
лых t и достаточно больших Na

Цт Д4(/, Е)>8->(') , f>#։, Л=г+1,...,т
А (0 v (f)

и

|1п» Д* (f, 6)| <0 (1) ■֊֊֊, t > fi։ к=1, • ■ •. г.
А (0 v (О
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Обозначим я* = sign Im Д* (/, с), к = г4֊1,- • •, т. Согласно теоре­

ме Виета У Im Д* (/, ;)| = |Im am-։,o(O|< const, а с другой
*il

стороны

У 11т Д* (/, ?)| > (т — г) 81 (/)/(Л (֊) ’ (О). Следовательно, среди а* есть 
к^1
разные, и, не ограничивая общности можно предположить что, ят=—1, 
От-1 = 4՜ 1.

Осуществим как и в § 1 замену У=Ми, где №~'1=У (Д1։ Д։, ••• 
•••, Д.„) и для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

D, V = А И + iNNt՜' У (2.8)

с параметром ' рассмотрим при ( £։ вспомогательную задачу Коши
с данными на поверхности / = <։:

К (#„ ;) = и, (<„ ;)=•••= Уп-х (,„ В)=0, Ут ((„ Е)=1. (2.9)
т

Для её решения У введем форму 5(1, 0~— V / Ук ((, ։)|։ — 
*-г+1

Г
— у | У к (I, 5)\։. Обозначив ^1\1~г)к1 через п4/ для этой формы легк> 

«4 
получаем, что

</ 4' я» г
у = У 2» (1т Д*) | у 2 (1т Д*) | И*|։4-

+ у у 2<,кЬе(УкПк, И,)4-у у 2Re( И* niZ V,). (2.10)
*-г+1 /-1 *—1 1-1

В силу неравенства |нАД|-С сХ/(£)/л (0, t^t3, отсюда следует, что

— > с | Vf > a---- ----------  5 (f, ?), t > t3, (2.11)
dt Л (t) 40 1 (0 МО

с постоянной а^>0. Так как 5 (t3, £)=1 из (2«Н) выводим, что 
I

5 (t, 0> 5 (t3, 0 exp (a. f -~֊ dA >

• /, In 11*4 /, Inl(£)\ / , In 1 (f։) \exp I к-----1 ) — exp ( к---------I exp ( — к ■ )\ v \J H k v(0 J ч v(f։) J

с постоянной к >0- Но при достаточно малом е 0 имеем vl2՜* 1п*1-СЛ, 
откуда

. , 1 , А 1п։ Х\— In X > — In ------- , a >0,
a \ Л )

и, следовательно
с , In 1 (О \ (к5 (t, 5) exp ( к----- -Д-i- ) exp (------

\ ■* (0 / \ a •*

/.InX(0\ (k 1 .= exp ( к —J exp (;----------- In
\ 40/ \M40)

1 ln М6)Ь»Х(/3)\
(0) A(f։) )

(2.12)
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С другой стороны

5(/, ?)<£(/, V (/, 5))<сЕ(6 к (6 0).

Итак, существуют положительные постоянные с, <5, •(, М такие, что 
для решения и (/, 5) задачи Коши с данными, соответствующими (2.9), 

для всех Е = ;|;|/|5|, имеет место неравенство
.т .

\?1|£>{«(б5)/։>ср.(П]1'(П(1 +|Е|)’(/։), 1><։. (2.13)
<-о

Учитывая также и оценку в зоне [0, /3] приходим к выводу, что 
для и (/, 5)ехр(Лг-Е) при достаточно большом |:| оценка (2.1) с ^с=0 
не имеет места. Итак, для #с=0 теорема доказана.

Рассмотрим случай {<.■= Т. Для этого осуществим преобразова­
ние, приводящее нас к системе уравнений (2.8), и для энергии Е ((, 0 = 

т
= У |Ке(6 ?)/2 стандартным образом выведем неравенство

с1Е ((, 01 ' с _ 
Л I ''' С А

^֊֊֊ £(бО + 1/(б*)Р, 1>ц. (2.14)
(0 * (0

Но

1 Л (0 7 (() 7 ((,) л, ՛
։.

Таким образом, (1.6) имеет место и для всех 5Х, Г], |;|>Л0.
Итак, „разрушение“ решения как в случае #с~ 0, так и в слу­

чае (с= Т происходит в зоне [/3, /4].
Рассмотрим для системы (2.8) задачу Коши с данными на по­

верхности I = Ц:

Их(/4, ?) = ..•= Ит_2(6, ;)= Ия(/4, В)=0, Ит_։(/4, 0=1, 
и для ее решения введем форму

=- 5= £ а* । ук р, о|з + £/ и. а, 01։.
*-/■+։

Вспомним, что з5?п 1ш Лт_։=1. Тогда

м Х(0>(0 ” 

и так как 5Х (/4, 0=1> отсюда получаем

Ь < I < Ц,

•$1 (/։> 0 > ехр (а >
\ 3 * (О * (0 /

> р. р,)]-՜®’('Л?7®»։ |<|' ® ;

(2.15)

(216.)



Условия корректности задачи Коши 17

Дальнейшие рассуждения ничем не отличаются от проведенных для 
случая 1С — 0. Теорема доказана.

Следствие из теоремы 2. Пусть выполнены (0.12) и условия 
на главный символ, фигурирующие в теореме 1. Тогда условие (0.13) 
эквивалентно условию гиперболичности (1.1), которое, в свою очередь, 
эквивалентно Ст- “-корректности задачи Коши (0.2), (0.3).

Что касается условий (0.12), то, на наш взгляд, они, вообще го­
воря, являются необходимыми условиями локальной разрешимости 
(0.2) в окрестности точки I =0, х=0.

Замечание. Как видно из доказательства, можно несколько 
усилить теорему 2, отказавшись от условия непрерывности в точке 
<=0 функций Ьо, •••, Ьт-2, и заменив его условием на функции

(I) = - V՜;! (6 ?) ((), к = 1, • • •, т.
У-о

Потребуем, чтобы для каждого к либо Нт Дь (0 = 0, либо с некото- 
(-0

рой постоянной г 0<8<|Д* (0|<г-1 ПРИ всех Тогда если сре­
ди Д* (I) есть отрицательная, то задача (0.2), (0.3) с tc = 0 не яв­
ляется Ст- “-корректной. Если же есть положительная функция, то 
задача (0.2), (0.3) с Т не является Ст- “-корректной.

§ 3. Доказательство теоремы 3

Как и в § 2 мы построим решение, для которого (2.1) не выпол­

нено. Пусть снова и (£, Е) есть решение (1.5) с /=0, « = ; |«|/|?|. Иссле­
дуем поведение по (/, 5) его энергии. Несколько отходя от обозначе­
ний § 1 обозначим через следующий минимум:

^ч ^ч ^ч .X*.

= (5) = пип {а, Ь |;| X (а) |1п л (а)| =271*(а)Л (а),

|«| ).'”-1(6) |1пХ(6)|—’ = Л"֊։(6)| (3.1)

и рассмотрим зону [0, Вспомним доказательства оценок (1.7), (1.8). 
Совершенно аналогично получаем

а/,« (т) Е < — с 1п X (^), 0 <<<#!, (/, к) + О, к),
о (3.2)

для всех |;|М, к=0, •••, т. Поэтому остается только заметить,
что

2 . 0) е«
II ? * Л • |а|=т—}—

— с 1п X (/х), 0 < { (3.3)

Из условий теоремы выводим, что — 1п X (^) с 1п |Е|. Оценивая
ШЕ (I, и) 

| и применяя лемму Гронуолла получаем (1.6) для всех $1։

€10, М, |В|>М. 
2-27
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Покажем, что оценка (1.6) может быть продолжена на зону [21։ 2։], 
где 2։ есть решение уравнения 

1
|;| Л (2։) = —^ Vя’՜4 “7 (2։) 1п X (2։), . (3.4)

Нетрудно проверить, что 28^>2Г Обозначим через рх=Р1 (6 ։)> Р=Р (2, ?) 
положительные корни

и воспользуемся диагональной матрицей ТУ, (7У)*/ = 3*/(р + Р1) 41 для 
перехода к новой неизвестной вектор-функции И = №1}, где СТ—1 (ц, 
Аи,-• £>7~։ы). Запишем уравнение (1.5) в виде системы первого по­
рядка (/=0): О։и=Аи. Тог да /Л V=BV+iNN} ’ V, где В = МАМ~1, 
и как нетрудно убедиться, [ЛДОГ1|^сХ//Х. Ясно, что Вт/=(р +р1)/֊'пДя։г, 
поэтому, каки при выводе (1.13) в доказательстве теоремы 1 ||2? (2, «)|’^ 
< с (?! (2, £) + р (2, ?)). С другой стороны

У (р (Ь О + Рх (Ъ 0) Л < с 1п |$|. (3.5)

«։ т
Поэтому для энергии Е (2, V) = V | V* (2, $)(’ теперь уже нетрудно

получить оценку Е (з1։ И) < с (/+ I;))24 Е ($։, I') для всех 8։, з։£ [2Х, 22]. 
Учитывая еще и очевидные оценки ЦЛГ-||С с |5|, ЦЛ^-Сс получаем не­
равенство (1.6) (/=0) в зоне [2։, 2։].

Рассмотрим теперь зону [22, 2֊], где 2; определена в § 1. Здесь 
доминирует коэффициент, для которого условие корректности нару­
шено. Действительно, так как т (т—/— к) — тп+/^֊0, то для лю­
бого положительного а при достаточно малом Т

\ |5| Л (2) /
1 

— ХЧ ~ - - m—J
< , /|h >■ «,М 7 ((,) \* '՞՜ ՛- .

IU«.) ) ('։)<՛

Итак, будем считать его главной частью оператора и строить 

диагонализатор. Обозначим через Д* = Д* (2, $), к = 1,- ■ т—J, ре­
шения уравнения

Дт֊7+5(2, В) = 0, (3.6)
где

В{, S) = _рГ->. 

\ л (0 / * (О
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Тогда Д* = Pi е ?*, ?* = arg Л*, к = 1, •••, т—J. Запишем уравнение в 
виде системы первого порядка Dt U=A U и построим частичный диаго- 
иализатор матрицы А:

֊ 1 0 -
(1+р) :

О
М՜’ = - -

о (1 + р/1:

О -(1+рН И(Д1։---։Л -) , 
- - гл -J _

где V (Ди •••, Д • -)—матрица Вандермонда системы [Д/)5В~-/. He­
rn— J

трудно проверить, что матрица NXA представима в виде Вг + В2, 

где Вг— диагональная матрица с элементами (Вх)** = 0, если k-CJ, и 

(В1)*»=Д если к Z>J> а матрица В., такова, что (|В2 (t, ;)J<c(l + 
к ~J

+ ? (f, ՝)) при всех с], M. Действительно

/п — k—J
Pl (/։)>Л2|6(/Я)| /. (t2) In /• (t2) 

A (tj

m—J

и с другой стороны, если (j, k)=(J, к), j-^J, m—j— k^>0, to

"C c
z. ■ m-l

(H-?)>-m+J<c.V՜ m (1+p (#.«))•

Если же (у, к)=/=(у, к), т—у—к=0, то а/, о (01 (1+ р)’՜7 р/-я,+1 •< 
<с (1 + р).

Итак, после частично диагонализирующей замены И — по­
лучаем систему

£>/ V = Вг V + В£У + гММ?1 (3.7)

для которой рассмотрим задачу Коши с данными на границе (= 1г зо­
ны „микрокорректности“:

И/ (^а> 0 = si«» /=!,•••. ГП.

Введем обозначение о։ = — sign Im Д/, l—r +!,•••, т 
решения задачи (3.7), (3.8) рассмотрим форму

(3.8)

для

т
V a _

t-j
(3.9)
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Тогда

— =2£Г 1т(Й/Р/ И) — 2 £ о ~ 1т (ИР/И). (3.10)
/-7+Г+1

Но
*? 74-Г / ). / \ т

2 у 1т(ЙР/И)>2£ (1т Д/_7)|И|։-сГн-р+ —)2|г'1։
/-7+1 ■ ‘ 1

(3.11)
(при г=0 первое слагаемое справа в (3.11) отсутствует), и

-2 £ о _.Лт(ЙР/И)>2 § |1тД,_?||И|։- 

I—7+Г+1 /- ?+'+!

_с^1+р+^Д|И/|«.

Следовательно

с , т /+ г^>2Р1(пнп|1т2/(/)1) £ |И|’+2рг (тт 1т 2, (/)) £ | И (։ —
б// ** л 1</<г л

г+։</<т-/ /_/+г+1 /-/4-1

-с (1+ Р + I И |*> 2Р1 (тш |1т 2, (01) { £ | И |>- ,

т -/ / _7+г+1

1 •?+г . 1 / ) \ т“нч ? 1|/'1'}-<;(1+₽+т),21|К'1'- (ЗЛ2)
*<-7+1 ’

С другой стороны, для любого е >0 при ^^-^2
1

/ М<) \т-' <?Л,Л՜*՜7 (0)11п )■(/,)[ \т՜*՜7 1 <^+7~п

\^(0Р։(0 0' \ л(0)|5| / |1пХ(0|т՜՜7 '

Поэтому из (3.12) получаем, что с постоянной а =5 (24-о1)/(1 + о1)

> аРх (0 0 •* (0 ՝). € [0> 0 ]• (3.13)
аг

Так как 5 (0, 5) =1 из (3.13) следует, что
/ е

5 (0, Е)> ехр( а у Р1(Ъ (3.14)

I,
Но 

- 1
г'‘ >. ю л՜ -4)1 го» > х

?, 1 ’« 1 т-]-1
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Далее

|,г-?-7л.-г-; Щ||л>.М|Г =л,։-*-71п. ~,
’ (*։)

А”-*—7 (te) |h X (lg)|* _ АЛ՞՜ *~у . . . ..т~>
*(*) чм՜1 ’

Поэтому с некоторыми положительными постоянными а, с

“ Т
5(f=, 1)>[л(*)] ’т՜7 (/։) V (#.). (3.15)

Из условий теоремы нетрудно вывести, что Xя (f=) N (In X (/=)|<А (t:) 
с постоянной 7?^>0, а следовательно X՜ ? (f=)>|E|. С другой стороны, 
X (G)^՜л (/х)> |։|՜?, поэтому с постоянной 7 >0

1 1
_ L+2-,4m т»^—и (/-)

S&, l)>|5| ‘ ՝ >|Е| ՝ • (3.16)

Принимая во внимание, что ЦЛ^ (6 Е)(«^ const, получаем, что S(f։,Q-C 
-^с£(/;, и (t-, Е)). Таким образом

Е (ft, U (О, ?))> С |։Г т(<5), с >0. (3.17)

Вместе с оценкой (1.6) (/=0) в зоне [0, /2] неравенство (3.17) при 
достаточно больших (Е( противоречит (2.1). Этим завершается доказа­
тельство теоремы.

' § 4. Обобщения. Примеры

Предложенный выше метод доказательств позволяет исследовать 
более общие гиперболические операторы с кратными характеристика­
ми. Опишем некоторые типичные ситуации.

1°. Разные скорости слипания.
Теорема 4. Предположим, что характеристические корни 

представимы в виде

■Ч (£, Е) =Х/(<)Х/ (/, Е), ։ = 1,..., т,

где X/ (/) £ С1 (J), Х( (0) — X/ (0) =0, X;(f)> 0, t >0, и с некоторой 
постоянной сх^> (т—1)//п для всех ։ = !,•••, т, Л = !,•••, т—1,



22 К. А. Ягджян

мо_ х* (о мл_ л (0 = г Xj (s) dS։ t e J0> (4.i>
XA,(/) 1/(0 A,(O J

Г7Н < тМр х‘+։ «><соп։‘ ' е Г- (4’2> 
>•* (г) /֊*+1 (<>

При Пт 1*-ц (<)Р՛* (#) =5^ О мы беа ограничения общности будем счи՜ 
<-»и

тать, что Х*ц(/)₽Х* (/). Пусть, далее,

ММИММ). (4-3>
при всех Е^ЛЛ\О если 1/ (<) ф )у (0> а для всех 1=1,-т—1, 

у=1,...։ 1 — г, при всех выполнены условия

мо(п>..«> V п 2!тЧ^|)<со”’‘՜ '՜ - (4-4>
V֊, Д*24/ А* (о 7 \ л< (О /

Тогда достаточными для корректности задачи Коши (0.2), (0.3) 
в смысле теоремы 1 являются следующие условия:

их«и «>( 'n 'м<> ՝|( )*•

\ ,-1 Д ,_)«! л/ (О Длт-/-х (0,/

(4.5)
/ \f У \^4՜։ »

\Dkt Im (OK с П (0 . ^=0, 1. (4.6) ‘
'.(-1 /\ А1’1 \ч )

2’. Интегральные условия. Можно несколько усилить теоремы 
1—4, придав условиям на символ оператора интегральный вид. Сде­
лаем это, например, в случае, соответствующем описанному теоре­
мой 1.

Теорема 5. Пусть функция удовлетворяет условиям 
(0.10), а точки ^(SJ, О определены выше в (1.3) и (1.4), соответ­
ственно. Предположим, что с некоторыми постоянными N, Nx, М, 
С для всех j, 1, и всех |с| > М

MS)
j |ал a (f)l dt< с |5|֊l«> In |5|, (4.7>

о

II 1 / \1 \ т m-l-J-т |а|С хж-п, w |ал.(#)|л<с|е| т in|5|,
Ъ(Е) ' ?

(4.8)

а корни {6k (t, $)}“ уравнения

дт+ S ?Reay,e(0 5« = 0
m—1 </+1о| т. )< т

(4.9)
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вещественны при <><։, j;| М. Обозначим через N~l (t, ;) матри­

цу Вандермонда V (Л1։ Д։, •••,Дя։), а через матрицу с эле­
ментами

/( J] аА_։ „(О 5*1՜ £ Im o4_l։(f)? V
' I'll</П—Aj-1 |։|=/n— k /

Тогда, если при |;|>֊ M
т
JIj/V (t, ?) A (6 ։) TV֊’ (t, B)J + |/V (t, ;) NT՝ (t, |)|| dt <c In fl, (4.10) 

■* i

« И(6 ?)| + k-’(6 5)J<c|;|c, f>h, (4.11)
то справедливо утверждение теоремы 1.

Аналогичным образом можно сформулировать теоремы, обоб­
щающие теоремы 2, 3, 4.

3°. Факторизация оператора. Пусть а/,« £ С“ (У). Если толь­
ко часть характеристических корней оператора Р представима в виде

т/ (t, с) = X (t) X/ (t, 5), z = l, • • •, г, г <^т,

и при всех 16 J, В =/= 0

•Ч (6 6) t/(t 5)| i =1, • • •> т, j=r +1,- • •, т i=/=j>
то оператор Р допускает факторизацию

Р (t, Dt, DX)=P1 (t, Dt, Dx) Pt (t, Dt, Dx) +mf1 Ri (t, x, Dx)D՝t, 

r-o
(4.12) 

где Pv Рг—п. д. операторы по x, дифференциальные no t, ord Pt=r, 
ordP։ = zn—r, ord Rj =— co и Рг—строго гиперболический. При этом 
условия на полный символ оператора Р достаточные или необходи­
мые (в смысле теорем 1—5) для Ст։ “-корректности задачи Коши вы­
полняются одновременно с соответствующими условиями на полный 
символ оператора Рг. Последние имеют либо вид (0.12), (0.13), либо 
(0.16), (0.19), либо (0.20), (0.22), либо (4.7)—(4.11). Вычисления в си­
туации, соответствующей теореме 1, приводят к следующим условиям1

|^ал.(01<сХ^(0('1^^У՜7՜1’?^?, 1=0,1, (4.13)
\ л (0 / \л (0 /

| D‘Im а»-!-,.,, в (01 < cX|։|+r-m (f) (к =0,1, (4.14)
\л (0 /

। а|> т—г, которые являются достаточными в смысле теоремы 1 для 
корректности задачи Коши (0.2), (0.3). Аналогичные обобщения допу­
скают теоремы 2, 3, 4, 5.

4°. Пример 1. Пусть 
t

Х(0 = ехр(—t~r), r = const>0, Л(0=уехр(—s~r),ds,

о
и рассмотрим уравнение
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иш - А3X»(О ս/.ր.ր + в (/) + с (о (/յ «/х 4-
Л (ք) л ա;

+ Р(|) „։=/. (4.15)
л3 (О

(а) Если

леи, /1>О, |Я‘В(О1֊Н^С(О1<с|1пИО|(^ ’̂ £=0,1» 

|Ее5(О| + |Ке,С(О| + |Щ0|<с.
то выполнены условия теоремы 1; (в) Пусть

В {է) = [й/1п /• (/)+ Ь/՝) (#)], С, V (ք) = (1ո 1п- • -1п |1п /|)՜ 
т

С(П=Р(О = 0.
Если Л>0, Հ>0, 6£/?\.0, то, согласно теореме 2, задача (0.2), (0.3) 
не является С3՛“-корректной ни при каких т > 1, ժ£Շ, £[0, 7՜]; 
(с) Пусть В (է) = Ь (1п л (0)Л (0. Л€С, Ь Հ С, Р(О=С(О = 0. 
Если V (0 как в (в), />0, т^>0, то задача не является С3, “ -коррект­
ной с /с=0. Пусть теперь *(£)—/•"(/). Если а>1, ձ=/=0, то коэф­
фициент уравнения имеет особенность в է = 0. Такие уравнения в на­
стоящей. работе не рассматриваются. Если а<0, то выполнены усло­
вия теоремы 1. Если а =0 и ₽е Ь =£0, то задача с /с=0 не является 
корректной. Если 0<Հօ<Հ1, 6£С\0, то, согласно теореме 3, задача 
с /с=0 не корректна; (Ժ) Пусть Г) Լէ)= С (է) =0. В(1) = եէ1 Л (է)/'ւ-3 (է). 
Если А£С\0, то, при любом 1^>0 выполнены условия теоремы 3. 
Аналогично рассматриваются случаи О (է)=ք=Ա, С (է)=~0; (е) Пусть

է

л (/) = ехр (— ехр է~ր), А. (/) = ехр (— ехр տ՜ր) ժտ. 

о
Тогда справедливы утверждения пунктов (а) — (с). Если же /?(/) = 
= С(#)=0, /?(?)= А ехр (—է~ր՛) Л (է)/)3 (է), А^СхО и ^>0, то выпол­
нены условия теоремы 3 (ср. с теоремой 4.1 [2]).
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 14.ХИ. 1963

Կ. Հ. ՑԱՂՋՅԱՆ. Կոշու խնդրի կորեկտուբյան անհրաժեշտ և բավարար պայմաններդ բազմապատիկ բնութագրի շներ ով օպերատորների համար (ամփոփում)

Հոդվածում ուսումնասիրվում է փոփոխական պատիկությամբ խարակտերիստիկ արմատ­
ներով բարձր կարգի հիպերբոլական տիպի հավասարման համար Կոշու խնդրի С°°՝ կորեկ- 
տությունը։ Ենթադրվում է, որ օպերատորի գործակիցները կախված են միայն է-ից։ Նշված են 
պայմաններ ցածր կարգի անդամների գործակիցների վրա, որոնք բավարար են Կոշու խնդրի 
կորեկտության համար, երբ սկզբնական պայմանները տրվում են ինչպես է = 0 հիպերհարթոլ- 
թյան վրա, այնպես նաև նրանից դուրս։ Բավականին ընդհանուր դասերի հավասարումների 
համար ապացուցված է, որ նշված բավարար պայմանները հանդիսանում են С® - կորեկ- 
տ ութ յան համար նաև անհրաժեշտ պայմաններ։
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K. H. YAGDJIAM. Necessary and sufficient conditioni for well-posed 
Cauchy problem for operatori with multiple characteristics (summary)

The paper deals with the operators with multiple characteristic roots. It is 
assumed that the coefficients depend on time variable only. For a wide class of such 
operators a necessary and sufficient conditions of ths well-posedness of the Cauchy 
problem is given.
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УДК 517.983 Р. Л. ШАХБАГЯННАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА С БЕСКОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ1՞. В цилиндрической области, основанием которой является С£-многообразие М с краем*, рассмотрим следующую параболичес­кую задачу:
Հ. / , Ւ_ д

, д 
д1 *=о /

х£М,

и (х, է)= ք (х, է), (1)
= Я/ (х', /), алг (2)

д

и

х'СдМ, 7=1, 2,--, т,
дки 
др

=0, к =0, 1, • •т—1, х £ М, (3>
где А — эллиптический оператор второго порядка, В — оператор пер­вого порядка, заданный на границе (подробнее условия на операторы 
Р тл Ы] приводятся ниже).В настоящей статье изучается разрешимость сформулированной задачи. Привлекая технику преобразования Лапласа она сводится к эллиптической задаче с параметром, исследованной автором в рабо­те [1].При этом решение задачи (1) —(3) получается как обратное преоб­разование Лапласа соответствующей эллиптической задачи.Однородная начально-краевая задача для параболических уравне­ний второго порядка исследована в работе М. И. Вкшика и А. В. Мар­ченко [2].Ю. Л. Далецким в работе [6] доказана однозначная разреши мость задачи Коши для параболического уравнения вида

др 1— + -±-5р[Д*(/, х)Г"а, х) А (/, *)]+ ... = 0 с начальными данными
ս|/-օ = Ф (.г),

Определение С£-многообразия см. в [1], [2].



Начально-краевая задача 27где х — точка функционального пространства, х) — искомый функ­ционал, Л" —вторая производная Г по х в смысле Фреше, А и А*— сопряженные операторы, зависящие, вообще говоря, от £ и х, огра­ниченные в соответствующих функциональных пространствах, а мно­готочием в уравнении обозначены младшие члены. Функционал Ф (х) принадлежит классу С(2)(/У7), где АЛ— представитель шкалы гильбер­товых пространств.Совершая формально преобразование Лапласа по I задача (1) — (3) трансформируется в следующую задачу:Р(х, >.) и (х, >.)=/(«, ՛!■), х^М, (4)(х', 5, >) “ (*> 2‘)|в.и=£/ (хг, ՝>■), х £ дМ, ] =1, 2,- • •, т (5)
(здесь через и, /, обозначено преобразование Лапласа по 4, соот­ветственно, функций и, gյ).Под преобразованием Лапласа (см., например, [3]) функции А (0, тождественно равной нулю при и для которой е՜7' А£ будем понимать функцию

ООА(/.)= Л^х А (0 =^е֊и А (^) ^,
где Х£ С7= {>.£ С, Ее Х> у].Как известно, обратное преобразование Лапласа задается формулой

71+/—А(С = ЛГЗ/А (/.)=— [ еиА(Х)<А2кг з
Т1-/~Для 71 > 7՛Задача (4)—(5), как уже отмечалось, подробно изучена в работе автора [1]. Опишем вкратце классы символов операторов Р (х, X) и Л(у (х', с, /֊) (полные определения даны в [1]).Пусть Н— вещественное гильбертово пространство /2. Простран­ство Н1։ по определению, гильбертово пространство последователь-/ “ \1/2ностей |х/}7_։ с конечной нормой =■• ( V х? а՜2 1 , где {аг — не- \/=1 ’ /убывающая последовательность чисел, а7^>1 и V а՜2 <-)֊ го. 1 — 1Пусть, далее, II—окрестность в Нх. Предполагается, что сим­волы операторов Р и Щ локально представимы в видеР(х, 5, Х)= (Д(х, *)+*)*,

к-0где А (х, 5)=(Дх(х) 5, £)+ (с(х), 5)4֊ с0 (х),
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(Аа (х) Е, Е)= V аи (х) Е։ Е/, (с (х), 5) = £ с, (х) Е(.I.y-lКоэффициенты ш/(х), с/ (х), с0(«) € CL֊ (£/), матрица предполагается симметрической, с(х)=(с1(х), с։(х),---) принадлежит пространству Н при любом х £ U, ».-комплексный параметр, принадле­жащий Ст. На символ А (х, 5) налагается условие эллиптичности:С՜' ||f < (Аг (х) 5, Е) < с Н։, Vх £ U, ^Н,/ “ Л1'2 где с>0—некоторая постоянная,|ф=( У. ) ՝ *«=»1 /Класс символов Р (х, Е. X), удовлетворяющих вышеприведенным условиям, обозначим через Е (U) (подробнее описание класса Е (U) см. в [1]).Обозначим через IE (а £.4) координатное покрытие СЛ-многооб- разия М, {‘Z։)—система локальных карт: t U*-* Н1г {чч) — наборфункций, удовлетворяющих условиюПо символу Р (х, Е, Х)^£(Л£/ определим теперь оператор Р - Пусть s^-2m, на функциях и^СЕ (М) оператор Р определяется сле­дующим образом: Pu^S^P« (6>
агде семейство функций [Ря (х, Е, >.)}, а £4, отображают X, (£Л) X ТУХ ХСТ -»С и подчинены некоторым условиям (см. определение 2 из [1])Аналогично определяются операторы N/ на границе дМ много­образия М. На границе dU окрестности Ut=.H1 символы операторов N задаются следующим образом:

N, (х'։ Е, Х)= (В (х', Е) + X)"' = (\+ £ Ьк (х') Е* 4- Л՞', (7)\ л—2 /;=1, 2, --, т, Ь = (Ьа(х'), 63 (х'),---)СЯ, yfx'^dU.Функции Ьк (х') бесконечно дифференцируемы на dU, аord Nj—nj<^2m.Пусть, как и выше, Ua, — координатное покрытие CL-мно- гообразия Л/. Обозначим через Г = -4\{а£Л, Ua ПдМ= 0}. По оп­ределению С£-многообразия, приа£Г дМ[}17а=0 и 7.։ (дМ[\ ил)с. с (х€ , х1=0}. Для любого а£Г обозначим через £/։= дМП Uo.Мы скажем, что на границе дМ С£-многообразия М заданы сим­волы Nj^E (дМ), /=1, 2,•••, т, если задано семейство функций (^.«(д/, Е, X)j, а^Г, отображающих X. (£/') X Н X Ст ֊• С, имеющих 



Начально-краевая задача 29представление (7), где х'£7„ (/7։), а коэффициенты 6։= (Ьг, ։ (х'), • •) 67Л Vх'С (см. определение 3 работы [1]).Определим теперь граничные операторы (5). На функциях и£СА*(Л1), при оператор М) определяется следующим обра­зом: /V; и = £ 7.: . С4՜1 )* и. (ЗУ
«-Г2°. Введем функциональное пространство, в котором будем ис­кать решение и задачи (4), (5). Как будет доказано ниже (предло­жение 1) решение и задачи (1)—(3) будет получено из решения и за­дачи (4), (5) с помощью обратного преобразования Лапласа.Пространство АСА (М, ч). Функция А (х, X) принадлежит, по определению, пространству АСЬ (М, ч), еслиа) Для любого а0^Ст функция А (х, Хо) £ СЬ° (М), причем как функция от X А (х, X) непрерывна в Ст со значениями в СЬ° (Л1).в) А (х, X) аналитична по X со значениями в СС° (Л/), при этомА (х, а) -» 0 при X—»• оо в Ст.с) Положим Х = о + п. Требуется, чтобы для любого а *У |о4-п|эт ЦА(х, о+й)||С(Л։) + со, (9)— «вгде К~^>0— постоянная, не зависящая от о.Пространство АСЬ (ОМ, ч) определяется аналогично. Функ­ция А (х', а), х' £ дМ, принадлежит, по определению, пространству АСА (дМ, ч), если выполнены условия а)—с), в которых необходимо заменить х на х', СА° (М)—на СА° (дМ), а условие (9) записывается следующим образом:

|о-|-Л|'» ||А (х, а+п)|с (ЛИ)<Л < ХГ< + по, (9')֊— ООгде постоянная К не зависит от <з.Обозначим через ЯК оператор задачи (4), (5):2Ки={Р п (х, X), х^М, А1-И,- • ֊. мД.и, хест| и пусть 2^— область определения его замыкания.Определение. Мы скажем, что функция и (х, X) £ 2 явля­ется решением задачи (4), (5), если и£ А СЬ(М, ч), ограничение и 
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на <?ЛГ:и|д)1 £ЛСЛ (дМ, 7) и для любого удовлетворяет урав­нениям (4), (5).Зэ. Предложение 1. Пусть /(х, ).) £ АСА (М, 7), (х'։ ))£

£ЛСТ(дМ, 7), а и (х,՛)—соответствующее им решение задами (4), (5).
Тогда и (х, I) = Л՜՛1 и (х, л) является решение задачи (1)—(3), 

соответствующее правой части / (х, /) = Л 1 / (х, ).) и функциям ■ - -
(х', /)= Л-1 (х', ՝!■), заданным на границе дМ, при этом Рии

Н] и1аи непрерывны по I со значениями в С1?(М) и СП (дМ) соот­
ветственно.Доказательство. Пусть и (х, /.) — решение задачи (4), (5). Проверим вначале выполнение условия (3). Имеем для к, Ъ-^.к^т—1 и з > 7

а ֊/ •»
д* и 1 Г . . . (в+Ь) / ~ \ ,-------  = ----  | (з 4- КГ е и (х, а 4֊ г~.) (р-, 
дР 2-/3 

։-/-откуда
^4֊։՜!* |и (х, а 4՜ г*")|

вт/"У 1’4- Л|‘Ци (х, 34г։'")||С(И) </-։-<-Я\<4- со. а— /х>При выводе последней оценки мы воспользовались условием (9). Из этого неравенства очевидным образом следует, чтои. . = 0, при < 0 и к = 0, 1, • • - ,т — 1. 
оРДокажем теперь, что и = Д-1 и для любого ^^>0, а также, что функция и удовлетворяет уравнению (1) и граничным условиям (2).Функция и (х, /.) £ Л СТ (М, 7), следовательно, в силу условия а), она непрерывна в Ст. Пусть« = ^7 2 « (х, 3 4֊ 1

— интегральная сумма для интеграла
а-т/Л’“лг (х> 0= =т^-7 Г и(х, о+н) е(з+/т)/^т.
а-/Л’

»+/—



Начально-краевая задача 31Имеем lim Лд',1;ы = Л.№ и в CL° (М). По определению решения шах Ь-.у-Ои $SK, откУда следует, что Ajv,\ и £ Следовательно, к функции Ал՛./« можно применить оператор Р. Имеем
Р(х, В, X) Л^уй = V (А (х, Е)+ X/)4 А^УЙ=А^\ Ри = 

к^О

= (% 2 с^‘'•'& (*» ’)]*-'“՝) =

'к-0 1-0 /

= £ £ Ck.tA^jQ.1 [А (х, :-)]*֊<)= V £Ск.1 [А (х, В)]4֊'Л^ДХ' й). 
А=0 /»U Л-0 /=0

—1 • *** —1 **Из условия а) следует, что А.у, ,(XZ u)-» А.у (Х։и) при шах |Д\,| —• 0 в пространстве CL° (М). Таким образом
л — in 1 ~ -
Р(х, «, X) Ад«’/ и - ск. i [Л (х, ;)]*֊•՛ А,у1 (X' и).

Л—0 /—0С другой стороны, мы имели, что Адг’у и -» А^1 и в СР(М). Поль­зуясь теперь замкнутостью оператора Р в CL° (Л/), получим, что Ад՛ и 6 и
РА^ й = V V ск t[A (х, ;)]*“'A.v' Х'й).

*-Р /=иДалее, из условий в) и с) определения пространства ACL (М, •*) имеем: А у՝ и֊» A^itu, при N -» оо и
Р А"1 и - £ ск. i [Л (х, ;)] ‘֊'Ах՜’ t и). (10)

t=o l^oВ обоих случаях сходимость имеет место в CL° (М).Еще раз используя замкнутость оператора Р будем иметь
Р An} и— Р АГ-t и- Заметим, что Afjj/J ц) = отсюда и из (10) лг— Otlполучим

Pu=A^t (ZY'Ck.ifA (х, В)]*֊' X' ц'՝) = X*—О 1-0 /

• =агЛ(р (х, в, х) ;)=лг\7=/ (х, /).Из непрерывности A£2< (>'и) вытекает непрерывность по t Ри (х, t) в С£°(Л/). , •Таким образом, доказано, что функция и. удовлетворяет урав­нению (1) при любом £>0.Рассмотрим теперь граничные операторы. Имеем
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ТУ* (х, > )и (х, >.)1э,и = (х'> ')> к=1> 2’՜ ">т‘Функция и (х, >•) 6 Поскольку она является решением зада­чи, то ограничение и на границу дМ: и|йИ £ АСА (б»ТИ, 7). Тогда со­гласно условию а) определения пространства Л-СЦдМ, т) и|ЙИ не­прерывно в Ст со значениями в СЬ°(дМ}. Далее очевидно, что (А Л’1,/ и)|дЛ( = лл’.։/(“!։»•*։) и так же как и выше получаем
15т Л^,’; (и|й<и) = А^1 (и|йи). (Ц)

шах |д-у |-*оИз принадлежности Л,у,։/(и|лн ) к 2^ выводим, что к ней можно при­менить оператор Разлагая его, как и выше, по степеням л, по­лучим
(ТУ*« ?,Х) А^у;)|йл։ = [(В(хи)+Х/)-*Л^<и = 

=лл֊,։7[(в(х', $)+)/р(;)вя)]=“ 2 С;>' (в (х, *))"*֊' )1 =
1-0Условия в) и с) определения пространства ЛСД (дМ, 7) обеспечивают при ТУ—»оо сходимость в СД° (дМ):

Л Лл։ и)[ у С1 [в (хг, ог*-' дгл ()?; 
/=и д.ИИз замкнутости оператора ТУ* итого, что Лдг1 и|йи-» Л».!/и й и , по­лучаем ТУ*п д.И
/пк -֊

= Ах՜-!/Ус, [В(х', $)]"*֊'
\/-0

= АК2/ (ТУ* (х', ).)и)ки = Лл_!,£* (х'։ ՝).)=gk (х'։ Т)при любом <>0.Непрерывность ТУ* и|й ։, по I в С£° (дМ) вытекает из непрерыв­ности Лх_1, ().‘ и]ЙА։), I =0, и*. Тем самым установлено, что функ-ция и — Ах-/ и удовлетворяет граничным условиям (2), чем и завер­шается доказательство предложения.



Начально-краевая задача 334°. Обратимся к вопросу о существовании решения задачи (4), (5). Как уже отмечалось выше эта задача решена в работе [1] (тео­рема 2). Приведем ее формулировку.Теорема А. Пусть операторы Р и И/ удовлетворяют усло­
виям, приведенным в п. Г՜ и, кроме того, связаны следующим ал­
гебраическим условием’.

det
dxx

>•) W*. а (х, х1։ ։'» >•) ¥= о,
х, “ОVx'e'Z«(£/j, М + |>֊|¥= О, ;'=(;,, ?։,•••),

где «ч,»» к = 1, 2,-։։> т—базис в пространстве устойчивых реше­
ний уравнения

Ро ։ (х, — 1՛ V =0, X £х» (П,), (11')
\ <1хх /

а Ри,,— слагаемые представления главной части символа Р.
Тогда для достаточно больших |Яе )| оператор ЯК задачи (4), (5) осуществляет изоморфное отображение на пространство

т
СЬ° (М) X П СП {дМ) и имеет место оценка /<=1

JSD?՜1 (/, ^ц՜ • -С С |Re )| * ||]yJC(.K) + У ^Лср.И) |» (12)Теорема. Пусть операторы Р и Nj (/=1, 2, •••, т) удовлет­
воряют условиям теоремы А, / (х, t)^&CL (М, 7), Л/_а gt (х7, f) £ ACL (ОМ, 7) с достаточно большим |у|. Тогда задача (1)—(3) 
однозначно разрешима.Доказательство. Пусть 7 ^>0 достаточно велико.Имея в виду предложение 1 однозначная разрешимость задачи (1)—(3) будет установлена, если мы докажем, что решение и задачи (4), (5) (существование и единственность которого обеспечивается теоремой А) принадлежит пространству ACL (М, 7).Проверим вначале условие с) определения пространства ACL (М, 7).По условию теоремы f^ACL (М, 7), a gj£ACL(dM, 7). Тогда для них справедливы, соответственно, оценки (9), (9՜). Воспользуемся теперьоценкой (12) для решения и задачи (4), (5). Из нее следует:J|o4-n|'n ||« (х, a-]֊ fc)|c ( И) d-г < С |Re >.| — X — м X { [|а -F n|m (х, а + Zt)|c ( И) <Л +
3-27
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+ S fl9+»xl"k; (*'» ° + ։ЧЯС(ди) d'} < Ci |Re)-l *։ 
/-1 J J-  Mгде C\ — некоторая константа, не зависящая от Re >֊.Последнее неравенство означает, что для и выполнено условие с). Далее, из оценки (12) вытекает сходимость[|и§С(И)=[|5К^,|/,£1,--֊ • • ՛, ^m|l!c (ii) 0, при >.-*», т. е. требование, входящее в условие в) определения пространства ЛСЛ(Л^, l).Проверим теперь условие а). С этой целью воспользуемся пред­ставлением для регуляризатора задачи (4), (5), полученного в [1]. Ре- гуляризатор, отвечающий внутренности многообразия М, имеет вид

*7= v z: fтх։. с/-?1 )* ♦«/, (13)

а решение и = R о (Е 4֊ Т) ', где T—P'jR —Е (Е—тождественный оператор).
defСуммирование в (13) проводится по z^B = \а^А, Ua П^ЛГ=0], а {'5„} — накрывающие многообразия М.Символы слагаемых представления (13) принадлежат соответ­ствующим классам 5]^т+‘,։» введенным в [1], [2], откуда следует» что эти операторы порождаются счетно-аддитивными мерами цв (х, 

dz, л).Обозначим через С։ = ®« Pq\ (/^' )* '?«• ИмеемС« 7 (х, '•) = [7(х—г, >•) И« (х, dz, л),
где интегрирование ведется по fiv a x£Za (6Л )=И։с/7։. Для дока­зательства непрерывности C„f по ՝> рассмотрим разность

Ci f (х, л-|-Дл)— C.f {х, )-)=J/(x—z, )֊+Дл) |ч (х, dz, ).-ЬД).) —
~ J7(*— х» '■) И» (х, dz, л) = у [/(х — z, \ + Дл) —

—7(х — z, )•)] н« (х, dz, л + Дл) ++ 17(х — z, >.)[[*« (х, dz, л-f- Дл) — (х. dz, л)]= /։/ + J27.
Оценим вначале слагаемое /2. Функция / (х,- л) равномерно огра­ничена по л. Следовательно, Ц/|]с (И) К, где К^>0 — некоторая кон­станта. Далее для любого е>0 найдется такое о>0, что



Начально-краевая задача 35Уагх [и« (х, Х-}-Дл] — [ь (х, дг, /.)] < а,при |ДХ|< ?. Отсюда при /Ал|<^о имеем<8/8? (.И; Уаг* Ь1« (*• Х+Л')—Н« (х, ).)]< г к. (14)Для оценки оператора /х выберем R ^>0 настолько большим, чтобы при ЦгЦ/у, R имело место: Уаг^ (х, ((г, X — ДХ) < г при любом х £/.,(£/,) (этого можно добиться в силу равномерной непрерывности на бесконечности мер [*»)• Представим теперь /х в видеЛ 7= ( [/(*—'• + д՜')—7(* — *» >■)] !Ч (х, (1г, X + ДХ)4֊
+ У [7(х-з, /.+ЛА-7 (х - г, ).)] ։ц (х, <1г, X 4- ДХ)== /Е 7 +/7- 

1'\п, чИмеем в силу равномерной непрерывности / и равномерной ограни­ченности Ц։ : Уага -С А'։87Л.(и,) <8/7^. >-+ДХ)-7(х\ Х)ДС((1) Уага И, < з Кх. (15) Наконец, для имеем такую оценку (|гЦН։> R)И/Лчк.) <2Йс(.и) р.<2 Л в. (16)
Из неравенств (14)—(16) вытекает непрерывность С,/ по X. Исследуем теперь регуляризатор задачи вблизи границы дМ. Он имеет следующее представление (см. [1], теорема 2):

РХ = ^Р^,+ £3«., (17)
а_Г «гГздесь Р+—оператор проектирования на границу, а

Р+ Зя (7 • ■, £«) =£ Р+ Р (хг/5) <?'. {Ро7’. I (У.;1 )* 'Ь.7+4՜ )* '■'«[?/ А/у и0|а,=й]),
>-։ (1֊р (Х1/«))[՞(л1 )* ба7],тде р (хх)— монотонная функция, удовлетворяющая следующим усло­виям: р (*1) С-(/г։+), Р (хОХ), р(хг)=1, при хх<-|- ир(х1)=0, ХХ>1, 

— ширина полосы, в которой оператор Р приводится к некоторому специальному виду, I — оператор продолжения, 2>,. — канонический «базис в пространстве у стойчивых решений уравнения (11՜)» Ио~Р» I/՝
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Справедливость условия а) для слагаемых Q»2 проверяется точ­но так же, как и выше, поскольку их символы равны нулю вблизи границы.Операторы Р+ Q-.1 состоят из двух слагаемых. Для первого сла­гаемого имеем: символы ф* продолженные нулем в при­надлежат классу ^д2я1+,',г и, следовательно, операторыCÏ։,=z. Р+ Р (Х1/8) «pi А;1.0 /= х: Р+ р (х։/5) <?.’ * h РоТ. о I порождаются мерами |i<]) (х, dz, л) и непрерывным образом отобра­жают пространство CL° (Л/+) в CLP ( И«) ( И« <= //+). Таким образом, имеем представление
С‘։)/=Р+ J/(х-г, >•) |4” (х, dz, ).).

Непрерывность С'У f по ). доказывается теперь повторением рас- суждений, проведенных для операторов С».Рассмотрим, наконец, операторы
С(а?/= р (х։/о) <pi 52У1, = р (xj/5) «pi * ф« У/, « (/=1, 2, • • •, т).Продолжим их символы нулем в //х\ Ии. В силу леммы 2 из [4] /п\ —л I 4՜ «, х .при —1 операторы Ce, j принадлежат классу 2,л։(։*,а) (0*0—любое, е 0) и, следовательно, в силу предложения 3 работы [4] для любого существует счетно-аддитивная мера Ра.Дх', х1։ dzJ,/)заданная на такая, что имеет место представлениеУл Р+ C^ig (x-, X) = Р+ p (x'-Z, )) P,_ J (x', x1։ dz', X). (18).

Изучим ядра G,.j операторов P+ C™j:
G'^(xN,X1. (ИЛ-։,>) = Р+(24‘(Я՜”'2 J

. ХС1”/(хЛ, x։, (V)"~:, л) rf (S')"՜1.Аналогично тому, как это было установленно в лемме 2 работы [4], для ядер Gif] имеют место равномерные по >• оценки+ (19)при у/у, п и хл £ Р'а П Н^. = \xN^Hi, х1(>0), а также оценки для моментов у
sup J |z2 Gif? (х", х1։ (/)"-’, (г')“՜1 (20)

яя-1для yN, п и при любом фиксированном x-v£/7*’f) уа։Далее, поскольку симв олы рассматриваемых операторов „слабош зависят от далеких переменных, имеем также



Начально-краевая задача 37sup (Z, x1։ (z')n-\ >•)- G^Ntk}^+k, xv (z')-։, <,,„«֊1,-0 ***«+<« (21)*€4при N—• o=, k —* оз.Из оценок (19)—(21) (см. [5], теорему 3.3) следует равномерная ограниченность Var, щ,,, после чего почти идентичными рассужде­ниями проводятся оценки, аналогичные (14)—(16), из которых выте­кает непрерывность операторов Р+ по X.Таким образом, проверено также выполнение условия а) для 
•слагаемых регуляризатора /?։ задачи вблизи границы дМ.Для рядов (13) и (17), представляющих регуляризатор задачи, соответственно, во внутренности многообразия М и вблизи границы, справедливы оценки вида (12), откуда непосредственно следует, что при |Re Х| а (а— некоторое фиксированное число) упомянутые ряды

т равномерно относительно X сходятся в CL° (М) и CLP (М)Х р CL° (дМ).

По условию / £ACL (М, 7), gj£ ACL (дМ, 7) и, следовательно, удов­летворяют условию а) определения пространства А СЦМ, 7) и АСЦдМ,ч), откуда в силу равномерной сходимости рядов (13), (17) по X, выводим, что
R f и Rx (f, gi,---, g„.] также удовлетворяют условию а).Далее, в силу теоремы А при достаточно больших |Re Х| опера­тор SD? задачи (4), (5) обладает обратным оператором 3D?՜1. Отсюда получаем, что и для решения и =DD?՜’ {/, glt •••, gn,\ задачи, предста­вимого в виде ряда, равномерно сходящегося относительно X, при |ReX|>X0 (где Хо достаточно велико) выполняется условие а).Для завершения доказательства теоремы осталось проверить, что решение и задачи аналитично по X со значениями в CL° (М) (тре­бование, входящее в условие в) определения пространства ACL (М, 7)).Установим вначале аналитичность слагаемых С„ f регуляризато­ра R. ИмеемС, f(x, >+ДХ)-Са/(х, X) _ р/(х —z, XАХ) —/(х — z, X) ДХ J ДХX 1֊, (х, Л, 1+М+ С Л»֊*. 1) >■ <**■*+*•>-!■» <*■*,*) _ J ДХл/+/</■ (22)Выбирая, как и при оценке Jv R^>0 настолько большим, чтобы имело место: Var, Ра (х, dz, ). + ДХ) е при любом х (; 1Л, представим затем J3f в виде
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Уз7= у 7(х-г,к+м)-7(х-г,х) (х>к+дх) +

+ Г 7(х-гЛ+А).)-7(х-г, X) И։ (х> )>+ д>֊)= у' у+ у; 7.

3 Д>-
Иг|„ ЖВ силу аналитичности / по X со значениями в С£° (М) имеем, что существуетцт /и-,. х +*>.)-/(*-«..а._7;(х_г,

Д>—О ДХв СЬ° (Л/), откуда ввиду равномерной сходимости под знаком интег­рала следует существование 11т Уз / •
.».-»оДалее, поскольку

7(х ֊ х, X -|- ДХ) —/ (х — х, X) = у, / _ г> , ц. е д„

ДХгде 0< 0 <1, в силу равномерной ограниченности Д и равномерной непрерывности на бесконечности мер р«, имеем оценку87з/(с(.и; 11/4 (.И) ^агг р» ~К,откуда вытекает, что /з/ —• 0 при АХ —♦ О в СЬ° (М).Докажем теперь существование предела 11т дх-оЯдра операторов С„ аналитически зависят от X, при этом легкозаметить, что £2д?('п+1)+,’\ Отсюда следует, что £г (.Нп),
ок д).при этом имеет место равномерная оценка

(23)
Поскольку операторы С« порождались мерами ра (х, dz, л), то из последней оценки следует существование , а также равномерная <?Хограниченность \7аг* ——. Это позволяет нам утверждать, что суще- Ог\ствует Ит /</.



Начально-краевая задача 39Таким образом, правая часть соотношения (22) имеет предел при
Л- п△л-*• О, откуда следует существование ——, то есть аналитичностьслагаемых С« / регуляризатора RАналитичность по л R / топерь вытекает из равномерной сходи­мости ряда (13) и аналитичности его слагаемых С«/.Совершенно аналогично доказывается аналитичность [/,Надо лишь заметить, что ядра операторов ■ - ’ удовлетво-

окряют равномерной оценке вида (23), которая, в свою очередь, сле­дует из принадлежности символов этих операторов классу ' ^]д։0.Из аналитичности R / и |/, gյ,••^,gm] очевидным образом следует аналитичность н=2К՜1 {/, £։>•••»£«) при достаточно больших |Ее /|. Справедливость условия в) также установлена.Таким образом, и и теорема доказана.
Ереванский государственный университет,
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 31.1.1984

Ռ. Լ. ՇԱՀՐԱՂՅԱՆ. 1ոաոլւ խնղրի անվերշ քվով անկախ փոփոխականներով բարձր կարրփ սքարաբոլական հավասարումների Տամար (ամփոփում)

Գլանային տիրույթում, որի հիմքը հանդիսանում է եզրով անվերջ֊ չափանի ողորկ բաղ֊ 
մ աձևութ յան, դիտարկվում է բարձր կարգի անվերջ-չափ անի պարաբոլական հավասարումների 
մի դասւ Դրվում է խասը խնդիր ընդհանուր տեսքի եզրային պայմաններով գլանի կողմնային 
մակերևույթի վրաւ Լապջասի ձևափոխության օգնությամբ խնդիրը բերվում է կոմպլեքս պա­
րամետրից կախված համապատասխան կլիպտական խնդրի ուսումնասիրմանը մի դասի եզրով 
Հիւբերտյան բազմաձևությունների վրաւ

կապես հենվելով ի 1 ի աշխատանքում հեղինակի կողմից ստացված էլիպտական խնդրի 
յոլծելիության վերաբերյալ արդյունքների վրա ապացուցվում է պարաբոլական հավասարում­
ների համար խաոը խնդրի միարժեք լուծելիությունը հատուկ ձևով կաոուցվւսծ ֆունկցիոնալ 
տարածություններում ։

R. L. SHAKHBAGIAN. A mixed problem for high order equation։ of parabolic 
type with infinite number of Independent variable։ (summary)

We consider a class of infinite dimensional high order parabolic equations in a 
tube domain, the base of which is an infinite dimensional smooth manifold with a 
border. We pose a mixed problem where general boundary conditions are given on 
the boundary surface of a cylinder. By means of Laplace transform the problem is 
reduced to the study of the corresponding elliptic problem with a complex parameter 
on some class of Hilbert manifolds with a border. Basing on the results on solvabi­
lity of this problem obtained earlier by the author in [1], the univalent solvability of 
the mixed problem for parabolic equations in some specially constructed functional 
spaces is proved.
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И. Г. ХАЧАТРЯН

ОБ ОДНОЙ ФОРМУЛЕ СЛЕДОВ

В настоящей работе выводится соотношение между данными рас­
сеяния для обыкновенного дифференциального оператора Ь порядка 
2п^>2 на полуоси (см. [1]—[3]). Это соотношение является обобще­
нием известной в случае п=1 формулы Левинсона [4] (см. также [5], 
[6]) и представляет собой формулу для индекса некоторого оператора 
V, построенного при помощи данных рассеяния. Оно позволяет усо­
вершенствовать указанные автором в [7] необходимые и достаточные 
условия, налагаемые на данные рассеяния, при которых разрешима об­
ратная задача. Аналогичные соотношения будут приведены здесь так­
же для оператора Штурма—Лиувилля с матричным потенциалом и 
для оператора Дирака.

В случае оператора Штурма—Лиувилля со скалярным потенциа­
лом известное соотношение между данными рассеяния имеет вид (см. 
[6], стр. 195, 221)

~ [1п 5 (+ ос)- 1п 5 (4-0)]4- [5 (оо) - 5 (0)] = ֊ г,
2кг 4

где 5 (/.)— функция рассеяния, аг — число собственных значений. Ана­
логичное соотношение, как показали 3. С. Агранович и В. А. Мар­
ченко [8], имеет место и в случае оператора Штурма—Лиувилля с 
матричным потенциалом. В связи с этим отметим, что в случае опера­
торов Штурма—Лиувилля полученные здесь соотношения по форме 
отличаются от известных и, конечно, эквивалентны им.

1. Пусть £ — самосопряженный дифференциальный оператор, по­
рожденный в пространстве А2 (0, оо) заданной по формуле

2л-2
(*)]= (—1)" У,2а) (х) + 2 Чк.(х) у<кЦх), 0<х<со, (1)

*-0

самосопряженной по Лагранжу дифференциальной операцией I поряд­
ка 2п>2 (см. [2], [9], [10]), где коэффициенты д* (х) при к>1 имеют 
абсолютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6]с(0, со) 
производные до (к—1)-го порядка включительно и удовлетворяют 
условиям

11 = 0, 2п —2.
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Область определения оператора Ь описывается при помощи п 
краевых условий в точке х=0 (их вид не является существенным). 
Непрерывный спектр оператора £. прост и совпадает с полуосью 
[О, оо) (здесь под кратностью непрерывного спектра оператора £ под­
разумевается кратность спектра части оператора £, действующей в 
ортогональном дополнении линейной оболочки всех собственных функ­
ций оператора £). Точечный спектр оператора £ не имеет отличной 
от нуля конечной точки сгущения и не содержит точку нуль, причем 
кратность положительных собственных значений не превосходит п—1 
(число положительных собственных значений кратности п—1 конечно), 
а кратность отрицательных собственных значений (их число конечно) 
не превосходит п (точечный спектр более подробно исследован авто­
ром в [11]).

Обозначим через Т+ (7՜) множество всех чисел Х^>0 (аг£ X = 
= — к/2п) таких, что числа Х2° являются собственными значениями опе­
ратора £. Положим Т— Т+ и Т~.

При каждом л>0 0<7+) дифференциальное уравнение
/[^(х)] —'^пУ (*)> 0< х< го, (3)

имеет с точностью до постоянного множителя одно ограниченное ре­
шение и (х, X), удовлетворяющее в точке х=Э краевым условиям, 
соответствующим оператору £. При этом справедлива асимптотичес­
кая формула

и (х, X) = -?= [50 (л) + 5Я (X) е-'хх + 0 (1)]> х _ (4)
У 2п

Решение и (х, X) нормируем условием
5« (Х)=1. (5)

Тогда (см. [2])
|50(Х)|=1. (6)

При указанной нормировке решение и (х, X) по непрерывности опре­
деляется также для значений X £ Т+. При этом существуют непрерыв- 

ные производные — и (х, X) (х >0, X >0) и 5п(> ) (Х>0). Решение 

и (х, X) является нормированной обобщенной собственной функцией 
оператора £, соответствующей непрерывному спектру, т. е. по фор­
муле

•о

(£/<р)(х) = у и (х, X) у ().) </>., о < X < оо, (7)
о *

где ®££։(0, го), а интеграл сходится по метрике £։ (0, ос), опреде­
ляется в £2 (0, оо) ограниченный оператор и, для которого выполня­
ются равенства

и*и=1, ии*=1-Р, (8)
где ! единичный оператор, Р ортопроектор на замыкании линейной 
оболочки всех собственных функций оператора £, а £/*—сопряженный 
к и оператор.
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Пусть Ру 0- £ Т)—ортопроектор на собственное подпространство 
оператора Ь, соответствующее собственному значению >2л. Очевидно, 
что Р. является интегральным оператором. Его ядро обозначим че­
рез Р (х, /; X) (0<х, /<^го).

Для оператора Ь данные рассеяния вводятся при предположении, 
что при каждом X (1шХ>0) уравнение (3) имеет решение у (х, X), ко­
торое обладает асимптотикой

у (х, X) — е1х> [1 + о (1)], х -л °с, I
и при каждом х^>0 как функция от X голоморфно в полуплоскости 
!т> }>0 и непрерывно вплоть до вещественной оси.

При указанном предположении нормированная обобщенная соб- 
' ственная функция и (х, X) и ядро Р (х, /; X) представляются в виде

и (х, X) = —£ 5* (X) у (х, Хш*), Х>0, (9)

Р(х, #; >.)= % ^(У)у(х, Хш*) у(#, Хо>Д Т, (10)
*. у-1 

причем
Л4л(Х) = Л^Л*(Х)=0, хе Г+, к֊1, 2,..., п, (11)

где
«>* = ехр^г—к=0, 1,-■ •, 2л — 1. (12)

Введем эрмитовы неотрицательно определенные матрицы

5 (X) = ± (5* (X) 5У (Х))2.>0։ ՛ X > 0, (13)
2՜

^(/)=(^у(Х)):.у_1, хе г. (ю
Отметим, что ранг гх матрицы № (X) совпадает с кратностью соб­
ственного значения Х2п.

Рассмотрим набор данных
{Г, лг(Х)(хеп 5(Х) (Х>0)}, (15)

которые условимся называть данными рассеяния оператора Ь.
Будем говорить, что для дифференциальной операции I суще­

ствует оператор преобразования, если существует функция К (х, /) 
(0< х -С £ < °о), удовлетворяющая следующим условиям:

а) К (х, I) = Ка (х Ц- <) + Ка (х, Д где функция (х) имеет аб­
солютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6] с (О, со) про­
изводные до (2л—2)-го порядка включительно, а (х, £) имеет не­
прерывные в области 0<х-С£ со частные производные до (2п —1)-го 
порядка включительно, и, кроме того, выполняются оценки

+ 0<у<Л<2н-1, (16) 
дх'др՜' хк
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где Ф* (х) (0< к < 2л — 2)— невозрастающие и вместе с {си֊։ (х) сум­
мируемые на полуоси (0, со) функции;

б) при каждом Х(1тХ>0) определенная по формуле

у (х, X) — е,л 4-J в’А К (х, 0 dt, 0< х < *», (18)

функция у (х, X) является решением уравнения (3).
При этом оператором преобразования называется I -J- К, где 

— вольтерров интегральный оператор с указанным ядром К (х, t) 
(0<х </<«>) (ниже К рассматривается как оператор в (0, со)).

Заметим, что для дифференциальной операции I оператор преоб­
разования существует, например, если коэффициенты <7* (х) аналити­
чески продолжаются с полуоси (0, оо) в сектор

|arga|<-£- ֊ ֊ (19)

и удовлетворяют оценкам

х2"՜2՜* |<7* (х + *)l dx<h (Re z), k = 0, 1,-• •, 2n — 2, (20)
о

где A(x)—невозрастающая суммируемая на полуоси (0, оо) функция 
(см. [12], а также пример в [13]).

Отметим, что при существовании оператора преобразования мно­
жество Т+ ограничено и

S Кл/1<со. (21)
Л6Т+

Заметим еще, что при условиях (20) функции Sk (X) (к=0, !,••• 
•••» п—1) стремятся к конечным пределам при Х-» оо.

Выведем соотношение между данными рассеяния (15) оператора/, 
в предположении, что для дифференциальной операции I существует 

. оператор преобразования. С этой целью введем следующие обозна- 
, чения:

V (х, X) = JL $ 5* (X) е'АКи‘, х>о, (22)
V 4* *=0

■° X t
(х, t)= [J J v ~ т*п ’

ООО J

^(х,/)=2 £ МДХ) е7^, (23)
Ulf k.J-l

F(x, t)=Fs(x, «)+Глг(х, t), 0<x, /<oo. (24)

Здесь F (x, t) аналог ядра Гельфанда—Левитана—Марченко (см. 
[6], [14]).
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Теорема 1. Пусть для дифференциальной операции I вы­
полняются условия (2) и существует оператор преобразования. 
Тогда данные рассеяния (15) оператора В удовлетворяют соот­
ношению

(м_ ■ 

*,^±1 ։>мк+ 0.41,

^_1_Г 5^ (X) ■, £ 5к (X) ЗДХ) '
2՜/и А(х) оЛ+7<2л >•(*»*—»»/) .

г/Х=-О, (25)
о

где п.—ранг матрицы П (X), п, — п при Х£ Т , и, ~п— 1 при /.£ Т~, 
а интегралы и ряд сходятся абсолютно. В частности, если сум­
ма г всех чисел г,. конечна, то

Вв (х, х
5оО) *. о 

о< ^4-;<2л

& (X) $л>.) •
X («1 — и»;)

</Х— — г. (26)
о

Доказательство наметим ради простоты для случая, когда 
множество Т конечно. Действующий в В2 (0, ос) ограниченный опера­
тор И определим по формуле

(И?)(х) = г (х, X) ? (л) б՝!., 0<х<оо,
о

где <р£/Л(О, со), а интеграл сходится по метрике В2 (0, со). Исполь­
зуя оператор преобразования / + К, в силу 19), (18) и (22) для опре­
деленного по формуле (7) оператора и получим равенство

и = (1+К)У. (27)
Из равенств (8) и (27) следует, что оператор У обратим вместе с и, 
а оператор У* имеет г-мерное нулевое подпространство.

Ядро (х,/) определяет в В2 (0, со) ограниченный интеграль­
ный оператор и, как нетрудно убедиться

7 + ^= ИИ*. (28)
Рассмотрим также оператор

/+Д=И*И. (29)
Можно показать, что А есть интегральный оператор с ядром

а (х, И)= ֊1֊ X ;^(Х)5'Ч о<х, и<оо. (30) 
2кг *. 1— о)шк—[1 шу

Используя равенства (8) и (27), из (28) и (29) получим
ии*а* + ку у* -|- кии*к*=о, (31)

А + И* А* И + И* А'И + И*£*АИ=0. (32ч 
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Поскольку К—оператор Гильберта — Шмидта, то операторы КУУ К 
и У*К*КУ являются ядерными и, очевидно, имеют одинаковый след. 
Используя оценки (16) и (17), можно доказать, что ядра интеграль­
ных операторов Гильберта — Шмидта У У*К* + КУ И* и У*К*У + 
֊г У*КУ тоже имеют одинаковый конечный след. Поэтому соотноше­
ние (26) получается из (31) и (32) с учетом равенств (5), (6), (30), 
г — эрР и непрерывности рассматриваемых ядер.

В общем случае теорема доказывается аналогично; нужно лишь 
равенство (31) использсвать в виде

Г— Гл-+ Р+ УУ*К*+КУУ*+КУУ*К*~Ь,
где Гх и / —интегральные операторы с ядрами (23) и (24) соответ­
ственно, и учесть, что ортопроектор Р является интегральным операто­
ром, ядро Р (х, о (0<х, /<Гсо) которого определяется при помощи 
ядер (10) по формуле

Р(х, /) = ')»

причем
со

1 Р (х, х; '/•) <1х = г։, ). £ Т.
о

2. Приведем характеристические свойства данных рассеяния (15) 
оператора А в предположении, что для дифференциальной операции I 
выполняются условия (2) и существует оператор преобразования.

1°. Т — Т и Г՜, где Т~—конечное множество точек на открытом 
луче аг2'֊ = — */2л (п^>1—фиксированное натуральное число), а Т''— 
ограниченное множество точек на полуоси л>0, не имеющее отлич­
ных от нуля точек сгущения.

2'. При каждом Т М (>.) есть, отличная от нуля эрмитова не­
отрицательно определенная матрица (14), причем выполняются равен­
ства (И).

3°. При каждом ).>0 5 ().) есть матрица (13), где все функции 
5* ().) непрерывны на полуоси л >0, существует непрерывная произ­
водная 5Ь (>•) и выполняются равенства (5), (6).

4Э. Функция
?(х. <)=£ V 2МН.[е^»л_1][е'^7_1]4_

+ 1 ( 5» (')
2К .) », )Л иЗ/с Шу

0 о<*+/<2л
0 х, 1<^ оо,

где числа шА определяются по формуле (12), непрерывна в замкнутой 
области 0<х, и имеет непрерывные в открытой области 0<^х,
6 оо первые частные производные и смешанную производную

^ом) = -֊-/ (х, о,
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причем выполняется оценка |/՛’ (х, <)| -С ® С*4-0» где ® (х) — невозра. 
стающая суммируемая на полуоси (0, оо) функция. Кроме того, функ­
ция

/(*)=֊ [֊Ке [ММ е^]Л, 0<х<от, (33)

о
имеет абсолютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6]сп 
с (0, со) производные до 2п-го порядка включительно (как следствие 
сумма Л (х, /) + /" (х + /) имеет непрерывные в области 0 < х, I < от 
частные производные любого порядка).

5°. Имеет место равенство (25).
6’. При 0<^х'С^<^'» выполняются оценки

/}| <4?*(* + О, 0<V<к, 1<к<2п-1, 
I дх՝ Л*-’ I х'

I—- Г (х, О I <//</х 
о/ ]

где <р4 (х) (1^А С2п — 2) — невэзрастающие и вместе с <рзя-1 (х) сум­
мируемые на полуоси (0, со) функции.

7°. Оператор 1 +- А обратим в £’ (0, оо), где Р — интегральный 
оператор с Ядром /7’(х, /) (0<^х,

Теорема 2. Чтобы данные (15) были данными рассеяния 
некоторого самосопряженного дифференциального оператора Ь, по­
рожденного в Ь2 (0, оо) самосопряженной по Лагранжу дифферен­
циальной операцией I вида (1), для которой выполняются условия 
(2) и существует оператор преобразования, необходимо и доста­
точно выполнение условий 1°—7’.

В связи с условием 7° отметим, что при любом п 2 можно по­
строить пример данных (15), для которых все условия 1°—6° выпол­
няются, но оператор 1 4֊ Р не имеет обратного.

Замечание 1. В работах [2] и [15] автором сформулирована 
теорема о том, что при условиях типа (20) оператор Ь по своей спек­
тральной матрице определяется однозначно. Этот результат можно 
усилить. А именно, указанное утверждение остается верным также 
при предположении, что для дифференциальной операции I выполня­
ются условия (2) и существует оператор преобразования.

Укажем теперь характеристические свойства данных рассеяния 
(15) оператора £ в предположении, что коэффициенты ул (х) аналити­
чески продолжаются с полуоси (0, оо) в сектор (19) и удовлет воряют 
оценкам

|<7»Л) (х+г)| </х<А (Ее х), (34)

А=0, 2п—2,
где А (х)—невозрастающая суммируемая на полуоси (0, от) функция.
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При условиях (34) дополнительно выполняются следующие свой­
ства.

6'. Функция Г0(х, *) = Г(х, х-Н) (х>0, 5>0) и все ее част­
ные производные

Я*Г*(х, ?)в£-Г0(х, 5), к —О, I,---, 2п-1, 
С*;

при каждом по переменной х аналитически продолжаются с по. 
луоси (0, <х>) в сектор (19). Кроме того, при всех г из сектора (19) 
выполняются оценки

р-5
к

àz-n~xk
б

д Г .
Ог

2 л-1 * "sX- У tg-
п

где х = Не г, „у = 1т г, а 3 (х) и 7 (х) —невозрастающие и вместе с 
7 (х) суммируемые на полуоси (0, о?) функции.

7'. При каждом г~ (0, <ю) из замыкания сектора (19) оператор 
С г обратим в (О, со), где Сг — интегральный оператор с ядром

JF0(z4-x, t— х) при 0<^х^/<^со, 
(/■՝0(z-|-f, х — t) при 0<^<х<^оэ.

(35)

Теорема 3. Чтобы данные (15) были данными рассеяния 
некоторою самосопряженного дифференциального оператора L, по­
рожденного в L2 (0, со) самосопряженной по Лагранжу дифферен­
циальной операцией I вида (1) с голоморфными в секторе (19) и 
удовлетворяющими оценкам (34) коэффициентами q» (х), необхо­
димо и достаточно выполнение условий 1’—5" и 6', 7'.

Сделаем несколько замечаний относительно условия 7'. Из усло­
вий 1’—4° и 6' следует, что оператор Gz вполне непрерывен и яв­
ляется голоморфной сператор-функцией от г в секторе (19); кроме 
того, |jG>j —- 0 при jz| —» <х> и I Gt > 0 при г^-0. Непосредственно 
из формулы (35) следует, что при каждом а >0 имеет место равенство

Gx-f-a = Ва Gz Ва,

где операторы Ва и Ва определяются по формулам

в.гМ=|°,при
(#(х—а) при х>а,

Ва g (х) = g (х + а), X > 0, ■

причем ВаВа~1. Используя эти свойства, легко доказывается (см. 
[16]), что оператор /-|- обратим для всех г вне некоторого огра­
ниченного множества, не имеющего точек сгущения внутри сектора (19) 
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и не содержащего точек из полуоси (0, ос). Заметим, что в силу тео­
ремы 2 лишь обратимость оператора /4֊С0 \Gq~F) вместе с условия­
ми 1°—5' и 6' уже обеспечивает существование дифференциального 
оператора Л, обладающего данными рассеяния (15). Однако коэффи­
циенты д/. (х) будут иметь особенности в точках г, для которых опе­
ратор /֊г (ас не имеет обратного. Отметим, что для любой точки

(0, °°) из замыкании сектора (19) можно построить пример дан­
ных (15), для которых все условия 1’—5՜ и 6' выполняются, оператор 
/ 4֊ Со обратим, но оператор 1 + С/о не имеет обратного.

Замечание 2. В случае и =1 (т. е. для оператора Штурма— 
Лиувилля с удовлетворяющим условию хд(х)^Д1(0, ос) потенциалом 
д(.г)) удается указать характеристические свойства данных рассея­
ния, несколько отличающиеся от тех свойств, которые указал 
В. А. Марченко [6]. Прежде всего заметим, что при п =1 данные 
рассеяния представляют собой набор величин ().*, тпк (к = 1, 2,•••,г); 
50(>) (\>0))» где >•* и ть(к=1, 2,-•■,/■)—положительные числа, при­
чем /֊<,=/=/•/ при (в данном случае

Т— {—г>1։ —и Л( (—։՛).*)••■= пи (£ = 1, 2,-• г)),

а ֊Ь՝о (/•)— функция, участвующая в асимптотической формуле (4) при 
нормировке (5) (в приведенной в начале статьи формуле функция 5 ().) 
есть —50 (>֊)). При и=1 в качестве характеристических свойств дан­
ных рассеяния можно принимать следующие: функция (л) имеет не 
прерывную на полуоси ).">() производную и |50 (Х)|=1; функция (33 
имеет абсолютно непрерывные на каждом конечном отрезке [а, 6] с 
<= (0, ос) производные &до второго порядка включительно, причем 
функция

1 ее
^.(х) = — (' Яе [50 ().) е/хХ] Л------[4Ке [50(/.) е'х>]

~ 3 “ 4х* 3 /.*
и 1

удовлетворяет условию

имеет место равенство

3. В случае краевой задачи Штурма—Лиувилля
— + (2 (х) у (х) = X8 у (х), у (0) =0, 0 < х < со,

с эрмитовой п Хи-матрицей С (х), евклидова норма ]<2 (х)| которой 
удовлетворяет условию х |<2 (х)| А1 (0, оо), удается получить формулу 
4-27
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рР Ез (2х) </х+ зр [5' (X) 5* (>•)+ 5(Л) ֊ |/А = - г,

° ° (36)

где 5 (а)— унитарная п X п-матрица рассеяния, 5' (а) производная 
матрицы <5 (а), г—размерность линейной оболочки всех собственных 
вектор-функций рассматриваемой краевой задачи, а пХп-матричное 
ядро Гз (х 4՜ /) определяется по формуле

» .Г I
(х I- /)= -у-- [ V (;, X) и* (Ч, А) о^с/а — т1п {х, /) Е >

ООО

причем Е — единичная п X п-матрица и

V (х, )) = [е'л 5 (а) 4֊ еЕ].
1 2՜

Отметим, что равенство (36) после упрощения приводится к извест­
ному виду (см. [6], стр. 223 и [8], стр. 262; в этих книгах в качестве 
матрицы рассеяния принимается —3 (а)). Однако по причинам общно­
сти и инвариантности записи относительно краевых условий мы пред 
почитаем форму (36).

4. В случае канонической краевой задачи Дирака (см. [17])

В&' (х) 4- [2 (х) 4- тГ] у (х)=1.у (х), 0<х<со,

где т — неотрицательное число, у (х)—вектор-функция 'с 2п компо­
нентами,

В= ( 0 \ Т=( \ 2(х)=Г Р (֊г) (2(х)/п \
А-АО? ' ко — Еп/’ Л/Л(2(х) — 1пР(х)1п/

причем Еп — единичная пХп-матрица, а пХп-матрица /я имеет вид
/0 0 ••• 0 1\

Т _ 0 0 ••• 1 О I Лп — I ’
о • •• о оу

предполагается, что евклидовы нормы вещественных симметрических 
пХп-матриц Р (х) и £) (х) удовлетворяют оценкам

|Р (х)|< С (1 + х)-2֊«, |<2 (х)|< С (1 4-х)֊։֊‘

с некоторыми положительными числами Сие, кроме того, матрица 
2 (х) абсолютно непрерывна на каждом конечном отрезке [а, 6] с: 
с (0, со) и х |2 (х)| £ Е1 (0, оо). При указанных условиях можно до­
казать, что унитарная пХ п-матрица рассеяния 5 (X) имеет непрерыв­
ную производную 5 (а) и справедлива формула (в работе [17] в ка­
честве матрицы рассеяния принимается —5* ().))
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Сзр А (2х) (1Х + Сзр Г5' (Л)5* (/)+ | = ֊ г,
2тсг I 2 /. — /и" ;

о д
(37>

где А = (——т)11(т, ос), г—размерность линейной оболочки 
всех собственных вектор-функций рассматриваемой краевой задачи 
(краевые условия задаются в точке х=0 и являются самосопряженны­
ми), а 2пх"2л-матричное ядро /'$ (х — /) определяется по формуле

А (х + է) =֊-
д2 

dxdt
л и и

(т|։!.) drtd'(fi~ — min (X, t\ Е2п

причем
v (x, ).) =---- 1 _ . ( b (л) S (/•) elra <’■> -J- ( Ь (A) En\e-txa ™ J.,

2 /-6 ()) \\—iI„ ) ’ \ i In ) (

Отметим, что при рассматриваемых здесь ограничениях на 2 (х) 
тоже можно указать условия разрешимости обратной задачи рассеяния 
при этом в качестве одного из этих условий служит равенство (37)^ 

В заключение автор благодарит В. Б. Лидского и Б. В. Федосо­
ва за обсуждение результатов и внимание к работе.
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I1. Դ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ. Հետքևրի մի բանաձևի մասին (ամփոփում)

Հոդվածում բերվում է մի առնչություն ցրման տվյալների միջև կիսաոանցքի վրա 
կ։ւ.րդի սովորական դիֆերենցիալ Լ օպերատորի համար։ Այդ առնչությունը հանդիսանում է 
Ա — 1 դեպքում հայտնի Լևինսոնի բանաձևի ընդհանրացումը և իրենից ներկայացնում է բա­
նաձև ցրման տվյալներով կառուցված որոշ \' օպերատորի ինդեքսի համարւ նման առնչու­
թյուններ բերվում են նաև մատրիցային պոտենցիալով Շտոլրմ-Լիոլվիլի օպերատորի և Դիրակի 
օպերատորի համարւ

I. G. KHACHATRIAN. On a trace formula (summary)

A relation for the scattering data for the ordinary differential operator L of 
order 2 n > 2 on the half-axis is given This relation is a generalization of the well- 
known Levinson formula in the case n=l and in fact it is a formula for index of some 
operator V constructed by means of scattering data. Similar relations for the Sturm— 
Liouville operator with matrix potential and for Dirac operator are also given.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ ДЛЯ 
ОДНОГО КЛАССА СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ

Работа посвящена исследованию ветвления особенностей для 
одного класса модельных слабо гиперболических уравнений с вырож­
дением достаточно общего вида, допускающих нетривиальную факто­
ризацию. При этом рассматриваются как случаи общего степенного, 
так и экспоненциального вырождения.

Для строго гиперболических операторов волновые фронты были 
исчерпывающе изучены в работах Хермандера (см., напр., [1]), а так­
же Лакса и Ниренберга (см. [2]). Для слабо гиперболических опера­
торов возможно ветвление сингулярностей при прохождении через 
многообразие вырождения. Это явление было обнаружено В.' Я. Иврием 
в [3], а в дальнейшем подробно изучалось на модельных уравнениях 
Алиньяком в [4], Танигучи и Тозаки в [5] и др. (см. также [7], [8]).

Изучаемое ниже уравнение допускает сингулярную факторизацию, 
однако отметим, что из приведенного далее явного решения все еще 
трудно усмотреть характер ветвления особенностей. Поэтому оказы­
вается целесообразным строить с его помощью параметрикс в виде 
интегрального оператора Фурье. Это построение осуществляется с по­
мощью исследования асимптотик соответствующих интегралов.

Изучение сингулярностей мы будем проводить микролокально, в 
терминах волнового фронта. Приведем здесь его определение.

Пусть X—область в /?", (х0, ?°) £ X X (7?п\0), и — распределе­
ние из /)■' (X). Говорят, что (х0, ։°) не принадлежит волновому фрон­
ту и ( 1₽7: (и)), если существует такое распределение с компактным 
носителем (X), что и=Ф в окрестности х0 и при достаточно ма­
лом г 0 для любого А>0 существует постоянная такая,
что

|и (?)!< Сл'(1+|с|)-л'при <Е,

т. е. преобразование Фурье V (?) быстро убывает в конической ок­
рестности ?°.

Подробное описание волновых фронтов и их свойств можно най­
ти, например, в [9].

Рассматривается следующая задача Коши

«„ ֊ (О ֊ (х' (0+ Ն = о, (1)
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Ч . _։ = То (■*)» «/// „ _ 1 - ?1 М, (2)

где J = ( — 1, 1), х£ R1. Относительно ИО предположим, что 
/. (0)=0, (/) >0 и л(/)#=Э при /‘ЛО. Кроме того предположим, что

t
I —A1L (/х сходится. Отметим, что это очень слабое ограничение, 
J х о
поскольку, например, при его нарушении / (/) уже не может быть из С".

Модельное уравнение (1) было впервые рассмотрено в [6] и об­
наружено, что по отношению к некоторым классическим задачам оно 
проявляет аномальные свойства. Однако задача Коши для него кер 
ректна (см. [6], [7]).

1°. В этом пункте мы сформулируем и докажем теорему о вет­
влении особенностей для случая общего степенного вырождения.

Теорема 1. Пусть >0 (/), где
и пусть WF(®0)U U^F(<pI)= |(х0, ?°)), тогда волновой фронт решения 
(1)—(2) распространяется вдоль следующих нулевых бихаракте­
ристик՛.

Г/(х, ;)={(х։+(֊1)'(Л(0֊лН))» f> ?. (-1)'-1'֊('H), t< 0|, 
ц(х, Q = ((«+ (-!)'Л (0, f, 5, (-1)'-’Х(0 ;), />0]

г =1,2, А ( f)=J ). (s) ds. 

ü
a именно:

ÏFF(u(/)) =Г։(х0, ;°)иГ։(х0, «)U
U T, (x0-A(-l), =°)U72(x0 — Л (—1), ;°) и Tj (x° ֊r A (-1), ;«).

Для доказательства рассмотрим сначала вспомогательную задачу

vu — Às (/) v fX — (0 + ) vx =0, ( 3)

v|/=o = ®(x), ur|/_o = 6 (х). (4)
Заметим, что уравнение (3) факторизуется, а именно

t [v/г - ՛>' (/) vxx ֊ (V (/) -ь 2f-։ k (0) v.r] =
= <?+ (td-v — v}, d± = (dt + 'i. (t) dx). (5)

Лемма 1. Пусть v (t, ;)—частичное преобразование Фурье 
решения (3)—(4), тогда

v (t, Е) = е"'л (,) 5 т (?) + е'л £ [/ф (?) + A (t, ;) ® (?)], (6)
где

/ t
A (t, ?)=2/?i J e֊2lA « 5 d-. (7)

о
Поскольку один из операторов первого порядка в (5) кмеет о со 

бенность в точке t = 0, то решение задачи (3)—(4) требует предва­
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рительной регуляризации. Например, можно показать, что ее решение 
есть предел решений vt (t, х) семейства задач Коши

д+ (td- v, — vt )=0, (8)
v. I =<Р(Х)>^7 “'НХ) (9)

I/-. ot

при а—»0. Что же касается решения (8)—(9), то для его получения 
мы применяем частичное преобразование Фурье и последовательно 
решаем возникающие при этом обыкновенные дифференциальные урав­
нения. Наконец, переходя к пределу при г-+ 0 убеждаемся в справед­
ливости леммы.

Покажем далее, что справедливо следующее утверждение.
Лемма 2. Параметрикс задачи Коши (3)—(4) может быть 

записан в виде
v (f, х) — J е‘ <х~у~а ('» 5 аг (6 ;) (у) dyd\ 4-

4֊ J p(x֊y+AW)Ea։ (<> ?) т (у) dydi+ (Ю)

4 t j е1 ; (у) dyd: [mod С"],

где av а3 по ; являются эллиптическими символами нулевого по­
рядка.

Отметим, что, как нетрудно убедиться, А (/, ;) не является сим­
волом из класса Sp> (см. |9]), поэтому для доказательства этой 
леммы нам нужно выяснить его асимптотическое поведение при боль­
ших |;|. Поскольку у Л (f) есть только одна стационарная точка ко­
нечного порядка k — f=0, то, в силу известных результатов, при до­
статочно большом j;|

A (t, $)~г“4<Н £ «„(f) 4 £ ₽» (0 ?֊», (И)
л—О п—0

где ял, вычисляются по определенным формулам (см. [10]).
Далее, применяя обратное преобразование Фурье и принимая во 

внимание лемму 1 и соотношение (11), нетрудно убедиться в справед­
ливости леммы 2.

Используя теперь лемму 2 и то, что параметрикс (10) при каж­
дом фиксированном t 0 представляет собой сумму классических 
эллиптических псевдодифференциальных операторов и следовательно, 
сохраняет волновой фронт, приходим к следующей теореме.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 на (t) и 
пусть WF (<(>) U WF (ф)= |(х0, 5°)], тогда возможны следующие два 
случая: а) если (х0> ։°)f (?), то волновой фронт решения (3) —
(4) распространяется только вдоль одной нулевой бихарактери­
стики, исходящей из точки (х0, 0, с°, 0)

WF(v (О) = Тг(хо. 5°);
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б) в остальных случаях распространение волновою фронта 
происходит вдоль обеих нулевых бихарактеристик, т. е.

^ («(/))= 71 (х0, 5°)и7з(хо. П
Аналогично доказательству леммы 1 нетрудно доказать, что час­

тичное преобразование Фурье решения задачи Коши (1)—(2) в обла­
сти /<0 задается формулой:

и ;) =/е,л <'>5 |[<р0 (;)+ ЧЧ (*)֊ &՝ С֊1) ?о (?)]Х
о

2_е-г/А (/) £+/л (-1); । 2,-: е/л (֊։, ։ Г е-ма (-.1 :</-

< и х .
—1

+ е-'А (֊>» ։ (;) - Да (-1) е—/л 5 ?о (։)|. (12>

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда
1ГЛ(и(0, х))={(х0֊Л (-1), ;”)}.

Действительно, устремляя в (12) I к нулю, получаем

и (0, ;) = е'л <֊»> * [* (;)+?о (0֊ «л (֊1) То (?)]• (13)

Затем, осуществляя в (13) обратное преобразование Фурье, приходим 
к следующей формуле:
“ (°։ *) = УУ®,(Х-7+Л ( П,: ®° (у)] (14)

откуда и следует утверждение леммы 3.
Возвращаясь к доказательству теоремы 1 заметим, что в области 

строгой гиперболичности (/<^0) распространение волнового фронта 
из точки (х0, «°) с 1 =—1 происходит вдоль обеих нулевых бихарак­
теристик 1\ (х0, ;°), Г։ (х0, ;°), поэтому, принимая во внимание лемму 
3 и теорему 2 легко убеждаемся в справедливости теоремы 1.

2а. В этом пункте мы покажем, что некоторая модификация опи­
санной выше схемы позволяет исследовать также случай экспонен­
циального характера вырождения уравнения (1), а именно, имеет ме­
сто следующая

_ 1
Теорема 3. Пусть Л(<) = е — = т£Ы и №[ (ч>0) и 

а
и№7г(’р1)=((х0, «°)}- Тогда для'решения задачи Коши (1)—(2) ил<еел« 

(и (<)) = г_ (х0, ?) и г+ (х0, е») х0 ֊ ±. ?» ՝) и
\ е /

и т+ (*0 ֊ — ,5° и 7- (х0 + —, 5°),
\ е / \ е • /

где 
1

Г±(*> 0={(х± (е |<|։— —Е, 0>КО),
\ е /
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7±(х, ф-Цх^е՜1'1 ;, +а|И—1 е֊1'1՜* ;), />0).

Заметим, что в случае, когда Л (<) имеет нуль бесконечного по­
рядка для интегралов типа (7), ситуация значительно осложняется, 
поскольку обычный метод стационарной фазы не применим, поэтому 
мы докажем следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 4. Пусть Л (0 = е՜'՜’, а~’=/п£М, тогда при каждом 
#">0 для А (/, ?), задаваемой формулой (7) при |;|-» со имеет ме­
сто асимптотическое разложение

А (I, {<2® (/, 1п =)+ ։ (6 1п ;) Г։+

+ ••• (Х.-1 (6 1п')5՜* + •••} + Яш и,1п ;), (15)

где 02, (I, и), Rт (Л гг) полиномы по и степени не выше т, । 
(/=1, 2, --)—полиномы степени не выше т—1 и которые могут 
быть явно вычислены.

Действительно, для доказательства сделаем в интеграле (7) за­
мену переменной з = е՜՜՜՝ ;, тогда нетрудно видеть, что՜

Л(/) =
Г т * /1п з\*А(1,֊) = 2Н е֊2" V С‘(-1)*(^) Л. (16)

и *-о \1п ;'о
Далее, мы ограничимся лишь случаем, когда а=1, поскольку в об­
щем случае доказательство принципиально не отличается, но стано­
вится более громоздким. Теперь, разбивая интервал интегрирования в 
(16) от 0 до /0 и от #0 до Л (£) ; и интегрируя по частям получим

<•
А ;) = у е-2/3 1п бз — £ 1п ; е֊2'л (()Е + / 1п 5 — 

о

— / (е-Из 1п з)
л(/)Е

А)
(17)

Из (17) нетрудно увидеть, что последовательное интегрирование по 
частям приведет нас к следующему соотношению:

Л (/) Е /.
С е՜2'3 1п зг/з = Ге՜2'3 1п з«/з + [ А]п/0 +

V V 1
о о

АУА+... + ЛА\р+։А + 
2г Мо \ 2/ ' !р0

+ е-2/л (0 еГ- А 1п е 4- А у 
2г 2г /=]

\-р 1
(А(О)Н (18)

Поскольку при любом фиксированном /^>0, |«| можно выбрать как 
угодно большим, то Л({);^>1, поэтому мы можем выбрать <0=1и 
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ряд £ (2/70)“р будет сходиться. Далее из (18) и (16) нетрудно убе­

диться в справедливости леммы 4, и в случае е՜' асимптотика (15) 
принимает следующий простой вид

Л(б0~[-1-Н£ (-֊rY(A (О)՜'|е-ал(,,; + 
। р—1 \ J

+t In 5- (cj + e-2' cs) t,
где

։
c. =2i f e՜2" In sds, c։ = V (—2/)‘p- 

.1 p->
0

Теорема 4. Пусть Л (/)= exp (-/“’), f>0 и WF (<f>) (JIFF(O) =r 
=={(x0, £°)}> тогда для волнового фронта решения (3)—(4) возможны 
только два случая՛, если (х0, ;°) < (?), то

WF («(/))’= 7- (х0, 5°),
во всех остальных случаях

WF (v (0) =-Т± (*о. 5°).
Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующее 

вспомогательное утверждение, аналогичное лемме 2.
Лемма 5. Пусть А (/) = ехр (—<՜“), тогда параметрикс за­

дачи (3)—(4) может быть записан в виде

v (J, х) — «1 (6 ’) <Р (у) dydl -J-е1 (х-у-А «)) =

(t, ’) Т (у) dydi + (19>

е' <Х“У+А (/)) 5 i (у) dyd' [mod С“],

где
«1 (t «)= [1+ Qm (t, In Е) + £ (f> ln S) 1

P-1 " J Og — Fn (t> in ;).

Справедливость леммы 5 может быть установлена с помощью 
лемм 1 и 4 аналогично тому, как это делалось при доказательстве 
леммы 2.

Заметим, что существенное отличие лемм 2 и 5 заключается в 
том, что, в то время как в (10) символы были классическими и эллип­
тическими, то в (19) они не классические и у них нет главного симво­
ла в обычном понимании. Это связано с наличием экспоненциального 
вырождения (см. [8]). Поэтому теорема 4 не может быть сразу полу­
чена из леммы 5 аналогично теореме 2, поскольку нельзя применить 
непосредственно свойства эллиптических псевдодифференциальных опе­
раторов. Однако, применяя конструкцию параметрикса для эллипти­
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ческих операторов можно показать, что псевдодифференциальные опе­
раторы с такими символами с точки зрения волновых фронтов ведут 
себя как эллиптические. После этого, учитывая (19), уже нетрудно 
проверить справедливость теоремы 4.

Отметим, что утверждение леммы 3 сохраняется и для случая 
I

Л (/) = е и1*, поскольку формула (12) справедлива для любого Л (О- 
Поэтому теорема 3 может быть установлена с помощью леммы 3 и 
теоремы 4 аналогично тому, как доказывалась теорема 1.
Ереванский государственный 
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Գ. (Ւ. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐ ՑԱՆ. Ափքային ճակատների տսաա ծումը pntj| հիպերբոլական ճաւ[ա- 
սարամների մի ։]ւսսի համար (ամփոփում)

Աշխատանք/ում հետազոտվում Լ Pn,JL հիպերբոլական հավասարումների մի մոդելային 
դասի լուծումների եզակի ութ յունների ճյուղավորումները նաև այն դեպքում երբ բնութագրիչ­
ների շոշափումն ունի բավականաչափ ընդհանուր բնույթ (թե աստիճանային և թե Լքսպոնեն- 
օՒաւ)։

G. R. ALEXANDRIAN. Propagation of ths wave front for a class of weakly 
• hyperbolic equations (summary)

The paper investigates the branching of singularities for a class of weakly 
hyperbolic equations, where the degeneration has rather general character.
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Ф. Г. АРУТЮНЯН

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ
ПО БАЗИСАМ В L-, *>2

§1. Введение

H. Н. Лузин (см. [1], стр. 190) сформулировал следующую задачу
Пусть F(x)—произвольная измеримая функция на [0,2тт] (со зна­

чениями Ч-оо или —то на множествах положительной меры). Суще­
ствует ли тригонометрический ряд

+ V ап cos пх 4֊ fin sin пх, (1.1)
2 n>J

который сходится или суммируется тем или иным методом к функции 
F(x) почти всюду на [0, 2к]?

Первые результаты, связанные с этой задачей, получены им же 
в работе ([2], стр. 236). Фундаментальный результат в этом направ­
лении был получен Д. Е. Меньшовым (см. [3]). Им была установлена

Теорема А (Д. Е. Меньшов). Для любой почти везде конеч­
ной на [0, 2к] измеримой функции F (х) существует тригоно­
метрический ряд (1.1), который сходится к ней почти всюду на 
[0, 2к].

В настоящее время остается открытым вопрос о возможности 
представления, обращающихся в 4֊ то или — то на множествах поло­
жительной меры, измеримых функций почти всюду сходящимися триго­
нометрическими рядами.

В связи с этой проблемой Д. Е. Меньшовым был рассмотрен 
вопрос о представлении произвольных измеримых функций сходящи­
мися по мере тригонометрическими рядами, и показал, что в этой по­
становке проблема имеет положительное решение (см. [4J).

Далее в работе [5], А. А. Талалян распространил эту теорему 
Д. Е. Меньшова на любые полные ортонормированные системы (и на 
любые базисы пространства L', v >1). А именно

Теорема Б (А. А. Талалян). Пусть (х))я>1 — базис, про­
странства L1 (G), G = [0,1], V > 1. Тогда для любой измеримой на 
G функции F (х) (/• (х) может принимать значения 4-то или —=о 
н а множествах положительной меры) существует ряд

У dn ?я (х), d„ -*0 при п-* 4- то, (1.2)л>1
который сходится к F (х) по мере.
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После работы [5] А. А. Талаляна возник вопрос о возможности 
представления измеримых функций почти всюду сходящимися рядами 
по полным системам. В нашей совместной с А. А. Талаляном работе 
[6] и в работе [7] Gundy показано, что ряд по системе Хаара (или 
по системе Уолша) не может сходиться к + °° на множестве положи­
тельной меры. Следовательно, в теореме Б сходимость по мере нель­
зя заменить сходимостью почти всюду.

Многие работы посвящены вопросу представления измеримых 
функций почти всюду сходящимися рядами. В них доказываются либо 
усиление, либо аналоги теоремы Д. Е. Меньшова: для конкретных 
систем (например, для систем Хаара и Уолша), для базисов C'(G) и 
так далее.

В 1976 году в работах [8], [9] Б. С. Кашин построил пример 
полной ортонормированной системы (®п(х)|я>1 с тем свойством, что 
расходимость ряда У |с/л|2 влечет расходимость ряда (1.2) на множе- 

л>1 
стве положительной меры. Построенный пример показывает, что в 
теореме Б сходимость по мере нельзя заменить сходимостью почти 
всюду, даже в том случае, когда Г(х) почти всюду конечная функция.

Напомним обозначения. Если *^>0, то (С) означает класс из-

меримых на G функций / (х), для которых и L°(G)—

класс измеримых почти всюду конечных функций на С. Норма в

L‘ (G), v>l определяется формулой
1.»

. Обозначим
о

РЛ’(О)= ПРИ 0О<1 и |Д<(0,= (* |/(х)||1+|/(х)||֊’</х.

о а
Пусть, далее, ф (0 —положительная возрастающая функция на 

[0, + оо). Наряду с пространствами £’ (С), ՝*>0 мы будем рассмат­
ривать более общие классы (С) функций, для которых ч> (՛/ (х)|) £ 
Л1 (С). Положим

РЛ’(о) = У Т (I/ (*)1) ^х. 

о 
Обозначим 

+ - >
(0 = / уи՜2 ф (и) =у ч> (и՜1 /) <1и, I 0. (1 3)՛

։ о

Очевидно ф* (<) либо обращается в -}-оо всюду на (0, 4֊ со), либо ®*(0— 
положительная возрастающая функция на (0, 4-оэ). Если потребуем 
выполнения условий

+«
Пт <р ({) = 0, \ £՜2 <р (2) Л+ ос,
/-о ,)

1

то ®* (/) будет непрерывной положительной возрастающей функцией и.



62 Ф. Г. Лрутюнян

Нт Ф*՜ (0=0. (1-4)
I -о

Легко проверяется также, что если ф (0 обладает свойством ф (/։ -|- 

+ *։)<? (0)+? (О» О» ^€[°> + да)» т0 этим свойством обладает и (/).
Пусть Ф=|?4 (х)|п>1—некоторая система функций из £° (в), а 

£2 (л) = <4. <?п (х)п > I
— конечный или бесконечный ряд по этой системе. Обозначим

2’։, (х) = аир | V с1„ <р„ (х)|, 
/>։ л 1

12Ь(0). ф =Д“РЙ ?л5л'г ։<” ’ ,5)

Определение 1.1. Пусть Ф=1ф/>(х))„ ։ — базис простран­
ства А’ (С), у>1- Ф называется базисом типа < у, у^> (или же Ф£ 
€< *,?», если 5ф (/, х) £ £' (С) для любого/՜ (х) ££’ (С), где 5(/, х) = 
= 5 Си (/) фл(х) — разложение / (х) по базису Ф. 

л >1
Известно, что если Ф £ <• ՝*» О’» то существует постоянная М-. ^>0 

такая, что
(/)Ид։' (О) * ЙЛ/.* (О)֊ (1-6)

Свойством <^у, обладают многие классические системы, как 
например тригонометрическая система, системы Хаара и Уолша и 
другие.

Пример, построенный Б. С. Кашином, не является < 2, 2 > си­
стемой. Следовательно естественно рассмотреть вопрос: верна ли тео 
рема А для систем типа *\2, 2 >? (На этот вопрос обратил внима­
ние Б. С. Кашин на Всесоюзной конференции по метрической теории 
функций, прошедшей в Агверане (Ереван, 1975 г.).

В настоящей статье доказываются теоремы, которые дают по­
ложительный ответ на поставленный вопрос. Прежде чем сформули­
ровать результаты, сделаем несколько замечаний.

Замечание 1.1. Если положительная возрастающая на [0, + оо) 
функция ф (/) обладает свойствами

•(֊ во
1) 11т <р(/) = 0, 2) I ^“2 ф (0 + о°,

г-о
1

3) ф(А + О)<ф(0)-Ьф(М, 0» *։€[0, + со), 

то ф* (/) непрерывная, положительная, возрастающая функция на 
[0, Ч֊аэ) и

Г՛. Нт (/)=0, 2°. <р* (0 + ф* (А) + (0)

для всех 0» О 6 [0, + оо).
Замечание 1.2. Если ф (/)==< (1 + 0՜’, то ф* (О = Нп (1+ 

4՜ И՜’) (при t = Q ф* (0 полагаем равной нулю).
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Замечания 1.3. Если ф (#) = (р, 0 < р < 1, то ф* (У) = Ир (р 
(Ыр — постоянная, большая нуля). Следовательно, (С) = (С) =
= 2/(6). Справедлива

Теорема 1.1. Пусть Ф = (фя (х))„>1—базис типа О, <>, у>2, 
а функция ф (У) обладает свойствами 1)—3) замечания 1.1. Тогда 
существует ряд (1.2) такой, что для любой функции Т(х)^*(0) 
существует частичный ряд

йг (х) = 5 >я бп фя (х) (1.7)՛
л>1

(>.я—принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет условиям
1) 2/?(х) = /7(х) почти всюду на С,
2) (х) по метрике 1? (С) сходится к функции Г (х) и

(о;, ф 1? 1И!де* (О) »

3) Л( “Л-)ф Идт (О) (ф. и Г. — постоянные, большие нуля)’
Из теоремы 1.1 и замечаний 1.2 и 1.3 следуют
Теорема 1.2. Пусть Ф = [фя(х)}я 1—базис типа

* > 2. Тогда существует ряд (1.2) такой, что для любой функции 
^(х)^2.°(С) существует частичный ряд (1.7), который удовлет­
воряет условиям

1) 2/г(х)=/7(х) почти всюду на С,

2) И(2р)ф140(О) <го 1^ (*)1 1п (1 + 1^ (л)։՜1) ^х (Го — постоянная, 
о

большая нуля).
Теорема 1.3. Пусть Ф = (фя (х)}։1>։ — базис типа <^4, у^>, 

ч^>2, 0<^р <1. Тогда существует ряд (1.2) такой, что для любой 
функции /г(х)£2.р (СТ) существует частичный ряд (1.7), который 
удовлетворяет условиям

1) 2л.(х)=/г(х) почти всюду на С,

2) К2/--)фИгР(О) 1^ЧсР(О) (^р —постоянная, большая нуля).
Метод доказательства теорем позволяет обеспечить сходимость 

ряда У, |</я|2+* одновременно для всех положительных е, но за этим п> 1
мы следить не будем.

В доказательствах теорем 1.1—1.3 широко используется метод, 
разработанный в нашей работе [10], где важную роль играют маргин­
альные свойства системы Хаара (см. [7] и [11]).

Теорема 1 (без условий 2) и 3)) анонсирована в нашей рабо՜ 
те [12].

§ 2. Обозначения и вспомогательные леммы

Пусть ф (/)—возрастающая положительная функция на [0, + со) 
с условием
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< 2 <р (/) Л Ч- ОС. (2.1)

Мы будем предполагать, что <р (/)—непрерывна (это требование не 
обязательно, оно добавляется лишь для облегчения рассуждений). Бу­
дем считать также ®(-|-оо) = 4- оз.

В дальнейшем нам понадобится следующая
Лемма 2.1. Пусть |/я (х))я>1—последовательность положи­

тельных функций на О с условием

/я (х) <1х -С М<^ + п > 1-
а

Тогда можно указать подпоследовательность \/ьп (х)}я>։ такую, 
что

I ?(эир л՜’/*, (х)) ^Х<С + °°- 
J л >։о

Доказательство. Не ограничивая общности мы можем пред­
положить, что функция ф (1) неограничена. Через /я (х), п >1 обозна­
чим равноизмеримую с /я (х), невозрастающую функцию. Очевидно

(Х (х) б/х — (х) </х. (2.2)

о о

Из последовательности [/я (х)]я>1 можно выделить почти всюду 
сходящуюся подпоследовательность [/;„ (х)}я>1. Обозначим ) (х) =

= Вт /я (х), она будет невозрастающей функцией на С и я-»+-
У /(х)</х <Л/.

О
Докажем, что

Вт Г|? (т//я (х))— <р (т/ (х))| </х =0 (2.3)
П •♦+ оо I

при любом т, 0<Ст-<1.
Пусть хоеС, имеем

р? (т Ъп (*))— Ф («/ (х))1 dx < ( <р (т//я (х) их-^г 

о о
х» ։

+ У? (т/(х))«/х-|- ||ф(т7?я (х))— <р (т/(х))| </х=/х + /2 + /։. 

и х.

Из (2.2) следует //я (х) х~}, 0<^х<^1, следовательно
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/։ < I ф (Мх՜1) дх= М у I՜ - ф (/) (М. 

о .их.՜1
Правая часть неравенства не зависит от п. Следовательно, /г стре­
мится к нулю (равномерно относительно п) при х0 ֊*■ 0. Точно также 
убедимся, что /2 —>0 при х0 —» 0.

При фиксированном х0 последовательность {т /]п (х))— ® (/п/Х 
Х(х))|, х0-<х-<1 ограничена и почти всюду сходится к нулю. Сле­
довательно к нулю стремится }3. Соотношение (2.3) доказано.

Из последовательности {//Л (х))п- ։ выделим подпоследователь­

ность {/*„ (х)}я>1 такую, что

Е С |ф (Л—։/*„ (х))—ф (п֊1 / (х))| </х<1. (2.4)
я^։.) 

о
Имеем

<Р (зир п՜1 /кп (х)) <1 4֊ ф (0)4֊зир [<Р (л-1/*я (*)) ~ 
л>1 л>1

-I- ? (0)р < 1+ ф (0) 4- У [ф (л֊> Л„ (х))-1֊? (0)1 - 
л>1

(здесь а՜1՜ означает а, если а>0 и 0, если а<^0). Следовательно, 
в силу (2.4) имеет место

[ ф (вир л՜1 /кп (х)) </х < 1 + ф (0)4- 
и с

+ 2 (’^(п-'Ал (х))-1֊ф(0)]+</х = 
л 1 յ 

и 
%

= 1-1-? (0)4-3 |[ф(п-17‘,(х))֊1֊ф(0)]ЧхС (2.5)

6
<2 4- ф(0) 4՜ £ Г [ф (П՜1 { (х))— 1 — ® (0)]х </х= 

п 1.1О

=24֊ ф (0) 4- 2 | [ф (л֊1 / (х))-1- ? (0)] dx. 
л>1 и

О

Обозначим Гп (х) = ф (л՜1 / (х))—1—ф (0). Определим обратную к 
(х) функцию (у). С этой целью сначала определим обратные 

(к /(х) и ф (/)) функции /-1 (у), у>-0 и ф-1 (у), у> ф(0).
Положим еу = {х :/(х) =у}, у>0 (будем считать, что / (0—) = 

= 4֊ со). Если еу содержит одну точку, то полагаем /~г (у)~ х. 
Если еу содержит более одной точки (количество таких у может 
быть лишь счетным), то в качестве /~1 (у) берем любое х из еу. 'Ес՜ 
5—27
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ли еу— пустое множество, то существует х£ Стакан, что у 6 [/(*—), 
/(х+)] (будем считать, что /(14֊)=0). В таких точках у полагаем 
у— I (^) = х. Известно, что/՜1 (у) не возрастает и

У՜1 (у) ^У = У У (*) (2.6)

о' о
«р՜1 (у) в промежутке [<р (0), -I- со) определяется обычным образом. 
Положим

№ (.у) ~/՜' (п Т՜1 (1+ Ф (0) + у), у > 0.

Тогда имеет место

л" +л
С [<р(п֊1/(-г))֊;1֊?(0)]«/х= (/7։(у)^ =

о о
4-оо 4-ш

= У У՜1 (п <р-։ (1+Т (0)4- у) Уу= | /֊։ (п<р-։ (у)) Уч.
<> 1+\(0)

Обозначим
4՜

(*)= У У՜1 (х <Г։ (у)) (1у, х >1.

1 + 9(0)

Очевидно функция Р (х) не возрастает. Следовательно, в силу (2.5) 
сходимость ряда

2 [® (и՜1 У*„ (х) —1— ? (0)]+ Ух
л >1 иа

равносильна сходимости интеграла
+- +-

~ У У У՜1 (^Т՜1 (у)) 4у.

I 1+9 (0)

Подставляя 1 = <р-1 (у), получим
+- +~ +-

7=У Ух у У՜1 (ж/) У^ (0 = у </?(7)Х

1 Т՜1 (1+9 (0)) 9֊1 (1+Т (0))

+- +- +~
ХрУ-1(хО«/х= у <!<( (<)у /-։ (и) Г՝Уи = 

1 9՜’ (1+9 (#)) ‘
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< j У՜1 (“) du [и՜1 ? («)+

•-’<։+? (о)) 

« +*
+ j t՜2 Ф (0 л] < j (и) и՜1 <р (и) du+ 

?-։(։+? (oj) ?~։ О+т(Р))
+ - 4-

+ J f՜'(и) du J f-’f (f) dt.

?-’(!+? (0)) е՜1 (1+? (0))

Для завершения доказательства леммы 2.1 достаточно убедиться, 
что первый интеграл в правой части полученного неравенства коне­
чен. Из (2.6) вытекает

+ -
пУ-1(и)<У У՜1 (и) </и < <-J-oo, и>0. 

о
Следовательно

+~
j У-1 (и) и՜1 ф (u) du^.M f и՜2 <р (и) du<Z + оо.

?-’(!+? (<»)

Лемма 2.1 доказана.
Заметим, что в случае ф (f) = t (1+ f)՜1 лемма 2.1 следует также 

из оценок, полученных в работе [13] (см. [13], стр. 222).
Из доказательства Леммы 2.1 следует
Лемма 2.2. Пусть {fn (х)}п>1 — последовательность равноиз- 

меримых, интегрируемых положительных функций, а ф (/), 
удовлетвор яет условию (2.1). Тогда

ф (sup л՜1 fn (х)) dx < + оо.
J л>1 о

Пусть Ф = {?л (х)|л. 1 — базис пространства L'(G), v^>l типа
/>, U = [и„ (х))л>1 — сопряженная к Ф система из L"' (G), |/|՜1 + 

4-v-։ = l. Если y(x)£L’(G) и 2/(х)= у crt (У) фл (х)—разложение 
л>1

функции по системе Ф, то коэффициенты сл (У), л ^>1 определяются 
формулой

Сл (У)= Jy (х) Un (х) dx. (2.7)

Построим ортогональную и нормированную по равномерной мет­
рике систему ЧГ = {'pt (x))t. i. Пусть — убывающая последова­
тельность положительных чисел У, о*<' ֊Ь оо. Положим /1 = 1, 

'*'1 (х) — rJi (х) (ГАХ)> 7^-1— функции Радемахера) и s0=0> Сущест­
вует натуральное число такое, что
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|'?1— 2 Сп (Ф1) ?л|е(0, <ппп {н (д1)> ’1/

(где Ах = С).
Остальные функции мы будем строить по пачкам ф* (х), п,<к 

-Сп/+ь у >1 (считаем, что в первой пачке одна функция ф։ (х), счи­
таем также О = ло<^л։=1). Рассмотрим интервалы постоянства функ­
ции 'р! (х), А2,А/ ПА/= 0 при Л1<^гУ=/ <л2, II А/=6՝ (всюду 
мы будем считать, что из отрезка С выброшены двоично рациональ­
ные точки). Заметим, что А*, лх <£-С л»—двоичные интервалы. Пост­
роим вторую пачку функций ф* (х), л^Л-^Лг/зирр ф* (х) — А*. Если функ­
ции Ф1(х),---, ф*-1 (х), л։<Л<^л2 уже построены (построены и числа 
$0<С51<С՜ ■ ■<С5*-1)> то функция фА (х) и число строятся следующим 
образом. Пусть /д (х) — характеристическая функция интервала А 
тогда для любого л 1

Нт | /д (х) гу (х) фл (х) (1х — 0. 
о

Следовательно, полагая ф* (х) — 7-дА (г) гу* (х), при достаточно боль­
шом у* будем иметь

II — сп ('?*) М-’Ф) <6*= т‘п । 1р(а*)1‘/*» 2-1 °*)- (2-8)

Найдем при котором

1Ф* 2 сп (Ф*) ?Л1д ’ (О| < (2-9>

Обозначим ।
М*) = 2 СЛ(Ф*)'РЛ(Х)-

>1,
Из (2.8) и (2.9) следует

8՛? а*Рд’( (О) ^։ф* 2 с'- (՛?*) х

,՝՝ ?"1д’ (О) -Н 2 Сп (Ф*) ։рл|д’(о) 2°* ** ’*• (2.10)

Отсюда имеем (см. 16))

Кик)<1Лд’ (О) в®4д’(0) 2^1» 1Ф*Лд’(О)* (2'11}

Вторая пачка функций системы Ф՝ построена. Пусть построены функ­
ции первых у—1 пачек ф« (х), Л-Спу-1. Рассмотрим интервалы посто­
янства функций ф» (х), Л<пу-1, А„7_14-1 , •••, Ал/,

II А/ = С, А/ Л А/ = 0, лу—1 п^.
Л/-1« ^Ոյ

Аналогичным образом, на каждом из этих интервалов Ад, Ո|-^<k^Ոj 
построим функцию у-ой пачки ф* (х) так, чтобы выполнялись условия 
(2.10) и (2.11), при этом каждая из этих функций имеет вид

Ф* (х) = ЛА (х) г)к (х), к^1,
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где Д* — двоичный интервал и

jr/*(x)dx — 0. (2,12)
4*

Положим

Имеем
f| (х)|'с/х = S Г (vj (x))i
J "/-!<*<"/ J

< £ 2 • лп С (x)i’ dx=2 ՝ м ■՛ = м.

Следовательно, в силу леммы 2.1 существует возрастающая последо­
вательность натуральных чисел {//]/>։ такая, что

^<p(|sup у՜’ (х)|’) </х<-(-со, (2.13)

о
где функция с (/) удовлетворяет условию (2.1). Предположим 
lim <р — тогда из (2.13) получим1-0

lim Г <р (|sup у֊1 In՜1 (у 4֊ 1) И/.(х)|’) rfx=0. (2-14)
J />л 
в

Не ограничивая общности, будем считать, что ij — j, / >1. 
Обозначим

_ |_ 
6* = (у’1п (у 4-1)) ’ (2.15)

при лу-1 < п/, у > 1. Пусть Имеем

sup Л* (v\ (х))ф < sup ( 5 ]6* («; (х))ф|’)1/’ =
J>1 nj_i<k<4j

_ 1_

= sup |у In (у 4-1)1 ’ Vj (x).
j>l

Следовательно, в силу (2.14)

lim Г f (I sup bk (v* (х))ф|’) dx = 0.
Л-+-+*’ J j>n

Q
Положим ш (/) = шт (f) => ф (Г). Справедливо

Замечание 2.1.

lim |Jsup 6* («;)ФЦ£<» (0) = 0, n-*+« а>л ' '
где w (^)—монотонно возрастающая функция на [0, 4՜ ос) и
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4 “
lim со (/) =0, у f—’—։ ш (/) dt <Z + °°i v> !• (2.16)

1

Легко проверить, что если <р (t) удовлетворяет условию (2.1), то 
о» (<) = <р (<) или ш (*) = ?* (О будет удовлетворять условию (2,16). 
Следовательно, из замечания 2.1 будет вытекать

Замечание 2.2.
lim Jsup Ьц (и^фДду’со) —°>

n->+- *>Л

lim Jsup bn (v*)JiT jo, = 0, + k>n
где ф (0—возрастающая функция на [0, + со) и

4»
lim «р (0=0, Г Г2«р(0Л<+оо. (2.17)
/-►о J

1

Замечание 2.3.
lim J2 bn |v*— ф*| (0) = 0,

л—+ - к>П
где функция со (/) удовлетворяет условию (2.16).

Замечание 2.4.

lim | 2 bk |ил — фл|lit* (О) = °.
/։■• + » Av-л

lim J 2 bn — ф*| J£? (0) = 0,
Л-»+~ *>Я

где функция <p (0 удовлетворяет условию (2.17).,
Замечание 2.4 следует из замечания 2.3. Убедимся в справедли­

вости замечания 2.3. Обозначим

<2л (х) = 2 Ьк |и* (х) — ф* (х)( и е„ = ((Д;։ .
*>я. ' '

Пусть Ол (х)—возрастающая равноизмеримая с О (х) функция, тогда 
<?л (х) < ея х~\ Отсюда

(О) “ (О)

< У? (ел #-1) л = е„у г։ <Р (0 dt = (е„). 

и *л

Из (2.10) следует, что ея ->■ 0 при п —» -|- со. Следовательно, в силу
(1.4) стремится к нулю и ср* (ея). Замечание 2.3 доказано.

Замечание 2.5. При у>2

Нт |2 Ьп ф* (х)|= + со почти всюду на О.п ■■ 1г ' п л
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Доказательство. В силу (2.14) имеет место 
_ 2_

2 1М*(*)1։=21/1п(/ + 1)| ’х

_2_
X 2 |Ф* (х)|*= 2 (/1п(/+1)| = + ос почти всюду на в.П]_\<к<П]

Если учесть, что функция ф* (х), к ^-1 является полиномом из функ­
ций /*-ой пачки системы Хаара и при этом /*+։2>/4 (см. 2.12), то из 
полученного неравенства следует (см. [7] и [10]) справедливость за­
мечания 2.5.

_ 1
Замечание 2.6. Если в формуле (2.15) взять Ьк — (] 1п (/+1)) 

при п/֊1 к -С п), )'^Л, то при у^>2 получили бы ,
1) Нт |эир Ьк (^)ф|4, ,0) =0,л- + ~ к>п ' '
2) Нт Ц 2 Ьк — ф*) |г 0) = 0.л— +~ к>п ՛

§ 3. Доказательство теоремы 1.1

Через С* обозначим систему множеств из С, каждое из которых 
является объединением конечного числа двоичных интервалов. Пусть 
в! и е2 — множества из б* равной меры,

Ге,, е, (х) = Х<։ (х) — 7-е, (х). (3.1)
Справедлива
Лемма 3.1. Пусть заданы е £ б*, о 0, действительное число 

/ и натуральное число п. Тогда существует разбиение множества 
е = е+ие՜ и функция

®՜г (х) = 2 1\к Ьк^к (х) п<к<т
(т|4=0 или 1, п <_ к -б^т), которые удовлетворяют условиям

1) !1 /г«+, е-Зл’СО)^3
(։'^-2— заранее фиксированное число).

2) (^ (х))ч- < (|/| + а) 7.е (х) для всех х £ в.

(Определение (Фг(х))ч’ см. 1.5)).
Доказательство. При/=0 достаточно взять Те(х) = 0, 

х£б и условия леммы будут выполнены. Предположим, что / =/= 0. 
Пусть г^>0(е = е(а) выберем позднее) 1>п и

аир |6*| < г. (3.2)
к>1

Рассмотрим ряд 2а*6*ф4(х), где а* — 0, если Д* лежит в б\ е’ к>1 .
и а* = 1, если Д* с е. Из замечания 2.5 следует

вир | 2 а* Ьк ф* (х)| > |/| почти всюду на е. (3.3) 
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Через у (х) обозначим наименьшее число j, ПРИ котором
I У (ЗЛ)
tcCZj (z)

В силу (3.3) у (х)—почти всюду конечная функция на е. Поэтому для 
некоторого натурального числа т р(е.) <Л, где е։ = |х: х £ е, j (х)'^т1.

Пусть т(х)=у(.г) при х£е\е, и т(х)=тп в остальных точках 
G. Определим Р», полагая pi — 1 всегда, кроме тех слу­
чаев, когда Д*£е и в некоторой точке х из Ai у (х)<^&. В этом слу­
чае берем °i = 0.

Рассмотрим функцию
ЧГг(х)= S Tji М*(х), где т,* = 0 при 

п<к <т
п к I и T(i = aipi при I < к rri. Докажем, что

Tji bk 'pi (х) — а„ Ьк 'pi (х), х £ G, I <к (х) 
и

Ч* 6i'pi(x)=0, x£G, т(хХ^<Л7. (3.5)
Вне е утверждение очевидно. Пусть х0 £ е. Предположим 

т/i Ьк 'pi (х0) т= «i bk 'pi (х0), тогда х0£Д*, pi = 0 и о-к bk 'pi (х0) 0. Следо­
вательно, для некоторого х։Сл* у(х։)<£. Так как функции 'ру (х)> 
Z< У<У(Х1) постоянны на Д*, то j (xj =j (х) = т (х) всюду на ДА и, 
в частности, £^>т(х0).

Пусть теперь к > t (х0) =j (х0). Если х0'2 At, то r,k bk 'pt (х0) ==■ 0. 
Если же x0£Ai, то °t == 0. Следовательно, v)t 6t'pt (х0)= 0. Тем самым 
утверждение (3.5) доказано.

Из (3.5) и, соответственно, из (3.4) имеем
Чг,(х) = «i6i'pi(xj, x^G,

1<к<-. (X)

(x))r < I S a*6i’pi(x)i + sup|6iXl/|4-E, x^e. (3.6) 
(<t^T(x) i>Z

Это показывает, что при е>о условие 2) леммы 3.1 выполнено.
Нам остается убедиться в справедливости условия 1).

Обозначим через ех то множество из е, на котором функция Ч?՜» (х) и 
/ имеют одинаковый знак, и через ея множество из е, на котором 
^г(х) и / имеют противоположные знаки. Очевидно ег и е2 принад­
лежат G*.

Из (3.4) и (3.6) следует

|/|Р(в1) + «> J^(x) dx = 2֊1 (x)|rfx = 

«։ *i
=2՜* j (x)|dx>2-> j |/|dx>2֊4fl (H(e)-s). 

e\et e—ft

Следовательно, |А(ег)2>2—| ц (e) — 2—l e —1/]—։ e. Точно также убедимся, 
что |а (е։) ^>2-1 р. (е)—2~։ в — |/|-1 в. Мы можем считать, что р (ег) 
С2 1 р (е) и Р (egX2՜* р (е). Пусть е'=е\(е1 U е։). Имеем р(еу)<^е-|- 
н֊2 |/|“’в. Множество е՛ разобьем на две е։ и ej части (ej и ег при­
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надлежат С*) так, чтобы И (е+) =2՜։ р (е) и (* (е~) = 2՜’(е) (где 
е =егие։ и е~ = е»11 е'2. Имеем

I՛՛։՜ е Яд» («+) /(д’ (е,) 4՜ Г'^Лд’ (е')"Н/Д’(е'։ (е)+2 1/1 5 +45.

Отсюда следует, что при достаточно малом а будет

Точно также убедимся, что

+Л’ ’•
Из последних двух неравенств следует справедливость условия 1) 
леммы 3.1. Тем самым лемма 3.1 доказана.

Из замечаний 2.1 и 2.3 легко получить такое утверждение.
Лемма 3.1'. Пусть заданы: е £ 6*, а^>0, /—действительное 

число, т2—натуральное число. Тогда существуют разбиение е=е։и 
С в։, полином

И,(х)== 2 (3.7)
п<* ' т

(т|4 = 0 или 1, п<^1с ^.т), которые удовлетворяют условиям:

1) ЦИ, / ге+, е~Идш (О) Э>

2) ( ( Ыд«։ (О) 3 I/ ге+. е-Цд'" (О)’

3) II ( ^,.)Ф(дш (О\е)<՝а

(функция о) (<) удовлетворяет условию (2.16)).
Из замечания 2.6 следует
Лемма 3.1". Пусть заданы е(С*, 32>0, /—действительное 

число, т0—натуральное число. Тогда при ^^>2 существуют разбие­
ние е — е+ 1) е^, полином (3.7), которые удовлетворяют условиям

1) 1^'~/гв+,е֊1д’(О)*^0«

2 II ( И,)ф|/֊’ (О) 3||/гг+, ,-йд’ (<?)’

3 ) ||( КЗф11д’ (О\г) < ’•

Леммы 3.1' и 3.1" мы не будем использовать, однако мы их при­
вели, так как считаем, что они представляют самостоятельный инте­
рес.

Справедлива
Лемма 3.2. Пусть заданы: е^С*, £^>0, /— действительное 

число, т0—натуральное число. Тогда существует полином по си­
стеме Чг

Т, (х) = 2 71*6* ’Ь* (ж)т9<к> /П1

—принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет усло­
виям

I) 1^-/Х4дЛо)<е«
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2) (О). ч- т!/ХеЬ'р'Ю)»

3) Ц^Дч^? (О) < ^5/Хя/ду* (О)
(у и Г — постоянные большие нуля, функция <р(0 удовлетворяет, 
условиям 1) и 3) замечания 1.1)

Доказательство. Если / = О, то ^’г(х) = 0 будет удовлет­
ворять условиям леммы. Предположим / =/= 0. Построим функцию 
г (х) и 

‘к 
ЧГ (х) = 5 ЪкЬк^к(х),

1к-1<^։к
(^1к принимает значения 0 и 1) следующим образом: положим е1 = е^"= 
= е. Применяя лемму 3.1, построим функции г (х) и Ч,г,(х),где

вместо пиз берутся 10 = т0 и 2՜1 з, соответственно. Предположим 
построены г (х),---, г _ (х), ^«.(х),---, (х). Положим

<’1 • 'Г 'к-г ек-1
ек—е^_г Применяя лемму 3.1, построим г + _(х) и (х), кото- 

ек • ек 
рые удовлетворяют условиям

к ■ 'к (э-о)
(«г;4(х))ч,<(24-*1/| + 2-*а)Х,4(х), хбв. (3.9>

Пусть 5 — натуральное число. Обозначим 
ЧГДх)=2 Ч^(х), 1<7<а, I •-«</ 

^(х) = Ч\(х) 
и 

Л(х)=2 2‘-’/г (х), 1</<։.
Ч.Ч 

Из (3.9) имеем

. (^’(х))т<^ (^д(х))ч.<2 2*-’|/Г4*(х) + 1<к<з * 1<к<л
+ 2 2-‘=4*(х)< 2 2‘-։/ЛЧ(х).+ »'4(х).

По построению
Н(е*) = и (е^) = 2֊։ И (ед_։) =. • . = 21֊* и = 21-4 р(е)֊

Поэтому
ГОЛ? (0) <2 р (в) (2*-* 1/1)2-* +

+ ?(։։) <2 И (е) У<р(1/П_1)Л + ч>(с) =- 

о

=2 р (е)|/| у г2 <р; о л + ф (з) = 25/ X• (0) + ? (о). 

1/1
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Так как * (□) —* 0 при а -• О, то полученное неравенство показывает, 
что при достаточно малом а условие 3) леммы 3.2 будет выполнено.

Убедимся в справедливости условия 1). Пусть х£е^, 1<&<7-<$..
Тогда

х£е* е*= еГ-1 Н в*-1 — е*-2 .Е.'' — е^> ей = е*_1_^еГ+1 =
= е*_2 • • • 3 еу.

Следовательно
/у(х)= 2 2'~։/< _(х) = 2‘֊7- 

1 е/ , е/
_ 2 2'֊7 = /, хбе*. 1 <£</<«. (3.10).

1</<4

С другой стороны

е7 = вЛ е7 = еГ-*х е/ =
\(е+ие+ .) =... = ех\ и е+=е\ и е+, 1 </ <5. (3.11)1 1 \<к<} 1<*<у

Поэтому
//(*) = ֊/£ 24՜1 = (1—2У)/, хСе;, 1<;<5. (3.12).

Отсюда и из (3.10)—(3.11) вытекает
/ 7е (х) ֊ /, (х) = 2'//֊ _ (х), X е С.

Следовательно

1^-ль‘(0)=<р*(2,1/:1'(е/-)=

= ф* (2^1/1) 2-И(е) = |/| н(е) | Г։Т«)Л. (3.13)

2* 1/1
Пусть

е/ (3) = |х: |ЧГ, (х) —/у (х)|>а,/2, х^е}.

Применяя неравенство Чебышева, в силу (3.8) будем иметь

2 СН (еу (о)) < а I 1’Р/ (х)- /у (х)| с/х •<

—Е 2 5"

ХЧ.<г^(О)<оЧ 1</<3.
Следовательно

[ ?*(^у(х)֊/у(х))</х + 

О (’)
+ У ?*(1«гу(х)֊/у(х)|)</х< (3.14)

«-»у («)
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(2> 1/1 +0) 0”+0։'2р(е).

Это неравенство вместе с (3.13) дает
ГГ, l0) < °1,2 + ?* (2J1/1 + °) ’’/։ +

+ "О
+ I/! J f՜2 <? (О dt = Ji + /з + Ja-

։»М
При достаточно большом s J3 будет меньше З՜1 г. После выбо­

ра s выберем достаточно малое з, при котором /,<^3 1 s, J2<^3՜1 а, и 
убедимся в справедливости условия 1).

Условие 2). Имеем

(о),ч-<sup »о։+,sup i՝F/—

/А?* (О) "^։5ДР (O) = 7* "b J» 4՜ Jf

Из (3.10) —(3.12) следует
y4< sup <p* (|/|) I* (e \ er) + <f>* ((2>— 1) |/|) p (e՜)) < 

KJ J ' '
<2?* (1/1) i4e)=2J/U?-(or

Из (3.14) вытекает, что при достаточно малом a _/s< Ц/^А?* (0)- Из
(3.9) следует

(2*-1 1/|) Р (е») + ?* (3) < ?* (|/|) И (е)+ (3).
Отсюда при достаточно малом о 2 UZ-Mi?’(О)- Полученные не­
равенства вместе дают

li'J А?* (О), ч՜֊<^ s О/ '^Аг* (О) = Т И/ (О)-
Условие 2) выполнено. Тем самым, лемма 3.2, доказана.

Лемма 3.3. Пусть заданы e^G*, з^>0, /—действительное 
число, 10 — натуральное число. Тогда существует полином по си­
стеме Ф

fe(x)~ 2 r,kbkVk(x)

(rllt принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет усло­
виям

I) 1Л-/'4Ь-И)<».

2) Di»* (О), Ф ЪИ/'Мд։* (0)1

3) ||(/>г)ф О/., (0) ■< Pil/^Лд?* (ор
("i и — постоянные, большие нуля, функция <f (f) удовлетворяет 
условиям 1)—3) замечания 1.1).

Доказательство. Если/=0, то Р,(х)^0 будет удовлет­
ворять условиям леммы. Предположим /=/=0. В еилу замечаний 2.2 и 
2.4 найдем число т0 > 10 такое, что
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ï bk I'?* ֊ Vk\ 'iL-r-10) С с, a sup bk К)ф5£=- (0) < S,К^-Гиц К /Ло
L 2 bk I’?* - v*l Ь (О) < s> 1 s.uP bk (v’t) |£- < гк fft > Д/ /Л о

(з наперед заданное число, большее нуля).
Пусть Ч-’е(л) удовлетворяет условиям леммы 3.2. Обозначим

Ре (х) = 2 TJ* Ьк Vk (х).»«□- /с' т
Имеем

^Ре f ^e[Lz’ 1О) -С й Ре $ еЦд=.‘ (0) + J/Z* <։1|д? ' (0) <

< ։ 2 Ьк |ь* — v*is£ï» (0) + s < 2 з, К Л/д

I! Ре$£?’ (Q) ф ^11^ Лд?* (О) ч- + О 2 Ьк |у* 
К> /И|

u*Uz.t* (О) + ь SUP Ьк (и4)ф (Q) ïJ/ 'Mir* jo + 2 е»к ГПа

1(Р'Г)ф1х? (О) ։(т; •ч 1!ДТ (О)+ 12 и*1 Ц£? (0, + D sup МОфЬ(0,<
Ае>/Лд к . nit

■С Г II/ ^ejif* (О) + 2 s՛

Взяв т> — 0 при /0<С к < т0, 11 = т1 убедимся, что при достаточно 
малом s будут выполняться условия 1) и 3) леммы 3.3.

Лемма 3.3 доказана.
Лемма 3.4. Пусть заданы s0, функция F{x)^Lf (G), на­

туральное число т0. Тогда существует полином
2(х)= 2

(■Цк принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет усло­
виям

1) /nixf» (О) *С s>

2) D-llir* (О), ф ТгО ^Идг* (О)»
3) И^Ф^? (О) rs^H£ï*( О)

+'2 и Г։—постоянные, большие нуля, <р (/) удовлетворяет условиям 
1)—3) замечания 1.1).

Доказательство. При (О) = 0 берем 2 (х) = 0. Пусть 
|IF||iÇ» (0) 0, s min [ JÆ||£Ç. (0), ej, /(х) — ступенчатая на G функция
такая, что fF — /Илт* (0) <Z 2՜՛ °- Обозначим через ev։՛-, е* интервалы 
постоянства функции /(х). Поочередно применяя лемму 3.3 мы по­
строим полиномы'

Ре, (х) — 2 ЪкЬк Vk (х), 1 </ < s 
j '>-!<*< ‘J

(-rlk принимает значения 0 или 1, тп0= /0 <С к*С‘ ՛ ”С = mi)» которые 
удовлетворяют условиям

^Pejf (О) 2 1 s 1 С» l՝^֊ / ^s>

(О). Ф 11Ч/7-е^£Г* (О)’ 1-Cj-Cs
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(О) ^ (О)'

Положим
2 (х)= 2 /'/<*)•

Имеем
[2 — ?ЦдТ« (0) -< Ц2 — Яду• (О) + 1У՜ Лд< (О)

<2 ։л7֊/'/д-г’(О) + 2"'=<е՛ 
!</<։

В^Вд?’ (О), ■։• В^\|д?* (О), ф ՝՝*՝

«►71 2 В/^Вдг։(О)^^։ НА.**«։) 
1 *'■ 5

< 711/Вд?’ (О) 71/Че.?' (в) ^71 ВЛВду* (Ор

|2фВд? (О)՜^։?/<<1^»Рф1д?(О)՛^

•С 3 II/ ^«;1ду* (О)= П Ш/.г" (О)

Г՝! I/ ^"ВдУ* (О) *Ь П В^Сд? *(О) ՝*=։• 2^1 ВЛВдг* (О/
Лемма 3.4 доказана.

Доказательство теоремы 2.1. Через
2 (х) = 5 (-г)

Д>1

обозначим раскрытый по внутренней сумме ряд
. У Ьи V), (л).

А>1

В случае В/7дт’{0)՜® теорема тривиальна надо положить 2^ (х) =г 0'
Пусть Ц^Вд?’(О) ¥= 0՛ Согласно лемме 3.4 существует положить

21(^)=2 ՝1к d|t^fk (х), 1о^=О
/«<*</։

О* принимает значения 0 или 1), удовлетворяющий условиям
11^1 ~ Л^*(О)<^2՜1 ^к.<(О)'

В21Вдт* (О), ф Тг В^Цдт’ (О)»

0(2։)ф||ду (О) < Г2 [[/• Ц£(0).
Пусть построен полином

2у_։(х)= V ).kdk^вt(x),

Применяя лемму 3.4 построим полином
2; (х) = 2 с/к (х), 

удовлетворяющий условиям
|2/ ֊ (^ ֊, 2<увл.- т<2-'П,-т. (3.151
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II ~J 1д?։ (О), Ф 2^ ^Лд9*(0)> (3.16)

(а) f'sll^' ’2 ^"Ид?'(or (3-17)
По построению

К^/)«||д? (О) ** J^iS*(oy
Обозначим

(х) = 2 i-kdk^k(x).*. J
Из (3.17) следует

К2 АрЦд? (о)^ !■ Sj io)

■֊<■ (O^2j21՜՛' 21՝2И1д?*(О)= (оу

Полученное неравенство, в частности, показывает, что ряд 2^(х) схо­
дится почти всюду. С другой стороны, ряд 2/ (х) в метрике

Z.” (G) сходится к функции F(x) (см. (3.15)). Следовательно, 2f(x) 
почти всюду на G сходится к F(x). Для завершения доказательства 
теоремы 1.1 нам остается показать справедливость пункта 2). Из 
■(3.16) имеем

(Q), ф 2JP/8ir* (О), Ф

1 HL?* (G) 7?(ву
«

Эта оценка в частности, показывает сходимость ряда Qy (х) по 
метрике Lr (G). Теорема 1.1 доказана.

Известен следующий результат (см. [14], стр. 96—97) Гарсия: 
Пусть Ф = (?л(х)|Я>1 — безусловный базис пространства L'(G), ч^>1. 
Тогда существует постоянная М, такая, что для любого F(x) £ £’ (G) 
можно указать перестановку Ф' = (ф,Л (х))Л л системы Ф такую, что

1|Зф. (ОЦд’ (О) ^ll^'lli’ (в)*

Наш метод вместе с оценкой Гарсия позволяет доказать сле­
дующую теорему.

Теорема 3.1. Пусть Ф = [о„ (x)n,,i—безусловный базис про­
странства С (G), v 2. Тогда существуют перестановка- 
Ф' = (ф/Л (х))л>1 системы Ф и ряд (по системе Ф')

2Лф/л(х) (3.18)
Л>1

такой, что для любой функции F(x)^U (G) (?*(£), £>0 удов­
летворяет условиям замечания 1.1) существует частичный ряд

2^(х) = 21я</л<рУл(х) (3.19)
л>1

(>֊л принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет уело՜ 
виям
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1) 2р(х) = Р (х) Почти всюду на С,
2) Ряд 2?(х) по метрике 17՛ (й), сходится кфункциир(х)и 

Й^М/Л’(О). Ф' (О)’
3) ка;)ф.Ь(0,<г»П5-(0)

и Г։ — постоянные, большие нуля).
Заметим, что если при доказательстве теоремы 3.1 применить 

еше и метод, указанный в работе [15] А. М. Олевского (в [15] стро­
ится ряд по системе Хаара, корорый после перестановки сходится к 
+ со почти всюду, то можно получить следующий результат.

Теорема 3.2. Пусть Ф = | ?л (х) | „ 1 — безусловный базис 
пространства Х-(б'), V > 2. Тогда существует перестановка 
ф'= |<р/„(х)]л ։ системы Ф и ряд (3.18) (по этой системе Ф') та­
кой, что для любой измеримой на О функции Т(х), принимающей 
значения 4՜ со или — со на множествах положительной меры, су­
ществует частичный ряд, который сходится к Р(х) почти всюду, 

В тех случаях, когда 1'Рл(х){л 1—тригонометрическая система, 
система Уолша или полная ортонсрмнрсваннгя система, ограниченная 
в совокупности, этот факт был отмечен в работах, соответственно, 
[11] и [16], |17], [18].

Доказательство теоремы 3.1 совершенно аналогично доказатель­
ству теоремы 1.1. Что же касается теоремы 3.2, то ее доказательство 
имеет свои трудности. Эта трудность появляется в том случае, когда, 
изображаемая функция принимает значения -]-оо или — <х на множе­
ствах положительной меры.

Доказательство теоремы 3.2 мы здесь не приводим.
Ереванский государственный

университет Поступила 20.VIII.1984

Ֆ. 9*. շԱՐՈԻԹՑՈԻՆՅԱՆ. Չափեփ ֆունկցիաների ներկայացումը Լ? ։ -,>2 տարածության, 
քանիսներով ( ամ ւիոփում )

Լ -տարածության բազիսը կոչվում է < V, > տիպի> եթե Լ'ղասի ամեն մի ֆունկ- 
Տ!,ա1ի վերլուծության մասնակի գումարների մածորանտը Լ*-ից է։ Հոդվածում ապացուցվում 
էւ որ V >2 տիպի սիստեմը ունի այն հատկությունը, որ ամեն մի չափելի համար­
յա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիա ներկայացվում է սիստեմ ով գրված համարյա ամենուրեք 
զուգամետ շարքով։

F. G. ARUTUNIAN. Representation of measurable functions by bases 
of L , space, v > 2 {summary)

The base in If space is called of v, -type if the eyaluationj of any func­
tion in L' is again from Z»’. It is proved that every < v, v > type system v 2, has 
property that any measurable, almost everywhere finite function is represented 
by almost everywhere convergent series.
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