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Պաաաոխանաաոէ քարտուղար' ՍՀ Ա. ՀովհաննիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ • 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպևտք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամրւ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքևնագրված, երկու օրինակով» Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կընլ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով!

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համ ապատասխան լեզվով։

3, Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամ սագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­

տասխան տեղում։

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ* 
վածի ստացման ժամկետ համ տրվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է’ վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու­
մով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյայ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ թադրամյանի պող., 24բ։ Գիտությունների ակա­
դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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УДК 517.98
А. А. ВАГАРШАКЯН

О ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ ДИСКРЕТНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВИНЕРА—ХОПФА

Введение

Настоящая статья посвящена исследованию уравнений вида

V ця_А г-1с = цп, л =0, I,---. (1)
*—и

Эти уравнения являются дискретными аналогами хорошо известных 
уравнений Винера—Хопфа 

»
-/(/)-уА'« -5) 7.(5)^=/(0. 0</<оэ. (2)

о
Благодаря многочисленным приложениям в разных вопросах матема­
тической физики, эти уравнения были в центре внимания 'многих ма­
тематиков. Поэтому трудно привести полный обзор работ, посвящен­
ных исследованию уравнений (1) и (2). Ниже ограничимся упомина­
нием только некоторых работ, связанных с исследованными в настоя­
щей статье вопросами.

Первое существенное продвижение в разработке общей теории 
было сделано Е. Хопфом и Н. Винером [1] в 1931 году. В исследова­
ниях Е. Хопфа и Н. Винера впервые была использована идея факто­
ризации функции, голоморфной в полосе для решения уравнения вида 
(2). Эта идея получила свое дальнейшее развитие в работах Е. Рейс­
нера [2], В. А. Фока [3], [4], И. М. Рапопорта [5], [6], и др. Доста­
точно общая и в известном смысле законченная теория интегральных, 
уравнений (2) была построена в работе М. Г. Крейна [7]. Позже ока 
залось, что уравнения (1) и (2) тесно связаны друг с другом. В кни­
ге И. Ц. Гохберга и И. А. Фельдмана [8] предложена общая кон­
струкция, которая позволяет с единой точки зрения смотреть на оба 
уравнения (1) и (2).

При построении общей теории уравнений (1), (2) обычно пред՜ 
полагалась непрерывность символа этих уравнений. В дальнейших ра­
ботах, посвященных уравнениям (1), (2), было уделено определенное 
внимание к ослаблению ограничений, налагаемых на символ (см. И. Ц. 
Гохберг, И. А. Фельдман [8], Р. А. Дудучава [9] и др.). Многие 
исследования посвящены также случаю, когда символ обращается в 
нуль. Основные результаты, относящиеся к этому случаю, можно най-
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ти в книге 3. Пресдорфа [10], в статье М. Г. Крейна и Ю. Л. 
Шмульяна [11] и др.

В настоящей статье рассматриваются дискретные уравнения (1), 
символы которых могут иметь точки разрыва, а также могут обра­
щаться в нуль или в бесконечность, исследуется скорость убывания 
решения уравнения (1) при и->■ со.

Статья состоит из трех параграфов. В первых двух доказаны 
вспомогательные предложения. Результаты, относящиеся к уравнениям 
(1), сформулированы и доказаны в последнем параграфе.

§ 1. Обобщение теоремы Н. Лузина

Хорошо известна следующая теорема Н. Лузина: для любой из­
меримой функции / (/)> f € [0,2^], и любого числа г^>0 существует 
непрерывная функция g (t) такая, что

m(|C/(O^g(f)j)<s,
где т — мера Лебега. Эта теорема была уточнена в работах Д. Е. 
Меньшова (см. Н. Бари [12]), который доказал, что g (t) можно выб­
рать так, чтобы ее ряд Фурье равномерно сходился. Простое дока­
зательство этого утверждения, а также обзор результатов, связанных 
с теоремой Н. Лузина —Д. Е. Меньшова можно найти в статье С. В- 
Хрущева [13]. Существуют результаты, показывающие, что функцию 
g (0 нельзя брать очень „хорошей“, например с коэффициентами 
Фурье из 1Р, (см. И. Кацнельсон [14], А. М. Олевский [15]).
В статье Н. Ароншайна и К. Смита [16] теорема Н. Лузина обоб­
щается в несколько другом направлении. Заранее предполагается, 
что функция /(f) принадлежит некоторому пространству. Оказывает­
ся, что тогда в теореме Н. Лузина меру т можно заменить другой, 
более тонкой характеристикой множеств. Отметим, что общая схема, 
предложенная в работе [16], не позволяет утверждать что-нибудь 
больше, кроме непрерывности функции g (/).

В настоящем параграфе мы заранее предполагаем,, что /(f) при­
надлежит пространству Бесова. Оказывается, что для таких функций 
можно исправляющую функцию g (f) выбрать из класса Липшица, а 
меру Лебега заменить более тонкой характеристикой множеств.

Пусть g (f) £ Ly [0,2п]. Предположи м, что g (f) периодически про­
должена на всю действительную ось. Максимальная функция для g (ty 
определяется по формуле:

x+t
g * (х)= sup - I |g (у)| dy.

о</<» 2t J 
x — t

Введем обозначение

о о
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где — неотрицательная мера, а а, 0<^։<Ч —некоторое число. 
Обозначение *< Е означает, что р — неотрицательная мера с еди­
ничной массой, сосредоточенная в Е. Число

Са (Е) = ։п£ 7. (и)

называется «-емкостью множества Е.

Пусть . Функция /(х), х£[0,2гс], принад-
Р 

лежит пространству Бесова Вр, если
2х 2х 2х

О 0 0

бхбу <^оо.
|х֊»1։+в/։

Доказательство следующей теоремы можно найти в книге 
Л. Карлесона [17].

Т еорема 1. Пусть ] (х)£Вг, 0 а — . Тогда для любой не- 
£

отрицательной меры с1а имеет место неравенство:
2х 1_
С/*(х)Л(х)<Л|/Ь.Х2а(а),

о 
где А — постоянное число.

В дальнейшем мы воспользуемся некоторой модификацией одно­
го интегрального представления М. М. Джрбашяна [18]. В работе 
М. М. Джрбашяна [19] было введено пространство аналитических в 
единичном круге функций / (г), для которых сходится интеграл

1 2х
У р/ (ге«)|р (1—г®)“ гбгМ< 00, 

о о
где р^>0, а^> — 1. Этот класс обозначается через Нр (а). Для удоб­
ства ссылок целесообразно привести полную формулировку теоремы 
М. М. Джрбашяна [18] о представлении функций из /72 (а).

Теорема 2. Функции класса (а), а > — 1, представимы в
параметрическом виде

1
2к

<? (0
а+3

(1-е-« г)՜2՜
Л,

где (/) (; 7? [0,2*].

Пусть { (х) £ Вз, 0 а Если функции { (х) соответст­

вует ряд Фурье £ ак е1кх > то
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X |аИ8 |*12։<°°-к—--
/[ля любого числа 0<^3$^<։ функцию / (х) можно представить в 
виде _ - е 1кх

,2 » (1+|4!>‘(ГтГ‘=

(1+НГ/ я (0 л,

где функции § (<) соответствует ряд Фурье с* е'*', с*=а* (1 + 

+ |&|)4> причем

Это условие равносильно тому, что а (/) £ Вг ". Продолжим функцию 
/(х) во внутрь единичного круга, полагая

Л*) =
а«

1 Г я (О 
2*3 (г-е“)1՜4

я (О__
(г-е«)1֊4

Л.

о

Заметим, что почти всюду на [0,2к] имеет место равенство:
Иш Г(ге1х) = / (х). г-1-0

Имеем, далее

дВ(г) = 1-5 С Я (О ‘ 
дг 2к ,] (я-е")2֊4 о

В случае, когда о = а, получаем формулу по существу совпадающую 
с приведенным выше интегральным представлением М. М. Джрбашяна.

При 0<^ |г|<^1 имеют место неравенства 1 — |г|֊С |е"— я|, !е"----— •<
I И

-С2|е" — д\. Поэтому для любого 0<^<2 имеем

1^(1֊^)- < Г 1^1* ^’|а (01
0 .г-у

2 -г+/ х+у
+22-4(1-|г|Г֊4р-2</0։ |я (у)| У 1яал Л +

у х-г . х—у
2։ 2 х+/

+ У 1я(01 л+8 (1-Н)1֊4 у *’֊’ (У |£ ) л

и у х-<
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Предположим, что z находится в некотором угле Штольца с 
вершиной в точке е'х, т. е. |х — arg z| < С (1—|г|), где С—фиксиро­
ванная постоянная. Тогда из вышеприведенных неравенств следует, 
что

(1- И)'֊г < А + Bg* (х), (3)
I Oz |

где А и В—постоянные, не зависящие от х и г. Легко заметить, что 
дРможно получить аналогичную оценку для функции — ■ 

' дг
Лемма 1. Пусть f(x)^B2, 0<а<^ 1_

2 ’
Тогда для любого чис­

ла ", 0 <а<^я, существует функция h (х) £ В?, h (x)Z>l, такая, 
что имеет место неравенство:

1/(х)֊/ (У)К(А (х)+А (у)) \х֊у\'֊', 
где х, у £ [0,2к].

Доказательство. Пусть х, у £ [0,2к]. Обозначим через 
г = ге1? точку из единичного круга со следующими параметрами:

г = 1 — ———, Обозначим через и 1а отрезки, соединяю-
2г. 2

щие точку г соответственно с е‘х и е'у. В силу оценки (3) имеем

1/(х)֊/(у)НА(е'х)֊Г(е'у)! <|/= (е'х)֊/ (z)| + |A (x) -F(e'y)j<

(•dF. , dF - l — dz+ dz
J dz dz

,1 ГдТ . .дР -■С1 I — dz-\—= dz
՝.] dz dz 
h

ЦА+Bg* (y)) f------ ----------
* (l-|z|)i ֊(«֊՛)

l»

<2 (2Д + (x) + Bg* (y)) |x-y|«֊’.
В силу теоремы 1 имеет место неравенство

2г.
Я* (х) dr (х)<Л IgbÄ (и), 

о
(4)

для любой неотрицательной меры р. Рассмотрим билинейный функ­
ционал

2*
Н)= (7(х) dr (х),

где / (х) > g* (х), /(x)^Bj, а р — неотрицательная мера, причем 
(и) -С 1. Из теоремы минимакса Дж. Неймана (см. Т. Гамелин 

[20]) следует равенство:
inf Г sup F(f, |л)1 = sup Г inf F(f, 

/6^2./>?•! P >0, z*—2e ^<։ I H>0. l\— 2a <P-)<1 I {
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Нетрудно заметить, что
2г

sup / (/, н)=1/Ь.«> inf ^(/. »4 = (?*(*) ^1* (*)•
n>o./i_2,w<‘ /ев5./>г J

Следовательно, имеет место неравенство
* 2։

inf g* (x)</(x))=sup j jg* (x) (x); 0, Л-2, (|X) <1|.

0

Из полученного равенства и из оценки (4) следует, что существует 
функция А (х) £ В’ъ мажорирующая g* (х). Лемма доказана.

Приводимое ниже утверждение является обобщением теоремы 
Н. Лузина.

Теорема 3. Пусть Тогда для любых

чисел а, 0-Са<Са w существует функцця g (х) £ Lip»-,, такая, 
что

Ci-։, ({х; /(x)=/=g(x)})<s,

где в случае а =0 емкость следует заменить мерой Лебега.
Доказательство. Мы будем пользоваться следующим ре­

зультатом, доказательство которого можно найти в статье К. Прес­
тона [21]. Если /(х)(^Вг, то для любого числа /.>0 имеет место не­
равенство

С։_М{х;/‘(х)>Х})<£.,

где С не зависит от X. Применим это утверждение к функции Л (х)£ 
£B%, фигурирующей в лемме 1. Выбирая X достаточно большим мож­
но добиться неравенства

Cx-jJlx; A*(x)>X|)<s.
Функция Л* (х) полунепрерывна снизу. Поэтому множество 

{х; Л* (х)^>Х) является открытым. Наша функция /(х) удовлетворяет 
условию Липшица порядка а — а на множестве [0,2к]чх{х; А*(х)>Х}» 
Хорошо известно, что эту функцию можно продолжить на весь отре՜ 
зок [0,2т] не выходя из пространства Lipa_a. Продолженную функцию 
мы обозначим через g (х). Она удовлетворяет требованиям теоремы. 
В случае a =9 функция А(х)££։ и повторяя приведенные выше рас­
суждения, заменяя емкость на меру Лебега, получаем утверждение 
леммы.

Приводимый ниже результат показывает точность теоремы 3 в 
случае а = 0.

Теорема 4. Для любого числа S ^>0 существует функция 

f(x)^Bi, такая, что для произвольной функции

g (х) 6 Lip.+г
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т ((х; /(х) = £ (х)]) = 0.
Доказательство. Рассмотрим функцию

/ (х) = X л՜'՞*՜* хГ[0, 2֊],
*-о

где л — натуральное число. Заметим, что / (х) £ Во. 
имеем

Действительно,

— 2ал*—2к 2чп^^£ п п <со
к^О

Мы утверждаем, что / (х) удовлетворяет условиям теоремы. Предпо­
ложим обратное, т. е. что существует § (х) £ 1лр։+г, которая совпа­
дает с /(х) на множестве Е, причем тп(£)^>0. Для любого & = 1, 
2,разобьем интервал [0, 2՜] на л՞* равных интервалов. Из каж­
дого разбиения выбираем по одному интервалу так, чтобы

цш "(епЛ)

Это можно сделать, так как т (£)>0. 
Оценим интеграл

1/(х)-/(у)18 
|х — #|1+2։

ЕП։к
с1х<1у=

ЕП'кЕПгк

I? (х)-я (у)|8 
|х-у|1+г*

с!хс1у<.

У у|х֊^-2</х^<С։|Л|’+«<С'п

4 4

-(1+24) л*

где С։, С2, С— постоянные, не зависящие от к. С другой стороны 
интеграл допускает оценку
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2к 2k

1 (2e—3)л*
4֊։ П

1хпп^—лк 1упя,—п1с
! —e

(2։-I) n .Z -2։л/֊2/ 2։(л/-л»)L n П
„-»*-24 

71’֊ 1

Далее имеем

S n 
/-*4-1

I* - y|:
0 0

—ani-I t Jxnn’

n

/ул՞'— e

4it’

-an!--}-aid—l 1

_p|։+2.

11—2։ nnl-Y n

Наконец, рассмотрим интеграл
л , -an11-к ! lxnn* lynn>
Г n (e — e dxdy —

4k2 Enl^nlk
-!Zl1+2“

4к։ J J |x֊?l1+’։ 
o* °k

dxdy,

1

где 6* получается из Е П/* с помощью растяжения в п”* раз. Оконча­
тельно получаем

При достаточно больших к приходим к противоречию, так как 
т (Gt) -► 2к.

В дальнейшем нам понадобится следующая

Лемма 2. Пусть f (x)^Bi, . Тогда функция

х+ъ
G (x)=sup —f |/(x)-/(f)| dt 

о<։<к о'+а J

принадлежит пространству Lt.
Доказательство. В силу леммы 1 можно написать
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х-ъ

Х-г4 х+։
1 fl/(x)֊/ (0! df< 1 Г (Л (х)+л (0 |х֊ф 

»+■ х“։ 31+"е-4
jr+4 9

h(t) dt<—h(x)+2 h*(x), 
a 4-1

где A (x) £ Lt. Лемма доказана.

§ 2. Оценки снизу для аналитических функций

Исследование поведения решений интересующих нас уравнений 
естественно приводит к следующему типу задач теории аналитиче­
ских функций.

Пусть f (z)— аналитическая в единичном круге D= [z; |х|<^1) 
функция. Предполагается, что она непрерывна в замкнутом круге, 
модуль ее граничных значений принадлежит пространству Липшица 
порядка a, 0<jx<1, и / (z)?=0 при zf^D. Требуется выяснить, к како­
му пространству принадлежит сама функция / (с). Приведем некото­
рые, ранее известные результаты, связанные с этой'задачей. Заметим, 
что если |/ (z)KLip,(<?£) и /(z) не обращается в нуль в замкнутом 
круге D, то из теоремы Зигмунда—Привалова о модуле непрерывности 
сопряженной функции, следует что f (z)£Lip, (£>), 0<a^l. Однако в 
случае, когда /(г) может обращаться в нуль на границе единичного

круга, оказывается, что / (z) £ Lip,
2՜

порядком. В статье Дж. Бреннана [22] отмечается, что этот резуль­
тат впервые был получен С. Якобсом и опубликован в его диссерта­
ции [23]. Тот же результат содержится также в диссертации Ф. А. 
Шамояна [24] и опубликован в статье В. П. Хавина и Ф. А. Шамоя- 
на [25]. В работе В. П. Хавина [26] получен более общий результат 
для функций с заданным модулем непрерывности. Далее появилась 
упомянутая выше статья Дж. Бреннана, где доказано, что если |/ (z)|£ 
£ Lip, (<?/}),/(z)=£ 0 при z £ D, то / (z)£Lip,(D) при 0<^а<^2 и 

2՜
f (z) £ Lipj (£)) при а ]> 2.

В настоящем параграфе мы приводим новый метод исследования 
задач вышеуказанного типа.

Теорема 5. Пусть /(z) — внешняя функция, удовлетворяю­
щая условиям

1. |/(z)KB2’ (<?£>), где 0<а<А;

2. / (г) £ Нч, где 1 < q < 2р;

3. log-|/(z)K£P т, где 14-—<р. 
a

(Z)), причем — является наилучшим
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Тогда существует функция Ф (9 6^ 2р? такая, что
. рд+1р-Ч

• р («(р—1) —ц
// (*)֊/ (91< (Ф (*)+ Ф №- 2₽’՜1

при г,
Доказательство. Пусть а Д;— угол Штольца с вер­

шиной в точке С, т. е.
Д; = {ш^£>; |С—ш|<С(1—]«>[)}, 

где С—фиксированное постоянное число. Из леммы 1 следует, что 
для любого з, 0< з существует функция />(г)£5] такая, что

11/ (*)1 -1/ (91I < (А (»)+ А (9) к - С|'-’. *, г. с (5)
Значение числа а мы уточним позже. Определим множество Е-, сле­
дующим образом:

Е’ = {г^дО-, А(л)>2А(9}.

Тогда из неравенства (5) вытекает, что
1/(*)1>|/(91~ ЗА(С) к-С|«-’, г, ^дО\Е:. (6)

Обозначим через /; дугу

Л=к€<?Д* |/(91> 6А (9 |г-С|«-}.

Представим функцию / (г) в виде произведения / (г)=/1 (г) Д(г), 
где /։ (г) —внешняя функция, модуль которой на единичной окруж­
ности определяется следующим образом:

и м (!/(*)!
||/(91-за(С)

при г^дЕ\Е-, п Л
при- г £ Е- П /;.

Функция /8 (г) определяется из соотношения /(г)=/1(г) /г (г). Оце­
ним модуль функции /х (ш) снизу в угле Штольца Д;. Из определе­
ния функции /х (ш) имеем

|А («•)!= ехр ( ֊֊ С —1о? (|/ (С)|- ЗА (9 к֊'Г”) <1т (г) 4֊

Е^1г

+2к I 1ог|/(г)|</,п(2)}

<н>\есп/с 1 1
= ехр

х 1«г (1Л91-ЗЛ (С) к-։|~) м + 2. Г 1о։1/м1 ^т(г) + 
2^ 2 \г— ш2

!/(*)! . , И
|/ (91-за (9 т (г) [ ’
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Так как при z^dD\Ez имеет место неравенство (6), то

l/i (w)|> exp f А [*7֊log (|/ (Z)|֊3A (Z) |Z-z|’֊‘) dm (z)-f-
12г J |z —w|2 /•

+ ֊֊ [ ֊^^logl/CzJIrfmtob (7)
2՜ J z— wr

oD\ /-

Для первого интеграла в экспоненте имеем:

А =֊֊ [ ֊TIog (|/ (;)|—ЗА (С) |Z— z|-’) dm (z)> log\f (Z)| +
2՜ J \z — wr /•

1 fl — |wi2 , (1 ЗА (Z) . \ .
+ n՜ I------------ I» log 1-i7ni z — ) dm (г) ~2k J |z — wj2 I. |/(Z)| /

log I/QI f
2k

֊J^rfm(z)>log|/(Z)|- 
|z — w|-

3HQ гШlz_;r,dm (2)_i£gmi C Щ 
rl/(’)l J \z — 2՞ J \? — «»|2

/: dD\z:
dm (z).

При w £ Д; имеет место неравенство

АО
A > log I/ CX- A |/.(Q| (1— |w|)«֊’

тле А и В—постоянные числа.

-В1ог* 1/(01
IA| 

1-|ш|

Если имеет место неравенство |Л|<^1—|w|, то

IA (w)| > 0 > |/(С)|— 6А (С) (1- |w|)«-‘, W £ Д:.
В случае, когда —[w|, имеем

7Х > log \f (С)А .(1 - |w|)’֊’- В1-----
|/(Z)p |Л| l°g+ I/ G)l> W 6 Д: •

Заметим, что в случае, когда Д = дО, для функции /х (ш) справедли­
ва оценка

1/1 (w)|> I/ (С)|- 4A(C)(l-|w|)«-’- Al֊|w|) log* / (C)|, w £ Д;.

Рассмотрим случай, когда /;.=/= <?£). Заметим, что |Д | = 2

Учитывая условие 3 теоремы 5, имеем

1/(01 у- 
бл о/

1 С 1—|w|2
2՜ J, \* — “»I2

!/(*)! J г—С8ЭО\/;
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/1 i к/ f (z) V'n -1Л1 гл^ — IW1 1 i 1 1<£>3(1-|w|)( — ) fllog ——r՜.—-t----- =1.
\ J lz ’I ' • \ P ' r<>D\b |/:|

где D, Dlt D2— постоянные числа. Следовательно, при w £ Д; имеют 
место неравенства

IA («)|> exp [ log |/ (С)|- А (l-|w|)«֊"-'B i՜1^ log^ |/(C)| -

— D >\f^)\֊Ah (r.)(l-|w|r-’֊fi|/C)! log- |/(:)| l-|w| 
Л

-d 1/(01 -1—К = |/(О|֊ЛЛ(9(1֊М)-’֊65Л (0ipg+l/(0IX 
, 1* --

1Л1 '
X |рЁтт— eDh (:) > l/(QI՜ F (:)(1 “|wI)։+՛՜

|/:|1Гр "+в

-F (0 -1- ։|w| 
!ЛГ"'

(8>

2
где F (0֊некоторая функция из пространства L< при l<^s<^—— •

Возможны следующие два случая:)/; (1—'w|)p (р+։1 и |ЛК(1-
— |w|)/’ ₽՜՜1. Если имеет место неравенство |/;|<(1—■ О, то

IA (w)| > о > I/ (01-6Л (0(1֊1«1К
Если же имеет место неравенство |/: | >(1—|ш|)д ,р+”, то в силу (8)

1/1 (w)|>l/(0l֊Z՝(0(l֊lw|)’֊’֊/r(0(l^|w|₽(’֊w» >
> |/ (01֊ 2Г(0(1֊|ш|)Р<»֊')'<₽+1).

Следовательно, независимо от вышеуказанных возможных случаев,
2 

существует функция Ех (0 из пространства L?, ------  , такая,
1—2а

что имеет место неравенство:

l/i(w)|>|/(0l֊F1(Q(l-|«’l)/’(’-’w,’+4> «»СД:, (9>
Перейдем к оценке функции |/2 (ш)|. Имеет место неравенство

|/.(ш)|-ехр|— Г log--------- -----------------  dm (г) )>
Р12к J |z-w|3 s/(C)|-3A(C)|z-C|«-’ 

с

> ехр | Г log- |/ (С)| dm (z) -
I 2itJ |z —w|2
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Чг 1о?՜ 1/(г)1 (=)к (Ю)
2՜ .1 /я — ш|3 ]

В силу леммы 2 существует функция С (7) £ Ь, такая, что

т (Е- П/ )_ -----1---------- 1_ Р [А (г)_ А <
1т (/)]*+’ [т (/;)]'+’ А (7) Л

Е :Пус

< г /ХП, [ 1А (г)՜ Л (’)1 в

где /;—любая дуга из 01) с центром в точке 7. 
Интегрируя по частям легко можно убедиться, что при ш=|ах| С 

справедливо неравенство

1 Р 1 — |«х|3 , _ (г , . х 1 Р1 — |ил!2— :------- -  1о? |/ (*)| <1т (г) < —  ---------  X
2՜ |г — «']" 2՜ 3 | £— то|

Е- дО
/

X (о |г\1Г~Г [ '°г՜ дт ) с,т

£:пЗ;
Из теоремы Гарнака следует, что существует число М такое, что 
при ц> £ Д; имеет место неравенство

“ С 1----Х7 1о5Г (2)| (г)
2с 1 \г—ш|

М Г1-|ы|* у 
2к.] |г— ■ш|8

дй

х (—7 С 1ог՜ 6/70
\2|>— г\ 3

</т (г).

Далее, воспользовавшись условием 1од՜ |/| £.р, имеем
֊ С р^1ог-|/(г)| <1т (я)<Л4 81ог֊|/Цр С X
2п 3 |г — то|- 3 2 — И՜

Е- дО

х тР-1^(£;П !<;и-7|<|:-г|}) (г)< |у]^ Ср..1/р х

(1+«)(р-1) _։ »(Р-1) £
хСт—тР-^1 Р р

з г— 
до

и ^Д։.

Аналогично можно оценить первый интеграл в экспоненте формулы 
{10). Легко заметить, что для него получается оценка

1О2+ I/ (01 -- С (я) < М3 (1-֊ |«|)’ 1о2+ \/ (С)|, «16 Д;.
յ \г — адр 
£с
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Окончательно для функции |/ (w)j мы приходим к оценке:

I/(w)l >(1/(91- /=! (9(1 - |w|yc«-’»'''*։>)(i - (9Х
°<р -п _ <_

х(1—|w|) ₽ р)>

при w£Ac, где (9 6 7—^'i(9€^։-
1—дя

Число я выбираем равным 
р2я+ Р +1 

2р։ ֊ 1

Заметим, что из неравенства 1-|—— <^Р следует, что о лежит в допу- 
а

стимых пределах, 0<^а < а. Так как / (г) (;//?, то |/ (г)| С1 '1р (ж) £

Далее имеем —-— > —-77----- • Следовательно, при

ш £ Д; имеет место неравенство

1/(ш)|>'/(9|֊Ф (9 (1-|«|Х(։('-ц-1,/2*։-\
где Ф (9 £ £,7р‘’Прч+2р-ч).

Оценки сверху для функции |/ (ш)| получается значительно про­
ще. Обозначим через и (и,) гармоническую в £> функцию с граничны­
ми значениями |/(г)|, Так как I/(и»)|—субгармоническая функ­
ция, то |/(«>)| < ы (ш), В силу леммыЦ для любого X, 0<Х<а,
существует функция А (9 € Вг такая, что

и (ш) < и (9+ А (9(1—Ы)’-\ ™ е д;.
Число X выбираем таким образом, чтобы имела место равенство

д .. р(3(р-1)-1)
2р2-1

Мы знаем, что В1С. 1 < —^-7. Так как —,
1—2Х 1—2Х рд -}- 2р — д

то окончательно приходим к неравенству:

ll/(w)|-|/(9ll<*(9(i-lw|)₽(a^-1,-1)/^,-1), №^д:, (И)

где Ф (9—некоторая функция из пространства Lipq/ipq^p-ql- 
Введем функцию

z \ I iA , 1 + w) , ֊ л<р (w) = а ехр <— log — ■ 1, 6j>0.
I 2 1—wj

Заметим, что ?(w) однолистно отображает единичный круг на рима- 
нйву поверхность функции log z, накрывающей кольцо

z՝, |а| ехр {-•у)<Н<Н expfyU. 

1 4 ) I 4 J J
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Пусть g (ш)—аналитическая в единичном круге функция, g(0)=a и 
образ ее содержится в кольце /Г. Из доказательства теоремы Римана 
о конформных отображениях следует неравенство |։р' (0)|> |#' (0)|. За­
метим, что число С, определяющее угол Штольца, можно выбрать 
настолько большим, чтобы для всех ии, —<'|ш|<'1, имело место

2 1
включение

| г; |х - ш| < у (1 - |г>|) | С Д./|1Г| .

Тогда из неравенства (И) следует, что функция/ (г) отображает круг. 
|г; \г — «>| < — 1Ш1)| в кольцо

АГ0 = (с; Ц:1-|/(ш)1|СФ (֊•

Введем функцию # (г) = / ( и» + г . Эта функция отобра-
\ /

жает единичный круг в кольцо Ко.
Выберем число а = #(0)=/(ш), а Ь определим из соотношения

4 l°l ь = ф /<“ (p-։)-։)/Rp։-։)- 
« \|«Я/

Заметим, что при вышеуказанном выборе чисел а и 6 имеет место 
включение Ко CZ К. Следовательно 

l/'(w)| Ц^*Ч^0К|1>'(0)| = |а!6~ф
2 4 \|w|/

Пусть Z и С— точки, лежащие на единичной окружности. Обозна­
чим через 7 ломанную линию наименьшей длины, лежащую в области 
А։ U Д; и соединяющую точки z и С.

Часть 7, которая содержится в А/ обозначим 71։ а другую 
часть—через 7։. Имеем

р (д _։
l/(*)-/(C)l < J\г («)|]Л«|<2Ф (z) J(1-M) 2рз՜՝ +

Т И
э р(а(р—D-1) , р(а(р—I)-:)

+ 2Ф(Э J(i-|w|) 2₽3՜' кш1<2(Ф(г)+Ф(С))|2-с| 2р։՜1 -

т»
Теорема доказана.

§ Оценки решений дискретных уравнений 
Винера—Хопфа

Система уравнений

V а>_* С* = гц, /=0, 1, • • •, (12}
*-о

где С=|^*)£=о—искомый вектор, а т;= (тд*)Г-о, - заданные векто­
ры, принято называть дискретным уравнением Винера-Хопфа. Функцию-
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a (z) = V a* z*, |z| = 1, 
k-----

называют символом этого уравнения.
Обозначим через Р ортогональный проектор из Ls (dD) на Н2.

Тогда уравнение (12) можно записать в виде
P(af)^g, .

где f (z)=yC* z*, ‘g (г)= У, 'rik *к- Оператор Р (af) называется опера 
4-0 *֊-о

тором Теплица и обозначается Та f- Заметим, что оператор Теплица 
определен на всюду плотном подмножестве Н2, если log4՜ |a ('), £ Lt, 
Действительно, пусть / (z) —внешняя функция, модуль которой на еди­
ничной окружности равен

z)| =---- ----- , z1 1+|Ф)1

Ясно, что для любого п =0, !,••• оператор То определен на элемен­
тах zn f (z). Из теоремы А. Берлинга следует, что линейная оболочка 
системы элементов zn f (z), n=0, !,••• всюду плотна в Нг.

Хорошо известно, что если функция a (z) допускает представ­
ление

—= a+ (z) а_ (z), z £ dD, 
a (z)

где а+ (z) и а_ (z)—внешние функции, причем а+ (z) допускает ана­
литическое продолжение внутрь единичного круга, а a_ (г)—во внеш­
ность единичного круга и а_ (=с) = 1, то решение уравнения

Taf=g
допускает представление:

/ = a+ Р (а- g)> (13)
при условии, что правая часть (13) имеет смысл.

Теорема 6. Пусть a (z), z^dD— функция, удовлетворяю­
щая следующим условиям:

1. ֊4֊ да где 0<а<1;
a (z)

“ ind ГТм = °’ где a <|a(z)| Ja(z)|

3. Iog+ |a (z)| £ Lp, где 1 + — < p; 
a

4. —7— € Lq> где 1< q < p.
a (z)

00 •
Тогда если правая часть g (г)=^ rtkzk уравнения

к-~0
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Taf=g (14)

у довлетворяет условию 
- 2 1
ГЫ* Л’<оэ,—<3<1, 
*-1 7 р

то уравнение (14) имеет единственное в Н2 решение / (г)
*-и

для которого сходится ряд

ОО,

где s и I— любые числа, удовлетворяющие неравенствам
Лг' ■ I 2Ч
1 <S< ПИП - »

7

2

Р

0<J. <jnin р (я (р--1)—2),; °
4ра— 2 2 29

1

Доказательство. Сначала факторизуем функцию ------
а (z)

ределим факторы следующими формулами:

а+ (z) = exp I — log “ (Q (Q 1*1 <1
| 4-J ( —z I

во
и

а- (з) = ехр [-7-[7—- log а (г,) </пг(С)1, |*;>1.
(4-ге J С — z J

0D

Оп-

Из этих формул следует, что для любых r,^dD и 0<г<^1 имеет ме­
сто равенство

а+ (rQ а- (— = ехр ( — Д’ -1—77 log а (tj) dm (т;) 
\rj I 2՜ J h~И

dD

Следовательно, почти всюду на <?D имеем

I* / П ( Г- \ 1hm а+ (К) а- — ) = ——- • 
r-1-o \ г / а (С)

Таким образом, мы получили явные формулы для факторов а+ и а_, 
Теперь выясним какому пространству принадлежат эти факторы. Сна­
чала рассмотрим функцию а+ (z). Заметим, что а+ (z)—внешняя функ­
ция, причем

2«
lim 1а+ (гС)|= ■ 1 ехр fctg а (е'?) d«p} , Z=e".

r-1-0 |а (Q|1/2 14к J 2 J
0
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Условия 1—4 позволяют утверждать, что 
а. |а+(г)||Я/։;

б. а+ (г)£М,, КдС р;
9

в. 1ог֊|а+(г)К£р, 1 + — <р.а
Действительно, из условия 2 следует, что функция

I 2
принадлежит пространству 1лр.х, а функция — £ Вг . Следова-

|а (г)|։"
тельно, произведение этих функций принадлежит Вг2, что показывает 
справедливость пункта а. Пункты б. и в. непосредственно следуют 
из условий 3 и 4 нашей теоремы. В силу теоремы 5 существует функ­
ция Ф (С) £ |.р _в), такая, что

|а+ (г)֊ а<. (С) < (Ф (г) + Ф С,))|г-С|р (։(р , (15)

где г, С £<?£>.
Рассмотрим функцию а_ (г). Эта функция аналитична вне еди­

ничного круга и модуль ее граничных значений принадлежит про­
странству Следовательно, существуют числа А и В такие, что

о
(16>

Теперь выясним какому пространству принадлежит функция Р(а_ 
При исследовании этого вопроса мы будем придерживаться хода рас- 
суждений, предложенного в работах В. П. Хавина [27] и Ф. А. Ша- 
мояна [28], где рассмотрены аналогичные задачи. Легко заметить, что

пространство Н2 (2т —1), 0< т <[ 1—, является сопряженным к простран­

ству В՞, причем двойственность определяется следующим образом:
т*

<С/, Я> = Пт #(ге/в) /(ге/8) г-*1—о 2т: J
и

Из условия теоремы следует, что 8^,Вг2. Докажем, что функция 
о, _ 1_

Р (а— ё) принадлежит пространству Вг 4. Достаточно проверить, что
для любого ---- -----1^ имеет место неравенство

\ <7 /
К/. Р (а- £)>|<С |1/1Я։ (о_ £_։ Ы . (17)
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Заметим, что
</> Р(а_ ^)> = </а, я>.

где а (я)=а-^Д-\ Далее из оценки (16) вытекает, что / а£Н3 (я—1). 
\ г /

Следовательно, имеет место неравенство (17) и поэтому Р (а_ #) £
а 1

е в 2 24.
Из леммы 1 следует, что существует функция (7 (') £ £։ такая, 

-что
а—. 1 2\Р(а-8)^-Р(а-?)^<(в(г)+С^)\г-Ц ’, г, г̂ дО.

Далее имеем

|а+ (я) Р(а- 8)(х)—а+ ('.) Р(а. #)ф| <|а+ (я) —а+ (')||5(а_я)(я)| 4֊

+ |а+ (,)||Р(а. £)(г)֊Р(а_£)(С)|С(Ф(г)+Ф С))|Р (а_ ^)(г)|Х
р (1 (р - п-2) 1. _ Е.

х|*-с| 4р։՜2 +|а+с)|(с(х) + с(с))|г-с|։ 211

Заметим, что а ь С £ Аг?/(1 н?). Следовательно, Ф (г) Р (а_ #)(я) 6 А, 
2 21 5 <----- п----- ;------ > так как Р (а֊ #)(я) £2. г при 1<Сг<^ --------- =-.

2+— — — -а 1—□+—
Ч Р Р

Окончательно приходим к оценке
1“+ (я) Р(а_г)(я)-а;(С)Р(а_^;<(Л(я)+/?(Г))|г--С|\ (18)

где R (г) £ Ьа, причем

1 / / . f 2«7 2 I1-С з <՜ min (------ > ------- н------ =----  I •|1 + ? 2+1_±_։1
1 р

Следовательно, / (я) (; 5s. Так как 1>< s -С 2» то сходится ряд

4=1
Теперь докажем, что уравнение (14) в пространстве Нг не имеет 

других решений. Для этого достаточно доказать, что однородное 
уравнение Taf=Q в Н3 имеет только тривиальное решение. Предпо­
ложим обратное, т. е., что существует /(я)£//2, /(я)^0, и Taf=O. 
Тогда существует функция g (я), которая аналитически продолжается 
вне единичного круга, g (оо)=0, ее граничные значения принадлежат 
пространству Lit и a (z) f (z)=g (z), z^dD. Умножим это соотноше­
ние на функцию а— (я):
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а- (г) а (г)/ («' = <։_ (г) й (2), г^дО.
Заметим, что правая часть этого равенства аналитически продолжает­
ся вне единичного круга, а— (°о) 8 (°°) = 0, и принадлежит £г. Левая 
часть аналитически продолжается внутрь единичного круга и принад­
лежат Нг. Следовательно, это—целая функция, которая в бесконечно­
сти обращается в нуль. Поэтому она тождественно равна нулю и тео­
рема доказана.
Институт математики 
АН Армянской ССР Поступила 19.V.1983

Ա. Ա. ՎԱՂԱք՚էԱ^ՅԱՆ. Վիներ-ճոպֆի ւյիսկրհտ հավասարումների լուծումների վարքի մա­
սին (ամփոփում)

Ներկ ա հողվածում

У а*_/С; = 7)*, Z: =0, 1 • • • (1)'
7=0

հավասարումների համար դի տար կվում է հետևյալ խնդիրը' ղիրՈլք որոշ արագությամ բ-
ձգտում է զրոյի' Այն դեպքում, երբ այղ հավասարումը լուծում Ունի, ի՞նչ կարելի է ասել հյ 
լուծման վարքի մասին, երբ у -*• ՕՕ, Պարզվում է, որ (1) հավասարման,

a (z) = £ a« zk, |z| =1,

սիմվոլի վրա որոշ սահմանափակումների դեպքում այն Լշ-ում ունի միակ Լուծումը և գնա֊ 
Հատվում է այղ լուծման ջրոյի ձգտելու, արագությունը։ Հարկ է նշել, որ (l(z)-f վրա դրված 
պա յմ անները թույլ են տալիս, որ ս(շ)~ը դաոնա զրո, անվերջություն, հնարավոր են նաև 
խզման կետեր!

A. A, VAGARSHAKIAN. On the behavlonr of the solution of discrete 
Wiener—Hopf equations (summary)

In this paper for the equations

У o-k-j Լ) = fjk, к=0, 1,-• • (1)՝

the following problem is investigated: let tend to zero with some speed. In the
case, when this equation has a solution, what can we say about the behaviour of the 
solution հյ when j -֊» oof Under som: conditions on the symbol

a(z)= V a*z*. |z|=l,
— 00

the equation (1) has unique solution in Z։. The rate of convergence of this solution 
to zero is estimated
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Р. А. АЛЕКСАНДРИН, Р. 3. МКРТЧЯН

О КАЧЕСТВЕННЫХ ПРИЗНАКАХ. ХАРАКТЕРИЗУЮЩИХ 
СПЕКТР ОБЩИХ САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

Основной целью работы является подробное доказательство резуль­
татов, анонсированных нами в заметках [1] и [2] (см. также [3]), а так­
же изложение некоторых, примыкающих к ним, дополнительных сооб­
ражений и фактов.

Рассматривается самосопряженный оператор А, действующий в 
сепарабельном гильбертовом пространстве Н с областью определения 
В а. Пусть — соответствующее оператору А спектральное семейство 
проекционных операторов, Ид —его резольвента, а р (/.) — спектраль­
ная мера.

Для большинства конкретных самосопряженных операторов по­
строение Ех или даже р ().), как правило, оказывается достаточно труд­
ной задачей, поэтому хорошо известная процедура построения систе­
мы собственных функционалов посредством дифференцирования Ех по 
р (л) (см. [4], [5]) оказывается не применимой. В связи с этим в рабо­
тах [6], [8], [9] была предложена другая процедура построения пол­
ной совокупности собственных функционалов оператора А, опираю­
щаяся лишь на предварительное построение резольвенты и изучение 
его асимптотики при приближении к точкам вещественной оси.

Путем дальнейшего развития именно этой методики, в настоя­
щей работе мы устанавливаем новые соотношения, записываемые ис­
ключительно в терминах резольвенты, которые можно рассматривать 
как обобщенные аналоги неравенства Бесселя, равенства Парсеваля 
и теоремы Планшереля, ассоциированные с рассматриваемым самосо­
пряженным оператором.

Из этих соотношений следует справедливость нескольких крите­
риев, достаточно полно характеризующих качественные свойства 
спектра некоторых классов самосопряженных операторов, явное, выра­
жение резольвенты которых удается получить.

1°. Вспомогательные предложения и формулировка 
основных результатов.

Представим исходное пространство Н в виде ортогональной сум­
мы инвариантных относительно оператора А подпространств /Д, в каж­
дом из которых спектр сужения простой:

Обозначим через Ех*’» ^ — соответственно резольвенту, разло­
жения единицы и нормированный циклический элемент операто ра А*, а.
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через И* : //* ->■ Ь'к — изометрический оператор, существующий в силу 
основной спектральной теоремы, где р* (() $5.

Пусть далее
(1)

— ортогональное разложение Нк на подпространства, в которых спектр 
оператора А к соответственно дискретный, абсолютно непрерывный и 
сингулярный (относительно меры Лебега), a ?*= р» + ?*4՜ pl—соответ­
ствующее разложение спектральной меры.

Условимся неограниченный линейный оператор G с плотной в Н 
областью определения Dq называть допустимым вспомогательным опе­
ратором (ДВО), если ker G= coker G = |01, а обратный к нему опера­
тор G՜1 : H—Da является оператором типа Гильберта-Шмидта и по­
этому допускает представление

= NftH,
(р>

где V !l;=JG-]h2<+o°, а f°’p) и !шр)—полные в /7 
\pi

ортонормальные системы (см., например, [7]).
Для каждого f^H рассмотрим множество

А, = (л eR|lim МЛ- т Л>0|
-~+0

и образуем объединение этих множеств по всем f£.H, а именно, поло­
жим /.= U Л./.

/6Н
Предложение 1. Множество Л не более чем счетно и пред­

ставляет собой совокупность всех собственных значений опера­
тора А.

Доказательство. Пусть >0 не является собственным значе­
нием оператора А и, стало быть, /0—точка непрерывности функции 
р(0, тогда для любого f^.H будем иметь

lim Н/?х>_^/|а = 0.
--*0

В самом деле, из f—^fk, где fk принадлежат инвариантным от- 
(*>

носительно Rz подпространствам Нк, имеем

= Ж.+н/Л2 (2)
։*)

и так как Rz ft = где Fk(t) = И*։ /», то 
t — z

lim т» . . (3)
’-о 04 J (<-М*-Н։

R
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Далее, поскольку для ряда (3) существует сходящийся мажорантный 
ряд У, а/*ИМ/|а, то можно переходить к пределу под знаком суммы и.
поэтому

Нт J] Нтт=
’-О (*) --°

1^* (01* 4* 
(<-\>)2+^

Принимая во внимание лемму 1 работы [3], получим

lîm |/ч(>о)|г[Р»0-о)֊-р*С'֊о֊0)]
iXJ

(4>

и поскольку из непрерывности р следует непрерывность каждого из 
р*. то наше утверждение непосредственно следует из формулы (4). 
Итак, если )0 не есть собственное значение, то /•0?Л,

Пусть теперь 'i0—собственное значение оператора А и, стало 
быть, р ()0)— р(>0—0) >0, тогда найдутся: ря такое, что р„ (>0)~рл Оо— 
—0)>0 и fn^Hn такие, что (И<л։/л)(М = ^л ('о)¥=О> поэтому из соот­
ношения (4) непосредственно следует

lim ||/г>.,^ /12> [/„ (/0)1г [Ря С'о) ֊ P« 0 о ֊0)] > 0, 1-0
т. е. ).0ÇA/z| сЛ.

Рассмотрим теперь множество

Ло={).£R|lim т|^х+/х G"։r>0|,1- + 0
где G — некоторый ДВО.

Предложение 2. Множество A<j не зависит от выбора опе­
ратора G и совпадает с множеством Л всех собственных значе­
ний оператора А.

Доказательство, Пусть >0^Л, тогда легко понять, что най­
дутся Е՛?’ и такие, что

lE^’-E^-o ) /*Js=|rt (> о) I2 [Р* О о)֊ Р* 0 о~О)] =• 8> 0,

где /ч (0 = V(k) ft,. С другой стороны, поскольку Dq = H, то найдет­
ся У’ Ç Dq такое, что J/* — Уй Ц2 8/2.

Далее, нетрудно понять, что Fi (/0) =^0, ибо в противном слу­
чае нижеследующие неравенства

t/*-/T=sf|Fn(O֊^ </)l2rfpr. >
(л; •)R

> рч (0-/2 (01’ rfp* > |F* ('o)l’ [р* (М- р* (>о-О)]= 8 
R

привели бы нас к очевидному противоречию.
Поскольку /* £ Do и кроме того ядро оператора G тривиально, 

то мы можем образовать нормированный элемент g!‘ = Gf^Gf'՝^ и по 
этому будем иметь очевидное неравенство

|/?x.+/i G֊T>|/?xH.h G֊> ft/iGfT
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•Умножая это неравенство на •:* и переходя к пределу будем иметь 

!“ с-т = В» £

—Нт №
ЮТ -о

։ Г 1^(01’

֊ |Л (>о)1’ Г?* 0 о) - Р* (>0֊ 0)]> 0,

■следовательно, 10£Ло, т. е. включение АсЛо доказано.
Пусть теперь >0£Л и, стало быть, >п—точка непрерывности для 

всех ря. Поскольку С՜' является оператором Гильберта—Шмидта, то 
для любого /7 имеет место представление

С-’ / = 2 Рр ар ШР> 2 Рр = аР~ (/, Шр),
(Р) (Р1

(5)

где {«>/ и |о>;}—полные в //ортонормальные системы.
Обозначим через Рп ортопроектор на подпространство Нп и по­

ложим (Рп шр) — шПр (0> тогда воспользовавшись представлением
■(5) получим

1Л.4Н С֊։Г = зир |/?х.+н С-։// = 8ир 2 !/?<'% Рп С֊1 Д։= 
гл-։ 1/и-1<<ч

= зир2,
"'(Л) и

R

12 Рр ар шПР (01’ 
ш-------- Р------ ,
(#->о)։ + -’

|ФЛ (01* .
~гг՜; г “Р"» (6)

R

где верхняя грань берется по всевозможным (ар) таким, что

2 |а/=1, а |Ф„ (0|*= 2 р’ 1«; (01’. /П1 !пХ И Г

которая, как легко видеть представляет собой функцию, суммируе­
мую на всей оси по мере рЛ.

В самом деле

•Обозначим теперь рЛ (•*)= I |фя (01’ ^п, р (х)= 2 рл (х) и докажем, 
и 1л>

в

что р (R) < 4- ос.
В самом деле, переставляя порядки суммирования и интегриро­

вания, а также воспользовавшись изометричностью У(п>, будем иметь
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=Е Е I»; (*)1։<Ф»=Е н’ Е р>#=Е ?₽<+«>.1"> Л 1р) и) ' ՝р) <Р)
R

Теперь, в силу неравенства (6) будем иметь

Вт г»|/?х>+։, С֊Г <Ит -3 Е Гт֊^,—я =11т Т>С/ 1 (7> 
,+ ~0 И) I (г-^’+т» ~о ,) (/->0)։+^2

R R

и поскольку л0 является точкой непрерывности для р, то правая часть 
неравенства (7) равна нулю, следовательно >0 - Ло. Итак, множество՛ 
Ло совпадает с Л.

Пусть /—произвольный элемент из Н и пусть 
/=ЕЛ./*€№, 

Г») 
тогда очевидно

В/]|»=2||/^= £ f|F*(f)|։^4 W=(
(*) l<" R

Для каждого X0^R и каждого /£// положим 
к, (/)12 = lim

(8)

тогда имеет место
Предложение 3. Пусть Р,.— ортопроектор на собственное 

подпространство оператора А, отвечающее собственному значе­
нию X, тогда

। < та _ I °> если ХоТЛ К 7)1 Ж/Г если Х0£Л.

Доказательство. В силу известных свойств резольвенты и 
изометрического оператора И*) будем иметь

к».(/)!' = 11.,• л |гёа,.лг=Нп 2 ՝■ (9)
ю .)(*—Ао)2+'

R

но так как ряд (8) очевидно служит мажорантой для ряда (9), то пе­
реходя к пределу под знаком суммы, получим

|СХ։«)Р=2 Пт,« Г 1^(012^.
& .)(*֊> оЛН2

R

Положим р* (0 = Р* (0՜ [р* (М~ Р* (^о~О)] ® —’о), где 0—функция 
Хевисайда, тогда

։՛.■? 4(^Э=|'7*е”)|'(р‘0’ >-р* (10>

я R

и поскольку I = Хо очевидно является точкой непрерывности р*, то в 
силу леммы 5 работы [8], второе слагаемое справа в (10) равно ну­
лю. Таким образом, мы приходим к соотношению
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1а>. <Л1։=2 (>о)1։ [Р* (\>)֊Р* Со ֊ 0)], (И)

откуда непосредственно заключаем, что если Iq'c'A, то |ах, (/)|=0 для 
любого / ^Н.

Пусть теперь 10С-А> тогда для каждого будем иметь

M\/f= 2 |Л, Л?= S lim 1‘lft (f)|։ dpk =
(•J («? «-«o J

)e—a

= 2 |/ч № [p* ()-o) ֊ p* (>o - 0)]. (12)(*/
Сопоставляя (11) и (12) получаем |<х>0 (/)|։ = ||/\ /f.
Замечание 1. Легко понять, что в том случае, когда соб­

ственное подпространство одномерно, то leu, (/)|= |(Л <Р*)|. где sk — 
нормированный собственный элемент, отвечающий собственному зна­
чению )•*, т. е. а,.к (у՜) совпадает (по модулю) с коэффициентом Фурье 
элемента /, поэтому представляется уместным и в общем случае на­
зывать а,.к (/) коэффициентом Фурье элемента / относительно подпро­
странства Р,.к Н.

Лемма 1. Для каждого f£_H положим Fk (0= (И4)/)(^)> тогда 
существует множество Ej полной лебеговской меры такое, что 
для любого >■ £ Е/ ряд

s if* о-)Рр; (а) из)
сходится, причем

fs IMMI* P* (>-)
J (») R

Доказательство. Поскольку члены ряда неотрицательны, 
то по теореме Беппо—Леви

f Е \Fk (л)Р р* (X) dx= V С Щ ().)!’ р' (1) </х <
J (<> JR R

<sflF*(X)l։<^=2|6Mff,
. (*J J WR

откуда и следует, что ряд (13) сходится на некотором множестве Ef 
полной лебеговской меры.

2°. В работе [9], в предположении однократности спектра опе­
ратора А, было доказано, что при каждом /£// предел

|Ф/ (l)|»=lim — ОАГл +<-.№-.-+о It

существует при почти всех X по мере Лебега и представляет собой 
суммируемую по Лебегу функцию.
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Предложение 4. При произвольном характере спектра опе­
ратора А для каждого/ существует подмножество M/cR полной 
лебеговской меры тгкое, что при любом л £ М/ имеет место соотно­
шение

|ф/ о֊)г=у ifa (>.)1։ р; ох+°°-1*>
Доказательство. В силу соответствующих определений и 

пользуясь известными свойствами резольвенты изометрических опера­
торов к*։*1, а также теоремой Радона—Никодима, легко заключаем,
что

|Ф7 (л)|’tA’+,-./4s=.lim ( / )f * *.
--н о - " " ։.) J (I ֊ '֊)-+ '■

|F> iim У
(/— )-)2+ -2 Л

(H)

где положено p*(x) = | |А’л (/)i2 rff՛*.

Введем нижеследующие обозначения: s.v (t)— у Pt (t),

/•. x Г (f )|։ rfp*Uk ('֊, t)= — -—— , . > 
r- J ('—'֊) -H-

тогда пользуясь теоремой Бепо —Леви будем иметь

|Ф/ (>•)[’ = V lira ut ()., t)4- lira rN (I, -). 
’-»+0 1*4-0

(15)

Для каждого ?>0и т £ /Урассмотрим множество -‘т~ ~т [о, 6] = 
= р-6[а, 6]|зт (>֊)<С 3) и положим 2'= и 2т, тогда имеют место сле- /п>1
дующие вспомогательные предложения.

Лемма 2. При всяком о^>0

lim mes 2'^ = Ь — а.

Доказательство. Принимая во внимание, что мера ([а, 6]) 
стремится к нулю при т—• со и рассуждая почти так же, как при до՜ 
.казательстве известной леммы (см., например, [10], стр. 226) нетруд­
но убедиться в справедливости нашего утверждения.

Лемма 3. При всяком 6^>0 множество 2® имеет полную ле- 
бегавскую меру в промежутке [а, 6], причем для любого ).£2г су­
ществует Пу. такое, что о,V (•՝)<։ при всех П > М_.
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Доказательство. Поскольку при всяком m^N очевидно 
имеет место неравенство =т (X) > a„+i (X), то легко понять, что 

откуда нетрудно заключить, что объединение
2«= U 24 

/п»1 т
является множеством полной лебеговской меры в промежутке [а, 6] и 
кроме того для каждого Х£24 найдется N-,. такое, что если N > N,., 
то 3,у (л) °*

Рассмотрим теперь последовательность чисел 3Л, которая моно­
тонно стремится к нулю, тогда непосредственно из определений бу­
дем иметь 2^+Jc2^n при всяком следовательно 2°Лл1с2։'Л.

Кроме того ясно, что пересечение 2/=Л 2'л будет иметь полную л>1
лебеговскую меру на [а, 6].

Лемма 4. Для каждого Х£2/ и любого е^>0 существуют 
Л'о ('•> Е) и "о Е) такие, что ry (X, ")<^s коль скоро N^- No ()., е) и 

е)-
Доказательство. Пусть X 2/ и пусть о„<е/2, тогда по са* 

мому построению 2^ и упомянутой их монотонности по N найдется 
/Уо, зависящее от X и е такое, что з’у('*ХЕ/2 ПРИ всех /V>W0(X, s).

Далее, из результатов работы [11J (см. лемму 1) следует, что 
в тех точках X, в которых существует производная з'у (X)

lim rN (X, т) = з՛ (X), 
ч-»+0

поэтому ясно, что найдется "0, зависящее от X, No и е, такое, что 
г (X, т)<^е, если только ' < "0 (X, s). Заметим, наконец, что по само­
му определению

(>: '1 - 'ы. ’) + X "

• ‘ R

и поскольку все члены в этом соотношении не отрицательны, то не­
посредственно заключаем, что уже при всех 7У>Л0(Х, т) будем иметь 
г;У т)<е> если только "<Сто (X, Е)-

Возвращаясь теперь к доказательству нашего предложения, для 
каждого Х££/ обозначим через 5 (X) сумму сходящегося в силу лем­
мы 1 ряда (13) и рассмотрим множество М/ = Екоторое оче­
видно тоже имеет полную лебеговскую меру.

Тогда для каждого Х£Л4/ и любого г^>0 будем иметь

V Uk (X, т)-5(Х) <
N
£ ukQ., г)-5(Х) + X а*(М)<

N
у, И* (X, t)—Syy (X)

А=1
+ |S(X)-57V(X)|+r7V (X, т),

где S.v (X)—частичная сумма ряда (13).
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В силу леммы 4 существуют (а, X) и т, (г, X) такие, что при 
любых X) и т<^՜! (в, >), '"л֊ ('•» ’)<л/3. Далее, в силу схо­
димости ряда (13) найдется Л/» (г, X) такое, что для всех /У2 (г, >.) 
|5 (X) — 5д՛ (Х)| < г/3. Положим /V* = тах |7У։, М), тогда принимая во 
внимание установленное в [9] (лемма 4) соотношение

i/7; (/)i2 4* 
(t-l)--t г»

= |/ч(>)12р*0). VH^/.

легко понять, что найдется "2 (в, X) такое, что для всех "<^«2(2, >■)
'N*

u« (X, т)—5дг (X) <j/3,

поэтому, положив •:* = min j-j, "3|, будем иметь

ü UA (X, т)֊5(Х)

+ |S(X)-S,v. (X)| + rv. (X, т)<6,

если только т<^-*(г, л). Этим и завершается доказательство нашего 
предложения 4.

Следствие. Принимая во внимание установленное в [6] выра­
жение / через собственные функционалы (/), а именно, фор­
мулу (1Х(*)/) (л) = Т'.к> (/) получим (для почти всех X по мере Лебега)

|Ф/(х)18-=217’Г։ (/).։р* (>•).(«)
В том частном случае, когда спектр оператора А однократный, 

сосредоточен лишь на [0,1] и р(Х)=Х, будем иметь |Ф/ (Х)[ = [7\(/)|, 
т. е. в этом случае Ф/ (X) совпадает (по модулю) с обобщенным пре­
образованием Фурье элемента /.

3°. В этом пункте, опираясь на доказанные выше вспомогатель­
ные предложения, мы устанавливаем некоторые новые соотношения, 
записываемые исключительно в терминах асимптотического поведения 
резольвенты, которые можно рассматривать как обобщенные аналоги 
неравенства Бесселя, равенства Парсеваля и теоремы Планшереля, ассо­
циированные с рассматриваемым самосопряженным оператором А.

Теорема 1. (аналог неравенства Бесселя). Для каждого 
имеет место соотношение

(01*4֊ 0-)|*
R

(16)

Доказательство. Пусть /» = fk+fk + fl—представление эле­
мента соответствующее каноническому разложению (1), тогда
непосредственно из соответствующих определений будем иметь:

Г |Г* (01* d'A = £ |/*(хя)р[р* (X„)-Pfc (хя֊о)], (17)
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Ц \рк (01.4* = | 
R Я

\рк (о л. (18)

С другой стороны, в силу доказанного выше соотношения (9)
X |ахя(/)!»= V [х |/ч(МР[?»(>•<,)-Р*(>п֊0)]1 =

= X (1 1/4 (М։ [р* (л„) - р* (/.„ ֊ 0)]1,
<՝> Ьел 1

поэтому, принимая во внимание (17), получим

2 К (/);’ = £|1ЛМл< (19)
<Ле' I*)

Кроме того, опираясь на предложение 4 и соотношение (18), бу­
дем иметь

Г|Ф/ ('•? = [ V Иа (> >Г ?! (') *' = Ц/ЙМ/Т, 
.1 (*я

(20)

поэтому, складывая почленно соотношения (19) и (20), получаем ут­
верждение нашей теоремы.

Отметим, наконец, что именно из этих же доказанных нами ос­
новных соотношений (19) и (20), непосредственно следует, что эле­
мент Н принадлежит подпространству Н՝1 тогда и только тогда, 
когда

'2 К (/)!*=№ (21)
*Лел

и принадлежит подпространству На в том и только том случае, когда
[ |Ф/ (>-)Р <А=Ш2. (22)

Я
откуда и следует справедливость нижеследующих теорем.

Теорема 2 (критерий полноты). Для того, чтобы ортогональ­
ная сумма всех собственных подпространств оператора А совпа­
дала со всем пространством Н необходимо и достаточно, чтобы 
для любого имело место равенство (21).

Эту теорему можно рассматривать как аналог теоремы Парсе- 
валя для ортонормированных систем.

Теорема 3 (критерий лебеговости спектра). Для того, что­
бы спектр оператора А был чисто лебеговским (т. е. спектраль­
ная мера была абсолютно непрерывной по лебеговской мере) не­
обходимо и достаточно, чтобы дня любого /Ь-.Н имело место ра­
венство (22).

Теорема 4 (об отсутствии сингулярного спектра). Для от­
сутствия сингулярной составляющей спектра оператора А не­
обходимо и достаточно, чтобы для любого в соотношении 
(16) имел место знак равенства. 
3-1001
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Теорема 5 (критерий сингулярности спектра); Для того, что- 
бы спектр оператора А был чисто сингулярным необходимо и 
достаточно выполнение соотношения

E l“U/)ls+ ք |ф/ 0)1? d'-=o, vfkH.

Замечание 2. Нетрудно убедиться, что при проверке доста­
точности признаков сформулированных выше теорем, можно ограни­
читься лишь элементами /, принадлежащими некоторому счетному 
всюду плотному в Н множеству.

Замечание 3. Представляется уместным обратить внимание 
на то, что при проверке выполнимости условий теорем 2—4 предва­
рительное построение самих собственных элементов или собственных 
функционалов рассматриваемого оператора не требуется.
Ереванский государственный
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Ռ. II, ԱԼև₽11ԱՆԴՐՅՍ.Ն, Ռ. 9.. Մ4ՐՏՉՑՍ.Ն. Կամայական ինքեահամալուծ օպերատորների 
սպեկտրը pfinipurqrnq որակական հայտածիչների վերաթերյալ (ամփոփում)

1!եպարաբել հիլբերտյան տարածության մեջ հորձող կամայական ին քն ահ ամ աԼա ծ օպերա­
տորի համար ապացուցված են նոր տոն չութ յուննե ր, որոնք դրվում են միայն նրա ոեղոլվենւոի 

սւերմիններով և հանդիսանում են Բեսելի անհավասարության , Պ արսեվալի հավասար ութ յան և 
Պլանշերելի թեորեմի անալոդներրւ Այդ առնչություններից ստացված են նոր հայտանիջներ 

սեփական էլեմենտների լրիվության, սինդուլյար սպեկտրի րացակայության, սպեկտրի լեբեգ- 
յան կամ զուտ սինդուլյար լինելու վերաբեր յար

R, A. ^LEXADRIAN, R. Z. MKRTCHIAN. On the qualitative criteria characterizing 
the spectrum of arbitrary self-adjoint operators (summary)

For an arbitrary self-adjoint operator acting in a separable Hilbert space we 
establish, in terms of the resolvent, some analogues of Bessel’s inequality, Perseva I’s 
equality and Plansherel’s theorem. From these relations we obtain soma new criteria 
for completeness of the system of eigenelements, for absense of the singular spectrum 
for Lebesqueness or pure singularity of the spectrum.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ИЗ £₽, 0<р<1». 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ РЯДАМИ С БЫСТРО 

УБЫВАЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

§1. Введение

Пусть С—единичная окружность комплексной плоскости, ц— нор­
мированная мера Лебега на С. Хорошо известно (см. [1]) следующая

Теорема А (Д. Е. Меньшов). Для любой почти всюду конеч­
ной на С измеримой, действительной функции / (?) существует три­
гонометрический ряд

У Ие (։/„ ?я), г^С, (1.1)
л-о

который сходится к / (?) почти всюду.
В работе [2] А. А. Талалпнп было получено некоторое усиление 

этой теоремы, которое формулируется следующим образом.
Теорема Б. Существует ряд (1.1), обладающий тем свойством, 

что для любой почти всюду конечной на С։' измеримой действительной 
функции /(?) можно указать последовательность {)я|я а (>.я прини­
мает значения 0 или 1) такую, что У Ке ('/.я с/я ?’’)=/(?) почти всю- п >0

ДУ на С. ч ...
В литературе ряды (1.1), обладающие свойством теоремы Б, на­

зывают универсальными относительно подрядов. В нашей работе [3] 
доказано, что для представления измеримых функций вместо всей 
тригонометрической системы можно рассмотреть довольно редкую 
подсистему (степени функций из этой подсистемы могут иметь нуле­
вую плотность). А именно, пусть Ик+1, Л>1, -И*—Ик—►4-со

при &-♦֊!-оо, 1—\] : СМк, Л>1).
Тогда существует ряд У, ?", который является универсальным (в՛ 

ле/
указанном выше смысле). Заметим, что в теореме Д. Е. Меньшова 
(или в других теоремах представления) ряд V ]</я|2, вообще говоря, п
обязан быть расходящимся (кроме тех случаев, когда ряд (1.1) явля­
ется разложением функции из класса £2(С)). Однако (как это видно 
из доказательств) в теоремах представления можно обеспечить схо­
димость ряда У |//я|2+‘, е^>0. п

В [4], стр. 20, П. Л. Ульяновым был поставлен вопрос: пусть- 
(ая}я о — убывающая последовательность положительных чисел,
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21 а»1= 4-оо. Существует ли тригонометрический нуль-ряд с коэф-п
фициентами </я, |«/я'։<^ ая, п > 0. Положительный ответ на этот вопрос 
был дан в работе [5], где (без доказательства) утверждается, что су­
ществует универсальный ряд (1.1) с коэффициентами с/„, |</„|։< ап, д>0.

Для формулировки результатов настоящей статьи напомним 
обозначения. Если р > 0, то Ьр (С) обозначает класс измеримых функ­

ций /, для которых 1/1р 4՜ со. Норма в Ьр (С) при р >1 опре-
• 6

деляется формулой 5/|1др<0) = |/|р ^1/р. При 0<^р<1 обозначаем

а
Шщо) = ( 1/1'’^, при р = 0 = ( 1/|(1+|/|)֊1^.

о а
Пусть действительная функция 0<р<^1. Спрашивает­

ся, можно ли в теоремах представления вместе со сходимостью почти 
всюду обеспечить также сходимость по £р(б)? Как ведет себя соп­
ряженный ряд (можно ли обеспечить сходимость сопряженного ряда по 
2? (6՝))? В настоящей работе доказываются теоремы, которые дают 
положительный ответ на поставленный вопросы и, вместе с тем, объе­
диняют все вышеуказанные результаты.

Пусть (2 (г) = У ся г" — конечный или бесконечный тригономет- Л 
рический ряд. Обозначим

<2*(г) = зир|£ сяг"|. т п<т 
Справедлива

Теорема 1. Пусть 0<^р<П, {аЛ}Ле/— убывающая последова­
тельность положительных чисел У ап = 4֊ Существует три­пу 
гонометрический ряд

2 бпгп, |</„|։ <а„, п^1, (1.2)
Пб/

обладающий свойством: для любой действительной функции 
/(С) можно указать подряд

2 / (*) = £ бп г" пУ
(>֊г. — принмает значение 0 или 1), который удовлетворяет усло­
виям

1) ряд 2/ (а) сходится почти всюду на С,

2) ^11/(0) > зависит от р,
3) Ее 2/ (г)= / (г) почти всюду на С.
Заметим, что (как это следует из условия 2)) при |г|<С1, 2/ (г) 

является функцией из класса Нр.
Теорема 2. Для любой почти всюду конечной на С измери­

мой действительной функции / (г) существует ряд (1.3) такой, 
что
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Re 2/ (z) = f (z) почти всюду на G,

52Х.(О) < Го ] 1/1 Ь (1+ 1/1՜1) Го- постоянная, 
а

В статье не дается полного доказательства теоремы 2, а лишь 
указывается (в процессе) такое свойство (замечание 3.2) ряда (1.2), в 
силу которого доказательство приводится к повторению известных 
рассуждений других работ (например, работы [2]).

В статье широко используется метод, разработанный в нашей 
работе [6].

Полученные результаты были сообщены на Международной кон­
ференции по теории приближения функций (см. [7], стр. 9).

§ 2. Обозначения и вспомогательные леммы

Справедлива
Лемма 2.1. Пусть (а„]—убывающая последовательность по­

ложительных чисел, 2ая=4-°о, тогда для любого натурального 
Лб/ 

числа s
У aSk = -|-оо.

Доказательство. Пусть m.j=sk— наименьшее натуральное 
число, большее или равное Nj. Из условия М/—7V,-» 4-со следует, 
что начиная с некоторого у0, Mj — mj^> s, />/0. Имеем

2 а^к = 2 2 askj*£Z J>1 Nj<sk<Mj
>2 2 art>s-JE 2 ak>,\’j<sk<.4j j*j, ■nj^kcMj

>(2s)-'2 (2 2 «*)>

>(2s)֊։ 2 2 ak =4-00.J>j, Nj<k<Mj
Лемма 2.2. Пусть [a*j — убывающая последовательность 

положительных чисел 2 ал = 4- ^о, тогда для любого целого числа s п£Г
2 ал = 4- оо, 

nfrs

где Is — [к: Nj 4՜ s < k-^.Mj, j >1].
Доказательство. При s = 0 множество Is совпадает с мно­

жеством 1 и утверждение леммы тривиально. Если же s >0, то лемма 
2.2 следует из 2.1 и из следующего легко проверяемого неравенства

2 а«> 2 a2j*. 
яе/j

Лемма 2.2 доказана.
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Лемма 2.3. Пусть 1 v'v < + <». Существуют константы 
7 и Г (зависящие только от v и •»') такие, что если [ал]—убываю­
щая последовательность положительных чисел У, а„ = 4֊ со то

для любых натуральных чисел Nus существует полином

Т(*) = 2 а.* z'ksk£i 
такой, что

1) К*|2 а,*, N -^ sk^. М, sk£I,

2) 2 Ы’ = 1.

3) В(О) 1Щ^'(О)>7-

Доказательство. Согласно лемме 2.1
2 ask = 4֊ оо.

Следовательно, существует конечная последовательность действи­
тельных чисел N^sk^M, sk^I такая, что

°<?2А<а^и 2 ß?4 = l-N<sk<M, s»£f
Пусть (г*(0)*>1—функции Радемахера. Обозначим

T(z, о= 2N<sk<M. sk£I

Согласно неравенству Хинчина (см. [8]) для любого д^>1 существуют 
константы 7, и Г? такие, что для любого z֊G

7? 1(s, ’ )1д»([о, (г> ’ )L?([o, 1]) I «•

С ледовательно
1 I

7? < j՝ rfp J | Т (z, 01’ dt < j՝ rfn J| T* (z, 01’ Л<Г?- (2.1)

О 0 Q 0

Пусть o>0. Обозначим
T4(t)=^T(-, 0üi?(O>, r;(0=F*(-, *)|£?,6),

£,(a)=U: THO^J, A-(0)={f: r;(0>a). (2.2)
Меняя порядок интегрирования в неравенстве (2.1) получим

'Т?՝^11 ^lliffdoj]) В ^д?(|о,1]) <7^1՛ (2-3)
Из (2.2) и (2.3) следует

г (^ (=>))< ТО;(£.(,))< вП1,([011П <(3֊> Г,)’. (2.4)
При о=2-1 7,- будем иметь

г» ^-|1Л11£’((0,1]) ^■||^,»'ll£’(E»'(<’))^'

>И.-|£.-(г,„.„ |Н£- («))1^ =
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dl^’ |lz.«'((o.ij) «од] (°))։ vv< ^”2 ։7»'Х

Х|н(^' (*))Г-~ 
VV

откуда следует, что

|1(£,.(2֊1 !»*))>(Г. 2-։Ъ') ֊---- =</>0. (2.5)V -- V

Взяв в неравенстве (2 4) число а достаточно большим будет иметь 
место и (Е-, (’)) Следовательно, множества Е.՛ (2~։ 7,) и [0,1] \ 
\£՜* (а) будут иметь непустое пересечение. Если //—общая точка 
этих множеств, то

г,. (/0)>2-։ и г; (/„)<».

Полагая 7 =2՜* 7,՛, Г = з, «д* = Рз* п* (/0)>
Т(г)=7’(г, /0)= 2 <4*^*,

Л' зк<М, ։1е/

завершим доказательство леммы 2.3.
Лемма 2.4. Для любого о^>0 и Д (Д—интервал из О с цент­

ром г0) существует полином О (г)= У Ьп г" такой, что 
— \<п о

2) |Q(z)|>2՜2, г£Д՜, где Ь' — интервал с центром z0, а 
р(Л')=2֊։ И(Д),

ЗУ |Q (z)| <С ® пРи z € Д.
Доказательство. Пусть h — интервал на G с центром 1

Вл (z)= max {0, 1֊ «֊> |/| ||* (Л)|՜1},

z0-A = |z-z0, г£д], Вд (z)= 0£.д (z-zok
Ясно, что Вд (z) = 0 при г GXA и

s |бд (n)| = 1^ (”) ~о"1 = (!) =1 (2-6)
п п

(Уд (п)—коэффициенты Фурье функции 04 (z)). 
Пусть для некоторого т

|) У Вд (n) zn—НдЦ,<тт {3, 2֊2]. —т<ж/п

Положим з=2т֊г1,6п=Вд (п+т), —s<n<^0 и Q(z)= bnzn. Ус- 
—s<n О

л овие 1) следует из (2.6). Проверим справедливость 2) и 3). Они вы­
текают из следующих двух неравенств. При z Д'
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|<2(г)1=12 6Лг"|=-| 2 9д(Л)г-+»| =—т<пст

«I 2 0д(п)г-|>| 2 6д(п)г"|>—т<п*т —т<пст

>вл(г)|֊| 2 %(п)х"-9д(2)|>2֊։,—т<п<т
при г £ б'\ Д

!<2(֊г)1 = | 2 9а(п)г'Ч<—т<п<т

е4 (п) гп— 0Д (г)| + I ед (г)|<3.

Лемма 2.4 доказана.
Лемма 2.5. Пусть 1<>у<*<^ + с°. Существуют постоян­

ные и Г,.,՛ такие, что для любой убывающей последователь­
ности положительных чисел {ал|, У ап = + для любого е">0, 

лб/
натурального числа П и интервала существует полином

Р(г) = 2 срг1, |с/|’<а/, Л<у<Л4, ы<з<м, /ег
у £ /, который удовлетворяет условиям

2) |^(4)<Г„,.|Р(Д)|Ч

3) 1^,*^»(о\д.՝<^8,
Доказательство. Пусть полином

<?(*)= 2 ьпг- —з<п<0
удовлетворяет условиям леммы 2.4. Применяя леммы 2.2 и 2.3 мы 
построим полином

Т(г)= 2 ал*М+з<зк<М, зк^
который удовлетворяет условиям 2.3, где вместо П берется число

—1, а вместо I берется Полагая Р (г) = (2 (г)-Т (г) будем 
иметь

Р («) = 2 С (г) гл* =

= 2 2 6яa^*շ"+,*.N+s<ki <М, к։^13 —а<п<0

Пусть П + «М, вк£1з и —тогда у=5ЛН֊п^ / и УУ-С 
У -С Л1. Положим С] — Ьп <^зк- Тогда

р (г) = 2 2 С; г>.И+։<кз<М, кзЫг з (к-1) </<зк



454 Ф. Г. Арутюнян

Имеем
|с,|8=|6я а,*|’< М» < ал <а,. (2.7)

Убедимся в справедливости условий 1)—3) леммы 2.5.
Условие 1). Рассмотрим интервалы

Д5։/п = (г; 2к5-' (т —1)<аг? тп|, 1< т < 5.
Пусть Д,, Ух-С/'-С/з—все те интервалы, которые лежат в У (см. 
условие 2) леммы 2.4).

Взяв 5>2~2 |р (Д)1-1, будем иметь

5-։(У»-У1+П= 2 1‘(Дт. /) >2-’ и (ДО-

Отсюда, из второй части условия 3) леммы 2.3 и из условия 2) лем - 
мы 2.4 имеем

=лДл|(5Г'-«..Л2՜”^ л
=2-’-' (/>-/,+1)1 Л’4-(1„„=2-”' (Л֊Л+1)Х

X 5 1 Ц7՝|| > 2 ‘ 5 1 (У։ У14՜!) Т

>2-2,'-1 и* (ДО = 2-ъ'-2 7Н (Д) = Т^,- И (Д)-

Условие 1) доказано.
Условие 2). Пусть Д,. /, /з<У-СУ<— все интервалы, которые 

имеют непустое пересечение с Д. Тогда ..

(У*~У։4"1)5 1 — 5 „/д г 1аз, 1 ) -э Iх
Отсюда, из первой части условия 3) леммы 2.3 и условие 1) леммы 
2.4 следует

М2’ 7’*|А(Д)<1Г*^(Д)<

= (/« — Уз + 1) 5 ՜11 (О) <

< 0։4-Уз +1) 5՜1 Г <ЗГи (Д)=4\,и (Д).
Условие 2) доказано.

Условие 3). При г^[0,1]\Д частичные суммы полинома Р (г) 
имеют вид

2 «34 С (г) +
^+з<з4<зm<Л^1 3*6/,

4-«зт 5 Ьпгп, — 5</'<0./<п<0
Следовательно

Р* (г)< 3 Г* (г)+ |а։. т| <8 7* (г) + а^,
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откуда
+ “л2-

Заметим, что число Г зависит только от V и /, следовательно, взяв 
число 5 достаточно малым оГ будет меньше, чем 2~։ е. С другой 
стороны, если бы с самого начала рассмотрели вместо последователь­
ности {аЛ), п другую меньшую последовательность, с условием 
алг< 2֊։е2, то получили бы Ц/3*|!д՝|(оч- а)<С£ и этим обеспечили бы вы­
полнение условия 3).

Справедливость условий 1)—3) вместе с соотношением (2.7) завер­
шает доказательство леммы 2.5.

Из леммы 2.5 легко следует
Лемма 2.6. Пусть 1<С + 00 ■ Существуют константы

•(х и Г։ (зависящие только от V и у') такие, что для любой после­
довательности ап, X а„ = -Ь <» и для любого 3 > 0, натурального 
числа П и интервала Д^ С существует полином

^(2) = 21 с д', |с7|2<ау, М, /£/Nt.jsM.jei
и ступенчатая функция ‘Г (д), с нулевым интегралом, которые 
обладают свойствами

1) !^(а)<Г11р(Д)1։'’. 1Ч’(Д)<г1мд)Г,

2) 1Лд.(О-4)<8.

3) Р-’ПдЧ0)<8.
4) Ф (д) = 0 при г^С,

5)

В дальнейшем мы будем предполагать, что 2 = /<^у<^-|- со. 
Пусть и У аЛ = -|-со. Построим последовательность поли

номов
П (д)= 2 д», (2.8)

< я п£/

зо = О, к՝^֊!, |</Л[2 < ап, п£ I

и ступенчатых функций /.»(д), k 1 следующим образом: пусть 
Дц •••, ДЛ1—произвольное разбиение G на интервалы. Для любого к, 

построим полином Pk (д) и ступенчатую функцию ЧГА (z), 
которые удовлетворяют условиям леммы (2.6), где вместо N, Д и о бе­
рутся s*-i, Д4 и о* = min [а*, 6՜1 7Jfi (Дл)|1/2), соответственно. Функции 

дают новое Д* (nj к -С ns)—разбиение G, на каждом из кото, 
рых функции Ч?՜,, постоянны, и каждая из них лежит в од­
ном из Д предыдущей группы. Для вновь полученных Д* поступим 
аналогично. И так далее. Заметим, что при построении мы можем сле­
дить за тем, чтобы н(ДЛ) -♦ 0. Учитывая, что ,Re (О),
можем оценить
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(а*)=։'^41«(О)<1Л||1։ (о) + 8*=
= 21* ОЯе РЖ.(О) + з* < 2’/։ |Ие (0) 4֊ 38*<

< 2’/» цИе ЧМ4*(^) +2՜’ Тя I»1 (л*)11/2 К 

<2։^|Ке ’Г*кЧ4д)+2-1 Ц^Ьм*)-

2 ,2
Следовательно, полагая 7* (г)=/ Рк (х) и 7* (г) =у ^4 (г) при 
л/_1 < я/, у > 1, будем иметь:

Замечание 2.1. Действительные и мнимые части 7.* (г), £>1 
образуют ортогональную систему функций с нулевыми интегралами и 

||7*11/.>р*)< 72 |Ке 7,*|д«(да).

Отсюда следует
|И (Д4)|-» |Яе 7.^,(4д)>72՜2 |р (Д*)|֊։ № (Д>)> 7? 7’ у֊* = 7, )֊\ (2.9)

Обозначим
£>* (|Ие 7.*!’, и)=|р (А*)]֊1 АИе 7^,(Ч)

при и £а* I |Ие 7.*|։, г) =0 в остальных точках С. В силу (2.9) 
имеем

2 ЕдА(|НеЪ1» з) = и. ։
= 2. 2 (|Ие Х*|։, г)> (210)

>>։ Лу_|<4<Яу

>2 7։/՜*= + 03 при г^С.
Имеем

л2 г/«1£,Г0)= я/_2 *<Яу <

<2 2 У՜’’Гр’и (д*)=г; 2/—<+оо.
/>1 п յ_l<k<Ոj />1

Следовательно, справедливо
Замечание 2.2

(2 |ЪГТЧ/~’ (С).к>1
Из замечаний 2.1, 2.2 и из (2.Ю) следует
Замечание 2.3. Система функций {Ие 7.։ (г)|4м является цент­

рированной (определение центрированной системы см. [9], стр. 207) и

Пт 2 Ке X* (?)'= + сх> почти всюду на С 
п-»+~ *<л

(см. (9], предложение 1У.6.2 и 1У.6.3).
Пусть л/-1<& < л/, у>1. Имеем

|Г*1д’(О)=у (ОР*Ц1.’ (а*)+ЙЛ(1£’(о\а4)Х; Г?р(Д*) +

+ 81) о՝-/։ (г? г(д*) + 6-՝ т; и (д*))=;”։ г; и (д*).
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Из (2.11) следует

*?։1<0)=

“ 5” _ 2՜= 2 2 ; г; и (л*)»п х 7 <+оо>
/>1 Л/—1<к<Я1 / 1

Следовательно, справедливы
Замечание 2.4

(2|г;(ж)Г)’^£’(^
Замечание 2.5

т1171-41.л,<+».

Замечание 2.6. Существует (см. [10]) постоянная Г3 (завися­
щая от V) такая, что для любой последовательности (6Я)Я>։

]|яир Ьа /.я| (О)^ в—1 (оу

В дальнейшем символы <4, Тк и останутся неизменными.

§ 3. Доказательство теоремы 1

Через С* обозначим систему множеств С, каждое из которых 
является объединением конечного числа интервалов. Пусть ех и е2— 
множества из С* равной меры, е1Пе2=0. Обозначим

1 при

(г) = —1 при (3.1)

0 при С\(е111е2).
Справедлива

Лемма 3.1. Пусть заданы е£/г*, а^>0, действительное число 
ф и натуральное число п. Тогда существуют разбиение множества 
•е = е ' и е՜ и функция

’Р»(г) = 2 Щк^к («) п<к<т
4^4 = 0 или 1, п<С,к-^.т), которые удовлетворяют условиям

1) ||Яе Те — ф ге+ е-Ц£, (О) < о,

2)1(Ке^Нд, (г)<2|ф| |р(е)р/’,

(Не1Г,(г))*= зир | 2 Ке (т)* X* (г))|, я<у<т п<.к<)

3) 7|4Х*(г)= 0 при г£О\е, (напомним, что *^>2
— заранее фиксированное число).

Доказательство. Если ф = 0, то достаточно взять ^* = 0, 
п<^к^. т. Предположим ф=/=0. Пусть е>0 (е = е(а) выберем поз­
же), 1^>т такое, что при к^1 либо Д*Се, либо Л*СС\е и
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|sup|7.*||д,(0) <s (см. замечание 2.2). (3.2)
Л**»

Рассмотрим ряд У, «*7-*(z), где ։д = 0, если \ лежит в G\e и \=1,
если Из замечания 2.3 следует

sup| 2 Re (a*7.t(z))| = 4՜ 00 почти всюду на е. (3.3) 
j>ll. к )

Через y(z) обозначим наименьшее число при котором
| У Re(a*Z*(z))|>|i|.
U* J (г)

В силу (3.3) j (z)—почти всюду конечная функция на е. Поэтому для 
некоторого натурального числа m н (е. )<Се> где

e, = {z:z£e, у (z)>m}.

Положим t(z)=y(z) при z£e\e, и t (z) — т—в остальных точках 
G. Определим I ^.к -С т, полагая р* = 1 всегда, кроме тех слу­
чаев, когда AjCe и в некоторой точке j {z)<^k. В этом случае- 
берем р* = 0.

Рассмотрим функцию
(z)= У flk f-k {z}> где ?}* = 0 при

Л<*<Л1

п<&</ и 7)* = a* р* при Докажем, что
7)*Z*(z) = a*Z*(z) при z^G, (z) и1
Цк /-к (z) = 0 При Z^G, 1 (z) < & -С m. J

Вне е утверждение очевидно. Пусть ze £ е.
Предположим rtk 7* (z0) 4= a-к S-k (z0), тогда г0£Д*, Р* = 0 и

7.» (z0) =/= 0. Следовательно, для некоторого zx^An y(zi)<C Так как 
все функции 7.у (z), Z-Cy <7 (z) постоянны на Д*, то j = j (z) = - (z) 
всюду на А* и, в частности, к т (z0).

Пусть теперь k^>t (z0) =j (z0). Если' z0՜^՜ Д*, то vj* /.* (z0) =0. 
Если же г0£Д*, то по определению Р*=0 и, следовательно, г1к7.к (2о)=О^ 
и, тем самым, утверждение (3.4) доказано.

Из (3.4) следует

(Re (z))*<l S Re (а* 7.л (z))| 4-

4- sup |7.* (z)| < |<|» |4- sup |Х* (z)|, z (; e (3.5)
k>L

и
|Re ЧТ, (*)|>Ж» z£e\e,.

Следовательно, в силу (3.2)

I!|Re ЧМ- (e) <l|Re ,։)4- OlRe’FJ- |Ф| |д.(,։)<

< Isup |7.*13Д,(О) + 2 |ф||р (e)|։/’<e4-2 |)|• |p (e.)('/’<H-2 Ж e’l’ (3.6)
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и
H(Re (е) < |sup Z*J£, (0) + <з + Ж1н(е)|1'’-

Последнее соотношение показывает, что при достаточно малом s усло­
вие 2) леммы 3.1 будет выполнено. Выполнено также условие 3). Нам 
остается убедиться в справедливости 1). Обозначим через ех то мно­
жество из е, на котором функции Re Ч՜? (г) и ’1» имеют одинаковый знак 
и через е2—множество из е, на котором Re(г) и ф ; имеют проти­
воположные знаки. Оаевидно, ех и е2 принадлежат G*. Из (3.2), (3.5) 
и (3.6) имеем

Ж H (ej + * > J Ж dy- + Isup (0) >

*1

> J |Re 4 dp = 2՜՛ J |Re 'F,| rfp. > 

<։ *
> 2-1J 1ф| rfp - 2՜1 J11 Re T4 - Iti I rfp > 

e e
>2-։'Ш Не) ֊ 2-J [|Re T4 - Ж L (O)>2-։ Ж H(e) ֊ e- Ж e1՜’-

Следовательно, р (ех) > 2"1 и (е)—(2s Ж՜1 + Точно так же дока­
жем, что р (е2) >2֊։ р (е) — (2г Ж՜1 + ®։/’)* Мы можем считать, что 
р (ех) <2-1 и (е) и р (е2) <^2.՜’Р (е). Пусть е =e\(e1Ue։). Очевидно 
р (е՜) <2 (2г Ж-1 4՜Множество е разобьем на две части ер 
(ei и в2 принадлежат G*) так, чтобы Р (е+)=р (e1) +p(ei) = 2՜1 р (е) и 
:Р (е_) = р (е2)-|- р (е։)=2֊> р (е), где e+ = ejU ei и e_ = e2Ue2. Имеем

JRe Ф,- ф|л,(<+) <|Re +

+||Re Ч гЦ^(е^ + I'Hpc«*)֊^֊

< D |Re ч-г1- Ж1, (в1, + bup Г41! £>(0)+

+ 2Жн(е')<Зз + 2Ж’е1/’4֊
+4 Ж (2 еЖ՜1 + в։/’) = Пв + 6 |Ф| eV’ .

Отсюда следует, что при достаточно малом е будет
IRe^ —{(,+)<2-Ja.

Точно так же убеждаемся, что

flRe + Фк’։г-)<2՜1 °-
Последние два неравенства показывают справедливость условия 1) 
леммы 3.1. Тем самым лемма 3.1 доказана.

Л ем мм 3.2. Пусть заданы e^G*, е>0, действительное чис­
ло 6 и натуральное число 10. Тогда существуют разбиение мно-
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жества e=e“Ue1’ и полином Qe(z') — 'li,dkZk, л* —0 или 1,*е/
(определение чисел dk см. (2.8)), которые удовлетворяют 

усло’виям:
1) l|Re Qe Ф/'^+, 4-ti’
2) 1СХ<(0)<г4|Ь||л(е)1‘'’ 

(Г4 — постоянная, зависящая от v),

3) |QX’(o\r) <d-
Доказательство. При ф = 0 берем Qe (z) =s 0 и условия лем­

мы 3.2 будут выполнены. Пусть ф /-0 и з^>0. Выберем число п так, 
чтобы

sn-i > ^о> ЬиР ЛЯд-(О( < 3» (3-7)
<>Л

V 27* — Z*|U ,О,<^3 (см. замечания 2.4 и 2.5). Пусть (z)=£ vj*Z*(z) 
♦ >л ՝ ' ՝ а՛* т
(rlk принимает значения О’, или 1) удовлетворяет условиям леммы 3.1.

Обозначим Q։.(z)=V v)* 7*(z). Имеем
n<kcm

||Re Qe — ф rf+։ ,-Jp (0; < flRe Qe — Re4'։fl£, {0) +

+|Re Te - ф rf< t-lL. ^<2 iT„ - ZJ£, (0) + = <2 =. (3.8)

Из (3.7) и замечания 2.6 следует
DQX.40) <Hsup 12 ։ ’i* ^ISe(0) + 

' я j<m n<Jt j '

4֊ Jsup T‘k\L, (0) <.|sup £ -z*| । +
*>л n<j<m ՝ ՛

+А2я Я Tk— 7.^ (0) + о < r, {O) +

+2e < rs ЦСЛх’ (O)+ Гз 2 II (0) -I-
к > n

+2’ < rs (0) + 0 (rs + 2).

Известно, что существует постоянная Г։ (теорема Рисса) такая, что 
IQ'H/.’ (о։ Г5||Re Qe|£, (б|, следовательно

(0) < rsBRe (0) + rsSj Г* -

-- R’ (О) < rs'j (Re ф,)*|£, (О) + Г5 а < 2 г5 |ф| |И (е)|'Л + Г5 =.

Ст к?г;а и из предыдущего неравенства вытекает
JQ1’ (О) < 2 Гаг։ 1Ф1 |р (е)Г + »(Г,+ Г3Г5 + 2). (3.9)

Далее, из (3.7) следует

<Л<*?у

+ II sup | Г*| ||£, (0 < I sup I 2 ?i* Z*| j£, + £ f Г* -
*>л ' ՝ ՛ k>n ՝ ' H՜ ° \ Z C.
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Если примем: /1 = 5(Я, — 0 при /о<С/ <5л-։» '*> = ■»!♦ при з*-|<7
п<^к т, то из (3.8)—(3.10) будет следовать, что при достаточно 
малом ' будут выполняться условия 1)—3) леммы 3.2. Лемма дока­
зана.

Пусть 0<^р<^1 и (г) удовлетворяет условиям леммы 3.2.
Имеем 1

||Ке Ое — ?^е+. а~1д₽хО) «Г<+. с՜։՞’ (О(^гР

и
(О) Юе^Р (г) + (ОХл)

1-£-

֊<։№(,) 1н(е)| ’+№(о\е)Х 

1-'
Х|р(С\е)| ’<ЗД + Л

Из полученных неравенств следует
Замечание 3.1. В формулировке леммы 3.2 можно добавить 

условия •
4) |Де (^е фг’«+, е—\(О) /С е>

5) |ОДр (0)< Г? |ф| |* (е).
Пусть £° (С)—класс почти всюду конечных действительных из­

меримых функций и /(;£°(С). Обозначим

1Д.(О) = У1/1 (1Н-1/1)-1 

о
Из леммы также легкб получить

Замечание 3.2. В формулировке леммы 3.2 можно добавить 
условия

• 6) [|Ие (Ъ - фгг+> е-11п (1 + |Яе &֊ фгв+, е-Г1) < е> 

О '
7) да<(0)«Г4^|1п(1+Ж֊։)н(е).
Для дальнейшего продолжения доказательства теоремы 1 (тео­

ремы 2) нужны только условия 4) и 5) (соответственно б) и 7)).
Пусть е £ О*, ф — действительное число, фе (г) = Ь при х £ е и 

фе(х) = 0 приг£(л\е. Справедлива
Лемма 3.3. Пусть заданы е £ С*, р, 0<^р<^1, а^>0, 6 — дей­

ствительное число, п0 — натуральное число. Тогда существует 
полином

Ре (х)= 2 к* акгкП,<к<пи к^1
(к* принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет условиям

1) |Ие Ре-'Ы£Д(0)<а,

2) (О) Гв Н'МдР (О)
(Г, — постоянная, зависящая от р). 
4—1001
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Доказательство. При | = 0 лемма будет справедлива, если 
взять Ре (г) = 0. Пусть 6 0. Обозначим е1 = ео = е.

Построим функции Гг+, е~ (г) и полиномы

(х) => 2 , к > 1
'*-!<? 'к< №

следующим образом. Применяя замечание 3.1 мы построим функцию 
ге+ (х) и полином (г), /0 = ло> которые удовлетворяют условиям 
4) и 5) замечания 3,1, где вместо е берется 2՜1 г. Предположим по­
строены г,+ г,+ (г); (2е,(г),---, (г). Положим1 • *-։ ՛ *—1
ек = е~_Г Применяя замечание 3.1, построим ге+ (г) и (г), ко­

торые удовлетворяют условиям

ЦИе (2ек — 2*՜’ '?гг + , «•—0Д/» (О) <՝ 2 * е>

(О)<Г? ж₽2₽(*“։)нв*).

Пусть 5— натуральное число . Обозначим
Ре (г)- 2 &*(2) и М«)= 2 ,-(г).1<*<* к к

Имеем
(О) @е$1.р (О)

С,2 2’<*֊»|.(«)<1<«<е * г ՝ 1<к<л
<Г<|фГ22*(*֊»>|»(е*).

По построению,
И (ей) = И (еА֊_։) = 2֊11‘ (еА_։) =2֊2 И (е^=- ■ -=2>֊‘ и (в1) = 2>-* и (е).

Поэтому
га, со, < гг 1^ н (е)42 2^-։> “ - о=г.(0,

ДГв — зависит от р).
Условие 2) выполнено. Перейдем к доказательству условия 1).

}Ие Ре 'МдР (О) С Ре (О) +

+ 1'^ — М£р (О) < ։ 2 ։ ЦКе Qek - 2»-։ X

Ге+, е— ИдрЦО) + Н1* ФДсР (О) С (3.11)

< 2^-* + ОЪ - ЧМдр (0) =’ + |ф, - Нр (О)-

Оценим Ц'Ь — (0). Пусть г £ е+, 1< к < 5.
Имеем

С = е-^ с еА1 се֊_2с ...с
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<== ei , z £ е* = e*+j 3 e*+i =֊ел+аЭ • • • 2 е.,.
Поэтому

4.W-2 2'֊’фг։+ (z) =
I J<* j J

(3.12)» 
= 2* ' ф — У 2J 1 ф = 6, z — е.г, 1 •< £ -С з.

1 /<*

С другой стороны
еГ = es \ < = еГ-1Ч < = е5-Л « и еГ-1) «

= ■ ■ ■ = е. \ U er = е \ U е+.
J k ։ 1 л-t

Поэтому
ф,(г) =----- Ф 2 2*֊’=ф(1-2'), ^е֊.1 ' к с s

Следовательно, в силу (3.12)
|фд — Мр (О) = К** — Ф4р(,-) = 2(р-։) * Н («)•

Учитывая неравенство (3.11) получим
BRe Pt — 'i>elLp (0)< е + 2<Р-’) * Р (е).

Отсюда видно, что при достаточно малом е и достаточно большом $. 
будет выполняться условие 1) и, тем самым, лемма 3.3 доказана.

Лемма 3.4. Пусть заданы s^>0, р, 0<^ р <^1, действительная 
функция f^Lp(G), натуральное число 10. Тогда существует по­
лином

2 (z) = v 1.kdkz* 
/.<* Zi. пег

(>.* принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет условиям
1) |,Re 2 /ЦдР(О)<СЕ»

2) Р*||др (О)4^ |I/j4p (О)

(Г,— постоянная, зависящая от р).
Доказательство. При |1/Л4р (0) = 0 берем 2 (z)=0 и условия 

леммы будут выполнены. Пусть (0) =0=0, а= min (О)» еЬ 'Иг)~ 
действительная ступенчатая на G функция такая, что 0/—(0.<^2_]а. 
Обозначим через ег, • • •, es интервалы постоянства функции ф (z) и че­
рез фе* (z), 1< к ֊<з функцию, принимающую значение (постоянное) 
ф (z) при z£e» и 0 вне е*. Поочередно применяя лемму 3.3, мы по­
строим полиномы

Л*(г)= S X;<z>,l<fe<s
nk-i<)<nk. JEI

(\j—принимает значения 0 или 1, 1^= п0<^_ пг<^ • • • ns = /J, которые , 
удовлетворяют условиям

|Re Рел — Ф»*.ИдР(О)2՜1 s՜1 3
и

Ij/’eJiiP (О) r։lW£P (О)՛



464 Ф. Г. Арутюнян

Обозначим
2(*) = 2 ։ к г * 1,<к I,. ке/

Имеем
Цйе 2 —/Ьр(О) -С ЦКе 2 — ф |1дР (0) +1 /Ц£р <о>
■С։ 2£^(1Ке/\ — фсфр(о) + ։а<։><։ 

и
РЪ10) <։1 ^ЛР(О)՝г^։ ։1^,гЛ₽(°> **г«։ 1чЛ.р(<з> —

~ И'?||£₽ (О) г„ |/ — <1||др (0) + го Ц/|(/р (0) -С 2 го И/ЦДР (О) = I - ^0).

Лемма 3.4 доказана.
Аналогичным образом можно убедиться в следующем:
Замечание 3.3. Пусть заданы действительная функция /^Л°(<7), 

в^>0. Тогда существует полином
2(я) = ^к<1кг*1.<гк

(X*— принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет условиям
1) С|Ее 2 —/| 1п (1 + | Ее 2—/|~։) <а,

а
2) № (О, <г, у |/| 1п (1 + 1/1֊’)^

при /=0 |/|1ц(Ц-|/|֊1) полагаем равным нулю).
Доказательство теоремы 2 основывается на замечании 3.3. Его 

мы не будем приводить.
Доказательство теоремы 1. В случае И/||ДР(0) = 0 теорема 

тривиальна (полагаем 2/(г)=0). Пусть |ДР(0)=/= 0. Согласно лемме 
3.4 существует полином

21(«)= X1,0 I,.
О-/—принимает значения 0 или 1), удовлетворяющий условиям

ЦИе /И£Р(о)<2 1 (/Идя (о) 
м

О2Л₽(О) (О)-
Пусть уже построен полином

24-1(г)= 5 <1)2՛, к 1,
'*-2 </<'*_!./6/

Применяя лемму 3.4, построим полином 
2* (я) = 2 Ху (1} г1,

1к-՝.</<>к‘^г
удовлетворяющий условиям

|Ее 2*— (/ - 2 2„) [др < 2֊*ИЯДР , (3.13)
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и
$л8£р (О)I ոՀ.ե

По построению
РДдЯ (О) R’ 21 *Мд₽ (О)"

Через 2/ (г) обозначим раскрытый ряд
У Ձ* (z)= У 'ikdiczk.« i к i, *ел

Имеем
Î^/Й/.Р (G) (О) (О)4—յ 21 * 2 R’ ^Д₽ (О) Rpü/вдР (О)'

Для завершения доказательства теоремы, нам остается убедиться, 
что Йе2/(г)=/(д) почти всюду на С. Полученное выше неравенство 
показывает, что ряд 2/(г) сходится почти всюду. Следовательно, 
почти всюду сходится и ряд Ие2/(2). Как видно из (3.13) ряд 
У Ке2*(г) сходится к /(г) в метрике Ьр (С). Следовательно, 

к I
Ие2/(г) =■ / (г) почти всюду на С. Теорема 1 доказана.
Ереванский государственный университет Поступила 6.УП.1984

Ֆ. Գ. ՀԱՐ111՝Թ3111’ՆՑԱՆ. Lp, 0 р С 1 ղասի ֆունկցիաների ներկայացումը արաց նւ[ա- 
■ղող համակիցներով եռանկյունաչափական շարքերով (ամփոփում)

ենթադրենք ^|,+\> է>1, -*■ Օր. ճիշտ է հետևյալ փաստը. Դիցուք

•ճ„|, Ոհ1, V Օ։1 = + օօ, որտեղ /=Ա։^ } ՚ հ > 1): Այց դեպքոմ ամեն մի
Ոէ1

իրական ք ֆունկցիայի համար (/Հ £₽ (Ծ), 0<£ <1, Շ-ն կոմպլեքս հարթության միավոր 
շրջանագիծն է) գո- [ni.fr յուն ունի եոանկյուն ա չափական շարք (1Ո2Ո, |<£ո|3 ճ/>» ՈՍԸ

օավարարում է հետև-յալ պայմաններին։

1) V* ձո Հո-ը լուգնւմիտում Լ Հյ~Ւ համարյա բոլոր կետերում,

Տյ'՜1₽1 .<?«,
3) Բօ V ԺՂ ւՈ =ք (։) Ծ ֊ի համարյա բոլոր կետերում։ Նման արդյունք ճիշտ է Լ° {0 

■դասի ֆունկցիաների համար։ **

F. G. HARUT1UNIAN. Repreientatlon of function* from Lp, 0 < p < 1 
bg trigonometrical teries with rapidly decreating coefficients (satnmary)

Let Nk C Mk < Nk+i, k >1. Mk-Nk- + oo, / = {]■■ Nk < / < Mk, *>1) and 
<G be the unit circle of complex plane.

Theorem: let an | , n£I and V an = 4֊oo, then for every real function 
^e/

f ^Lp (G), 0 < p<l there exists a trigonometrical series Vdnzn, |rfrtI2 < an. n CI 
nef 

such that
1) the series y dn zn catL'isrges almost everywhere on G,
2) supl s rf^io 

m n m.ntj ifyo-j L (O).
3) Re Vdnzn = f (z) almost everywhere on G. A similar result holds also for 

ng/
functions from the class L° (G).
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Г. Р. ОГАНЕСЯН

ТЕОРЕМА ПЛАНШЕРЕЛЯ ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, СВЯЗАННОГО С ПАРОЙ 

ГРАССМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ

Введение
Пусть Ср и Сд — многообразия р-мерных и д-мерных подпро­

странств комплексного линейного пространства размерности п (р<^ 
— д). Свяжем с Ср и Сч интегральное преобразование I, пе­

реводящее функции на Ср в функции на Сч: если /—функция на Ср 
и А £ Сц, то, по определению, (//) (А) равно интегралу функции / по 
множеству Ср (/г)сСр р-мерных подпространств, принадлежащих! А*.  
Возникает задача получить формулу обращения для преобразования 
I, т. е. восстановить исходную функцию / по функции //. Эта задача 
для случая р =1 была решена в [4], а для произвольного р — в рабо­
те [5].

* При таком определении предполагается, что на каждом подмногообразии 
•Ср (К) С Ср фиксирована мера, по которой ведется интегрирование, и тем самым на 
Ср задана дополнительная структура. Чтобы этого избежать мы используем в статье 
несколько модифицированное определение преобразования I (см. [5] и § 1 этой ра­
боты), при котором функции на Ср и Сд заменяются сечениями некоторых одномер­
ных векторных расслоений над Ср и Сд, а I переводит сечения над Ср в сечения 
над Сд.

** Описание всех допустимых комплексов получено только для случая р = 1, 
д — 2 (т. е. когда Ср—проективное пространство, а Сд — многообразие прямых), 
см. [3] и [8].

Поскольку сПт Ср<^ сКт Сч, то для восстановления / задание // 
на всем многообразии Сч является избыточным, достаточно предпола­
гать, что функция // задана только на некотором подмногообразии 
К<=-Сч той же размерности, что и Ср. Мы называем Кс.Сч допусти­
мым комплексом, если функция / на Св однозначно определяется зна­
чениями // на К, причем значение / в произвольной точке 1^СР вы­
ражается только через значения функции // в точках А £ К, бесконеч­
но близких к I (локальность формулы обращения). Важный класс до­
пустимых комплесов был определен для случая р=1 С. Г. Гиндики- 
ным [7]; формула обращения для этих комплексов следует непосред­
ственно из [4]. В данной статье аналогичный класс комплексов (гар­
монические комплексы) определяется при произвольном р; для них 
формула обращения следует непосредственно из результатов [5]**).

Задачей этой статьи являются теорема Планшереля для интег­
рального преобразования I, связанного с гармоническим комплексом 
К, и описание образа /. Именно, мы вводим скалярные произведения 
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в пространствах функций на Gp и К и доказываем теорему Планше- 
■реля: преобразование I изометрйчно относительно этих скалярных 
произведений (см. теорему 1). Тем самым, получено выражение для 
скалярного произведения функций из исходного пространства через 
их образы. Далее доказывается (теорема 2), что образ / состоит из 
функций на К, удовлетворяющих простому дополнительному условию,, 
которое мы называем здесь условием Кавальери. Для случая р = 1 
эти результаты были ранее получены в [1].

§ 1. Постановка задачи и формулировка результатов

1°. Определение гармонического комплекса. Пусть 
V—комплексное линейное пространство размерности и. Обозначим 
через Сгр{У) многообразие линейных р-мерных подпространств в V 
или, что то же, многообразие (р—1)-мерных плоскостей проективного 
пространства PV — СР՞՜’. Пусть фиксированы произвольные нату­
ральные числа р, q такие, что

0<p<g<n-g.

Зададим произвольное комплексное подмногообразие Ccz Gq-P (И) раз­
мерности N = р (q— р). Назовем символом Крофтона многообразия 
С функцию Сг(: (6) на грассманиане Gn-p ( И), относящую каждому 
b £ G„_p (!/) число подпространств с £ С, принадлежащих Ь. (В другой 
интерпретации, Сгс есть функция на грассманиане Gp(V'), где V — 
пространство, двойственное V, относящая каждому b'^GP(V՛) число 
подпространств с f С, ортогональных Ь'). Функция Сг(. почти всюду 
конечна и принимает целые неотрицательные значения. Назовем С 
гармоническим многообразием, если Сг(. (6) = const =/= 0 для почти 
всех b^Gn-P (V). Эту константу обозначим через С г (С) и назовем 
числом Крофтона. Отметим, что Сгс (6) = const для алгебраических 
подмногообразий С; при этом существуют многообразия С, для ко­
торых Сгс=0.

Свяжем с каждым подмногообразием CtzGq-p(V) размерности 
N = p(q — р) многообразие Gq (И), состоящее из подпространств 
А € Gq ( Z), содержащих хотя бы одно подпространство с £ С*՜.  Легко 
проверить, что dim Кс = dim Gp ( И) = р (а—р). В самом деле, мно­
гообразие подпространств h£Gq (И), содержащих фиксированное 
с£С, есть Gp (Vic)", следовательно, dim /fc = dim С+ dim Gp(V/c) = 
= p(q — p) + P (n — q) = p (n—p).

* Для случая р=1 эти подмногообразия были введены Гнндгкпным [7].

Назовем Кс гармоническим комплексом, если С— гармоническое 
многообразие.

Пример. Пусть q —р = 1, тогда С — р-мерное подмногообра­
зие в проективном пространстве, а комплекс, Кс состоит из всех 
(д—1)-мерных плоскостей, пересекающих С. Число Крофтона Сг (С> 



Теорема Планшереля 469

равно числу точек пересечения многообразия С с (п—<у)-мерной плос­
костью общего положения.

2’. Интегральное преобразование, связанное с 
комплексом Kt;.

Введем одномерное расслоение над грассманианом Gp (И):

где Со ( Р) — многообразие р-векторов х = х1/\- ■ -/\ хР=/=0, xi £ V, а 
проекция относит каждому р-вектору ххД • • • Л хр подпространство, 
натянутое на х,. х„. Обозначим через Fp'’ пространство Сх-функ-

ций на Gp (И), удовлетворяющих условию однородности:

= (1.1)

Пространство*’ можно интерпретировать и как пространство 
Сж-функций на многообразии ЕР։ „ р-реперов x=(xv •••, хр) в V или, 
в координатной форме, на многообразии р X n-матриц ранга р, удов­
летворяющих следующему условию однородности:

* В [5] рассматривался случай вещественного пространства; однако, резуль­
таты из [5] автоматически переносятся на комплексный случай.

f(gx)*=  (detg)՜*'  (det g)՜*՝  f (x) (1.2)

для любого g £ GL (p, С). В дальнейшем будут использоваться обе
Г**։՛  реализации пространства гр

Замечание. Введенное пространство Fp"11 можно также интер­
претировать как пространство гладких сечений некоторого одномер­
ного векторного расслоения над Gp (И), см. Добавление к § 1.

Наша задача—определить интегральное преобразование

/: Fp 4 -♦ Fq՝p, где р<С q <1 п — р

(см. [5])*.  Для этого введем сначала дифференциальную форму ырч (?) 
на многообразии EPt q р X g-матриц t =Ц({|| ранга р:

ш₽. я = /\ шр, я (0> (1-3)
*—1 

где

«4 .« (О-֊-7 •••.;«) Н1 •••
(д-р)!

■сумма берется по перестановкам индексов !,•••» q. Легко проверя­
ются следующие свойства:

1) Форма шр. q удовлетворяет условию однородности

я (gi fgi) = (det gje (det g2)₽ <up, q (t) (1.4)
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для любых 81^СЦр> С), (я> С); в частности, тА,(^1^,) =
= шр, , (/) для любых £,£££(/>, С), 6 ££(</, С). Из (1.4) следует,
что ч>р. я (0 опускается с многообразия Ер, 9 на многообразие р-векто- 
ров <։Л • • ЛЬ-

2) Условием (1-4) форма шр, ч определяется однозначно с точ­
ностью до постоянного множителя.

Пусть 1£.Гр'4 и х^ЕЧ։ Зададим дифференциальную (77, Д') — 
форму, 77= р (о— р) на Ер, ч:

/ (£«) “р. ? (0Лшр. я (0-
Из (1.2) и (1.4) следует, что эта форма опускается на Ср, я= Ср (С’) 
при естественном отображении Ер, я -*  Ср, я, и мы полагаем:

/ У Г ■
(//)(*)  = у / (*х)  ‘“р, я (0 ЛтР. я (0- 0-5>

°р. я
Очевидно, что Ц^ГЯ'Р-

Пусть теперь Кс<=-Сч(У)—комплекс Гиндикина. Обозначим 
через Кс прообраз Кс в многообразии «/-векторов О, (И) и через Ес— 
пространство функций <р|_ , где <р £ ЕР։ р . Определим интегральное 

кс 
преобразование

1с: А’՛ ’-Г?, 
полагая

к с
Замечание. Если Ер- ^реализовано как пространство функций 

на многообразии ЕЯ։ п «/-реперов в И, то в этой реализации Е?. есть 
пространство функций <р|£с , ? ^Ер- ", где Е° псЕ,, п — прообраз Кс я,п 4 Ч։
в Ед, п и 1с{=Ц\Ес .

3՛՝. Формула Планшереля для преобразования 1с. 
Наша цель—получить формулу Планшереля для преобразования Л;, 
где С<=-Сд-Р (И)՞—гармоническое многообразие. Для этого нужно вве­
сти скалярные произведения в пространствах Ечрч и /с-

Предварительно введем пространства дифференциальных опера­

торов на Ср ( V). Пусть £— пространство линейных кососимметричес- 
р

ких р-форм на пространстве V՛, двойственном V, Е—/\У. Положим

Н;՝' "" ( Р) = 5”* (£) ® (£) (тп1։ тп2=0, 1, • • •),

где 5т(£)—т-ая симметризованная тензорная степень £; 5°(£) = С. 

Элементы из Нр'։ т' ( И) являются функциями на .многообразии Ср(¥'). 

Обозначим через Р (— ) линейный однородный дифференциальный 
\о.г /

оператор на Ср( V) с символом Р (?) т' (И). Если в пространствах
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V и V" фиксированы дуальные базисы, то элементы из СР(И) и Сд ( V') 
мы можем задавать матрицами ранга р, х =|х/Ц, р,]^
^1, п). В этом случае Нр"т՝(У) реализуется как пространство од­
нородных многочленов Р (?) степени однородности (,тг, тг) от р-ми- 

п / д \
норов матрицы Дифференциальный оператор Р ( - - ) получается из 

\дх/
Р (;) заменной 6 на -—г- 

дх\
Пусть фиксирован произвольный ненулевой элемент

Р (?) 7 Нр" ( V), тл + т2 ~ п —2д.

Отнесем каждой паре функций /։, /2 £ Гр 0 следующую дифференциаль­

ную (7У1։ Л^)-форму на Ср (И), где Л\=р(п-р):

где и։,,, я (г) задаётся формулой (1.3) при д=п, 1=г. Из условий од­
нородности для //, Р и ։«р, я следует, что эта дифференциальная фор­

ма имеет степень однородности 0, а потому она опускается с Ср (И) 
на грассманиан Ср ( И). Положим

(ШР = (֊֊)№ [ ( Р(֊) А (*))(  Р (֊) /г (*))  “а - (*)Л<^7г).

(1.6)
Обозначим через 4 пополнение ’ по норме |/|=(/>/)р2.
Чтобы задать скалярное произведение в пространстве введем сна­
чала две дифференциальные формы на многообразии д-реперов Еч, л. 
Представим реперы х^Ед։П в виде пар х = (17, г), где у£_ Еч-Р,п и 
х £ Ер, я —реперы, составленные, соответственно, из первых д — ри 
последних р векторов репера х. Определим дифференциальную фор­
му * с операторными коэффициентами по формуле (см. [5]):

<г-р Р I I п д I.*=Л Л <*/>  где = £ Т~к<1У1 ■ С1-7)

Положим далее

ау(г)=Л «у А). (1-8)

где
лу(г)=^։8п (/1։ •••,/„) х'*---  х^ /\ - • • /\дг\п {х = {у, г)), 
суммирование ведется по перестановкам индексов !,•••, п.

Отнесем каждой паре функций <р1։ следующую дифферен­
циальную форму на многообразии д-реперов (у, х)^£?, я таких, что 
пч-р У 6
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(/ Э \ \ 7 / д \ \ау(г)ЛР(—)х<р։)Л(3у(г)Л/> Т- х?а) ' 
\дг / / \ \Ог ) /

Обозначим через Сд (И), где с £ С, многообразие подпространств 
Л (; Од ( И), содержащих с, и через Ед, п — многообразие д-реперов 
(у, г) £ Ед, „, где у фиксировано. Заметим, что Сд ( И) ~ Ср ( У/с) и 
что С^(И), где с = ^ч֊р у, является образом Ед, п при отображении 
Еч, п —» Од ( У).

Форма 2 (<р։, ф2) при фиксированных у и <1у является дифферен­
циальной формой на Ед,„, и нетрудно проверить, что она опускается 
на многообразие Од ( И) б'р (У/с) при отображении Ед, П—С'д (У). 
Таким образом, определен интеграл формы 2 (<?ъ ?2) по многообра­
зию Ср (У 1с), который является дифференциальной (/V, Л^-формой на 
^д2р С, И = р (у — р). Полученная дифференциальная форма на 
в свою очередь опускается на С при отображении ~д~р. Положим

х с (р, д, п)[ г \р<п-р> С Г / , у л р( д_\ \ л<?!. ?։>>₽- Сг (С) 1,2/ .1 .1 \ У ՝1/^
<: арМс)

(1.9>

где Сг (С)—число Крофтона, а с (р, д, п)—числовой множитель, ко­
торый будет определен позднее (см. § 3).

Обозначим через ЕРс пополнение по норме |М=<Л՛ ?
Замечание. В силу сказанного выше, 2 (<р1։ <р։) является диф­

ференциальной формой на расслоении, база которого С, а слой над 
с £ С — многообразие С'д (У)сгСд ( У) подпространств Н^Сд(У), со­
держащих с. Это расслоение совпадает с Кс с точностью до подмно­
гообразия низшей размерности или образует конечнолистное накрытие 
над Кс.

Теорема 1. Пусть 0< р д п — д, Сс Сд_р (У)—гармони­
ческое подмногообразие, 1С : — интегральное преобразова­
ние, определенное в п. 2. Тогда 1с изометрично относительно вве­
денных в ЕЧР՝? и Ес скалярных произведений, т. е. для любых 
/а(: Е^4 имеем

Иг. А)р = < /с А, /с /, >р. (1.Ю)-
Следовательно, /с продолжается до изометрического отображе­

ния гильбертовых пространств Ер' я -*  Ес-
4՝'. Описание образа пространства Ер'" при отобра­

жении /с. Введем дельта-функцию 3 (х) на многообразии комплексных 
р X р-матриц, определяемую равенством

(«, /)=/(0).
для любой основной функции /, т. е.
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f-^-Y Г 3 (*)/(*)  dx/\dx=f (0), dx= Л dxtj.
\ 2 / J /-։

Положим далее для любых к1։ кя=0, 1,—

= S(x).
где D = det I—L D = det |-^-!L Из определения следует, что

Рх/;11
3(i" *.) (gx)= 3(*-. b) (x?)=(det (d^Fg)-'-** 8(*- *•’ (x) (1Л1)

для любого g^GL(p, C).
Назовем поливекторы на И и V' ортогональными, если ортого­

нальны порожденные ими подпространства в И и И'.
Пусть с€С, C^Gpfl'"). причем cJ_C. Фиксируем про­

извольный (q—р)-вектор д ^^-Р с и введем следующую дифферен­

циальную форму на Gp ( И):
« (уЛг) ^-9'Р՝ П~Ч-р) (г:) °у W/W - (1.12)

где z' = j<\z;, С/>|>, Зу — дифференциальная форма, заданная равен­
ством (1.8). В силу (1.11), форма (1.12) не зависит от способа задания 
Z и ( в виде z = ZjA- --Azp, С = ;։ А‘ ■ • Л ’р-

Из условий однородности для е, 3(я~ч'р- я~ч-р> и Зу непосред­
ственно следует:

1) форма (1.12) сохраняется при замене у на '/.у С֊=/=0); следо­
вательно, она зависит только от с и С;

2) форма (1.12) опускается на Gp (V/c) при композиции стан­

дартных отображений Gp ( V'j—Gp (V/c) —> Gp (И/с).
Положим

?(®«9=(yY("՜” [ т^Лг)5(я-’-АЛ-’-р,(2^зу(г)л07(^ (1.13)

Оу/И/с)

В силу определения ? есть функция на многообразии ортогональных 

пар (с, С), где с £ С, С £ Gp ( И'), удовлетворяющая следующему усло­
вию однородности:

(с, ZC) =/.’-п Т’-Л? (с, '). (1.14)

Определение. Скажем, что функция удовлетворяет

условию Кавальери, если для почти каждого (V") ? (с, С) не 
зависит от выбора подпространства с £ С, ортогонального С, т. е. для 
любых сх, cs£C таких, что сх_кС, с։±С имеем:

<Р (сх, С) =<р (с2, С).
Теорема 2. Пусть выполнены условия теорелия 1. Тогда об­

раз пространства №՛4 при отображении 1С есть замыкание под­
пространства функций. <? £ Г&удовлетворяющих условию Кавальери.
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Примечание. Необходимость условия Кавальери вытекает из 
следующего факта. Если <р = Л;/. где , то, как нетрудно
убедиться, интеграл (1.13) равен

(Д'1՞՜” С 
\ 2/ .)

Значит, он зависит только от
Добавление. Введенные здесь пространства />" *’ можно ин­

терпретировать как пространства гладких сечений некоторых одно­
мерных векторных расслоений над С,, (И), которые мы сейчас опре­
делим (ср. [4] для случая р = 1). Рассмотрим многообразие всевозмож­
ных пар (х, 0> где х £ Ср ( И), / £ С. Отождествим в нем пары (х, /) 
и (ах, >֊՜* 1 >՝՜**  О, при этом мы получим новое многообразие,
которое обозначим через Ср" *'  (И). Зададим отображение

т: С,*"* ’ (И)— Ср (И),

положив т(д", /)=крх. Определение ~ корректно, так как при этом 
отображении эквивалентные пары имеют один и тот же образ. Не­
трудно убедиться, что т : Ср' *’ (И) -• Ср (И) является одномерным 
векторным расслоением над Ср (И).

Покажем, что гладкие сечения расслоения можно канонически 
отождествить с элементами пространства Ер՝'к՝. Пусть /•’р1'* ։. От­

несем каждому х£Ср(И) множество пар (х, / (х)) таких, что ~р х = х. 
Так как / (). х) = А՜* 1/.՜* ’ / (х), оно состоит из эквивалентных между 

собой пар и тем самым задает точку из Ср" *'  ( И), лежащую над х. 
Итак, функции /£/>"* ’ отнесено сечение расслоения т. Обратно, пусть 

задано гладкое сечение расслоения т. е. каждой точке х £ Ср ( И) от­

несен класс эквивалентных пар (х, 0> где ~рх=х. Возьмем класс эк­

вивалентных пар, отвечающих х. Для заданного х он содержит един­
ственную пару вида (х, <). Таким образом, сечению расслоения ' от­

вечает гладкая функция на Ср ( И): х — ( = / (х). Так как (х, / (х))~ 
~ / ()-х)), то / удовлетворяет условию однородности/(ах) =
= а_*' а՜*'/  (х), а потому /Ь.Гр՝՝к*‘

§ 2. Обобщенное преобразование Радона

1°. Оператор ’ /?р,'*л.  При доказательстве теорем 1 и 2 бу­
дет использовано обобщенное преобразование Радона, которое здесь 

«будет введено. Введем, наряду с пространством- /р'* ’ функций на 

Ср ( И) пространство Фр" С”-функций на СР (V) (т. е. на много­
образии р-векторов С = СХД՝ • • Д С7’՝# О, С £ И'), удовлетворяющих 
условию:
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/ ()Х)=).-* ’ >.£С\0. (2.1)

Отметим, что Фр '1' можно интерпретировать и как пространство 
С“-функций на многообразии Ер, я р-реперов г,р) в V' или, в
координатной форме, как пространство С“-функций на многообразии 
лХр-матриц ранга р, удовлетворяющих условию

/ СЯ) = (det g)֊>> (d^7)֊*>  / С) (2.2)

для любого g£ GL {р,. С).
В дальнейшем будем предполагать, что р< ki п — р, ։=1, 2 и 

£1+ £։<«• Пусть/£/>"*'  и С £ GP (И՜). Зададим следующую диф­

ференциальную форму на Gp ( И).
/(г) (Z) Шр п (л)Ло-^7(^;

где —обобщенная функция на многообразии рХр-матриц, вве­
денная в §1, п. 4°. Эта форма имеет, степень однородности 0, а по­

тому она опускается с Gp (V) на Gp (И).
Определим обобщенное преобразование Радона функции f£.Fp"k* 

формулой:
’ (#!«*7)  (0 = <Я Р) f/(z) s(/’՜*՛ (гС) Шр՛я (-’)л (2։3)

Op(V)

В силу этого определения, интегрирование ведется по множеству под­
пространств из Gp ( И), ортогональных С.

Очевидно, что RP՝,'n-’f Фр *1’ таким образом, мы получаем 
отображение

RkP\k՝-. fp՝՝- ф;-*՛- п-**.
2'. Теорема Планшерелядля RP','k'~ Введем скалярные 

произведения в пространствах Fp'՛ к‘ и Фр-*1' п к>. Для этого зафикси­
руем произвольный ненулевой многочлен Р(С) £НР'‘ т* (И), где 
mi 4֊ тп2 = и—(^-(-Ла). Положим для любых Д, и ®1։ <р2£
^Фр՜* 1’ п՜* ’:

(i \р(п-р) г/ / д \ \ / „ / д \ \ --------------
Т/ /Wp՛ я(г)Лш'’֊я(2)’

Ор(У)
(2.4) 

/ i \p<.n~p) р ____ _____<?1.?2>р=(—) | (QI8 ?! (Q '?2(Q«>n. ДО Л Шп.р (О. (2.5?

Ор (И )

(Подынтегральные формы заданы на бр(И) и GP(V); однако они 
имеют степень однородности 0, а потому опускаются, соответствен­
но, на GP(V) и Ср(И')).

Обозначим через Fp" k' и Фр ~к,‘ n-fc* пополнения Fp" к‘ и фр՜* ’’"՜**  
по введенной метрике.
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Предложение 1. Существует константа ар. Л, не завися­
щая от к1։ к3 такая, что отображение 7? = ар. п Кр'п’- РР՝ — 
—■ Фр՜* 1' ""* ’ изометрично относительно введенных скалярных про­
изведений,

'(/1> Л)р = <С *А.
следовательно, оно продолжается до изометрическою отображе- 
ния 7*"  *’ — Фр՜*"' 1՜* ’. Полученное отображение

R: Т"Р'-1'։-Ф"р'1"' П~к' 
яв ляется изоморфизмом гильбертовых пространств.

Доказательство. Сначала предположим, что 7г1 + к3 — п. В
— к рг — к этом случае Р *С)  = сопз1. Зададим в пространствах А " ’ и Ф,. 

представления группы 5£ (/) по формулам:

(тК/)(г) =/ (г?), (Л- ?)(0 = ? (я՜1 С), 
где г—га и С—* а՜1 —естественные действия группы 57. (И) на много­

образиях Ср ( V) и Ср ( /'). Нетрудно убедиться, что представления 

7^ и Тх унитарны, а Кр\ п является сплетающим оператором этих 
представлений. Известно (см., например, [6]), что представления Тк и 

Тк неприводимы. Отсюда непосредственно следует существование 
числа с (к1։ к3) такого, что оператор Р=с (кг, к3) Рр'п‘ обладает 
свойствами, сформулированными в предложении.

Пусть теперь 7Х, 13— произвольные индексы такие, что <
■С А/(7 = 1, 2). Докажем, что оператор 7?1 = с(А1, к3) /?о" Л также об­
ладает свойствами, сформулированными в предложении. Отсюда 
будет непосредственно следовать предложение 1.

Пусть Р(’) С Нр" т* (И), где т,=кг— 11։ т3~к3— 13 и, значит.

— )/, Тогда
О г /

/• Г ^1»к: Гр » а потому, в силу уже доказанного, имеем:

(Л. /х)=</?А> *А>.

Из определения функций £(*"* ։) и операторов Рр\п', Рр/п легко сле­
дует, что = Р(-—\/} =(—1)("'։‘гт’՝" Р (Г.) /?х/; следовательно,

\ \дх/ /
/?/ь>=:<С Так как, с другой стороны, (Д, /։) =

= (/. /)р, то (/, /)р = <7?։/, т. е. оператор /?1 = с(Аг1, кг) Рр.л
изометричен. Далее из уже доказанного для А՜,, к2 следует; что про­
странство функций R Р (-) Лх/, /(^Р1р1' плотно в

-Фр՜'՜1, я՜* ’. Отсюда вытекает, что пространство функций Я։/ плотно в 
Фр и, значит, Рх -гр -♦ Фр является изоморфизмом про­
странств.
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Примечание. Аналогично можно доказать, что отображение 
7? : ф '՛ F0 обратное к R = ap,n Rp'.n, задается формулой.

** / г \ Р Р(/?-' ф) (г) = ар. п j ? С) ^-р՝ (zZ) ш, р (Z)Л оТдо;
O/(V')

где множитель ар, л не зависит от Л։, k2.
В дальнейшем будет использовано несколько более общее соот­

ношение.
Предложение 1'. Для любых /1։ f&Fp1 *՛  “ любых Р1г Р2^ 

£ Нр" т’ ( И), где т1 -f- т2 = п — (4Х 4՜ к2), выполняется следующее 
равенство՛.

J (л (£)л (z)) (р* (£)л (z))шр՛п (г)л t^7^=
OpfH

Г2-6)
= lap. ni2 J (Л (9 Tl (9) (Л(9Тг(9) ««. р(ОЛ

Op[V)

где <?1~ Rpl.'n՝fi(j=l֊, 2), а аР,п — коэффициент, определенный в 
предложении 1.

Доказательство дословно то же, что и доказательство предло­
жения 1.

§ 3. Доказательство теорем 1 и 2

1". Два вспомогательных утверждения. Обозначим для 

любого ф££? через ф (с, Z) функцию на многообразии пар cÇC, 

Z£Gp(Annc), определенную равенством (1.13):

Т (с, С) = (±)' <Л՜” J ? (у Az) 3(п-’-₽- -** ’ (Д) Ь (г)Аь^)> (3.1)

OpV'ic՝)

где у = У)А' ' ’Лу«-р—произвольный фиксированный (ç—р)-вектор из 
прообраза с (напомним, что от его выбора правая часть не зависит).

Определим дифференциальную форму ту(С) на Gp (Anne) с помощью 
равенства

‘“-.p(9 = (7\ л <У>. dG>)A՛  ̂ (3.2)
у -*  /-•։ /

Из определения следует, что

Ту (ХС) = Хп-(?_₽) ty (Z) для любого 1 =£ 0.

Пре д ложен ие 2. Для любых Т1։ Qi> Qa € Нр՝' т‘ ( И,
где mx + т2 = п — q — р, и любого с(^С имеет место равенство 
5-1001
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J ‘Pl A *))($*(  (te) ^“^Зу ~
GptV/сЛ ՝ Z /\ z

________ (3.3)
=|ap.„_?+p|s J (Q։(QT1(C, Q)(Q։G)?s(cG)’yG)AMQ?

Op (Anne)

где у = yt/\- •• /\уч~р — произвольный фиксированный (д-р)-вектор 
в прообразе с, а ар, п-д р—коэффициент, определенный в предло­
жении 7.

Замечание. Подынтегральные выражения являются дифферен­

циальными формами на СДИ/с) и Gp (( Vfc)') = Gp (Ann с). Легко,од­
нако, проверить, что они имеют степень однородности ()• а потому 
опускаются, соответственно, на Ср ( И/с) и üp (Anne).

Доказательство. Отметим, прежде всего, что левая и пра­
вая части равенства (3.3) — однородные функции от у степени одно­
родности (—р, —р). Поэтому равенство достаточно проверить для 
какого-нибудь одного (</ — р)-вектора у из прообраза с.

Зафиксируем у^^-р с и обозначим через z образ zÇ_Gp (И) в 

Gp ( И/с) при отображении GP ( И) -♦ Gp ( У/c), индуцированном отобра­
жением И —» V/c. Очевидно, что при фиксированном у функции 

<Р( (j/Az) зависят только от z, и мы положим

՛?: (z) = ф( (ÿAz)» ։ = 1. 2-
Так как функции Ф/ (z) однородны степени однородности (—р, —р), то 
для них имеет место соотношение (2.6) предложения V. Именно, обоз՜

хч *** • / Ô \
начим через Q,(C) ограничение Q; (С) на Gp(Ann с) и через Qt(— ) —

дифференциальный оператор на Gp ( Vfc) с символом Q<G), 7 = 1, 2. 
Пусть, далее, ф/(С) = (Цр‘, рг Ф/) (С), С С GP (Ann с) (г = п — q-rp). Тог­
да, в силу предложения 1', имеем

[ ( Фх ((Qï( Фх (z)^) шр. r (z) / u>p. r ( z) =

OpWlc) ^z

= \cp.n-q^p\- [ «?։ G) фх G)) (Qs (С) ФДС)) P (QA p G). (3.4) 

Op (Anne)

Полученное равенство совпадает с равенством (3.3), что вытекает из 
следующих простых утверждений:

1) Если в V и V заданы двойственные базисы [е/} и [e'j та­
кие, что ei=yi, ։ = !,•••, q — р, то в этих базисах имеем:

ау (z)= шр. r (z), ty G) = <0у, p (С);
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2) ’ <Р/(С> ’)> гДе — функция, заданная равенством (3.1);
3) 0/4У?Нг) = (?/֊)

Предложение 3. Пусть /^Н’р 7 и » = /<_/. Тогда функция ?, 

определенная равенством (3.1), связана с функцией. / = /?£;’ / сле­
дующим соотношением:

?(с, С)=/(С) (3.5)

для любого С^б'р(И') и любого с^С, ортогонального С.
Доказательство. По определению

/С) =!(֊֊) /(з)?(Я-’";’П_*‘/’,(гС)“р.Я(д)Л<“Р.Яи), (3.6)

Ор (И

где г — р X п-матрица, а С — пХ р-матрица. Удобно записывать мат­
рицы г в виде я= (я։, я,, я3), где я1։ я։, я3—матрицы, соответствен- 

А\
но, из 7 — р, п — д и р столбцов. Аналогично будем писать | С2 I.

Ча/
Пусть '£(7р(Р") и с_ЬС Так как интеграл (3.6) не зависит от выбора 
исходного базиса ех, • • •, еп в И, то можно предполагать, что векторы 
₽„•••> вд֊р образуют базис в с. Так как С_1_с, то в базисе, двойствен­
ном к е1։ • • •, еп имеем: С1= 0. В результате, перейдя в выражении для 

/ к неоднородным координатам, я = (<, ш, е), где е — единичная мат­
рица, получим

/(’)=( — ) /(#, ш, е) 0(п 4 Р։П 4 p\w(.г+r^,i)dt/\dw,\dt/\dw,

где dt = /\dtյ,, dw=/\dwi..

Теперь преобразуем выражение (3.1) для <р. В этом выражении 
можно принять, что у = (е, 0), где е — единичная матрица, а я пробе­
гает р-векторы из пространства И։, натянутого на ея-Р+г,-։՛, еп, 

т. е. задается матрицами я = (0, я2, я3). Тогда выражение для у при­
нимает вид

— / » Р ,
? (с> С) = (-5-) г) о ՞ 4 ’ р (ггС2+я3!:з) Шр, г(я2, Я3)Л

°р(’>)

Л ШР. Г (гг, я3),
или в неоднородных координатах (я2, я3) = (ш, е)

~ / у \Р С** -1?) Р __? (с, С) = I <р (у, г) г,(п-ч~р- п՜4՜ р) (шС2Н֊С3) Лги 
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где z=(0, W, е). Подставим сюда выражение функции через /, за­
писанное в неоднородных координатах:

/ i \р(4—р) (*  — / I \Р(Ч—Р1(' _
<? (.У> z) = Г—J y(fy+z)dt/\dt= \f(t>w>e)dt/\dt,

где t — р X (q — р)-матрица, dt=/\dt{. Мы получим

<р (с, Q = ' Р> w’ ^'П՜4՜՛’' П" Wa+’з) dt/\dt/\dw/\dw.

Итак, <р(с, Q=/(C), что и требовалось доказать.
2°. Доказательство теоремы 1. Введем многообразие А 

пар (с, 7), где с £ С, 7 £ Gp (V') и с1 [. Определим отображения 
1Г։:.Л -> Gp( V') и к2: А - С, полагая i%(c, г) =7» Ч (с, 7) = с.

Пусть /1։ <Pi = /с fi И пусть <?z(c, С) - функции, опреде­
ляемые через <(>z равенством (3.1). Пусть, далее, Р(С) И),где
m1 + та = п — 2q. Зададим следующую дифференциальную форму на 

многообразии А пар (с, С), где с£С, С^6’р(/') и cJ_C:

|РС)|8 ?1(с, С)?2(с, С)а»Л,Р(С)Л шп.р(г,).
Эта форма имеет степень однородности 0 относительно С, а потому 

она опускается с А на А при естественном отображении А—»4. По­
ложим

(г \Р (л-р) Г — ~ _______
|Р(г.)1։ ?1(с, С)?։(с, г-)ч>п.Р^)Лшп.р(г^-

д

Преобразуем этот интеграл двумя способами. С одной стороны, вви­
ду гармоничности С для почти каждого 7 (И') прообраз *̂(7)
состоит из конечного числа точек, равного Сг(С). При этом, в силу

предложения 3, <р/(с, С) = //(С) на ’'Г (7). Следовательно
/ ։ \р (л-р> С ~ ~ _______/(?!, ъ) = Сг (С) (֊2 ) ] |Р (С)1а А (0 л (С) шЛ. р (ол шл. р (С).

Ор (Г)

Отсюда по теореме Планшереля для обобщенного преобразования 
Радона (предложение 1) получаем

J (?1, <рг)=-^^-(А(А)р- (3.7)

lap. лГ

т. е.
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С другой стороны, поскольку А является расслоением над С, то 
/ (®, ?з) можно представить как повторный интеграл. Для этого зада­
дим сечение 5: С -> к~2р С с. Сд_р (И) и представим дифференциальную 
форму шя, Р(С) на Л в виде (3.2):
».Л) = (Л<<//Л^у»АМ') = (-1)'(’-'>Л<С', ^/>Лъ(9»

где у — «с. Мы имеем
. . чр(л-р)р р _ ^7՜՝

У(?1. ?:)=(֊) | ) 1^’(^)Г'Р1 (с, Та (с,С)Л<СЛ </уГ>Х
С г՜1 (С)

х Л >Му (9ЛМ9./. I
Применяя к внутреннему интегралу предложение 2, получаем

(,• \р(п-р)п Р / / д\V) (3v <z)Ap(t-) л2 / J J \ \ozji.j
C OpKVIc)

. \ z Z d \ d \
A <------ . /՝( °y (*)/\Р ( — )Л < -7—» dy‘ > Ta) =

dzj / \ \dz/l>J Ozj J

t. e.

7(?i>®։)= ~ " laP. л- q -p|-2<fi> Фа?>р- (3.8)
c (p, q, n)

Сравнивая (3.7) и (3.8), заключаем: если в формуле (1.9) для<^тР <р2^>р
принять

с (р, q ,и) = 1—----
| CLp, n—q\p

(3.9)

то (/1։ f2)p = <ZJcfvJc р> что и требовалось доказать.
Примечание. Мы не приводим явного числового выражения 

для аР։П, а тем самым и для с (р, q, п). Заметим лишь, что ар, „ мож­
но представить в виде интеграла. Например, если п=2т, то

арЛ=\2! det (z1 zi+zt z2) m o(m p m ^(zj) шр. n(z)/\wP, n(z),
Op.„ (3.10)

где z = (z1, гг), zlt za—соответственно, pXp и pX (n—р)-матрицы. В 
самом деле, положим /= det (z1zi-]-zg яг)՜՞1, /£ F™'m. Нетрудно убе­
диться, что f—c det (СС*)՜*".  Отсюда следует, что |ap, nl=Jc|-1, и 
можно принять ар, п=с-\ Полагая в равенстве а.р,\ ^et (CC*) -m =/?р,'л՞1 f 
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С= где е—единичная матрица, получаем равенство (3.10). Анало­

гичное выражение для аР. „ получается при нечетном п.
3”. Доказательство теоремы 2. Теорема 2 следует непо­

средственно из предложения 3. Именно, если принадлежит об­
разу пространства Рр' то, в силу предложения 3, ® удовлетворяет 
условию теоремы 2. Обратно, если ® удовлетворяет условию теоре­

мы 2, то определим функцию /= Гр՝'' равенством / (”,)= <р (с, где 
/—обобщенное преобразование Радона функции /, а с£ С —произ­
вольное подпространство, ортогональное г,. Это определение коррект­
но, в силу условия теоремы 2. Тогда, если Ь =/с/, то для любой 
ортогональной пары с, \ имеем: (с, ')-—/(’) = « (с> £), откуда 
<р=֊Ь = /г/.
Институт прикладной математики АН СССР,
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 17.V.1983

№. Դ. ՀԱՅՐԱՊԵՏՑԱՆ, Ի. 1Г. Դ1ՎՖԱՆԴ, Մ. Ի. ԳՐՍԵՎ. Գ Ռ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. «կանյևրևփ 
թեորեմը ^րասմսՀփ juuqduinbnipjn ւննԼրի զույգի Յևտ կապւ|ած ինտեգրալ ձևափոխության 
համար (ամփոփում)

մոգվածում գիաարկվում է ինտեգրալ ձևափոխ ութ յուն է որը կապված է Cp(V) և 
գրասմանի ր աղմաձևոլթյունների զույգի հետ, V - գծային կոմպլեքս Ո -չափանի տարածություն խ 
P (ց —p)—չափանի C^.Gq_p (V) ենթարադմաձևության օգնությամբ որոշված է [Հը կոմպ­
լեքսը, ^('՝ը կազմված է այն h ՚;G q (V) ենթ ատարածութ յուններից, որոնք պարունակում 
են գոնե մեկ ենթատարածությոէն C “ C 1 րեիցուկ ինտեգրալ ձևափոխություն Լ, որը
ամեն մի ք ֆունկցիային Gp(V)~b *Լ բhi համապատասխանեցնում Լ 'ք (Л) ֆունկցիա քՀ ք -
վրա. ® (AVb հավասար է ք-ի ինտեգրալին Л Кք. ենթատարածությունովւ Այն ղեպրո,մ. 
երլ. С-Ь հարմոնիկ բազմաձևություն է, այղ ձևափոխության համար ապացուցված ( Պլանշերեյի 
թեորեմ ր և ստացված է ձևափոխության պատկերի նկւս րազր ումըէ

R. G. AIRAPETIAN, I, M. GELFAND, M. I. GRAEV, G. R. HOVHANN1SIAN. 
The Plancherel theorem for Integral Iran,formation, connected with a pair 

of Grasiman manifold, (summary)

In the paper an integral transformation connected with a pair of Grassman 
manifolds Gp (lz) and Gq{V) is considered, where V is the linear complex n-dimen 
sional space. By means of p(q— p) — dimensional submanifold CdGq_p ( И) the com­
plex K(: c Gq-p (V) is defined: Kr consists of the subspaces h ՛ Gq(V) containing no 
less than one subspace c£C. Let Iq be an integral transformation mapping every 
function f on Gp(V) to a function ? (h) on is the integral of f by the
subspace h£A>;. The Plancherel theorem for this transformation is described in the 
case where C is a harmonic manifold.
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Վ. Հ. Օհանյան. Խզվող եզրային պայմաններով երկրորգ կարգի էլիպտական տիպի 

դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգի համար Պուանկարեի Ւ՚նգիրը • 3, 2481
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