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Պատասխանատու քարտուղար' 1Г. Ա. ձովհաննիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում ևն հողվածներ հրապարա* 

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա էՄաթեմատիկա» ամ» 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամր։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն դրամ եքենաղրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կըևչ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով»

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, դրրերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ- 
մ ան տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված դրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա

տասխան տեղում։

6. Սրբագրության Ս ամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շուտ զղա լի։ փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

7, Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համ առվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Ց. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու
մով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի Լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի։ իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հողվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Ռաղրամյանի պող., 24բ։ Գիտությունների ակա
դեմիայի Տեղեկադիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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УДК 517Л8
М. Г. КРЕЙН. Ф. Э. МЕЛИК-АДАМЯН

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ГАНКЕЛЕВЫ ОПЕРАТОРЫ И 
СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ПРОБЛЕМЫ ПРОДОЛЖЕНИЯ 

(продолжение)*

§ 5. Свойства пар Шмидта ганкелева оператора

1. В дальнейшем, при рассмотрении .«-функций Г £ ,т (/?) для 
определенности будем считать, что т^п. Пусть р == О есть не
которое з-число ганкелева оператора Г, порожденного л<-функ- 
цией Г (6 и действующего из (R) в £;х։ (/?). Тогда р£а(Гд). 
Рассмотрим собственное подпространство ЗХР оператора Гд, отвечаю
щее собственному значению р =£0:

зк₽={х€^,+я)х։(н+)1гх = рх}.
Согласно утверждению Г § 2: ДС(тч-а)х1 (И + ) Г) /.(т-?л)х1 (&+), по
этому для /. £ ЗХ р имеем

Р = -֊֊ Гх *=֊ П '>■ (0) -
аг аг 

г о

и

Лемма 5.1. Если /.£ЗХр, гпо ]՝/' £ ЖР (/' £ЯК(_Р)) в том и толь
ко том случае, когда '/■ (0)=0.

Справедливость леммы непосредственно следует из равенства 
(5.1) с учетом соотношения /Гд (#)=—Гд (/) / у/£К+.

Лемма 5.2. Для произвольных элементов /л и /л из спра
ведливо соотношение

F* СЛ;).) Jp (X,; ).)=0 ул£ А’ (F(Z; К): = J exp (Xf/) / (f) dt). (5.2) 
о

Доказательство. С помощью преобразования, аналогичного 
(1.5), имеем

>О ОО
(А: '•) ՝>•) = f Х-1 (/) exp (—It J) dtj[ exp (If J) Z, (t) dt =

oJ °J

Начало см. в № 4 с. r.



= J Jzj (t 4- s) exp (— > tj) J'/л (s) dsdt + 

и и

”|՜ J exp ,л +s) ^s՛ 

0 <>

С другой стороны
co op

Г Cz] (/) exp (as/) /z.» (t + s) dtds = у j p/-:՜ (/) exp (Xs/) X
J У 0 0

-- -----— JJ(j 7-i (t) Гл (t + s 4- u) dt ) exp (—as/) ]/л (и) duds —

OO о

= — JJ/.J (u+s) exp (— As/) /z2 (и) duds. □ 

о и
Соотношение (5.2) можно представить в виде

г+ A) F+(?։; а) = Г_ К; X) F- (7JS; Х)(Х £ /?). (5.3)

Оно справедливо для пар Шмидта именно ганкелева оператора; для 
пар Шмидта {«>, тр] (/=1, 2) произвольного линейного ограниченного 
оператора можно утверждать только, что (;х, ?։)=(’)г, ria).

Через ЖР (0)(сС'”+л) обозначим множество значений в нуле 
функций из SRP: 3RP (0)={/ (0)|z€ SRP}.

Лемма 5.3. Множество SRP (0) является J-нейтралъным под
пространством в Ст+П.

Поэтому (см. [17]), ему соответствует частично изометрический 
угловой оператор К: Ст —» Сп такой, что значения в нуле пар Шмид
та (« (0), т( (0)1 связаны соотношением -q (0)= К; (0).

Доказательство. Легко видеть, что F (//; а)==—/ (0)' —
—а/Н/.; X). Отсюда z (0)=lim—a/F(z; а); /* (0) //. (0)=lim а։ (/л; ’/.)=

= #(/2;Х) =0.
Следствие, dim (0)< т.
Определение 5.1. Упорядоченная система [z^՝, z^> ’ ՛ '> Z՛7'} 

элементов из SXP называется D-цепочкой собственных элементов
1

оператора Гл, если z11] (0) =/=0, a z1*1 (0= ~ /j'Z1*՜11 (s) ds (k=2՜, I), 

о
Элемент z1'1 называется базовым элементом D-цепочки, а числа 
I—ее длиной.
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ZJ-цепочку с базовым элементом / и длиной I обозначим через 
D (/; I) (D (/; I) = {/.(= Z1”), /А • • •, /У ’}•

Длина I произвольной £)-цепочки D (7; I) не превышает размер
ности подпространства ЯХР (Z^dim2RP). В самом деле, если

% (0 = 0,
*—1

то полагая 1 = 0, получим ։х = 0. Далее, дифференцируя полученное 
тождество и снова полагая ( =0, получим я2=0, и так далее. Подоб
ным образом, легко убедиться в том, что элементы нескольких /)-це- 
почек в своей совокупности линейно независимы, если линейно неза
висимы значения в нуле их базовых элементов.

В множестве всех £>-цепочек введем следующее отношение экви
валентности: Р ('/л; 7Х)~/Э ( /.2; /а), если ул (0) = /2 (0). Таким образом, 
каждому вектору из ЯХР (0) ставится в соответствие (одно-однознач
но) класс эквивалентных Р-цепочек. При этом нулевому вектору со
ответствует пустой класс.

Определение 5.2. О-цепочка О (/_; I) называется макси
мальной, если в классе эквивалентных ей Р-цепочек нет цепочки 
большей длины.

В ЯХР (0) выделим подпространства ЯХ’(0)с ЯХ£-1 (0) С ...
• • • С ЗХ’ (0) = ЯХР (0) по следующему признаку: х (£ ЯХР (0)) входит в 
ЯХ* (0), если найдется такая /Э-цепочка £>(/.; I), что х = /(0) и 1^к.

Пусть {хх, х2, хг}— базис в ЯХР (0), полученный следующим 
образом. Выбираем сначала базис в ЯХ£ (0), затем дополняем его до 
базиса в ЯХ^՜1 (0), и так, далее, до получения базиса в ЯХР (0).

Рассмотрим систему максимальных Р-цепочек Р (•/_*; /*) таких, 
что /*(0)=х4 (к = 1, г). Отметим, что длины /* (к=1, г) этих £>-це- 
почек не зависят от выбора базиса |х*|*_։ указанным методом.

Лемма 5.4. Объе динение элементов Р-цепочек Р (/*, /*) (£=1,г) 
образует базис в ЯХР.

Доказательство. Как было отмечено выше, рассматривае
мая система линейно независима. Пусть ®х— произвольный элемент 
из ЯХР. Найдется такая £>-цепочка £ ('|х; 91). которая содержит <рх.

Г
Положим <рг = ’|>1—<х։, к 7.к, где коэффициенты в։,» выбраны так, 

чтобы ф2 (0)=ф։ (0) —2 «1, к 7,к (0)=0. Заметим при этом, что, посколь-
А — 1

ку '?1 (0) € 2Х’։ (0), в разложении фх (0) = У, а։, * 7> (0) участвуют только 
те /»(0), которые образуют базис в ЯХ’1 (0). Поэтому, если £> (ф2; <у-.) 
есть Р-цепочка, содержащая ®2, то д։^-<7х-|-1. Далее, положим <р3—р»

Г
— а2, к /-к, где аз, ь выбраны так, чтобы ?3 (0)= 0. Тогда, если ®3£

4~1

££) (Ф3; /3), то <у3>д1-|-1. Поэтому ясно, что, продолжая таким обра- 
Т

зом, мы необходимо придем к фя= аЯ| к А- Отсюда п получится
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интегрированием базового элемента '^я- Далее, ։?я-1 получится интег- 
Г

рированием базового элемента 1>я-1=?я + ^®я-։, * 7.*. Продолжая та

ким образом, выразим ?>։ через линейную комбинацию элементов D-це
почек D (/-*, Z*) (к =1, г). □

2. Выясним здесь некоторые свойства преобразований F(/_; /.) 
(Г+ (;, ).), Г_(ч; >•)) элементов (пар Шмидта rj).

Лемма 5.5. Если 0 =/= р£о (Гл) и а^Ст+п, то для разрешимо
сти уравнения

Р? (О — [ Гл (/+ s) ® (s) Л = Гл (0 а (а^Ст+п) (5.4)
о •

в классе Цт+пу. i (R+) необходимо и достаточно, чтобы a _1_2RP (0).
Доказательство. Из теории Рисса —Шаудера для вполне 

непрерывных операторов и из включения 5J?fсЬ“ттПул\ (R+) следует, 
что необходимым и достаточным условием разрешимости уравнения 
(5.4) в классе £^т+Л1х1 (Е+) является условие

J (Гл (0 а, 7- (0) dt =0 v’/ e ЖР. 

О

С другой стороны во
j (Гл (0 а, 7.(0) dt =(а, J Гл (/) /. (0 dt^= р (а, /. (0)). □ 

и и
Пусть заданы <р£А('т+Л)х1 (/?+), а^Ст+п и i0-R. Рассмотрим 

систему
1Ж(О֊М(0=‘?(0 f5s.
I ф(0)=֊>

Легко видеть, что для суммируемого | система (5.5) эквивалентна со
отношению а 4-Л (?; /.)=().— /0) F(Ф; л), и следовательно, равенство 
а + (?; ^о)=О есть необходимое условие разрешимости системы (5.5) 
в классе £(։т+я)х1 (/?+).

Лемма 5.6. Решение системы (5.5) при заданных а £ Ст+п, 
и <р, являющемся решением уравнения f5.4), принадлежит

в том и только том случае, когда a-}-F (q>; ).о) =0.
Доказательство. Решение i системы (5.5) имеет вид

I
’? (0 = — J exp (—+ J exp (>.о sj э (s) ds^. 

о
При условии а+Л (։р; л0)=0, Ф представляется также в виде

«и
(0=7 ехр (— W)J exp (XosJ) (s) ds, 
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и следовательно, является, во всяком случае, ограниченной вектор- 
функцией. Проверим, что она принадлежит Имеем

I ехр (>о«У) Ф (и) du
О

= J ^ехр (м?) Гл (t + s) dsa 4֊ 

О
* J

+ (* + s)j ехР (— 'о“/) V (s — и) duds =
о о

ев 
ехр QosJ) Гл (f+s) ds a

О 
по ее

+J Jехр Q-quJ) j Гл (t -г s + и) ф (s) dsdu = 

о о
м ао

=у^ ехр См7) ^Гд (f + $)а + JfA (*+$ + u) <p(u) du) ds = 

6 о

= ?J J'exp ().OS>) Ф (f+s) ds = pjexp X

6 
w

X j'exp ()֊os/) Ф (s) ds. □ 

i
Пусть Тогда, легко проверяется, что ]/՛ удовлетворяет

уравнению (5.4) при a = Jx(0). Вместе с тем, а+ F (J/,'; (/_; к).
Таким образом, приходим к утверждению.

Следствие 5.1. Если z£SRp, то решение системы

I НО)=Х(О)

принадлежит SRP тогда и только тогда, когда l0F (z; >0) = О- 
Из леммы 5.6 при а = 0 непосредственно получаем 
Следствие 5.2. Если z€SRp» R> то решение системы

1Л/(п-м(о=х(о (57>
1 Ф(0)=0

принадлежит ЯХР тогда и только тогда, когда F (/; Хо)=О.
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При рассмотрениях этого параграфа, приведенных выше, р могло 
быть произвольным 5-числом оператора Г, Для предложения, приво
димого ниже, существенно, что р есть наибольшее з-число оператора 
г (р=|Г|'з).

Лемма 5.7. Решение системы (5.5) при заданных
а £ Ст+я (а =[аХ1 а»]՜; аг € Ст, а3 £ Ся)*, Хо 6 С+ 11 ?։] >

являющемся решением уравнения (5.4) при р ЦГ[։ и удовлетворяю
щем условию

|а։4-^ + (<р։; >)| >]а3+Р-(?2; ')|(НЯ)> (5.8)
принадлежит ЭХр, если аг 4՜ Р\ (?։; \»)=0.

Доказательство. Решение
/

ф։ (0 = —։ e՜a•, е,'*։ ?1 ($) |
и 

системы
I ։'♦; (0-'о Ъ (<)—?! (0 ..
I ф։(0)=-шх, 1՜'

при условии 0x4֊(<Рх; \>)=0, допускает представление

фх (#)=/в-,:*г ?1 («) 4з.
I

Так как 1ш 0, то отсюда уже следует, что Ф1С^Х1 (К+) П 
ПАСтх1 (Л+)с£^х1 (/?+). Это вместе с (5.9) дает (X—\))(а1+Г-.(<г, Х))= 
= /:+(ф;Х). С другой стороны, уравнение (5.4) приводит к соотно
шению (ср. с (1.10))

Г+(Г*;/.)(а։+Г_(<р։; л)) -р (аг4-/+ (<Рх>/֊)-<֊г_(X) г-б^х,).

Разделим обе части этого тождества на X—Хо. Так как '0£С+, то 
(X—/0)-։ г- (X) € 1^x1 и (>—Хо)-։ (а։4-/_ (ср։; Х))=/_ (ф.; X), где ф։£ 
^А2>,։(/?4.). Таким образом, имеет место тождество

/+ (Г*; X) Г_ (ф։; Х) = р Г+ (ф1? л)4-(Х-)1))-։ г_ (X) 
откуда ОО

Р'К (>•) = |г* (# + з) ф։ (5) ds (/ е R- ). 

о
В силу неравенства (5.8) имеем (Л- (ф։; Х)| <|Г+ (фх; Х)| и, следователь
но, по теореме Планшереля 1ФЛ <|фх1|։- Поэтому р® (ф„ ф։)<?2 (ф1։ ф։)= 
=(Г* ф։, Г* ф։) или ((р11 — ГГ*) ф։, ф։) < 0, а так как Р=4|Г||։, то (?։ I—

ГГ*) ф։ =0. Таким образом, {ф1։ ф։} есть пара Шмидта оператора 
Г, отвечающая з-числу р = Щ։.

Через [а։, а2] ’ обозначается столбец с влементами аг и а5.
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С другой стороны, легко проверить, что полученная вектор-функ
ция = [?։, ?а]՜ удовлетворяет системе (5.5). |_|

Если у£2йр, то /// удовлетворяет уравнению (5.4) при а = 
= — У/ (0) и в соотношении (5.8) имеет место знак равенства. Поэто
му из леммы 5.7 получаем

Следствие 5.3. Если ՝/_ = [?, 7}]՜ £ при р= 'Г|)։ и л0 € С-, то 
решение системы (5.6) принадлежит в том и только том слу
чае, когда Е. (;, >0) =0.

Замечание 5.1. Подобным образом можно доказать, что при 
у6 -X? (р=||ГУ и л0£С_, необходимым и достаточным условием раз
решимости системы (5.6) в классе ЭК? является условие Е— (?); )^)=0.

Пусть теперь и (у; I)—некоторая 27-цепочка в $0?р длины I. Если 
при некотором >0£/?\{0} Е (у; ло)=О, то в силу следствия 5.1 суще
ствует Жр, являющееся решением системы (5.6) или, что одно и то 
же, удовлетворяющая равенству

։

'? (О + ?о У? (з) Л = /. (0- 
о

Отсюда
՛ /

Ф1*1 (04 (г)=7?։(0 ’̂с= ~1; •И1»:=?, •ь(‘+Ч(О=-у у (5) бэ) .

о
Это означает, что система (’ЬО), б!®1,- • •, -Ь^+Ч] образует 27-цепочку в 
30?г длины /+1, эквивалентную О (у; I).

Поэтому справедливо утверждение.
1’. Если {у/Ч։ уР!,. • •, уГП|—максимальная О-цепочка, соот

ветствующая некоторому э-числу р оператора Г, то Е С/.1’1; /.) = 
■-=0улС/?\(0) .

Аналогичным образом из следствия 5.3 и замечания 5.1 полу
чаем

2°. Если [у.1’1, у121,• •у(П) (у1П=[£, т;]՜)—максимальная И-цепо- 
чка, соответствующая наибольшему э-числу р (= [Г{։) оператора Г, 
то Е+ (;; л) 0 ул £ С± и Е- (т(, л)=/= 0 уХ £ С_.

Что касается значений Е (у/’1; X) при Х=0 и Х=сс։ то справед
ливо утверждение:

3°. Суммарная кратность нуля вектор-функций Е (у!Ч; }.) 
(Л=1,/) в точках л==0 и л=со для произвольной максимальной 
О-цепочки {'/}‘\ //2),• • •, 7.1'1} постоянна и равна длине этой цепоч
ки. При этом Е (у/'1; л)=^=0 при л=0.

Доказательство этого утверждения основано на следующих лег
ко проверяемых соотношениях

>./ (у1П; л)=У7.Ш (0)-}- Г( У -^1; Л - Е (//Ч; ).)=)*֊’ Е (/1*1; л)(^=1Г/). 
\ Л /

(5.10)
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В самом деле, теперь достаточно проверить, что •/''(// '• ПРИ
).=0. Допустим противное. Тогда, в силу следствия 5.2, найдется эле
мент 0 е ЯКр, такой, что И 4 (0)= 0, а это противоречит мак
симальности £>-цепочки О (/.|։1; /)•

Для базового элемента /. = ['• Чр произвольной максимальной 
/3-цепочки £> (у.; I) длины I вместе с преобразованием Л (/.; X) рас
смотрим „нормализованное“ преобразование

Л? (X; Х);=х('-^֊У Г(/: '•)•

Из утверждений Г‘—3" следует
4°. Для базового элемента 7. произвольной максимальной £)-це- 

почки 0(7; I), отвечающей наибольшему в-числу р операторе Г, имеем

Ан* (у.л)։ = ).(^-^ (у- Х)-/=0 уН^С = /?и{ео)),

а для компонент ; и г) базового элемента 7. максимальной О-цепочки 
О(/;1), отвечающей наибольшему в-числу ? (—Т,з) оператора Г,
ил/еел»

X / —У/Г X) =/= 0 у/. С- С+ и [ оо I;
V X /

Х(^ УГ-(7!; Х)

§ б. 5-матрица, порождаемая ганкелевым оператором Г 
с 1Г|=1 (определенный случай)

1. Пусть задана ж-функция Г£ £,'я ,т(/?-.) и Г,—ганкелев оператор, 
порождаемый этой л-функцией.

Лемма бЛ.Если существует нерастягивающая м-функция 
$ 0-)Р>€^)> допускающая представление:

5 (Х)= Е_ (Г; X) +Ф (Х)(Ф £ X £ /?), (6.1)
то ЦГ^'з < 1.

Если ||Г||2 = 1, то для любой пары Шмидта {;, т]} оператора 
Г, отвечающей наибольшему в-числу р=1, выполняется равенство

5(Х)/+(5; Х)=Г_(и Х)О.е/?). • (6.2)
Доказательство. Рассмотрим 5 (X) Г+ (/; X), где /^х1(/?+)П 

(^т)« Имеем

(/; >•)= Г (0 е_д'Л-|- Ф (X) А С/ (0 е'х< 61 — 
о ' %

°* ,м
=У ([г е-'х/ + 

0 0 7
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Г (։— /)/(։) еп,Л+*(/.)/ (/; '•)= А_ (Г/; /.) +ф ('•).

Это означает, что элемент 5 (л) (/; а) пространства £.’ ,(£) раз
лагается на сумму двух ортогональных элементов Р- (Г/; /.) £ Н2՛ ~ и 

ф (/.) £ Нп \- Поэтому, на основании равенства Парсеваля, имеет ме
сто неравенство:

ММГ >֊)]։>а$ (>) А- (/; > (Г/; Й=>Г/-(ГУ; а)МГ/Г, 

которое и означает, что ЦГР։-<1.
Для доказательства второго утверждения леммы рассмотрим 

5 (а) А (?; а). Аналогично проделанному выше, легко получаем

5(>.)/;-{-(ч>-)=А_(Г;;л)4-ф(л)=/:-(^>֊)+? О) (К^). (б.З)

Отсюда ||5 (а) А_ (;; а)1|2 = (г/! '*)12 4՜ М2 <!|А-- (;; л]*. С другой сторо
ны, в силу (5.3), имеем ЦА+(?; <)Ц2= ]А_ (т(; а)]2. Это показывает, что

вектор-функция ф в соотношении (6.3) равна нулю, т. е. выполняет
ся равенство (6.2). □

2. В дальнейшем, на протяжении этого и последующего парагра
фов, будем предполагать, что заданная л-функция Г £ (/?+) по
рождает ганкелев оператор Г с |рГЙ2=1. Существенную роль в наших 
последующих рассмотрениях будут играть свойства линеалов ЯЯ(. и 
93?р (0) при р = 1. Их мы будем обозначать через ЗЯ и ЗЯ (0).

Рассмотрим систему £>(/-*; />) (/.* = (;*, т*]-,А=1, г; г=сИтЗЯ (0)) 
базисных £)-цепочек линеала ЯЯ (см. лемму 5.4). Через Н (1)=[Нг1 (<) 
^41(011՜ обозначим л։-функцию, вектор-столбцами которой служат ба
зовые элементы 7.* (Л=1, г) базисных /)-цепочек А ( '/.*; /*)(Л=1, г):

(0 = [«1 (О» ч (0.-- •» (01; нг1 ъ(0.- тч (*)]-
Вместе с А+ (//п; а) и А.. (Нп; а) рассмотрим также „нормализован
ные“ преобразования:

/=..Л (Яи; А)= /.|^1±1у‘ А+(Е*; >.|Г = лА+ (/7и; X) Д+ ().),

Здесь Р. (а) = — суть диагональные (г X /^-матрицы- 

функции, где 1ц (к=1, г) равны длинам базисных /Э-цепочек £>(/-*;/*).
Лемма 6.2. М-функции А.н+ (//и; а)(А.н՜ (Л/и; X) имеют пол

ный ранг г (=с1пп ЯЯ (0)) V А€С+и {«>)(у).£С_и |со|).
Доказате льство. Заметим сначала, что

гапг А.а+ (Яи; А)=гапг Р+ (Нп, А)уХ£ С_ и (оо))\(0), 
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и рассмотрим Гл (Нп; >)а, где 0 =7=а£Сг. Легко видеть, что /:ж(//и;Х)а —
= /(с. Х)։ Где £ =£ а* ;* есть первая компонента вектор-функции

Х= V а* 7.к, являющейся базовым элементом максимальной /5-цепочки 
*■=1

(линейная комбинация базовых элементов базисных //-цепочек есть ба
зовый элемент максимальной 25-цепочки). Поэтому при Х£ С;.՝ч{0} в 
силу 1° и 2° § 5, имеем Г+ (Н1г; X) а^О (О^а^С').

Для доказательства утверждения при Х=0, запишем Г.,г X)
в виде

<41,- >.)-р+п|(— )'*-՛/■+««1> Г -<>■+ о! е 1^.-՛й
Ц\ X / Г*-1 Ь-о Г*՜’

Здесь с/ суть биномиальные коэффициенты при в разложении (14- 
4֊ г г֊1/*՜1. Это, в силу соотношений (5.10), дает

/.«+ (/Ли >•)=(>•+о )-)ц=1,
'к

где <р» есть первая компонента вектор-функции Л — £С,_։'4Л, являю-

щейся линейной комбинацией всех членов максимальной /5-цепочки 
/5(7-1՛ *; 1к)(к= 1, г), и следовательно, образующей /5-цепочху дличы 1 = 1.

Поэтому для произвольного 0^а = [а1, а2,•••, а,]'^Сг имеем

Г.„+ (Яи; X) а = ('-4- г) Г+ (4; X), где '?1 = £ а*?*
*—1

есть первая компонента вектор-функции Ф £ Ж, составляющей /5-це
почку длины 1=1. Отсюда для X £ R можем утверждать, что 
Ли4՜ (Ни) так как в противном случае Г (Ъ; Х)=0. Но это, в
силу следствия 5.2, противоречит тому, что О образует /5-цепочку 
длины 1=1. Далее, Пт (Х-|-г) /(ф; Х)=_/ф (0)=/=0. Таким образом, утвер

ждение леммы доказано и при Х = со. □
Условимся говорить, что для оператора Г имеет место „опреде

ленный случай“, если линеал Ж (0) имеет максимальную размерность, 
равную т. В этом случае система базисных /5-цепочек /5 (/.*; /*)(& = 
= 1, т ). Поэтому, в силу леммы 6.2, вместе с м-функцией Р.„~(Ни; X) 
алгебре т принадлежит и «-функция (/-.ц4՜ (Нп; X))՜*.

Теорема 6.1. Если для опгратора Г имеет место опреде
ленный случай, то существует, и при том единственная, нерас- 
тпягивающая м-функция Е R), допускающая представление 
(6.1).

Она определяется по формуле

Е (X): = Г.„֊ (Яп; X) |/МЧчГ (^-н+ (Яи; X))֊« (6.4)
||\Х—Г/

и является изометрической м-функцией.
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Кроме того, S (>.) допускает представление

S(i)=S (со) + [г(<) e-Mdt т (/?)։ '•€ R), (6.5)

где Г|/?.. = Г, а 5(=с)=—К {К—угловой оператор линеала ЯК (0)). 
Частные индексы >4 >4 м-функции 5 ().) совпадают со
ответственно с длинами /г>/2> • • ■>!„ базисных О-цепочек.

Доказательство. Из определения (6.4) лефункции £(/.)(/.£ 
</?) для л=^=0 имеем

5 (>•) Л- (/уп; '•■)=?- {Нп-. /.)(£(/.)=/_ (Яй; Х)(Г+.(/711; /.))-■). (6.6) 
Отсюда, в силу тождества (5.3), следует изометричность 5 (л).

Представление (6.5) также является следствием (6.4), поскольку

Л.֊ («я! Л^.: "

(Л,,+(//„; !.))-■ $ 1Пх.-

Условие Г= Г следует из включения (5 (>.) — ^_(Г;}.))^ 
X Е. (//п; /.) £ ^п'ут > которое является следствием соотношения (6.6) 
и нижеследующего равенства

Т7- (Г; ).) (Яи; Х) = Г (П е֊‘»Л- Яп (<) емб( = 
о и

= К [Г (*+«) Ни (з) бз ) е֊ш л + уГ (з - 0 Нг1 (з) бз ) е™ Л =

и о 'о —г
= Е- (Яа; ).)+ Ф (/.), (£ ().) С (Гдхт).

Далее, из соотношений (5.10) следует, что

Нт Л։1+ (Яи; ).)=։ Нп (0); Нт Л„՜ (//я; л)=— гНг1 (0).>.< ~ х— ~
Отсюда Нт 5 (Х)=5 (°°)= — (0) (Нп (О))՜1. Заметим, что Нп (0)Х

Х-*֊оо

Х(А/ц(0))_1 есть матричное представление углового оператора А', по
скольку соответствующие вектор-столбцы матриц Нп (0) и Нп (0) 
являются значениями в нуле пар Шмидта |Е, >}]. Таким образом, 
5(ос)= —А.

Наконец, утверждение теоремы о частных индексах непосред
ственно следует из определения частных индексов и леммы 6.2 . □

§ 7. S-матрица, порожденная ганкелевым оператором 
Г с trjr=l (общий случай)

В этом параграфе рассматривается ганкелев оператор Г(ЦГ||2=1) 
при условии dim ЯК (0)=т<^т.
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Нерастягивающая лг-функция 5 (/-) (>■£ R), допускающая пред
ставление (6.1), будет существовать и в этом случае, однако опреде
ляться она будет уже не однозначно. Здесь мы дадим полное описа
ние множества всех таких л։-функций.

Рассмотрим частично изометрический угловой оператор К /-ней
трального подпространства ЭК (0).

Как известно, операторы Р+=К*К и Р—=КК* суть орто
проекторы, проектирующие Ст на R (Л”) и Сп ча R (К), соответ
ственно. Тогда ортопроекторы Ри 0= 1т+п— Р, проектирующие 
Ст+п на ЭК (0) и ЭК (0)1 соответственно, будут иметь вид

I =_1_Г2/Л։-Р+ I
2 \ к Р- ]’ * 2 1 -к 21п-Р-\

В дальнейшем, мы будем пользоваться разложением О на взаимно ор
тогональные ортопроекторы и О։ (С21 + = С2; QlQз = QtQl — 0)
вида

% 2 1-к р-Г^՜! о 1.֊р- I 1о о-) .
Из леммы 5.5 следует, что существует (т + п)Х(т + п))-матричное 

решение g уравнения

(Н-5)я(5)Л=Гд (<)& 
о

Это решение можно представить в виде § = д։, где и
суть решения уравнений

(0֊ (/ + $) ($) с1в =֊- Гд (0 <£, (; = 1, 2). (7.1,)
и

• Рассмотрим «-функции б, (’/ ) — О/-г Р {.8)\ )«). При выяснении свойств 
этих «-функций будут использованы следующие предложения.

Лемма 7.1. Пусть Влхт (^+) и 8]^. ^(т—п)Х(т~п)(Р—)(,}=1.2')— 
м-функции, удовлетворяющие соотношениям (7.1;). Тогда имеют, 
место тождества

а] (X) / Ък (л)=б/֊/& ()• € R; ], к=1, 2). (7.2)

Лемма 7.2. В условиях леммы 7.1 имеет место тождество
•«

[/т+я-Р (Гд; ).)] бу (/.)=(?— |ехр (-}.//)Л; (0 Л (/=1, 2), (7.3) 

о
где

во

^7 (*.+ 5) Л.
в
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Доказываются эти леммы аналогично тому, как доказывались лем
мы 1.1 и 1.2.

Запись тождеств (7.3) в блочно-матричном представлении л։-функ- 

ций F (Гл; ).) и Gj (л) (/=1, 2) приводит к совокупности тождеств, 
аналогичных тождествам (1.10):

Л- (Г*; л) GJP (â)=GR\à)- QB’+F- (RW, >•);

/4 (Г*; /•) (&’ (/.) = Gtf (/.) - + F. ( Rtf; ).), (7.4)

(Г; л) G{{’(/.)= GW (M - (&’+ F+ (RÏÏ; X);

F_ (Г; À) G.T (Â)=G^(>)- Qn+F+ C^i >•)•

В тождествах (7.2), подставляя значение матриц Q;(/=l, 2), получим

1) G\ (À) J G։ (a)=0, 2) Gî (à) J ՝G2 (À) = G^.)JG. ().)=0,

3) £(/.) J G2 (а)=Л, где Л= = [$Q° ] • (7.5)

Заметим теперь, что уравнения (7.1 J (у'=1, 2) определяют gj не
однозначно. Для дальнейшего зафиксируем некоторое решение урав

нения (7.12), удовлетворяющее условию g2 (t)Q2=g2 (/) (/ Ç R-)- Для 

определения решения уравнения (7.1J воспользуемся следующим 
фактом. Если «-функция Н есть ((т-|-п)Х(7п+л))-матричное решение 
уравнения 

•о
Н (/)-|п(^5)//(5)Л=°, (7.6)

Ü

удовлетворяющая условию Н (0)= —: JQV то «-функция (t)
удовлетворяет уравнению (7.1!). Что касается решения H (t) уравне
ния (7.6), удовлетворяющего условию /7(0)= — JQV то оно сущест
вует, поскольку Р (—JОл) = — JQX.

В дальнейшем, говоря о решении уравнения (7.6), мы будем под
разумевать решение H (f)|Jk_p выбранное следующим обра
зом. Каждый столбец ht (0)(А=1, т+п) матрицы Н (0)= — J Qt при
надлежит линеалу DK (0), и следовательно, представляется в виде 

Г
Ai (0)=V a*7'Zy(0), где 7.у=Х1Ч суть базовые элементы системы ба-

зисных D-цепочек D \jj՝, линеала ЗХ. В качестве „А“-ого
______ г

столбца Л* (f)(A=l, m-|-n) «-функции H (t) возьмем £я£/ 7.у (().
j—>

Легко видеть, что так выбранная «-функция H (f) удовлетво
ряет условиям: 1) H (t) Qx = H (t) (t£R); 2) вектор-функция H (t) a 
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для любого а^Ст+п является базовым элементом максимальной ZJ-це- 
почки.

В качестве решения gx уравнения (7.1 ։) будем рассматривать ре
шение (t). Тогда ж-функция gt удовлетворяет условию
gr (;) Q, == g՝ (t), и кроме того, ^-преобразования gt и /7 связаны соот
ношением Gj(л) — ՛•) (Z£/?).

Для выбранных .»-функций Gj (а) (у = 1> 2) тождества (7.5) вме

сте с соотношениями Gj (Z) Q/ = G/(Z)(y =1,2) приводят к следущим 
группам тождеств:

G&1 (а) = - бГ? (Z) Л* 

Gi!’(>)=-G&>(Z) к 

(G&’(Z))* GfP (Z) - Gfi’ (Л))* й? (>.) =0. 
1)

(Gu1 (Z))* Gil1 (■/.)-(GH) (Z))*Gk (Z) =0

(G,T(Z))* G|P (Z)-(Gil1 (a))* Gi!> (a)=0

2) (G|? (>.))* Gf? (Z))-(Gi?։ (а))* G"? (a) =0

(О1Г (a))* Gfi’ (a) - (Gm1 (/.))* G'.l> (a)=0. (7.7)

(G,T (a))* Gl?1 (a). - (&? (a))*G^(a)=Q_

3) (Gil1 (Z))*։G1?(a) ֊(Gfl1 (a))* Gil1 (Z)=Q_ 

(Gn։ (X))* Gil1 (Z)=(Gi?1 (X ))* Gil» (Z) = 0.

Отметим некоторые свойства матриц Gx (Z), G (Z)(Z £ /?) и отображе
ний, задаваемых ими.

Лемма 7.3. Для любого Z£ /?\|0| имеем:

1) Gx (Z) а=?^0 уОУ=а б- QCn+n и подпространство Gt (Z) Ст+л 
(сСт+п) является /-нейтральным.

2) G (Z) а=^0| уО^Д=а £ QCm~n и выявляется равенств0 

(JG (Z) a, J G (л) а)-֊-:(./а, а)(^= J^a, а)). (7.8)

3) G (Z)QCm-neJG1 (Z) Qt Cm+K = Ст+я.

Доказательство. 1) В силу равенства Gx (Z)=/.F(/7; Z) до
статочно проверить, что F (Н; л) а =/ 0 у0 #= а € Последнее
следует.из Iе § 5, так как F {Н; Z)a = F(Z; X), где 7. есть базовый 
элемент максимальной ZJ-цепочки. /-нейтральность подпространства 
G, Q1C'»+« следует из тождества (1); 7.5).
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2) Поскольку С (л) а=СД (а) а при а=0, докажем неравенство 
С (/) а=£0 в предположении 0։ а =/=0. Допустим противное: С (а) а0 =0 
(а0 £ (2Ст ", 0г аа^0). Тогда, в силу леммы 5.6, существует элемент 
6 £ ЭД, удовлетворяющий условию 6(0)= — /ао^30? (0). Это противо
речит тому, что а т=0.

Тождество (7.8) легко следует из соотношений (7.5).

3) Ортогональность подпространств С(‘а) (2Ст~п и } С1(՝1)(21С'Л+П 
есть следствие тождеств (7.5). С другой стороны,

dim G (a) QCm n = dim QCm+n = m-rn—г.

a dim JGX (a) QxC m֊n = dim Qx Cm^=r. □

Следствие 7.1. Отображение G (a): Q Cr'+n -» G ('i.) QCm 
(а^Л\(0}) устанавливает однозначное соответствие между мно
жествами J-неотрицательных (J-нейтральных) подпространств 

из G ('i-)QCm л и QCm~'n соответственно.
При этом максимальное J-неотрицательное подпространство 

в Ст " входит в G (a) QCm+n тогда и только тогда, когда оно 
является образом максимального J-неотрицательного расширения 
J-нейтрального подпространства J Ж (0).

Доказательство. Первое утверждение есть непосредствен
ное следствие соотношения (7.8).

Для доказательства второго утверждения заметим сначала, что, 

если N есть максимальное /-неотрицатльное, a N—/-нейтральное под

пространства в некотором пространстве с У-метрикой, то условие'N zj Л 

эквивалентно условию N I JjW Теперь, требуемое утверждение в си

лу леммы 7.3, следует из равенств Gx (a) Qx С"։+я = C>i (а) /Ж (0).
Как известно (см. [17]) понятие углового оператора устанавли

вает одно-однозначное соответствие между множеством /-неотрица
тельных (/-нейтральных) подпространств и множеством нерастягиваю
щих (изометрических) операторов. Таким образом, каждому максималь

ному /-неотрицательному подпространству N cz QCm+n, содержащему 
подпространство /Ж (0), соответствует угловой оператор В: С'”-* С", 
являющийся расширением оператора —К (—К есть угловой оператор 
/Ж(0)).

С другой стороны, произвольное максимальное /-неотрицательное

подпространство в С (\)(2'п+п есть образ вышеуказанного подпро

странства П при отображении С (а). Угловой оператор 5в такого под
пространства может быть найден с помощью дробно-линейного пре

образования, ассоциированного с отображением С (а) (см. [15]):

Sb= (Gn (а) + G։i (X) В) (Gu (Х)+ G։.G 
2-797 '

(7.9)
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Лемма 7.4. Пусть заданы гильбертовы пространства /7Р Н* 
и частично изометрический оператор К՛. Н^Н^. Тогда произволь
ный нерастягивающий оператор В: Нг֊*Н^ являющийся расшире
нием оператора К, имеет вид В—К®В, где В Нг®В (К)՛ — Н2 Э 
ев ж.

Доказательство. По условию для любых х^В(К*) и у^.Н% 
имеем (Кх, у)=(Вх, у), и следовательно, В* у у I В (К*) \/уН3.
Отсюда, в'частности, для у г В(К) получаем В1>у=Киу-\-г, где г_\_В(К*). 
Это, в силу неравенства > ||В*^Г՜' — |]Л֊*у^г4-М։~||У!1‘'+114_> означает, 
что г=0. Следовательно, В* у — К*у УЦ) € В (В), т. е. В* : В (К) -»■ 
—» В (А՜*), что эквивалентно утверждению леммы.

Теорема 7.1. Произвольная нерастягивающая м-функция 
5 (>.)(>. ^ В), допускающая представление (6.1), допускает также 
для каждого Х£/?\{0) представление в виде дробно-линейного пре
образования (7.9) с некоторым нерастягивающим оператором. 
В = В (X) вида

В (X) = - К® В(X), гдг В (>■): &-Ст -> О- С”.

Доказательство. Для каждого Х£/?\{0| произвольный эле

мент /-нейтрального подпространства (X) (?։ Ст (X)/ ЗХ(0) 
имеет вид С1 (X) (^а^-Г (Н; X) а=1-Р (На; X) =Х/7 (7.; X), где 7. £ ЗК. Сле
довательно, в силу леммы 6.1, матрица 5 (Х)(Х £ является
расширением углового оператора подпространства (X) /ЗХ (0). По
этому 5 (X) является угловым оператором некоторого максимального 
/-неотрицательного подпространства, входящего в С ('/■)(2С'П+П. Таким 
образом, в силу вышеуказанного, 5 (X) допускает представление (7.9). 
Указанный в теореме вид оператора В обусловлен леммой 7.4. □

Определение 7.1. Через Вт ,я (К) обозначим подмножество 
из Втхя (нерастягивающих л։-функций из Нп՝дт), элементы В (X) кото
рого при каждом Х£7? являются расширениями оператора —К, и сле
довательно, имеют вид:

В (X) = - - К® В (X), где В (X): Ст -֊> Q_ Ся (X £ /?).

Отметим, что, если для оператора Г имеет место определенный 
случай (dim 3R (0) = тп), то множество ВяХя։ (В) состоит из одного 
элемента — К (Вяхя, (А)={—К}).

(А -г 2 П<и—=--J Од J где

длины максимальных £)-цепочек, образованных первыми /п-столбца- 
ми 7к(1)(к=1, т) ж-функции //(/) (при /*(0=0 полагаем /* = 0).

Легко проверить, что так определенная ж-функция (X) удов
летворяет условию

Р+ D± (՝)-)—D+ (X) Р+, Q+ D± (՝K)=Dt (X) Q+=Q+ (X£ В).
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Лемма 7.5. Для произвольного В^З„/т(К) отображение 

(Зц(а) -г Зц (X) В ().)) £)_ (>.) : Ст — Ст обратили) при каждом г. (- 
С С’. II {°о).

Доказательство. Ясно, что при а = 0 достаточно доказать

обратимость отображения Си (а) — 312 (а) В (/.). Рассмотрим вектор-
функцию

(Зп (а)+6'։։ (а) В (а)) а 

(321 (/.)+ 3։2 (а)В (а)) а -КР+а

432(Х)
3-а

В (а) а
(аес՞).

Легко видеть, что ® (а) представляется в виде

с (/.)= [а, В (а) а]-+Р(<р; а), где <р (/) (()[Р- а, —КР^ а]՜

+ (0 [31 а> В ('•) 31 ар
является решением уравнения

а
В (X) а

(7.10)

При этом ։р (а) принадлежит /-неотрицательному подпространству 
С (а) 2Хв, где 30?вс: @Сп+п является /-неотрицательным подпростран
ством, отвечающем угловому оператору В (а). Поэтому для <р (/) выпол

няется условие (5.8). Теперь, если допустить, что (Зп (а)+ В(՝1-)) а~
=0 (а С Ст) при а £ С+, то в силу леммы 5.7, существовал бы элемент 
ф 33?. удовлетворяющий системе (5.6). Однако при Ql. а^=0 это про
тиворечит условию 4 (0)=[а, В (а)о]՜ £ £0? (0). Если же (2+а = 0, то
имеем

<? (() =£1 (()

=2/֊ 
л

^11 (0 а] = у-//

Я։1(0а1

и противоречие получается с тем, что /. (() есть базовый элемент мак
симальной /Э-цепочки.

Пусть теперь X £ Я. Рассмотрим вектор-функцию

т (х)=
(Зц(Ч + Зи(А)вСА)^(/.)а 

(За(>)+6И(Х)5(>)) 3_(Х)а

Рч (X) Р+ а
-КО+ (X) Р+ а

+з։ (X)
3+ а

В(1.)(2+а
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Так как (Н; 1-) R, то С1 (X) [/?֊ (X) Р- о, КО- (Х)Р+а] =
= 1.Г([2Нп, 2Нп]-- В± (X) Р+ а, X). Отсюда, как и при доказательстве 
леммы 6.2, получаем (7г (X) [27֊ (X) Р± а,—КО+ (X) Р- а] =(Х-|-/)/?(/> ՛)՛ 
гле 7. £ ЭХ образует Р-цепочку длины I =1, а 7. (0) =[Р+ а, К Р, а]-.

Поэтому для у (X) имеем представление

» (Х)=[а, В (Х)ар+ / (?; X), где <? (/)-֊= /у/ (0+ П (0 +

+ й «)[<?+а, В(Х)С+аГ, 
и, следовательно, является решением уравнения (7.10).

Допустим теперь, что (Сп (X) + С13 (X) В (X)) И+ (X) а = 0 (Х£ /?;

а £ О'”).Тогда и <р (Х)=0, что, в силу леммы 5.6, влечет опять суще
ствование элемента 6 £ ЭХ, удовлетворяющего системе (5.6) При

а~=0 это противоречие. Если же 0+- а =0, то ф(Х)=(Х-р/)£’(Х;л)=О, 
Это в силу следствия 5.2, противоречит тому, что 7. £ ЗХ есть базо
вый элемент £)-цепочки длины I = 1.

Наконец, Вт ((7П (Х)+С712 (X) В (X)) О+ □ 
Л-* "

Замечание 7.1. Рассмотрим класс Вт.-п (—К*) нерастягнваю-
щих ж-функций из Нту.п> имеющих вид 2г (X) =— К* Вг (X), где

Ру. (X): О-С" ->■ 0+Ст. Введем ж-функции

А * / л *-1

где 1к—длины максимальных £)-цепочек с базовыми элементами /.* (/) 
(к=1,п), являющимися последними п вектор-столбцами .и-функции 
7/ ((). Тогда, аналогично лемме 7.5 можно доказать, что отображение 
((7,1 (X) (Х)+ С։2 (X)) ОР (X) ; Сл -* Сп обратимо при каждом Х£
< С֊ и {|.

Теорема 7.2. Пусть Г £ Оп/п (/?^) к ЦГЗ=1. Тогда формулой

Рв (Х)=[(С21 (Х)4-С։, (X) в (X)) £>_(Х)] (X) £>+ (> )[(б.'и (X) +

+ СИ(Х)5(Х))Д+(Х)]-։, (7.11)
где В (X) пробегает все множество Влут (К), дается описание всех 
нерастягивающих м-функций 5(Х), допускающих представление 
(6.1).

Доказательство. Формула (7.11) при Хт=0 совпадает с фор
мулой (7.9), и следовательно, |5д (Х)|^1.

Для доказательства представления (6.1) рассмотрим сначала 
•«’Функцию 50 (X), соответствующую лг-функции В (Х)= — К. Для 50 (X) 
формула (7.11) имеет вид
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50 (>.)Ч(2 &■’ (>•)+&? (>•)) D- (/•)] D՜' (X) D+ (/)[(2 <&»(/.) + 

+ él?’(>.)) d+(/.)]-՛.
Имеем
D-' (л) D„ (л)=1 -„.Г O)+Gg’P»

l V-—I/ lij.i— i

и [(2Gjp(X) + Gn’ (X)) D.-P)]՜1 6 Wm/.m- Таким образом, S0Ç;Wn n, t. e.

So (л)=50 (оэ) + p (0 e~M dt {V^L\,-n {R)). 

— Ж
При этом из сравнения тождеств (см. (7.4)) 

50 (Х)(2 ûf? (/■)+ G1Ï‘(X))=2 âî’W + GS’ (>•),

F. (Г; /.)(2Gri)(À)4-Gl?().))=2G^,(X)+Gj? (Х)+Г+(Я; X) 

получаем, что Г |Л+=Г.
Далее, рассмотрим 5д (X)—50 (X). С помощью тождеств (7.7) лег

ко' проверить соотношение

50 (X)=(2Giÿ(X) + G^(X))‘՜1 (2Gi(12’(X)+ Gi?’(/.))\ 
'Отсюда, используя опять соотношения (7.7), получаем

SB (X)- 50(Х) = (2âP(X) + G^(X)).-'Bp.)(Gn (X)-J-G։2 (X) В (X))-« = 

=[(2 GS’ (X) + G1?‘(X)) D^(X)].֊’DÏ’(X)5(X) [GX1 (X)+G1!։ (X)(- B(X)]-\

В силу замечания 7.1 имеем [(2Gk։(X) 4֊ Gm’(X)) jD2՝(X)]‘ Ç 

<=-Hâ՝ n- Для завершения доказательства, поскольку D+ (Х)В (X) = 
* А

— В (i.) D+ Q-)=B (X), достаточно проверить включение

DZ'(X)[Gn (X) 4- G13 (Х)(- KQ В (X)]֊' 6 Hmxm. (7.12)
Имеем

щ1 (X)[GU(X) + GÎ5(X)(-KGfî(X))]-1=(/m+[(2 Gî? (Х) +

+ Gl? )D+(X)]֊ ’Gi^XjA (X))֊>[(2*GÎP(X)4-G|?(X))D+(X)]->. 

A A
Заметим, что .«-функция G(X)-t- Gx (X) J, блочно-матричное представ
ление, которой имеет вид

2G։(})f/.) + Gff (X)GP? (X) 
_2&й’ (Х)-Ь^(Х) G^’(X)J,
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является /-изометрической. Отсюда уже следует, что ,[(2 6ц ('•) 4՜ 

+ (7Н’)(Х))Д_ (/.)]֊’(')|<д<1. Это влечет за собой требуемое 
включение (7.12), а следовательно и включение Зв (>) -$о (X) £//л *>•

Таким образом, представление (6.1) для 5я (') доказано.
Обратно, пусть 5 (X)—некоторая нерастягивающая «-функция, 

допускающая представление (6.1). Согласно теореме 7.1 она имее. 
также представление (7.9). Нужно доказать, что в этом представле

нии В (/)= — К— В (X) £ Влхт (К).
Имеем для R (/.): =5 (Х)-50 (Х) = (2<7й (X) 4֊ С« ('•))’ 'Я(Х)((7и (X) 4֊ 

+ ('■) В О ))՜1. Отсюда
^)(2^(Х)+Й’(Х))* R (Х)=Й?В(Х) [<2СП,(>.)+С|Р(л))+

4- СЯ’(а) В (/.)]֊’ =1т-(2 ^РС/НОп’ (>))[2СВ’(М4-Сп,(Х:))4- 

Ч-^^/Х) В (/■)]֊’.

Положим АГ(/.) = (2СР1’(/.) Ч֊Й? Й))՜’«?։1? (>•) и введем

Ф (/,): = (/„ Ч-^ (X) В (X))֊1 (/ш - х а) Я(Х)) = 

=[(2сК,(х)ч-а1?(х))4-с{ ։։>(х)В0)]-’ [(2бН)(х)+Й,(х))- (Ж(1) В(Х)] = 

= 2 [(2 С1?(Х)Ч- <Й’(Х ))4-й’ (X) В (X)] -1 (2 <7:(1)(Х)Ч֊61? (X)) -1п Н^„. 

Далее, рассуждая так же как и в теореме 3.1, приходим к выводу: 
В(Х)= -КЕВ (X) е Вя:<(П (А). □

Теорема 7.3. Формулой (7.11), где В (X) £ В „у,, (К) П 1^, т > ла
ется описание всех не растягивающих м-функций 3 (X), допускаю
щих представление (6.4): 

•с
5(Х)=5(со)Ч- рЧ*) е֊л'Л, 

— чв 
—— 

гДе Г £ 1>пхт(В) является продолжением Г (Г|А.|. = Г). При этой 
всегда 3 (со) = В (со) = — К Э В (оо).

Доказательство. Рассмотрим выражение (7.11). Так как 
В И^лх/п > то Ясно, что все множители правой части (7.11) принад
лежат соответствующим винеровским классам. Поэтому 3^№п т и,- 

следовательно, допускает представление (6.4). Условие Г|/?+ = Г вы
полняется, поскольку представление (6.4) есть частный случай (6.1).

Обратно, пусть нерастягивающая л-функция (X) допускает пред
ставление (6.4). Тогда она подавно допускает предтгвление (6.1) г, 
следовательно, в силу теоремы 7.2, определяется формулой (7.11) при 
некотором В^ВГ։Хт(К). Докажем, что В£ . Имеем
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(5(>.) G# (>)-&?(>)) (>.)).

(7.13) 
Заметим теперь, что при каждом i^R существует в силу неравенства 

\G'i2 (X) (G’j? (>))-JKg<J> и следовательно, принадлежит классу IF„Z.„, 
«-функция (5 (л) G!21 (>.) — ди (л))՜1. С другой стороны, правая часть 
равенства (7.13) принадлежит Wn/m. Таким образом, В է Wnxm, а сле
довательно, И •

Для доказательства равенства 5՝(оэ) = В(эс) в соотношении
՚ Ճ (Z)(G’U (Х)-ЬԺյ։ (Л) В (/•)) = (G2։(À) + G», (/.) 5 (>•)) перейдем к пределу 

при / -» œ. Получим требуемое. □
** լ

Следствие 7.2. Пусть Г £ £пх<п (/?) « для всех ՝i£R

Jr(/)e-"'^ <1. (7.14)

— л*

Тогда для оператора Г, порождённого м-функцией Г:=Г|/?+, имеет 
место оценка |Ր||<Հ1.

Доказательство. Согласно лемме 6.1 имеем ЦГ}<1. Однако 
знак равенства здесь исключается. В самом деле, если ||Г]=1, то, со
гласно теореме 7.3, каждая нерастягивающая «-функция S (X), допус
кающая представление (6.4), удовлетворяет условию Տ(?օ) =—К' > 

А
В (оо)=т^0, а выражение, стоящее под знаком нормы в (7.14), не 

удовлетворяет указанному условию.
Физико-химический институт АН УССР,
Ереванский государственный университет П оступила 23.VI.1983

Ե*. Դ. ԿՐԵՏՆ, Ֆ. է. Մ1)Լ14֊յ-ԱԴՍ.ՄՑԱՆ. Ինտեգրալ նանկեյյան օպերատորները և նրանց 
նետ կապված շարունակության խնդիրները (ամփոփում)

Հողվածում դիտարկված են հետևյալ խնդիրները.
Խնդիր Aj. Տրված է (0, օօ) կիսաառանցքի վրա որոշված հանրագումարելի Ս(ք)(ո^Հ/ո) — 

Jաւո րի ց-ֆունկցիան։ Պահանջվում է գտնել նրա այնպիսի Г (/) հանրագում արելի շարունա֊ 
կություն, որոշված ամբողջ առանցքի վրա, և այնպիսի *Տ(օօ) հաստատուն Լո^հրո)-^-մատրից, որ 
S (X) մ ատրից-ֆունկցիան, (0,1) բանաձևով որոշված, լինի չձգող (քՏ (X)f<l կամայական 
իրական հսւմարւ

Խնդիր խնդրի լուծելիության դեպքում տալ (0.1) ներկայացում թույլատրող բոլոր
չձգող S (X) մատրից-ֆունկրիաների նկարագրումը։

Ապացուցվում է, որ Aj խնդիրն ունի լուծում այն և միայն այն դեպքում, երբ | <* 1
որտեղ Г -ն ինտեգրալ հանկելյան օպերատոր է, ծնված (0.2) բանաձևով» Նշված |ք]’շ < 1 
պայմանի առկայության դեպքում տրվում է ձշ ի*Նդրի լրիվ լուծումը։

Դիտարկվում է նաև Aj և A-շ խնդիրների Չընդլայնված» տարբերակները, որտեղ դիտարկ֊ 
Վում են (0.3) ներկայացում թույլատրող S (X) չձգող մատրից-ֆունկցիաներըւ
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M. G. KREIN, F. E. MELIK-ADAMIAN. Integral Hankelian operator* 
and attociated continuation (summary)

In the paper the following problems are considered.
Problem A։. Let T (?) be an (n X m) matrix-function integrable on (0, oo)

Construct a T (։) continuation of T (f) integrable on the real axes as well as a S(oo) 
constant (n X m)-matrix. such that the matrix-function S (?֊) given by (Ü.1) wou d .>e 
nonstretching (IS (>.)| < 1) for any real ?.. . . , .

Problem A3. Provided A, is solvable, give the description of all nonstretching
S(X) matrix-function, for which (0.1) is valid. . . , _ .

It is proved that the problem A, is solvable if and only if ,*11’ 1, where 1 —is
an integral Hankelian operator, given by (0.2). Tbe complete solution of the problem 
is given under the condition Jl'fe . 1. . , ,

Certain “generalization“ of the problems A։ and A3, are also considered.
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Г. В. МИКАЕЛЯН

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ, АССОЦИИРОВАННОЕ 
С ФУНКЦИЯМИ, МЕРОМОРФНЫМИ В

ПОЛУПЛОСКОСТИ 

§0. Введение

0.1. В работах [1], [2], [3] Л. А. Рубела, Б. А. Тейлора и Г. Р. 
Маклейна важную роль играет следующая лемма*.

Лемма. Пусть функция f (г)(/(0)=1) с последовательностью 
нулей Z=lzn\r, аналитична в круге |z|\7? С°° «< в окрестности
точки z = 0 имеет место разложение

£ Р,?. (0.1)
»-о

Тогда при 0^ U ^2к

log |/ (re'a)| = V Ск (г) е"» , (0.2)
к----

где сл (г) определяются по формулам

с0(г).= Х 1°2 77’ (0.3)
1* я>" |zn|

с_*(г)  = с*(г)**  (£=1, 2,-.-). (0-5)
Следуя работе Рубела и Тейлора [2] дадим следующее опреде

ление.
По произвольным двум последовательностям комплексных чисел 

рег (?*) “ и 2=|г*|Г,  г*=Н=0,  Иш гк = то, построим последователь- 
к-*  ■■

ность (с*  (г)| ан [с*  (г; г:?)}, &=0, ±1,--- по формулам (0.3), (0.4), 
(0.5). (с1 (г)) назовем последовательностью коэффициентов Фурье 
ассоциированной с последовательностью Z.

В работе [2] была доказана следующая
Теорема. Пусть (с*  (г)) = {с*  (г; Z:P)|, Л=0, ±1,-.. —после

довательность коэффициентов Фурье, ассоциированная с Z, такая> 
что для любого г>0

* Она по существу восходит к давнии работам Ф. и Р. Неванлинн [4], [5], а в 
язном виде формулы этой леммы впервые встречаются в статьях Н. И. Ахиезера [6] 
и М. Л. Картрайт [7].

* * Здесь и всюду в этой статье черта над величиной будет означать комплек
сное сопряжение.
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V |с*(г)Р<  4- оо. (0.6}
Л«-= — пс

Тогда существует единственная целая функция / (z)(/ (0) —1), 
нули которой совпадают с Z, а последовательность коэффициен
тов Фурье функции log \f (re's)|—С \ct (r)|.

0.2. В § 1 настоящей статьи устанавливаются формулы для пре
образования Фурье

2,(х,и)=—fe֊'r"log|/(« + /w)l«/u(—֊°<х< + со> —°=<»<0),

где / («;)=/ (и /«) — мероморфная в полуплоскости 6’( )= [։о: 1тш<^ 
<0} функция.

В § 2 по предварительно заданной функции - (х; и: 1Р', Д} 
строится мероморфная в полуплоскости функция / (со) с нулями 
на последовательности полюсами на Д={г*}( “с С~\
и такая, что 2/(х, и) совпадает с заданной функцией.

В § 3 строится мероморфная в С*՜ 1 функция с заданной после
довательностью нулей рост которой оценивается чи
словой функцией множества ее нулей V?.

В заключение выражаю благодарность М. М. Джрбашяну, нод. 
руководством которого выполнена настоящая работа.

§ 1. Основные формулы

1-1. Пусть последовательность комплексных чисел 1₽=|и,*}1 в = 
[о*  + /о*) ” лежит в полуплоскости (7(~,> причем число точек со*  в 

каждой полосе О (а, Ь) = {со: — ос<^а<1т то -С 6<0} конечно.
Для —г°’хх\֊Ьсо, х=^=0, —°с<^и0<^и<^0 введем следую

щие функции:

5(х; «01 V. А- V е-а«*+хО* + е֊^* ц
2х 4х г՛*—?։ >

•$о (х; и0, и: I?) = — ег:’ 5 (—х; и0, и: 1^). (1.2)
Докажем теорему.
Теорема 1. Пусть /(со)—мероморфная функция в полуплос

кости с последовательностями нулей 1₽== {ш*|  1°°==;{и*-|-й>»|Г  
и полюсов Г, причем число нулей и полюсов в по
лосах О (а, Ь) конечно и равномерно по г> в любом конечном про
межутке, и£[а, 6]с(—оо, 0)

Пт /-(.ц4՜^ =0. 
/(u + iv)

(1.3)

Тогда, если при некоторых v0 (— °°<^v0<^0) и х(—°°'\х <^+со, 
*¥=0) существует интеграл
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ejp f е-ии /' fu u /г’) 
I 2՜ ix J f(u-riv)

— Ж.
du = h (x, t'o), (1.4)

то при любом v ( cn < v0 <^v 0) справедлива формула

2; (х, у)= —2.— Г е֊'-™ Ъе -Г~~- -֊- би= 
У2-1Х 3 / (и 4֊ ги)— »

- ~ \е~хс Л (х, г0) + еж'։ Л ( — х, и0)’| —

— | 2՜ е~™ {Л (х; г0, г՛: И?)— 5 (х; V :2)| +

+ 1^2^ [50 (х; и0, г»: II7)— 50 (х; «0, и: 7)|. (1.5)

Доказательство. В полуплоскости С(_) рассмотрим область 
О, которая получается из прямоугольника с вершинами в точках 
ся+/г»0, о„ 4֊ IV (и0 <^и <0, п =1, 2) выбрасыванием из него малых по
лукругов с центрами в точках и՛*,  х*  (1т а’« = и0, V, 1т х*=и 0, I’).

Рассмотрим интеграл 

«D

где (5/1—граница области D, ориентированная против часовой стрелки.
В силу условия (1.3)

v
lim Г е՜ ,л <’-+"> f- dt = 0. (1.6)

Далее, для и малых r^>0 введем функции
2х

Д (С, г) = — ir f е- ,х +re'^ е/« d(f,
J /G + re'?)К

7, (С, г) = - ir Г е֊‘х «= + ' Л<С+ ге<?) d<f. 
J /G + re'Oо

.,1 -
Обозначим через р*  и д*,  соответственно, кратности нуля wt и по
люса zk. Легко можно убедиться в том, что

Ит /1.2(ш4, г) = — /кр4е"/г®*  (к = 1, 2,• • •), (1.7)
г- О

lim 1\. 2 (zü, г) = /кд е ~‘хгк (к — 1, 2, • • •). (1.8)

Следовательно, в силу (1.6), (1.7), (1.8) и теоремы о вычетах для 
интеграла
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Н(х, ' V 2՜
- du 

и + го)
(1.9>

справедлива формула
«”/7(*,v)=-  V2ii S e֊'—+/2-Z S e՜"'*֊

/2к V , К22; У е-,хгк + «А (х, и0). (1.10»
“ ~2~ V + ’ 2 Рж-*'-  V

В суммах (1.10) каждый нуль и полюс считаются столько раз ка
ковы их кратности.

Замечая теперь, что

2,(х»и)=—{Н(ж,«)+ 7/(֊х,«)}, (1.11>
2('х

в силу (1.10) получаем формулу (1.5).
Теорема доказана.
В случае, когда функция / («») аналитична, формула (1.5) прини

мает следующий вид:

2/ (х, „)= А [е֊^ А (х, уа) + (- х, «„)} —

—/2^е֊"5(х; о0> ™ ^) + Л (*;  «о. «: ^)- (1.12).
Отметим два следствия из этой теоремы.
Следствие 1. Пусть мероморфная в полуплоскости О(~*  

функция /(и») обладает свойством (1.3) теоремы 1 и кроме того 
для любого V (— со V <^0)

Нт |/ (и 4- го)| = 1, (1.13)

причем последовательности нулей {ш*} “ = {г.> + го*|*  и полюсов 
{-*|i  = k*  + iР*]Г  функции удовлетворяют условию

limu*=lim  р*  = 0. (1.14)

Тогда, если при некоторых v0 (ivO'*,  Ц1<Р*;  ^=1. 2,- • •) и х (— оо 
°°> х=/=0) интеграл

g-7.ru - du— h (х) (1.15)

существует, то он не зависит от v0 и при v (— °о<^и<^0) спра
ведлива формула

S/ (х, v)- -А= Je 'ru log |/(u-Hv)| du= у {е-с*'А(х)-|-е- г։’А (— х)|—
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— —— £ е L'Uk sb (х(и*  — и)) +֊ —~ V е /4r'*sh(x(p 4—и)). (1.16) 
X од<о X ft<v

Покажем, что Л (х) не зависит от и0 (и0<С ил, v0'> Pp £ = 1»2,--*).
В самом деле, рассмотрим интеграл

J ЛО
взятый по контуру прямоугольника с вершинами в точках оя 4- iv0, 
=л + ги(п = 1, 2; и<и0’Сид> v0<^pk; k= i, 2,- • и, очевидно, тож
дественно равный нулю для всех х(—ос <Г х < 4՜ то).

Замечая, что согласно условию (1.3)

Inn f е~‘х"я+ f՛ (°п + 't}- dt = О, 
У(°л+։О

получаем требуемое утверждение.
Так как ввиду (1.13)

+ * +"
Ce-Zru log |/(и -г /и)| du = — Г е~,хи Re^и, 
J ix J' /(и-Hu)

то из (1.5). в силу (1.14), получаем формулу (1.16).
Следствие 2. Пусть в условиях следствия 1 для некото

рого и(—со<и<^0) функция 1о2|/(и 4՜ ги)| (—< =о) принад
лежит классу —ос, + со) и для любого х(—оо<^х<^0) схо
дятся интегралы (1.15)'. ‘ •

Тогда справедлива формула

—= I logl/(u-H'u)|du = -^-A(— 0)—
1/2« J 2

— о*

- /2^ S (U4 - и) 4- 1 '2^ 2 (Р4 - и), 
fA<f

где

А (— 0 = lire h (х).
-г--0

(1-17)

(1.18)

Она следует из (1.16) путем перехода к пределу при х->- —0.
Разумеется следствия 1 и 2 остаются справедливыми и в том 

случае, когда (1.14) заменяется условием конечности числа нулей и. 
полюсов функции

Таким образом, мы пришли к следующему результату, принад
лежащему Б. Я. Левину (см, [8], гл. IV, § 2).

Пусть функция I (г) мероморфна в замкнутой правой полуплос
кости, причем / (0)=1. Тогда при условии сходимости интеграла в֊ 
(1.19) и Л>0 справедлива формула
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2
1 Г „ </''> V ( COS «т 1 'l<Г2 log If (Reos — — — 2; ~ )

•* J R cos •> m \ r m
к

Pn R/ 2 

где rme* m—нули, pn е/’’я— полюсы функции /(г), лежащие в области

Формула (1.19) получается из (1.17) посредством преобразования 
г = — —, переводящего С71՜' в правую полуплоскость. В самом деле, 

и՛ 
так как в окрестности точки г=0

1ои1/(г)|=Ке (/(0) =+•••!,
то для малых Ло^>0

2 р __
А (֊ °) = log |/ (Ra cos 1> е,й)| ------ - = к Re f (0).

J Лд COS’* »
” г 

1<2. Пусть последовательность {ш*}Г  {и*  + клк'Г (lim гд = 0)k — *•
лежит в полуплоскости G‘_) и при —°°<Ср*СО

В9 (w) = В., (w; w*)  = П w _u * (Imw<p). (1.20) 
u'k—

Положив для Wo’Ct՛*;  fc=l, 2,---

лр IV°Z du (— °°<՝^<+O0> ж=0), (1.21)1 2՜ ix J Ba(u-f-iva)

будем иметь

12"хра<р 3 [։«+։ (и0—и*)][и-гг  (иэ—ик—2р)]
— ОО

Вычислив последний интеграл, получаем 
!0 при х 0
2 К2п еХ? у е֊<х«А эЬ (х (и —р)) при х<^0. 

х V» < р
*

Далее, легко можно проверить, что равномерно по и £ [а, 61 с
•с(— со, 0)
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lim
II -» "•

В.. (и+ rj) _ 0
В) (ы-г fu) (1-23)

и для любого V (—М<[и<[0)
Нт 5Р (а 4֊ ։«) = !. (1-24)и--

Таким образом, в силу формулы (1.16) при —оо<Ч»<^р, —со <. 
4֊ со, х^О

qbg (х, v)= i е-'хи log |ВР (и 4՜ fv)|rfu = 
р V 2 я J

— ее

= /2tt]el 1( ■- s е~‘х"к sh (|х| (и* — р)) 4-

* Формулы (1.25) и (1.26) в случае р = 0 прямым подсчетом установлены в ра
боте [11].

I |х| 3«.v*< p

I sh(|x|(v—р)) yi e-/xUi+|X|f։>*-p)  1 (1.25)
|х| I

Но так как для любого v( — «><jp<^0) logj В? (и 4֊zu)|^Z.1(— 00, 
4՜ по), то справедлива также формула

4-00

(0, v) S ֊—1= ( log |ВР (и+/и)| du= 
Г 2 J

— се

= /2^( S (v*-p)  + (v-p) Г 1). (1-26)
[o<vA<p vk<v

Если последовательность {ш*)Г  удовлетворяет условию

V Ы<4-со (1.27)
к-1

и
Во (w) - fl (Im w < 0), (1.28).

i=1 w - wk

то в силу оценки (см., напр., [10])

I' S 'log ц+гЪ~-‘ j rfa</2^ f |v*|,  
J k-i I «4- ги—Wk I *-։

— ОС

формулы (1.25) и (1.26) справедливы и при р=0*.

§ 2. Преобразование Фурье, ассоциированное 
с последовательностью комплексных чисел

Пусть последовательность комплесных чисел w= (ш*)1 ”=(и^4՜ 
4_w*} i°cG<”) удовлетворяет условию
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11т г<д = О, (2-1)

и А (х) (—оо<^х<^-ь°°> х т=0)—произвольная функция.
Далее, условимся для любых V ( оэ<^и<^0) и х( ОО<СЛ‘<^4՜ 

х =0) обозначать через

V: Г) (2-2)
2хг*̂

50(х;«: V (2.3)

Определим теперь функцию

2 (х; V : ад) = — |е-г:' А (х) + ех:' К (— х| -
2

- 1?'2^ {е՜" 5 (х; и : 50 (х; и: В^)}(—»<х<0), (2.4)
2 (х; и: 1Г) = 4Г(—х; V. 1Г) (0<х< + оо), (2.5)

и назовем ее преобразованием Фурье, ассоциированным с последова
тельностью

Докажем теорему.
Теорема 2. Пусть 2 (х; а: 1Г) г 2 (х, о) — преобразование 

Фурье, ассоциированное с последовательностью №, причем

а) А (х) = 0 при 0<^х<^4 оо,
б) при любом V (— со < V <С 0)

Й (х, «)6^(֊ 0), (2.6)

в) при любом и (—оо<^«<0) существует и0(п0<^г<, У0<^ул; 
А=1, 2,---), такое, что функция хех,м') 2 (х, г>) непрерывна и ее 
преобразование Фурье на полуоси (—оо, 0) принадлежит классу 
Л (— °°> + 00)■

Тогда существует единственная аналитическая в полуплос- 
костиСфункция / (ад) со свойствами:

1) Равномерно по »£[а, 6]с:(— оо, 0)

и„ Г(»+М
«-’• / (и + IV)

и для любого V ( — о=< V < 0) 11т /(и 4֊ IV) =1.

2) при любом V (— ОО О<0)

1о£ I/ (п -ь го)К£։ (— оо, 4- оо),
3) нули / (ад) совпадают с т,

4) 2/ (х, и) = 2 (х, г>) (— оо < V < 0).

Доказательство. Для —°°<^р<СО введем следующие функ
ции:
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Ф (u+/?) = l.i.m. ( e',e 2 (-, р) rf՜*, (2.7)

—

Рр (ш) ехр | 2'- | —֊ dz I. (2.8)
l(2K) /։ J z—w ) 

— ••֊г/р

/р («•) ֊֊= Bf (w) Рр (w). (2.9)
Функция /? (w) аналитична в полуплоскости Gp-) = [w: Im w<O}> 

G(—) p •
Докажем, что для любого v (— 00 <С v <Z p) 

lira /p (u + iv)= 1.

В самом деле, во-первых, мы имеем формулу (1.24), во-вторых 
так как при «(;(—р)

f Ф(х-Нр) , F |Ф(х4-1р)|
I-------------- I —. —■------ ">J х-Нр—и—iv J 1 (х—п)։+(р—v)-

Hi +-В'
x’+(P֊v)a

ц-2

то для любого V (—OO<^v<^p)
lim Рри- «О (и-Н’и) =1.

В силу формулы

2/
4—+/Р

(2к)32 J
-ч

Z—ш)֊
(2.10)

и оценки
1/։

и- iv)։

6<Р)

имеем также, что равномерно по о£[а, 6]с(—оо, 0)

lim
0-*ао

Рр (u+ iv)
Pp(u + iv)

Отсюда, учитывая (1.23), получаем, что равномерно по v£[a, 6]

г l.i.m. означает предел по норме пространства L2 (— oo,»֊i- ои).

3-7,7
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Um»— ft (и 4֊ iv) = lira 
u-»~

A (u+ /V) . i.m
Pt (u+ iv) + Bf (“ + IV)

Замечая, что при любом и£(—«Ър)
log |ВР (и 4֊ iv)\£Lt ( —«։, 4՜ °°)»

а также *

log |Рр (и + iv)|= 2(Р —«) С Ф (*  + »)----dx £ Lt (֊ со, + оо)
(2(к)3'2 J (x-«)‘+(p֊v)։

—— ОО

как свертка двух функций из (— °0, 4՜°°) и В։ ( со, 4՜ °°), № по
лучаем, что при любом и£(—оо, р)

log |/р (и4-։«)|€^։ (~со> 4-°°)-
Докажем теперь, что при v<^P

2/р (х, v) = 2 (х, v). (2-11)

Для этого, в силу следствия -1 теоремы 1, достаточно показать, 
что при некотором v0 («о'СР» Уо<Ль՛ ^=1» 2>։'։)

_2=— f е֊'« /р<ц+“'°-) du = Л (х)(х^ 0). (2.12)
lz2ir IX J /p(u4-*Uo)  — •о

Учитывая, что
. 1 .. +°°).
(z—w)2

из (2.7) и (2.10) получаем

Меняя здесь порядок интегрирования и используя формулу (см. [12], 
стр. 323, № 9)

(u4-zp —ш)։ (0 при т 0
2кт е՜(р+ ,а>) при т < 0 

приходим к равенству

Pt (w) = 
Pf (w)

2i
}/2^

о
e‘w ~ (т> p)

А это ввиду условия в) означает, что при некотором и0 (у0 р, 
т’о<\и*;  ^=1, 2,֊֊֊) справедлива формула обращения (см., напр., [9], 
теорема 1.9)

—Гс-1га Л (и4-1У0) д,ц _ f 0 при х>0 
/2к ix J Pf (u4-iv0) \2е*>  2 (х> р) при х<о. (2..13)
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Из (1.21), (1.22) и (2.13) вытекает справедливость формулы 
(2.12).

Докажем, что при р'2>Р является аналитическим продолже
нием /Р.

В самом деле, рассмотрим следующую функцию:

Г(ц|) = (Ц>-- (1т ш <р).
Л (»)

Ввиду (2.11) при и х=/=0
(х, v)= 2/р, (х, и) — (х, «) = 0.

Но так как при любом и£(—р)
1ог|/г(и4-г«Ж£3 (— со, 4-оо), 

то согласно теореме Планшереля преобразование Фурье функции 
1о£ |/-'(и+ /г>)| в классе £։ (—со, со) почти всюду совпадает с 
2/.(х, о), и поэтому |Г(ш)|=1 при 1т ш <р.С другой стороны

Ит Р(и -+- к>)=1 (—°о<С^*Ср)՛  
и — *

Следовательно, Р (ш) = 1 при 1тги<^р.
Теперь определим функцию / (ш) следующим образом:

при 1тги<^р.
Легко можно проверить, что функция / (ш) аналитична во всей 

полуплоскости (7(_) и обладает свойствами 1), 2), 3), 4).
Докажем единственность функции/ (то). Допустив существование 

двух таких функций /х, /2, рассмотрим их отношение

? (ш) = ֊֊ (1тш<р).
/з(»)

Таким же образом как и выше мы убеждаемся, что

4> (ш)= 1 (1т р).
Теорема полностью доказана.
Замечание 1. Метод доказательства этой теоремы может 

быть использован для построения мероморфных функций. А именно, 
пусть последовательности комплексных чисел и
удовлетворяют условиям

Ит 1тш* = Ит 1т д* = 0, Дг-*«о к-*»

а функции Л (х) и 2 (х, ю) = 2 (х; V. й^, Д), при любом V ( — оо<\><^0) 
определенная следующим образом:

2 (х, «)вз — {е-" А (х)+е-го А (—х)) —

2 к 15 (х; V: й^)—5 (х; и: Д){ —
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-/2« 1Д, (х; 1Г)-50(х; v: Z)} <-оо<х<0),

2 (х, v)= 2 (- х, о) (0<x<+œ), 
удовлетворяют условиям а), б), в) ՝ теоремы 2. Тогда, определяя 
функцию

. ВР (w; шь) Pf (w)
<’ M---------В, («,; «)

как при доказательстве теоремы 2, мы можем показать, что меро
морфная в (?~> функция, определяемая следующим образом:

/ (w) =/р (w) для Im w < р, 
имеет нули на VZ, полюсы на Z и обладает свойствами 1), 2), 4) тео
ремы 2.

§ 3. Построение мероморфной функции с заданными 
нулями н заданным ростом

Пусть последовательность IF= |w*J  Г= (ut + с: G^ удов
летворяет условию

11m и*  = 0. (3.1 >к~~
Для любого V (— со < « 0) введем следующие обозначения:

n (V, 1F) Г 1. (3.2)
vk<v

N (v, W) = у п (t, W) dt. (3.3)

— ec
Заметим, что

о
N(v, IF)= I (и — t)dn(t, 1^) = У (и — и*). (3.4)

• J vk<v— м

При t)£( —со, 0) справедливы следующие оценки:
|v| п (2v, lF)^7V(u, lF)<cn (v, VZ), (3.5)

где с > 0 — постоянная, не зависящая от и.
Далее, для мероморфной в полуплоскости G(_) функции / (w) 

обозначим
+ - 1/2

p(v,f) = ( j |log|/(u + iv)||» du ) . (3.6)
- ОО

Теорема 3. Пусть последовательность VZ= \ик + 
+ /и*)Г  <=С(_) удовлетворяет условию (3.1). Тогда существует ме
роморфная в полуплоскости функция /(и) с нулями на W, 
для которой, при v -» —0 справедлива оценка
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Е (v, /)< А М֊։ N (Bv, W), (3.7)
где А, В>0—постоянные, не зависящие от v.

Доказательство. Определим последовательность Z = {г* ’Г 
следующим образом: zt—Uk 4- iv», причем так, чтобы n*<^u*<^u*  4֊ 
все числа то*,  zm были разные и для некоторого Vo€(~°°» 0) выпол
нялось условие

|е-'“*-е-"'*| < f In* - и*|< Я (v0, Ю- (3.8)
*~1 *—I

Таким образом, N (v, Z) = rJ (v, IF).
Из (2.3) и (3.5) вытекает справедливость оценок

|50(х;о: IF)jC (3.9)
ы м

(--  ОО < Л <0, — ОО <; Ü < 0).

(3.10)1*1  м
Положим

л (х)=
0 при х>0

УЦу (e-'^-e-^Je^ при х <0.
X *».1

Тогда в силу неравенства

/е-Ь“*_ е-'-г«* ( < с |х| |е֊/«*  _е-'“*| ։

где с^>0— постоянная, не зависящая от х, справедлива оценка

е-лх> 1-А(х)-/2к 5(х; V. IF) 4- /2 « 5 (х; и: Z) <

(3.11)

(3.12)

< с /2 К U le-'^-e՜'“*!  < с У 2 к N (v0, IF) <

<c/2« N(v, IF) (֊co<v0<v<0, - co<x<0). (3.13)
Далее, при — ot՝ <v<^v' <0 и — a? < x <0

v'
|S (x; v'։ IF) — S (x; v: IF)| < — | exZ dn (t, IF) C

ехг n (t>', IF) ertl JV (v7^, IF) _ .
"՝ 2|x| Ixllv'l ֊ ՛ ՝V!;

Подставив в (3.13) вместо v величину v'= log (ev |хи|1/|л|) и за

метив, что v'<u(l—е՜1), в силу (3.14) при —оо<^х <— будем иметь 
v

е-х’|֊-А(х)-/2к5(х; v. W) 4-/2к5(х; и: Z)|<
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^А' ЩВ'у, №) (_оо < и0<«<0), (3.15)
|х| М

где А', В'>0—постоянные, не зависящие от х и и.
Нетрудно убедиться, что при любом у ( ос<^у<^_0') функции

е-дя— Л (х)—1'2« 5(х; у: ^) 4֊ У 2К 5(х; и: 2) * >

£0 (х; у: V?)— $о (х> х,:
и, следовательно, функция 2 (х; о: х )~ 2(х, г>) входят в класс
£,.(—<х>, 0).

Теперь установим, что функция 2 (х, у) удовлетворяет условию 
в) теоремы 2. Из неравенства

|ц* — и*|
«*>« ’ |и»-УО— I (и4-ц*)|  |и*  — Уо — 1՛ (и 4֊ И*)!

+ /2« £ _______________ |и» — И>1_____________
|2г>—Ук—уо—' (« + и*)||2и —Ук—I (и-г н*)|

в силу оценки

У [а։4- (и+п* — и*) 2]1/2 [а2 4֊ и2]1* 2а 

получаем, что при любых у (—со<^и<^0) и Фо (уо<^у> ио<л'*;  Л = 1, 
2, •••) преобразование Фурье функции х е* (”-’•)2 (х, у) на полуоси 
( — о՜,, 0) принадлежит классу (—<х>, 4՜ °°). Непрерывность этой 
функции проверяется без труда.

Таким образом, в силу замечания из § 2, существует мероморф
ная в О(_) функция / (ш) с нулями на полюсами на 2 и такая 
что при любом у (— оо < и<^0) Е (у, /)<^ оо и 2/ (х, у) = 2 (х, у).

Наконец, в силу тождества
+ ~ ։/о о
У 1^/(х, «)|2 </х= 2 |2/(х, «))։ </х 4-2 у |2/(х, с)|2 с/х,

1/с

равенства Парсеваля и неравенств (3.9), (3.10), (3.13), (3.15), спра
ведлива оценка (3.7).

Теорема доказана.
Ереванский государственный 

университет Поступила 31.III.1983
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Գ. Վ. ՄԻՔԱՏԵԼՅԱՆ. Կիսահսրթությունում մհրոմա-ֆ ֆունկցիաների fibm զոպոր^ա» 

իուրյեի ձևափոխություն (ամփոփում)։

Հոդվածում ցանկացած (— ОО, 0) համար ուսումնասիրվում կ leg' |/ (ս~ք՜ iv)| ֆունկ
ցիայի ֆուրյեի ձևափոխությունը

Qf (r> v) = тД-՝ I е lx" logl/ (и + Ml du (— °° <Հ x<Z + со),

որտեղ ք (ա) /(ս 4֊ քո) -?> ճ՝ ’ = (ո>: 1ա ա •< 0) կիսահարթոլվ!լոձում մերոմորֆ
ֆունկցիա կ։

II տարվում են րանաձևեր Զ, (X, V) ֆունկցիայի համար, որոնցում գլխավոր գեր 
են խաղում ք (էս)~ի զրոները և բևեռներ ը։

Այնուհետև նախօրոք տրված Զ (X; VI 2) ֆունկցիայի միջոցով կառուցվում է

№ ճ*՜'  զրոներով, 2 = ^լ]~ՇԼ բևեռներով ()<.—) կիսահարթությոմսոսէ

մերոմորֆ ֆունկցիա, որի համար (X, V )-է» համընկնում է աոաջին ֆունկցիայի հետ։
Վերջում կառուցվում է զրոների տրված V/ = հաջորդականությունն

ունեցող մերոմորֆ ֆունկցիւս, որի աճը դնահատվում է նրա զրոների բազմության թվային 
ֆունկցիայով։

G. V. MIKAELIAN. A Fourier transform associated with functions meromorphic 
in the half-plane (summary)

The Fourier transform

2/(x, e /Jr“log|/(u + zv)|rfu

+ °°)
of log|/(« + iv)| for arbitrary v£ ( — 00, 0) is investigated, where f (w) = f (u + tv) 
is a meromorphic function in the half-plane G^~^ — (to։ Im w < 0).

Formulae for 2/ (x, v) are obtained in which the zeros and poles of /(w) are 
playing the main role.

Further, by means of a given function 2 (x; v: W; Z) a function meromorphic in 
the G*՜ ’ half-plane Is constructed with zeros in IF = CZ G<~) and poles ia 

Z = [xA)~CZ G*~\  for which 2y (x, v) coincides with the first function.

In the end a meromorphic function is constructed with a prescribed sequence 
IF = (wt)“cz G^՜’ of zeros and it’s growth is estimated by the number function - of 
the set w of it’s zeros.
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В. А. ОГАНЯН 

- • I

ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА С РАЗРЫВНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ
УСЛОВИЯМИ

Введение

Пусть О—односвязная, ограниченная область с достаточно глад
кой границей Г, содержащей интервал (—“, 0) действительной оси, и 
пусть х1։ х2, •••, хр—точки из этого интервала.

Обозначим через М» (х1։ х2, •••, хр; /1։ 1а,•••, 1Р) класс действи
тельных вектор-функций и (х, у), первые производные которых непре
рывны всюду в О кроме, быть может, граничных точек х։, х։, ■••։х/, 
а в окрестности этих точек производные удовлетворяют условиям:

Нт I— I-|г— х*|/а ’ =0, Нт -|г—хи|/*^’=0 (к—1, 2,• • •, р),
|с*х | *-*к ду\

где х = х + /у £ £), 1к—положительные числа, 1к = тк + ?«, тк — целая 
часть 1к, ар*— дробная часть.

Обозначим, далее, через ЛГ։- (х1։ х„- хр; 11։ !.,■■■, 1Р) класс 
действительных вектор-функций / (г), х£Г, которые удовлетворяют 
условию Гельдера в окрестности любой точки, отличной от точек хх, 
х2, •••, хр, а в окрестности точек х* (к=\, 2,•••, р) функции пред
ставляются в виде

Ф*| (•»■■) при X £ (хк— е, Хк)

при х С (х*, х* + е),

где ф*1 (х) и 'Ък2 (х) удовлетворяют условию Гельдера с показателем 
а* <1).

В области £> рассмотрим эллиптическую систему

£ (И) = Л ^-+2В֊- + (?’“- = 0, (1)
ох։ дхду ду~

где А, В, С — действительные постоянные квадратные матрицы п-го 
порядка, и (х, у)= (их (х, у) - • •, ип (х, у)}—дважды непрерывно-диффе
ренцируемая вектор-функция в области £). В дальнейшем под (иДх, у) 
и2 (х> “л у)) всегда понимается вектор-столбец.
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Напомним, что система (1) называется эллиптической, если 
с!е1 С—=0 и характеристическое уравнение

Не! (А +2Вл -Ь О֊*) = 0 (1*)
не имеет действительных корней.

Ставится следующая
Задача А. Найти в области О регулярное решение системы 

(1), принадлежащее классу Мп («р х։, •••» хр\ 1Х, I», - -, <р) и удов
летворяющее граничному условию

Г(ц)=аЫ — +Ь(г)— 4֊ с (х) и =/(*). *£Г, х^хк (Л=1, 2,• • •, у), 
дх ду

(2)
։де

/ («) € (х1։ х։, • • •, хр; 1Х, 1з,- • • > 4>)> о (г)> (г)> с (2)
— заданные на Г квадратные матрицы п-го порядка.

Как известно, задачу (1), (2) называют нетеровой, если однород
ная задача (1), (2) имеет конечное число линейно независимых реше
ний, а для разрешимости неоднородной задачи (1), (2) необходимо и 
достаточно, чтобы вектор-функция / (г) удовлетворяла конечному чис
лу условий ортогональности.

Для широкого класса эллиптических систем задача (1), (2) изу
чалась в работах [1—6]. В работе [7] получено достаточное условие 
нетеровости задачи (1), (2) (условие Я. Б. Лопатинского), которое 
имеет вид

р/ (г, X) Л (X) К (г, X) 0, г £ Г, (Е)

т
где А (X)—матрица, обратная к матрице А 4- 2ВХ 4֊ С՛՞, А(х, Х) = 
= |а (г), 1-Ь (г)], К' (г, X)— транспонированная к К (г, X) матрица, а 
Т—контур в плоскости 1тХ^>0, охватывающий все корни полинома 
<1е1 (Д 4֊ 2ВХ 4֊ СХ։), лежащие в этой полуплоскости. Если а (г) =0, 
Ь (х) = 0, то К {г, Х) = с(г).

Задачи, рассмотренные в работах [1—6], удовлетворяют условию 
(£).

При более общем условии, чем условие (£), в работе [8] изучена 
задача (1), (2) и доказана ее нетеровость.

Во всех этих работах граничная вектор-функция на контуре об
ласти удовлетворяет условию Гельдера.

Задача Пуанкаре для эллиптических систем уравнений вида

ТТ + Т7+՜ У (х. у՝)^- + г (х, у) и = 0,
Ох* Оу* ох Оу

где Х(х. у), У (х, у), X (х, у)—вещественные, квадратные матрицы, 
элементы которых—целые функции своих аргументов в случае, когда 
граничная функция терпит разрыв первого порядка, исследована,.в мо
нографии [9]. Эта задача приводится к системе сингулярных уравне
ний с разрывными правыми частями.
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В настоящей работе рассматривается задача Пуанкаре при усло
вии, что граничная функция имеет особенность в конечном числе то
чек, причем особенность может быть и не первого порядка.

Рассмотрим случай, когда характеристическое уравнение системы 
(1) имеет только простые корни. Обозначим через '•»,•••, лЛ корни 
характеристического уравнения с положительными мнимыми частями, 
тогда общее решение системы (1) задается формулой (см. [10]):

и (х, y) = Re £ ау <?j (х +>7 у), (3)

где а, (у = 1, 2,•••, л)— ненулевое решение системы 
(А + 2№-) + Сл?) ау=0,

а (х + '/.j y)(j=l֊, 2, - • •» л)—произвольные аналитические функции 
относительно аргумента х + Ху у. Система (1) называется слабо свя
занной, если векторы а1։ я։, •••։яЛ линейно независимы (см. [10]). Мы 
будем рассматривать слабо связанную эллиптическую систему.

Обозначим через Ао (г) и Во (z) матрицы, столбцами которых 
служат, соответственно, векторы

а/ (г)=(а (г)+Ху 6 (г)) я/ и b. (z)=c (z) ау (у=1, 2,- • •, л).
Предположим, что в малой окрестности точки хх, ха,•••, х0 эле

менты матриц а (z), h (z) и с (z) аналитические функции комплексной 
переменной z. Предположим, далее, что

det Ао (z)=^0, при г£Г. (4)
Основное содержание работы составляет
Теорема. Задача (1), (2) нетерова, индекс ч. этой задачи 

определяется формулой

х = - — Дг arg (det л (г)) + л ([/J 4֊ [ZJ + • • • + [Z,] + 2), (2*)

где Дг arg (det Ао (z))— приращение аргумента функции det Ао (z), 
когда z пробегает контур Г один раз в положительном направле
нии, [ZJ, [/а]> • • •» [Z₽]~ целые части чисел lv 1Р, а п—число 
уравнений в системе (1).

В работе указан также конструктивный метод решения задачи 
(1). (2).

§ 1. Некоторые вспомогательные предложения

Пусть G—односвязная область в верхней полуплоскости, f — ее 
граница, содержащая интервал (—е, е) действительной оси ох.

Для исследования задачи (1), (2) мы рассмотрим следующие 
■ вспомогательные задачи.

Задача В. Найти в области G регулярное решение системы 
(1), принадлежащее классу Mq (0; /0) и удовлетворяющее гранично
му условию
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а0(г)^+М*)֊+*□(*)“ =0’ *€(֊»> 8)> <5>
дх ду

где а0 (г), Ьо (г) и с0 (г) — квадратные матрицы п-го порядка, 
10—положительное число.

Пусть функция С = х 4- >* у отображает область С на область 

С* (4=1, 2,--՛, я) и пусть <70 = и О։.

Предположим, далее, что элементы матриц ад (*), Ао (г) и с0 (т) 
аналитичны в замкнутой области 60 и Не! Ао (г)^0, где Ап (г) мат
рица, столбцами которой являются векторы

(а0(г)4-лУ МО) «/ (/ = 1, 2, -•. п).
В области С»о рассмотрим следующую систему дифференциаль

ных уравнений:

• ’ Го (?)= Ао (г) <₽' (г) + Во (О ? (г) = ֊у е'

(4 = 1, 2, - ,/п,/ = 1, 2,---. п), (6)

где т=[/0], е, - (0, 0, - • -, 0, 1, 0, • • •, 0), Во (О “ матрица, столбцами 

которой являются векторы с0 (-г) «/ (/ ~ 1> 2>''' > Л)> ? (О “ (?1 (О> ‘‘ 
—, (г)) — искомое решение.

Решая уравнение (6) методом последовательных приближений и 
оценивая полученное решение, мы убедимся, что <р' (г) удовлетворяет 
оценке

Частное решение системы уравнений (6) обозначим через
Ту* (-г) = (Фу*։ (г), <Р,*2 («)>” -, <р;*я (г)).

Пусть

»/* (г) = Ее £ ар («(>)• , (8)
|-1

Легко проверить, что и;* (г) является частным решением задачи (1), 
(5).

Имеет место следующая
Лемма 1. Общее решение задачи (1), (5) задается формулой

и (х, у)=-и0 (х, 1/)4- £ £ ср, (г), (9)
7-1 4-1

где ил (х, у)—произвольное решение задачи (1), (5), производные ко
торою непрерывны в замкнутой, области С, с/л- — произвольные 
действительные постоянные, и}к {г) выше построенные частные ре
шения задачи (1), (5).
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Доказательство. Пусть и (х, у)—решение задачи (1), (5). 
Так как оно является решением системы (1), то имеем

и (х, у) = Ке£ а* (х*), (10)
*-1

где «р4 (х*)—произвольная аналитическая функция аргумента х* = х 4՜ 
4֊ >•* у, при (х, у)£С. Известно, что в представлении (10) производ
ная функции «4 линейно выражается через производные решения 
и (х, у), поэтому (<Р1 (г)> •••> ?" (2)) также принадлежит классу 
Ма (0; /0).

Подставляя (10) в граничное условие (5), получим

Ие [До (х) <р'(х)4֊ 50 (х) <р (х)]=0, х £ (— г, а), х =£0, (11)

где ? (х) и ср'(х)—предельные значения <р (г) и (х), при х стремя
щемся к х (х £ С).

Из (11) следует, что вектор-функция

Ф (х) =Д0 (г) Т' (х) 4֊ Во (г) ? (г) (12)
Л

аналитична в области .20= П и аналитически продолжается через 
• к=Л

отрезок (—8, а) в симметричную область 2о относительно оси ох по 
принципу симметрии:

Ф (г) =— Ф(х), при г£2о. (13)
Так как ср (г) £ Мо (0; /0), то Ф (х) аналитична в окрестности ну

ля всюду, кроме точки х = 0 и удовлетворяет оценке

Поэтому функция Ф (х) в окрестности точки г = 0 представляется в 
виде

Ф (г) = £'с*2՜* + фо(2Ь (15)
4-1

гое ск — постоянные векторы, т — целая часть числа /0, а Фо (г) — ана
литическая функция в окрестности точки х = 0.

Из (И) и (12) следует, что ск— действительные векторы. Под
ставляя Ф (х) из (15) в (12), получим

Д0(х)ф'(х) 4-2?0 (а) » (х)= £ гс^х՜* 4* Ф0(г), (16)
4-1

Общее решение уравнения (16) в окрестности точки х = 0 представ
ляется в виде

<р(х) = Ф1(х)4-Фг(г), (17)
где Ф։ (х) — частное решение уравнения (16) при Фо(х) = О, а Ф2(х) 
является общим решением уравнения (1б) при с =0(£=1, 2։---,т).
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Ясно, что в качестве функции Фх(г) можно взять линейную ком
бинацию функций (г) с действительными коэффициентами, а функ
ция Ф։(г) аналитически продолжается в окрестность нуля.

Обозначим через £), пересечение области О с достаточно малой 
е-окрестностью нуля.

Подставляя полученную функцию ® (г) из (17) в общее решение 
(10), получим

«(х, У) = 4т(х, у) + £ £ с/ки>к(х, у), (х,у)£Е,, (18)
/—։ *-1

где ц, (х, у) бесконечно-дифференцируемая функция в Если обозна
чим через и0 (х, у) в области С функцию, определенную формулой

л и<
«о (х, у) = и (х, у) — V £ сЛпй(х, у), (19)

то согласно равенству (18), и0 (х, у) удовлетворяет условию, сформу
лированному в лемме 1. Из (19) непосредственно следует лемма 1.

Пусть /(х) £ (0;/0). Рассмотрим следующее граничное условие:

<а0(х)^ + 60(г) — + с0(х)И')| = /(х), х£(-г, г), х֊40, (20)
\ Ох Оу /

где область С, функция а0(г), Ь0(г), с0 (г) удовлетворяют условиям 
леммы 1.

В области (70 рассмотрим дифференциальное уравнение

А(«)?'(։) + Л։и)ф(։) = ФДО, (21);
где

да 
г \1— г)—ъ

(г) = (<рх (г),• - •, ч>Л(г)) —искомая аналитическая вектор-функция в 
(70, функция/ — правая часть (20), ։ (#) — финитная, бесконечно-диф
ференцируемая функция на действительной оси, в интервале (— е, г) 
равная единице, с носителем, содержащимся в интервале (—2г, 2е).

Лемма 2. Производная решения ® (г) уравнения (21) непре
рывна в замкнутой области (л0, кроме, быть может, точки г = 0 
и у довлетворяет оценке

(23>

где о — сколь угодно малое положительное число, а Съ — постоян 
ная.

Доказательство. При наших предположениях на /(£), функ
ция в окрестности г = 0 удовлетворяет следующей оценке ([11]):

если /0 — нецелое, 

если 10 — целое.
(24)
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Из неравенства (24) следует, что производная решения системы (21) 
удовлетворяет оценке (23).

Лемма 3. Частное решение задачи (1), (20) в классе Ма (0; /0) 
задается формулой

■и0(х, у) = йе£ а* (х 4֊ >֊*у), (25)
к-1

где ф(г) ==(<?! (х), • • •, <рл (г)) является частным решением дифферен
циального уравнения (21).

Доказательство. Применяя формулу Сохоцкого —Племеля 
[12], мы убедимся, что

Ит Ке 77 = * (*)/(«)• (26)г.1 I г
*£О '

Используя равенство (26) и оценку (23), убедимся, что функция 
г0(х, у), определяемая формулой (25), является решением задачи (1), 
(20) в классе Ма (0; 70).

Из лемм 1 и 3 вытекает
Следствие 1. Общее решение задачи (1), (20) определяется 

формулой

и (х, у)= и0 (х, у)+и0 (х, у) + £ £ с/» ищ (х, у), (27)
;=1 к-1

где и/* (х, у) и и0 (х, у) — функции, определяемые формулами (8) и 
(25), с/к— произвольные . действительные постоянные, и0 (х, у)—произ
вольное решение задачи (1), (5) в классе функций, имеющих непре
рывные производные в замкнутой области С.

Лемма 4. Если линейная комбинация вектор-функций 
и)к(х, у)

у) V суд н/к (х, у) (28)
7—1 к-1

имеет непрерывные производные в С , то с/1, = 0 (/=1, 2,•••, п, 
к =1, 2,• • •, т).

Доказательство. Подставляя значение щь(х, у) из (8) в 
28), получим

I (х, у) = Ие V ар шр (х + ).р у), (29)
Р-1

где
п т

ш? (х 4֊ >•₽ у) = £ 2 Сук ф/кР (х 4- Ар у). (30)
7-1 к-1

Как указано выше в (29) производные функций шр (х + /.р у) линейно 
д1 (х, у) д1 (х,у) .выражаются через ——— и —> , поэтому шр (х 4֊ Хр у) прина-

Ох Оу
д лежит классу С1 (£)).
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Применяя к обеим частям равенства (30) оператор и имея в 
виду, что вектор является решением (6), получим

Л, (шр (х + >֊Р у))1у-о = 22 с>*՜?
у=1 А=«1 X

Ясно, что левая часть в (31) является непрерывной функцией по х. 
Умножая обе части равенства (31) на хт и переходя к пределу при 
х—♦ 0, получим

с,т=0 (/=1, 2, п).
Аналогично получим, что все коэффициенты сд—0. Лемма 4 доказана.

§ 2. Исследование задачи (1), (2)

Для простоты докажем теорему 1 в случае р = 1, х։=0. Зада
чу (1), (2) рассмотрим в классе функций Мо(0; /), вектор-функция 
/(/) в условии (2) берется из класса М(0; I).

Пусть т—целая часть числа I, а а (х, у)—бесконечно-дифферен
цируемая функция, носитель которой содержится в малой окрестности 
нуля, и в некоторой окрестности этой точки равна единице.

В качестве области С, удовлетворяющей условиям леммы 1, мож
но взять пересечение области О с малой окрестностью нуля. Если в 
качестве области 6’ берем пересечение малой окрестности нуля с об
ластью Д то матрицы а (г), Ь (г), с (г) будут удовлетворять всем 
условиям леммы 1, поэтому согласно следствию 1 решение задачи 
(1), (2) естественно искать в виде 

п т
и (х, у)=ч (х, у) «0 (х, у) 4- 2 V С)к а (х, у) и]к (х, у)+ и (х, у}, 

у-։/с-1

(32> 
где С)к — действительные постоянные, а V (х, у)—дважды непрерывно
дифференцируемая вектор-функция в £), производные которой непре
рывны в /).

Подставляя и (х, у) из (32) в уравнение (1) и граничное условие 
(2), получим

<33)Ь (« (х, у)) = Ло (х, у) - 2 2 с)к (х, у), (х, у) е О, 
;-1 /с-1

дю дю
а + с^х’ у) и=/(х, у)— /о (х, у) —

— 2 2 СА Л* (х> у), (х, у) £ Г,
у-1 *-1

(34)

Ао (*» у) = Ь (» (х, у) у0 (х, у)), /ик (х, у) =Ь (а (х, у) и,» (х, у)), 
/о (х, у) ֊Г (а (х, у) щ (х, у)), /у* (х, у)=Г(а (х, у)им (х, у)).

Так как функции и0(х, у) являются решениями задач (1), (20) и (1), 
( 5), соответственно, а ? (х, у) равна единице в окрестности нуля, то 
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функции Ло (х, у), К]к(х, у), [)к(х, у) и / (х, у)—/о (х, у) равны ну
лю в окрестности нуля.

Отсюда, в частности, следует, что

Л0 (X. у)=) (X, у) Ло (X. у), к] к (X, у)= ₽ (X, у) (х, у), 
где ? (х, у) — бесконечно дифференцируемая функция равная единице в 
объединении носителей функций Ло (х, у) и Лу* (х, у) и равная нулю 
в окрестности нуля. Следовательно, уравнение (33) можно записать в 
виде

к (и)=0 (х, у) Ло (х, у) — £ V Су» Р (х, у) к]к (х, у). (35)
7-1*-1

В работе [13] получено фундаментальное решение уравнения 
Л(г>) = 0. Если корни характеристического уравнения (I*) простые, то 
фундаментальное решение имеет вид:

I

» (х, У) =Ве (ах 1п (х+ Ц у)-\------ 1- ап 1„ (х + у)),
где ау(/=1, 2,-՛-, п)—некоторые постоянные квадратные матрицы 
п-го порядка, удовлетворяющие условию

1т (ах + -------1֊ ая) = 0.

Если и> (х, у) является фундаментальным решением уравнения 
£ (и) = 0, то частное решение уравнения (35) определяется формулой

(х, у) = Ло (х, у) — £ £ Су* Лу* (х, у), (3 6)
у—1 *—1

где
Ло (х> .?) = У У и» (; — х, 1} — у) р (;, г,) Ао (Е, т]) 4Ыг„ (37)

(О)

Лу* (х, у) = уу«, (Е—х, т)—у) Р (Е, 7)) Ау* (', т)) ЯйЦ. (38)

ю»
В работе [14] рассматривается оператор

где С = Е + /т) и доказано, что если § (Е, т,) бесконечно диффе
ренцируема в области £) и удовлетворяет условию Гельдера в 27, то 
функция То (х, у) также бесконечно дифференцируема в области £> и 
ее первые производные удовлетворяют условию Гельдера в I).

В работе [12] показано, что если функция (I) удовлетворяет 
условию Гельдера на Г, то интеграл типа Коши с плотностью у- (2) и 
контуром интегрирования Г принадлежит классу С1 (£>), где а —пока
затель Гельдера первых производных.

Применяя один раз формулу Грина для (37) и (38) и используя 

указанные выше результаты, мы убедимся, что функции Ло (х, у) и 
4—797
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Лр (х, у) бесконечно дифференцируемы в области О и принадлежат 
классу С’ (£)). _

Общее решение уравнения (35) в классе с* (О) будет определять
ся формулой

„ (Х։ у) = (х, Ке £ а> 'Ь <х + »)’ (39)

где 1и1 (х, у) определяется формулой (36), ф/ (х 4՜ X/ у) произвольная 
аналитическая функция аргумента х 4՜ у> при (х, принадлежа
щая классу С1 (О).

ФуЕКЦЧЮ'|» ] (х4՜ >/у) мы всегда можем представить в виде

ф, (х 4֊ X; у) = (х 4- '4 и— х0 - >•/ Уо) ш/ (х4֊Ху у) 4֊ с/, (40)
где с,— комплексная постоянная, (х+X,-у) аналитична по аргумен
ту х + ՝!-]у при (х, у)^О и принадлежит классу Сх (£>), а (х0, у0) — 
фиксированная точка в области £>.

Подставляя (40) в (39) получим общее решение уравнения (35) 
в виде

V (х, 1/)==их <*> ։/)4-Ве V а, (х—х0 4՜ Ху (у֊у0)) ®/ (х-НУу)4֊<4 (41)
У-։

где с/ = </։,- • •, <1п)— произвольный постоянный вектор. В представле
нии (41) функция о»; (х4֊>7 ։/) и с/ единственным образом определя
ются через решение уравнения (33).

Подставляя (41) в граничное условие (34) и используя (36), для 
определения функции шу (х -г Хуу), действительного вектора с/ и дей
ствительных чисел сд получим следующую задачу сопряжения:

Не V [а (х, у)4->-/ Ь (х, у)) а, ш,(х+'>.,у) (х—х04~ X](у—у0))+(а (х, у)4- 
1—1

+ А (х, г/)4֊с (х, у)) ш>] = /(х, у) 4- £ £ сд /,•* (х, у)- с (х, у) У,
у-1 ♦■=!

(х, »ИГ, (42)
где

/(х, у)=/(х, у)-/о(х, у)—Г(Ь0(х, у)), (43)

Л* (х, у) = Г(Иц, (х, у))—//* (х, у). (44)

Под решением (42) мы понимаем вектор ф с компонентами
Ш1 (х4֊>1 у),- ■ ■> (х 4- Х„ у), Л,---, </я,

с*; (к = 1, 2,- • •, т, / = 1, 2, - • •, п).
Линейная независимость рассматривается относительно поля действи 
тельных чисел.

Если / (х, у)=0, то задачу (42) будем называть однородной за
дачей.

Задача вида (42) является краевой задачей Римана со сдвигом, 
которая хорошо исследована в монографиях [9], [12], [15].
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Эта краевая задача, содержащая также неизвестные постоянные, 
исследована в работе [8]. Применяя результаты работы [8], для крае
вой задачи (42) получим: если Эе! Ло(г)¥=О, г£Г, то

1) однородная задача (42) имеет конечное число линейно-неза
висимых решений (это число обозначим через к);

2) для разрешимости неоднородной задачи (42) необходимо и 
достаточно, чтобы вектор-функция / (х, у) удовлетворяла конечному 
числу условий вида

У *0 (х, у) 7 (х, у) л =0 (/=1,2,..., к'), (45)

г
где Н1 (х, у), -, 9*- (х, у՛) — п-мерные линейно-независимые вектор- 
строки на Г;

3) индекс задачи: к — к՛ = *, где х определяется формулой (2*).
Ясно, что задача (1), (2) и задача (42) эквивалентны. Условие 

(45) является необходимым и достаточным также и для разрешимости 
задачи (1), (2). Решение же задачи (1), (2) получается из решения 
однородной задачи (42) по формуле 

пт ~
и (х, у)= £ £суй (иу* (х, у) — Лу*(х, у)) + 

)=1 к~1
п

-ЬЯе У ау (х—х04-)7 (у—у0)) и»у (х + Ху у) + </, (46)
յ-^

где вектор-функции му» (х, у) и Л/* (х, у) определены выше, причем 
Л/* (х, у) £ С1 (Я).

В формуле (46) аналитические функции шу (х4֊Ху у) и постоянные 
су*, </у (Л=1, т, /=1, 2, • • ■, и) определяются по и (х, у) един
ственным образом. Действительно, если и (х, у) = 0, то в силу (46) 
п т _
у, V Су» ну* (х, у) будет принадлежать классу С1 (£>) и согласно лем- 

у=1 *=1 
ме 4 С)к= 0, следовательно

Ие V я у (х + Ху у — х0 — Хуу0) Шу (х + Ху у) + = 0 в £>. (47)
7-1

Отсюда и получим, что шу (х-рХу у)=0 и <1=0. Поэтому числу линей
но независимых решений однородной задачи (1), (2) равно числу ли
нейно независимых решений однородной задачи (42).

Подставляя / (х, у) из (43) в (45), получим

^(/)=0 0=1, 2,-■■,к')> (48)
где £у (/)—линейные функционалы от /. Докажем, что эти линейные 
функционалы также линейно независимы.

Действительно, пусть
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С1 (/) 4՜ с։^։ (/)4՜ ' 4՜ Ck' ^k' (/)—0* (49)
Возьмем в качестве ] произвольную функцию, равную нулю в окрест

ности нуля, тогда /=/ и
Կ (/)=^ y}f(x, у) ds. (50)

г
Подставляя (50) в (49), получим

У(<նՊ 4՜ с։®։4՜ • • • 4՜ с*'®*') / ds = 0. 

г
Отсюда в силу произвольности /, имеем 

с1Н1 4֊ с։Н2 -J-' • • + С4'На- = 0.
Но так как 0։,- • ՛, У*՛ линейно независимы, то с։=с։= • • -=с*-=0. Сле
довательно, эти функционалы линейно независимы, то есть число ус
ловий разрешимости задачи (1), (2) равно числу условий разрешимости 
задачи (42).

Таким образом, индексы этих двух задач совпадают и индекс за
дачи (1), (2) также определяется формулой (2*).

Если в окрестности точки разрыва граничной функции / (?) кон
тур Г является аналитической дугой, то при помощи конформного 
отображения области D, задачу (1), (2) можно привести к исследо
ванному случаю и доказать справедливость теоремы 1 и в этом слу
чае.

Аналогичным образом можно решить эту задачу и в случае, ког
да корни характеристического уравнения (1) кратные.

Автор выражает искреннюю благодарность профессору Н. Е. Тов. 
масяну, под руководством которого выполнена настоящая работа. 
Ереванский государственный t
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Վ. i. 02ԱՆՅԱՆ. Խզվող եզրային պայմաններով երկրորդ կարդի էյիպտական տիպի դի_ 
ֆԼրնհցիա| հավասարումների համակարդի համար Պուանկարեի խնդիրբ (ամփոփում)

միակալդ, սահմանափակ ողորկ եզրով D տիրույթում դիտարկվում է Պ ուանկարեի 
խնդիրը Լլիպտպական համակարղի համար։ Ենթադրվում է, որ եզրային ֆունկցիան D-ի եզրի 
ցանկացած կետի շրջակա լրում բավարարում է Հյոյդերի պայմանին, րացի վեր յավոր թվով կե
տերից, որոնցում կարող է ունենալ խզում։

Լուծումը փնտրվում է ա յնպիսի ֆունկցիաների դարում, որոնք անընդհատ են և ունեն 

անընդհատ աոաջին կարդի ածանցյալներ D-ում, բացասությամբ թերևս նշված կետերեց, 
որոնց շրջակայքում ածանցյալները բավարարում են որոշ պայմանների։

Ապացուցված է, որ որոշակի պա յմ անների տոկա յո։թ յան դեպքում խնդիրը նյոթերյան Լ։ 
Գտնված Լ խնդրի ինդեքսը։

V. H. OHANIAN. The Poincare problem for the elliptlc eyetem of differential 
equattone with diecontinuoue boundary conditione (summary)

For the elliptic System the Poincare problem is considered in a planar simple- 
connectad bounded domain D with a smooth boundary. It is assumed that the boundary 
function satisfies Holder condition except a finite number of points where the 
continuity m։y fail.
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We look for the solution among continuous functions, having first derivatives 
in T>, except the points mentioned, in a vincinity of which the derivatives satisfy 
certain conditions.

It is proved that then the problem is noetherian. The index of the problem is 
found.
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А. Г. КАМАЛЯН

О НОРМАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ДИСКРЕТНОГО 
АНАЛОГА ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОЧТИ 

РАЗНОСТНО-СУММАРНЫМ ЯДРОМ

В работе [1] были введены и изучены интегральные операторы с 
ядром К, .почти разностно-суммарным" в том смысле, что

бгт “ лГз) К(х> (х) Чк (1>
\дх2 <Н-/

В частности, было показано, что уравнения парного типа с ядрами 
вида (1) поддаются исследованию на разрешимость.

С другой стороны, в работе [2] были разработаны методы обра
щения матриц, элементы которых удовлетворяют тождеству

с!с£
0 ($л. т ) = $л. т Т՜ 5л, т-2 $л—1, т—I — $л+1. т—1 = 0. (2).

Считая 3 дискретным аналогом гиперболического оператора 
(<£-<£), естественно рассматривать бесконечные системы алгебраиче- 
ких уравнений с матрицами 5=|$„, т||, удовлетворяющими тождеству

0 (зп, т ) = У а.п^ Ь^т . (3)
/-։

1°. Ниже изучается аналог интегрального уравнения с двойным 
ядром и коэффициентами, удовлетворяющими (3), выявляются условия 
нормальной разрешимости и вычисляется индекс.

Пусть задана бесконечная система алгебраических уравнений

где

У Տո, т Ут — Гп (п — 0, + 1, + 2, • • • ), (4)՛
т»—»

I Հ-т + Ал -т + Ч^, т, т 0
Տ". т — , (5>

I (л-т 4՜ հո+т +Ն, я, ГП <Հ0,

У=О ;-0

, -1 , о
ЧГЛ. т = У Ь, У ап-т ք-յ+21 • •

1 —т 1—րո—յ

(б>

(7>

{6՞ո1
Относительно {Й1Г.---- - |А*1Г.---- - { ’̂Հ-- (А= 1, 2), (6« )"_•>,

л-—« будем предполагать, что они являются коэффициентами.
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Фурье непрерывных на единичной окружности Г = И; К|=1' комплек
сной плоскости функций (к (»). А* (4> ак Ьк (»)(* = 1, 2), соответ
ственно. Причем Ь՝п, при п<0, Ьп при л>0 предполагаются рав
ными нулю. Другими словами, чезаровские средние формальных рядов

2 Л 2 л* V акяу ь'п(* = 1, 2;: с П 
равномерно сходятся на Г ([3]). В частности, достаточно потребовать, 
чтобы соответствующие ряды коэффициентов абсолютно сходились.

Левая часть (4) задает линейное преобразование Ь из одного 
класса двусторонне бесконечномерных последовательностей в другой. 
Как обычно, будем обозначать через /3 банахово пространство после
довательностей у = {уп}п--^ комплексных чисел со сходящейся сум- 

ОС 
мой ■ V и с нормой

(” \ 1/2
V 1^л|г ) 

л~ — » /

В уравнении (1) последовательности 17=1ул|“__ш, г — [гЛ] 
будем брать из 1г. По теореме Рисса—Фишера 11/л|”__в, яв
ляются коэффициентами Фурье некоторых функций у (»), г (») (Г).

Обозначим, как обычно, через 5 оператор сингулярного интегри
рования вдоль Г с ядром Коши

(5<р) (С) = Д- у.р. | <р (т;) ֊^— •
-г .) — С

Г , I

Операторы ^± = -^-(/±5) являются в пространстве (Г) до

полнительными ортопроекторами; образ Р+ совпадает с классом Хар
ди Н« = (Н/), а образ Р-— с классом Н>՜ функций, комплексно со
пряженные с которым лежат в Н2 и исчезают в нуле. Под ®± будем 
понимать образы ортопроекторов Р+ от функции <р (/) (<р± (#) -= 
=(РМ.

Коэффициенты Фурье функций <?-(/) будем обозначать через 
у?. Ясно, что

Введем теперь на Г следующие функции:

йО-бхНМ), (8)
<7,0 = с-’Ах (0 »+(:-*), (9)

а (4=6, о(10)

о^с-'бис-оу-ел (и)
с*(С) = аДС)(1֊С։Г* (* = 1,2), (12)
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А С) = 'i (С) у+ (Q.+ Ах С) у+ (^). (13}

А С)=/։ С) у- СИ֊ А, (С) у- (С ՜1). (14)
gl (;) = ֊:« C1(Q (Р+ gJCH-Ccx (Z)(P- 9а)С), (15}
gi (Г) = _:«с2 С)(Р+ Р1)С)4- :С։ С)(Р- Л)С). (16).

Основным результатом этой работы является следующая
Теорема. Пусть функции с*(С)(А=1> 2) непрерывны на Г. 

Тогда для того, чтобы уравнение (4) было нетеровым в 1г, необ
ходимо и достаточно выполнения условия

Д (l)=det t r-n _ °» *1 К)*։ ь ;2—1, ,с_„ а։(г-’)А2С֊։) Ах (Q- °х С) А, С)
<?֊1)
О м:-’)

:։-i

¥=о, (17>

при выполнении которого индекс * уравнения (4) вычисляется по 
формуле z = Ind △ С)= Var arg Д (»), —-т- со. (18)

2°. Доказательство теоремы, как и в [1], основано на сведении 
(4) к сингулярному интегральному уравнению с карлемановским сдви
гом. Сначала остановимся на некоторых соотношениях.

Лемма. Пусть функции с*(-)(А=1, 2) непрерывны на Г. То
гда՝. (i). Для n-ых коэффициентов Фурье функций ft, gk (k — 1, 2) 
справедливы следующие формулы:

00

/л = пг + Ал + т) Упц “ (19)’
и» «0

/п У (ttt-rn՜]՜ h,i+m) Ут% (?0)
/7/== — оо

&'• = 4 ". т Ут, (21),* т — О

2 1 2
Вп~ У 4Я,т Ут- (22}

т —«

(Н) L является линейным ограниченным оператором из 1г в!г

Доказательство. Пусть (С)—частичная сумма ряда Фурье=
функции yk (Q. Тогда

2«
֊-к(е'։)1Г+ fe‘°) е֊'"5 dB =

j •
о

= 2? f (е'6)[9+ (e“}~ °k (e'°)l e՜"1’ db + У ff'n-
0J m-0

В силу оценки
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'где Л/ = тах |/х О|, имеем :ег 
2г.

֊ к (е'*)У+ (е'°) У . (23)
4՜ Л т-0

и

Точно так же 
2к 

֊Г А1(е'։)уИе֊«)е֊'»։^=У Л1+л уХ, 
Щ т—О0

которая вместе с (23) дает (19). Аналогично доказывается (20).
Прежде, чем перейти к доказательству (21), сделаем одно заме

чание относительно {оя}— коэффициентов Фурье функций с* (') (1с = 
=1. 2).

Рассмотрим функции а* (')(!—гч2)՜1 (0<г< I).
Нетрудно убедиться, что

Нт 1^֊ ֊ск (с| =0 (к = 1, 2), 

откуда следует сходимость скп (г), коэффициентов Фурье функций 
Ок С)(1- г։ С։)-1, к Сп при г -* 1 (к = 1, 2).

Из соотношения ,а* 0(1֊ ^^-’=0*0 £ КУ‘‘ — X
имеем Сп (г)= У а*-л г21, и поэтому 

»—О

Сп~Нт Уа^-г/г2' (/<=1,2). (24)
г-։ ։=о

Пользуясь (24) и переходя к пределу при г -* 1 в тождестве 

£ап 1-л г2‘--= ^а^^лг^ + гУ^^п-^-лг21 
1—0 1—0 (=и

0<г<1, />о, 
получаем

с«+/= У а^-у-^+с^-г-у (у>0). (25)
<-0

Теперь, пользуясь (8), (9), (15) и рассуждениями, аналогичными 
тем, которыми мы воспользовались при доказательстве (19), получим
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е'п=— У с1-2-/ ч\ + У с1+/9-Л-1 — 
“и /-0

_ со з°ос о° 1 1
= — V Ся-З-)У 6т-уУт+Ус« + 7 У 6т֊УУт = 

,-0 т-/ У-*»

= У у« У [с«+у՜с"-։-> .1» 
т—0 ;-<>

где Цл-п-ые коэффициенты Фурье функции д* (А=1, 2).
Подставляя (25) в последнее равенство, получим (21).
Аналогично доказывается (22).
Запишем теперь уравнение (4) в следующем виде:

00 00 — 1
У (^~Л»+ /։п + т) Ут + У ^п.гпУт Т У (1п—т + Нп+т) Ут + 
т—0 т“и т~--

-|- У Ч' я. т Ут=: Гя (л=0, —1> ~2֊"։). (26);
т ——"

Как видно из формул (19) —(22), левая часть (26) 'равна п-тому 
коэффициенту Фурье функции Ку =/1+/8 "Ь^х+Я։- Пользуясь равен
ством Парсеваля и формулами (10)—(16), получим

/2 \
У 11Мд, + |Л*3£,+2Ык,|б*||£։ Цу[,։>

что окончательно доказывает лемму.
3“. Перейдем теперь к доказательств}' основного результата.
Доказательство теоремы. В силу леммы и представления 

(4) в виде (26), .уравнение (4) равносильно следующему:

&У =Л + /։ + 81 + 8г = г, ՛ (27)
где г (^)—функция из £8 (Г) с коэффициентами Фурье, равными гп.

Подставляя в (21) значения /*, £* (к — 1, 2) (см. формулы (10) — 
(16)), мы придем к следующей граничной задаче относительно пары 
аналитических, соответственно внутри и вне единичного круга, функ
ций у± (г):

*»=[<. с>+ с-)+[л. о-и с-')+
,։։а,К) 1 Г 41(ч-1)л+« + (ЭД->4хЫУ+(>1-‘), . ....
+ 2 с=-1) 57.)-------------------- ---------------------------+ <28>

г

+[- '■ (С>+<•>+[ -">֊ 1
1 №М а- (ч-') +<ад-' ь, (у1)я- (..) ,

2(С3—1) 14 з 7}-с 1 г{',‘
г
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Подставляя в (28) у _ = Р- у = 1/2 (/+ •$) и выделяя стандартным пу
тем (см., например, [1]), вполне непрерывные части, пользуясь ком
пактностью операторов а$ — 5а и 5.4՜ 1^5й^-։ в А» (Г) (здесь а(^)£ 
£ С (Г), ( №у) (')= у С՜1) — оператор обратного сдвига Карлемана), 
по лучим

Ку=а С) }у +Ь (’.) 1^4֊ с С) 5у + 4 (',) ^4^=г, (29)
где

а Г} = + (:) 4- **(:) - а°֊(:) Ь1 . (30)
2 2(:։-1) 2 2(С=-1)

Ь П = (:) - °1 (Э 61 ® 4- А’ (:) 4- (31)
2 2(?-1) 2 2(С’-1)

с (’)= 4- Ч (’) , ՛ 32
2 2(С։-1) 2 2(^-1)

п = М£) _ а, о Ь, (• ) _ Л, (>) _ С8 а» (С) ь2 (С) ,33)
2' 2С8-1) 2 2(:8֊1) ’ ՝ '

а О—вполне непрерывный оператор на (Г).
Левая часть (29) является сингулярным интегральным операто

ром со сдвигом Карлемана а(С)=С-1.
Как известно, необходимым и достаточным условием нетеровости 

этого оператора является (см. § 32 [4])

A(C) = det 1а(' 1)֊гС(՝ A(*) + rf(’)\=?fe0> (34)
(C-’)֊rf(--։) аЩ-с(ЦГ ՝ }

При выполнении (34) индекс x՝=IndXT равен Ind Д (Z) (|»|=1). Понят
но, что (34) является необходимым и достаточным условием нетеро
вости и для оператора L, причем Ind L = Ind К = х. Подставляя 
(30)—(33) в (34), получим (17) и (18) и, тем самым, завершим дока
зательство теоремы.

4՜'. В случае аналога дискретного уравнения Винера—Хопфа, т. е. 
системы

ОС

У՝ Sn. т Ут = fn (и = 0,1, 2- • • ), (35 )
т —0

ситуация сводится к (4). Приведем строгие рассуждения.
Пусть А։ (/2-* Zo)—оператор, задаваемый равенством

ОО

*п = У (Zn-m + Ai+m + 4'J. m ) ут (z = L1y=\zn\^—»),

а П* — проекторы подпространств /-Г ((г = {у £ у„ = 0 при п <С 0}, 
/։”=(/։ )1). Левая часть (35) задается оператором П+ (/^ -+ (г), ко
торая, как нетрудно проверить, нётерова лишь одновременно с опе
ратором П+ + П՜ (/2 —* /2) и в этом случае их индексы и дефект
ные числа равны. Взяв в (5) Лд=ЧГл, т = 0 (п = 0, ±1, ± 2- • •; т = 
= —1,—2,---) и <о=1, *л=0 (п= ±1, ±2,-••),получим £=11П++П՜
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Из сказанного ясно, что условие нётеровости можно получить из (17), 
подставляя А։ (С) = а։ (С) = Ь. (С)]=0 и М0=1. Следовательно, урав-
нение (35) нётерово тогда и только тогда, когда

л (֊.)-(,

Соответственно, индекс уравнения (35) равен ՛'■ Ind А (-).
5°. Приведем некоторые замечания по поводу возможных 

щений и ослабления налагаемых ограничений на коэффициенты

(36)

обоб- 
урав-

нения (4).
Замечание 

циентами, равными
1. Можно рассматривать 
(см. (6), (7))

уравнение (4) с коэффи-

ш + hn + m ф՛. i 
п, т т >0

S п, т
.2 -и А2 tn-т~Г Пп + т я-?, j 1 п, т m'J).

(37)

Нетрудно понять, что теорема справедлива и в этом случае. 
Условие (17) примет следующий вид:

Ai

— det fl (С-') - p-i

) •___________________________________________

Х«2./(’) bi,j (С՜1)
М

=/=0.

Cs-1

Замечание 2. Для уравнения

У $п,тУт + у Зп.тУт — Гп (п=0, 
т——— т — — -

С։-1
(38)

(39)

где 5П, т такого же вида, что и $п. т, можно получить аналогичные ре
зультаты, ибо предложенный метод позволяет свести это уравнение к 
сингулярному интегральному уравнению с обратным сдвигом Карле- 
мана и комплексно сопряженными значениями неизвестной функции, 
теория Нетера которого дана в § 8 [4].

Замечание 3. Мы выбирали условия на уравнение (4) таким 
образом, чтобы коэффициенты оператора К оказались непрерывными, 
а нехарактеристический член Оу—вполне непрерывным. Поэтому в 
теореме предполагается непрерывность функций с* (С)(А: — 1, 2). Судя 
по формуле (17), эта теорема должна быть справедлива и при более 
слабых предположениях (за счет условий на 6*(£=1, 2)).

Замечание 4. Разумеется, соответствующие результаты могут 
быть без труда сформулированы и для дискретного аналога парных 
интегральных уравнений, т. е. когда в уравнении (4)
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$ __  [ tn—т + Ая+т4՜^ л, m > Л >0 (40)
' tn—«4՜ հ՚^յ-т՜Г *1 л. т> Л <Հ0.
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Ա. Հ. ՔԱՍ՚ԱԼՅԱՆ. Համարյա էլումարւս-տւսրրնրւսկային կորիզու[ ինտեգրալ նաւ[ասարում— 
Г-երի գիսկրետ անալոգի նորմալ լուծն (իության մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ղի տար կվում է հանրահաշվական զույգ տիպի հավասարումների համ ակարգ 
ՏՈ. т գործակիցներով, որոնք բավարարում են

*ո, т ՜ *ո, m-2 *ո -1, m -1 *ո 4 1, m — 1 ~ ап ա

նու յնա fi յանր ւ Pացս/հալավում են նորմալ լուծ և լի ո ւթ լան պայմանները և գտնվում է հավասար
ման ինգևրսը' 1շ գտսումւ

A. 0. KAMALIAN. A bout the normal solvability of the discrete versions 
of Integral equations with almost summable-dIff erence kernel (summary)

In the paper infinite system of pair type algebraical equations with coefficiens 
sn. m satisfying

m I՜ $n, m—2 $n—1, m -1 $л+1. m -1 ®л m

aro considered. Conditions for normal Solvability and the index of the equations in 
/j aro found.
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УДК 517.93

В. А. ЮРКО

О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ С ПАРАМЕТРОМ 
В КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ

В статье исследуются краевые задачи для дифференциального 
уравнения диффузии

— у" + (2'р (*) + <? (*)) У = ';՜՜ У> 0 < х < г.,
с краевыми условиями, полиномиально зависящими от спектрального 
параметра X. В первой части работы рассматривается задача Редже 
для указанного уравнения. Получены необходимые и достаточные 
условия отсутствия спектра у задачи Редже, а также теоремы един
ственности восстановления дифференциального уравнения по некото
рым спектральным характеристикам. Во второй части исследуется 
обратная задача в случае, когда краевые условия имеют вид

Л (>•) у' (0)֊ Ро (А) у (0) = R, (X) у' (г.) 4- Ra (X) у (г.)=0,
где Рк (>•), (X) —многочлены по X.

Всюду считаем, что р (д), д (х) являются комплекснозначными 
функциями, а коэффициенты краевых условий—комплексными числами. 
Условимся, что если рассматриваются некоторые краевые задачи £ и 

£ и если некоторый символ обозначает объект, относящийся к за
даче £, то этот же символ с — наверху обозначает аналогичный 
объект, относящийся к задаче £.

1°. Рассмотрим сначала задачу Редже для уравнения Штурма — 
Лиувилля. Пусть Х„— собственные значения (с.з.) краевой задачи 
А=£ (<7 (х))

— У" -г Ч Му=1*у, д(х)£Ь(0, к),. (1)
У՛ (0) + I'1- У(О) = у (") = 0.

Отличительной особенностью задачи £ является отсутствие
спектра при д (х) = 0. Пусть Хя—с.з. задачи £= £(<? (х)). Справед
лива следующая

Теорема 1. Если при всех п ХЯ=Х„, то д (х)= д (х) л. в. на 
[0, к]. В частности, задача £ не имеет с.з. тогда и только тог
да, когда д (х)=0, п.в. на [0, к].

При доказательстве для простоты ограничимся случаем д' (х),

V (х)£Ь (0, ~). Пусть функция (х, X) является решением уравнения 
(1) при условиях <р (0, Х) = 1, <?' (0, Х)= — ։Х. Известно ([1], [2]), что 
имеет место представление
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* (х, л)=ехр (— г)х)+ \ К (х, /) exp (—(И) dt (2)

и, если продолжить функцию q (х) некоторым способом на отрезок 
[—0], то

Ф (к, /.)= tp (х, л)4֊ J G (х, t) ф (t, >•) dt, (3)

— X

причем

dlG (х, t) х пд* G (х, t) lixf-t г/ \_ п---- —------- q (х) G (х, /)=-----Д ~ — Я (О G (х, t), G (х, - х)=0.
их at*

(4>
Из (2) следует, что функция <р (л, ).), нули которой совпадают с 

числами л„, является целой аналитической по X функцией 1-го поряд
ка, конечного типа и при |Х| —» со, argX = 0£(O, л) ® (к, X) = 
=ехр (—Д՜) [1], [1]=1 + О (Х~։). При условиях теоремы отсюда полу
чаем, что ф («, X) = <р (к, X) и, следовательно

к •
J G (к, О ф (/, X) dt = 0.

—К
Снова используя (2), заключаем (см., например, [2], стр. 32), что 
функции ф (х, X) образуют полную систему в L> (— ", «), то есть 
G(k, /).=е0, /£[-«, «]• •

Продолжим теперь функцию q (х) на отрезок я < х <^2к по фор

муле q (х) = q (2л—х). Ясно, что тогда G (х, /)= — G (2«— х, t) и, сле
довательно, G (х, х—2л)=0, х£[л, 2к]. Отсюда и из (4), используя 
единственность решения задачи Гурса, находим, в частности, что 

G (х, t)-sO, О ->С |Н < х ֊С ~, что приводит к тождеству ф (х, Х)= ® (х, X). 

Это означает, что q (x)=q (х) п.в. на [0,к] и теорема 1 доказана.
Заметим, что задача Редже для уравнения (1) изучалась во мно

гих работах, в частности, в [3]—[5], где в предположении q (х)~Сл*х'‘, 
х -» + 0, Ср. =/= 0 получена теорема о разложении и доказана един
ственность восстановления q (х) по спектру и так называемым „весо
вым“ числам.

2°. Рассмотрим теперь задачу Редже для уравнения диффузии. 
Пусть Хя—с. з. задачи L = Цр (х), q (х))

— у" + (2Хр (х)+ q (х)) у = к- у, р' (х), g (х) С L (0- ”:)> (5)
у/(О)+Ру(О) = !/(л) = О. (6)

Выясним сначала, когда задача L не имеет с.з. Пусть функции 
Ф (х, X), ф (х, л) являются решениями уравнения (5) при условиях ф (О, Х)= 
=1, ф' (0, /.)—• — О-, ф (к, Х)=0, ф' (л, ).)=— 1. Обозначим
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а (х) = (<) (И, Л ().) = «Р ("> Л (*'»=<7 (*)+₽* (*)— гр' (х).
• и

Ясно, что если р (0)=0, Л (х)=0, то 9 (х, Х)=-ехр ( Ах - ։։ (л՜)), 
и задача Ь не имеет с.з. Справедливо и обратное утверждение.

Теорема 2. Если задача Ь не имеет с.з., то р (0)=0, Л (х) =0 
и.в. на [0, г].

При доказательстве для простоты ограничимся случаем Л' (х) £ 
£ Ь (0, г.). Покажем, что имеет место представление

<Р (х, Х)=ехр (— Ах 4՜ 13 (л)) 4՜ Р (х, I) ехр (— р() <Н, (7)
- X 

лричем
_^£0.֊,М р„+21>(։) _0, (8)

б*х’ ОР О1

Р (х, —х) = — -֊-р (0) ехр (—13 (х)), Р (х, х)

= (---- Р (0) -I- -у I Л (/)<//) ^ ехр (га (х)). (9)
\ * V /II

В самом деле, пусть функция Р (х, У) является решением задачи 
Гурса (8), (9) при 0< |/|֊<х֊С~. Рассмотрим функцию

Л*
у (х, Х)=ехр (—Ах-Н'а (х)) 4֊ Р (х, /) ехр (— Гн) <И. (10)

Так как

л Р (х, 0 ехр (—Pt) dt= iP (х, х) ехр(— О^с) — iP(x, —х) ехр (Рх) —

_. rdP(x,t)
J dt

ехр (— Щ) dt,

՝>՝ 1 P (x, f) exp (— Pt) dt=f PP (x, x) 4 dP(x,t) 
dt I

— Л'ХР(х, —x)4- —\ exp (Px) — f d—P ^’ exp (— Pt) dt, ■ 
\ at b—x/ j at-.

то из (8), (9), (10) получаем, что у" (х, ).)4֊(л։ —2Хр (x)—q (х)) у (х,Х) = 
.= 0, то есть функция у (х, X) является решением уравнения (5). Кро
ме того, из (9), (10) следует, что у (0, ).)=!, у'(0, X) = — Д. В силу 
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единственности решения задачи Коши получаем, что у (х, ')stp(x,/), 
то есть формула (7) доказана.

Функция Д (/.) по условию теоремы не имеет нулей, и из (7) 
следует, что при |/.| — оо, arg ).=9£(0, г.) Д (л)= ехр (— z>.--|-za (*)) [1]. 
Следовательно, Д (л)=вехр (—։>~. -j-z'a (")), то есть Р(т., t)=0, f £[—z, к]. 
Кроме того, очевидно, что при условиях теоремы р (0) =Э, то есть 
Р(х, —х)=0. Повторяя теперь рассуждения, приведенные при дока
зательстве теоремы 1, получаем, что Р (х, /)=0 при 0^|f|<x^rc, от
куда следует, что ® (х, >.)==хр (—г<х-г/я(х)), или h (х)=0 п.в. на 
[0, к]. Теорема 2 доказана.

Наряду с L рассмотрим также задачу Lx для уравнения (5) с 
краевыми условиями у' (0) ф- г>.у (0) = у՛ (-)=Э. Пусть /.Л1~ с.з. задачи

(*)=?/ ("> ՛•)• Очевидно, что если р СО) =0, А(х)=0, то задача 
имеет только одно с.з. Справедливо и обратное утверждение, ко

торое доказывается совершенно аналогично теореме 2.
Теорема 3. Если задача Lx имеет только одно с.з., то 

р (0)=0, А (х) =0 п.в. ни [0, »].
Из теорем 2, 3 следует; что уравнение (5), вообще говоря, не 

восстанавливается однозначно по двум спектрам задач L, Ег. Однако 
при некоторых ограничениях на функции р (х), q (х) можно получать 
теоремы единственности восстановления уравнения (5) по двум спект
рам или по другим спектральным характеристикам. Пусть, например, 
р (0) =£0 или р (0) = 0, А (х) — х!\ х ֊♦ + 0, С|х^=0.

Сначала докажем следующую лемму.
Лемма 1. Если >п—нуль функции Ь (/.) кратности f.n, то в 

окрестности точки Х = ).Л имеет место представление
С-,Л А С1֊)6 (X, }.) = & (>.) 5Л (х, >.) + £ Z-—S (X, /.), (И)
V-— '՝п)

где С։Л,Л т^О, а функция ;л (х, /.) регулярна в точке
Доказательство. Используя метод математической индук

ции, покажем, что существует последовательность функций ;,Л (х, '/•) и 
чисел с»Л(* = 1, хЛ) таких, что функции ;,л (х, )-) имеют в точке /. = >«л 
полюс порядка V — 1 и

(х, п (х, Х)> П (х, >•)= ( 12)(л —Д(Х)
Ясно, что отсюда сразу получаем представление (11), где ;Л (х, )֊) = 
= е։я (х, ).).

Так как ф (х, /.„) = 7л0<р (х, >•„), Тпо #= 0, то функция с։/1.л (х, >֊), 
определяемая равенством (12) при * = хл, где с։л> л=Тжг*л! [А(։л,(/֊л)]՜1 
имеет в точке )• =>я полюс порядка х„—1.

Далее, предположим, что мы доказали существование функций 
;»Л (х, X) с указанными свойствами при ՝*=у.Л, хл—!»•••» з+1 (з^-1). 
Тогда в окрестности точки X = Х„ имеет место представление

5-797
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где функция Н1Й (х, а) регулярна в точке А = Очевидно, что при 
).= ).„ функция Н1п(х, >֊л) удовлетворяет дифференциальному уравне
нию (5) и краевым условиям (6). Это означает, что /У։я (х, ).„) = см <р 
(х, Хя). Следовательно, функция (х, а), определяемая равенством 
(12) при * = « имеет в точке а = а» полюс порядка $ —1. Лемма до
казана.

Используя (И), получаем соотношения

(х, ал)= У 7л, ,_у f j (х, v = 0, х„ — 1, 1л0 о,
j-0

(13)

где
(х, К)=-уу7 ? (х. а), -!ц (х, А) = -X— (х, /.), 

ч <?А’ vj де h

s! (14)

Совокупность чисел {>■„, 7,,}, v = 0, xn—1 будем называть спек
тральными данными задачи L. Заметим, что при достаточно больших 

п х„ = 1. Пусть {>„, 7Л,|—спектральные данные задачи L= L (р (х), 
q (х)). Справедлива следующая

Теорема 4. Если при всех п'кл — ).я, -;Л, = 7Л„ v=0, хл—1, то 
р (х) = р (х), q (х) = q (х) п.в. на [0, тс].

Доказательство проведем для случая р (0)=£0. Тогда при 
фиксированном х£[0, к], р =0, 1 и при |а|-> со имеют место асимпто
тические формулы

(х, а) = (— й-У ехр (— i'l-x -}- ia (х))[1] + d-г՜11-А^-'ехр (fix — га (х)) [1]>

(15)

0W (х, а)=— — (/).)>--։• ехр (— Р-(х— х) 4֊га (к)—ft (х)) [1] —

— -֊-(— Р^-ехр (Д (тс—х)—га (тс)+га (х)) [1], d=------ р (0) =р 0.Л-
(16) 

Асимптотическая формула для функций (х, а) очевидно следует 
из (7), (9). Аналогичным образом может быть получена и формула 
для функций у(|М (х, а).

Рассмотрим следующие функции:
Ai (х, Х)= —^—(* (х, а) ?</֊։> (х, а) - <р (х, a) (х, a)), j =1, 2.

Д ().)
(17) Так как

։л_1
Ч> (х,).) = V <р, (х, АП)-(Х—/Л)՝+(1— ля)։" ф (х, А),

'-о



О краевых задачах 403

хя—։
р (х, X) = у р, (X, ХЯ)-(Х ֊ + (X - >.я)*я Ч- (х, /.),

.-0
где функции Ф (х, X), 'Г (х, X) регулярны в точке Х = ХЯ, то из усло
вий теоремы, используя (13), получаем, что А/ (х, X) при фиксирован
ном х £ [0, ~] являются целыми аналитическими по X функциями 1-го 
порядка конечного типа. С другой стороны, из асимптотических фор
мул (15), (16) следует, что при фиксированном х и при |Х|-*оо, аг£/.= 
= б=£0, к А1 (х, X) =0 (л՜1), А2 (х, Х)=О (1). Следовательно, Аг (х, Х)=> 
=0, ?42 (х, X) = А (х), откуда находим

Р (х, X) <р (х, X) = ? (х, X) р (х, X),
А (х)<р (х, Х)= - {** ? ) (р (х, X) <р' (х, ).)— <р(х, X) р' (х, X)) = ? (х, X). 

а (/.]
Но тогда, используя (15), получаем, что

А (х) =ехр (га (х) —га (х))=</. г/՜1 (—га (х) + га (х)),

то есть А (х) = 1. Следовательно, у (х, Х)=ср (х, X), или р (х)= р (х),

д (х)= д (х) п.в. на [0, «]. Теорема 4 доказана.

Пусть Хя։—с.з. задачи Ь1=Ь1(р(х), д (х)). Справедлива следую
щая

Лемма 2. Если при всех п '>-п = Хя (Хя1 = Хя)), то

Д (' )[Д (Х)]-1=ехр (га (к)—։ а (к)), (Дх (Х)[Д1 (Х)]-1=ехр (га (я)—։ а (к))).

В самом деле, пусть, например, ХЯ=ХЯ при всех п. Тогда функ

ция А (Х)-[Д (X)]՜1 является целой аналитической по X 1-го порядка 
конечного типа, не имеет нулей и при |Х| -» сю,

аг? Х = 9 =/=0, -Л (Х)[Д (Х)]-’=ехр (/а (к) —г а (к)) [1].

Случай Хя1= Хя1 рассматривается аналогично.
Докажем теперь теорему единственности восстановления функ

ций р (х), д (х) по двум спектрам задач £, 
*** м»

Теорема 5. Если при всех п ХЯ=ХЯ, ХЯ1 = Х„։, то р(х)= р(х),

д(х) = д(х) п.в. на [0, к].
Как и при доказательстве теоремы 4, считаем, что р (0) ^=0. Так 

как р' (", Х)-=—1, то, используя лемму 1, получаем в окрестности 
точки X = Х„

I + А (X) е; (К, Х)= £ ֊֊^— . А (X).А, (X).
»—I (А — Ая)

Отсюда, из условий теоремы и из леммы 2 находим, что при всех Л
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с,л-ехр (2/а (")) = с,я- ехр (2/а ("))> V =0> */< 1- (18)
Из (11), (18) и леммы 2 вытекает, что при фиксированном х£[0, ֊], 
/==1, 2 функции

В, (х, ).)=--^— ('? (х, X)?’7՜4 (*> '-)֊ехр 0® (к) — z'a (")) ~
Д (А)

— ф (х, >֊) (х> '•))
являются целыми аналитическими по А 1-го порядка конечного типа. 
Кроме того, из (15), (16) следует, что при фиксированном х и при 
PJ— оо, arg)=6#=0, к Bt(x, >)^=О Q-'), В2 (х, ).) = О (1). Следова
тельно/ Вг (х, >.) s О, В2 (х, л) = В (х).

Далее, как и при доказательстве теоремы 4 убеждаемся, что
р{х)—р{х), q(x)=q(x) п.в. на [0, к]. Теорема 5 доказана.

В случае простого спектра тем же методом можно доказать тео
рему единственности восстановления функций р (х), q (х) по спектру 
и так называемым „весовым“ числам. „Весовыми“ числами задачи L 
будем называть числа

X X

ап = 1-п J<PS (х, Ад) dx— J р (х) ф8 (х, А„) dx. 

о о

Теорема 6. Если при всех п — Ая, ая = ։я, то р (х)—р (х), 
q(x) = q (х) п.в. на [0, «].

Как и ранее считаем, что р(0)=/=0. Так как функции ф (х, а), 
Ф (х, А) являются решениями уравнения (5), то

('■ + I1) (х, >>) ? (х, р) dx — 2 Ср (х) ф (х, а) ? (х, р) dx =

о и

= ֊ ~ А (< ) ֊ ri (О, А). (19)
/. |А ,

Далее, так как все с.з. простые, то хя=1 и, используя (13), (14), на
ходим

i (х. 1՝Я)==С1ЯД (ая) ф (х, ая), С1Я =/= 0.
Отсюда и из (19) получаем, что cjn (2։я-|-/)= —1 и, следовательно, при

условиях теоремы си = С1Я. Но тогда функции

Dj(x, I.)— —-— (6 (х, 1.) «рО-։> (х, а) ехр (—г։? (и) + га (-)) —
•А (>•)

— f(x, X) ф(/-։) (х, ).)), /=1, 2 



О краевых задачах 405

при фиксированном х £ [0, я] являются целыми аналитическими по X 
функциями 1-го порядка конечного типа. Далее, как и при доказатель
стве теорем 4, 5 находим, что Ог(х, >■) =Р, Па(х, ).)=О (х), £> (х)Х

/'Р (*» л) = '•? (х, 1 )• Следовательно, как и ранее, получаем, что р (х)=

= р (х), (х)=</ (х) п.в. на [0, я].
Теорема 6 доказана.
3'. Рассмотрим краевую задачу £=£(р(х), ч (х), £/, И)

— у"+ (2>֊р (х) + <7 (х)) у = X2 у, р (х), ч (х)^Ъ (0, я), (20)

и(у)=Рг (>•) У՛ (0)֊ Ро ()֊) у (0) =0,
V {у}= R. у' <я)+ R. (I) у (я) =0, (21)

где

рк (՛■) = £ РЧ] V, R к (X) = У г к! Х£ рк, 1к =Л о, г к. =г= 0. 
7=0

При этом считаем, что многочлены Рг (X) и Роф ), а также (X) и 
Л'о (/•) не имеют общих корней: кроме того, считаем, что р1,։, = 1 (ес
ли -»!֊}-1>а0), ро. «,=1 (ах +1<о0), п,„=1 (т14-1> ТО), ГО, ~1 (И'Ы^Ло) 
и, если Р1(՝1.)=0(Р0 (Х)=0), то з^—1, р0(Х)=1 (оо= — 1, Рх (X) =1). Ана" 
логично, если Р1(՝1.)=0 (Ра (Х) = 0), то тх = — 1, Р0(Х)=1 (т0= —1, 
Р։ (Х)=1). Обозначим з = тах(з1 (-1, з0), т — тах (тх + 1, т0). Пусть 
՝1.п— с.з. задачи £. Для этой задачи можно провести исследования, 
аналогичные вышеизложенным. Приведем некоторые результаты. Для 
простоты ограничимся случаем, когда

ак = ро,*.+ (—!)*• ։ р1,В1=/=0, 6* = го, т,+(—1)‘-։ л,^=г=0.
Это условие можно заменить более общим, но при получении теорем 
единственности совсем отказаться от него нельзя, что показывают 
вышеизложенные результаты.

Пусть функции «р (х, X), •!> (х, X) являются решениями уравнения 
(20) при условиях (0, X) = Рх (X), <р' (0, Х)=Р0 (X), ф (я, Х)=Кх (X), 
6' (я, Х)= — /?0 (X), и пусть А (Х)= Рг (X) <р' (я, Х)+ Ио (X) (к, X).

Отметим, что для краевой задачи (20), (21), как легко видеть, 
остается справедливой лемма 1 и соотношения (13), (14). Как и ранее, 
совокупность чисел (Х„, 7Я,) будем называть спектральными данными 
задачи £. Справедлива следующая

Лемма 3. 1) При фиксированном х£[0, я], |а=0, 1 и при|Х|-»со 
имеют место асимптотические формулы

ф(!х) (х, X) = Х’+и-1 (ах (—։֊)н-։ ехр (— 0х + (а (х)) [1] +

+ а։ ехр (Р-х— ։а (х)) [1]),

ф(|1) (х, Х) =---- Х'+н-1 (6Х ехр (— /7. (я— х) + ։։ (я) — га (х))[1] +

+ 62 (—г՜)11՜’ ехр (гХ (я—х)— га (я)+га (х))[!]),
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Д (k) = А. /.«+-֊։ (— ах6х ехр (— /Хг + ։а (*))[!] + 

+ а։62 ехр (0՜ — fa (к)) [!])•.
2) При п — ± справедливы формулы

1„ = п + /.х + о (1), Тло= (— Ц+о (1)],
причем при достаточно больших п все с.з. являются простыми 
нулями функции б (X).

В самом деле, известно ([6]), что в каждой из полуплоскостей 
1тХ<_0, 1т>->-0 существует фундаментальная система решений 
ук{х, X), £=1, 2 уравнения (20) такая, что при |Х| —■ оо

уР(х, X) = (— 1)^-(/>-)!1ехр ((—1)* (Рх—/а (*)))[!], р = 0, 1.
Тогда <р (х, Х) = Сх (>)У1 (х, X) + Ся ('•) Уз (х, X), где коэффициенты 
С* (X) находятся из системы

Сх (X) ,у։(л) (0, ))4-С2 (X) у^ (0, Х)=Р,_11 (X), и=о, 1,

то есть Сх(Х)= -֊iaxX’-> [1], С։(Х)=-±։а,Х-1 [1]. Отсюда полу-

чаем асимптотическую формулу для функций <р<н-> (х, X). Аналогично 
находим асимптотическую формулу для функций (х, X). Формула 
для Д (X) теперь становится очевидной. Используя полученную для 
функции Д (X) асимптотическую формулу, известными методами (см., 
например, [7]) получаем асимптотическую формулу для с.з. Хя. Нако
нец, формула для чисел 7ло очевидно следует из асимпотических фор
мул для <р (х, X), Ф (х, X) и для с.з. Хя.

Наряду с £ рассмотрим задачу Ь=Ь (р (х), д (х), П, И), где

У(у)=Р1 (X) У՛ (0)- Ро (X) у(0), V (у) = R, (X) у' + яо ().) у (к),

Рл (X) =" 2 P*J Н, Rk (Х)=£ rkj ՝н, pk ~ =/=0, rk ■? ¥= 0. 
y-U у—U

Теорема 7. Если при всех n Хя=)п, (п-^=1пЛ'1= 0, *Л~1), то
рМ = р (х). Ч (*) = <? (*) п-в. на [0, к], P*(X)=ft(X)> /?*(Х)=/?* (X), £=0,1.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 4> 
строим функции Aj (х, X) по формулам (17) и убеждаемся, что при 
условиях теоремы А; (х, X) при фиксированном х^ [0, к] являются 
целыми аналитическими по X функциями 1-го порядка конечного типа. 
Далее, используя лемму 3, получаем, что а = з, т = т и при фикси
рованном х£[0, F], |Х|->. СО, arg х=9=/=э, к, Дх (х, X) = О (X֊1), Аг (х, X) = 
— 0(1) и, следовательно, Лх (х, Х)=0, А2 (х, Л) ^А (х). Как и в тео
реме 4, отсюда получаем, что

Д (х) <р (х, X) =<р (х, X), А (х) (х, Х) = Ф (х, X) 
и, используя лемму 3, находим, что
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А (х) = ага\ ' exp (/а (x)— ii (х)) = а. aj ’ exp (—ii (х)+ i i (x)) 

и, следовательно, A (x)= A — const, то есть

A <? (x, /.) a ? (x, >•), A. -j (x, / )= •!/ (x, '■), A Pk ().)=Pk (/.),

A Rk (/.) = Rk (/.).
В силу нормировки коэффициентов многочленов получаем, что А =1 

и, следовательно, р (х) = р (x), q (x) = q (х) п.в. на [0, -], Р* ('i.)=Pk (/)

Rk (t ) = Rk (/•), Теорема 7 доказана.
Как и в п. 2, здесь также можно получать теоремы единствен

ности восстановления функций р (x), q (х) и коэффициентов краевых 
условий по двум спектрам или в случае простого спектра—по с.з. и 
некоторым „весовым“ числам. Приведем, например, теорему единствен
ности по двум спектрам. Пусть >.Я|—с.з. задачи Lx — L (р (x), q (х), 
U, К), где

.1
V,(у) = /?}(>.)у՛= f <2*0. 

y-U *
Обозначим

5(/.) = R1, (/.) Ях (>-)— Я! ()) Яо (>֊)= S '՛'■ m = t 4- :։֊1, 
у-О

x1=max (-J -J- 1, -J)

и предположим, что у задач L, 1^ нет общих с.з. Пусть ЛЛ1— с.з. за

дачи Lx = L(p (x), q (x), U, где

” i

К (у) = £} (>-) у՛ («)+ (>•) У («). йо.)= V ;; м, л =^о.
J-0 *

Теорема 8. Если при всех п = )п, ал1 =>.„i, =-^j (j-= 0, zn),

то p (x)=p (x), q (x)=g (x) п.в. на [0, т:], Pk (/.) =P» (/.), Rk ().)= Rk (/.), 

Я1(Х)=Я1 ().), *=0,1.
Доказательство. Обозначим Дх ()•) = Я[ (л) <f՛ (-, kJ-j-P,1, (k)X 

Ху (г., /.). Учитывая (11), получаем, что в окрестности точки /֊ = >֊„

s (>.) = д p.) V, <;Л (х, >.)) + s д ().) д։ (>.), (22)
>-i (>.—>»)’

причем S (>-л) =/= 0. Из условий теоремы следует, что

А ().) ДЛХ).^/.)^^.)]֊։—^-const.

Тогда, используя соотношение (22), получаем, что при всех n, v=l, хя

c,n-c~n—Q. (23)
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—1Отсюда, учитывая (14), следует, в частности, что 1л0-Հոօ = const и, 
следовательно, □ =□, г=т. Из соотношений (11), (23) вытекает, что 
при фиксированном х£[0, «] функции

Wj(x, >.)= —(Ф (*• ’) ?~'՜՜” >.) X
Д(/)

X Ճ1ԼՀ- ? (х, X) (х, },)), / = 1,2

М)
являются целыми аналитическими по X 1-го порядка конечного типа. 
Используя лемму 3, получаем, что при фиксированном х£[0, “] и при 
|Х|-» со, arg /.= 9^0, it Wx (х, X) = О(Х-1), IF, (х, X) = 0(1) и, следова՜ 
тельно, IF, (х, lF։(x, Х)= W (х). Далее, как и при доказатель

стве теоремы 7, получаем, что р (х) —р (х), q (х) = q (х) п.в. на [0, -], 
Л (Х)=Р* (X), /?й ())=/?, (л), (՛■) = R՝„ (л), k =0, 1. Теорема 8 до
казана.

Заметим, что теоремы 7, 8 являются обобщением известных ре
зультатов для классической задачи Штурма—Лиувилля (см., напри
мер, [1], [8]). В заключение укажем еще на две работы.

В работе [9] исследуется обратная задача для уравнения (20) с 
краевыми условиями, не зависящими от параметра >, а в [10] рассмат
ривается краевая задача (1), (21) для случая, когда (X)=g*։, /?*(>•)= 
= gki ՚ + £*3.
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Վ. Ա. 5Ո1՝ՐԿՈ. Պարամետրով եզրային պայմաններում եզրային խնդիրների մասին (ամ
փոփում )

Հոդվածում ուսումնասիրվում ( հետևյալ եզրային խնդիրները

— у" + (2'֊р (х) + д(х)) у = >?у, 0 < х
Л (>■) У՛ (0) - Ро (>>) у (0) = Rt (X) у' (т.) + R„ (/.) у (п) = 0, 

որտեղ PjeO‘)t R բազմանգամներ են։ Ստացված են р(х) և Q (х) ֆունկցիաների
վերականգնման միակության թեորեմներ։ Ռեջեի խնգրի համար ստացված են սպեկտրի բացա
կայության անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ։

N. A. JOURKO. About boundary value problem» with a parameter in boundary 
condition» (summary)

The article deals with boundary value problems of the following form

— y"+ (2,֊p(*)+ q (*))y = '>.2y, 0<x c՜.
A (’■) y՛ (0) - Po (>■) y (0) = R, (X) y՛ (It) + Ro (/.) y (r.) = 0, 

where P*(X), Rk().) are polynomials of X. We obtain theorems concerning the existsnce 
and uniqueness of the functions p (x), q (x) and of boundary conditions coefficients 
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when some spectral data is given. For Regges problem necessary and sufficient con
ditions to have no spectrum are obtained.
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