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հարադրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հողվածներ հրապարա- 
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմ ատիկաո ամ- 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1, Հողվածների ծավալը, ռրպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ)։

Մեկ տպագրական մամույը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' եւմբա գրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամբ։

2. Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակովւ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրաժեշտ է կցեջ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում , իսկ ւիոքրատաոերը' երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4, Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էշերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էշի ձախ մասում։

Տ, Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերշո։մ, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ 
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա

տասխան տեղում։

6, Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փուիո- 
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

- 7, Հողվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման 'Ժամկետ համաովում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մեիժվան դեպքում հեզեն ակին վերադարձվում է ձեոագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իբավյլլնք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու
մով։ * /ք

Տ. Հոդվաձք, վերշում անհրամեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար, 
ված՛ է' տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորադրի հոդվածը, նշի, իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։
11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

հւմըո,դրության հասցեն' հրեան, Մարշալ Բադրամյանի պոդ., 24րւ Գիտությունների ակա- 
ղևմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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А. Г. КАМАЛЯН, А. Б. НЕРСЕСЯН

ОБ ОБРАЩЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
С ПОЧТИ РАЗНОСТНО-СУММАРНЫМ ЯДРОМ

Введение

Как известно (см. [1], § 7), исследование интегральных опера
торов на полупрямой с разностно-суммарным ядром сводится к реше
нию задачи Римана с карлемановским сдвигом. С другой стороны, 
Л. А. Сахновичем ([2—4]) предложен метод обращения оператора об
щего вида с разностным ядром, основанный на предварительном ре
шении четырех уравнений.. Некоторые из этих результатов перенесе
ны на случай разностно-суммарных ядер ([5]).

В работах [6, 7] были введены интегральные операторы с ядром 
К, „почти разностным“ в том смысле, что

/ д д \
( Г + ) К (х’ ° = 2 Рк (х) <ол)
\Ох (К / *-1

Как оказалось, построение обратного оператора в этом случае ана
логично случаю разностного ядра (т. е. когда р* — дь =&).

В работе [8] были изучены операторы с ядрами, удовлетворяю
щими уравнениям с частными производными, обобщающими соотноше
ние (0.1). В частности ([8], § 4), было показано, что уравнение пар
ного типа с ядрами вида (0.1) поддаются исследованию на разреши
мость. Последние результаты, как и некоторые результаты работ 
[2—4], были перенесены на уравнения со многими ядрами типа (0.1) в 
работе [9]. В работе [13], по сути, также изучаются операторы по
добного типа специальной структуры.

В предлагаемой работе изучаются интегральные операторы с яд
рами, удовлетворяющими (в обобщенном смысле) в скалярном случае 
соотношению

/ дг д2 \ л՜
(т՜»“ уг) К{х՝ = 2 Р“ <0֊2)
\ С/Х* О1* / /։ -1

Такие ядра естественно считать „почти разностно-суммарными“.
Структура резольвентных ядер таких операторов изучалась в 

[8] (примеры 2, 3). Ниже показано, что на этот случай могут быть 
перенесены основные результаты работ [2—5, 9].

§ 1. Нётеровость некоторых интегральных операторов 
с почти разностно-суммарным ядром

1°. Рассмотрим в Ь2 (/?) интегральный оператор
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(Ку) (х)=>у (х)+ |Ц/ (—х)— ' К. (х, t) у (t) dt (1.1)

с ядром следующего вида:

где X, ri — матрицы-функции (n X n), pi — (n X а)(а 1) с эле
ментами из L1 (Л)(։=1, 2); qt (/=1, 2) —матрицы-функции (аХп) с эле 
ментами соответственно из L1 (0, сс) и L1 (— <», 0).

В (1.2) не входят значения (/) при и <?а (0 ПРИ так 
что можно доопределить эти функции на всю прямую, считая qx(f) = O 
при /<0 и 41(1)֊= 0 при <>0.

Интеграл в (1.1) понимается в смысле сходимости в L3(R). Ин
тегральное уравнение с оператором (1) запишем в общепринятой՜ 
форме

Ку = (>7 + \iW-K) у = g, (1.1')
где

(Jy)(t)=y(f). (Wy) (n = y(-0,
ОО

(Ky)(t)= j К (6 т)у(г)^.

— «•
В дальнейшем будем обозначать через 5 оператор сингулярного 

интегрирования вдоль вещественной оси с ядром Коши

(sT)(o=A Г^֊^, 
r.i J т — t

а оператор умножения на матрицу-функцию а (I) — той же буквой' 
(а?)(<) = а (*) <Р (0-

Прямое и обратное преобразования Фурье, соответственно,, обо
значим ОО ОС

(Г<р) (?) = ; (?)= Ге'« <? (/) Л, (5֊ <р)(?)=; (?) = Ге-'« <р(0 Л.
з 2« и— — м

Рассмотрим матрицы-функции
ОО

®/(0= Гм*-т) <?/(՝) <*’> 1 = 1,2 (1.3)
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«•/(0= i />. (/ + •։) qi(~) d~, f=l, 2. (1.4)

В дальнейшем через Еп обозначим единичную матрицу.
Основным результатом § 1 является следующая
Теорема 1. Пусть pt (։ = 1, 2) обладают первообразными, 

принадлежащими Т'„ (R) и р.| —|р|=£0. Тогда для того, чтобы ин
тегральный оператор (1-1) был нётеров, необходимо и достаточно 
выполнение следующего условия:△ (0 =
=det( Z£՞’ ~ kl ~ '?'P1 ( 91 ?£л~ Г1 Ц 0.

—^Ел + гвС—?) + «">։(—')?։(—>£"+*։(5)+Я-։Р։(։)<7։(—В)/
(1-5)

При выполнении (1.5) индекс интегрального оператора (1.1) вы
числяется по формуле

Ind K=Ind Д (/) =Var arg Д (t), — го I 4- оо. (1-6)

2й. Доказательство теоремы 1 основано на сведении, при помо
щи преобразования Фурье, к сингулярному интегральному оператору 
с карлемановским сдвигом. Предварительно докажем две леммы.

Лемма 2.1. Пусть ■; (х, —<ю<х, f<^oo)—измеримая по
обеим переменным функция, обладающая следующими свойствами:

а) существуют функции hlt ha^Ll(R) такие, что
|Т (■»••, /)|<Л1 (х—0 + А։ (х + f),

(б ) Для любого s>0 существует 5 = о(е)>0 такое, чтоСО
j 17 (х + 'n, t) — 7 (х, 01 dt < S при |А| < 8.

Тогда f (х, t) порождает в каждом из пространств £/(/?) (К 
■%' р -С со) линейный ограниченный оператор*00

(Гу)(х) = J I (х, 0 у (/) dt.

Эта лемма во многом схожа с леммой 6.1 [10] и ее доказатель
ство, приведенное в [10], с несущественными изменениями проходит и 
здесь.

Рассмотрим матрицу-функцию
tx+1—x

<|» (Х, 0 = [ J Р (“) Я (') dadt (1.7)

0 X-t+t

’ Для (/?)(! <р<оо) интеграл понимается в смысле сходимости в 1? (R)‘
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(где Р (х)-матрица-функция (л X а), <7(х)-(*Хл) с элементами из 
Л1 (R)); матрицы-функции у± (х), ш± (х)*

V* (х) = У \р (х—01к (01 л. (х)=] 1<7 (01 л 

и порождаемый ф (х, /) оператор

(Чу)(х)=у ф (х, 0^ (О Л- (1-8)
- 40

Лемма 2.2. Пусть матрица-функция р (х) обладает пер
вообразной из А1 (/?). Тогда (г) —ограниченный оператор на 
каждом из Ь°п (R), (П) В пространствах (R) и 1?п (R) для пре
образования Фурье Ч'у справедлива формула

(Ту)(с) = г2к5֊> Р (0 ( | ч+ (0 - ֊ <7 СО I У (0-
(I 2 |

-I ?»(։)——-?(։) |у(Ч-^1. (։„
I 2 ] 2^г □ 7) —; I

— "О

В операторной форме (1.9) примет вид

£9г = г-2^->р{Л _ 1 ;\г-֊(д+-±;)г- 4 5(дГ-+;Л) [ .
IX 2 / \ 2/ 2

(1.9')
Доказательство. Легко видеть, что (г’) достаточно доказать 

в скалярном случае (п=1).
Покажем, что в этом случае функция ф (х, 7) удовлетворяет уело 

виям а, в) леммы 2.1
Х+1 г

|Ф(х, 0К У у|р (и—0П<7+ ("Ж'Л +

*-»+2? о 
х—г г

+ У рр (и-н)1|«7- (')| г/-г/и •< С (и+4֊ ш~)(и)г/и

х+ г —2т о У_/

< (И+ + 1Г-)(х + <) + (и*֊ - 1Г-)(х - о,

х+Л+/

откуда следует свойство а).

Всюду в § 1 под ?+(/) (?_(/)) будем понимать функции, равные нулю при 
г < о (г > 0) и (г) - <(>_ (г) = <р (<).
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< | И+ (л + л + 0֊ V* (х + 01+|И- (х+ А + О- V- (х + 01 +
+ 11Г+(х + Л -/)֊ (х- 01+р-(х + Л-0- 1Р-(х-0|.

Из этого неравенства непосредственно вытекает свойство б), 
что и доказывает первую часть леммы.

Формулу (1.9) вначале докажем для Пользуясь
теоремой Фубини, получим

= ! Р (0 5՜1 У е-пе | ^е*4՜ 9 (х) (О л ~ 

- ֊ о
о» I

—г р (5) ?"* у е“£ | у е՜'" д (") у (/) Л. 

— о
Обозначая, соответственно, через .Д (?), _Л (?) первый и второй инте
гральные члены последнего равенства, получим

(^)(?)=г?֊’ Р (О[Уг (0-Л («)]• (1.Ю)

Имеем (?) = 2кд+ (?)г/ (?) —/+(?), где
СО

/(х) =У<7 (' + 0» (0 Л.

Пользуясь равенствами
00

/+(«)= ^֊7(0 4^7 [ <*Ь 7(Е)=2«9 (0 ;<5)
2 2я/ 3 7)—?

для /х (?) получим

2к 2 ] 2«։ и ■»։ — ?— е»
Аналогично для /։ (?) имеем

/։(?) = 2к?+(?)2(?)-2«/+(5).

Воспользовавшись теперь тем, что
00

7+(О=-у7(«)~(’ 7(О=д(3)^Ю,

2 2кг J т]— ? 
— со

получим 
00 ** хч

7֊ЛЮ=[^(0֊֊?(;)^(0+-гГ (1.12)
2к I 2 J 2к/ 3 7} — ?

Подстановкой (1.11) и (1.12) в (1.10) получим формулу (1.9) для
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Рассмотрим два оператора

Г. = /2я5֊’ р 9+֊֊ ----7’) Р ~

Нетрудно убедиться, что эти операторы являются линейными 
ограниченными операторами на £?(/?) (по поводу ограниченности опе
ратора 5 см. § 3 [И]).

В силу доказанного эти операторы совпадают на плотном в 
£’(/?) множестве (/?)П £;(/?), поэтому из-за непрерывности они 
совпадают на £• (Л). Равенство Т1=Тг окончательно доказывают 
лемму.

Подставляя в (1.9) вместо р (/)• Я (О» У (О соответственно Р1 (7), 
41(1)1 У± (^)> получим для

р/(и) д/(՜) (О = 1» 2
— оо О А*— /-Ь-

следующие формулы:

С^117+)(5) = *«5՜1 Р։ (?) У+ (•) — 91 0) У* (’) ~

1 (' 91 (т.) У+ (т<) 4-91 (4) у+ М ։ ц 13)
X • " 4 — 5’ /

(’Р։У_)(5)=п։5~։ Р։(5) |д։(6) у-(5) —9։ (5) У- («)՜ 

°՜ X* *х *х л
___ к Г 9« Му- (л)+ <7,(4) у- (4) (2л4) 

К1 3 4 — 5 1

Перейдем теперь к доказательству основного результата.
Доказательство теоремы 1. Записывая у (/) в виде раз

ности у(1)=у+(1)—у-и подставляя в (1.1')> получим
а>

(Ку)(х)= [Ху+ (х) + ну+ (- х)— С к։ (х—()у+ (0 -

( '•1(' + 0?+ (0Л-(«г։р+)(х)}֊[ку_(х) + (1у_(-х)- (1.15)

(х— 0 у_ (О Л— г։ (х-Н) у. (О Л — (Ф։у_)(х) ’ = $ (х).
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Применяя преобразование Фурье к обеим частям (1-15) и труп 

пируя коэффициенты при у+(1), у- (—?), У- (;)>У-(—О» — пользуясь при 
этом формулами (1.13), (1.14),—получим

(Е?)(?)=(/= Кр)(5)=Л ։ (?)у^ (?) + А (?) у-Н) 4-

+*> (?)у+ (- ?)4 В. (?) у_ (- ?) + + (1Л6)
и т/ — ? 
— "в

С։ (?) Г Р2 (7<) у-(7,) , Сх (?) Г А (֊ 7,) у,. (-,) , ,
----------- I----------------- ----------- а 6 ”1' ------------ I ----------------------- ----------------- о7] “Г 

«I V՛ у/“"'------------------------------- и У—*— а» —в*

+с։(?и (֊,); (-7,)^^^

«Г 3 7}---- ?
— ав

где
А, (?)=(-!)'+’{ }•£„֊£, (?) + (֊ 1р1 X*՜1 (*) *(֊«)] ’

^(г) = (-1)'+1[^-г/(?)+(֊1)ууг-’р; (?)}> (1.17)

су(?)=(-1)ж±н֊1 (0> А (Ов;и_?), у=1>2.

Таким образом, уравнение (1,1') свелось к своеобразной гранич
ной задаче (для пары аналитических в верхней и нижней полуплоско

сти вектор-функций у (?)), содержащей сингулярный интегральный 
оператор. , ‘•

Применяя формулы Племеля — Сохоцкого ([11],' § 3): и пользуясь 
тем, что 52 = / и За— аЗ, —при непрерывном а (/), —вполне не
прерывный оператор (см. [11], § 3), нетрудно убедиться в справед
ливости следующих формул:

<Л(?) г ох(г1)у+(г1) յ 1 „ ,
л т) — ? 2—— ев

+ С^ в^\ Г уД (Л^) (^} . . ֊ (118)
2^ Л . . ..... • — ог. К *; Ь 1 • ’ ՝ •

с2(?) Г £>, (7,) (тЭ 1 '
—— I -------------------- в7(= — С2 (?) £2( ?)у (?) —

0 — с 2—• м

_ с.«)Д.(о г ^,+(Л,^ (5)> (1Л9)
Л 7) — <
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00 л

АД) Г Щ-^У- (^)^= A А (В) А (- 6) у (- В)— 
«1 J 7) — В 2

А(В)А(-0 Г (1.20)
2кг J 7) 4- В— ОО

АД) с At֊7?) у-(-т) = _ А с։ (В) А (—В) У (- в) +
кг J tj-B 2

+ А(В) А(-£) Г (1.21)
2кг .) V + В

где N|(։i = l, 2, 3, 4)—вполне непрерывные операторы.
После подстановки формул Племеля—Сохоцкого и (1.18) — (1-21) 

в (1.16), получим
00 л

(Ьу)(В) = а (В) у (В)+ Ь (В) у (- В)+-М$- Г ^֊^+ 
кг J "Ч — ։— ОО

00 л

+ —Г ^-֊֊^Н^у) (В) = НВ), (1.22)
кг J т; -|- В

—>00
где

«(«) = “Мх («)- А (5) + А (В) А (В)+С։ (В) А (В)},

Ь(В)=? А{51($над_С1(5) А(-В)-С։(6)'А(-В)}, ‘ (1.23)

с (В) =֊-'{А (В)+ а։ (Е) 4- А (В) А (В)֊ А (В) А (В)),
Л։

л (В)=А{в1(;) 4-А(В)~ А(В) А (֊«)+А (В) А (- В)}, 

а (Л/у)(Е) вполне непрерывный оператор. Уравнение (1.22) является 
сингулярным интегральным уравнением со сдвигом Карлемана а (^)=—

Как известно (§ 32, [11]) условие нётеровости оператора Ь в 
определяется из соотношения

А (В)= ֊ det /а + с (~Е) 6 
krf(-E)-5(֊(6) c(E)-a(E)J

и индекс оператора L равен

(1-24)
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Ind L = Ind А (В). (1.25)

Но так как (L ։/)(-)=(^К։/)(;), то есть LF = /:K, то условия нётеро- 
вости L и К одни и те же, причем Ind L=Ind К. Чтобы закончить 
доказательство теоремы, остается подставить в (1.24) формулы (1.23)։ 
а в полученный результат—формулы (1.17).

3°. Приведем некоторые замечания.
Замечание 1. Предположения относительно первообразных 

р, (/=1, 2) (см. (1.3), (1.4)), в условии теоремы, нельзя отбросить или 
ослабить другими предположениями, так как нетрудно заметить, что 

при этом теряется непрерывность функций (4՜ y+)(t) (см. форм. (1.13), 

(1.14)), что означает, что оператор К не переводит пространства 
L\ (Л), в себя. Это следует из того простого факта, что преоб
разование Фурье абсолютно интегрируемой функции есть непрерыв
ная функция.

Чтобы первообразные vi, wi (z = l, 2) принадлежали простран
ству L\(R), достаточно, чтобы этим свойством обладала хотя бы 
одна из пары матриц-функций pi, qi (i = 1, 2).

Замечание 2. Можно было бы рассматривать уравнения

у + Kty = g, (1.26)
где K/(z = l, 2)—операторы вида К в (1.1). Нетрудно видеть, что 
преобразование Фурье переводит это уравнение в интегральное урав
нение с обратным сдвигом Карлемана и комплексно сопряженными 
значениями неизвестной функции. Теория Нётера этого уравнения да
на в § 8 [11]. Используя эти результаты, можно выписать условия 
нётеровости уравнения (1.26) и найти индекс.

Замечание 3. В случае когда |Х|—|и|=0 в (1.1) надо еще на
ложить условие на бесконечности, обеспечивающее осмысленность 
формулы (1.6) (см. [1]).

Замечание 4. В скалярном случае п=1, а =1 функция К (х, t) 
в (1.2) есть не что иное, как обобщенное решение уравнения

/ д2 д* \ *(*>')==? U) <7(0\ ах2 at-)
в классе £1 (/?), где р (х) q (7) =pi (х) qi (t) (ii = 1 при г =2 при 
*<0).

Замечание 5. В случае аналога уравнения Винера—Хопфа 
(когда в (1.2) ка (х) = гг (х) =ра (х) — (х) = 0 и (1.1) рассматривается 
для х > 0), определитель А в теореме 1.1 нужно считать равным эле
менту матрицы (1.5) в левом верхнем углу.

§ 2. Обращения общих интегральных операторов 
с почти разностно-суммарным ядром

1°. Рассмотрим интегральный оператор, действующий в L2 (0, о>) 
и определенный формулой



196 А. Г. Камалян. А. Б. Нерсесян

ЛШ=Р. 4֊^. (2Л)
где 

ш
(P„y)(x)=^[jz(O[Hx-O+r (х + 0] dt (2.2)

dx- J
, ' ■ °

ш t X +1—
('P«.,y)(x)=~p (П { J J q(֊-) p (u) dud֊\ dt, (2.3)

О О X—< + •։
где элементы кк1, г'к1(\^к, I С п)> ры (1^ к -С«, <?*/ (1 <
<£<л, 1</<а) матриц к' (х), г' (х), р (х), д (х) принадлежат, 
соответственно, /.* (—и», о»), А2 (0, 2>и), А՜ (—(и, 2Ш), А՜ (0, <и).

Существенную роль в дальнейшем будут играть матрицы-функ 
ции /V* (х), Мь(х) (к—\, 2, 3, 4, 5), $(х, /), удовлетворяющие со 
отношениям (Еп — единичная матрица)

/Viu •* » 1 --  *-'Л
К„ N. = хЕп

К. N։=M(x)

KnNt = M0(x)
Kv Ns~ р (х)

Q(x, 0=S

где строки матриц /V#, Мл (Ar=lJJ

1 —
к;ма=лг0-(х)
К;М, = Е„ ■ (2.4)

ГшМ4«х£я 

^м։=л/;(х)

7 (0 N. (х), (2.5)

■ •, 5) принадлежат (0, ш), а

М (х) = — [к (х) 4- г (х)|, Мо (х) = к' (х) — г' (х),

N (х)=к (— х)4՜ г (х) 4- i q (-) I p(t)dtdz, (2.6)
: 0 x

^о(х) = Л'(-х) 4-r'(x)4- J<7 (0 [p(x֊O— p(t — x)] dt;

I

7VP(x)=2j dt.

0

Через обозначим совокупность I раз дифференцируемых вектор- 
функций <р(х) таких, что Ф։'>(х)6^(°. “)• На определим one- 
ратор

о» ’
Тф =ф (0) (х)+ ф' (0) М (х) — j ф" (t) Q(x, t) dt+

О
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+ 4՜ [ </_*) м (оdt —7?' (°) i м (“)du+
£> Л ~ о)

t֊y=?"(O)

О) О»
+ -֊- j’x" (f - х) (О dt- ֊ < (0) J /V, (и) du — (2.7)

О, •».Xjr — t
---- j ----------  Х 

х ü
« о»

4֊ -—- j (х — t 4֊ и) Q (t, и) dudt. 
X t-x

Легко видеть, что 7<р £ L2 (0, ш).
Пусть 

х t
(Аоу)(х) = — J j у (и) dudt, y£L2„(0,u>). (2.8)О о

Соответственно получаем
о» г»

(А*У)(Х)=~ У J У («) dudt> У^^п (°’ *“)• (2-9)

X t

2°. В работах Л. А. Сахновича-[2, 3] и И. И. Кальмушевского 
[5] показано, что в случае разностного и разностно-суммарного'ядер 
построение обратного оператора сводится к нахождению конечного 
числа функций типа Л* и Мк- Покажем, что эти результаты перено
сятся на случай оператора

Справедлива следующая
Лемма 2.1. Для любого ограниченного оператора Ка вида 

(1)—(3) имеет место равенство(-^о Ло»՜ Лш -^q) У =
(0

= У У (0 [М (х) 4- N(t)+ No (О х4-.^ (х) 4- N„ (О Р (х)] dt. (2.10)

Доказательство. Kik и в [5] доказывается равенство
(^4q РL Рм ^4у) у —

tu
= У У (0 I—[* (х) + Г (х)] 4- [А: (—1)4- Г (0]| dt 4- (2.11)

и
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о
Учитывая (2.3) и (2.8) имеем

у(«)

о о ։»-' с1'<1и +

■)— р (" — и)] (IV.
О О

Окончательно получаем

А0՝¥„у = (и)
О о

р (/) сП [ с!~ски ֊г

(2-12)
о 6

V
— и)] </' [

о и
Учитывая (2.3) и (2.9) имеем

V V
( [р (х + I — •։) 4- р (х

о о

+ 2
о

(и—/) 9 (^) Л 1р(х) <Ри. 

о • '

Окончательно получаем
ш у

Чгю А* у- I у (о) I 
о о

У (и) Мр («) р (х) &и.

(I
(2.13)

Из (2.11), (2.12)), (2.13) получаем утверждение леммы. Формулу (2.10) 
можно записать в виде

(Аа к„, К,иА0) у = (у, ТУ*) Еп -р (у, Л/*) хЕп -|-

+ (у, £„) М(х)4- (у, (Еп) Мо (х) + (у, АГ) Р (х). (2.14)
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Лемма 2.2. Если существует ограниченный, оператор Та, об
ратный оператору К-,, то имеет место следующее равенство:

(Т,А0 — Г«,) у = У (0 <2 (х, О <Ц. (2-15)
О

Доказательство леммы следует из равенства Та Ао— Ао Т„ — 
= Т„ (А0Къ — К.и Л*) Та, и формул (2.14), (2.4), (2.5). Операторные 
уравнения вида (2.15) рассматривались в работе [12]. Следующая тео
рема непосредственно следует из результатов, полученных в указан
ной работе.

Теорема 2.1. Пусть ограниченный оператор Тш удовлетво
ряет уравнению (2.15). Тогда справедливо равенство

я* С д։
и дв3

о
(2.16)

где

скнйг + V (х -+-$), х — 5 < 0,

Фи<1и + V (х 4֊ з), х — 5 >0,

а V (х)—некоторая матрица-функция такая, что У(х)=0 при 
х> ш.

Таким образом, обращение оператора Ка сводится к нахожде
нию матриц-функций А* (х), Мк (х)(&=1, 2, 3, 4, 5) и И (х).

3°. В работе [4] Л. А. Сахновичем предложен метод нахожде
ния правого обратного оператора на для оператора с матрич
ным ядром, зависящим от разности аргументов. Этот метод, опираю
щийся, казалось бы существенно, на разностую структуру ядра, на 
самом деле может быть перенесен на случай оператора Ка.

Теорема 2.2. Пусть оператор Ка, определенный по форму
лам (2.1)—(2.3), ограничен в пространстве (0, ш) и существуют 
матрицы-функции Ии (х), Мь (х)(&=1, 2, 3, 4, 5) с элементами из 
I? (0, ш), удовлетворяющие соотношениям (2.4). Тогда оператор Т, 
определенный по формуле (2.7) на — правый обратный для 
оператора К», т. е.

Ка ТТ = <р, <р’6В^»я. (2.17)

Доказательство. Положив £ц = и £։ — введем мат
рицы-функции т=3, 4— рекуррентным соотношением 

ш
—£т+2 = ֊ ( Г£т (0 п (0 Л л; (х) 4֊
т (т Н- 1) и

О
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+ £т (0 Л'оО) Л-М(х) + | £„ (О (х) + 
□ о

+ |м)/ЛЛ(х) + [՝£^(/)Л'р («ИЗД | + (О и-х) Ц.

0 0 х
(2-18)

Действуя оператором Кт на обе части равенств (2.18) и пользуясь 
формулой (2.10), полагая у = Ьт, получим

Ао К... Вт =---------------- Ка. , т = 1, 2, • • •. (2.19)
т (т 4֊ 1)

Вспомнив теперь формулы (2.4), по индукции получим следующие со
отношения:

(2.20)

(2.21)

К... Вт = х”-' Е;„ т=А, 2,--.
Следуя [4], положим

* (ГАтЯ(х, Х)= V 
гп «о /и!

Введем норму матрицы А (х) = [а/;)"/-: следующим образом:
во / я с '1/2

М(х)3=(,£ I |а,/|։Л1 • 
о

Из соотношения (2.18) имеем
Ст (т + 1) (£и|, т. е. 1^т+т1 < Ст (/п + 1)!,

откуда и вытекает сходимость ряда (2.21) при )/.|<^С-1 .
Из (2.20) и (2.21) следует соотношение

•• К.» В (х? 7.)= е'' г Еп.
Пользуясь формулами (2.18); (2.21) получим

02

в (х, X) = и (х, X) — л» | В ((, /.)(/ — х) Л,
х 

где
5 

и (х, /.) -■= £ а1 (/.) л; (х),
4—1

< - - -
•и

а։(>)=£я + /։^5(^,/) Л^(/)Л, 

' о
Г г

а։ = +/.։ | 3 ({, )) //0 (/) а3 (Х)=/.։ В ((, /.) Л,
о' ‘б

а* О ) = ', г | В (/, Л) Г<1! а5 (X) = X’ С в (6 X) (/) л,

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
0 Ч
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Решая интегральное уравнение (2.23), получим
и»

в (х, >֊)== и (х, л)— л у и (/, л) 51п [/. (<—х)] Л. (2.26)

X
В силу аналитичности В (х, /), е1х', ։тр.(/-х)] по /. формулы 

(2.22), (2.24) — (2.26), доказанные при условии / < С՜’, остаются вер
ными при всех /..

Пользуясь (2.22) формулу (2.24) можно записать в виде
Ч) %

и (х, >•) = (х) 4֊ м (X) 4- У(2.27)

и

Подставляя (2.27) в формулу (2.26), получим

в (X, /)= (ж) + "М (х) 4- /.2 у еи 3 (х, /) Л 4-

О

е'Мг-П д/։ (/) Г е'’ <'-г)>У։(0 о" 4֊

ей и*

еГ,.(.г-0+ 2 СГ*«֊4)

О

и.9 е<Х(г-П (2.28)
2

Введем теперь матрицы-функции ՛

Л4-
о

V

в/хи-х) ({и — (2.29)
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Ш 01 (О

В- (х, Х)= е1'- (‘՜0 У (“) +

X 1 V
<п о։ <п / — X

+ Г е'Мх-0 (\,(и) ( у еи<'-^°> ф(6 и) <1исН,

X 1 X 0
(2.31)

В+ (х, Х)= В++ (х, X) + В+_ (х, X). (2.32)

Сравнивая (2.28), (2.31), (2.32), получаем
В(х, 1) = В+ (х, Х) + В_(х, ).). (2.33)

Подобно [4] доказывается равенство
К. В- (х, Х)=0, Кт В,, (х, X) = е"л Еп. (2.34)

Далее из (2.29), (2.30), (2.32), (2.34) следует

В}- (х, Х)]= О (1), Х^да, 1т Х>0, 
14'

Ка (е_,юХ в+- (х, >.)) = е° - К., (е֊‘>м В,+ (х, X)),

откуда, в силу аналитичности — К», (е 5+_ (х, X)) по вытекают

равенства
Ка. В+- (х, X) = 0, Кш В++ (х, X) -= е'^ Е„. (2.35)

Из формул (2.7) и (2.29) следует

В++(х, Х)=Ге"хЕя. (2.36)
Согласно (2.35) и՛ (2136) верно соотношение

АГ. Ге։иг£я=еа' (2.37)
из которого следует справедливость теоремы 2.2.

4°. Полученные результаты в основном распространяются на 
ядра „мозаичного“ типа (сравнить с [8]).

Пусть заданы два набора чисел 0 = а1<^а2\ • • •<^ат,+1 = “, 
0=61<\ 6։*\ • • • <^ 6/Я,+ 1= “ и матриц-функций Кц (х, 0(1 -С / < т1։ 
1^г^т։), заданных на прямоугольниках [6<, 6<+1] X [а;, ау+1] и имею- 
.щих вид

I
Кц (х, 0 = кц (х — 0 4- п/ (х 4- 04-У до (’) рч («О <^и^, (2.38) 

а/ х—1+х

-С х -С 6/+։, си СI арл, 
где элементы матриц к\}, (х), г’7 (х), р(. (х), (х) — непрерывные
функции, соответственно, на отрезках [6; —ву+1, — ау],
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[6/ ~г а], 6ж + о/-ч]> [6/ — а/+1, 6ж+а/-։], [а/, аж]-
Рассмотрим интегральный оператор К'^, действующий в Ь2п (0. ш):

<9

(Г у)(х)=— \у (/) К(х, I) Л, (2.39)
о

где К (х, 1)=К1у(х, 0 на каждом прямоугольнике
[6/, 6/+։]Х[а/, аж] (1</<т2, 1 С/.-^тх).

Для этого оператора верны утверждения, аналогичные резуль
татам 2 § 2, Их доказательство, с помощью более громоздких вы
числений, проводится по той же схеме, что и в 2е § 2. Приведем 
здесь только конечные результаты.

Введем следующие обозначения:
I «1 ЛНо (к, ()= V /„ (0 ± кч (6*, /) -

I у-1 Ох
*—1 т. [Л Л П

֊ V £ (0 т- (6ж, 0 - Г- Ъ (Ь,, /) ,ж у-1 (Ох ах ]]

Ъ (к, 0=- £(6ж-6/) V V 7а. (() I Ки (Ь1+ь /) —

I, 
дх ]

1—1 т< Го д 1
Но (*, /)= - V 61+1 V 7а՝ /+1 (Г) Кч (Ь1+ъ /)- — Ки (Ь,. о . 

ж ж I Ох Ох
*-։ ”»1 Г Я л 1

^3 (к, 1)= £ £ А, (Г) 6,+։ Ки (6ж, 0-6/ ~ ^;(6/, о , (2.40)
1-1 Ох Ох ]

н^к, 0=-Е £ Ч/+1 (б/+1, О-^/Дб/, 0],
/-1 )-1

1-С к тг.

Но (0 =-- 2 *+1 (0 яо {к, 0, (2.41)

и, ( > 4 1
^(0 = 2 7.4 4+1 (0 ֊ Ък Но (к, 0+ V Н, (к, 0 -ь К (1,к, о , (2.42)

■■—1 I ,-։ )

Hj (0= /.*4, *+։ । (1 О/+1) rkj (х + аж)
*-1 (а/+1

Я»] (х) |>ъ (< -г ау+1— 0 + Рк> (^ — а>+1 + ’)] , (2.43)
“7

Л/у (Т)= 2 /»*,*+1 (0 (*кУ (։—аД—Гц (« + а,)},
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H3j (0 = 2 Z**,*+j (О I**/ ('-“)+։)+ г‘>(/ + а'+1) “

% 1 °/11

и—t)—РЫ (# — « -г х] dudt},

V z»*.*+i(O (f — а/)+г*;(/+а7)), 
k-\

Нр (0= —2 S /»»,*+! (О { 7.“;,/+։

aJ.

где 7 (0—функция Хевисайда, а ՛/«; (0 — Z (< — а/), 7Я; /+։ (0 — 7- (г 
_ а/) х (а/+։ _ о, /*4 (0=7. (/- 6*) 7. (6*+։ - 0- Введем функции
вида

С^֊1=£„
К-ы N0 = xE„

КаЛ’у=Н}(х) 

K:,Nv = H](x) 
k:n3j=h3(x) 

к; М/ = н* (х) 

Л* NV = Pi (х)

Г/Л/.,=//*(х) 
Ка-М0 = Н^х)

= (х)(х— а,+|)

к''. = '»i M(x~ai) 
к; mAi = /.aj^ (x) 

г; щ=7.а. (x) 

K։:MS) = Hp- (x)

(2-44)

5 тх
Q' (х, 0 = (О Л-1 (х) + М' (О No (0 + V V M‘kj (t) (х). (2.45)

1

Для К'и имеет место следующее равенство:

(А0К--Кш А-0}у =

+ 2 f-ai (х)+ 2 Zy+, (О H*
у-1 ՛. J~>
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+ £ Н՞ (0 р, (х) | Л. (2.46)
I— I I

Из этого фундаментального соотношения (см. [2]) следует
Теорема 2.3. Если, существует ограниченный оператор Т'п , 

обратный оператору Кп։, то
Ч)

( Г Ао - а; т;)(х)= [у (I) 0' (х, о Л (2.47)
о

и справедливо равенство 
։»> 

(р с а*Ку = — — \ у (з}-֊Ф (х, з) ds, (2.48)
dxi 3 Оз՜о

где 

Ф' (х, տ)=

dvdu + K(x-f-s), X—s<0,

dvdu-\- V (x—s), x—s>0,

а V (х)—некоторая матрица-функция, такая, что V (х)=0 при 
х ш.
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Ա. Հ. ՔԱՄԱԼ8ԱՆ, Հ. Ո. ՆԵՐՍհՍՅԱՆ. Համարյա զումարա-աարբերակային կորիզով ին- 
աԼզրա| օպերատորների շրջման մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում են ինտեգրալ օպերատորներ, որոնց կորիզները բավարարում 
են (0. 2) հավասարմանը։ § 1-ում բացահայտվոլմ են նորմալ լուծելիության պայմանները, 
իսկ § 2-ում կառուցվում է հակադարձ օպերատորը։ Արդյունքներն ընդհանրացնում են Լ. Ա. 
(Iախնովիլի, Ի, Ի, Կալմուշևսկիի և այլոց աշխատանքները։

A. G-" KAMALIAN, A. B. NERSESIAN. About the Inversion of the 
Integral operatore with the alrnoet eum-dlfference kernel (summary)

In the paper the integral operators with kernel satisfying the equation (0-2) are 
considered. In § 1 a condition of the normal solvability is found, and in § 2 • the 
inverse operator is constructed. The results generalizate those of L. A. Sahnovich, 
J. J. Calmushevsky and others.
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УДК 517.53
С. Г. РАФАЕЛЯН

БАЗИСНОСТЬ НЕКОТОРЫХ БИОРТОГ ОПАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ В А’ (-о, а) С ВЕСОМ

В основополагающем исследовании М. М. Джрбашяна [1] и в 
цикле его дальнейших исследований, подытоженных в монографии [2], 
была построена теория гармонического анализа для системы лучей 
комплексной плоскости, обобщающая классическую теорию Фурье- 
Планшереля. Основой для этого послужили замечательные асимпто
тические свойства целой функции типа Миттаг —Леффлера

£? (*5 11) = £ 7^ 7-ч (Р >0, — оо < р < 4- ос)

порядка р и типа о =1.
В данной статье получен ряд новых результатов о базисности 

систем функций типа Миттаг-Леффлера, ассоциированных с последо
вательностями нулей целых функций определенного класса (обобщаю
щего класс целых функций типа синуса). Эти результаты являются 
дискретными аналогами интегральных преобразований М. М. Джрба
шяна с ядрами (г; р).

Обозначим через (1 <Ср<С"1՜ °°» ——Ъ 3^>0) про
странство целых функций / (г) экспоненциального типа с нормой

00

( с и/*
Ир. “ ~ П I/ («Ж 1*1“(1х | < + 03 •

Классы функций и более общие классы были введены М. М. 
Джрбашяном [3] (см. также [2], гл. VI) и установлена следующая тео
рема о параметрическом представлении, которая в специальном слу
чае содержит в себе теорему Винера-Пэли.

Те о р ема А. Класс В^՛ “(—1 <С ш<^1, з > 0) совпадает с 
классом функций, допускающих представление вида

{ (г} = С («*; Н) ? (*)
V

СО
где Р=1 + — и ? (х) (֊о, а).

Другие представления функций класса в виде интерполяционных 
разложений были установлены в наших работах [4]—[6].
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Чтобы сформулировать основной результат статьи [6] приведен 
некоторые определения.

Обозначим через 5։ (—1<^х<С1) класс целых функций 5 (г) экс
поненциального типа я и таких, что при некоторых положительных 
константах с, С и К (зависящих от.функции о (г)) выполняются не
равенства вида

0 < с < 15 (г) г-| в՜’ '|ю 11 < С < + =о
при Ihn г| > К и inf |z* — Z/|>0, где |zA] — последовательность ну- 

гк*Ч
лей функции 5 (z).

Отметим, что класс целых функций типа синуса Б. Я. Левина 
([7], [8])—это подкласс тех функций из 50, которые не имеют крат
ных нулей.

Пользуясь методом М. М. Джрбашяна построения биортогональ- 
ных систем (см., например, 19]), восходящем к давним его работам, 
совместным с А. Б. Нерсесяном [10], приведем, далее, построение 
одной системы функций, ассоциированной с функцией S (z) £ 5, и с ее 
нулями.

Пусть 5(z)£5։ и |z*|“ — последовательность ее корней, перену
мерованных в порядке неубывания их модулей. Обозначим через s»>l 
и pk>^ (IcZZ'Q) кратности появления числа Zk соответственно на от
резке {z/}* и во всей последовательности |z,|“. Очевидно, что 1 v

Положим

aj (zj =
2 I di (г-^У’к ! 
j\ \d;i S(z)

и введем в рассмотрение целые функции

2* (z) =
_______ 5(z)_________
(s»-l)l (z - z»)₽«-‘‘-'

p*֊1*
V a: (zk) (-— Zjt)'.

Если z*. является простым нулем функции 5 (z), то s* = pt,= l,
/ \ 1ao W.)— ——; и, следовательно,

•b (z*.)

2*. (z) = ____ 5(z)
■b' —z*,)

Справедливы следующие утверждения [6]:

i) (z>) = s*։/(*4y>o)

2) Если 2х — w 1, то S* (г) £

В данной работе мы используем следующий результат, который 
является частным случаем, установленным в работе автора [6] теоре
мы 3.4.

Теорема В. Пусть [г*|”—нули функции где
1<С2Х + Ш<С1 (—1<С®$С1)- Тогда система функций
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+ (г) «

образугт базис Рисса в пространстве 1^՜՛"’, т. е. всякая функ
ция “ разлагается в ряд

/(г) = V ск (/)Фк(г), ск (/)=/’*՜“ (г*)(1+ |г*|)'”,
Л-0

С Х0ДЯЩШ1СЯ в и

§ 1. Базисность систем функций типа 
Миттаг-Леффлера

Пусть з>0, —1<\ч<<^1 и 'г*!о—последовательность нулей не
которой функции 5(г)£5։։ перенумерованная как обычно. Обозначим 
через з* >1 кратность появления числа гк на отрезке {ху}*.

Обозначим £2՛(— з, з) — класс всех измеримых функций в (— з, с) 
с нормой 3 

( Г I V2
«• «® | I/ (*)։։И” <+'«»• 

—с
Теорема 1.1 Система функций

{(1+£1՝А-1) («ах; |ч(/х)։*՜'}“= {С* (х)}о“, (1.1)

где р = 1-|- -^֊ и —1 <» 4֊ 2х < 1 является базисом Рисса в про

странстве £’•“ (— а, а), т. е. любая функция / (х) ^Ь2’"2 (—а, а) 
единственным образом разлагается в ряд

/(*)=£ с*(/)0*(х), (1.2)
<֊—и

сход ягцийся по норме пространства 1?՝п (—з, о), и

И/кг,»~Лс*1в... (1-3)

Доказательство. Как уже было доказано выше, если 2« + 
4֊ <“ <С 1> т0

Ф* (х) = (1 + |г*|)-и/։ ‘Л (х) С й^-(0< к < + о?). 

■Следовательно, по теореме А М. М. Джрбашяна существует система 
функций |<р4 (х)|”, Т4 (х) С А'1'՜" (—=, а) такая, что

Ф* (г) = £1 (йх; р) <р* (*) ^х, (1.4)
— я

где р=1 -р — и каждая функция ч>4 (х) определяется единственным 

образом по Ф» (г).
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После ($; — 1)-кратного дифференцирования по г из (1.4) по
лучим

фГ'՜” (а)=(«*; ' ?4 (*) =

= (1+ |«Я)*и/’ у (■*■•) т* (*){1х- <ь5>

Так как функция 2* (г) обладает интерполяционными свойствами 
(*/) = о». /> то

фМ/֊1’ (хУ) = (1 /•

Отсюда и из (1.5) получаем 
а
С/ (х) ®* (х) с(х = О>, у

и, следовательно, система функций [<р* (х)|® образует с последова 
тельностью {Ск (х)}“ биортогональную систему.

Из теоремы А следует, что оператор

Р (1)
С<р = £1 (йх; р) <р (х) dx, р = 1 + —

отображает £г> ~а на а из теоремы 4.3 монографии [2] сле
дует ограниченность оператора С.

С другой стороны, система функций [Ф»(г)}“ образует базис 
Рисса в Следовательно, система функций [®*(х)]<7 также яв
ляется базисом Рисса в пространстве £2, (— а, а). Так как эта си
стема функций биортогональна с системой (1.1), то система (1.1) так
же образует базис Рисса в £2,м(—з, □) (см. [11]). Поэтому, если 
/€£2‘ (— з, □) и в метрике £2, “ (—а, а)

/(*)՛=£ с*(/) СДх), 
и

где
гг

сМ^/МС^х^х, к — 0, 1, 2,-.-, 

—а
ТО

|/Ц£2,» ж| [с4]|։..

Теорема доказана.
Рассмотрим два специальных случая этой теоремы, которые пред

ставляют особый интерес.
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1 . Пусть со —0(н=1) и ' =4=0. Тогда в виду того, что Ex(z; 1)— 
-=е։, система (1.1) переходит в систему (ez,*r (,х)5*-։)о‘ и получим сле
дующую теорему.

Теорема 1.2. Пусть [z*!o — последовательность нулей неко

торой функции S(zj(zEi, где ----- — <[*•<[ — “ sk — кратность появ-
2 2

лечия числа zf на отрезке (zy!$. Тогда система функций

образует базис Рисса в L՝(— з, з).
Отметим, что в случае х==0 теорема 1.2 переходит в известную 

теорему Б. Я. Левина (см. [7], [8], [12]). А если положим s4 = l и 
1 1  эта теорема примыкает к некоторым результатам ра- 
2-------- 2

беты [13]. Окончательный результат (необходимое и достаточное ус- 
лОЕИе того, чтобы семейство экспонент “ образовывало базис 
Рисса в А2 (— з, з), получен в работе Б. С. Павлова [14] (см. также [15]).

2) При —1<[ш<[1, г. = 0 и sk = 1 из теоремы (1.1) следует

Теорема 1.3. Пусть (г*)” — последовательность нулей функ
ции S(z) типа синуса. Тогда система функций

((l+|z*|)^Ex(։z*x; р)о,

<0 2' '*
где |л = 1-4-— > образует базис Рисса в L (—з, а).

В другом специальном случае, когда

S(z) = (iaz; р) — Ek (— nz; |*), (— 1 < р < 2), 

теорема 1.1 была анонсирована в статье автора [4].

§ 2. Построение биртогональнон системы

В этом параграфе будем предполагать, что zk являются нулями 
целой функции

•Mz; v) = £x(։az; v) — £^(— iaz; v), (0<v<2). (2.1)

Пользуясь асимптотическими свойствами функции Ек (г; ч) (см. [2], 
гл. III) нетрудно показать,'что Sk(z; £ S։_„ С другой стороны, из 
(2.1) следует, что функция Sx(z; ՝') допускает представление вида

Sx(z; ч)=>2гг Е./:(—з։г2; 1-f-v). (2.2)

Как сообщил мне М. М. Джрбашян, им недавно было установ
лено, что все нули функции Е\/г (z; ц) при 1 р-3 простые и веще
ственные. Отсюда и из (2.2) вытекает, что все нули функции 5x(z; v) 
при 1 -С* <С 2 также простые и вещественные. В работе [4] нам было 
лишь известно, что у функции 5x(z; v) нули будут простыми и веще
ственными только, начиная с некоторого номера.
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Вместе с (11) рассмотрим системы вида 
|£’i(zz4x; и) |х|и-1|0“ 35 (е,..to <2-3)

где —- нули функции S1(z; v).
1 . 1

Из теоремы 1.1 следует, что если-----— 7 п ’ то систе՜

ка (2.3) образует базис Рисса в £2(—-> =)•
Теперь следуя методу,’примененному М. М. Джрбашяном в рабо

те [16], займемся построением биэртогояальной с (2-3) системы. Для 
этого нам понадобится одна важная формула из монографии [2] 
(гл. Ill, (1—21)). Для любых комплексных л, >* и я, 0 > 0 справедлива 
следующая формула:

Jx’-։ Et (1х։,р; я) (3 - л-)’՜1 Et (я - х)։/₽; .0) dx = 

О
= >•; » + Р) -?•* (°'" > *; * + Р) дв+?..1֊ (2 4)

А — ).*

Полагая р = 1, я = р, 0 = 1+у—ри пользуясь равенством 

zEl(z; ji+l) = £։(z; р) —1/Г(н), 

формулу (2.4) можем записать в таком виде

Jxu՜' Ex(i.x; н)(я— x)?“'£i('*(’ — х> Р) dx = 

О

= £,(аХ; *) — £>(з/.*; *) з,_, (2

Вместо л, л* подставим соответственно —>֊, —а* и полученную фор 
мулу прибавим к (2.5), тогда

||хГ'1£1(>.х; Н)(з—|х|)3 ։£1(а*(з—|х|)5^пх; 0)*х =

= 5, (— Га; у) + (г).*, у) д. ,
А—А*

Подставляя здесь А* = 1гк и пользуясь обозначениями (2.3), из по
следнего равенства будем иметь 

а

(х; А) е?((а— |х|) з^пх; й4) dx= 3’-1. (2

Так как = является простым нулем функции'51(—г).; у), то

7)! =( ֊^(г„; У), п֊^к
р.-//я ( 0 , п=£ к.
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Следовательно, отсюда и из (2.6)

( еДх; йЛ)еэ((я —|х|)здпх; «д)</х=| >) - , п==к
3 (0 , п=/= к.
— а

Таким образом, доказана следующая
Теорема 2.1. Система функций

( - е..((з — |х|) 5дпх; «•) [• , (? = 1 + * — р)
(а о։ (х*; •/) (а-о

биортогональна с системой (2.3) на (■— о, з).
В случае Н = 1 (? = >) система функций ',е^.(х; /г*)!^ переходит

в систему [е'*т)о‘ и получаем следующее
Следствие. Системы функций

(е'2*д)(7; ! ,_3 ■ ------ - е, ((а—|х|) 5£п х; ։гл)1 =
(з о։ (г*; м) |о

= I сЬ—?Е1 ~ м։2п х; ~ Iх1’՜1 г ’
[о ■5|(г*;՝0 )0

которые образуют базис Рисса (после нормировки) в Ь* (-— з, а),. 
биортоюналъны на ( — з, з).

§ 3. Специальные краевые задачи

В этом параграфе мы покажем, что система (2.3) является систе՜ 
мой собственных функций краевой задачи для специального интегро- 
дифференциального оператора.

1°. Приведем определение и ряд свойств операторов интегро- 
дифференцирования в смысле Римана—Лиувиля (более подробно эти 
свойства с доказательствами изложены в монографии [2]):

а) Пусть /(х)—произвольная функция из класса £( — /,/) 
(0< I <2 °о). Интегралом от / порядка $(з>0) называют функцию

Р"7(х) = ֊^- С|х-^-’/(0Л» (-1. о. (3.1)
г СО Л

Известно, что
1°. Для любого $($^>0) функция Л)~'/(х) определена почти всю- 

ду на (— I, Г) и принадлежит классу Ь (— /, I).
2°. В каждой точке Лебега функции / (х) и, следовательно, поч

ти всюду на (— I, I)

Пт Р-7(х)=/(х).
х- + О

Ввиду свойства 2’ вполне естественно определение оператора 
£>-'/(х) распространить на значение 5 = 0, положив

£>-°/(х)=/(х).



214 С. Г. Рафаелян

61 Пусть /(х)££(— I, I) и 0, <з<1. Тогда функция

д7(Х)=-^ |р-«։-”/(*>։. (-/.«')
<1х

(3.2)

называется производной порядка 5 от /(х>. При 5—1 будем иметь:

^/(х)=֊^/(х), хе(-/. о. (з.з)
• </х

т. е. /)’/ совпадает с обычной производной /'(х) функции /. В случае 
5 — 0 имеем

£>о/(х) = -^- |£Г։/(х)» = ֊ | \Д!)<"\ = ДХ) 
бх ах I ,) )о

почти всюду на (— I, I).
в) Для любого |‘>0 введем в рассмотрение функцию

еи (х; X) = £։ (Хх; ц) |х|1-1, х £ (— /, /) (3.4)
полагая пока, что X — произвольный параметр.

Лемма 3.1. Для любою 5 (0 51) и Х£С справедливы фор
мулы

О՜3 е* (х; 7.) = е;х+., (х; X) здп х, (3.5)
£>'в,! (х; Х)=ел_» (х; X). (3.6)

Доказательство. Из самого определения (3.4) функции сле
дует, что 

00 • ь ь .
(-^ '>= I ֊ГТ. И1՜'֊ 

V 
Отсюда имеем

О ՝3 е., (х; X) = —— V 
Г (5) ?

—1 Iх _ '|'՜1{к ^'։
Г (!1֊гА)3

то

Г (з) Г (И 4- 6) 
Г(5 + Р + Л)

X*-' |х|,+։1-։,

О֊3 е,, (х; X) = £ 
V

_____ /.* X*
Г (р 4- з + к)

|х|*+>1-1 зяп х =

= Ех ()чх; р 4- з) |х|'1+5 1 з£п х = в|х+, (х; /.) здп х,

что совпадает с формулой (3.5) леммы.
Из формулы (3.5) следует, что

О- е.^. (х; > ) = — еи (х; )֊)| = {вм-1-г (х; X) здп х} =

б ( “ Х*х‘ )
~ -------- . . . ... I*!11՜0 52пх1 = еи_5 (х; X).

и Г (р—з-ь^-г!) ] ՝ ՛
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Лемма доказана.
2՜’. а) Пусть функция 5 (г) £5« и а — один из ее корней. Из оп

ределения классов 5։ и вытекает, что если 2՜/. + о» <^1, то

<», 
г — а

и, следовательно, по теореме А существует единственная функция 
<ря(х)££"’(—з, з) такая, что имеет место представление

5(х) = (г — а) Е1 («х; и) 1^1'*՜'?<» (х) </х = 
а/

=(х—а)( еи (х; м) <ря (х) йх. (3.7)՛

б) Пусть дана совокупность {р; 7Х; 7։) трех чисел 
3

1<н< — >. 0<ъ, ъ <1 И ь+78^ |А.

Введем в рассмотрение операторы
£у = /Э-^֊Ь{рТ.{1)т.у)). (3.8)

Отметим, что если |* = 7Х =1, 7а —0, то Ьу (х) = у' (х).
Рассмотрим краевую задачу

Ьу = >֊У, (3.9)
։Дг-и = 0, £)-«֊» |£>т^)|,_0 = 1, (3.10)-

а
()’-а) у^(х)фа(х)</х = 0. (3.11)

I ”9
Отметим, что краевая задача типа (3.11) для обыкновенных диф

ференциальных операторов была рассмотрена, например, в работе 
А. Б. Нерсесяна [17].

Из теоремы 5 статьи [18] непосредственно следует что задача 
типа Коши (3.9)—(3.10) имеет единственное решение у (х; ՝>■), причем 
такое, что у{х-, Х)££’(—о, з) при Тх]>2 — р.

Лемма 3.2. Функция у = е^(х՛, гхк), где хк— нули функции: 
5 (г) £5։, является решением краевой задачи (3.9)—(3.11).

Доказательство. Из леммы (3.1) вытекают формулы 
Т+'еДх; X) — е.л_,։(х; 1), 

£>т' (РьеДх; Х)| = е11_Т։_1,(х; X), 

но 71+7г = И, следовательно
£1« {Р^еДх; X)} — е0(х; Х)=Х£’1(Хх; 1)з£пх.

Теперь из формулы (3.5) и определения оператора £ имеем 

£еЛх; Х) = О-<н-1)|Х£1(Хх; 1)5гпх} =
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= [£1 (х; л)8£п х[ =>е.1(х; /.).
С другой стороны, эти функции должны удовлетворять условию 

(3.11). Подставив у = е^(х՛, л) в равенство (3.11) и пользуясь (3.7), 
получим ^(—//) = О, т. е. л = гх*. Лемма доказана.

в) Систему где зк 1 — кратность

появления числа гк на отрезке |ху)£, будем называть՛ системой собст
венных и присоединенных функций нашей краевой задачи.

Теорема 3.1. Система собственных и присоединенных функ
ций краевой задачи (3.9)—(3.11) является базисом Рисса в прост
ранстве £։(—з, з).

Доказательство. Лемма 3.2 показывает, что собственные 
значения краевой задачи (2.9)—(2.11) — суть нули целой функции 5(х), 
и если (х>]—множество собственных значений этой задачи, то семей
ством ее собственных функций будет |в,11(х; /хА)}“.

С другой стороны, система функций (е<։* '։ (х; /х*) х * ։}и обра
зует базис Рисса в С* (—з, з) (теорема 1.1). Этим и завершается до՜ 
казательство теоремы.

В заключение рассмотрим некоторые частные случаи краевой за
дачи (3.9)—(3.11).

1)!‘ = 78 = 1, 11=0, з = п, <р0(х) =1 (5(х) = 2/з1п"х).
В этом случае краевая задача (3.9)—(3.11) совпадает с классиче- 

кой краевой задачей на отрезке [—", и]
у'=-՝>у, у(—

порождающей систему Фурье

2) 1 < Н< ֊ ’ 12= 1, 71=Р—1, (х)=д.

Воспользовавшись некоторыми формулами из статьи 
чим краевую задачу

Г (р-1)
£>֊։’֊н) ^-0=0, £»֊> ^|ям> = 1, 

[18], гслу

(>.— а) § у (х; ՛>■) </х=0, 

— а
решениями которой, как легко видеть, являются функции (х; /хя), 
где {хя}— суть нули функции (х; р-|-1). Согласно теореме 3.1 си
стема собственных функций этой задачи образует базис Рисса в 
£։ (—а, а).

В заключение выражаю благодарность академику АН Армянской 
ССР М. М. Джрбашяну, под руководством которого выполнена на
стоящая работа.
Ереванский государственный

университет Поступила 18.1. 1983
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IJ. Դ. 1ՒԱՅ>1Լ31ՎՅՍ.Ն. Որոշ թիոր|>ոգոհ<Ա| համակարգերի puiq|tunipjniGp Լ~ (-- Z, Z) կշլ»- 

ոայիհ դասերում (ամփոփում)

Դիցուր ',2հ'Հ ֊ն որեԼ S(z)'S, ֆունկցիայի ւյրոների հաշորղականությոլնն է և Տ^-էր 

Я Հ P'll' ^անցևս ցայոլ պատիկոլթ յունն ք fz ք 1 * հատվածումւ Ապացուցվում կ, որ պարամե
տրերի վրա ցրվտ/ւ որոշ պայմանների ցեպբում ֆունկցիաների Հետևյալ համակարցր-.

I (1 + յ«*ք)’/2 £1**՜” ("** ։*) *“՜։Ա" (• )
ձ2- " ( I, I) ցասում կաղմոէմ /, Ռփսսի րաղիսւ Այստեղ

• Ej (շ; 10 •-= У------- —-------

Միւուււց-Լեֆլերի տիպի ֆունկցիա է Լի ՜ 2):
Рш ցու՛լ այտ ւոեսրով կսւոուցվում կ նաև ( *)-ին բիօրթոցոնալ համ ակարւլըւ

Տ. G. RAFAEL1AN. Bastsness of some blorthogonal systems in L2 (—5, □) 
with weight (summary)

Let |Хд'(7 be a sequence of zeros some function Ճ (x) ճև and ek be the mul
tiplicity of the numher zk in the interval |xyj*. It is proved that under some con
ditions the system of functions.

((1 + |ад|)-*£։’**-« (izkx; Юх5*՜11"

forms a Riesz basis in the space 13' “’(—o, o).
Here

- zk
EAz-, p)= У--------------£ Г(И + £)

is the Mittag -Leffler function (p — 1). The explicit form of functions biorthogonal 
with ( •) is aho constructed.
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Г. Р. АЛЕКСАНДРИН

ПАРАМЕТРИКС И РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛНОВОГО 
ФРОНТА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОДНОГО 

МОДЕЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В настоящей работе, на примере одного модельного уравнения 
проводится детальное исследование распространения волнового фрон
та решения задачи Коши для случая, когда вырождение гиперболич
ности оператора имеет экспоненциальный характер.

Пусть х 6 R1, t£ J~[~ 1» 1]- Рассмотрим следующую задачу 
Коши:

р„ - и„ ֊ (0 и, - о, (1)

4- -1 = *0 (*). -1 = <Р1 (•«)» (2 )

где а (/) = 1 О1’ *0 , n(t) = (signt)t_Jexp (— |t|~J), ах, а։ —const. 
I а3, t <. О

A(f)=exp (—Корректность подобной задачи была доказана в 
[2], где, кроме того, приводилась теорема о распространении волно
вого фронта решения. Однако эта теорема не давала исчерпывающего 
ответа на вопрос о том, как именно, в зависимости от младших коэф
фициентов и начальных данных, распространяется волновой фронт ре
шения. Для случая конечной (степенной) скорости слипания характе
ристик (см. [1], [4], [5]) в [1] на примере задачи Коши

иа—t՝k ихх — att~,ux = 0, а = const, kPN (3)
w|/- -1 = То (*). иЛ=..1 = ?1(*). (4)

был дан полный анализ распространения волнового фронта решения в 
зависимости от а и L В настоящей работе сначала строится парамет- 
рикс задачи (1)—(2), а затем приводятся точные теоремы распростра
нения сингулярностей как для задачи Коши (1)—(2) (линия вырожде
ния внутри области), так и для случая, когда данные Коши задаются 
на самой линии вырождения t =■ 0. При этом оказывается, что в отли
чие от конечной скорости вырождения главной части оператора Р, в 
рассматриваемом случае сингулярности распространяются в область 
t>0 вдоль обеих характеристик независимо от a(t), если только 
и|/-о Ся (ср. [1]). Кроме того, в работе получено- точное описание 
потери гладкости решения и проведено сравнение полученных резуль
татов с соответствующими оценками, полученными в [5], [6], [9].
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1°. Пара метрике и распространение особенностей при / -СО

Обозначим преобразование Фурье и (I, х) по переменной х через 
и(/, ;). Когда и (/, х) удовлетворяет уравнению (1) для и(/, ?) выпол
нено

ии + (н1 (0 ՝3 — (/) и = °՜

Сделаем замену неизвестной функции и (Л ;) = / ад (Л «), тогда для 

ад(/, с) имеем

(6)

Далее, замена - = Л (/); переводит (6) в уравнение

ад„ ֊г — и>т+ ——^ш = 0. ' (7}

Обозначим /(«) = е*/2 ад , где г = 2 г-, тогда (7) перейдет в 

уравнение Куммера

г/„ + (1-г)А-а/ =0,а= ’ (8)

линейно независимые решения которого даются парой вырожденных 
гипергеометрических функций Д = Чг (а, 1, г), ^—е* ՝!՛' (I— ®, 1, —г), где

(<։ + )
У (а, 7, х) е-/’ж Г (1 — «) (* +0Т-,-'Л, (9>

I
-

к
— > аг££ = ф в начальной точке пути (см. [8]), а

Г (а) — гамма-функция Эйлера. Пусть теперь Г<0, тогда имеем г — а^= 

==~~~3 ’ Л (£) ==ехр (Г՜1), р(/) =— Г‘։ехр (£-։). Из линейной незави

симости Д и Д нетрудно видеть, что система функций

И1 (#, .;) = /е~'/л (0 • V (а։, 1, 2 /Л (/) $), (Ю>

«։(6 5) = <е'л<0£ЧГ.(1-а։, 1,-2։'Л(#)Е) (ц)

при ^<0 образует фундаментальную систему решений уравнения (5). 
Поэтому решение исходной задачи Коши (1)—(2) в области —1<7<0 
запишется в виде

и (6 х) = I.) в<' (Х~У>[₽°(Л 0?°{У} + (6 Е) (г,)] (12)

(13)

где
р°и>;)= 1г7՜ *1 >ДЦМ-М)Ц1(Ь ;)֊п։,(֊1,5)иа(/, ?)], 

" ( 1 * I
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0 = * гД“1*՜1’ ’) "“И—!> В) «1(6 ։)],
')

«Пб $) = «1 (6 О и» (6 ?) 

«:,(6 ?) «2,(6 ?)

(14)

(15)

Заметим, что для 4՛ (а, г) при малых |г| имеет место

4՜ (։, 7» г) = — —т— [>п * + ’Ь (“) — 2 1] + о (|г 1п г|), (16)
Г (а)

где '■> (з)— логарифмическая производная Г (а)> 7—постоянная Эйлера 
(см. [8]). Учитывая (16) и то, что 1^(6 -) не зависит от 6 нетрудно 
показать, что

^(6 0= (0, ։) = ——֊----- - [* (а) - ф (1 - а) + ։-5к] ^=0, (17 )
Г(а)Г(1—»)

где е= .ч^п Для удобства введем следующие обозначения:

//_(а, 7, г)=е/։" ЧГ(а, 7, г),. (18)

Н+ (а, ь х) = е'" ““11 V (1 - а, 7, - г), (19)

Л . ±-
/+(«. т, г) = е [е 2 Н± (а, 7, д)]. (20)

В этих обозначениях нетрудно видеть, что

— . - 2
«1, (6 *) = е [//_ (а2, 1, г)—2/;/՜’ Л (/) /_ (а։, 1, г)], 

г = 2гЛ (0 $ (21)

«2, (6 ;)=е'«՛’֊«.) е^[Н+ (а3, 1, г)-2к1֊1 Л (0/- («։, 1, г)], 

г=2։Л(П6 (22)

Отсюда, учитывая (13), (14) и (17), легко получить следующие выра
жения для р0 (6 ։) и рх (I, с):

ро(М) = Г (а,) Г(Т-Яа)е^а-^ 
՛? (“։) —'?(!— «г) + г'гк

2

X [Я+ (аа, 1, гоНдо /+ («», 1, г.)}-е^֊^Н+ (а։, 1, г0) X
(23)

о- [е֊^н_ („։, ։, г) х
(аг) — '■!» (1— а։) + 1^

X Н+ (аг, 1, г0)— е(г-г։/2) Н+ (а2, 1, г) Н- (а։, 1, г0)], 

г = 2։А(#)с, д0 = 2/Л (-!)։ = — •

(24)

е
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Заметим, что р0, рх имеют особенности при ? = 0, однако для наших 
целей достаточно ограничиться областью |;1 > г >0. Поэтому, учиты
вая (12), (23) и (24), нетрудно убедиться в справедливости следую
щей теоремы.

Теорема 1. Параметрикс задачи Коши (1) (2) в области 
— 1 -С # < 0 задается формулой

)Г(1֊°^-±^|То(у)[е
,)—ф(1-я։) + ։2п

X tН— (я„ 1, z) (Н֊\ (я», 1, z0) + z0 J \ (а2> za)) 
iS(X-y<-A (/)-!-)

— е t Н+ (։», 1, z){H- (я։, 1, z0) +

i- (х-у - л (fl + j-)
+ *o J_ (я։, 1, г0))]-Ь«?! (у) [в t Н- (a։, 1, z)X

Ч (х-у + Л (/)“)
ХЯ+ (я։, 1, z0) — е tH* (а։, 1, z)X

X Н- (в։, 1, z0)]) dydi (mod С”), (25)

z = 2tA(0?, z0= —. 
e

Кроме того, заметим, что в силу (16) имеем

lim tH. (а։, 1, 2/А (0 ?)= - , (26)
/—о Г (я,)

«Ы (։։—J)
lim tH* (я։, 1, 2/Л (О В) = - , (27)

‘--о Г (1—я»)
поэтому из теоремы 1 легко получаем

Следствие 1. Решение и (/, х) при I ——0 имеет вид՛.

ГР ,Е(х-*+т)
и (0, х) = — И {с+(я1, в) е [/7+ (я3, 1, г0)

+ *о /+ (’։> 1. «о)] + с- (а2> е |[//_ (я3,1, г0) ֊}֊

-I- z0/_ (я,, 1, z0)]| <р0(^) dydi — J Цс+(я։, е)е X

Мх-у-2.)

1» zo) + с- (’»> s) в Н- (я8, 1, z0)] ■j>1 (у) dyd\ (mod ),
(28) 

где

еи,.,)- . с.(,>։) =______ Г
Ф (а) — Ф (1—«) + »К ' ш(а)_ф(1 _а)-|-։вк

' (29)
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Далее, убедившись в законности дифференцирования асимптоти
ки (16) продифференцируем (25) по / и устремив £ -♦—0, получим

Следствие 2. Производная и։(1, х) при 1——0 имеет вид 

р р '' (х-у+ 4՜)
«,(0, х) = —I (с+Фо(^)[« (ЛЛ-(а,, 1,Х0) +

+.*о/ (а։, 1. х0)) (1п |2 5|-{-</+(ж2> £))] + с_ (а։, г)<ро(^)Х
/։ (х-у- —I

/ [е ' (Н-(аа, 1,хо) + го/_(«։,1,хй))Оп|25Ц-</_(^>$))]}</у</В-
— У (“«• £) ^1(уИе * ' ^Я+(яг. 1. *о)(1п|2£| 4- </+(а։, г))] +

К (х-У- Ц

+ с- («,, е) (у) [е ‘ Н_ (а2, 1, д0) (1п |2 с| +
+ (1 _ (а2, е))]) (1у сгё (тос1 С"), (30)

։де

^+(а> £) = ф(а) —2-гЧ-։е-֊֊> (31)

(а, г) —’Ь(1 —а) — 2-у — гг-у • (32)

Заметим, что для функции ЧГ (а, 7, д) имеет место следующее 
асимптотическое разложение (см. [8]):

ЧГ (։, 7, г) ~֊г ’ 1 + (—1)‘ 1±1к г֊к (33)

/ 3 'к 3
при г -* оо и когда--------Сагдг^—-• где (а)* =а (։х-(-1) • •-(а+£—1).

2 2
Поэтому, в силу определения Н+ и Н- для них справедливы следую
щие асимптотические разложения:

Я_(а, 1, г)~(е^)֊« 1 + Д(_1)‘(^2-*], (34)

Я+(а, 1, д)~2’֊։ 1 + (35)

Из (34) и (35) легко видеть, что при каждом фиксированном I =/=0 /7+ 
и Н- удовлетворяют при достаточно большом |;| следующим неравен
ствам:

|<??Н+(а, 1, 2гЛ(О5)|<ст(О<5>։-1՜՞’, (36)

1^тН-(а, 1, 2гА(«)?)|<ст(О<5>՜“՜'". (37)
Поэтому, //+(»., 1, 2гЛ(<)^) и 7/-(а, 1, 2г'Л(/);) являются эллиптиче
скими символами соответственно из классов 5“՜1 и 5՜՞. Учитывая фор
мулы дифференцирования вырожденных гипергеометрических функций



224 Г. Р. Александрян _____ 

(см. [8]), нетрудно проверить, что _/+ (։, 1, *о) и 7- принад
лежат тем же классам 5'՜՜ и 5՜’. Отсюда легко видеть, что как (28), 
так и (25) при каждом фиксированном / < 0 представляют собой сум
му эллиптических псевдодифференциальных операторов. Далее, учи
тывая то, что Г (а) и 'Ь (а) имеют полюсы 1-го порядка в точках а= п, 
п = 0, !,-•■, легко видеть, что с.; («։, -) и с_(«։, 3) в (28) обращают
ся в нуль соответственно при а։ = —2 п -1 и а։ = 2л+1,п = 0, 1,•• •. 
Отсюда, принимая во внимание свойства эллиптических п.д.о. (см [7]), 
нетрудно доказать следующую теорему о распространении волнового 
фронта.

Теорема 2. Волновой фронт решения задачи Коши (1) - (2) 
(1₽/Е(и(/))) при —։> 0) инвариантен относительно потоков, оп
ределяемых гамильтонианами Ну=՜—1х(0- м :: ; т + 11(0Коли 
|(х0, 50)|= ^(©о) и 1ГГ(ч>։), то для №Е(и[ЪУ) возможны следующие 
три случаях

а) о» = -2л—1, п = 0, !,-••, тогда (и (0)) =-!^х0-|---- < ,
1\ е /I

б) а։ = 2п֊Ь1, л = 0, !,•• тогда

в) в остальных случаях

Заметим, что учитывая замкнутость волнового фронта и наличие 
энергетических оценок образа Фурье решения (1) — (2) (см. [2]), можно, 

(1 \
х0 + — > % ) , 

е /
(хо----- ’ € Н^(и(О))и (и/ (0))(см. [2]). Однако для иас осо-

енно важно знать, когда эти точки принадлежат именно 1₽77(и(0)).

2°. Параметрикс и распространение особенностей ^.области

В виду частичной гипоэллиптичности оператора Р, решение за 
дачи Коши (1)—(2) с # = —1 до / = 1 эквивалентно ее решению с 
* = 1 АО / = 0 и далее с / = 0 до ?=1. Поэтому рассмотрим сле
дующую задачу Коши:

= "// - Р* (0 - а1 ֊ «х = 0, О < / < 1, (38).л (0
«|<-о = 'Мх)> *4.-6 = ,М*). (39)

После частичного преобразования Фурье по переменной х, (38՝ —(39) 
перейдет в задачу Коши:

vu + ( Р։ (0 —ш։ д—֊ V = 0, (40)
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«;/-о =%(։), Ф1(Е)- ' (41)
Проводя далее преобразования, аналогичные проделанным в 1°, легко 
видеть, что (40) перейдет в уравнение Куммера и поэтому функции

((, ։) = /е-'А<») = «Г (Яр 1, 2/Л (/) ;),

V. (/, ;) = /е(՝<Ох ф (1-а1։ 1, -2/Л (/) '), 

где «1 = -^* (1 + а։), представляют собой фундаментальную 

решений (40). Поэтому, решение и (/, х) запишется в виде

(42)

(43)

систему

у а, х)= е'-^’Оо (/, -?0 (у)+рх ((, ?) (у)] с/у<Г;, (44)

где
1___

1^'(0, ;)

1

Ро ') = [и2/ (0, с) и։ (/, ;)— VI, (0, 0 (/, «)], (45)

• Р1 (6 «)= (0, ;)
[«1 (0, ;) г>։ (I, ?)— иа (0, ;) (/, ։)]. (46)

Дифференцируя (42) и (43) по /, получаем
V!, (/, ;)= е-'МП 5 (1- г1 Л (/)) Ч'(а1։ 1, 2/Л (/) ?)+ 

+ е-'А <0 9.Г^ Л (/) Ф, (։1, 1, 2/Л (0 ■), (47)

П2, (/, Е)=е'л<0Ц1+/-1 Л(/)) цг (1—։,, 1,—2/Л (/) ;) ֊ 
-2/;/՜1 Л (/) е'л ։- Т, (1 — 04, 1, —2/Л (/) с). (48

Далее, учитывая асимпотику (16) и законность ее дифференцирова
ния, из (47) и (48) легко получаем

и|,(0, «)= —
.1

г»։, (0, ;)

Г(<ч) 
1

геТ + |) ^~2т]’ (49)

Г(1֊<4) .
1п |2;| — /а — +ф(1-а։)֊2т . (50)

*г(0, ;) = -Ц > У2 (0, 0= т֊֊ 
Г (аг) Г (1—=4)

(51)

Поэтому из (49)—(51) и (45), (46) для р0 (I, ;) и р1 (/, ;) имеем: 1 •

;о(,. :)= гохиа-ах)
Ф(»1)—Ф(1—«1)+»ея I г(1—’1)

1
-I- Ф(1-2: /е-՝<'>г Ф (а1։ 1, г) +

Г(«1) 2

+ Ф (“1)֊ 21 'е/д ։<) 6 V (1֊ “1> 1, -г)> ’ (52)

2
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- , п г (*1) г (1-~ях)_ Г_1_ /р<А(о; ф (1—я1( 1,—*}-
Р1 ' ’ ' ф (я^— ф (1—Яг)+Д- И («1)

_____ 1__ <в-1л(0« ф (а 1, г), (53) 
Г (1-01)

где г=2/Л(/)5, е = 5։2п Таким образом, учитывая (44) и (52), (53) 
нетрудно проверить, что верна следующая

Теорема 3. Параметрикс задачи Коши (38)—(39) задается 
формулой.-.

V ((, х) = у у с— (я։, в) е1: л 1п |2;| Н— (®р 1, 2/Л (О ՝) X

X ф0 (у) + Г [ с- (я։, а) </_ (я1։ з) Ш . (я1, 1, 2/Л (/) £)Х 

X ф0 (у) ^у<И 4-

X Ф1 (у) 4у<& +

г) вП(*-У-л«)> {Н- (я։, 1, 2/Л (/) ?)Х

з) вН(г-»+л(/))Ип |2;| Я+(«р

И1, 2/Л (О 5) Фо (у) 4у&+ 04 (яр Л+ (*р г) е'':^-у+л(<» X

X М+ (я1։ ,1 2/Л (/) ?) ф0 +

X е'^х-у+л«)) (вр 1, 2/Л (/) ;) фл (у) <1у<Г; (тос! С»),

(54) 
где с±, <].± определяются выражениями (29), (31), (32).

Учитывая (54) и эллиптичность символов Н- (я, 1, 2/Л (/) £), мы 
сразу можем, для случая ф0 (х) С" описать распространение сингу
лярностей V (/, х), а именно справедлива следующая

Теорема 4. Пусть (ф։)= {<у„ я),)}, ф0 (х) £ С"“, тогда՝, а) 
если ах = — 2п —1, п = О, 1,- • •, т. е. с+ (я1, з) == о, то (« (/)) — 

= ((1/о+ л (0» ^о) =Г + (у0, Т(о), б) если аг^2п + 1, п=^0, 1,• • •, 
т. е. с-(л1, з)=0, то 1₽Г(и (/))==((у0֊Л (/), т)0) |/>0]=Г_ (у0, /;0), 

в) для остальных ах 1Г/ (и (/))= Г+ (у0, ^)и Г_ (у0, тю).
Для исследования параметрикса (54) рассмотрим следующий 

оператор:
Ли (х) = ууе/։<х-» а (;) 1п |с( и (у) Уус1^, (55)

где а ($)— классический эллиптический символ из класса 5я*. Заметим, что 
А не является эллиптическим псевдодифференциальным оператором, 
поскольку его главный символ в обычном понимании равен 0. Одна
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ко, проводя конструкцию доказальства теоремы о распространении 
волнового фронта для интегральных операторов Фурье (см. [7]), не
трудно доказать, что МП (А и) с. №Р (и). Далее, замечая, что анало
гичное включение можно доказать и для оператора

Во (*)=[[ е<т‘(т՜0, , V (О (56)

и то, что В = А 1 + R, где 5 } R — сглаживающий оператор, сразу
получаем, что УРГ(и) = №Г(Аи). Таким образом, каждое слагаемое 
в (54) ведет себя как эллиптический п.д.о., поэтому нетрудно прове
рить справедливость следующей теоремы.

Теорема 5. Пусть ((у0, тю)| = М'Р(!>0) и (’М- Тогда: 1) если
то МР (о (/)) = Г+ (у0, т(0) 0 Г_ (у0, т/0), 2) если 60 (х) £ С”, то 

1₽7г(и(/)) описывается теоремой 4.
Таким образом, в отличие от конечной скорости слипания харак

теристик, в рассматриваемом случае особенности распространяются 
вдоль обеих характеристик для любой постоянной ах, если только 
Фо(х)-С\

•
3°. Параметрикс и распространение волнового фронта 

при — 1 < £ < 1

Комбинируя результаты теоремы 3 и следствий 1, 2, т. е. под
ставляя (28) и (30) в (54), легко получаем выражение параметрикса 
задачи (1)—(2) в области —1

Теорема 6. Параметрикс задачи Коши (1)—(2) при /^-0 за
дается формулой՛.

и а, х) = -уС_ (а1։ а) е'՛ (х"у՜ л “»> (ах, 1, д) (1п |2 5| + </_ (ах, з)) X

I'-' (у-ч + т՛)

X |С | (а2> - ) (а2> 1, до) “1՜ Дд J + (®2, 1, Дд)] ?0 (7))-)֊С-(Я2, а )Х

ц- (у-ч+֊-)
X е [Н_(а3,1, д0 )+</_ (а։, 1, д^] <р0(т))+с+ (а։, в') е X

X/7+(22.1, г0) ?х (т() 4- с_ (а։> а') е //_ (а։, 1, д') ©х(т]))

֊|[с_(«։10е';(Х-у-А1'”<ЯМ,г) + с+ («4, е)е'г(^+л(^Х

(у-ч+
X Я+ (ах, 1, г)] (с+ (а։, а') ?0(т)) [е (Н+ (а„ 1, д') +

+ -го/+(а։» го))(1п12И + <Ма»> £'))]+с_(аа, г^фоС^Х
П’(у-ч-±)

X |е (Н_ (а„ 1, ДО) + 4/_ (а8, 1, д0)) ()п |2В'| + < (а։, в'))] +
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+ с+ (я2> Ф1 (ТЭ [е Н+ (“։> *> го) (*п

I - - 1 I
֊с_(а„։')фх№ ' /7_(а։,1,г,;)(1п|2ГН

- у[с+(а1։ 5)еН(г-у+л ('»г//+(ях. 1> (1п|2В| + </+(«1, Ю)] Х

/=• (у—7)+ 1 )X {с+(^_, а') е ՝ У ”+ ' [Я+ (а։, 1, г'й) + х0/+ (»։> 1. ^)| ?<»(>}) ֊+

+ с_(а։,е')е ' [Н_ (аа, 1, /_ (*» 1. <)] Фо Ь) +

^'(у-Ч+Т՜)
+ с+ (а., е') е Н+ (а։, 1, <) Фх Ь) + с֊ (’։> - ) X

П'(у-ч--)
X е Н_ (а8, 1, г'о) (1՜. (той С ), (57)

где г = гИ^{1}'<., з'0=^-^-- При параметрикс задается фор- 
е 

мулой (25).
Для получения описания волнового фронта решения задачи Ко 

ши при —1-С/-С1 достаточно теперь применить последовательно 
теоремы 2 и 5. Но прежде, для простоты введем следующие обозна 
чения:

г±(х0, ?о) = {(хх + (л(о֊֊^). г0)|/6 1-1» 0)1,

г±(уо» 7ь)в{(уо±л(0» тю) к£[°» 1]|-
Т еорема 7. Пусть |(х0, ;0)| = №Г(ча) и МР тогда: а) если 

а։=/= ± (2п + 1), п = 0, 1, - • то WF(и^)) = Г^. (х0, ;0)1) Г (ха, ?р» II 
□ Г-1 ( х0 4---- » I) Г± (х0-----— » ;0^, б) если а2 = — 2 п — 1 и при

\ е / \ е /
этом аг — —2^ — 1, к == 0, 1, • • •, то

^(и ({))=Г+(х0, -о) II Г_(х0, ;0) и Г± (х0+— > ;Л и
X е /

иГ+/х0- —. й , 
\ е /

б)։ если а։= —2։п — 1 и при этом а1 = 2^Н֊1, к=Ъ, !,•••, то

й^/՛ (и (0)= Г"+ (•’Го» ?о) и Г՝- (хо» ?о) и г± ( х0Н----- , ;0 ) и Г_/х։-----—, ?0 ,
\ е / \ е /

в)а если а։=2л֊Ь1, п=Э, !>••• и при этом а1 = 2Л-|-1. 4 = 0, !,•••, то 

WP(U:. (0)=44ь (л֊,, иип֊ (хо, и и Гц/хо- - ,лЛ и г֊<х, + -1-, ,
X е / \ е /
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в։) если а։=2л-|-1, л=0, 1,- • • и пои этом ах=—2£—1, k = Q, 1, • • •, т

4°. Пространства корректности задачи Коши .

В работе Алиньяка [5] рассматривается задача Коши, аналогич
ная (38)—(39), но с р (f)=Z4 В этом случае доказывается, что реше
ние v (J, х) представимо в виде v = l\/1% + где и ^ — непре
рывные операторы, обладающие следующими свойствами:

Crt (Jo; (58)

М, : Hs - С;(/о; Hs-mi W-r), (59)

где через Crt(jQ֊ обозначен класс r-раз непрерывно дифференци 
руемых отображений из /о=[О,1] в Hs, а

n1(Z)=sup(o, -J-Z(Z+l)-i +-L(Z+1)֊> |ах р«(*) (A(f))-41֊'| У

(60)
(О--.; Л (/)-֊(/ +l)->. (61)
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Заметим, что рассматриваемый нами случай бесконечной (экспо
ненциальной) скорости слипания характеристик формально соответ
ствует тому, что / -• оо. Тогда в силу (60), (61) потери гладкости, 
соответствующие и Ми будут стремиться к следующему:

п։ (/), ту (/)( — зир ( 0, -֊ (1а!1— 1) (62)

Однако, как это будет показано ниже, таким образом полученная по
теря гладкости не учитывает некоторой дополнительной потери, воз
никающей при рассмотрении экспоненциального вырождения главной 
части оператора Р. В работах [3], [9] получены оценки сверху для 
индекса корректности т и, в частности, для задачи (38)—(39), согла
сно [9], имеем:

т^ тах [1, — (а1-1)+-֊[<
[ 2 21

(63)

В [6] получены оценки снизу для индекса корректности ти,при
меняя результаты [6] к оператору Р, легко получить оценку:

(64> Л» £

Для получения более естественного и точного описания п отери 
гладкости в задаче Коши (38) —(39), рассмотрим следующие пространст
ва^.* (см. [10]). Это пространства распределений ш таких, что образ 

Фурье го является функцией, удовлетворяющей следующему условию
. . / 1 Г ~ \‘1РЫр,*= (— 1^(5) Ш О, (65)

где к (?)—медленно растущая весовая функция, т. е. к (;)^>0 и су
ществует положительная постоянная С такая, что

*(В + ’?)<(14С|;|)ЛШ (66)
для некоторого Л/£2+.

Теперь, используя теорему 3, нетрудно описать потерю глад
кости в задаче (38)—(39), а именно справедливо следующее

Предложение 1. Решение задачи Коши (38)—(39) предста
вимо в виде V — ]\Р>0 — М'^1։ причем .У, М—непрерывные операторы, 
действующие в следующих пространствах:

Л':^-С[([0, 1], 52,*,), (67;
М:Н,— С[([0, 1], Н -) (68)— ГП \

для любого R’ и г £2՜, где
1 **

= (1 + |В)*)2 ‘ "" ’ (1 4- 1п (1 + |Е|)), (69)
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тл2= тах ^0, —“ (|п1|— 1)^ . (70)

Таким образом, это предложение показывает неправомерность 
предельного перехода (62) для вычисления потери гладкости в задаче 
(38)—(39), если %(х)~Св и необходимость рассмотрения в простран
ствах Нр, к задачи Коши для Таких операторов.

Рассмотрим теперь задачу Коши (1)—(2) при —1 Заме
тим, что в силу (25) нетрудно проверить, что при £<Հ0 потери глад
кости нет вообще, и это связано с тем, что в области է <Հ 0 оператор 
Բ строго гиперболичен. Гладкость теряется по достижении линии вы
рождения / = 0. Используя следствия 1, 2 нетрудно проверить спра
ведливость следующего предложения.

Предложение 2. Существ ]ют такие операторы Բւ, Չւ 

(/ = 1, 2), что п(0, х) и пДО, х) могут быть записаны соответ
ственно, в виде и(0, х) = Բլք0 + Չւ?ւ, սէ (0, х) = Բ3 ։р0 + ()տ?ւ> причем 
Բւ, Չւ (/=1, 2)—непрерывные линейные операторы, действующие 
в следующих пространствах՛.

Л: Н, , Չէ: - Я (71)
յ- Տ-

Р2: Н, - В2։ <?,: Н* - В, д., (72)

где
т^=шах յօ, -у (|ав|—1)|, т2= -у (|а։| + 1). (73)

к.=к',(г) = (1 + |;|։)^,՜ո') (1-Нп (1+|5|)) (/=1, 2). (74)

Что же касается потери гладкости в (1)—(2) при —то 
она складывается из потерь 'гладкости, возникающих пр и решении 
(1)—(2) от է- — 1 до /=0 и далее от /=0 до £=1, описываемые 
предложениями 1 и 2.

В заключение выражаю искреннюю признательность А. Б. Нер
сесяну, обратившему мое внимание на уравнение (1) и К. А. Ягджя- 
ну за полезные обсуждения.
Ереванский государственный

университет Поступила 15.VI.1983

Դ. (Ն. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐԴ ԱՆ. Մի մողե յային հավասարման Եոշու խնդրի պարամետրիկսը 1. 
լուծման ալիքային նակատթ (ամփոփում)

Աշխատանքում կառուցված է մի մոդելային հիպերր որսկան հավաս արմ ան պարամ ետրիկսը 
այն դեպքում, երբ բնութագրիչների շոշափում ը ունի էքս պոն են ցի ալ բնույթ և այնուհետև բեր
ված են ալիքային ճակատի տարածման ճշգրիտ թեորեմներ։ •

Պ աբզվում է, որ ի տարբերութ յուե [ 1 ]-ում դիտարկված դեպքից, և զա կի ո ւթ յո ւնն ե ր ր այս
տեղ միշտ էլ տարածվում են դեպի 1>Օ տիրույթը երկու բնութագրիչների երկայնությամբ ան
կախ Հ֊ի արժեքից։ Բացի այդ ստացված է ողորկութ յան կորուստի ճշգրիտ նկարագրությունը 
ե նրա համեմատումը [5], [6], ի 9]-ում բերված գնահատականների հետ։
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G. R. ALEXANDRIAN. Parametrtx and propagation of the wave front 
to a Cauchy problem for a model hyperbolic equation (summary)

The paper investigates a weakly hyperbolic equation with exponentional degene
ration of hyperbolicity. First the parametrix of the Cauchy problem is constructed 
and some theorems on propagation of the wave front are proved. In contrast to the 
case investigated in [ 1 ] here the singularities propagats Into domain t 0 along both 
characteristics for any a. Besides that, exact description of the loss of regularity is 
given. The results are compared with those of [5], [6|, [9].
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Ю. А. КУТОЯНЦ

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССОВ 
ПУАССОНОВСКОГО ТИПА.

§1. Введение

Настоящая работа является продолжением исследования [1] ло
кальной структуры семейства мер, отвечающих процессам пуассонов
ского типа [2] и посвящена описанию асимптотического поведения 
оценок максимального правдоподобия (ОМП) и байесовских оценок 
(ВО) параметров интенсивности этих процессов. Ранее было уста
новлено, что в условиях регулярности указанное семейство локально 
асимптотически нормальное, что позволило привести нижнюю границу 
Гаека [3] на риск произвольных оценок и построить асимптотически 
локально наиболее мощный критерий в задаче проверки близких (кон
тинуальных) гипотез [1]. Ниже показано, что некоторое усиление ус
ловий [1] позволяет доказывать состоятельность, асимптотическую 
нормальность, сходимость моментов и асимптотическую эффективность 
ОМП и БО параметров интенсивности. В аналогичной постановке 
описывались свойства ОМП в работе Огата [4], (состояльность и 
асимптотическая нормальность) для стационарных процессов пуассо- 
нрвркого типа (и в. некотором смысле близких к ним). Более простая 
модель точечного процесса—неоднородный процесс ТГуассона,' изуча- 
л$рь в [о], [6] (см. также. {7]), где описаны свойства ОМП и БО 
параметров 7 интенсивностей, включающих и такие, как 5 (6, յ) = 

_յ£սօօե (5(2։ ?Ч- 6,3>)] ®<31г ®(3))- Приводимые в насто?
щей работе условия носят достаточно, общий -характер ՛и могут*.быть 
выполнены как и для стационарных процессов пуассоновского типа 
так и для ряда неоднородных процессов Пуассона, например, приве 
денного выше, периодического.

Сходной задауе—оценке параметров спектральных плотностей, 
стационарных процессов пуассоновского типа посвящены работы Брил- 
линджера, [8], [9} и Туана [10]. Подход в описании свойств оценок в 
[8], [10] аналогичен традиционному подходу в оценивании спектраль
ных параметров стационарных последовательностей.

Отметим также интересные работы [11]—[13] Огаты, Акаике, 
Вё—Джонса, в которых рассмотрены алгоритмы моделирования на 
ЭВМ реализаций ряда конкретных примеров процессов пуассоновско
го типа, предложены алгоритмы численного нахождения ОМП парамет
ров интенсивности и обсуждаются вопросы приложений этих моделей, 
к реальным явлениям.
4-424
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В предлагаемой работе используется ряд результатов теории 
точечных процессов, изложенных в монографии Липцера, Ширяева [2] 
и две теоремы Ибрагимова, Хасьминского [3] об описании свойств 
ОМП и БО через свойства нормированного отношения правдоподобия. 
В работе результаты статьи [5] прямо переносятся на схему наблю
дений процессов пуассоновского типа, поэтому из трёх лемм в § 3 до
казывается только одна.

§ 2. Вспомогательные результаты

Пусть {2, Р, Р}—полное вероятностное пространство и {£/, / 
0} — неубывающее семейство непрерывных справа э-алгебр А» с/՜, 

пополненных множествами нулей вероятности. Обозначим т==|/։, /•>•••) 
последовательность марковских относительно {Р/, < > 0} моментов, об
ладающих с вероятностью 1 свойствами: /г]>0, у =1, 2,---,
и введем точечный процесс

/>0,
/-1

где ’/.[.}—индикатор. Значение X (/) очевидно равно числу точек //(со
бытий) на интервале [0, /]. Задание " эквивалентно заданию процесса 
Х={Х (1), /•«, /> 0).'Заметим, что реализации^—кусочно-постоянные 
функции такие, что X (0)=0, Х($ = Х{1—) + (1 или 0). Процесс X 
при всех /^-0 допускает разложение Дуба — Мейера X (/) = М (<) 
+ А (/), где М = \М {I), Р, />0|—локальный мартингал и А = 1А (/), 
Р<, /^-0}—натуральный возрастающий процесс ([2], теорема 18.1). 
Точечный процесс X с абсолютно непрерывным компенсатором А (I) = 

= У^(з)^з назовем процессом пуассоновского типа (ППТ). Обозна- 

0
чим /:*=о{ш: X (з), з-<#} и рассмотрим ППТЛ’= {X (1), Г*, />-0), 
который также имеет разложение Дуба—Мейера X ({) = Л/(/)-(- А (/), 
где М (/) и А (/) /■’^-измеримы (называемое минимальным), причем 

Л(п = р(з) </з с л(/)=£(Х(01Л11-

о
Случайный процесс Х= {/. (/), /• f ^.0} назовем интенсивностью 

ППТ.
Всюду далее считаем р* — р։ и обозначаем 5 (/)=).(/). Нас 

будут интересовать задачи оценивания параметра 0^0а7?* интенсив
ности 5(0)= |5 (8, /), р1։ ППТ X. Примеры таких ППТ см. в 
[2]. [9], [10]-[13]. Ради простоты обозначений считаем процесс 5(8) 
положитнльным с вероятностью 1 при всех 0 £ 0,

Обозначив Пт — пространство реализаций ППТ ХТ={Х(Г), р{, 
0-^/^7'|, т. е. пространство кусочно-постоянных функций хг=[х(/), 
0 < / < Г) таких, что х (0)=0, х (Ц=х (/-) (1 или 0), х ( Г) < оэ и 
Вт = ? {«>: х (з), з< /}.
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При каждом 9£И ППТ отвечает на (От, В г) мера Ре. Согласно 
теореме 19.7 [2] условие: при всех 6, б С 0

5(9, О <Л< « I .-=1 (2.1}
и

необходимое и достаточное для эквивалентности всех мер семейства 
{Ре, б£Н} и отношение правдоподобия £ (б, бв; Хт) = с1Рь1<1Рь, (Хт) 
при этом имеет вид

т т
Ь (6, б0; Хг) = ехр| [ 1п ֊֊^-*Х(1)-Г[5(9„ <)- 5 (60, П}л1> (2.2) 

I.) *֊> (“о» ч Л Iо о
где первый интеграл понимается в смысле Лебега—Стилтьеса [2], 

теорема 19.7. Оценку максимального правдоподобия б определяем как 
решение уравнения

I* (9, Хг)=5ир £ (у, 90; Хт.).
Ук»

Заметим, что нахождение этой оценки зачастую довольно сложно. На- 
к

пример, уже в случае 5 (б, /)= V &^>1 она в явном виде не
1=1

выписывается.
Условия состоятельного оценивания параметров интенсивности 

ППТ методом максимального правдоподобия можно формулировать 
как при Г-* ос, так и при- фиксированном Т, но 5(9, £) —•- со, напри
мер, 5(9, /) = п50 (9, /) ип-»оо. Для объединения этих предельных 
переходов будем сразу рассматривать задачу в схеме серий, т. е. 
считаем заданной последовательность задач, индексируемую а £ (0, 1] 
и предельный переход отвечает е -» 0. Процесс 5 (б, £)= (®>
и значение Т=Т, меняются с в произвольным образом, обеспечиваю
щим выполнение приводимых ниже условий. Заметим, что, хотя в ра
ботах [1], [5]—[7] считается, что 7’-» з=, сам факт стремления Т к 
бесконечности в доказательствах не используется и простое переобо
значение позволит перенести результаты этих работ на схему серий.

§ 3. Основной результат

Пусть 0 — ограниченное, открытое, выпуклое подмножество и 
при каждом а £ (0,1] и 9^0 задан ППТ Л,= (А’։(0, £/; Т») ин՜ 
тенсивности 5, (9)=|5,(9, /),£]; ). Требуется по реализации
X, оценить 6 и описать свойства оценки при е ->0. Ниже описываются 

свойства ОМП 9, и БО 9, параметра 9.
Нам понадобится следующая группа условий:
I. При почти всех {£ [0, Г,] случайная функция 5,(9, /), 
/€[0> 7\] с вероятностью 1 непрерывно дифференцируема. 

по 9 и
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0 (•* <*5.(0, t) .л4-1 5,(9, о л = 1 dt.
(Л J J d6

о "
II. Информационная матрица Фишера

л(Ч_д д' ' J <Л О0 и
положительно определена при всех 0£Н и s (0,1) и матрица 
чДЬ)=1Д*)~1/։ обладает свойством

lim |<р, (0) ф. (0)'| =0. ։—0
Здесь |Л| = sup (Ае, е), штрих обозначает транспонирование. Ниже 

к|-1
К—произвольный компакт в И, вектор

‘°’ 'Ь՛՛ ’ Ä՜“ 51 “■

III. При всех i ^R1՛ равномерно по ЧСК
г, 

jPt, —lim i 
.-о J 

о
?.(0)' 5, (б, О]8 5.(0, 0՜1 dt = |/.|s.

IV. Равномерно no 0£ К для кюбого о ^>0
т,

p.֊itaj I..W s'(’.')։z„.,.5. (О.о-л-о. 
Ü

V. Для любого С>0 равномерно по 0 ~ К

Рв—lim sup
«-о i«|+/t>|<cj 

о
'|t.W ^) \(МД=О,

\*^i ( (АО

где и, v Uo, < — {и : 0 + ?,(0) и £ Hj.
Введем функцию

т,
А։.. (гг)= — In £« exp j — j՝ ( > 5, (0,„ t) —VS, (0, t )s dt | • 

0
VI. Имеет место неравенство 

inf ho. Ди) c |up, 0£A՜
2*e u постоянная с зависит только от К.

VII. При некотором т > k/2
՛֊ т,

£r\ f i?.՝(0)'՝5,(&, f)|s5, (fl, 

u z
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(6 , 5. (G.JI
л. (б, о

с.

где постоянная С не зависит от б, и -.
Теорема 3.1. Если выполнены условия I—VII, ;.чо оценка мак

симального правдоподобия б, при е —• 0 равномерно no состоя
тельная:

Pti — 11m б։ = б,
։ -О

асимптотически нормальная

Ы?.(б)-։ (б,-б)}֊> Л (О, У),
У — единичная матрица, и имеет место сходимость моментов

Нт £в |<р.(б)՜1 (9, — б)|/’=Е 
։-»0

где Ъ{Ь}=М(О, ]), р>0.
Доказательство проводится методом Ибрагимова—Хасьмин- 

ского и заключается в установлении ряда свойств нормированного от
ношения правдоподобия

Д.(и) = £(6 + Ф,(е)ц, 0; ЛГ,), 

где 0 — истинное значение оцениваемого параметра, сформулирован
ных в приводимых ниже леммах.

Лемма 3.1. Если выполнены условия I — V, то семейство мер 
(А", при г -* 0 локально асимптотически нормально равно
мерно по с правильной нормирующей матрицей <р։ (б), т. е.

(и) = ехр и' А, (б, —~|«|2_г ?, (б, и, -Я,) । >
где

Р $՛ (б> О
М®. Л) = ?.(6)' (/)-£. (б, О Л]

и -М0. о 
и

и равномерно по б £ К
Ь(Д.(б, Х)|=>2У(0, У), (3.1)
Рч— Нт Ф, (б, и, /,)-0.

1-.0

Доказательство практически повторяет все выкладки дока
зательства теоремы 3.1 (1], но имеется два отличия. Первое—в лем
ме 3.1 [1] все сходимости равномерные по б£ К, а в теореме 3.1 [1]— 
при каждом 6 £9, но здесь равномерность сходимости следует из ус
ловий теоремы. _ ~ , 1

Замечание. Под равномерной по б’£ ՝К состоятельностью б, (схо
димостью по вероятности) понимается следующее: для любого о ^>0
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lim sup P»*) { |&. —6| > 3} =0. ,-o ։gA֊
Второе: в [1] доказательство (3.1) опиралось на центральную предель
ную теорему для стохастического интеграла по центрированному про
цессу пуассоновского типа, в которой условие IV настоящей работы 
заменено условием типа Ляпунова. В представленном виде (3.1) вы
текает из условий III, IV согласно [14].

Лемма 3.2. Если выполнены условия I, VII, то

sup 
1бЛ'

Et \Z'^m (u։)- Z1/2"1 (и1)|2'п ֊< С |«2— «J2՞1.

Доказательство повторяет доказательство леммы 2 в [6], 
так как в сделанных предположениях процесс £«1ы) дифференцируем 
по и с вероятностью 1 и имеет место неравенство Новикова [15]:

Т ГТ
f Г 12m ( 1 / I* \т£< <Ст £ ( |/(Z)I’S (/)</') + l/(f)F* S(t)dt

о и о

t

где Y (t) = X (Г) — J 5 (v) dv и Cm не зависит от Т, S (•) и /(•). 

о
Лемма 3.3. Если выполнено условие VI, то

sup Л,։) (Л(ы)>ехр | - ֊=-с|и,т II < exp I - — с [и|т 
I | 5 J J 15

Доказательство. Обозначим
9

#(“) = — с |и|7, 5i~5։(9-|-®։(6)

и, t), 5 =5. (6, t) и воспользуемся неравенствами Чебышева и Коши— 
Буняковского:
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Действительно, здесь записано равенство

£е^(Х)=1> 
а г ч

где — мера, отвечающая процессу пуассоновского типа интенсив, 
ности {(б + <р. (9) и, о 5, (9, /), ?г, 0<#<Г,|. Теперь из приведен
ных в леммах свойств отношения правдоподобия и теоремы 3.1.1. [3] 
следует доказательство теоремы 3.1.

Замечание. Если, как и в [3], ввести понятие ассимптотичес- 
кой эффективности оценок и условие: равномерно по б1։ ба^А'

Кт <р, (&։)-։ ?. (9։) = В (6,, 9,) ■->о
и матрица В (9Х, 9а) непрерывна по 6Х, то не трудно будет доказать 
асимптотическую эффективность ОМП и БО.

Пусть б— случайная величина, к (у), у (; Н— плотность ее априор. 
ного распределения (непрерывная, ограниченная, положительная функ
ция) и функция потерь У/7 (9, у)= |9—^|в՝, а'Ж тогда имеет место

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия I—VII и неравенство
в условии VII с т=1, тогда байесовская оценка 9, при г —»0 обла
дает теми же сво гствами, что и ОМП в теореме 3.1.

Доказательство следует из лемм 3.1, 3.3 и леммы 3.2 с 
т =1 согласно теореме 3.2.1 в [3].

§ 4. Примеры

Прежде всего отметим, что условия I—VII подобраны таким об
разом, что они выполнены для всех схем неоднородных процессов 
Пуассона, рассмотренных в [7], п. 4.2.5. Например, в случае

5(9, 0 = ехр |Э(|)со5 (В(2) / + 9(3>)}, 0<#<7’.
где 6£(9(Ч 9Р), 9(3)), Н = («1։ МХ(“*. ?.)ХК ?։)> 0<а1<?1 
•0<а։<^Р։<^со, 0<^а։<^Рз<^2п и предельный переход соответствует 
Т -■ со. Наиболее сложное условие VI проверяется как и в примере 
4, стр. 286 в [3].

Пусть стационарный случайный процесс 5,(6, /)=5(б, £) имеет 

две непрерывные ограниченные производные по б (&=!), ֊/•*(6, о 
(70

^•*^>0 и равномерно по 9£0 справедлив закон больших чисел

Рб — Кт
7* -* ао

1_ Г 5(6, ог 
т з 5(6, о

<11 = ЦЬ),
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тогда условия I—VII выполнены и ОМП обладает всеми перечислен
ными в теореме 3.1 свойствами. В частности, если է) гДе
Հ(ք) — F(-согласованный предсказуемый случайный процесс, 0<с < 
■Հ.ք(է)<ԼՇ и равномерно по

т
Л-lim-?- =

т-*** Т J о
то ОМП т 

bT^X(t)/^fu)dt 

о
И

Լ։|/՜7 (б/-—0))= /V (0, /(б)-1 ).
Представляет интерес проверка условий I—VII для схем ППТ, рас
смотренных в работах [111 -[13].
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ЗПК Ա. ԿՕԻՏՈՏԱՆՑ. Պուասոնյան տիպի պրոցեսների պարամետրերի ցնահատումր (ամ
փոփում J

Ուսումնասիրվում են պուս.սոնյան տիպի պրոցեսի ինտենսիվության ֆունկցիայի րաղմոէ- 
չափ պարամետրի մ արսիմ ալ ճշմ արտանմ անութ յան և րայեսյան գնահատականն երի ասիմպաո- 
աիկ հատկությունները։

Ապացուցվում է 1Ա1Ղ գնա1ատտկտնների ունակայնությունը, ասիմպտո տիկ նորմալությունը 
և մ ոմենտների գոպամիտո։թ յո։նը։

Yu. A. KUTOYANTS- Parameter etlimatton for Polston type processes (summary) 
• . t * ' * .

Th? .asymptotical properties-of the maximum likelihood and Bayessian estimates 
of multidimensional parameters for Poisson type .processes ar.e investigated. We proyp 
the consistency, asymptotical normality and convergence of moments of these 
estimate։ u. ։<.>»»•<,.• ■> I
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М. И. КАРАХАНЯН

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КОММУТАТОРОВ 
ЭЛЕМЕНТОВ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР

Пусть В (Н) — банахова алгебра всех ограниченных линейных 
операторов, действующих на комплексном гильбертовом пространстве 
Н. Классическая теорема Фуглида—Путнама утверждает, что если 
для пары нормальных операторов В {Н) имеет место условие
Л(17’=Т’М, где Т^В(Н), то Щ Т=Т№2 (см., напр., [1], стр. 337). 
Позднее Р. Муром [2] был получен асимптотический вариант теоремы 
Фуглида—Путнама: при фиксированных нормальных операторах Л։, 

для каждого Т с ||Г||<1 и каждого г>0 существует такое 
3^>0, что из — 7'Л/։1>\0 следует ||Л/։’Т— В дальнейшем
Е. А. Горин и автор в [3] усилили результаты из [2], установив, в 
частности,, следующую теорему: Пусть а1։ а», 61։ 62—такие элементы 
комплексной банаховой алгебры, что

[а1։ 6։] = [аа, 6»] = 0 и р->А1=0 (р.|1,2), = 0 (|

при (>.| —» оо. Тогда равномерно в каждом шаре Ы֊С R < °° имеет 
место неравенство х—х 62'|-Сч> (Царе—хаг,), где ч>(г)-*О при г—»0. 
Недавно Д. Роджерс (см. [4]) показал, что теорема Мура остается 
справедливой, если в алгебре операторов гильбертова пространства 
вместо равномерной рассмотреть сильную или слабую операторную 
топологию.

В работе [5] автор, используя методику работ [3], [4], обобщил 
результаты из [4] на алгебру ограниченных линейных операторов, 
действующих в банаховом пространстве в том же духе, в каком рабо
та [3] обобщает теоремы Фуглида—Путнама—Мура.

В данной работе, как и в [5], исходя из позиций работ [3], [4] 
будет доказан асимптотический вариант теоремы Фуглида—Путна
ма для довольно широкого класса топологий, заданных на комплекс
ной банаховой алгебре Д. Для дальнейшего нам понадобятся несколь
ко стандартных понятий и определений, которые мы сейчас приведем.

Пусть А — комплексная банахова алгебра и У — разделяющее 
элементы алгебры А пространство комплексных линейных непрерыв
ных функционалов (т. е. можно считать, что УсА*). В этом случае 
говорят, что <.А, У^>—дуальная пара.

Будем говорить, что пространство У является Д-инвариантным, 
если для .каждого функционала <р £ У и произвольных пар элементов 
а, Ь£А функционал У, где ч>а,ь (х) = <р (ахЬ). При этом соот
ветствующую дуальную пару <^А, У^> будем также называть Д-инва-
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риантной. Примером Л-ипвартяой дуальной пары является <^Л, Л*^>. 
На алгебре А вместе с исходной рассмотрим также К-слабую тополо
гию (обозначают з(А, К)), т. е. слабейшую топологию на А, в которой 
все функционалы из У и только они непрерывны. Введем также на ал
гебре А топологию равномерной сходимости на з ( У, А ^ограниченных 
подмножествах У, которую обозначают через Р (А, У). Обозначим че
рез - (У, А) класс всех '(У, Л)-ограниченных подмножеств У. Отме
тим, что топология Р (Л, У)—локально выпуклая топология на А, ко
торая порождается семейством полунорм [рА!>/^6-( У՜, Л), где рк (х)=

причем база окрестностей нуля задается множествами

и = U (К,,,- ■ ■, fC,m; г) = |х£ Л : sup |с? (х)|<^а, где 
’eS

К^(У.А); р = 1, --, т|.

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть А — комплексная банахова алгебра Л, 

У> есть А-инвариантная дуальная пара и av а2, blt Ьг — такие 
элементы из А, что [aj, i>j] =0 и He)aj Х4/|=о(р֊||/2) при р.|—♦ ос, где 
у = 1, 2. Тогда для каждой окрестности нуля U в топологии р (Л, 
У) существует такая окрестность нуля V (в той же топологии), 
что из условий х£Л, [xl!< 1 и агх — ха2£ И, следует Ьгх — xbt^U.

Доказательство. Ввиду того, что КЯр есть a (У, Л)-ограни- 
ченные множества в У, то существует такое Л/>0, что для всех 

т
ф £ (J Не ограничивая общности будем считать, что

где /=1, 2. Пусть ш(г) = гоах шах Йе'՛0՛'՜'47]- Так как 
j-1.2 |М—г

ш (г) — о (г1/2), то для каждого -^>0 найдется rJ>0, такое, что
Л/фи(г)4-1]*+Г|

Пусть Гг= Р-: |).|=г|. Выберем натуральное число п таким, что

Рассмотрим окрестность нуля
и - I/ (К,,, ■ • •, К,т- г) = {х £ Л : вир I? (х)| <е, где

Р = т>-

Пусть А/ (л)=ехр (/-67), где у=1, 2. Тогда А, (л)— равномерно непре՜ 
рывные функции от >• на Гг со значением в Л. Поэтому существует 
такое конечное множество РсГг, что для каждого >.£ГГ при подхо
дящем 7 (; Р

0А2 (X) - А։ (т)| 4֊ |А2 (->•) - А3 (-7)| < е֊՜'.
ГГ ՝ М ֊г 11усть о = — е г и
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V = [ff А : sup |<р7 (а* ' 1 д аг)| <С '4 7 £ Р> Z = 0, • • •, к; 
к — О, • • • , л; р — 1,- • •, т |, 

_ т
где ^7(z) = w [е7*1 ze՜*7*’՜70''], а '? 6 U К,р. В силу Д-инвариантности

дуальной пары <1/4, Х^>функционал ?7 £ Y. Пусть теперь х £ А, (*■]<. 
т

< 1, аре — хаа£ V. Для <р с U AG, рассмотрим целую функцию 
Р->

А (')=<Р(л։Р-)хЛ։ (—'•))•
Так как ||Л/ (л)]< ег, то для X, 7^ГГ, где 7^Р, имеем

IA (М-А (7)1 <Н {1М*)-А1 (7)Н|А, (-х)-л։ (-7)11 в' <. м. 
Отсюда

UAL = тах ПА 0)1: Р-1=г1 < тах ПА (7)1 ■ 7 6 ?}+м.
Оценим 1А(7)1, когда 7^Р

IA (7)1-С |?i "•*(/■) +1ф [е7*1 (е~Т 01 х—хе 7°’) е'՜՝7**՜ 7"։)]! =

= Ни'։ 0՜) +|<Рт (е“7°‘х — X e՜7՞.)! <

(r)+ U 77 £ I?7 (а‘՜' ' (<hx—xa2) ai]|+ 2е-Чч>тК 
л—о к! /Zb

<M К (r) + 2ш (r)] -I- 2 ֊2՛ |<h [a* (alX - xa։)a.(]|. 
k^U KI 1^0

Так как ape—xa»£ U՜, to

£ I?t (of՜'՜1 (OiX— xa։) el]/ < k'j, 
t-b

откуда
IA (7)l< W1'2 (r) + 2w (r)] + rSer < Л/’/си (r)H-l]։. 

Значит

sup 1Айг < sup max | A (7)1 = 7 €P| + M < M {[w (г) 4-114-1), ‘ 

где р = 1,- • •, m.
Из формулы Коши

Л (0)-֊7 С6֊֊ Л 
2-г J

Гг 
следует

sup If (0)1 .С ,=6Х. т г'р г
где /»=!,• • •, т.
Но так как /? (0) = <р {Ьхх — хЬ2), то получаем, что sup |® (6։х—x6։)j<ls, 

■ де р !,•••, т, т. е. b1X — xbt^U. Теорема доказана.
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Пусть г'.А, У՝^—дуальная пара и '(А, У)—локально выпуклая 
топология на А, согласованная с двойственностью <^Д, У^>. Это зна
чит. что пространство, топологически сопряженное к (А, *(А, У)), 
совпадает с У. Тогда имеет место

Теорема 2. Пусть А— комплексная банахова алгебра <^А, Уч
есть А-инвариантная дуальная пара и '-[А, У)—локально выпук
лая топология на А, согласованная с двойственностью <[А, У^>. 
Пусть ах а1։ Ь1 Ь3 — такие элементы г<з А, что [а/, 6,|=0 и

— о (р.|։) При |/.|-»-со, где /-=1, 2- Тогда для каждой окре
стности нуля и в топологии '(А, У) существует окрестность 
нуля V (в той же топологии), что из условий х^А, ||ХЦ < 1 >и 
а^х— ха2£ И следует Ьхх— хЬ^и.ь ՝

Доказательство.֊ В самом деле, по’ теореме о биполяре 
(см., напр., [6], стр. 160) топология '(А, У), которая согласована с 
двойственностью <^А, У ^>, есть топология равномерной сходимости на 
классе /-равностепенно непрерывных подмножеств У. В силу теоре
мы Банаха—Алаоглу этот класс состоит в точности из множеств от
носительно компактных в топологии а (У, А). Остается пременить 
теорему 1.

Используя теорему 2 и тот факт, что пара <^Д> Д*^> есть 
Д-инвариантная дуальная пара, получаем -

Следствие 1. Пусть А — комплексная банахова алгебра и 
(А, А*)— локально выпуклая топология на А. согласованная с 

^двойственностью <^Д, Д*^>. Пусть а1։ а3, Ь1։ Ь։ — такие элемен-
• I

ты из А, что [ау-, 6.] =0 и 1е"‘у /°-'Ц = о (р֊|։) при р.|-»сс, где/==1,2. 
Тогда для каждой окрестности нуля и в топологии *(А, А*) су- 
гществует окрестность нуля V (в той же топологии), что из ус
ловий х^А, [;х{] ֊< 1 и алх — хаа^У следует Ьгх — хЬ£Л.

Замечания. 1. Так как У—слабая топология з(Д, У) и топо
логия Макки '(А, У) согласованы с двойственностью <04, , т
теорема 2 верна, в частности, для этих топологий, которые являются 
крайними в классе топологий, согласованных с двойственностью, т. ео 
а (А, У)<7.(Д, У) <х(Д, У).

2. В случае, когда У — А*, топология ~(А, Д*) совпадает с ис
ходной топологией банахова пространства на А и следствие 1 дает- 
вышеуказанный результат из [3], который обобщает результаты Му 
ра из [2].

3. В случае, когда А = В(Н) и У—Р, где Г—пространство 
операторов конечного ранга, то каждый оператор Т^Р может быть 
реализован как линейный функционал на В(Н) и Р—слабая тополо
гия, порождаемая этими функционалами, т. е. топология з (В(Н), Р՝) 
есть в точности слабая операторная топология, и мы получаем ре
зультат Д. Роджерса из [4].

Пусть Н—сепарабельное гильбертово пространство и А—В{Н)- 
В случае, когда У—В(Н)* или У—/1։ где — идеал операторов с 
конечным следом, У — слабая топология,задает соответственно слабо 
банахову топологию и ультраслабую операторную топологию на В(РР).
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В этих случаях У является А-инвариантным и используя теорему 2, 
получаем

Следствие 2. Пусть и Н3—нормальные операторы из 
В(Н), тогда для каждой окрестности нуля и в слабо банаховой 
или ультрас лабой операторной топологии существует окрестность 
нуля V (в соответствующей топологии), что из условий Т֊В(Н)> 
||Т|< 1 И V, следует П'Т- ТП’&и.

Следствие 3. Пусть /—комплекснозначная непрерывная 
функция на объединении спектров нормальных операторов и 
из В(Н). Тогда для каждой окрестности нуля и в слабо банахо
вой (или ультраслабой операторной) топологии существует окре
стность нуля V, в соответствующей топологии, что из условий 
Т^В(Н), ЦГ|<1 и Т/Уг£У, следует ЦП,) Т-ТЦИ^и.

Следствие 1 позволяет, учитывая прием, принадлежащий С. Бер- 
беряну [7], получить для слабо банаховой или ультраслабой оператор
ной топологии обобщение асимптотической теоремы Фуглида—Путна- 
ма для субнормальных операторов, как это делается в [8] для нор
мальных операторов.

Теорема 3. Пусть и — субнормальные операторы из 
В(Н). Тогда для каждой окрестности нуля и в слабо бана совой 
■(или ультраслабой операторной) топологии существует такая 
окрестность нуля V в соответствующей топологии, что из усло
вия Т^В(Н), [71^1 “ следует ИгТ—ТИ^и.

Доказательство. Нормальные расширения Сд. и С'..«, соответ- 
ственно, операторов и действующих в Н&Н; таких, что су
жение на /7® |0}, соответственно, есть и П’2, будем искать в виде

Р22/ ’Л’з \0, 7՝и/
Определим подмножество

*7= К7՝1’ Тг V Тк^и, к=1, 2, 3, 4 \сВ(Н Н). 
1՝ Т3, Т4 / |

Тогда и является окрестностью нуля в В (Н Н) в той топологии 
(слабо банаховой, ультраслабой), в которой И— окрестность нуля в 

В(Н). В силу следствия 1 существует такая окрестность нуля V на 

Н Н в соответствующей топологии, что из условий Т В (Н Н) 

Ц7К1 и Слг, 7֊ Т Сн2 е V следует С'^Т- Т Ск- £

Определим У= { Т՝: д’ д

Тогда моожество И—окрестность нуля в В(Н) в той же топо
логии, что V в В (Н ОН). Пусть Т£В(Н) с ЦТ^.1 и ПгТ—ТП^ V, 

- / Т 0 \тогда Т = ( о В (Н ® Н), и так как
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СЛ1Т — Т С\ = ('У1 Т~ С у
№ \ 0 0/ ’

то имеем
Г’ Т т г • - т֊т^ ֊^Л,\ г г-Сл֊։ Т-ТСу2֊^

откуда Т-Т^С- О. Теорема доказана.
Ереванский государственный 
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Մ. I*. ԿԱՐ IJ.lv ԱՆՑԱՆ. Կոմուտատորների ասիմպտոտիկ հատկությունները ըանախյան հաս- 
րահւսշիվներում (ամփոփում)

հոդփածոէմ ստացւք ած է մ ասնավորապես հետևյալ արդյունքը։ Դիցուք \-ն բանախ- 
յան հանրահաշիվ (, 7. (/1,^4)*__լոկալ ուռուցիկ տոս/սյսգիս։ Է Հ'!' 'Լրա1, ՈՐՐ համաձայնեցված է

երկակիով յան հետ։ Դիցուք ԱշէԱշ^ե^2 եշ-նայնպիսի տարրեր ենյՀ-ից, որ [(X •, 6 ]=0

և ք ’ | = օ(|՜/.|5) -00/ որտեդ յ^^\էՂ. Այդ դեպքում զրոյի կամայական Լ] շր
ջակայքի համար 7. (A , X*) տոպոլոդիայում դոյություն ունի այնպիսի դրոյի V շրշակայր 
(նույն տոպոլոդիւսյում), որ եթե X £ X , ||*|| 1 Օ^--- Xaշ - V , ապա bշX — xbշ•- Ս.

Այս արդյունբր թույլ Լ տայիս ստանալ Ֆոլդլիդ֊Պ սլանամ ի ասիմպտոտիկ թեորեմի զա֊ 
նազան տ սւրրերակներր նորմալ և սուրնորմալ օպերատորների համարէ

M. I. KARAHAN1AN. The aeymptottc propertie։ of the Banach 
algebra։ element'։ commutator։ (summary)

The asymptotic properties of the commutators are proved. Let X be a complex 
Banach algebra and ■/. (A, A*) — local convex topology on X, concordant with duality 
< X, X* ՛-. Let at. a։, bt, b2— be such elements in X, that [ay, iy| = 0, and 

e J •/J=o(|/.|2) for |).| —» oo, where j = 1. 2. Then for the each neighbourhood of 
zero in the topology 7. (X, X*) there exists a neighbourhood V of zero (in the same 
topology) that from conditions x^A, ||xj 1 and a2x — xa2£ V follows bxx— xb2 ' U 
This result generalizes the asymptotic versions of the Fuglede and Putnam theorem 
about the normal and subnormal Hilbert space opeiator commutators.
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В. К. ОГАНЯН

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДуХИНЫ „ТИПИЧНОГО“ РЕБРА 
СЛУЧАЙНОЙ МОЗАИКИ

• е
Рассматриваются случайные мозаики на плоскости, инвариантные 

относительно группы всех евклидовых движений плоскости.
Задача состоит в вычислении длины „типичного“ ребра мозаики 

в терминах маркированного точечного процесса (Р/, ’Г/|, где (Р< | — 
точечный процесс пересечений ребер мозаики с фиксированной пря
мой £0, а маркой служит угол, под которым происходит пересе
чение в точке Р/. * •

Эта и аналогичная задача для процессов многоугольников рас
сматривались Р. В. Амбарцумяном в работе [1] и в его монографии [2].

Использованный в [1] и [2] метод требовал предположений о су
ществовании некоторых пределов эргодического характера.

Цель настоящей статьи показать, что эти предположения можно 
обойти, если пользоваться надлежащими определениями распределе
ний „типичных“ элементов. Эти определения даны в [3] и [4].

Решение вышеупомянутой задачи дает нижестоящая формула (17).
Дополнительно предполагается, что среднее квадрата числа ре

бер мозаики, пересекающих любое ограниченное борелевское множе
ство, конечно, а также, что с вероятностью 1 мозаика не содержит 
узлов типа Т.

С точки зрения методологии статья продолжает исследования 
автора в |5], [6], [7] (см. также [8], стр. 821 и [3]) по интегрирова
нию комбинаторных разложений (общая теория комбинаторных разло
жений приведена в [2]).

Случайной мозаикой на плоскости называется случайное поле 
отрезков с вероятностью единица, разбивающая плоскость на непу
стые выпуклые ограниченные многоугольники.

Случайные поля отрезков на плоскости можно определять как 
случайные точечные поля в пространстве отрезков (см. [9]).

Обозначим через ЯХ множество всех мозаик (реализаций);
Вероятность Р на ЭХ (точнее на соответствующей з-алгебре) на

зывается распределением случайной мозаики.
Вершины многоугольников из т называются узлами мозаики.
Узел называется узлом типа Т, если существует прямая, про

ходящая через точку <2 и оставляющая все ребра мозаики, исходя
щие из (2, в одной замкнутой полуплоскости.

Группа М движений полуплоскости индуцирует группу преобра
зований ЯХ в себя (группа движений ЭХ). Случайная мозаика т («՛)
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называется однородной и изотропной, если ее распределение Р ин
вариантно относительно этой группы (Л/-инвариантна).

Хорошо известной М-инвариантной, с вероятностью единица не 
имеющей узлов типа Т, мозаикой является мозаика, порожденная 
пуассоновским случайным процессом прямых.

§ 1. Комбинаторное разложение для т

Пусть С—пространство всех прямых плоскости. Обозна
чим через [Кя] = \8 £ С ։ g (] Кя¥=0\, где Кя~открытый круг радиуса 
R с центром в начале координат.

Рассмотрим некоторый элемент т £ ЭХ, не имеющий узлов типа 
'Г. Запишем комбинаторную формулу Р. В. Амбарцумяна (см. [9], стр. 
15 или [2]) для инвариантной меры ц (•) множества

В _ I § € [^я]: прямая # не пересекает ни одного отрезка} 
I. из тГ\Кц I

Легко убедиться, что [/С?]\В0 принадлежит бюффонову кольцу 
Вг |Р/ ) (см. [9] или [8]), где Р/— концы отрезков из т П Кя, лежащих 
на окружности дкц. Согласно алгоритму, указанному в [9], имеем

Р (Во) = |х №}) ֊2 2 [/., | 4- V | ,7 )_ 2 |5||./0 (5/) (1)
/ I I

Здесь мы применили следующие обозначения:
/о (^)=/в,(") —если отрезок ~ не пересекается с отрезками из 

тГ\Кя\ длина отрезка; ,
Отрезок типа '/. есть отрезок из т. П Кя, являющийся хордой 

круга Кя\
Другие обозначения показаны на рис. 1.

Пунктирными линиями отмечены отрезки, соединяющие точки 
Р< и Ру£<?Кя, но не принадлежащие т[\Кя- Они могут быть типа* <1 
или з. Тип зависит от направления отрезков из т П Кя, концами ко
торых являются точки Р/ и Р;. Имеем тип 5, если упомянутые от
резки из т П R я лежат в одной полуплоскости относительно пунктир - 
ной линии, и тип с/—в противном случае. 
5-423
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§ 2. Интегрирование комбинаторного 
разложения

Будем интегрировать обе части (1) относительно Л^-инвариатно- 
го распределения Р случайной мозаики т («՛), удовлетворяющего до
полнительному условию:

Р {и>: т имеет узлы типа 7'} = 0.
Для уяснения цели, с которой выполняется это интегрирование» 

рассмотрим интеграл от члена в левой части (1). Мы имеем:
а1= Гр. У (֊/ (?) У Ро (У- (г))

те ж 0 'А>։

гдер0('Х)= ро (/• (Я)) «сть вероятность следующего события: 

50?
рр = (хорда не пересекается отрезками из тпЛ^а՛).

Используя Л/-инвариантность Р и вид элемента инвариантной меры

2 }/£)* 72 ПОСЛе интегРиРования по всем направлениям <р
получим

а1 = к-
о
(•/-•Ро (/) <//• 
}У&- ■/*

(£>= 2/?). (2)

Следовательно, интегрирование (1) даст некоторое представле
ние для интеграла (2). Отсюда можно будет получить выражение для 
Ро (7), используя формулу обращения для уравнения типа Абеля.

Проинтегрируем второе слагаемое в правой части (1). Исполь
зуя один из вариантов формулы Мекке (см. также [3]), мы получим

00

«•= Ь и>« ■
те 7 '■

где ).—интенсивность процесса ребер случайной мозаики т (и»), а 
/•Ч՛1)—распределение длины типичного ребра мозаики т (ш). Следо
вательно

в ®
. Г 72</7. Г, . .а-=~1 I ---------- I (т—•/) <1к (-}.

I । £)г__ /21 ' '
К , I

Интегрирование двух последних слагаемых в правой

(3)

части (1)
дает:

2 !</{ | - 70 (</<)—2 |5/1-10 (з1)}^Р=
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— I (А։) ~ 1 • ^1» • П«д • а։ (• </оа). (4)
Мл>Ь Рр]

Интегрирование в (4) проводится по множеству [Ду?]Х[Д/?], где 
[Дл>] есть множество направленных отрезков о, задевающих Кр, при
чем начало отрезка о П Кр= ՝> лежит на дКр՛,

А։—отрезок, соединяющий точки входа, направленных отрезков 
и 8։ в Кр-,

/р (•)=!, если /-а есть отрезок типа г/, Л (•) = !—/</(•); 
есть пальмовское распределение процесса т (го), при условии, что 
отрезки Зг и (ш) фиксированы;

г, / X - / У. \П։,:, ( есть соответствующая вероятность события ( ), где

X \
О /

т: хорда X круга Кр, соединяющая точки 
входа в Кр отрезков Зг л 32 не пересе
кается другими отрезками процесса.

1"2 есть вторая моментная мера случайного процесса ребер мозаики 
т (tu).

§ 3. Переход к „стереологической“ форме 
записи

На множестве [Дд>]Х[Дл] можно использовать координаты (Z։, Z2 
'Ft. Zj, Z«, "т "։)> где h— точка, где отрезок 'н входите Кр, — угол 

между 5/ и дКр в точке hh — длина части отрезка 3/, лежащая в 
Кр, --i — длина отрезка (Z=l, 2).

Мы предполагаем, что ц2 на [Д/?]Х[Д/?] абсолютно непрерывна 
относительно d^dl^d-i^d^tdhdftd-^d-^, dh— элемент длины на дКр, т. е.

P։(rf81cZ8։)=/ d^dlt d&, (5)
где = d՝fxd<fidt-ldtld\d"֊։.

Мера j4 может быть записана также в координатах: (хг, х2, Ф։ 
Ф2, ■։»)> где xt есть точка пересечения прямой gi, на кото
рой лежит отрезок 3/ с фккорованной прямой g0 и у/ есть угол меж
ду gi и g0 (i= 1, 2). Из (5) следует, что

р2 (d\,d'Ji) =■ fx- dx^x^^d^d^dtid^d-n.
Мы имеем / = /(Х, ч>1։ т2, tv f2, т1։ т։), где ‘X—длина хорды, соеди
няющая точки /1։ 12^дКр, и аналогично, А=А (՛/.» А> Ф։։ Z1։ f2, "1։ т2), 
где X = ]xj — х2| (следует из Л/-инвариантности Р).

Между / и А имеется связь. Из условия [с(х/, d}i, dh, dtt ] = 
= [dh, d?/, dh, </-/], где [v, я, P, 7] обозначает множество отрезков, 
которые лежат на прямых, пересекающих отрезок ч, их направления 
лежат в я, их сдвиги лежат в ₽, а длины лежат в 7, можно показать, 
что

<fx, = (sinst՛ ctg']>/ — cos а) •[/ < а)—/ (ф/, 1=1, 2.
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Рис. 2. •

Лемма 1. / (7, <pi. ?г> А.» х։> '։)—/i (7, '?i> ’?2> А> "i>
(sin a-ctg l»!—cos a)-(sin a-ctg y։—cos «)•[/</ (7)—I, (7.)]

(так как Id (7)— A (7) == [/ a) 1 (?t a)]l I (?։ г) I ('?i 
Применяя ЛЛинвариантность P и лемму 1, (4) можно записать

в виде 
։>

<ч֊*& f T^z՜ В"т' <61
6

где

В/} (/.) = Пг.,4, q (sin ’ ՛ ctS '{'i—cos a) ’(sin ’ ’ctg ?«—c<>s a) • 4՛ <&>
A,

(7)
Д1={('?1Л1. А.А. -1» xs): WO, -). %€LO,-r), b6(0, °o),

-3C(0, co), AUO, t), (0, Tj)}.

Из (2), (3) и (4), (6) окончательно, получаем
D [>
f [7-Po (7) + 2X7*- C (7)] d/. D , D, Г 7. Вь (՛/.) d7.
J /D։-Z2 ' J
о 0

где ОО 
С(7) = С (т-7.) di (--).

(8)

§ 4. Обращение стохастического разложения (8)

Заметим, что соотношение (8) имеет вид уравнения Абеля:
X
Г <? (5) ds р, . 7^,--=Г(х).

о
Решение этого уравнения хорошо известно:
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ф (х) 2 <1 «)</(/*)
(9)

о
Следовательно, соотношение (8) можно обратить:

р0 а) +2> / =7 В> (“) -(Ю) и

Функции По,;.,

мы можем последнее 
разом:

и Д не зависят от к Применяя теорему Фубини, 

слагаемое в (10) преобразовать следующим об֊

« 1 и О о

—I1. 
о

I 

о
7=РЯ'(“’

и

X 1։-г?-с1? Д С1£ '1»։ — 2и |/ Х։—и։-(с4у.|х+с1^։)+ -у(и2

выше мы использовали — — К
и2

««

Используя лемму 2 мы преобразуем последнее слагаемое в (11) 
к виду 

• х
У иди

о а,

I По,», о Д </Ф — /_• ри (X)— р0 (/.) + 1.

Таким образом, мы получили следующий результат.
Предложение. Пусть Р—М-инвариантная случайная мо

заика, для которой вторая моментная мера р։ локально финитна 
и имеет плотность, а также с вероятностью единица отсутст
вуют узлы типа Т.

Тогда для производной р'а (/.) имеем следующее представле
ние
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Рассмотрим последнее слагаемое (обозначим его через а4) в (12). 
Если мы сделаем дополнительное предположение, что т (ту) инвари
антно относительно отражений, тогда щ обращается в нуль. Однако 
сравнение (12) с результатом статьи [6] показывает, что а։=0 и без 
дополнительного предположения инвариантности относительно отра
жений.

Замечание.
У Пб.4, ( * ) = 0, г = 1, 2.

й
Следовательно, мы имеем 

00
С(г —7.) = П»,,,/ ^)^фх-с1гф8-/х</Ф.
] 4<՝ \ и /

7. ■

Отсюда дифференцированием получаем

/г(7.)=1-^֊) + ֊^-{՝/- ( П6։,7 /-)с1гф։-с1гФ,-/х.^ф|. (13] 
2/. 2/- «//. I □ \ о / IД,

В интеграле правой части (13) можно провести интегрирование 
по переменным (тх, *8, #х, Результат запишется в терминах случай
ного точечного процесса (Р/, ф<) на фиксированной прямой g0, где 
| Р,) — точечный процесс пересечений мозаики с прямой §0, а ф։—угол, 
под которым происходит пересечение в точке Р,.

Результат будет иметь вид

где/8 (/., фх, ф։)—плотность второй моментной меры процесса [Р/,ф4], 
( о/^՜’ — Условная вероятность события^ при условии,

что точки Рх и Р2 находятся на расстоянии у и марки в точках Рх и 
Ра равны фх и ф8 соответственно.

Покажем, что правую часть (13) можно записать в терминах 
аспределения „типичного“ м аркирсванного интервала процесса|Р„ ф<) 

(рем. [2], главу 9). Обозначим через № (х) функцию распределения
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длины „типичного“ интервала /, а через / (/, 4Х, •}«) — совместную 
плотность распределения тройки (/, Сi> '?։)- 

Из формулы Пальма следует, что 
ри (7.) = a w' (z), (15)

где а интенсивность точечного процесса пересечений х. 
Легко убедиться, что

Используя (14), (15), (16), формулу (13) можно записать в терминах 
распределения „типичного“ маркированного интервала

• <
(■/.) = 1-----— (х) + — •֊ I /.• Г Г^гЬ-с!^։ / (х, 'ЬХ, ф։) •

а а д/ ( и J
в о

(17)
Формула (17) дает решение нашей основной задачи.

Последняя формула совпадает с формулой (37) в [1], которая 
•была получена методом усреднения тождества типа Плейеля, требо
вавшим существование некоторых пределов эргодического характера.

Следствие 1. Если распределение „типичного“ маркированно
го интервала такого, что I, и |2 независимы, то формула (17) при
нимает вид:

Лх)=1-—^'(х).а

Следствие 2. Если к условиям следствия 1 добавить условие, 
что „типичный“ интервал имеет экспоненциальное распределение, то 
Р (х) также имеет экспоненциальное распределение с тем же средним.
Ереванский государственный 
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Վ. Կ. ՕՀԱՆՅԱՆ. Պատահական իւնանկարի «տիպիկ» կողի երկարության թաշիւման մասին. 
ամփոփում)

Դիտ ար կվում են համասեւլ և իզուորոպ պատահական խճանկարներ հարթության վրա է 
ետացված է բանաձև, որը թույլ է տալիս <ր տիպիկ» կողք։ երկարութ րսն բաշխումը հաշվել 

լ । փ/ Հ պիտակավորված կետային պրոցեսի տերմիններովդ որպես՝ պիտակ փ լ վերցվում Լ 
այն անկյունը, որի տակ տեղի է ունենում հատումր թլ կետում։

V. K. OGANIAN. On distribution of the length of the "typical* 
edge of a random tesselation (summary)

Random tesselations, with distribution invariant with respect to the group of 
■enclidean motions of the plane are considered. The main result is a formula giving 
the length distribution of the “typical“ edge of a random tesselation in terras of the
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marked point process of intersections |Р4» }« induced on a line, where Pt is an
intersection point, is the corresponding angle.
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Աարևմատի1|ա XIX, Л։ 3, 1984 • Математика

ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

В моей работе [1] содержатся некоторые неточности. В условии 
(Г) теоремы 2 вместо множителя |1п л|следует читать |1п /|т~>. Далее 
из справедливости предложения 2 на стр. 322 делается вывод о спра
ведливости необходимой части утверждения теоремы 1, что неверно, 
так как при 2 оценка (126), в которой надо поменять знак
неравенства, вообще говоря с интервала [/2, f3] не продолжается на 
интервал [/։, Г].

Таким образом, условия теоремы 1 необходимы лишь при 
у = т —1. Эта же ошибка вкралась и в заметку [2], условия теоре
мы 1 которой необходимы лишь при р = г.

Автор выражает признательность К. А. Ягджяну, указавшему 
на несоответствие результатов работ [1] и [3].

Г. Р. Оганесян
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