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Պատասխանատու քարտուղար4 Մ. Ա. ՀովհաննիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
հմ բագրությունը խնդրում է այն անձանց/ որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա­

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթ եմ ատիկա» ամ - 
սադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, լպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա­
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբա գրական կոլեգիայի հատուկ ււրոշմամր։

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համ ապատասխան լեզվով։

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա­
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մասում։

5, Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ­
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա­
տասխան տեղում։

Ս. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո­
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույլատրվում։

Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ­
վածի ստացման ժամկետ համ արվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

Հողվածի մերժմւրն .դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը ե 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու­
մով։ * * ս

9. Հոդվածի վերջում 'անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար­
ված է տվյալ աշխատանքը։ •

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։

11, Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

ևմ բա գրության հասցեն' Երևան, Մարշալ Բա զրամ յանի պող., 24ր։ Գիտությունների ակա­
դեմիայի Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ И СПЕКТРАЛЬНЫЕ 
РАЗЛОЖЕНИЯ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
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§0. Введение

0.1. Излагать здесь более или менее полный обзор и четкие фор­
мулировки основных результатов данного обширного исследования 
мы сочли излишним, и не только потому, что оно было бы сопряжено 
с немалыми трудностями и заняло бы много места.

Мы нашли более целесообразным избрать другое, более краткое, 
и, по нашему мнению, более обозримое и доступное для первого чте­
ния изложение введения данной статьи. Оно позволит глубже осве­
тить сущность и взаимную связь поставленных нами задач, нашед­
ших в статье свое полное решение.

Но мы считаем нужным сначала же привести формулировки двух 
принципиально важных теорем, идейно связанных с данным исследо­
ванием и, по существу, служащих его основой.

В исследованиях автора, подытоженных в его монографии [1], на 
•основании замечательных асимптотических свойств целых функций 
типа Миттаг-Леффлера

I՞ /\ р>0) (0Л)Я„ОГ (ц-1-л/р)
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была построена завершенная теория гармонического анализа для про­
извольной конечной[системы лучей, исходящих из одной точки г—0 ком­
плексной плоскости—далеко идущий аналог теории Фурье-Планшереля.

(а) Пусть р 1 — любое целое число и Гр совокупность лучей

Z*:  | Arg z = — — к, 0<Н< + °° 1(Л=0, 2^—1),
I р 1

разбивающих плоскость z на 2р угловых областей раствора к/р, с 
общей вершиной z — 0.

Обозначим через Lj (Гр) класс измеримых на Гр функций Ф (г), 
для которых конечна величина

(0.2>

при заданном значении параметра (— 1, 1).
Тогда в качестве важного следствия нашей общей теоремы 4.4 

из [1], после введения более удобных обозначений и надлежащих уп­
рощений, вытекает первое из упомянутых выше нами предложений.

Теорема I. Пусть Ф (с) — произвольная функция из класса 
Ц (Гр) и параметр

1 -|- м р 
'՜ 2р

Пусть, далее

Ге "֊ФСе 'р,’гр)г-'сь- (0.3) 
р 2 я 6՜ 3 — /го

— преобразования Фурье для совокупности функций
-1—1։ —

|Ф(е Р + *>).  (0.4)

Т огда-.
1°. Почти для всех точек г — ге1?^Гр справедлива 

обращения
Ф (е'г г՝1՞) =

формула

, 2 р-1 , . +“ '-(*+-) ֊ -
-Г S f Ь' ' ’r'.”,', (0.5)

и имеет место равенство Парсеваля

] |Ф(г)|։М“|^1=«р221 Й?*(-)|?^. (0.6)

ГР *֊°  (Г
При этом, почти всюду на (0, 4֊ оэ) функции системы {<Р*( х))о₽՜1 
о пределяются из соотношений
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։р*(')=7^;|е ф*+^"х)-е ф*< х)} (°-7>-

(Л = 0, !,•••, 2р — 1),

։де следует положить ФгД") =Фо(").
2°. Обозначая

2р- 1 п I — (*+  -у) —
Ф»(г) = V £Де Р г-/; (0.8).

“о 3
будем иметь

2р-1' Х — I — к ֊ I —к
Пт. V I |Ф(е " г)-Ф,(е '' г);8г“</г = 0. (0.9>

°-+- "о Л 1 (•
Как непосредственно следует из простых формул

^(л; 1) = е', £։(2; 2) = 5^1 , 
г

известная теорема Фурье-Планшереля о преобразовании Фурье в клас­
се А։(—ос, се) является весьма специальным случаем теоремы Г 
для случая совокупности лучей

Г1 = (аг££ = 0)и(аг£2 = к), 
когда, т. о. р=1, а р==1.

(б) В упомянутой уже книге [1] были установлены также теоре­
мы большой общности о параметрическом представлении целых функ­
ций произвольного конечного порядка р 1/2 и нормального типа С3, 
интегрируемых в квадрате модуля и с весом гт (—1<^ы<^1) вдоль 
заданной системы лучей (см. [1], теоремы 6.11—6.16).

Приведем теперь формулировку одной из этих теорем — второго- 
из упомянутых вначале важных предложений, лежащих в основе дан­
ной работы, также являющегося далеко идущим обобщением другой 
широко известной теоремы — теоремы Винера-Пэли.

Обозначим через —(&) ) класс целых функций целого
X Р /

порядка р > 1 и типа -С а, для которых для данного значения 
< (֊1. 1)

| |/(е Р г)|г<4֊со (Л = 0, !,•••, 2 р — 1). (0.10)'
о

Теорема II. 1°. Класс — [&) ) совпадает с множе-
X Р '

ством функций /(г), допускающих представление вида

2р-1 р I — (*+4-)  —
/(*)  = 2 I Кр(е՝Р г^ри) »*(•։)  </х, (0.11).

*=о Л
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։де и — 1 + ш +,£. и [<р>(-))2р-։_ произвольные функции из класса 
2р

Ь»(0, »)■
2°. В представлении (0.11) функции {?*  ('Щ"՜' единственны и 

почти всюду на (0, а) определяются из формул

<р*( т)= А+> (——е А (')| (012)

(Л=0, !»•••» 2р-1), 

м<? +- _ д. 1
£(,)= * -± '-^/(е 'р ‘г^г-’с/г (0.13)

/ 2 к <1՜ 3 — гго
(£ = 0, I,- -, 2р-1)

почти всюду на (—ос, + ос), причем следует положить /у> (-.) =

=7оА).
Поскольку А’1(г; 1)=е', то здесь в специальном случае, когда 

р = ц = 1, содержится упомянутая выше теорема Винера-Пэли, соглас­
но которой:

Множество Ж, целых функций экспоненциального типа <з 
из класса £։(—։», + '■») совпадает с множеством функций, пред­
ставимых в виде

-з
У е <*-, 

и

(0.14)

где функции <р(0€^։(—°» 3) и Т*  (') (: (0, 3) (Аг=О, 1) произвольны.
0.2. (а) В комплексной форме ортонормальная на отрезке [—з, з] 

система функций Фурье

(0.15)

(0.16)

(0.17)

порождается из следующей краевой задачи.
Если л — произвольный параметр, то задача Коши 

2'(г) = ).2(Д 2(0) = 1/1/25, 
имеет единственное решение ,

2(г) = 2(г; ).)= * еи, г£С. 
|/ 2з

Рассматривая решение 2 (г; >.) этой задачи Коши лишь на отрез­
ке [—а, а] вещественной оси, поставим для него краевое условие его 
периодичности

2 (—а; к) ֊2 (а; ).) = 0. ’ (0.18)

Тогда мы получим собственные числа и собственные функции краевой 
задачи (0.16)—(0.18):
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1 ‘ ~ к— к, 2*(х)  = -_-е ’ (6=0, ±1, ±2, - ). (0.19)
я ] •' 2 Я

образующих, как хорошо известно, полную ортонормальную систему 
в классе функций А։ (—я, я).

Но указанным общеизвестным положениям теории рядов Фурье 
можно придать несколько иные формулировки. Приведем их здесь, по­
скольку именно аналогичными формулировками нам будет более 
удобно пользоваться в процессе установления и изложения ряда ос­
новных результатов данной работы.

Пусть на интервале (0, я) мы имеем две произвольные двумер­
ные вектор-функции из £.։(0, я);

У (х) = [ук (х)|>, х(х) = (2А(х)}’.
Определим их скалярное произведение, положив

Ьь *]։=  2 (х) гк (х) </х. (0.20)
*“°о

Далее, на (0, я) определим последовательность двумерных вектор- 
функиий

%,(*)=  К „(*)1о  («^0, ±1. ±2. - ). (0-21)
ПОЛОЖИВ

/ — х —х
ч>о,п^) = |7=е ’ ’‘Р։-я(х)==р4^я ’* (0։2Г)

Тогда легко видеть, что система вектор-функций (0.21) ортонормаль- 
на в принятой нами метрике (0.20), т. е.

К. ?т]։ = 5л.т=[?’ П*т’ (п, т = о, ±1, ±2,...). (0.22)
11, п=т,

Далее, взамен данной функции Ф(х)££։(—«, я) можно опреде­
лить двумерную вектор-функцию, положив Ф(х)= (Ф*(х)}^£ ։(0, я), 
где

Фо (х) = Ф (х), Фх (х) = Ф (- х), х 6 (0, я).
Тогда нетрудно убедиться в том, что общеизвестные свойства систе­
мы Фурье (0.15) могут быть сформулированы таким образом:

Для любой двумерной вектор-функции. Ф(х) = [ФДх)}^£։(0,о> 
вектор-разложение

ф(х)= 2 [Ф, ?„],<₽„ (х), х6(0, я), (0.23)
— М

сходится в метрике (0.20), т. е. ряды

Ф*(х)=  2 [ф, <р„]։<р4>я(х) (Л = 0, 1) (0.237
л — —•»

сходятся к своим суммам в метрике (0, я).
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Отметим, что эти известные предложения теории рядов Фурье 
могут быть трактованы как дискретные аналоги теоремы Планшереля 
в классе Л>(—со, + оо), либо ее переформулировки для двухком- 
понентных вектор-функций Ф (к) = (Ф*  (х)!о класса Ла (0, -f- со). Более 
того, как известно (см., напр., [2], §§ 1-1 и 3.2), сама теорема План­
шереля может быть установлена с привлечением основных положений 
теории рядов Фурье в классах £,(—<», а), путем предельного перехо­
да, когда а —» со.

(б) Последовательность комплексных чисел с конечной
нормой

/ -I— \։/₽
(1<Р< + ОС)

V-----  /
отнесем к классу 1Р.

Среди общих результатов, установленных впервые Б. Я. Леви­
ным [3], [4] (см. также [5] и [6]) об интерполяционных рядах, порож­
даемых нулями целых функций типа синуса, в качестве частного слу­
чая содержится известная теорема Коши — Котельникова в следующей 
формулировке.

Теорема III. Если {ак}±2£1р(1<.Р<.՜՜ да)> то Ряд
. 4 ” l sin az

/(z)=a-*  3 (-1)4------ — (0< = <֊гос) (0.24)
- z------ к<3

равномерно сходится в любом круге |z| -С R <^4֊ со, а также по нор­
ме Lp (— со, -|- оо), и дает взаимно-однозначное и непрерывное ото­
бражение всего пространства 1Р на все пространство целых функ­
ций f (z) экспоненциального типа -С 3 с интерполяционными данны­
ми f(— k) — at (— оо < k < 4- со) и с нормой 

\ а /
|/|рЖ|(<»)|р. (0.25)

На основании сформулированной выше теоремы Винера-Пэли не­
трудно установить, что свойство полноты и замкнутости ортонормаль­
ной системы Фурье (0.15) и утверждения интерполяционной теоре- 

.мы III в случае р = 2 равносильны.
Отметим также, что ввиду двойного неравенства (0.25) из тео- 

.ремы III вытекает, что система целых функций экспоненциального ти­
па a

(/ тс \՜՞^ ) + ”<( х------ к) sin ax} с L2 (—со, 4- со)(\ а /
Является базисом Рисса*  в классе целых функций / (z) экспоненциаль­
ного типа -< а с конечной нормой |j/J։.

0.3. Выше, с одной стороны, была отмечена связь между орто­
нормальной и базисной в Z.J (—а, о) системами Фурье (0.15) или

* Различные эквивалентные определения и важнейшие свойства базисов Рисса 
изложены, например, в книге (7].



Интерполяционные и спектральные разложения 87

(0.21) — (0.21՜) и порождающей ее простой краевой задачей (0.17) — 
(0.18). С другой стороны, было отмечено также, что посредством те­
оремы Винера-Пэли можно установить равносильность интерполяцион­
ной теоремы III с теоремой разложимости функций из класса —я, а) 
по системе Фурье.

Таким образом, все отмеченные нами и, на первый взгляд, раз­
нородные результаты тесно связаны между собой и идейно, и по су­
ществу. Теперь мы в состоянии в общих чертах сформулировать ос­
новную проблему, полному решению которой посвящена данная ра­
бота.

В пространстве £։(0, я) построить явный аппарат базисных 
систем век тор-функций произвольного четного числа измерений 
2р(р>1), аналогичный двумерной базисной вектор-системе Фурье 
(0.21)-(0.21').

Переходя ниже к беглому обзору развитого в работе метода ре­
шения поставленной проблемы, мы сочли более целесообразным не 
придерживаться порядка изложения параграфов самой статьи.

(а) Явный вид искомых биортогональных вектор-систем и их ба- 
зисность в пространстве £։(0, я) вектор-функций, с тем же четным 
числом компонент, устанавливается в § 5.

При этом сначала же отметим, что лишь ради более компактной 
формулировки и упрощения доказательств приведенных в работе ре­
зультатов, нами без какого-либо ограничения общности рассматри­
ваются вектор-пространства А2(0, я) (0 а -|- со) и разложения по 
вектор-системам биортогональных в метриках этих пространств в том 
случае, когда их размерность — не произвольное четное число 
2р(р^>'1), а равно 4, т. е. минимальной четной размерности после 
двумерных вектор рядов Фурье.

Доказательство базисности систем четырехмерных вектор-функ 
ций в пространстве £2(0, а) функций той же размерности, во-первых, 
существенно опирается на нашу теорему II о параметрическом пред­

ставлении классов — (Л) ) целых функций порядка р. Во-вто-
\ Р I

рых, мы опираемся также на установленный нами в § 4 далеко иду­
щий аналог интерполяционной теоремы III, чего мы коснемся еще 
несколько дальше.

Установленные в § 5 результаты, по существу, являются диск­
ретными аналогами нашей основной теоремы I, так же, как и вектор- 
ряд Фурье (0.23) является дискретным аналогом интеграла Фурье— 
Планшереля.

(б) Однако, в заключительном § 6 вскрывается другой глубокий 
факт, показывающий, что аналогия биортогональных в надлежащей 
метрике четырехкомпонентных вектор-систем из § 5 с биортогональ- 
ной в метрике (0.20) вектор-системой Фурье на самом деле имеет 
значительно более глубокие корни.

Суть дела заключается в том, что системы биортогональных 
вектор-функций из § 5 существенно связаны с особой краевой зада­
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чей. Эта задача ставится для определенного стандартного интегро- 
дифференциального оператора „порядка 1/2“, со свободным парамет­
ром )., и рассматривается на совокупности отрезков

е+ {/а| =[— a, aj U [— 1°, 7°]
комплексной плоскости z. Она порождает счетное множество простых 
собственных чисел (кроме двукратного числа /0 = 0), лежащих
на координатных осях и симметричных относительно начала ). = 0 
плоскости

Наконец, соответствующая система собственных функций нашей 
краевой задачи, как оказывается, после простой замены переменной в 
точности совпадает с одной из базисных систем вектор-функций, 
построенной в § 5.

Таким образом, мы приходим к одному из важнейших результа­
тов данного исследования, заключающемся в том, что система соб­
ственных и присоединенных вектор-функций по существу совершенно 
необычной краевой задачи, притом в комплексной области, является 
базисом в надлежащем классе вектор-функций в Z-2 (0, ] о). Более то­
го, после надлежащей нормировки эти системы будут базисами Рисса.

По поводу § 6 отметим, что впервые в давней совместной с 
А. Б. Нерсесяном работе автора [8] была рассмотрена краевая зада­
ча типа Штурма—Лиувилля на конечном отрезке [0, 7] вещественной 
оси для интегро-дифференциальных операторов дробного порядка, 
существенно отличных от рассмотренных нами в данной работе. В 
той работе, пользуясь методом контурного интеграла, причем ценою 
значительных усилий, нам удалось установить только равносходи­
мость с рядами Фурье разложений функций из (0, 7) по системе 
собственных функций поставленной краевой задачи.

(в) Наконец, об интерполяционных теоремах, в частности, об 
установленной в § 4 теореме, занимающей одно из центральных мест 
для метода нашего исследования.

Выше уже было отмечено, что Б. Я. Левиным и его последова­
телями были установлены важные обобщения теоремы III, когда в ней

I " 1узлы интерполяции <— к > заменяются нулями функций типа сину­

са или нулями более общих классов целых функций экспоненциально­
го типа.

В статье § 3, а затем § 4 посвящены установлению интерполя­
ционных теорем несколько иной природы — для весовых классов це­
лых функций.

Еще в нашей, по существу, одной из первых в этом направле­
нии работе, совместной с С. Г. Рафаэляном [9], было установлено обоб­
щение теоремы III при тех же узлах интерполяции J — к I , но для

I ° J —-
классов целых функций экспоненциального типа из весовых клас­
сов 1^5'х (1*\Р + со, —1<*<р —1) с нормой



Интерполяционные и спектральные разложения 89

+-

G* \ lip
|/ (х)|" |х|х dx) < + «>

—- «е
и для весовых последовательностей 1Р։ * с нормой

/ J-“ . X1"
К<«-( £ (1+|*1)Ча*| ₽ ) <+°°.

Но, казалось бы, небольшое отклонение в заметке [9] от условий 
теоремы III — введение весов в соответствующих пространствах, при­
вело к значительным осложнениям и потребовало наметить доказа. 
тельства ряда нелегких лемм с привлечением 'некоторых тонких тео­
рем функционального анализа. Годом раньше, в менее четкой и пол­
ной форме, наметки доказательств части этих лемм, а также форму­
лировка интерполяционной теоремы, в частности, для класса функций 
U^՛։, но с узлами уже в нулях целой функции

5, (3z) = az£i/2 (— o։z8; 1 + v), 
были приведены в заметках С. Г. Рафаэляна [10] и [11], а затем в 
его диссертации [12].

В § 3 статьи мы сочли целесообразным привести развернутое 
изложение полного доказательства указанной теоремы интерполяции. 
Но это было сделано не только ради полноты и стройности изложе­
ния нашей работы в целом. Дело в том, что для безукоризненности 
доказательства указанной теоремы интерполяции в классе ։ оказа­
лось необходимым, следуя схеме работы [9], в текст §§ 2 и 3 вклю­
чить несколько новых лемм, а также иногда значительно видоизменить 
и улучшить намеченные ранее способы их доказательств, отмеченных 
ранее в указанных выше работах.

В § 4 прибавляется еще одно важное звено в изложении статьи. 
Рассматривается класс Wp՝ “ (1 + —1<^ш<^р—1) целых
функций второго порядка с конечной нормой

If;«{+}&>.» = J If Cz)|p <+co,

e :+> .
где e {+}’= (— + oo) U (— ico, + zoo) — совокупность координат­
ных осей.

Для класса IFj-“ устанавливается интерполяционная теорема с 
узлами в нулях целой функции

5, (о֊։)= oz։ £։/2 (—a3 z1; 1 -|- у).

Именно эта теорема позволяет, опираясь на нашу общую теоре­
му II типа Винера—Пэли, установить, что построенные далее в § 5 
биортогональные вектор-системы являются базисами в пространстве 
четырехкомпонентных вектор-функций из La (0, а).

Наконец, в § 1 заложена основа всей данной работы в целом; 
Здесь устанавливается ряд тонких результатов о распределении ну-
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.лей целой функции 5» (г), служащих узлами в интерполяционных тео­
ремах §§ 3 и 4, а также порождающих собственные числа краевой за­
дачи из § 6.

Часть результатов данной статьи, но в менее общем и завершен­
ном виде, была анонсирована автором в заметке [13]. Содержание § 1, 
публикуемое здесь впервые, позволило автору в данной работе при­
дать теоремам указанной заметки, а также заметок [10] и [11] 2,
3), по нашему мнению, предельно завершенные формулировки.

§ 1. Распределение нулей и асимптотическое 
поведение одного семейства целых функций 

экспоненциального типа

1.1 (а) В давней работе Г. Пойа [14] была исследована природа 
распределения нулей целых функций экспоненциального типа, пред­
ставимых интегралами вида

1 1
и (г)= у / (0 соз г/сЛ, И(д)= /(/) з1п <И. 

и и
(1.1)

Ниже мы воспользуемся следующей собирательной теоремой, 
утверждения которой установлены в § 1 и § 6 работы [14].

Теорема А. Пусть функция /(/) определена на интервале 
(0,1) и удовлетворяет условиям՝, она положительна и возрастает 
на (0,1), и, кроме того, ] (/) (0,1).

Тогда справедливы следующие утверждения՝.
Г'. Функции 1} (г) и V (е) имеют только вещественные и 

простые корни.
2°. Будучи четной, функцией, П (г) не имеет нулей на ин­

тервале [0, "/2), а ее положительные нули расположены только 
внутри интервалов («Л — к/2, т.к + г./2)(к = 1, 2, • • •) — по одному в 
каждом из них.

У нечетной же функции к' (г) в интервале [0, -) содержится 
только один нуль — г = 0, а внутри интервалов (~к, х(£-|-1)) 
(^ — 1» 2» ՛ ՛ ՛) содержатся ее остальные положительные корни, 
вновь по одному в каждом из них.

Мы применим этот результат для выявления природы и распре­
деления нулей семейства целых функций типа Миттаг—Леффлера вида

Ет (- з»; 1 + у) = V (-1)* ------- г—--------- , , >
& Г(1+у + 2Л)’

Во-первых, отметим, что поскольку сама функция

^1/2 (г; Н)= £ 2^ 
------------Р>о, 

Г (Н + 2Л)

(1.2)

(1.2')

.целая и имеет дробный порядок ? = 1/2, то у нее счетное множество 
нулей.
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Во-вторых, уже из одного нашего результата о нулях функции 
£lrj (z; |л)(см. [1], стр. 139—142) непосредственно вытекает, что у 
четной целой функции экспоненциального типа £j z(—г*;  1+v) при 
—l<^v<^2 все нули с достаточно большим модулем вещественные, 
простые и асимптотически близки к нулям функции cos (х---- — До­

кажем теперь лемму.
Лемма 1.1. 1°. Для значений параметра

0<v<2 ' * (1.3)
функция Е\р (—z3; 1 т) имеет только вещественные и простые 
нули, симметрично расположенные относительно точки z — 0.

2°. Все нули функции £1/2 (—z3-, 14 4 при 0<^v<^l располо­
жены по одному только внутри интервалов

ДО) = Л;*_  " ^4. -L>(jfc= ±1, ±2,...), (1.4)֊
\ 2 2 /

л если ч = 0, то только на их концах.
При l<^v<2 корни ее расположены по одному только внутри 

интервалов
д։1)=((^к(А֊+1));^1,2,֊.-։ 5)
‘ I (к(£-1), T.kY, k=- 1,-2,--,

а если v=l, то только на их концах.
Доказательство. Из определения (1.2) нашей функции не­

посредственно получим

Ещ (- z2’, 1) = cos z, £1/2 {-г\ 2)= . (1.6)
z

откуда следуют утверждения леммы для значений параметра 4 ='0 и 
•» = 1.

Далее, пользуясь разложением (1.2), легко установить справед­
ливость формулы

£1д и 4-®) =
I

=— ft1՜dt (H > 0. ’ > 0). 
г (։) Jо

Положив в ней сначала |*=1,  а —4 (0<^v<l), а за гем J*=2,  ։=v — 1 
(1<CV<^2) и воспользовавшись формулами (1.6), соответственно по­
лучим

1
£1/2 (—г2; 14- v)= —-— Г(1— О’՜1 cos dt (0< v <1), 

г (*)  J 
о

(1.17) 
i

■z£i,։(—z3; 14՜*)  = ————С (1—f)’՜2 sin ztdt (1<4 < 2).
Г (v—1) J

о
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Но обе функции — как (1 — О'՜1 (0<С * < 1)> так и П 0' ։ (1<С’;^2) 
возрастающие при 0и из (0,1). Поэтому все утверждения 
леммы следуют из интегральных представлений (1.7) на основании 
теоремы А.

* Всюду дальше вместо двух оценок такого рода мы будем употреблять- 
символ X . г

В заключение отметим, что для значений параметра v = 1 ц-
v = 2 утверждение леммы заведомо не верно.

В самом деле, как легко следует из (1.2), все нули функций
z8• sin —
9

£■1/2 (- z8; 0) = - z sin z, Ещ (- 3)=2 ——z
вещественные, но не простые.

В связи с этим остается открытым вопрос—верна ли лемма для) 
значений параметра —1<*<^0?

(б) Определим теперь целую функцию

5, (z) = z£i 2(— z8; 1-f-v), S։(z) = sinz (1.8)
порядка р=1 и типа 1.

Во-первых, согласно лемме 1.1, при 0-C7<j2 все нули 5, (z) ве­
щественные, простые и, очевидно, расположены симметрично относи­
тельно ее нуля х,. о = 0.

Во-вторых, полагая, что последовательность всех нулей {х,, „}i” 
функции 5, (z) занумерована в порядке х,, (—оо<£<^֊j- оо)։
наряду с очевидным равенством х»,_д = — х,. * (0 < к < + ос), мы мо­
жем утверждать:

1) При 0<^ v < 1

Щ = (*к ---
\ 2

(— СО < £< + оо),

а если v — 0, то

хо, о=О, хо, * = ~к---- ֊“֊ sign к (к = ± 1, ± 2, • • •);

2) При 1 < v <2

х0։0 = 0, х,, к + 1 •<*<+  °0.
I (к (k'— 1), пк), — оо< к < — 1,

(1.9)-

(1.9'>

(1.10>

а если » = 1, то
XI, * = кк (— со <£< + оо), (1.10')-

Из этих утверждений непосредственно следует, что при 0<м<2 
|х,. X |£| (— со к < + оо),

т. е. отношение величин, стоящих слева и справа (при £=0 они оба 
равны нулю), лежат между двумя положительными постоянными, не 
зависящими от к*.
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1.2. Перейдем теперь к асимптотическим свойствам функции 
6', (г) (0 у 2), ее нулей (х», }  + ”, а также последовательности чи­
сел {•$'(хъ )}ХХ,  отличных от нуля, согласно лемме 1.1.

*
*

(а) С этой целью приведем сначала некоторые необходимые све­
дения и обозначения.

Как известно, целые функции типа Миттаг—Леффлера Е, (г՝, н) 
произвольного порядка Р>0 и типа 1 определяются посредством раз- 

. ложения 
- 2*£ (г; р)=У -------------- , — ОО |1 <*  ОО .
Аг(н + л/р)

Поэтому, принимая во внимание определение (1.8) функции 5, (г)» 
легко убедиться, что справедлива формула

5. (z) = А- {£\ (zz; у) — Ег (— zz; у)]. 
2z (1.8')

Для любого а£(т./2, к) и 0<^г<1 обозначим через (а) = дС1 (а)> 
пробегаемую в отрицательном направлении границу области

С« (а) = {С: |аг? С| < а, е < |С| < + оо},

и пусть G, (а) = C\G, (а) — дополнительная к ней область. Заметим 
при этом, что при s = 0 наши области G, (а) и G, (а) соответственно 
переходят во взаимно-дополнительные угловые области

A(«) = {r.: Iargq<a, 0<|С| < + оо},
Д*  (а)= {С; |к - Arg С|<- — а, 0 < |С| < + со},

общая граница которых совокупность двух лучей
7о (а) = К: arg ч = ± а, 0 < |’,1 < + оо],

пробегаемая в отрицательном к области Д (а) направлении.
После введения этих обозначений обратимся к хорошо известно­

му для любого р > 1/2 интегральному представлению функции Е? (г; у) 
(см. [1], лемму 3.2), записав его для случая, когда р = 1. Тогда для 
любого а£(п/2, я) и 0<а<1 будем иметь

_ . . [ го1՜՝ е’" 4֊ А (ш; а), С, (а)Е, (ш; у) = I ,
1 А (ш; а), (а),

где
, , . 1 Ге' С1֊’А(а>; а)=—■ ;------- е/С.

т«(«>
Отметив, далее, что при условии 0 у < 2 интеграл

г/ . 1 ГеЧ«~/0(ш; а)= — ------
2кг 4 С — ш

т« (»)
абсолютно сходится, если только ш 6 7о (“)> переходом к 
(1.11) при е —>0 получим также

(1.11)

(1.12)

(1.12')

пределу в
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. (w1-' е® + Io (W, ։), W € Д (’)« (1.113£'<Щ ” a).«. U-C). >

(б) Докажем теперь три леммы.
Лемма 1.2. 1°. Функция S, (х) при условии 0 <*<2  допус­

кает представление вида

5, (x)=x -‘ cos (х— — V ) + J. (х), х 6 (0, + со),l

(1.13)
S, (л ) — — |х|՜ ’ cos ^х+ v j "Ь J՝ (х)’ х fJO’ 

։де

*

У. Ы = ֊J ~ °< и< + ”. <1лз'>
7..

а контур 7О’= То (Зя/4) — это совокупность двух лучей argC=+3~/4.
2е. При тол1 же условии 0<v<2 справедливы асимптотичес­

кие формулы

S, (х)= х1՜’ cos (х----— v у + О (х՜ ՛), х—* +■ со,

(.1.14)
Л’,, (х) = — |х||_* cos ^х-{- ~2 (•* “')» х~*  — 03 >

в которых главными членами будут первые слагаемые.
Доказательство. 1". Заметим, что обе полупрямые (/О, + /оо). 

и (— (со, /0) лежат в области Д (3~/4), и поэтому, когда z —х (0<^|х|<^ 
<С + со) в формуле (1.8') значения функций Ех (ix; v) и Е\ (— ix; v) 
могут быть взяты из их представления (1.11'). Поступая так, будем 
иметь

(х^ = Ег ix’ v^=

= ֊֊[(M1-’ е'ж - (-zx)1֊’ e֊"} 4- /, (х), 0<|х|<4֊оо, 

где, как легко видеть
1 z \  1 ( г / > 3я \ . / . Зя \ 1/՝ W = —<4 (ix; —l — ^( — ix; — •2i l \ 4 / \ 4 / J

Отсюда и следуют обе формулы (1.13)—(1.13՜) леммы.
2°. Займемся оценкой интеграла /, (х), заметив, что на бесконеч­

ных лучах arg С = ±Зтг/4, образующих контур т0 интегрирования, в 
(1.13') при 0< |х| < + со
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Таким образом, мы получили оценку

елмк е 0<и<+°°» Й13’>
и

откуда и из тождеств (1.13)—(1.13') вытекают асимптотические фор­
мулы (1.14) леммы.

Введем в рассмотрение области

соответственно принадлежащие верхней и нижней полуплоскостям 
плоскости г.

Лемма 1.3. Для функции 5, (г) при 0^><2 имеют место 
двусторонние оценки

|$, (г)| X (1 4֊ |г1)'՜՜’ е|,т", гСБ = Л.иГ)_, (1.16)
причем в них надлежащие постоянные множители зависят толь­
ко от ч.

Доказательство. Преобразованием то =/г области О*  пе՜ 
реходят в области О,-_ = лежащие соответственно в правой и ле­
вой полуплоскостях плоскости ш. При атом очевидно, что

• /Зк \ '• / ТС \£>_сД*(  —) и Щсд(-). (1.17)
\ 4 / \ 4 /

Заметим теперь, что поскольку в представлении (1.11՜)—(1.12') функ­
ции £։ (п>; V) параметр а (; (--- > —) произвольный, то при оценке

\ 2 4 /
интеграла /0 (ш; а) мы можем варьировать его, притом следующим 
образом.

п г ( г' Зк \В случае я £ ( — > — ), очевидно, будем иметь

(
^£77 \ —- *
------ а ), при и> £ О-, С 6 7о (а)» 

4---- /
а также

/3- \|: — ад| > |ш| зм (------ а ), при £ £>+, С С То (я).
\ 4 /

Поэтому в обоих случаях из представления (1.12՜) функции /0 (ш; л) 
следует оценка

(1.18)

где £>* = £>‘+и/Г и
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С другой стороны, в силу (1.17) из (1.11 ) имеем

£i (w; *)= w1՜’ ew + /о (»:_ ®). w € &+, 
Io (»; ’). w £

и
£i(— w; v) =

(— w)1՜’ e“w + Io “)> w £ D֊> 
/0 (— w; a), «’ € &+•

Поэтому имеем также
ф («>) = — (w; v)-£x(— w; *)}  =

2i

= А{ ш։-’в»4֊/0(то; а)—/о (—то>‘(1.19) 
2/ 1-(-ш)1-’е-*4-/ 0(«’; “)— 4 (- ш> “)•

Теперь из (1.19) в силу оценки (1.18) получим неравенство

|ф (о,)| < А |а,|։-՝ е|К< »14- АА, ш (2 о+ и £>*_=£)*.  
2 |ш|

Но поскольку 0<ч<^2, то отсюда, очевидно, следует существование 
постоянной С1 0, такой, что

|Ф (ш)|< Сх (1+ |»|)՛-' е|Ие ’>,
Далее, из того же представления (1.19) функции Ф (ш), вновь поль­
зуясь оценкой (1.18), мы получим

А |w|’—’ eRc "•< |Ф (w)!-{- А ) , w £ D+, 
2 |ш|

А |w|'~’ e_Rl>® |Ф(ш)| + a^-,w£D-.
2 |wl

Так как Rew^>0 при w^D-, и Rew<^0 при w~D-, то последние 
два неравенства можно объединить и записать для функции Ф (w) та­
кое неравенство

|Ф (w)| > А |w|i-s e|Rew| _ 1IA, w D+ U 5- = 5*.
2 |w|

Отсюда, поскольку 0 < v<^2, мы приходим к оценке вида

|<Ь (w)|> С2(1+|ш|)’֊’ elR։el,
Итак, для функции Ф (w) справедливо утверждение

|Ф (w)| X (1+ Н)1- elRc ®l, (1.20)
.Для завершения доказательства леммы нам остается лишь заметить, 
что обратным преобразованием z = — iw области D'- переходят в 
первоначальные области D±— — функция Ф (w) — в функцию 
5, (г) = Ф (rz) и, наконец, двойное неравенство (Г.20)—в утверждение 
(1.16) леммы.

Следующая лемма устанавливается способом, по существу, ана­
логичным примененному при доказательстве леммы 1.3.
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Лемма 1.3'. Для функции £ (х) при 0-С><^2 и при любом 
1 (О ", < ос) справедливы двусторонние оценки

|5, (х± г'т)| |х ± Й11՜’, —со<^х<4-сс, (1.16')
причем в них надлежащие постоянные множители зависят только 
от ՝» и 7.

Доказательство. Преобразованием ад=/г прямые х + п 
(— к < / <^ 4՜ ») переходят в прямые 4- 7 + ։х (— х 4֊ <х>), ле-
жащие соответственно в левой и правой полуплоскостях плоскости ш.

Обозначим через
Г±(т) = {±7 + /х: |х|>27)

совокупность лучей, лежащих на прямых ± 7 + гх (— ос <^х + со)
соответственно, а через

8± (7) = {±Т + /х: |х|<27}
— дополнительные к ним отрезки этих прямых. При этом очевидно,, 
что

Г+ (7) с А Г_ (7) с А (1.17')

Заметим теперь, что поскольку в представлениях (1.11') и (1.12') 
функции (ад; >) параметр а £(-/2, я) произвольный, то, в частности, 
можем положить а = 3^/4. В этом случае из простых геометрических 
соображений заключаем, что

1:֊ад|> -^=; ад6Г+(7) и Г_ (7), Сб7о 
у 10 \ 4 /

Поэтому из представления (1.12') функции /0 (ад; а) при а = 3«/4 
следует оценка

Ио («5’)!<֊, адСГ (7), (1.18').
н

где Г(7) = Г+ (7)иГ_(7) и

а= Ю у е՜ г1՜' </г < + со 

о
— постоянная, не зависящая от ад.

С другой стороны, в силу (1.17') и (1.11') мы имеем представ­
ления

(Зп \ ад; — 1»

(«»ег(7))
(— «»; *)=( — е՜® + 4 (— У

\ 4 /
Поэтому для функции

Ф (ад)=^- {Е. (ад; V)- Е, (- ад; V)} =
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= _1(и,1-,в:г_(—и,)։-’₽-« +/0(ю; 34)1՜)} (1Л9)

«»С г (7)»
в силу (1.19) и (1.18') получим неравенства

|Ф (ш)| С |ш|1-’ ет + ™ 6Г+ (7) С Г- (7) = Г (7).
|«1

Но поскольку О V 2, то отсюда следует существование постоян­
ной С\ — Сг (*,  7), такой, что

|Ф (»)| < Сг » € Г (7)-
Далее, из приведенных выше представлений (1.19х) функции Ф (то), 
вновь пользуясь оценкой (1.18'), мы получим

|Ф (то)| > — е1 |и>|՛Г (7),- 
2 |ш|

и, аналогично, в силу условия 0 < V < 2, приходим к оценке вида

|Ф (ш)| > С2 |и»|՛՜’, Ш I (7),
где Са— Са (ч, 7) не зависит от ги.

Итак, для функции Ф (ш) справедливо утверждение

|Ф (ш)| Ж |«>|'՜’, ш С Г (7). (1.20')

С другой стороны, поскольку 5, (г)=Ф(/г), то функция |Ф (ш) ш1-’| 
непрерывна на отрезках З^. (7) и отлична от нуля. Поэтому

|Ф (ш)| X |«>|’՜’, ш £ (7).
откуда и из (1.20') следуют оценки

|Ф (ш)| Ж то = ± 7 + 1х (— со < х <С + со). (1.20")
Наконец, обратным преобразованием г=--1ш прямые ш = + 7֊|-/х 

( °°<С*<С+  30) переходят в первоначальные прямые х= х± /7 (—со 
<С*<+°°),  функция Ф(ш)— в функцию 5, (г) = Ф (гг) и, нако­
нец, двойное неравенство (1.20")—в утверждение (1.16').

Лемма 1.4. Пусть 1 < р -{- сю, —1<^ ■/. <^р —1 и — '- <С 7 
г Р

1 • • ясли, как и выше, |х,. 4}+“—суть нули функции

(г), то
•4՜**

У х—1х1х</х< + 3 ■ (1-21)

— ео

л вместе с тем
—- 90

У !■$. {х)Р |х|*  </х= + оо. (122)
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Доказательство. Во-первых, для данного к£(—ос, 4֊ ос) и 
#>|х,, *|  очевидно, что 

п
Г 5, (х) р. |х , ,I -----—— |хIх </х < -Ь ос.
3 х— X,. к
-R

Во-вторых, из асимптотических формул (1.14) леммы 1.2 следует, что 
при том же значении к£(—со, + °°) и Я 0 существует постоянная 
С к {R) > 0 такая, что

51 (х) " |х,'х < С к (Я) |х|х֊’р, |х| > R. 
х— X,, к

Наконец, так как х — ՝>р — 1, то имеем также

Г : 5’ (*)  ₽| .. . .| - 1x1 </х <; + со,
.) X— X,. к|.г|>7?

и, тем самым, конечность интеграла (1.21) доказана.
Чтобы установить расходимость интеграла (1.22), нам следует 

отметить, что, во-первых, если 0<у<^2, а^1, то легко установить, 
что

Во-вторых, обращаясь, например, к первой из формул (1.13) леммы 
1.2, напишем неравенство

те
2՜ * ) < 17’ (*)1  4- !•$’ ( <)к1 •< х < + со,

откуда следует, что при любом R ^>1

R R
<-(*!/»  (х)|р Xх <7х +(х)|р Xх </х. (1.24)

1 1
Но из неравенства (1.13") имеем \}У (х)| С Сх~р (1^ х + со), и по­
этому интеграл

17’ (х)|рхх</х<С хх-р </х<4- со, (1.25)
1

ввиду условия — 1<^х<р— 1.
Интеграл же слева в (1.24) можем записать в виде (1.23), где

, чч , 1+ ха = (м—1) р— х и։\1, ввиду условия 1 4---------
Р
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Наконец, переходя к пределу в неравенстве (1.24) при /?—»-4-со,. 
в силу (1.23) и (1.25) приходим ко второму из утверждений леммы 
(1.22).

(в) В заключение параграфа докажем две леммы об асимптоти­
ческом поведении нулей |х,. *}  функции 5, (г) (0<v<2) и последова­
тельности чисел {S', (х,. к)}.

Лемма 1.5. При 0<у<^1 или при 1<^справедлива асимп­
тотическая формула

ir = itk -|- — (у—1) sign О (|Л1’֊2), 1^1 + ос» (1.26)
2

а при у=0 или у =1, согласно (1.9') и (I.IO՜)»

хо,о = О, хо * = -кк---- — sign к {к— ± 1» ±2»՛ * ։)j (1-27)
2

xj, к = Кк (— со к<^ -г 03 )•
Доказательство. Учитывая, что х-,. — к ——х». я, асимптоти­

ческое равенство (1.26) достаточно установить лишь для значений 
к=1, 2,-• Положив в первой из формул (1.14) леммы 1.2(2’)

х,. к = ~к + (у —1) — + s* (^ = 1> 2> ՛ ՛ •)

и заметив, что 5, (х,.*)  = 0, мы получим

х’՜*  cos (ък---- — 4֊ е*  J = О (х“\), к — 4՜ ос.

Но из приведенных в заключение п. 1.1 формул (1.9)— (1.9') и (1.10) — 
(1.10'), как там же было отмечено, вытекает, что |х,_ *|  Ж |Л|. Поэто­
му предыдущее асимптотическое равенство запишется в виде

sin е4 — s*  = О (|Л|’՜2), |А| —4-оо։
что приводит нас к формуле (1.26). Случаи же, когда у=0 или у =1, 
и соответствующие им явные формулы (1.27) для нулей [хо. *]  и 
(xi, *}  были отмечены нами ранее.

Лемма 1.6. Справедливо предельное соотношение

^lim- |х,, *| ’֊։ |S; (х,. *)|  = 1. (1.28)

Доказательство. Запишем первую из формул (1.13) леммы 
1.2 в виде

х’՜1 S, (х) = cos х---- ) 4՜ х’~։ У» (х), х £ (0, 4- оо)„

и продифференцируем ее; получим тождество
(v -1) х’֊։ S, (х) 4֊ х’֊1 З; (х) = ’

= - sin (ж- у ) 4-0-1) х’֊2 J, (х)+х’֊> / (х), 0<х<4- сс. (1.29 )
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Согласно неравенству (1.13")
1Л(х)|<С1х֊։(1<х< + оо),

и из самого определения (1.13') функции /, (х) для /, (х) легко следует 
оценка вида

если поступить точно так же, как и при доказательстве леммы 1.2. 
Таким образом, из тождества (1.29) следует, что при х -» + оо

(у — 1) х’՜2 S, (х) + х’՜1 5; (х) =

— — sin Гх~ -у у + О(х’՜3).

Положив здесь х = х», » и заметив, что 5(хч, *)  = 0, в силу асимпто­
тической формулы (1.26) мы получим

Х»,-4 (Х», *)  = ~ sjn «4-֊֊+О (Г՜2) +О(Г"3) =

= (—!)*  cos [О (к" ՝2)] + О (к'՜3), к - + со. (1.30)

Ввиду юго, что х։, _*=  — х,. * (I4<С + 9о)> а 5, (х), очевидно, чет­
ная функция, из (1.30) и условия у<2 следует предельное соотноше­
ние (1.28) леммы.

§ 2. Весовые пространства целых функций 
экспоненциального типа

2.1. Обозначим через '(1 <С Р < °°, — 1 < х + °°) множе­
ство целых функций /(г) экспоненциального типа -С0 с конечной 
нормой

(2.1)

В этом параграфе будет установлен ряд важных для дальнейше­
го изложения данной работы предложений о свойствах пространств 

которые имеют и самостоятельный интерес.
(а) Приведем сначала некоторые хорошо известные предвари­

тельные сведения, необходимые нам на протяжении всего параграфа.
1°. Если ?(х) (;£/,(—со, -г оо) (1 <. + со), то функция Стек­

лова
х + Л

<Рл(х)=Л f А> О, 
z п J

" х-л

(2.2)

непрерывна, равномерно ограничена на всей оси — со х < + со и 
обладает свойствами
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ол. о=М,<К,

limh֊?AL=°> Пп1|фЛ=^ (2-3>
Л-0 Л-и

(см. [15], гл. XVIII).
2°. Пусть функция F(z) аналитична в полуплоскости G՛ = |z: 

Imz^>0], непрерывна вплоть до ее границы и экспоненциального 
типа, т. е.

lira sup [г՜1 In MF (г) ) -Со, (г) max [[/՛՝(re'r)l).

Тогда из неравенства
|Г(х)| < М, - со < X < + со, (2.4)

следует неравенство
(2.4'> 

Напомним лишь, что это утверждение можно получить, если, 
применить уточненный принцип Фрагмена—Линделёфа к функции

'/,(z) = exp[—i(° + Е) z) F(z); e^>0, z£G+, 
а затем перейти к пределу при s-»0 (см., например, [16], стр. 188, а 
также [17], стр. 211).

3°. Пусть и (г) — субгармоническая функция в полуплоскости G+, 
непрерывная вплоть до ее границы, причем 

sup [u (z)| (-ос.

Тогда, если
и(х)^М, —ос^х^+оо, (2.5}

то также будем иметь 
u(z)<Af, z£G+. (2.5՜)

Это есть принцип максимума в простейшей форме для субгармониче֊ 
ских функций (см., например, [17], стр. 195).

Наконец, о классах (0<р<^-{- оо) функций <р (z), которые 
аналитичны в полуплоскостях G՜ = [z: + Im г > 0] и соответственно 
подчинены условиям 

-f-e®
sup < I |<р-(х ± zn)|'dxl< + со. 

о<у<+~ ] J J— ОО

4 . Если <р՜ (г) £;//’, то почти всюду существует граничная 
функция

y1^o?±(x + z։/)=<p±(x)6£p(—со, +о°), (2.6)
причем

НтХ1Ь “^“1* ” ± (*) —т*  (*  ± = о. (2.6'}

Кроме того, имеет место неравенство

о?*(х± здЖ<||®^, 0<у<4-ос. (2.7)
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Отметим также, что классы с введенными нормами при 
являются банаховыми пространствами.

(б) Наряду с классом  определим также классы МгР,։[-;] це­
лых функций /(г) экспоненциального типа < а с нормой

*

ГЛ. ։. 1
1 \пр 

(х8 + Iя)’ dx ) (2.8)

где 1<^/><^4-со։ — l<C*"C+ rjo и 0^7<С+°°-
Легко видеть, что множества функций и ’ [7] совпа­

дают, хотя нормы в этих классах различны, если 0 7 4֊ со. При
этом очевидно, что

й^’[0]=1^’ и ЯЛ.х.оМЛ.х. (2.9)
Условимся ниже в полуплоскостях G- ветви многозначных функ­

ций z* lp и (z ± i-[)Klp выбирать следующим образом.
В полуплоскостях G*՜  и G՜ будем рассматривать ветви функций 

в плоскости z с разрезами (г 0, +iсо) соответственно.
Для 0<^7<^-f-oo функцию (г + п)11* при z£G+ будем рассмат­

ривать в плоскости z с разрезом (—/со, —n)cG", а функцию 
(z — if)* lp при zcG՜—в плоскости z с разрезом (/■(, + ։ со).

Условившись об этом, мы с любой функцией /(*)  £ W,' * [7] 
(0 -С 7 -г 00) будем ассоциировать следующие функции:

Ф (г) =z* lf'f(z), при z^Gi, 

Фт‘ (z) = (z + П)։,р/(г), при z^G', (2.10)

Ф7(г)=(г —n)։,'₽/(z), при z£G՜, 

заметив, что Фи (z) — Ф՜ (z).
Все эти функции аналитичны в отмеченных выше полуплоскостях, 

непрерывны вплоть до их границы —оо<^х<^+оо, кроме, быть мо­
жет, точки х = 0 (если 7=0); при этом всегда будем иметь

йфтЧ=11/кх,7. (2.11)
Далее, положив

M(r; /) = тах (|/(z)|j, 
1*1 —г

в соответствии с определениями (2.10), будем иметь
М(г; Ф^) = тах {|Ф— (z)|| r* lpM(r; f), 

xeot 1*1 —г
М(г; Ф7) = шах ||Фт+(*)||<  (7 + r)՝'p М(г; /), (2.12)

1£О+ 
|։|-г

М(г; Ф7) = тах {|ФТ՜ (z)|j <(7 + r)llp М(г, /).
^60՜ 
|х|=г

Поскольку / (z) — целая функция экспоненциального типа -С а, то 
из (2.12) следует: функции Ф± (z) — экспоненциального типа з в со­
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ответствующих полуплоскостях G^i функция Ф7' (г) в полуплоскости 
G+, а функция Ф7 (z) — в полуплоскости G .

Докажем лемму.
Лемма 2.1. Если [11 (1<Р<+°°> ֊1<*<  + «>,

0 ^^<^4֊оо), то соответственно будем иметь
1°. <р*  (z) (z ± rf Г*  Z՜ (*)  (2-13)
2°. |/(х±*г)Ь.х.т<е ’тМкх- (2.14)
Доказательство. 1°. Очевидно, достаточно провести дока­

зательство лишь для функции <р (z).
Если положить

s I Л 
- f 
2А J

z-Л

г+ Л
Ф+ (0 dt=£- J / (/)(/ + пУ» dt, А > 0, 

г- Л
(2.15)

то, во-первых, ввиду отмеченных выше свойств функции Ф'■ (г) и 
свойств из (б) 1° функций Стеклова, можем утверждать:

1) Функция Р^ (г) аналитична в полуплоскости С+, непрерывна 
вплоть до ее границы — со <^х<^ 4֊ со, где равномерно ограничена.

Кроме того, в силу (2.11)

(2.11')
для любого А > 0.

Отметим еще, что, в силу неравенства Гёльдера, из (2.15) легко 
следует также оценка

!Рл+(х)| < (2А) рилР,X. т, ֊ оо <х< + со.

2) Поскольку в силу (2.12)

М+ (г) = шах {|Р+ (г)|) <Л7 (г + А; Ф+), 
»60+ т

1г|-г

то, наряду с Ф+ (г), функция Р£ (г)— также экспоненциального типа
-С 3 в полуплоскости С+.

Ввиду отмеченных свойств функции Р^՜ (г) и согласно свойству 
из (а) 2 , во всей области С+ справедливо неравенство

_1_

1«'" Ъ*  (*К  (2А) " Ир. х. р г 6 (2.16)

Теперь определим еще одну функцию
Я

“л & R) = [ |е'в(։+/> Р+ (х + 0|р <Ц, г^в+, (2.17)

-7?

уже субгармоническую и ограниченную в полуплоскости С+, в силу
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Поскольку при х==х£(—со, + со) 
я

а*(х;  /?)= [ |Р+ (х-Н)Р Л =

-я

(2А)֊'
р 

а-,

то функция ии (х; R) непрерывна вплоть до границы — со < х < 4-оэ 
полуплоскости С'у.

Отсюда, применив неравенство Гёльдера, получим
R л

«А (х; /?) < 1- рт [ |/ (х + с + «)р [(л- + ֊ + « =

-R -Л

л x+t+R
=֊ (л (' 

2/1 и л -л
Итак, субгармоническая в полуплоскости б+ функция ил (г; R) 

там ограничена, непрерывна вплоть до ее границы—°° х 4՜ т, 
причем

“л (х; R) < |/]|£ ։> 7.

Отсюда, согласно принципу максимума из (а) 3°, будем иметь для 
любого R > 0

ил (г; R) < ։> 7, г 6 С+.

Имея ввиду определение (2.17) функции /гя(г; R), переходом к 
пределу при R -*  4֊ °°> приходим к неравенству

+~ +-
У |Гл (х + / + ф)рл= у !РЛ+ (х + ф)|₽ ах < 

— ив — ОО

< еРУ К х. т. 0 < У < + о°. (2.18)

Но, согласно свойствам из (а) 1° функций Стеклова

Пт ||Рл (х + 1^)||р = ||ФТ՜ (х -|- ф)||р, ՛ 
Л-.0

и поэтому, переходом к пределу в (2.18) при А -*  0, приходим к не­
равенству

+ *»
У 1/(х + 1у) (х 4- ։у 4- п)։'р1₽</х < еру ||/||£, ։, Р 0 < у < 4՜ °о.

Наконец, поскольку |ехр (/з(х 4՜ ^)1| = е“''у, —оо<х<^4-°о, то от­
сюда следует также неравенство

1!<р+(х4- 1у)Ъ Р 0<р<4-оо,
т. е. утверждение <р+ (г)



106 М. М. Джрбашян

2°. Заметим, что, по определению,
|/(х ± п)к х. 7 = ИС* '+ *0(х  ± (2Л9>

Но из (2.13), в частности, следует, что соответственно е 1 тгр/(г)£. 
£ Нр. Поэтому, во-первых, в силу последнего из свойств (а) 4 функ­
ций класса Нр., т. е. неравенства (2.7), имеем также

е-’т1/(х ± 17) (л- ± й)։/;11р = Ь '’(г /т) /(» И) (*  ± <
<|е '«/(х) х«^- |/|л «•

Отсюда, в силу равенства (2.19), приходим к неравенству (2.14) леммы֊ 
Отметим, что метод доказательства этой леммы восходит к 

Б. Я. Левину, рассмотревшему в примерно тех же условиях функцию 
/(г), но аналитическую лишь в полуплоскости С+.

2.2. В этом пункте мы приведем еще две важные леммы.
(а) Лемма 2.2. Г. Для любой функции /(г) £ ИР'Х'՛' [7] спра­

ведлива оценка
|/(2)|<С(14-!2|)-^е’>|т^Я.х 7. (2-20)

2°. Класс 1 [7] с нормой Р/О/л х. т является банаховым про­
странством.

Доказательство. 1°. Введем в рассмотрение полуплоскости

= {х: + 1т х 2 (1 + 7)}
и заметим, что имеют место включения

(7±+։/2 с с Ст = 1г: |г|> 2 (1+ 7)1 
и

Кг = {:= |С - х| < 1} с при г

Тогда легко убедиться в справедливости неравенств

|С± п1 < -֊ |г| и |С± п|> И-, при х С Ст и С е (2-21)
£.

и, тем более, при 2 £ б*  и С 6 Кг.
Теперь отметим, что поскольку |/ (2)р — субгармоническая функ­

ция на всей г-плоскости, то для любого р£-(0, 4՜ ос) справедливо не­
равенство

2*
I/^\Р < ֊ [ + рв#)Г А х6С.

о
Умножив его на и проинтегрировав по отрезку [0,1], мы получим

Заметим, далее, что в силу (2.21)
|С±г71։>яС(х)|2|*;  хССт, |С֊2|<1,
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где С (х) 0 — постоянная, мы, в силу (2.22), можем записать два
неравенства

I/(*)Г < С(х) иг’ ( СI/ (С)ГI: ± пГ л. ^Ср (2.23)

которые, разумеется, имеют место также при г £ Ст+1/։ с С7~.
Теперь отметим, что вообще для г = х 4- будем иметь

у-t х—1 у—i
где 

•г *■
W = J I/G 4 *4)1* Й + h ± пГ Ч'. (2.25)

Для содержательности нашей оценки (2.24), разумеется, сначала 
нужно убедиться в том, что интегралы 2" (т() конечны при —• 

4՜ °°- Но с этой целью, а также для завершения доказательства, 
леммы, нам сначала нужно оценить эти интегралы, когда, соответст­
венно, 7,6(0, 4՜ °°) и (—гс, 0].

Поскольку, согласно утверждению 1° леммы 2.1, соответственно 
4>±(z) = e±;ez(^±n)։'VW

то, пользуясь отмеченным в (а) 4՛ неравенством (2.7) для функций 
класса мы будем иметь:

Если т)^>0, то

e՜'™ S+(r() = |?+ (5 4-i< < II ?+ (ЭД= Ж«. т, (2.2б')>
если же ■>) < 0, то

е’₽г'2-(т()=||<р“(5 4-й(Ж <h_(0#=[/l£x.7. (2.26")

Но при z^Gp-ifl, у — 1 > 2(1 4- т) > 0, а при z£G“+J;2, у 4֊ 1 < 
С — 2(1 + т) <2 0. Поэтому из (2.24) — (2.25) в силу последних оце­
нок получим

Л (г) < 2 exp (op (1 4- Ы)| Ж К. V G^n, {2.21)

откуда, в силу (2.23), приходим к неравенству

|/ (г)| < С (х, р) (1 4- Н)-’/р е°|у( ll/Jp, „ т, Z = X 4֊ iy 6 (2.28)

где С(х, р) > 0 — другая постоянная, не зависящая от /.
Установим теперь, что интегралы 2 (vj) существуют и конечны 

для всех (—оо, 4՜ °э). С этой целью отметим сперва, что при
любом Я^>0, если R, то



108 М. М. Джрбашян

sup 
!:/>։

; + /Ч — п >*1  = ос> (2.29)
; 4֊ г'Ч + И 11

где О=О( (, х, R) > 0 — некоторая постоянная.
Далее, интеграл 2—(т}), конечность и оценка которого при х^.-^О 

.даны нами в неравенстве (2.26"), представим в виде суммы
I

2՜ (ч) = 2։՜ (7)) + 2Г (х() = Г I/ (; - 7^ I; + 7т( - /7|*  </; =

== j I/(î + 7ti)Hî + 7»î — гтГ</=. 

|Л>1
Но, ввиду непрерывности/(;4-7х,), конечность интеграла 2| (х() оче­
видна не только для т, 0, но и для всех у > 0, при —1<СХ<С+ 00 
и 0 < f 4՜ о->.

С другой стороны, в силу (2.29)

2Г01) <£>2+(ч)< + °о,

Следовательно, ввиду- произвольности R, интеграл 2 (х։) конечен 
для всех т(<£ (— со, 4֊ ос).

Вполне аналогично, пользуясь оценкой (2.26'), вновь в силу 
(2.29), заключаем, что интеграл 2+ (т,) конечен для всех х(£ (—œ, 
+ °о).

Введем теперь в рассмотрение следующие области: 
Горизонтальную полосу

Пт = । z: |Im z| С 3 4՜ 2 Т], 
полуполосы той же ширины 2(3]-27)

П7֊ = {z:|Imz| <3-Ь27, ±Rez>2(l -f)jcC7 
и еще прямоугольник

Дт=|х: |Rez|<2(l + I), |Imz\ <3-27h 
заметив при этом, что

П7 = Пт+ U П7՜ U Ат.
Сначала убедимся в конечности величины

sup {(1+Н)*'>|/(г)Н  <+ оо. (2.30)

В самом деле, во-первых, очевидно, что 
sup ((1+|z|)*'/ ’|/(z)|| <4- со.

Во-вторых, ввиду оценок (2.23) и (2.24) ֊ (2.25), конечности функций 
— (l) в любом отрезке — R и включения П. сС;, получим

sup ((l+kl)^|/(z)i)<4֊oo. 
zen±

Итак, (2.31) справедливо.
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Далее, из оценок (2.28), в частности, следует, что на границах 
полуплоскостей 67+1/2, т. е. на границе <?П7 полосы П7

вир |(1+ |г|)^,'/(г)1) < 7. (2.31)'
г6ЙПт

Понимая под |г г г 2 (2+2'');~։/’ главную ее ветвь в плоскости С с 
разрезом (—/со, -/2(^+2 7))с 67+1,2, введем в рассмотрение функ­
цию

/7(г)=- |д + <2(2+27)|֊։"’/(г), 
и заметим, что

|г+ /2(2+27)1x1+И, гСП7, (2.32)՛
где соответствующие постоянные зависят только от у.

Следовательно, в силу неравенств (2.30) и (2.31), функция /7 (г) 
ограничена в полосе П7 и на её границе <?ПТ имеет место оценка вида

5иР 11/т (г) |} ։. 7.
Т6<Л17

Отсюда, на основании принципа Фрагмена—Линделёфа, заключаем, что 
1/т (*)1  ^2ИЛ>. », р 2 Т П7.

Переходя опять к функции /(л), с учетом оценок (2.32), из последне­
го неравенства получим

1/(г)1<с,(1+|г|)։Ш.х.7> *еп т.
Наконец, отсюда и из (2.28) легко приходим к оценке (2.20) леммы.

2Э. Из доказанного нами неравенства (2.20) следует полнота 
каждого из пространств 1^'?’х[7].

(б) В приводимой ниже заключительной лемме мы покажем, что 
пространства 1^а'х и 1Р?’ ‘ [7] (0<^7<\ + ос) совпадают, а соответ­
ствующие нормы эквивалентны.

Лемма 2.3. Для любой функции /(г) £ 1 (1 < р < + оо,
— 1 <х<^+оо) и при любом 7^ [0, + оо) будем иметь:

г. |/|р.х,тЖ||/|р.х, (2.33)՛
2°. 1/(*±Й)кхЖ|Д,х.  (2.34)
Доказательство. 1°. Заметив, что для любого 7< (0, + со)

/£ 1^'։ [0] <->/£ (Р?’х [7], на й^’х[0] определим линейный оператор
Г7, положив

Тогда очевидно, что на 11^?'х [7] существует также обратный линей­
ный оператор Т՝^1, такой, что

у/е гг1 [-г], гт-7=/^ ^'։ [о].
Разберем отдельно два случая:
1) Если х^>0, то |х|։-С|х + гт|х и, очевидно, 

։4.х<11Л>.х.7-йЛЛр.х.7, у/6^’х[0]> (2.35>
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откуда следует, что

Итак, оператор Т*'  ограничен и, по теореме Банаха, ограничен 
также оператор Гт, т. е.

|Г, л...,=№■.., <Л1/Ь... v/e ^Т0]. (2.35-)
где А 0 — постоянная, не зависящая от Л

Из (2.35) и (2.35') следует (2.33) для рассматриваемого случая 
х^-0.

2) Если — 1<х<0, то |х + гт|ж К |х|,  и поэтому*

||Г7Жх.7НА> V/€^։|0]. (2.36)
т. е. оператор 7\ ограничен. Поэтому обратный оператор Т"7 также 
ограничен и, следовательно,

jrT-1/։p,։=i/jP.։<44/fp.x,T. v/e(2.36') 
где Л*>0 —постоянная, не зависящая от /.

Из (2.36) и (2.36') вновь вытекает утверждение (2.33) уже в 
случае — 1 •/. 0.

2°. Если в (2.33) заменить функцию / (х) на /(х ff), то, поль­
зуясь оценкой (2.14) леммы 2.1 (2 ), мы приходим к неравенству

li/(x ± п||Р, . < С։|/(х± п)к7 < С1в’Ж х. (2.37)
Положив, далее, ® (л) — /(z . . q), отсюда получим

|Л>. х = 1<Р (х q)|p, х < Cje’ï !«>)/,, х 
или, что то же самое, 

ОЛ.х Cx«M/(x±*r)k».  (2.37')
Наконец, из (2.37) и (2.37') следует утверждение (2.34) леммы.

§ 3. Интерполяционные разложения в весовых классах 
целых функций экспоненциального типа

3.1. Введем в рассмотрение последовательность вещественных 
чисел (xJtZ, ради краткости положив

Xk ~ Xi, k (3) — Z 1 Х;, k,   СО k “|— ОО,

где (х, — суть нули функции 5, (г) (0 О<^2).
Тогда, согласно результатам пункта 1.1 (б), числа {xj^” —суть՛ 

простые вещественные нули целой функции S, (sz) (0 <v<2) экспо­
ненциального типа о, причем природа их распределения следует из 
приведенных там же утверждений.

А именно, мы будем иметь
х0 = 0, х_к — — хк (1 < k < -1- се), 

и, далее,
1) При 0<^v<^ 1
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— 44—— ) (— °° к 4֊ 00 )>а 2 а/
а при v = О

:. = — к------ sign 4 (4 = ± 1, ±2,а 2 а
2) При l<v<2

хо=О, х„ £

а при v == 1

а
(4 + 1)) (к = 1, 2,...),

xt = — к (— со к < + ос).

Для установления основных результатов данного параграфа нам 
необходимы несколько лемм.

(а) Первая из этих лемм следующая.
Лемма 3.1. Если /(г) £ х (1 <7 р 4՜ °°> ~1*С*<С  + °°)> то 

для любого /г£ (—оо, 4- со)

S 1/(х*  + гЛГ(1 + |Л|)։<СЗЖх, (3.1)

?дг С 0 — постоянная, не зависящая от f, и по (2.1)

/С \},рJ I/WI |хГ*х)  • (3-2)
— оо

Доказательство. Рассмотрим функции /(+ z -rih) z',p, кото­
рые аналитичны в плоскости z с разрезом (— оо, 0). Поскольку функ­
ции |/(± z 4՜ /Л)|₽|г|х субгармонические в полуплоскости Rez>0, то 
имеют место неравенства

|/( ±Х4+/Л)|Р |х/ < ֊֊ J |/ (С + МЖ |Z|«|Л| (к = 1, 2,.. •)

для любого р£ (0, гх), где rx= inf (х.—хА_.)^>0, в силу лемм — оо<*<  + ~
1.1 и 1.5.

Если умножить эти неравенства на prfp и проинтегрировать по 
промежутку (0, о), где 3 < г։/2, то мы приходим к следующим нера­
венствам:

|/<±хл-нлп*; ։<у JJ i/r,+M)i₽icr^< 

\’^<г
«

о՜2 Г Г )/(Я-։(х։-|֊Л))р|; + ^;«Л (4 = 1, 2,-..).
-г jr*- s

3-95
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Заметив, что —хк — х_к, из этих неравенств заключаем:

3|/(х*-НА)1'1 х*1 ։<

V 1^ ՛ (х* ± (3.6)
--

где постоянная С*^>0 от функции ЧТ* не зависит.
Доказательство. Сначала заметим, что в силу леммы 1.5 и 

из самого определения последовательности (хА|+“:

хк = °՜1 х, 4, — 00 А + го>
вытекает существование числа *(0<5<1), не зависящего от индекса 
к (—со к + со) и такого, что

Кх* — 0 ’ (х*-։4: *)1 -= |х* хл—11 2 $( т с<э)- (3.7)՛
Ввиду субгармоничности функций |ЧГ± (гУ՞, для любого р(0<^р<о) 
справедливо неравенство 

2։
(хА ± 0? < -- Г рг* (ха ± г + ре'*)|* 

о

4 ; ։
- л V

< I Г I/(5 + I (г, 4- Л))|° 1« + п/Г (3.3)

Однако, если воспользоваться утверждениями 1 и 2 леммы 2.3, бу- 
дем иметь

[ 1/0 + » О» + А))!" О3 + ?)"2 =1/0 + ։ ('< + А) < «. ч <

■С-С1Ц/(; + I ('<! + А))Др, СзЛЛр. *•
где здесь и дальше С,>0(/=1, 2,-•■) —постоянные, не зависящие- 
от /.

Поэтому из (3.3) мы получим

3 1/(х*  +/а)Г|х*|ЧС ’3|я;,.. . (з.4>
1*1>  1

Нам остается, во-первых, заметить, что, в силу неравенства (2.20) и 
утверждения •!“ леммы 2.3,

|/ (х0+ /А)|в = | / (/А)Г < С. Ю°Р, х. (3.4')
Во-вторых, что, ввиду отмеченной нами в начале параграфа природы 
распределения чисел последовательности

|хЛ‘Х(14-т*=±1,  ±2. ••). (3.5)
Тогда из (3.4) и (3.4') будет следовать неравенство (3.1) леммы.

Лемма 3.2. Если V * * * * Х£^НР, то соответственно будем иметь
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умножив которое на рс/р и проинтегрировав вдоль интервала (0, 3), 
получим оценки 

2г •.
(х4 ± < — * [ |Ф± (хк± ։ 4- ре'(')1₽ (3.8)

о о
(— <Х- к + °°).

Но в силу условия (3.7) кружки |г— (х4-|-/)1 и |х—(х4 — ?)|<3 
соответственно лежат в полосах 0 1т г 1 4֊ 3 и —(14-3) < 1т г < О 
и попарно не пересекаются. Поэтому, из неравенств (3.8) и, в силу 
известного и отмеченного в § 2 свойства 4՛ функций классов Н'֊, мы 
приходим к неравенству леммы

1+5 +•»

2 1^ (хк ± / Ж <---- \ бу |т*  (х ± 7^ с/х< —
л к

(б) Прежде, чем приводить необходимую нам третью лемму, вве­
дем одно определение.

Пусть 1Р։ *— банахово пространство последовательностей 
(о։|2*сС  с конечной нормой

11!°л.х=1 2 1°г(1 + 1*1) ։ Г» (3.9).

- 7
в предположении, что параметры р и х лежат в границах

1<^< + го, —1<х</> —1. (3.10)
Как уже было отмечено в "начале параграфа будем полагать, что 
|х4Ц; = (а՜1 х, 4|^3 — суть нули функции 5, (аг) (0 < * < 2), которые 
все вещественные и простые.

Лемма 3.3. Пусть последовательность

Ор,։ (1<7’<ос» —1<*<р  — 1)
произвольна, а параметр V в определении функции 5, (г) лежит 
интервале

*6 14-1±2) с[0, 2). (3.11)
\ р р '

Тогда ряд

равномерно сходится в любом круге |г| + го и его сумма ](г)
является целой функцией, удовлетворяюгией интерполяционным 
условиям

/(х4) = а4 (—оо<£< 4-со). (3.13)

Доказательство. Ввиду природы распределения последова­
тельности чисел ’։х4}^”— нулей функции 5, (яг), отмеченной нами в 
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начале данного параграфа, для любого /?>0 существуют постоянная 
Св>0 и целое число ТУ = 7У(/?) > 1, такие, что при |*|  < R

\г — х*|  > С3 (1 + 1*1).  если |*|  > ТУ.
Тогда, если /п > п > ТУ или п < т < — ТУ, то при |г| < R

_ £ 5. (эл)
7« .»>(«)- 5,'(ах4) (а - х։)

где М,(Т?) = С’о тах 115, (эг)||.
Но согласно лемме 1.6 и в силу двойного неравенства (3.5)

!^>хр| = |$;(х,։ Лх(1 + 1*1Р- ’. 1*1  >1. (3.14>
и поэтому

где — другая, подходящим образом выбранная постоянная.
Отсюда, пользуясь неравенством Гёльдера и обозначением (3.9), мы 
получим, что при |л| С и т> п > М или п < т < — 14,

I т -ч (։-»+■ у11/,
/я,-п(г)<Л/а(7?)В{О.^,։|2(1+(*|)  Р , 

р где <? = ——л • 
р-1

Наконец, поскольку, в силу условия (3.11), 1<<у(2—V 4—— ]<^ 
\ Р /

<^1+9, то из последнего неравенства мы легко- заключаем, что все 
утверждения леммы справедливы.

3.2 (а) Дальше мы будем опираться на два известных предложе­
ния, но прежде чем их сформулировать, приведем одно определение.

Обозначим через Н± (0<р<+ сс) класс функций /“ (г), анали­
тических в полуплоскостях И՜ соответственно и удовлетворяющих 
условию

4- г»
(гв±,Ь)1₽ Лг | <+°°- (3.15}

б

При р = 2 эти классы впервые были введены в работе автора и 
А. Е. Аветисяна [18] (см. также [1], гл. VII) и там же был установлен 

։ .г
важный факт о совпадении классов Н±= Н~. В общем случае 0<р< 
<С + 00 С. А. Акопяном [19] были установлены включение НР±сНр. 
и оценка |/М/, ^Н±, а А. М. Седлецкий [20] доказал обрат. 
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ное включение НР.сН°. и оценку 21/р Ц/~ЛР. Таким образомх 
справедлива

Теорема Б. Если 0<^р<^+оо, то справедливы следующие- 
утверждения՛,

1°. НР±=НР,-

2°. 2-’"7А < уч <!/*։₽,  у/1 е нр±- о. 16)
Следующее предложение — это теорема о проектировании, дока­

зательство которой содержится в лемме 1 работы В. М. Мартирося- 
ня [21] (см. также [22], лемму 2.1 и теорему 2.1).

Теорема В. Пусть /(х)— измеримая на (—оо, 4֊ оо) функ­
ция с конечной нормой

Лр \՝1р
Мк»=( | |/(х)|₽|хГ^ <+<=о(К₽<4-оо, — 1<х<р —1). (3.17)֊

Тогда интегралы типа Коши

Г± (г) = у 1^- сП, г е С±, (3.18)՛

— «■
аналитичны в полуплоскостях С соответственно, причем

(Г՞ 11/ро5ир_ |Л±(ге±'Уг^4 <СЛ»|Лг,«. (3.19)՛
о

Следующее предложение, доказательство которого мы приводим,, 
является отнюдь не простым следствием теорем Б и В.

Теорема Г. Пусть <р (х)— измеримая на (— со, оо) функция 
с конечной нормой ■

и

«.х. (3.20)-

I — г. (3.21)-

Тогда՝.
1°. Если, как и в § 2, рассматривать функции (я+ /)։/р, 

в плоскости г с разрезами (—г'оо, — г)с С՜ и (-[-1, 00) с С+ со­
ответственно, то

(г±гУ1рФ±(г)е^՝, (3.22)«
2° справедливы оценки

1(х -I- О*" ’ ф± (х)Цр < Сх, Р |т|р. х. 1. (3.23)/
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Доказательство. Введем в рассмотрение интегралы типа
Коши

Чг* (г)=Г±(О dt, nrÿ= f-îÂÉl dl, ։£G , (3.24)
.) t — z .) Z—.«
о 1

и докажем, что для них справедливы оценки вида 
+~

sup ( С |ЧГ/- (гв±"’)|'’|ге*"'±  i\ dr I < С/|< (/ = b 2). (3.25)
о<»<к | J J

о
где, как здесь, так и дальше, С;>0(/^>1)— постоянные, зависящие 
лишь от параметров р и *.

Займемся сначала функцией ЧЧ (z). Ввиду неравенства Гёльдера 
и очевидной оценки 1 И + ։'[ < 2 (0 4^ 1) мы будем иметь

J 1
Г f Г „ )*//»

о и

Отсюда, в силу теоремы В (при * = 0) и очевидного неравенства

(3.26)

1 < |re±rt± »1С 3; 0 < г - 2, 0 < а
приходим к оценкам

2
sup I Ç I’Fi (re: /,’)f |re (ft ± z|։ dr j < 

0<»<ж [ J
о

0<в<к 
0

(3.27)

Перейдем к оценке интеграла

2 0
Если воспользоваться теперь известным 
стр. 318)

неравенством

(3.28)

(см. [23],
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л, а, а, а,
а также простой оценкой

|< — ге՜1 | г; г > 2, 0^<С1, О-^&^тг,

то получим

Ш՜ |?(0Пге ,&d

К ֊ re V 
и 2

։//>

։/р
(3.28'>*

Наконец, в силу крайних из неравенств (3.26), простой оценки

~ ՛ '. 2
и того, что, ввиду условия /. < р — 1,

(3.29)

из (3.28') заключаем, что

5ир ге 'а ± ։|х dr I -< Ce jj®j£. (3.30)

±10 j

и 2

1

2

Из неравенств (3.27) и (3.30) следует 'наше неравенство (3.25) для 
7 = 1.

Перейдем к доказательству неравенства (3.25) для у = 2.
Из самого определения (3.24) функции Ф*  (г), применив нера­

венство Гёльдера, получим при |д| < 1/2

dt у/? 
к֊г|’К±1Г’/₽ I

Но при |г| ֊С 1/2 и 1 ֊С £ < + со, из очевидных неравенств

|Г—х|

следуют конечность интеграла

dt 1/7

fQ (1+«/р) 

1

1/7
= С8

и оценка для нашей функции

sup (I^U)!) <С8МР, 
ki<i/2



118 М. М. Джрбашян

'Отсюда и из очевидных оценок

получим
1/։
J |V± (re±«)|' |re±/# ± /|*  dr < Св №р ։, р ОС а < к. 

О

(3.31)

Теперь заметим, что, в силу неравенств (3.29),

I’

.и поэтому, по теореме В, в частности, справедливо неравенство

1sup (re±/tt)|p dr ’ < Cu И' ։, г
о<Д<«[ J J

1/2

Наконец, вновь пользуясь оценками (3.29), приходим к неравен*  
■ ству 

+-
sup I f 1^2 (rei/ft)!₽ |re±z0 ± r? dr] < Clt x> ։. (3.32)

0<0<x [J J
1/2

!Из (3.31) и (3.32) следует нужное нам неравенство (3.25) для / .—2.
Поскольку оба неравенства (3.25) доказаны, то, определив функ­

цию

ЧГ± (г) = Г dt =Т± (2) _|_ Т2± (zj, z£G* t 
J t —z 
и

мы легко приходим к оценке 
+ «>

о зир { У 1^*  (ге±«;|₽ |гв±а ± г|։ dr > < Си М,. ։. >. (3.33)

О
Но функцию Ф± (г) теоремы мы можем представить в виде суммы 

ф± (г) = ЧГ± (г) + (г), г С С±, (3.34)
д’де 

е 
^£(г)= дес*.

— м
С другой стороны, простой заменой переменных # и г интеграл 
(г) может быть сведен к интегралу вида ЧГ± (х). Поэтому оценка 

.(3.33) остается в силе и для функции Ф՜*  (г):
+«■

(С 1 ։/р
<Ж] 1 1Ф- <ге+/в>1Р 1геД,1> ± «Iх < Сцкк «. 1 . (3.35)

о
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Наконец, из (3.33), (3.35) и (3.34) вытекает оценка

зир I 1 1Ф-- (ге-'9)!^ |ле±/й± г'|։ бг I < Си », ъ
»<«<« □ ) о

и, значит, соответственно (г ± г)'1р Ф- (г) £ Нр, откуда на основании՛ 
теоремы Б следует утверждение теоремы.

(б) Перейдем к доказательству основных результатов §§ 2 и 3.
Теорема 3.1. Пусть (<։*)+ “ £ 1Р-։ (1 р + то, —1<х<^р—1), 

а параметр V удовлетворяет условию

р р
Тогда справедливы следующие утверждения՝. 

Г. Ряд
(°г)

5, (ал*)(л  —х4)
(3.36)

равномерно сходится в любом круге |г| R < + то, согласно лемме 
3.3, и сходится также в метрике №Р։ ։ к целой функции ] В7^՛ *.

2°. Функция / (г) удовлетворяет интерполяционным условиям 
/(х*)  = аА(-«<*<  + «>). (3.37)՛

и для ее нормы имеет место оценка
Й/||р, х •’С С 1Ка*}Цр.  «> (3.38)

где С^>0—постоянная, не зависящая от последовательности

Доказательство. Для произвольных значений целых чисел. 
— то<^п<^лг<^ + 0° введем в рассмотрение функции

/п.М=^ £ ак ■ ^ (-г)--------=5,(аи)<Рл,я։(г).
*-» 5, (°хА)(г — х*)

Поскольку, согласно лемме 1.4,
то^С+то),

X —X*

то очевидно, что также т (х) € ^,х> и, в силу леммы 2.3, имеют 
место неравенства

Ц/л т (^)Вр. х < 1/ (х +I)|р. х < Са ВЛ, т (х+ /)0р, х. 1 *,
Т. е.

+ -
ОД, т 1Р։ * < Ср2 у |5, (х+г) ։ря, т (х-4- /)|" |х 4- г|։ бх. 

— ОО
Заметив теперь, что по лемме 1.3' двойное неравенство 
_________ |5» (° (х + 0)1 |х+ г|1_’, — то< х < + то,

* Здесь и в дальнейшем зависимость постоянных Су = 2,՛՛՛) от парамет­
ров р, •/., ՝/.••• и т. д., как и раньше, мы специально не будем отмечать.
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•справедливо равномерно для всех х, будем иметь , далее,

1/л. 4' ։ < сз| *т п. „ (х + 01" I х + /|*  <**,  (3.39)
— яа

ггде 8=х-|-р(1—V), причем —-1 ^р—1 » ввиду условия (3.11 )
теоремы.

Но по теореме Хана-Банаха
(+р“ .1 1/р

Ь.т(*  +/Л. |<РЛ. »г (X 4-։)|р |х + Л։ </х | =

= яир (| С <рл, т (х + /) § (х) |х + >1"'р 4х 1>; <7= Р~ ’
м,*՝  ИЗ 1 р~ 1

•и, следовательно, существует функция 8о(х)^Ьч (—<», 4՜ <х>) такая, 
что |#х < 1 и

+-
1?Л, т (х 4- ։)|р, х. 1 < 2 | Фл, т(х4-։)^о(х)|х4-/|։'р </х • (3.40)

— *»
Теперь, наряду с функцией #0(х), рассмотрим функцию Со (х) — 

= (*)  |х 4՜ ։|8/р и заметим, что

8бХ. »„ 1 = (3.41)

•тде 8Х=------д, причем — —1- Кроме того, ввиду (3.40),
Р 

+-
|?л.ж (х 4-։)Ь.«, 1 <21 У фл, яГх4-։) Со (л) <^х • (3.40')

• — ОО

Рассмотрим также интеграл типа Коши
+*•

С(х)= С :^С-,
и t — х 
—со

для которого, на основании теоремы Г и неравенства (3.41) можем 
утверждать:

1) б (х)(х —г)4«7?

2) |б (х)(х - г)4֊/» й, < с; х 8<7О^, г„, < С; ։.
Но имея ввиду определение функции

(3.42)

<Рл, т (г 4- г) = а-1 V -- ------------------------ ,
к=п 5, (ах*)  [г — (х*  — ։)] 
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будем иметь

X I с (х*  - П[(х4 - z) - z]’/>»}. (3.43»

Для оценки величин Jn, т воспользуемся неравенством Гёльдера. 
и заметим, что по лемме 1.5 и по (3.14)

Ixi — 2i\ X 1+ |Л| и |S, (axt)| X (1 +|Л|)1՜’, — °о < к < + со.

Тогда из (3.43) по лемме 3.2 мы получим
( т \1lq

|С(х*-/)Н(х*-0֊/|* ’ • (3.44»
I« =л >

Но согласно (3.42) и лемме 3.2 справедлива оценка

Е \G(xk- z)|’ |(х*  ֊ z)- zf«< Cs,
* =-~

откуда, а также из (3.39), (3.40')> (3.43) и (3.44) мы приходим к 
оценке

Л/л.т |р, ։ Св Ц{а«}п |jp, ж.

Наконец, в силу леммы 2.2 о полноте пространства 1 и в си­
лу леммы 3.3, переходом к пределу при п —♦— со и т-» 4֊ оо, мы 
заключаем о справедливости обоих утверждений 1° и 2° нашей теоре­
мы, поскольку (ал}+"^/р-։.

Теорема 3.2. Если

/(*)  € (1<Р<+ 1),

то при условии (3.11՜) имеет место разложение

S /(х.) • (3.45)
Ä——«• О» (ОХ*)(д  Хк)

сходящееся равномерно в любом круге |г| < R и в среднем пэ мет­
рике пространства W?՛ ։.

Доказательство. Природа сходимости ряда (3.45) следует 
из леммы 3.1 и теоремы 3.1, причем, если мы обозначим его сумму 
через /„ (х), то функция

a>(z)=/(z)-/t^)€^'1
удовлетворяет условиям
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ш(х*)  = О (—оо <Л<+ °°)- (3-46)
.Далее, в силу неравенства (2.20) леммы 2.2 (1 )» справедлива оценка

X
|ш (z)| < Н». х (1 + 1*1)  ' в’>"”х|, z£C. (3.47)

Определим теперь функцию

’ <*>  - ' (ЗЛ8> 
5,(az)

■которая вновь будет целой в силу (3.46) и того, что {х*)..»  суть 
все, притом простые, нули функции (’г).

Более того, поскольку ш (z) и (az)—целые функции экспонен­
циального типа -С0» то из тождества

ш (z) - 5, (az) <р (г),
на основании известной теоремы (см., например, (24], гл. 1, § 9), не­
посредственно следует, что <р (z) также является целой функцией пер­
вого порядка и нормального типа.

Далее, согласно лемме 1.3, я областях

argz+ — к
Т’ 1<И< +

-справедлива двусторонняя оценка вида

|5, (аг)|Х(1+|д|)։-’ е’ 11ш , 2^О = 5+иО-.

Рассматривая, далее, угловые области 
(3.49)

О <|г| < 4- ool>

заметим, что из (3.47) и (3.49) вытекает справедливость оценок

|Т (z)|< С։ (1+ |z|)՝ Р ' 

Но если ввести также целую функцию

(z)== ----£1°)., (3.50)
Z

«которая также экспоненциального типа, то будем иметь

I*  (*)|  < с, (1 + |z|)’՜ “2 + 2 е Ро .
14-|z| х

Так как по условию 4՜ ——, т. е. v---- ----- 2<^___ L, то
Р Р q '

мз последнего неравенства непосредственно следует, что
sup {F (z)|J < С8< -f- оо, lim <F (ig) =0.
leD0^ iyi-+- (3.51) 
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Поскольку Ч (г)—экспоненциального типа и ограничена на границах 
угловых областей —(z: |argz| <^/4| и S^_ = {г: |argz — "К к/4} 
раствора ~/'2, то, по принципу Фрагмена-Линделёфа, наряду с (3.51)
имеем также

sup (|Ч’ (z)|) < Св<+ос. 
U

(3.52)

Из свойств (3.51) и (3.52) функции 4' (г) по теореме Лиувилля сле­
дует, что 4՛ (г) = 0, т. е. <р (г) = (0), и, таким образом, в силу 
(3.50) и (3.51) мы приходим к тождеству

о) (г) = ® (0) 5, (яг), г £ С.

Но, с одной стороны, ш (г) 6 *,  а с другой, согласно утверж­
дению (1.22; леммы 1.4, 5, (яг) Таким образом, мы не прихо­
дим к противоречию лишь когда <р (0) = ? (г)= 0.

Итак, мы получили тождество^

ю (г) = / (г) —/*  (г) = 0,

чем и завершается доказательство теоремы.
На основании теорем 3.1" и 3.2, а также леммы 3.1 вытекает
Т ео р е м а 3.3. Для произвольной последовательности

£ 1р- * (1< р 4- оо, —1< х<^р—1), и при любом значении пара-
с. /1+ х т । 1-Ь * \метра ч^ (------ , 1-|---------I ряд

\ Р Р /

/(г) = э֊' У ал .---- ,
' 5, (ахл)(г-хл)

где {хл|с (—оо, + оо) — нули функции

5, (яг) == аг£1,2 (— я8г’; 1 + ч), 

сходящийся равномерно в любом круге |г|^ R, а также в метрике 
И7?՜*,  осуществляет взаимно-однозначное и непрерывное отображе­
ние всего пространства 1Р* на все пространство функций / (г) £ 
£ причем

(/Ир.* х1(а*)Ь,х  и (/(х»)==а»)-2.

§ 4. Интерполяционные разложения в классах 
целых функций второго порядка

4.1 (а) Пусть
е { + ) = (г: г£(— со, -I- оо) Ц (—/со, + /оо)) — 

совокупность координатных осей комплексной плоскости г. 
Обозначим через №р՛(1 < р < -}- оо, —1< ш < р —1) множество 

целых функций / (г) порядка ? =2 и типа С я, для которых
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/ Г \П^В/; е {+)к... - ( I/ (*)!'  И” 1^9 = 

с
+ м / П '» р

=(^] 1/(ге? )!"-•*)''<+°°- <4Л>

- о
Отметим, что как множество Н^՛ * целых функций экспоненциального, 
типа с нормой (2.1)—[/]/,.», так и множество “ с нормой (4.1) 
|/; е ( + 1Цр. п» будут банаховыми пространствами. Это утверждение, № 
частности, следует из леммы, приводимой ниже.

Лемма 4.1. 1°. Класс совпадает с множеством функций.
/ (х), представимых в виде 

. /(г) = т(2»)+гф(г։), (4.2)
где

?(«)6^'։,.*х=  —(4.3'> 
л»

•Нш) 6 Ч=՛•—у*  • (4.3">

2". Справедливы неравенства

-М... + 1+М <1/; е (+)Ь.и<1Ькх. + 1Фкх,}, (4.4)

а также

2-1 Ю< ։, +„} е [ 4- . < 2՞ {И՞ ։, + (4.4')

Доказательство. Сначала же заметим, что вообще, если 
/(«)—целая функция порядка р и типа -С3, то положив

?(* ’)= ֊(Л*) +/(֊*)]  « гЬ(г։) = ֊֊[/(г)-/(-а)], (4.5)
л

мы получим представление вида (4.2), где <р (то) и ф (то) будут целы­
ми функциями порядка р/2 и типа О. Точнее, хотя бы одна из 
этих функций будет ровно порядка р/2.

Верно и обратное утверждение—если у (то) и ф (то)—суть целые 
функции порядка р/2 и типа <а, то формула (4.2) определяет целую 
функцию порядка < р и типа < а.

1°. Из определения чисел и х2 легко следуют равенства 
+ - +"

М^х= У 1? (“)1р |“|х’ ^и= у |<Р (х։)р |х|ш dx +

4- ОО
+ У I? (- уТ 11/1“ 4у = У I? (* ։)Р И“ 1^1 = В<Р (г*);  е (+) |£ ш, (4.6՜)

«{+}
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и аналогично

(иЛ₽ |и|*' с1и —

у2)1р Ы” <1у= |=Н(г։);е {+)!?,<». (4.6")

При этом заметим, что наше условие — —1 соответственно

равносильно условиям: По­

этому, из наших равенств (4.6') и ('4.6") следует, что утверждения

։р(и»К !₽>•«• и = (г8) 6

а также
ф(ш)£ и R; Г

совершенно равносильны.
2°. Из представления (4.2) в силу неравенства Минковского и 

равенств (4.6') и (4.6") мы, во-первых, будем иметь

/; е {-Нк . < Ц? (г8); е ! +)к » 4֊ И (гг);е (+)к .=М₽... + ВЯ. х, . (4.7') 
Отсюда, в силу известного неравенства (а 4՜ Ь)р < 2Р (ар + 6р)(0 
<а, Ь < + се), следует еще, что

I/; е {4- < 2» {{<Х1 +|<(4.7")
Во-вторых, по (4.5) и (4.6') —(4.6") имеем также

Мр,х, = Цф (г8); е (+}к«> <В/; е {֊Нк»»

1Фк ч — кФ (г8); е {+)к« <■ ВЛ е 14- !к
откуда следуют оценки

М₽.ч + ВФЗр. х, -С2 В/; е {+}1р,и„ (4.8')
11<х, + Кх,<2 Л/; е{+)8₽ ... (4.8")

Из установленных выше неравенств (4.7')—(4.7") и (4.8') —(4.8") 
вытекают двусторонние оценки (4.4) и (4.4') леммы.

(б) Вернемся к обозначениям § 1, 3 и введем здесь новые.
Во-первых, определим целую функцию второго порядка и типа а 

(0<С 3 + 00 )> положив
к, (г) = 5, (за։)= ох2Е։/2 (—а2г‘; 14-V), 0<^<2. (4.9)

На основании леммы 1.1 можно утверждать, что для рассматриваемых 
нами значений параметра > £ (0,2) все нули функции к, (г), кроме дву­
кратного нуля 2=0, простые и расположены только на координатных 
осях 1т г--0 и Ее г =0.

В начале § 3 был приведен краткий обзор о распределении ну­
лей функции 5, (’г) —
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х* = а՜1 х,. *( — со <£< + °о), 
которые при 0<¥<2 все простые и симметрично расположены на 
вещественной оси, причем так, что

хо=О, х_*=  — хк (!<;/:<+со).
Определим теперь две последовательности чисел, лежащие соот­

ветственно на вещественной и мнимой осях комплексной плоскости

14 = ]/XI, |1-*  = — I1* = ~ У Хк‘,
(1<Л< + оо), (4.10)

у*=  / ) V-*  = — ■»*  = — г /х*;

которыми исчерпывается множество всех нулей функции л, (х), кроме 
двукратного нуля х =0.

Введем, наконец, единую нумерацию для всех нулей функции 
п, (х), определив последовательность чисел таким образом:

>о = 0, )֊2*- 1 = и*  = Ухл, л-и = I1-*  = — Г х*;

(1 < к 4֊ оо)

'֊2*  — '»к —'Ухк, )._2*  = »_*  = — г Ух>. (4.11)

Например, отметим, что в случае V =1

*1 (г) = 5։ (яг*)  = вш зг’, (4.9'>
и последовательность нулей этой функции запишется в явном виде

10 = 0, >֊2*_1  = р ко՜1 к, Х_24+։ = —р'гса՜1 к;

(1 -С к 4֊ ос).
Ьк~1 У ла՜1 к, )_г* = —гр^кз՜1 к. (4.1 Iх)

(в) Напомним, что, по определению (3.1), (1 < р < + ос֊,
— 1<*<р — 1), если

0{а*Яр.х= ’ ( £ |а*| р (Ц-|^|)։У/Р<+ос. (4.12)

Кроме того, ради краткости, для значений параметров 1<р<4֊ос 
и —1 введем также в рассмотрение интервал вида

л / 1 , 1+ ш , 1+ ш\Ар,.-(-+—(4.13-)

Докажем теперь следующую теорему вложения.
Теорема 4.1. Пусть в определении функции 5, (ах) и ее ну­

лей (хл)^З = (а՜1 х,. *)+ “ параметр

(4.14)
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Тогда для любой функции /(я)£ (1<р< 4-ос, ~1 <С®<С₽ ~1)
будем иметь

1 
р- ~ 

(/(М+:£/ 5 (4.15)
при этом справедливы неравенства вида

ш е !{/(>•*))։;,  (4.16)
2 2

где б=б, (р, ш) >0 и 0=0, (р, ш)>0 — постоянные, не зависящие 
от /.

Доказательство. По 

представление вида (4.2), где <р

лемме 4.1 функция / (г) допускает 

(ш) £ Щи ф (то) 6 Ш'*

«о + /> — 1 \ Р л Р/^=----- -------  I и, как уже отмечалось, —----1и ----- 1<<

—!• Поэтому, согласно теореме 3.3, если

, е (1±Ь, 1+1+5 ) = (1±±, 1+1±М)= [0,2), (4.17)
\ р р / \ 2р 2р /

то
1(?(х*))кх.  ~ккх։; (4.18)

если же
эб (1+-Х\ 1-Ь = (— + 1֊^֊, - + ^-^=[0,2), (4.19)
"\р р / \ 2 2р 2 2р)

то
0(Ф(х*))кх,Х|ф|| р,։,. (4.20)

Следовательно, если параметр V принадлежит общей части обоих ин­
тервалов (4.17) и (4.19), т. е. <°> то двойные неравенства (4.18) 
и (4.20) будут одновременно справедливы. Далее, пользуясь обозна­
чениями (4.11), мы будем иметь

/ (1±2*)  =/ (*±*  ) = ? (—х*)±  ։ Ухк ф (—хк),
(1<Л<+оо)

/ (>-±24X1 )=/ (|Л±4 ) = ф (х*)  ± VХк ф (х*),  
откуда непосредственно следуют неравенства

1/(Ч2*)|' ’<2^(1?(-х*)И+х^|ф(-х*)Н,  0-<*<  + «>, (4.21)

I/ (>֊±2*Т1  )1₽ < 2' {|«р (х*)| р + хркп |ф (Хк)I"}, 1< к < 4- со.
В начале § 3 мы вновь напомнили природу распределения нулей- 

{х*)функции  5, (ог); она была исследована нами в § 1. Как отме 
чалось уже, из их распределения, в частности, следовало двойное не­
равенство вида

,|х*|=|о- ’ х„ *|Х1 +щ (1 <|*|<  + оо). (4.22)-

Поэтому, з аметив, что + — = х։ и х_*  = —хк (!•< к + °°)> мы,.
2

вви ду неравенств (4.21), приходим к оценкам
4-95
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, ж г о
V (1+|2*|) ”|/(М'«4< X (1+1*1) ” ГР (**)1՛՞  +

+ У (1+ |*1) ”|’Н*-*)|'  I’ 2 (1+|2*+1|) ”!/(>։»4-։)Р<

<с,[ V (1+1*1 ”) 1?(**)1 А+2 П+1*1) ”1’И**)1'  ['

где здесь и дальше Су = С) (р, ш) > 0 (у=1> 2. •••) постоянные, не 
зависящие от функции /.

Сложив эти оценки, а затем пользуясь правыми из двусторонних 
неравенств (4.18) и (4.20), получим

V (1+|л|)<“֊1^(М1'’<С։||^(хх))^։1 + ||'И^)^>Ж։} <

< С, Мх,+։՛<„}•

Отсюда, пользуясь левым из неравенств (4.4') леммы 4.1, заключаем, 
что справедливо как утверждение (4.15), так и левое из неравенств 
(4.16) теоремы.

Установим теперь правое из требуемых неравенств (4.16).
Поскольку по (4.5) ,՝<3

|(ф (х։Ж<)/(х)Г + |/(-г)|₽ и |Н^)1'Х(1Л«)1'+1/(֊*)Г1  |г|֊₽ (г =/='0),
(4.23). 

то, во-первых, в силу обозначений (4.11) будем иметь

£ (1 + |Л|)” |ф (хк)\՞ < £ (1 + щ р I/ ( I ՛ Н)И +
4 — 1 4-1

+ £(1+|*|) ”|/(֊| ' 0+1*1) ” I/(14)1',
*-1 л-

и аналогично

£ (1 + 1*1) ” I? (**)!'  < У (1 4-1*1) ” |/ (/ /« )|' +
*=-» 4-1

+ £ (1+|*|) ”|/(--//^)|' = £ /(1 + |*|) ”1/М₽,
*•1 «—«

где штрих у знака суммы означает, что индекс Л=0 пропускается.
Сложением этих двух неравенств и равенства |<р (_г0)|р = |/ (>0)|/’։ с 

учетом того, что последовательность точек (Ь}+~ .является 'объеди­
нением последовательностей |р.*|+ “с:(—°°> + °°). {4}+“с(—гос,+/оо) 
и точки \) = 0, мы приходим к оценке

К<Р М)1р. х, < С5щ/ ().*)и р ^-1. (4.24)

Во-вторых, ввиду тех же обозначений (4.11), а также в силу второй 
из оценок (4.23), если учесть также, что х։ — р/2 = /.1 и (4.22), мы бу- 
.дем иметь
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£ И+ 1*1)4*  (**)Г<

<с+£ (1+ИМ/(УхГ)|*  + £(1 + |*1) ։‘1/(- /^7)1'1= 
к~1 I

= св £ /(1+Л|)։-|/(н*)К  
к =— оо

• и аналогично получим

2 (1-н*|) ։Ф(хЛ',<с։ V 'ги-т/ьл".
*=֊~ *= —

Складывая эти два неравенства с равенством |'1» (*о)| ₽=1/' ()֊о)1₽> мы 
приходим к оценке

кф (х*)}Ир.  с.։ иг (л0)и+к/(>-*))։' ’ (4.25)
р-—

Наконец, из (4.24) и (4.25), принимая во внимание правое из не­
равенств (4.4) леммы 4.1, мы придем к правому из неравенств (4.16) 
чем и завершим доказательство теоремы.

4.2. В этом пункте все введенные в пункте 4.1 обозначения и 
определения останутся в силе. А именно, пусть, согласно (4.9) и (4.11)

", (г) = 5, (аг2) = агг Егр> (— а2 г4; 1+*),  0<м<^2,

и —последовательность нулей целой функции я, (г), которые, 
кроме двойного нуля = являются простыми и лежат на коорди­
натных осях.

Заметив теперь, что (0) = Г՜1 (14֊ м), введем в рассмотрение 
последовательность функций, ассоциированную с нулями {М1Х ФУНК* 
ции (г). А именно, положив

у;(г) = г(1-н)—-ог аг 5, (0)

20(г)=Г(1֊Н)^ 
аг8

5, (аг2) 
аг25Л0)

(4.26)

О , ч гс» (г) _ _________
"к гс.: (Х*)(г  - X*)  2з X*  5: (а Х* ։)(г - X*)  

(*=±1,  ±2,---),
определим систему функций

{2; (г), [2Нг)п:}. • (4.27)

Имея ввиду природу нулей {ХйЦз функции к, (г), а также (4.26), нетруд­
но убедиться в том, что система (4.27) обладает следующими, весьма 
важными для всего дальнейшего изложения, интерполяционными свой­
ствами:
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• ' 1 (4 28)2а().,) = 0(/=о, ±1, ±2,•••); —^֊ =1’ (4։28)

2; (>о)=о. 2*(м=з*>=(  !’ *='’ <*• /=°’ ±1։ ±2’ - )- <4-29)
( 0, к />

(а; Прежде, чем доказывать вторую основную теорему данного 
параграфа, приведем следующую лемму.

Лемма 4.2. Г. Для любой последовательности комплексных 
чисел (ад , [а*]+"|  суммы вида

Е„.т(г) = а‘пй^) + £ а*  2, (г)(1 < л,/п< +со) (4.30)
к^—п

удовлетворяют интерполяционным условиям

Л.т(>./) = |“У’<_ег1՜՞’ = (4.31)
10, ]Ч [—л, т],

2°. Если

то каждая из функций системы (4.27), следовательно, и любая 
сумма вида Sn,m(z) принадлежит классу (1<С р <С+°°, —1 <Z 
О<р — 1).

Д ока зател ьст во. Что касается утверждения 1°, то оно 
является непосредственным следствием интерполяционных свойств 
(4.28)—(4.29) нашей системы (4.27).

Отметим теперь, что, пользуясь леммой 1.2, мы приходим к 
оценке

|«,(х)|=/5, («2)|<С(Ц֊Н2)։֊’, г^е {+},
где С^>0 не зависит от z.

Поэтому для любого k (1-s^|£| < 4-те) существует число г*̂>р.*|  
такое, что справедливы оценки вида

|(г-Ч-։Мг)1<СА|=Л ИО,;

К*֊)*)՜ 1*.  (г)|<С;М’֊2’; z6e{+), |z| > г,;

и, наконец, |гс, (г)|Со И2, Н-^1, где Ск, С’к и Со—постоянные, не 
зависящие от г.

Из этих оценок легко вытекает конечность всех интегралов при 
1 . 1 -Ь со __условии V > — Н—-— . Итак, при условии (4.32) утверждение 2’ 

также справедливо.
(б) Обозначим таперь для /(■)£*

Sn,m (2;/)=/'(0)2Ô(z)֊b V /(л*)  2*  (2)
Л—Л

(1 С л, т + те)
и докажем теорему.

(4.33)
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Теорема 4.2. 1°. Для любой функции / (г) £ “ (1<^р<^-г- ос,
—1<С “* <СР ~1) и пРи любом значении параметра », т. е. при

справедливо разложение

/(г)=/'(О)2о'(г)+ £ /0*)2*(г).  *6С,  (4.34)
Л“— во

равномерно сходящееся в любом круге |г) С Р °°-
2°. Ряд (4.34) сходится к функции /(г) также в метрике 

т. е.
1։т Ц/(г) — 5Я, т (г;/); е [ + ) ^.0 = 0. (4.35)

Доказательство. 1°. Согласно лемме 4.1 мы имеем пред­
ставление

/(г)=ч> (г®) + хф (г®), 
где

<Р (то) 6 № “ ( х1= ֊) и ф (ш) 6 №՝ ։’ (\= "1211±_£Л .
\ £ / \ £ /

Поэтому, согласно теореме 3.2, мы можем утверждать:
Если

/1+5, 1 + 1±ЛЛ ИАИ Л +*■»,  1+ 1±У), (4.36)
X Р Р / ՝ Р Р /

то для функций (ш) и ф (ш) будут справедливы разложения

ф(ю) = 0-։ V ф(х*)  (ЗЦ,)------»
к-о, (ах*)  (ш —Хк)

сходящиеся равномерно в любом круге |ш| ֊С Р <С Н՜ 00 • а также соот­
ветственно в метриках 1Г?’ ։* и №?՝

Но условия (4.36) на допустимые значения параметра ч для спра­
ведливости разложений (4.37) соответственно могут быть записаны 
также в виде

г /1 +<» 5 1 + ш\ , / 1 , 1 + о> 3 1 4- ш\ ..V 6 | ------ , 1 4--------- ) или V ь (------ --------- >------ ---------) ■ (4.36 )ч\2р 2р/ \ 2 2р 2 2р / '

Но поскольку, как отмечалось и раньше

—суть общая часть интервалов (4.36')> то разложения (4.37) справедли­
вы одновременно, если



132 М. М. Дшрбашян

Теперь отметим, что из представлений (4.5) функций <р (г ) и 
хф (х։), пользуясь нашими обозначениями (4.11), мы можем вычислить 
значения коэффициентов разложений (4.37):

? (х») = 4 I/(и*)  + /(р-* )]. ♦ («) = (1ч)-/ (|1՜* )](1 <+ос)*

т(х*)=  !-[/(**)+/(*-*)].  ф(х*)=^-  [/(м֊/(*֊*)1(- ет<^<֊1)/ 
2 Հ'Л

отметив также, что ф (0)=/' (0).
Из разложений (4.37), с учетом только что приведенных формул 

для значений <р (х*)  и ф (х*),  мы приходим к следующим разложениям^ 
также сходящимся равномерно в любом круге

тИ =|(/Ю+/(-«И-/«>) +

+ [/ (М-/ (р-*)]  —Պ՜+
2э*Г-.  И*  (з1Н)(г։— Р*)

+֊ շ [/о*)-/։ ’-»)] »,•2а *Г=.  5, (оъ) (г։—**)
Складывая эти разложения, принимая при этом во внимание, что 

Р*  = —Р-*  и ** = —ч_*  (1<&<-|-со), мы приходим к разложению 
с той же природой сходимости

/ (г) = /' (0) փ / (0) Տ' -|-
• ох5, (0) аг»5, (0)

+ V՞ /(|* 4)---- -1 (аг>)______ ւ.
к—- 2«Рл 5, (ор*)(х — р->)

+ У'.Лч)------- & --------
72о^ (Оу2)(г_уА)

Наконец, учитывая определения (4.11) и (4.26) последователь­
ности чисел и последовательности функций (Զ*  (շ),[Զէ (г)]^~), 
мы приходим к утверждению 1° теоремы.

2°. Ввиду установленного нами разложения . (4.34) и в силу оп­
ределения (4.33) суммы 5Л,т(г;/) и ее свойств (4.31),. функция

/?л. т (г) =/ (х) - 5Л. т (г; ք) 6 “

удовлетворяет интерполяционным условиям
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/?Л. т = 0; '■ С' •*)  = 0, к е [- П, т];
' Яя, т ().*)-=/(>.*),  —п, т].

Следовательно, для функции +Л. т (х) разложение (4.34) принимает 
такой вид

/?«.«(*)  = 2 /(/.*)  2*  (г). ,кл—п — 1

Но, в силу правой из оценок (4.16) теоремы вложения 4.1, имеет 
место неравенство

Ц^л. т ; е { + }Ир, ш ~ II/ (г) — 5л, т (г; /); е {—}Йр.

2 (1+|*|)< —։,/2|/(>-*)|°} ։՛7’.
*<—л—] к> т +1

Поскольку, по той же теореме, стоящий справа ряд в последнем не­
равенстве сходящийся, то переходом к пределу при п, т —* 4֊ оо мы 
докажем и утверждение 2°. Итак, теорема доказана полностью.

Из доказанной теоремы, в частности, вытекает следующая тео­
рема единственности.

Теорема 4.3. Если и
/'(>о)=/(М = О, -оо<4< + со, 

то /(г) = 0.
(в) Как и прежде, вновь будем полагать, что параметр V удов­

летворяет условию обеспечивающему соответствующие •свой­
ства нулей функции «, (г) = 5, (ог։).

Докажем теперь обращение теоремы 4.2.
Теорема 4.4. Пусть

го —1
Р» 2

(1 </>< + «, -1<ш<р-1) (4.38)
—произвольная последовательность комплексных чисел. Тогда:

1°. Для любого аэ£С ряд

/(г)=аЖ(г) + £ а, 2*  (я) (4.39)
4= ֊ а.

равномерно сходится в любом круге |г| -<^ R < оо и определяет 
целую функцию / (г) £ с нормой

со—1
• ( -и*’ 2 1 1/РИ; 1<1'+ £ (1+1*1)  |ал|4 , (4.40)

I к—- )
удовлетворяющую интерполяционным условиям

/'().„) = а*,  №)в<ц(—°°<*<  + °°); (4.40')
2°. Ряд (4.39) сходится к своей сумме /(г) также и в мет­

рике Wշ‘ “•
Доказательство. 1°. Сначала же отметим, что по (4.22)

ЫХ 1 + 1*1  (1<1*1<+°о),
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и по лемме 1.6
|5:(ах*)|^(1  + |Л|)1՜’ (1< 1*10).

Поэтому для любого R(0 R “С. 4՜ °°) целое число 14=141^., а) > 1 
может быть выбрано таким образом, чтобы выполнялись оценки вида

|х - Х*|  > С։ у\к\, м > сз /|Л|,
при |г|</? и I А| > /V, где Сх>0 и С3 > 0 — постоянные, не зависящие 
от к.

Отсюда, принимая во внимание определение (4.26) системы функ­
ций (4.27), мы приходим к оценке вида

-Л-՞* (г) I=1֊^?<-»в*2л*-й(4)  и->*>1

Л<*<т  ЛГ<*-  «п

<С(0,Я) 1*1  л'(1+|£|)
Но по неравенству Гёльдера

Е ՛?՛ »-,<11^)11 ->{£(1 + 1М)-?)|/?, 
\in.N (1 + |А|) р- — 1*1*л

Р /п , и»   1 \ ,где <7=—-— и а = (2 —ч֊)-------- ) <?_>!, поскольку по условию
Р— 1 \ 2р /

Следовательно, если в предыдущих двух неравенствах устремить 
ЛГ-*  + оо, то можем заключить, что утверждение о природе сходи­
мости ряда (4.39), а также интерполяционные свойства (4.40') его 
суммы /(г) непосредственно следуют из свойств (4.28)—(4.29) функ­
ций системы (4.27). •

Таким образом, части утверждения 1° теоремы доказаны; нам
остается установить, что сумма нашего ряда /(х) С 

Чтобы убедиться в этом, поступим таким образом. 
Определим две последовательности комплексных чисел

{с*]! “, полагая
(б*}±: и

Ьк =

Сд— Од, С к ---

2
2
1
2
1 ]_

— [аг*-։ —а-2* +1] хк , 1<Л<^4֊оо,

— агк] ։ |х*|  , — со <^.к < — 1.

(4.41)

(4.42)

Тогда из очевидных оценок

1 + !“-։*+։  I". 1 < £ + оо,
ив2*| р-|- |а_2*р,  — со < £ С 0;
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([а-мИ-г |а2*| />, — со < к < —1,

где 7/=-7; (р, з) > 0 (/ = 1, 2, • • •), здесь и дальше — постоянные, не 
зависящие от к, мы для норм последовательностей (4.41) и (4.42) по­
лучим следующие оценки:

1 < 7։ II!а*՛"—1 ~Ь °°1•>

1Ыр. ч<7?1<Г+ 0!а*)1 ₽ ..._։1։/₽< 4֊ °о.

11о тогда, согласно теореме 3.1, ряды

<р (ш)= з , 5, (зто)Од»
5, (зх*)(ш —Хк)

(1±5,1+
\ Р Р /

(4.43)

(4.44)

I (ы,)=а-1 
к—~

5, (эд)
*5, (=х*)(ш—х*)

при отмеченных значениях параметра V равномерно в любом круге 
■|ад| R 4- со и в среднем в соответствующих метриках сходятся к 
целым функциям <р (ш) £ *'  и (и>) 6 *•,  Для норм которых, в
•силу (4.43), будем иметь оценки

I?’/», »1 -С 7։ 5(а*}Ир,  <“-1՛ 
2

М₽,ч<7< + |{а*)И  (4.45)
я.—

Оба наши разложения (4.44), как отмечалось уже раньше, спра- 
/ , / 1 , 1+«։ 1 ! 1+ш \-ведливы одновременно, если Др, ,„ = (----- 1—-—, 1֊|---------)•

\ 2 2р 2р /
Если образовать теперь функцию

/(«)-? (х։)4-х1»(Н), (4.46)

то она, согласно лемме 4.1, принадлежит классу причем, в си­
лу неравенства (4.4),

I/» е {4՜ }|]р, и < Мр, х, 4՜ ||’?|1р, ч •
Поэтому и ввиду (4.45) справедлива оценка

ИЛ е .Жк.„<£>(р, з) ||а;и-м։а*х  а,_։11/р> (4-47)
₽. —

откуда, в частности, вытекает, что /(г)^^’“.
Убедимся теперь, что наша функция / (г) имеет разложение 

(4.39) теоремы, сходящееся к ней не только равномерно в любом кру- 
ге |х| С 7? < 4՜ °°> но и в метрике

Доказательство, по существу, проводится аналогично доказа­
тельству теоремы 4.2.

Во-первых, из разложений (4.44), ввиду наших обозначений 
(4.41)—(4.42) и (4.11), будем иметь
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т + А 2 + . А*/?  ,, +
0 аг2 5,(0) 2а *_ ։ 5, (ар*)(г в—р*)

1 ֊’ . , 5, (аг2)
4-----У [аг*  + а-;*  -а——577^ 2. *2а *.£.  1 5, (а**)(г֊- >*)

и аналогично
5 (аг3) 1 ’ г п *■$,гЪ (г2)=а‘ ——- 4--------У [а«֊1 — а֊2* +|] —-г- г֊֊ -ц 4՜

°аг5, (0) 2а Д I1* ֊У (’11*)(г  — И*)
1 71 г , г 5, (аг2)

+ — У [а2*  — а-ц\ —• . о . 5~ •2а ■**  5, (ау*)(г 2— V*)
Сложением этих рядов, с учетом того, что р*  = р * и >*  = —՝?_*  
(1 < к < + оо), мы, в силу (4.46), придем к разложению (4.39) теоре­
мы, если принять во внимание определения (4.11) и (4.26) последова­
тельности чисел [>*}1-  и системы функций '2о(г), |2*(г)]Т1).

2°. Ввиду интерполяционных свойств (4.40) суммы /(г) ряда 
(4.39) его частные суммы просто совпадают с суммами 5„, „■ (г; /) из 
(4.33).

о» —I 
., р- —

Поэтому и ввиду условия (4.38) — (а*}11  £I теоремы, схо­
димость ряда (4.39) к своей сумме /(г) £ и в метрике ус­
танавливается вполне аналогично утверждению 2' теоремы 4.2.

(г) В заключение параграфа приведем общую интерполяционную 
теорему, вытекающую из результатов, приведенных выше.

<и —1 
/>•—2~

Но предварительно, наряду с пространством [а*|1~  £ I с нор­
мой |[а*[|  , для любого ао £С введем также в рассмотрение про-

Р-'Ч-

», -1 
р- ~Г՜ *странство последовательностей (а*) ’ = |ао, [а*]с  нормой

(+" ~п~) Чр ■ ’
|ао1р-|- У |а*1 р(1-г 1&|) 5 <-|-оо. (4.48)

*=-<» )

Теорема 4.5. 1°. Для любой последовательности комплек­
сных чисел 

а» -] 
Р.~2~

1а0> (1<Р<4-оо, —1<0><р— 1) (4.49)
ряд

/(г) =ао 2о (г) 4֊ У а*  2*  (г), г^С, (4.50)
4» — ас

равномерно сходится в любом круге |г| 4^ R -}- оэ и удовлетво­
ряет интерполяционным условиям

Г Оо) = аЗ, /^к)=ак (Л = 0, ±1, ±2,---); (4.51)

2 . Ряд (4.50) сходится к свои сумме / (г) “ также и в 
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метрике ’ 7 и осуществляет линейное непрерывное отображе-
<х» — 1 го —I

Л, -у- Р, ֊2֊֊
ние всею пространства I, ( = I ) на все пространство 
причем

1/!еЖ։,,.~11<Ф (4.52)
р~

Доказательство. Все утверждения этой теоремы, кроме 
двойного неравенства (4.52), были установлены нами в теоремах 4.1, 
4.2 и 4.4.

В теоремах 4.1 и 4.4 было установлено, что для любого элемен- 
ш — 1 

Р՝ —*
та (а*) ’ £/. ' и для каждой функции /(г), представимой рядом 
(4.50), справедлива оценка вида (4.40), которая, если воспользоваться 
обозначением (4.48), принимает вид

В/. е|+Щ.<Я(*  =)1На*П  , (4.53)
с»> — 1я. 2

где О(р, =)^>0 от (а*)*  не зависит.
Таким образом, посредством ряда (4.50) определяется некоторый 

линейный и ограниченный оператор £, отображающий банахово про- 
о» — 1 р, - __ •

странство I, в банахово пространство НИ?’о
Далее, поскольку любая функция /(я)£ разлагается в ряд 

ш — 1

вида (4.50) с коэффициентами {а*}  £ I* , то по теореме 4.3 опера­
тор £ обратимый. Следовательно, по известной теореме С. Банаха об- 
обратном операторе, оператор £՜*  также ограничен. Иначе говоря, 
для любой функции /(г) £ и для коэффициентов (а*}*  ее разло­
жения в ряд (4.50) будем иметь

В(а*П  “Н՜1/! <<ШеЖи. (4.54)
П> —1 <и —1 г

!>.֊ Р.—

где с1р^>0 не зависит от /.
Из приведенных двух неравенств (4.53) и (4.54) следует утверж­

дение (4.52), и, тем самым, теорема полностью доказана.
Наконец, отметим, что если определить другую систему функций

|2о(г), [й*(г)]±:ь  (4.55)
положив х

д;(2)=о;(г)> 2՜ (г)= (1+ (г)(Л=0, ±1, ±2,- ••), (4.56)

то из последней теоремы вытекает
Теорема 4.6. 1г. Система функций (4.55) при любом р £(1, 

-■-со) является базисом, изоморфным стандартному базису про­
странства 1р.

2 . В частности, при р =2 система (4.55) является базисом 
Расса пространства
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§ 5. Построение бнортогональных систем вектор-функций 
и их базнсность

5.1. В данном пункте приводятся результаты, на которые суще­
ственно опирается все наше дальнейшее изложение.

(а) Нам, во-первых, понадобятся две простые, но известные лем­
мы о функциях типа Миттаг—Леффлера Et(z՛, !*•),  доказательство ко­
торых мы приведем и здесь, ради полноты изложения (см. [1], гл. III, 
§ 1 и гл. VI, § 3).

Лемма 5.1. Для любых значений параметров а и р (0<а, р< 
<^֊|֊оо) .и для произвольных комплексных чисел z и /. (г /./.) спра­
ведлива формула

и

(О < 3 < г со).

Доказательство. Пользуясь разложениями

(5.1>

т»/2 zn

Г(« + п/2)’

£2 (). (з - т)|/։; р) = V (3 ,
,£0Г(Р4֊т/2)

будем иметь при ). =£0

т«֊’ £, («’/»; а)(0-х)?-1 £, (/. (3 - р) =
О

_ 3 л 1 /лЛ zn՝hm р -j—М—I -J- + 3 — I
п?и ,£о Г («+и/2) Г (р + тп/2) J 

о

л —Ош =0 Г(’+₽+ (n + m)/2
=-з։+?՜1 2 Е 

п—0 т —0

z" к*-՞  3*«

Г (а-ЬР + Аг/2)
+3-! у а"՛2 у /Д.У = З՜43՜1 ” _

*„0Г(а-ЬР-1-^/2)Д\ л / z —л ЛоГ (а-}-Р+&/2) ~ 

= гЕ» <з1/г g + ?)'֊>•£ (°1/2 « + Р) ав+?_։

Но легко видеть, что в установленном тождестве ограничение ).^=а 
уже может быть снято. Наконец, пользуясь очевидным тождеством

г£2^; ±) = £։(2; И)_^_։

\ / Г (н)
из (5.Г) приходим к формуле (5.1) леммы.
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Лемма 5.2. Справедливы тождества

3 '1 -Г' 1Т

1 1
■֊<-5- + ’

У е Ег (е г; ^ — 4гг Ецг (г‘; р-Ч- г/2) 
*~о

(г =0, 1, 2, 3).
(5.2)

Доказательство. Легко убедиться в справедливости сле­
дующих формул:

Л "։ п = г 4- 4 т,

0,
(г=0, 1, 2, 3; /п = 0, 1, 2, --). (5.3>

Поскольку

£,(е
я*

% р)=^
г> Г/ „,.о

Т-. 
г

Г (р Т п/2) ’
е

то из (5.3) следует

Ег(е 2 2՞
. «*з 1 —

, V е
П^Ч Г ( Р4~ п/2) *_и

з 2 
е

^4 т
= 4гг V 

т^о Г(р-Нг/2 + 2ш)
Отсюда вытекает формула (5.2) леммы, поскольку, по определению 
(1.2՜) самой функции £1/2 (г; р),

£■1/2 р 4- 2 ) г ({1 + г/2 + 2 т} •

Отметим еще, что из общей формулы (5.2) при г = 2, в частности, 
следует также тождество

з ' —£(-1)‘ £,(е 2 г; р) = 4 га Ет (г*; р4֊ 1), (5.4)

и поскольку по (1.6)
г՝ / л\ 1 2
£1,2(г; 2)= ’

У 2

то при р = 1 получим также тождество

3 . 1 2
£(-1)‘£-։(е г;1)=4зЬг։. (5.4')

Следующая лемма также играет важную роль в дальнейших на­
ших построениях.

Лемма 5.3 Для любых г, л£С и при произвольных значениях, 
параметров

ч > 0 и 0 <
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справедлива формула

о

֊1 ц| (3 - х) с!-=—---- -—{", (г) ֊ ", (')!, (5.5)
2 ) г — >

где, согласно определению (4.9)
к, (г) = 5, (52՜) = зг5 £12 (— э’г1; 1 + ч). (5.6)

Доказательство. Полагая пока, что г )., воспользуемся 
формулой (5.1) леммы 5.1, предварительно заменив в ней параметры 

а = |1., $ = -'г ՝1—|Ь а вместо переменных г и >■ соответственно по-

л ожив е 2 ' * г и е 2 к 2/ X. Тогда будем иметь для к=0, 1, 2, 3

Е«{е 2֊ 2\х։'2; И}-.’к-։£2 е 2 2 Л. (3 - х)1'2;

6

Но, согласно формуле (5.4), справедливы тождества:

= 4Ы.2£,|/2( — Л.‘; 1-ч) = 4пт, (г).
_/ £. к

Поэтому, умножая тождества (5.7) на е и суммируя их по индек­
су 0֊<£<3, мы приходим к формуле (5.5) леммы при г =$=!.. Но лег­
ко видеть, что она остается в силе и при ? = /..

(6) Приведем, во-вторых, формулировки двух основных теорем— 
специальные случаи ранних, значительно более общих результатов 
развитой автором теории гармонического анализа в комплексной об­
ласти (см. [1], гл. IV, теорему 4.1 и гл. VI, теорему 6.11).

Теорема Д. Пусть < и<1 и <р (х) £(0, а). Тогда:
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1е. Интеграл

Р (д)= 1’ £, и) ф (т) (5.8)

о 
определяет целую функцию порядка С 2 и типа < з.

2'. Справедливо неравенство

зир 11 1Л (ге'*)|2 Г՝‘ с1г | <Л/.х (|<р (т)|։ (1՜, (5.9)
т <м<- У ’

где <о = 4 р — 3 и — постоянная, зависящая только от р.
Далее, пусть, как и в § 4, 1₽2՛՞ (—1 1, 0 < з-и о.)—класс

целых функций /(г) порядка р = 2 и нормального типа з, подчинен­
ных условию

№ е| + ||!2 в=( [ |/(г)|«|։|»1л|у =

(5.10)

Второе из необходимых нам предложений — это частный случай 
теоремы II введения при р — 2.

Теорема Е. 1°. Класс 1?2,', (— 1 ш 1) совпадает с множе- 
• ствои функций / (г), допускающих представление вида

» гЛ । д.|_ 2_|
. /(г)= V |>։(е 2 ՝ 2 г-?'2; И| ^Ъ(,) Л. (5.11)

л—о Ло
ю I 3

где ч=—■—> а функции <рь(х) £/.•։((), з)(0С&СЗ) произвольны. 
4

2 ‘. Для данной функции /(г) £ функции [ф* ("));] един­
ственны и почти всюду на (0, з) определяются из соотношений

I “ Т!Х Ч !1?4(г)=—1—\е фл+։(-т)-е ФДх)) (0<Л<3), (5.12)
л» /' X

где почти всюду на (— ос, ос)

Ф*(т)=_2=^. С/(е ' 7;2)-—г-'л(о^из), (5.13) 
V 2 Г. (р — IV
о 

I ,

при этом следует положить 4’а (֊) = Ф0(т).
Иначе говоря, посредством формул (5.11) и (5.12) — (5.13) реа­

лизуется линейное, взаимно-однозначное соответствие между про­
странством 1₽2,'“ целых функций /(г) с нормой Ц/; е {֊Ь}11г, » и прост­
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ранством Ьа (0, з) четырехкомпонентных вектор-функций ? (") — !?*("))«,  
?*(")  ££»(0, а) (0 < к < 3) с нормой

Но, кроме того, это соответствие непрерывное, поскольку справед­
лива

Лемма 5.4. В дополнение к утверждениям теоремы Е имеет 
место также двойное неравенство

I/; е [֊НЬ.-ХМ (5.15)
Доказательство. Во-первых, из (5.13) по равенству Парсе- 

валя имеем 
« +«•
рФ*(-)|*^< [* |Ф*(т)|’Л = 

— а — *•

= С |/(е ' 2 *«։/2)|։«։;,։1-”</«=2| |/(е ‘2 кг)'г‘<1г, 

и и
ш +3 так как [*  = 

4
Отсюда и из (5.12), во-вторых, вытекает неравенство 

а а
3 Р 1 3 Г*1'Р*(-=)1 2^<^Х1 |Ф*(*)1 ։<Л-С

*-’0 .) 2 к д—о J
0 —а

+*«*  к д
<-2[|/(е 2 г)1։г“с/г = -1!/; е! + )С^, (5.16)

г *=֊-и Л ки
т. е. одна из двусторонних оценок (5.15) леммы.

Чтобы установить вторую из требуемых оценок, введем в рас­
смотрение целые функции
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Легко видеть, что последние оценки имеют место одновременно для
всех О -С к < 3 лишь при ® =— / (0<;<3).

Итак, справедливы неравенства

/ —у ’
I/*  (ге 2 )|*  г'“ <1г<М^ |ч>*  (т)|*  с1~ (0 < к, / < 3), 

о и
и поскольку по (5.11) и (5.17)

3 
/(*)=£  /*(г),  

*-Ц
то мы будем иметь

I |/(ге )Гг'"</г<4^ |/*(ге  )|։ г"1 <1г <
и ‘“о

а

(О<;<3).
4:-О Л 

О

Сложением этих неравенств по индексу /=0, 1, 2, 3 получим обрат­
ную к (5.16) оценку

։/; е [ + )!§.„ <16 < (5.18)

Из (5.16) и (5.18) следует утверждение (5.15) леммы.
5.2. (а) В начале § 4 нами была определена последовательность 

чисел {/-4}^“ — множество всех нулей целой функции к, (?) = 5, (зя2) 
(0< V <^2). Все эти нули простые, кроме двукратного нуля ^ = 0 и 
записываются в виде

1о — 0» у = V Хк, /—2*4-1  = — У Хк,
(1< к<^ со)

>>2*=//х*.  )—24= — i Ух к, (5.19)

где {х*}^ “—суть простые и вещественные нули функции 5, (зя). 
Для значения параметра V =1

К1 (х) = 5։ (зя1) = ։1п зя*  (5.20)
и очевидно, что

).о = 0, 1-2*-։  = V гсз-1 Л, Х-244.1 = — {/пз՜՜1 к,
(1<&<+оо)

)-2*=  [У из՜1 к, '/—24= —I )■՛ яз՜1 к. (5.19 )

Там же в § 4 была определена система целых функций
{2*0  (Д [2*(г)Н:}>  (5-21)

где
а; (я) = г (1 -н) —} • 20 (*)=г  (1 +*)  ^ >

ся ог
5-95
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st(z)= , (х) (*=  ±1. ±2,---). (5.22)
к» (>•*)(* — >•*)

Отметим также, что, в силу (5.20), при v = 1

S;(z) = s-^, y0(z)=S-^’.'

(*)=  (cos =)-•*  /■; n sinz 3z2- (k = ± 1. ±2, ••). (5.22')
2a/^(z—/*)

где последовательность чисел {>•»}!“ определяется уже из (5.19).
(б) Согласно лемме 4.2(2°), при р = 2 и — 1 <ш<1, если пара­

метр /3 + “> ՛ то каждая из функций системы (5.21) прияадле-
\ 4 /

жит классу Поэтому, на основании теоремы Е (Г) можно ут­
верждать, что при условии

-i<w<i, 'л=^—. *е(н  2)

функции нашей системы допускают интегральные представления вида

з <’ 'г(*+г)
2; (z) = V £, |е ■ pj ^֊' fj,*  (т) d-, 

л-о J
0

з г 'г(‘+г)
2Л (г)= V £, {е 2-^; р} ^֊> ?я> t (г) dz (5.23)

t-o J
о

(— "С <Z П + °5),
где вектор-функции (т) = к (•:)}’ и ֊р„ (т) = {»„,*  (4}g единствен­
ны и из класса Ьз (0, =).

Пользуясь теоремой Е (2°) можно обратить формулы (5.23) и 
записать значения искомых вектор-функций в виде довольно сложных 
несобственных интегралов, вычисление которых не удается.

Однако оказалось возможным Найти их явный вид совершенно- 
иным путем —на основании леммы 5.3, притом при меньших ограниче­
ниях на параметры ри*.  Докажем лемму.

Лемма 5.5. Для значений параметров

0<v<^2, 0 < р < --—|- v
2

функции системы (5.21) допускают представления вида (5.23), где 
для k = 0, 1, 2, 3
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.. ,_а_ Г(1+*)?о, * (■)— . , _ --------- :4з' Г (14- т — а)
(5.25)

(5.26)

Доказательство. Заметим, что в разложении функции 
'Г (* + 5՜) 1

£2 {е > .(а — "О » ~ 4՜ *— н} по степеням переменной ). сво­

бодный член и коэффициенты при К соответственно равны

. 1 'Н* +Н (з — -.У*
'------ :------------- и е -------- ----- -

Г^—-Н—|Л Г(1-Н—н)
\2 /

Поэтому формулу (5.24) мы получим из тождества (5.5) леммы 5.3, 
положив в ней 1=0 и пользуясь определением (5.22) функции 2՛ (х). 
Если же продифференцировать тождество (5.5) по ), а затем вновь 
положить 1=0, то получим формулу (5.25), пользуясь определением 
(5.22) функции 20(г).

Наконец, формулы (5.26) также непосредственно следуют из то- 
то же тождества (5.5), если в нем положить 1=1Л(п = ±1, ±2,՛*՛)  
и вновь учесть определение (5.22) функций 2Я (г). Лемма доказана, 

3 ՛ шпричем, согласно теореме Е (2°), если ц= —-— и >£(р, 2), то в пред­

ставлениях (5.23) подынтегральные вектор-функции ?^ (") и »„(г) (п = 
= 0, +1, ±2,•••) почти везде на (0, з) единственны.

(в) На интервале (0, з) определим две системы четырехкомпо- 
яентных вектор-функций:

Систему
!<*<•).  (*=0,  1, 2, 3), (5.27)

тде
1

еп, к (~)—Е2 {е 7 7 1„ 4/2; р) (п =0, ± 1, ± 2,- • •),

и систему
К♦(•'). К*  (=)!!:) (<-=0, 1, 2, 3), . (5.29)
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«’О. * (')
4з'Г(1+* —н)

(5.30)

п = + 1, + 2,•• •.
(5.31)

Легко видеть, что как сами функции наших систем- (5.27) и (5.29), 
так и произведения любых двух функций, 
каждой из них, будут из (0, з) при том

взятых в отдельности по-

же условии + V,

поставленном нами в лемме 5.5.
Кроме того, легко видеть также, что если вместо прежнего па­

раметр н удовлетворяет условию (0< V <^2), то функции 

наших систем будут уже из класса £։ (0, □), а произведения соответ­
ствующих пар функций из них вновь будут из Д (0, з).

(г) Пусть

у (՛') = {у*  (')}? и а (-)={**  (-013 ' (5.32)
— две произвольные четырехкомпонентные вектор-функции из Ь։(0,з)֊ 
Определим их скалярное произведение таким образом:

[у (’). ^ (т)] = [у, г]= [у*(")г*  (т) (5.33)
4=0 и 

0

Заметим, что для любой вектор-функции у (т) £ Ь։ (0, з)

1у[= [у» у]1'2 = ( £ Йу* (■։)!*  ' >0,
'4-0 и /

О

при этом М=0- ЛИШЬ если на (0, з) почти везде у 0, т. е. если 
У*  (")=0 (0С&-СЗ) почти везде на (0, з).

Докажем теперь теорему. ■
Теорема 5.1. Системы вектор-функции (5.27) и (5.29) биор- 

тогоналъны в метрике (5.33). Иными словамч, положив

(’)13о.ея(-:) ={ея, *( ’)}?(» = о, ±1, ±2,---), (5.34)
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<(*) —{<*  (*)Ц»  ш" ('=) = {“’«.*(■)}?  (п=0, ±1, ±2,-••), 
будем иметь 

[ео> "о]“1« (5.35)-
[«о» °'я]==0. т =0, ±1, ±2,---, (5.36)

|е„, <«3 = 0, п = 0, ±1, ±2,•••, (5.37)

[вл> «>»1] = 5лл1 , л, тп=0, ±1, ±2,--, (5.38)՛

где Ъпт — символ Кронеккера.
Доказательство. Пользуясь представлением (5.23) функции■. 

2^(г) и формулами (5.28) —(5.30), будем иметь

2-(х)=Г(1 + 'О—-Г(1+ч) гЕ)/2(-а’г‘; Ц->)= 
аз
Эр 'у («+ 5՜) __________

= V £. (е г^, И) д (г) <Л. (5.39)-
*-« з

Поскольку 2’ (0) =0 и —2д (г)|а_о = 1, то, пользуясь значениями՛ 
</г

е0 # (т) и е'о к (-) из (5.28), отсюда соответственно получим

з р ________
[во, %]= I! во. * (Х) шо. * (х) =

»֊о и 
о

3 р __________
= £ £։ (0; н) х|1՜1 %,*  (х) = 2о (0) =0,

4-0 и
о

Итак, как формула (5.35), так и (5.37), но пока лишь для значения՛ 
п — 0, установлены. Но мы имеем также 2£(ХЛ)=0 (л= ±1, ±2,---), 
и поэтому, вновь пользуясь формулой (5.39), положив в ней г=\п 
(п= ±1, ±2,-- ) и принимая во внимание значения функций еЛ. * (-с)ч 
из (5.28), получим

з р’ __________

[«■«՛%]= |ел,*( х) шо. * (т) = =0 (л=±1, ±2,---).
/е-и и 

0

Тем самым, утверждения (5.37) полностью доказаны.
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Далее, из определений (5.28) и (5.30) функций е0 4(х) и ч'о, к 
‘имеем:

°>о]=

_ 1 е-г (« г) г(1+>)_________Г л =

4=т(|*+у) г<1+,-1‘>»

т. е. формула (5.36) для значения тп = 0 справедлива.
Чтобы установить формулы (5.36) для остальных значений т = 

= ±1. ±2,---> пользуясь значением функции <»т.4(') из (5.31), запи­
шем формулу (5.23) для функции 2/я (г) в виде

3 Р /2'1* +2՜/ ---------------
= £ £, |е -г:’«; и} *֊ ’ Шт,к (т) <*,  (5.40)

о
. т= ±1, ±2, • ■

Отсюда, пользуясь обозначением (5.28), получим для т=+1, ±2, •••

■ поскольку для функции (г), как и для (г), точка г =0 является 
нулем второго порядка. Итак, все формулы (5.36) также справедливы. 

Таким образом, для завершения доказательства теоремы нам ос- 
тал'ось установить формулы (5.38).

Из определения (5.22) следует, что для п, ,т = ±1, ±2,-՛-
(0)=о, 2т (>.„)=ъпп.

Поэтому, в силу наших обозначений (5.28), из (5.40) получим, 
^во-первых

з р ______
[ео> №я] = У, I во. л('с) <“«,. *(*)  (1՜— 

к-и .) и

3 Р тн՜1 ’
= у 1 . ?т,л(х) </т = 2,п (0) = 0, т=±1, ±2,---,

*֊о и Г (н)
о
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и, во-вторых
3

3 (■----------[е„, шт] = у 1 е„.» (~) а (т) =
к֊ о и

О

й Г •/7"(* +5՜) _____
= V I Е2 1е ' >П ■’2; 'Л) ^л-։ “т.*  (■։) (/-=

о

= (>л) — '■>пт> П, == 1> ± 2>' ‘ .

Представление (5.40) функции 2т (г), как суммы интегралов, очевид­
но остается в силе и при т'=0, т. е. мы имеем

3 (*  ,5“(* +г) _____
2о (г) = £ \ ^2 !е г'։/2»' н) ^-։ <«о, к (т) <Л.

*=։>.) 
О

Заметив, что по (5.22) 20 (0)=1, ‘-о0я) = 0 (п=±1, ±2,-• •), получим,, 
во-первых

з р ----------
[ео> Шо1 - X ео, 4 (с) шп>* (т) </т = 

л«0 и
О 

а

к-оЗ I (^) о
и, во-вторых

, а

[ея, шо] = £ I еЯ|* (т) ш0. *(т)  <Л =
*-о и 

о

3 с 'г(А+г) ---------
= £։ {е т’/2; и} '։1‘՜՜1 *«Ч*( Х) =

*-о.) о
= Ц> О-п) =0, п— ±1, ±2,- • ••

Легко видеть, что совокупность последних четырех соотношений экви-, 
валентна требуемой формуле (5.38), и теорема полностью доказана.

5.3. Переходим к доказательству теорем разложений по систе­
мам вектор-функций

։< ь), к« (-.)]!:} и к (т), к (т).]+:), (5.41)

которые были определены нами формулами (5.34), (5.28) и (5.30)— 
(5.31).

С этой целью, во-первых, напомним, что теоремы 4.1—4.5 для 
значения р=2 были установлены нами в предположении, что параметр. 
V, участвующий в определении (5.6) функции к, (?), а, следовательно, 
и в определении системы целых функций (2о (£)>[$*(֊)]--}  и систем: 
вектор-функций (5Л1), удовлетворяет условию
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/3 * * * * * *+“ , 3±^Лс/<—> — к -1О<1. (5.42)

3 С /|՝(*+5՜) —
А (М = У, I [е Хл "]/2; |Х} **—1 ср* (т) (Л =

*-о и о

= [е„, <?] (л = 0, +1, ±2,՛..), (5.45)

3 Г* * * 11_Л (М = (р (0)= У I 4֊------ -  г 2 ср* (г) «/-= [е*, <р]. (5.45')
‘-"о֊1 Г(|‘+֊)

Поэтому, если для некоторой вектор-функции » (т) £ Ь3 (0, а) 
тМея. ?] = 0 (п = 0, ±1, ±2՜,---),

то из (5.45) (5.45 ) будет следовать, что для ассоциированной с нею
■(функции /Ф (г) £ 1Р2՛ “ имеем

Л 4 4 / \2 2 '
Во-вторых, напомним также, что при условии (5.42) нули Р-л}* “ 

'целой функции (а) = 5» (3^3) обладают всеми свойствами, отмечен­
ными в 4.1 (б), поскольку тогда, в частности, будем иметь * £[0,2).

Наконец, учитывая замечание, приведенное в конце пункта 5.2 
■(в), можем утверждать, что при условии

|<и = 3^<,<5±±<|.-1<»<1 (5.43)

■ система вектор-функций (5.24)—(5.26) полностью определена и при­
надлежит классу Ь։ (0, о).

(а) Как в следующей лемме, так и в приводимой за ней теореме, 
условие (5.43) считается соблюденным.

Лемма 5.6. Система вектор-функций

{е'(т), [ея (-)]!:} (5.44)
.полна в классе вектор-функций

<Р (•։) = {<₽*  (-)}2£Ьа (0, а).

Доказательство. Для любой вектор-функции (-.) = 
■= {?*  ('с))о €Ь։ (0, о) введем в рассмотрение целую функцию

3 г ______
А (а)= 2 Е, {е гЩ и} (т) 

и и о
исоторая, согласно теореме Е (1°), принадлежит классу при

Ввиду определения (5.28) системы вектор-функций (5.44) и скаляр- 
>яо го произведения (5.33), мы получим
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/; (>о) =А> (М = о (п =0, ± 1, ± 2,...
Отсюда, согласно теореме единственности 4.3, вытекает, что (г)=0^_ 
и поэтому, по теореме Е (2°) имеем также <р*  (') = 0 (ОС Л СЗ), т. е. 
вектор-функция <Р (") = {?*  (")}о =0 почти всюду на (0, о), и леммам 
доказана.

։, -а-
(б) Как и в пункте 4.2 (г), обозначим через /. ( — 1 < ш 1) 

пространство последовательностей комплексных чисел (ад, [а]+ “}, для:: 
которых конечна норма

*

ш
|{а*1*1  о.-!

3'~Г
!<!’+ £ (1 + И) 2 № (5.46).

2 а-° 

Теорема 5.2. Г'. Для любого элемента (ао, [а*] — 2]£/,
(—1<а><1) вектор-ряд

Ф (֊с) = а; «>; Ь) + £ ау шу (т) (5.47>
>=- «.

осуществляет взаимно-однозначное и непрерывное отображение

всего пространства I, на все пространство вектор-функицис 
ф(т)=|<Р*(х)]»еЦ(0,  а).

При этом коэффициенты ряда (5А7) определяются по фор­
мулам

<£==[?. еоЬ “/=[?> е/1 (7 = 0» ±!> ±2>-*-)-  (5.48)«
2°. Для норм вектор-функции <р(т) и последовательности чи­

сел (а*,  [аА]+“) справедлива двойная оценка

М=[т. ?]'вх11«.П (5Л9>,
2* 2

Доказательство. Согласно теореме 4.5 ряд
/(*)=<  2; (*)  + £ ^27(г), дес 

у——«

осуществляет линейное взаимно-однозначное отображение всего про--

странства (а«, 2 на все пространство целых функций:
/(д) 1₽2,’“. При этом справедливо двойное неравенство

ЯЛ е( + Н:
2, ’ 2

(5.50)-

и в силу интерполяционных свойств (4.29) функций системы {^о(^)»- 
будем иметь:

/' (>о) = / (>֊*)  = а*  (Л = 0, ±1, ±2, • • •). (5.51>
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С другой стороны, согласно теореме Е, посредством формулы пред­
ставления функций всего класса 1^2.' а

я (՝ /=-(*+  5՜) ------
/ (;) М £։ {е н} ?*  (’•) * (5.52)

Л—О и 
о

• осуществляется линейное взаимно-однозначное отображение всего про­
странства целых функций /(г) 6 на все ^пространство 'четырех- 
хомпонентных вектор-функций <р (") = {?*  (")}о € Ц (0, т). При этом, 
«согласно лемме 5.4, имеет место двойное неравенство

К/; е { + |Ь.<֊Х|<р1- (5.53)
Из двойных неравенств (5.50) и (5.53) легко следует непрерывность 
обоих наших отображений, а также справздчивость двойного неравен­
ства (5.49) теоремы.

Поскольку, таким образом, пространство последовательностей /, 
гомеоморфно пространству вектор-функций Ь։ (0, з), то для завершения 
доказательства теоремы нам Достается лишь установить справедли­
вость интерполяционных формул (5.48). Для этого заметим, что из 
(5.52) мы по (5.28), во-первых, имеем

’ 'Г (*■*■  5՜) 1
з р е2 и֊Г____

/' (>у) =/’(0) = £ —֊.---- ГТ х П (х) -
‘““У г(н+֊)

О
3 р ______ ______

= X < к (") ‘Р*  (х) ?] =[?. <].
А-0 J

0

1И, во-вторых
з р /г(* +5՜^ ____

/ (М = £ £, {е >•„ р} *֊ ’ Ф4 (т) =
к- в ио

з р° ____ _ __
= Е е„,*(-:) <₽*(■։)  </х=[ея, '₽]=[?. е„], п՝=0, ±1, ±2,- -. 

к—О и
О

Отсюда, в силу (5.51), следуют требуемые формулы (5.48), и теоре­
ма полностью доказана.

В заключение отметим еще неравенство
|а^|С у 2 |а1‘ И?„ (5.54)

которое легко следует из (5.48).
(б) Перейдем теперь к доказательству теоремы разложения для 

второй из биортогональных вектор-систем (5.41), т. е. для системы 
(е£<х)э КОШ:)-
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Сначала же отметим, что если взамен параметра |л=?-’ 0)
4

< <и<О) ввести новый —
- 1 , R=_ + v-IS (5.55)

то из основного

гичного условия

условия (5.43) легко вытекает справедливость анало- 

и для р, т. е. мы будем иметь

2 I1 ’=■ — > ֊1 <W<1, 
4 (5.4У).4

где ш =4 (*  — 1) — ш.

С параметром будем ассоциировать последовательность вектор- 

функций (во. *(")>  [еп. 4(т)]--} (к —О, 1, 2, 3), по аналогии с форму­
лами (5-28):

во, *(')  = е
г-т 

г Г , 1 \ ’

(к = О, 1, 2, 3) (5.28>

вл, к (х)--  Ео {в и}
и-։

)>л " 2

Сравнивая формулы (5.28՜) и (5.30)—(5.31), ввиду обозначения!
(5.55) мы приходим к следующим соотношениям для £ = 0, 1, 2, 3

i

во, к (t) = е
4 о4 — ■■ — 
--------- к 

Г(1 + *)

_ . i- (*+ —) . , _______ ՛
\ во, к (’) =е 2 2 ----- -— % 4(° — ')»

’ Г(Ц-м) °՛*՝  '

~ ։ — (к+ —) _________
ея, i(t) = e 2 2 4 о’՜1«'().Л)шЛ։ *(о — т) (5.5б>

(л = ± 1, ± 2," •)•
Наряду с этим по аналогии с формулами (5.30) — (5.31) введем вто­

рую систему вектор-функций {ш0, * (х), [шЛ>* (т)]12) (Л = 0, 1, 2, 3), по­
ложив

2 “о. к(^) =е Г(1 + ^) Т՜՛1
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“ А(т)== Ш + (5.30')
4 о’Г (1+•■» — ։*)

±+у_;)(3_-.)’ 2 и (5.зг)

(л = ± 1, ±2,-- ).
•'Сравнивая формулы (5.30՜) — (5.31 ) и (5.28), ввиду обозначения (5.55), 
л ри ходим к соотношениям для к=0, 1» 2։ 3

4а л

«о. * (т) = е'2 (֊‘+ 2 ՛ Г(1У' <*  (’֊’). (5.57)
4 а’

На основании теоремы 5.1 докажем, что справедлива также
Теорема 5.1'. Системы вектор-функ ций (5.56) и (5.57) биор- 

то го на льны в принятой нами метрике (5.33).
Иными словами, положив

ео(х)=|ео. *00}о,  ел(х) = {в/».*( х))о (л = 0, ±1, ±2,--),
(5.58)

<°о('։) = (шо. *(•։))  о. “л (■։)=( «”л,*(х)}?  (л = 0, ±1, ±2,---),
■будем иметь։

[во, о>о]=1, [в], и։щ] = 0 (т = 0, ± 1, ± 2,- • •),
(5.59)

‘[вл, Шо] = О(л=О, +1, ±2,---), [вл, и>т]=0лт (л, т=0, ±1, ±2,-• •).

Доказательство. Будем опираться на формулы (5.56), (5.57) 
и одновременно воспользуемся утверждениями (5.35) -(5.38) теоремы 
15.1. Тогда будем иметь

[е0, «>о]= У, Г.0 л (а —т) е0, * (а—т) </х =
*—о и

= Е I во. * (•։) шо, * (■։) б- = [е0, <и0] = 1, 
4-0 3

0
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•3

[е0, «"о] - £ во, к (") «<*  (') </- = [во, %] =0,
• к^) J

0 

а
- - 3 г ______

[еп. ш0 ]= а-։ < (//) Г (1 + у) £ ез, k (х) шя, k (х) <ft=
к -U J 

U

= (М Г (1+ у) [е0, шя] .-= 0 (n = ± 1, ±2,- • •).
Аналогично будем иметь:

~ 3 с ______
[во, %] = Л <*(')  шо,«(՜) ö'x = [e’, шо]==О, 

л-и Jи
а

*** □ з р ----------
[во, «'m] = _ . X вт. к (-) «-'0, *(х)  d- =Г (1 4-v)w, (/m)*-o.l
.. 0

г и ՛ ' \ ՛ п~^ет։ = 0 (m = ± 2» • ■ •Г (1 + v) к, ().„)

*"* ՝*՝ а 3 С - ■
[ео>tt>mJ = r/1-L ՝ n < S ет-* > * w dz =Г (14-у) Kv (Х/и) Äi J • о

= ГМ , \ • Г1 > [вт, «'J] = 0 (т=±1, ±2,---) 
Г (1 + V) К, (Лш)

и, наконец, 
г’ Г/ \ 3 /• __________

[ея, Шт] = у, I ет. К (') шт, к (х) cfc = 
А—0 J 

0

= ' " ( .Я ՝ [ет> Шд] = 0Лт (и, т = + 1, ±2, ■••). 
“» V-m)

Таким образом, все соотношения (5.59) теоремы доказаны.
В связи с введением параметров

|*=  — + v—и и ш = 4 (■* —1)—ш ( — 1 < ш <1), 
2

мы выше видели, что они удовлетворяют условию (5.43՜), не только 
аналогичному, но и эквивалентному условию (5.43), при соблюдении 
которого была доказана теорема 5.2.

Пусть I. (—1 <С «J <С 1) — пространство последовательностей
комплексных чисел |6J, [6&]*ЗЬ  Для которых конечна норма
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։/։
(5.60}

Теорема 5.3. Г. Для любого элемента [Ьо, [6*]-«)  6 I» 
ш<1) при условии (5.43) вектор-ряд

Ч> (֊)=^о во (') + £ Ь> еу (5 61).

осуществляет взаимно-однозначное ч непрерывное отображение

всего пространства I» на все пространство вектор-функции 
։? (-)={։?*  (-)}2 С Ья (0, з). При этом, коэффициенты ряда (5.61) оп­
ределяются по формулам

(5.62)'

2°. Для норм вектор-функций <р (") и последовательности, 
чисел {5*,  [6»]1"| справедлива двойная оценка

М=[ч’> ?]1/2 « (5.63}

Доказательство. Заметим сначала, что множества вектор- 
функций

?(-=)=[фА(т)13 еь։(0.о) И <р(т)=(е 2- 27 ?*( ’֊֊) .13 ей(0, 3)

совпадают, причем, очевидно, |Ф (з — = [;Ф (т)Ц. Следовательно, все
утверждения теоремы 5.2 относительно множества вектор-рядов

(5.64}

- +- 21 — .и пространств последовательностей (аи։ [а*]_»}£  /, останутся в 
силе.

Убедимся, что указанные утверждения эквивалентны 
ниям данной теоремы.

Воспользовавшись тождествами (5.56) и (5.57), мы 
тельно будем иметь из (5.64):

, 4 а* г _______ ,
ао = [?. ео]= — —■ (а — т), ш0 (а — т)] =

утвержде-

последова-

4д’ Г--------Г
Г(Ц-у)^’

-о I — (*+ —1_______________ ■ _ _
аошо, *(т) = е 2 2Ч<Р, “о] ео д(о—т) (0<£<3), (Х63>

ао = [?, е0] =Г(1+^ [Т (а - т), (а— ,)] = —[?, <■£) ,
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а0 »»с. * (-) = в 2 21 [<?, ш'] е;, *( з~") (° ՝<£ <3). (5՜66)

Далее, из тех же тождеств получим для всех у'= ± 1, ±2,...

<։>=[?» ej] = 4s ՜' (ij) [ч>(=—'). “/(’ — ')] =

= 4 я’՜1 < (>7) I?, «Л 
и поэтому

___ /-i. (*֊!- —I_______________
а}ш/.л(') = е ' ' f'P- "/] ej ,Л3 — ') (0<£<3). (5.67)

Ввиду формул (5.65), (5.66) и (5.67) вектор-ряд (5.64) может быть 
записан в виде скалярных рядов

»—(*+ —)________ < — । ։_____________
е 2 ՝ 2 ®А (о - т) = е 2 ' 2 | [?, wj] е’ fc (а — т) Ц-

+ .Ё I?, ш/]ел *( ’ —-)1 (0<Л <3).

Перейдя в них к сопряженным величинам, предварительно заменив пе­
ременную з—т на т, эти ряды вновь можем записать в векторной 
форме (5.61) теоремы, причем коэффициенты (6о, определятся
из соотношений

Г(1+^)— Г(1+>)~
*о = [ч>, шо1 = —4“Г՜ !а01, *0  = 1?, “о] = ~4о, (до),

___  (5.68)

Заметим теперь, что поскольку по определению тг,(г) = 5, (зг8), то 

= (1<|/|< + оо). (5.69)
Далее, по лемме 1.6 

|5:(з15)|хр./п-’։ (1<|/|<4-аэ), 

а по определению (4.11) последовательности и по (4.22)

Поэтому из (5.69) следует двойное неравенство 

|-4(М1-(1.+ 1/1)1՜’ (1<1;К+ оз), 

откуда и из (5.68) следуют двойные неравенства
з

1—о» to—1

2 2 ■* “
(i+.Ul) •*»! ’ ~ (l-bl/O |д,12(1 < 1/1 < + «), (5.70)
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поскольку «։ = 4*  —4— Ш.
Следовательно, нормы

КМ1 и _
2, 2 °—։

2 ■ 2՜

конечны одновременно и так как, очевидно, 

М=М~|{«/}*1  _ ,
2. —1

2

то-двойное неравенство (5.63) теоремы также доказано.
(в) В заключение параграфа отметим следующее.
От рассмотренных выше вектор-систем (5.41) перейдем к вектор- 

системам
{ФИ')> [Фл (')]!:) и |Ч”(г), [Ф„ (т)]+:|, (5.71)

положив
ф; (х) = < СО» Фл (") = (1 + |л|у։—)/< еп (г),

(«=0, ±1, ± 2,-..) (5.72)
(’)=% ('), (*)  = (1+ |л|У-'"' шя (,).

Очевидно, что системы (5.71), в силу теоремы 5.1, также биортого- 
нальны в принятой нами метрике Ь8(0, а). Тогда установленные 
выше две основные теоремы 5.2 и 5.3 могут быть сформулированы в- 
таком виде.

Теорема 5.4. Биортогональные на (0, о) век тор-системы (5.72) 
являются базисами Рисса пространства вектор-функций Ь։ (0, я).

В связи с приведенной формулировкой отметим, что теорему 
5.3 можно свести к теореме 5.2 также на основании известной теоре­
мы о базисности Рисса биортогональных систем (см. [7), гл. VI). Од­
нако, автор предпочел изложить здесь метод прямого сведения одной 
теоремы к другой.

Наконец, в заключение параграфа отметим еще,, что как в тео­
ремах 5.2 и 5.3, так и в их объединении—теореме 5.4, на параметр * 
ставилось ограничение (5.43)

1 3+<и ^^54-ш З , _ _
2 4 4 "2

и, тем самым, он, в частности, может принимать и значение »=1.
Но в этом случае нули {!*}! “ функции 14 (г) =зш яг։ записыва­

лись в явном виде (5.19'), ввиду чего формулы (5.27)—(5.31), посред­
ством которых были определены наши биортогональные системы век- 
тор-функций, также запишутся в наиболее простом и явном виде.

§ 6. Задача типа Коши в особая краевая задача 
в комплексной области

6.1. В данном пункте сначала приводятся определенье и сводка 
лишь некоторых простейших свойств интегро-дифференциальных 
операторов Римана—Лиувилля. Более полно эти свойства изложены в 
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монографии автора (см. [1], гл. IX, § 1). Затем для одного модельно­
го оператора типа Римана—Лиувилля в комплексной области ставит­
ся задача типа задачи Коши, единственное решение которой выража­
ется посредством функции типа Миттаг—Леффлера Е, (л; ц).

(а) Пусть /(х)—произвольная функция из класса 2. (О, /)(0 
<7<С+сс)- Интегралом порядка а. (О <^а<^со) от функции / (х) 
с началом в точке х = О принята называть функцию

£)-։/(хн-7- С(х-«г-‘/(о л, хе (о, а (6.1)
г (а) ио

На основании теоремы Фубини приходим к интегральному нера­
венству

I I
|£>- / (х)| </х< —2— [(/֊0’1/ (01 Л < + «

Л Г(1-а)3о о
и, следовательно, к утверждению

1°. Если /(х)£2(0, 0> то пРи любом а (0 а <^+ со) функция 
О՜* / (х) определена почти всюду на (0, I) и принадлежит классу 
£ (о, 0.

В связи с этим отметим, что применение оператора 2) ” к функ­
ции хТ (—1<^7’С+°°) легко приводит нас к формуле

-а ( хт I хт+*
° (г(1+֊)1 Г(1 + т 4-а) €£(0, о.

2°. В каждой точке Лебега функции /(х)£2,(0, I) и, 
телъно, почти всюду на (0, I)

(6.2)՛ 

следова-

(6.3)Нш £Г’/(х)=/(х). 
»-► + 0

Ввиду этого свойства естественно определение (6.1) оператора 
£>՜“ / (х) распространить на значение а = 0, положив

£Г°2(х)=/(х), х£(0,/). (6.Г)
3°. Если /(х)£2(0, I) и числа а^(0 + °о)(1с = 1, 2) про­

извольны, то почти всюду на (0, I)
2)“”{2)-в7(х)} = £>-а‘{^-а*/(х)}  = £>’ "1+’*7(х).  (6.4)

Перейдем теперь к определению производной произвольного по­
рядка и укажем ряд ее свойств.

Пусть в (0 < + со) задано, и целое число р >1 определяется,
из условия

р — 1<а<р.
Пусть, далее, /(х)£2(0, I) и функция

^±{£Го>-ю/(ж)}
бхр~'

6-95
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почти всюду на (0, /) имеет производную (не обязательно из МО,/)), 
при этом, если а = р > 1, мы должны воспользоваться определением 
(6.1 ) оператора и .

Тогда функцию

р./(х)2=.^. х£ (0, /), (6.5)
<1х"

принято называть производной порядка о. от / (х) с началом в 
точке х = 0.

Ввиду (6.Г) при целом а = р>1 имеем 
£>»/(х)=/₽>(х), х6(0, /),

т. е. /3₽/(х) есть обы шая производная функции /(х) порядка р.
В частности, если 0<а<1 и, таким образом, р — 1, то будем 

иметь

М/(х) = — х<(0, I), (6.5')
ах

причем, ввиду (6.Г), почти всюду на (0, /)
• х

Р'7 (х) = А {£>-> /(х)} = 4 ( /(/) Л =^х>՛ 
с/х <1х,) и

Поэтому, вообще, естественно полагать, что

£>-°/(х) = Р47(х) = ^'7(х)=/(х) (6.6)

почти всюду на (0, /).
Из общего определения производной О’(0<+<^ + со) и ввиду 

(6.2) имеем,' например

р« I I = *р х՛ 1 = хт-«
1Г(1-Ьт)Г ах" I г (1+7)/ Г(1+7֊а)

(-1 <?< + «>)• (6.7)
Объединив (6.2) и (6.7), получим общую формулу

д’{ТаТТг}= г» +7֊.) (-1<‘1<+ ».-»<«<+<”)• («п

В заключение приведем формулировки еще двух свойств опера­
торов Римана—Лиувилля.

4°. Пусть /(х)££(0> I). Тогда почти всюду на (0, I)
1) при ° > а > 0

^/?-'7(х) = /)֊<3֊в7(х), (6.8)

2) при если И ’/()  существует почти всюду на*
՛( 0, I). то

Д’£>-7(х) = £>’֊7(х). (6.9)
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5'. Пусть f(x)CzL(Q, I) и существует производная D9 f(x) £
<7 Z. (О, Z), причем р — l<ß < р (р > 1). Тогда для любого а > О

D" D'f(x) = D^f(x) - % {D*~ kj (t)}—*'՜''  . (6.10)
*-i 1 (1 ֊г а — к)

Отметим, что отсюда, в частности, следует, что при любых 
0^а<^4-со и 0 ß < 1

£>-“/)7(х =£>?֊V(x)-{D-',-fl7(0}/=0-^-- (6.10')
г («)

Приведенные выше определения и свойства 'интеграла и произ­
водной дробного порядка могут быть распространены на функции 
комплексной переменной.

Положим, что функция /(z) определена на римановой по­
верхности G“ функции Ln z, или, более общо, в области GcG՞, зве­
здообразной относительно точки ветвления z = 0 (т. е. (0, z0) с G, 
Vzo £ G).

Если на данном интервале (0, z0)cG, соединяющем точки 
z == 0 и z0= £ G:

(0, z0) = {z = г exp [/ Arg z0]: 0 < r< |z0|}, 
функция /(z) удовлетворяет надлежащим условиям, то для любой точ­
ки z£(0, z0) оператор интегро-дифференцирования D~a f (z), а £ (— оо, 
+ °о), может быть определен способом, вполне аналогичным выше­
приведенному.

Например, вместо формул (6.1) и (6.5) будем иметь:
*

D-/(z)3-J- [’(z֊C)«-‘/(0Ä, 0<а<+оо,
1 (“) J

(6.11).
D7(z)^ -^(Р-('-Л7(г)). Р-1<«<Р (р>1), 

azp
предполагая, что как интегрирование, так и дифференцирование про­
изводятся вдоль интервала (0, z) с (0, z0).

Разумеется, все приведенные выше свойства 1э—5° и формулы 
для операторов D~a f (z) и Da f (z) также останутся в силе.

(б) На поверхности G“ рассмотрим функцию
= и)«1*- 1, (6.12)

где берутся главные ветви функций z1/3 и z11՜1, в предположении, что 
0<^n<^-t-°° и X £ С — произвольные параметры.

Лемма 6.1. Функция y^(z> X) удовлетворяет уравнению 
з н-т

Dw^(z; Х)= / гх+Ч(*;  (6ЛЗ)1 ’
7֊ у)

и начальному условию
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Доказательство. Поскольку мы имеем разложение

^(г; Х)=д?/՜ Г (Н 4-^/2? - (6.15)

то, пользуясь формулой (6.7) для а = 1/2, получим

>֊) = у го'12 
к—о Г(ц + А/2)

ь_ •» 3 к * ., 7 + н-։
_ £_______  = —----------- Н- у >֊*  --- ----------• ■ Г(р+^ Г (и-1/2) А) Г(н+Лг/2)

Отсюда, ввиду (6.15), следует формула (6.13) леммы.
Далее, пользуясь уже формулой (6.7՜), но для значения а = ц—1, бу­
дем иметь

(*;  >■)= X >•*  о Л-0 Г(.х +к/2)

г*'2
Г (1+Л/2)

(6.14')

•откуда следует начальное условие (6.14), так как £։ (0; 1)=1.
Если на параметр ц накладывать дополнительные ограничения, 

то оператор дифференцирования Р1/2 в формуле (6.13) леммы 6.1 мож­
но заменить оператором интегро-дифференцирования более сложной 
природы так, чтобы функция (г; >.) взамен (6.13) удовлетворяла 
уже однородному уравнению вида

А;1 у*  (г; ).) = 1.у,к (г; л), г £ (6.16)

Лемма 6.2. г 1£сли —<Сц<1, 
2 то функция у,,. (г; /.) является

решением уравне ния (6.16), где

£>։ и՜«1-։1». (6.17)

Доказательство. Воспользуемся вторым из утверждений 
4 , т. е. формулой (6.9) для а = 1, ? = 1 — р, заметив, что а^>р^>0՛ 
Тогда получим

У к = 

з։, таким образом

У» (г; 1) = £) (г\ (6.18)/.).
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Обратимся теперь к формуле (6.10'), положив там а = р---- -- ,

Р = р и заметив, что в этом случае а>0 и — Тогда из (6.18) 

получаем

Ь^у». («; ).)= £)|/2у.х (г; >•) — [£>-(|՜՜* ’ у*  (г\ >)|я-о—т---- у-

ГК
откуда, ввиду начального условия (6.14) и тождества (6.13) леммы 
6.1, следует наше утверждение (6.16).

На основании лемм 6.1 и 6.2, при надлежащих условиях на за­
данную функцию Ф (г), яг(0, д0), мы вправе воспользоваться двумя 

формами оператора 2.и, если т. е.

Ф (г) = Р֊(н֊1Я) /Э-О-Ю ф (х) =

,я-з,2
= £>'/» Ф (г)- / - хС(0. г0). (6.19)

Г(н—1/2)
(в) Для данного значения гоб^  обозначим через кР (0, х0) 

(р>-1) множество измеримых на интервале (0, г0) функций Ф (х), для 
которых

*

У |Ф (д)|^ |с?ж| < + СО. 

и

В заключение пункта докажем теорему.
Теорема 6.1. При условии

задача типа Коши
4.Ф(г) = ХФ(2), г 6(0, г0), (6.20)

О-Я-М Ф (г)|,_0 = 1, (6.21)

в классе функций Ф (0, г0), г6 (0, г0), имеет единственное
решение

Фо (г) =У> (*1  >•) = Е։ С'* 1'2; р) (6.22)
Доказательство. Заметим сначала, что если р^>1/2, то 

функция у^ (г; <֊)6Ь2(0, г0)с£1(0, г0) при любом г06^я и К 6 С, по 
лемме 6.1, является решением задачи (6.20)—(6.21). Поэтому, если 
положить

Т (г)=Ф (г)— у,, (г; /.),
то нам достаточно доказать, что при условии (6.19) задача типа Коши

Чг (г) = Я1'2 ЧГ (г) = л ¥ (2), (6.23)

£>֊<։֊*) ¥«_о = 0, (6.24)
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в классе 1^ (0, г0) имеет единственное решение Ч (х)—0, почти всю­
ду на (0, д0).

С этой целью запишем (6.23) в виде 
_ £

— И 1 (г) = ).ЧГ (։), д£ (О, *о)-

1 \Ч^/

-1
Если подставить сюда значение £> ’ Т (д) из (6.25), то придем к сле­
дующей формуле, также справедливой почти всюду на (0, д0):

3

V (г) = Со! + Со ֊֊—֊ + !* Р-‘ (д). (6.26)
- 1

Отсюда следует, что функция У (д)^/п(0, д0) непрерывна на (0, До].

(/г
Интегрированием по интервалу (0, д0) получим, что почти для всех 
д£ (0, д0) справедливо равенство

_ 1_ _ 1_ •_
£> 2 ф (։)_ [Р 2 Ф (д)|։_0 = V (*),  (6։25>

в правой части которого мы имеем непрерывную на (0, г0) функцию, 
ж

й՜' ф (2) =у Ф С) л. 

о
_ 1

2
Поскольку, согласно свойству 1°, функция й Ф (г) почти всюду 
на (0, г0) конечна, то из написанного тождества следует, что

_ к
{£> 1 Чг (д))х_0 = Со =/= + о®.

_ 1
• 2Поэтому из тождества (6.25) следует, что функция £> Чг (д) также 

непрерывна на (0, д0).
_ 1_

2
Теперь применим к обеим частям (6.25) оператор С . Тогда,, 

в силу свойства 3е операторов Римана—Лиувилля и частного случая 
формулы (6.2) для а=1/2 и Т=0» будем иметь

3 
- г

£>֊1 Ч' (д) = Со —-------+ Ю ЧТ (д)' Г (3/2) ' ’
всюду на (0, д0).

Дифференцируя, далее, последнее тождество по г, т. е. применив, 
к обеим его частям оператор О1, в силу первого из утверждений 43

3
для а=1 и Р=— получим, что почти для всех д£(0, д0)
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Применим теперь к обеим частям (6.26) оператор интегрирова­
ния £>՜ Тогда, в силу следствий из формулы (6.2)

1-и г 5 1 ։ “*

£)֊ (•-.){!} =^__ д-а-») ----- I *-------- ,
Г(2֊р)’ I г(1/2) 1 Г/А_Л’ 

\ 2 )
и свойства Зэ интегралов Римана—Лиувилля будем иметь тождество

чг (г) = Со + Со -4
г (2 —И) Г| —

\2 
(6.27)

+ ^В֊^хр(г), г (:(0, г0).

Так как ц < I, то

р-(2-и)ф- (г)| ---- ---- I*Г (2—И) 3 О

< (>(911^1. ^(0, го)-
Г(2 —р) 3 о

Поэтому, если в (6.27) положить г = 0 и учесть начальное условие 

(6.24), то ввиду условия и это не приведет к противоречию 

лишь при Со — 0.
Следовательно, тождество (6.26։ принимает вид

X

Т(г)=/ЛуФ(С)Л, (0, г0),

о
причем 'Р(0)=0. Отсюда вытекает, что Ф՜ (г) = 0, (0, г0), и тео­
рема доказана.

6.2. Для дальнейшего изложения нам необходимо привести здесь 
также свойства интегро-дифференциальных операторов, несколько 
отличных от операторов Римана—Лиувилля.

(а) Пусть функция Р (г) также определена на . поверхности Ся 
или в области <7с(7ю, звездообразной относительно точки ветвления 
г = 0. Полагая, далее, что на каждом интервале (0, г0) с концами в 
точках д = 0 и г = функции Р (г) £ (0, г0) (р> 1), введем в
рассмотрение следующую модификацию интеграла Римана—Лиувилля։

2 СО- Р (х) = ֊4֊ (с*  - С«)’֊« Р (С) Л, г £ в,
Г («) 3о

(6.28)

где 0 а 4- со — любое.
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При этом, как и я определении 2? /(«)» здесь предполагаем, 
что интегрирование производится вдоль интервала (0, г) с С.

Далее, поскольку после замены переменной мы имеем представ­
ления

1

1 (“) л о
(6.29>

I о _2«— ։ р 1>-вР(я)=-^-—- (1 ֊ <։)®-։Р (М <Н, 
о

то ради однозначности наших определений мы будем рассматривать- 
главные ветви многозначных функций л® и г2*՜ 1 на римановой поверх­
ности (7х логарифмической функции Еп г. Вообще говоря, функции 
£>~“/(я) и В" Г (я) нами будут рассмотрены на главном листе по­
верхности б”° с разрезом вдоль полуоси (—со, 0): г — ге'9, —

После простых замен переменных интегрирования легко убедить­
ся в том, что интегральные операторы 2)՜® и Р՜® (0 <а ос), 
связаны между собой взаимно-обратными соотношениями

В- Р (я) = (Р- [С ’ Р . (б.30'>

г С (о, я0)
д- / (я) = (0-‘ [с/ (С«)]|с_ . (6.30'7

Далее, для любого а (0 < а < -|- оо) определим также оператор 
О’—аналог оператора дробного дифференцирования 2)“ по Риману— 
Лиувиллю. А именно, по аналогии с формулой (6.30'), мы положим 
для 0 < а < + со

О® Р (я) = {П® [С 2 р (С/2)]}._։,, 2 е (о, г0), (6.317

в предположении, что правая часть (6.31'), т. е. производная функции.
~ 2՜

* Р (С ) порядка а в смысле Римана—Лиувилля, существует почти 
всюду на (0, я0).

Ввиду свойств (6.6) оператора Римана—Лиувилля, из (6.30') и 
(6.3Г) следует, что почти всюду на (0, я0)

В~°Р(я) = В+0Р(я) = В°Р(я) = я-1Р(я). (6.32>
Если целое число р >■ 1 определяется из неравенств р—

то по определению (6.5) оператора 2?® формула (6.31') принимает сле­
дующий вид:

(б.зз)
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Поэтому в частном случае, когда 

откуда, в силу определения (6.30')> получим представление

О’ Р (а) = (2г)-1 — О-О-Ор (г), 0< а < 1, (6.33')
с1г

•справедливое, в частности, и для крайних значений а =0 и а=1 па­
раметра я.

Убедимся теперь, что обращение формулы (6.31') для любого 
.значения 0<^я< 4֊ со запишется в аналогичном с (6.30") виде. Точнее, 
покажем, что если для данного я (р — 1 < я ֊< р) оператор Б’ Р (г) 
имеет смысл почти всюду на (0, г0), то там же почти всюду имеет 
место также обратная к (6.3Г) формула

Г (г) = [О" [С Р (С8)]|._ГГ. (6.31")

В самом деле, по (6.33) и (6.5)

р •?£*)]}.  у- = о֊^ [? (С)] (г).
1 (а~.р )с-г

(б) На римановой поверхности 6°°рассмотрим интегро-дифферен- 
■циальный оператор

- г2^՜2 /1 \ф- (г)=01/2<Г(г) - ֊4------— , ֊. 1 ) • (6.34)
■ г(>-|) ՝ ’

Обозначим теперь через к.'г (С*)  множество функций Чг (г), ко­
торые определены на римановой поверхности (7“, у которых для лю­
бой точки г0 £ С“

г*. 11«’ (*)|*  I*!- 1= Г |՝Р (г0 01’ Г՜1 Л< + °°- (6.35)

о о
При условии

-<Н<1 (6.36)

в классе функций Ч (г)££*  (С”) ставим следующую задачу типа за­
дачи Коши:

ДЛ (г) = )^֊’ ЧГ (2), (6.37)
О-(1֊н) цг (г)|ж_0 = к (6.38)

Введем теперь в рассмотрение функцию
УДа; /.) = £■„ (Хг; (л)^֊1, (6.39)

входящую в класс Ь\ (6“) при условии р^>1/2 и заметим также, что 
по определению .(6.12) функции Ур.(г; ).)
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К, (г; X) = (г8; '•), г £ (6.40)

Лемма 6.3. Функция (г; /•) 1у является реше­

нием задачи (6.37)—(6.38).
Д о к а з а т ельство. 'Пользуясь определением (6.28) оператора 

В֊’(0<а< 4-оо) и разложением функции Еа (>.С; ]*•)  в ряд Тейлора, 
последовательно будем иметь

2 00 )* Г
=----------  У ------------- — у' =

Г(1-р)£.,Г(|Н- 4/2) ]
о

“2՜ **
г’։) +

*• 0 г

9 " )•*  (ЩАг (и 1-4/2).!

г*  / 0

и, следовательно, по (6.33')
_ I

О1« К (г; ).)=(2х)-' С/ В 2 Г., (г; /.)֊ 
с1г

<• ,4 -2;1+>-3 ,2> 3 / ® ) 4 -4+2,1-։ ч
= V _______ =------ - ----------- 1- кг՜1 1 V —- -------  I .

*^°Г к֊! ) Г ---- —) '* “°Г (;1 -г 4/2)1

Итак, функция Кл (г; /.)£7^((7Я) является решением уравнения1 
(6.37).

Далее, при 0 вновь по (6.28), имеем
г

В-С.-М (г; л) = (и«-С8)-и Е, (/.С; р) 'Л-1 сГ, =
г (1-^)3 и

£□ Г (1+4/2)
=Е։ () х; 1).

Отсюда следует выполнение начального условия (6.38)
В-О-и) ).)|։=сх=1.

Лемма доказана.
(в) Докажем теперь аналог теоремы 6.1.

Теорема 6.2. При условии (6.36) задача типа Коши (6.37)—(6.38)՛ 
в классе функций 4Г(2)^£2(СХ) имеет единственное решение

^о(г)^ У,1(г; ).).
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Доказательство. Поскольку, согласно лемме 6.3, функция 
'Чг0 (г) £ £*  (Сх) является решением задачи (6.37) —(6.38), то нам еле- 
дует лишь убедиться в том, что она является единственным ее ре­
шением.

С этой целью, предполагая, что функция 4՛ (я)££՛ (С”) являет­
ся каким-либо решением нашей задачи, образуем функцию

2
Ф(го) = ш Ч (ш1'2), (6.41)

Сначала же отметим, что тогда для любой точки
И’о

|Ф(ш)|-|</то|= 2 (х)|։ И-։ |«/г|< («о—У«’о)>
о о

т. е. по аналогии с определением класса (С“) можем написать 
Ф(ш)^£2(Ся).

Далее, в силу формулы (6.30")
_ 1 "

£>-П-л) ф («,)|.„0 = Р֊П֊н) [ш 2 Т(ш^]«-о =

= О-(1-н)[Ф (г)]/_0=1։

поскольку предполагалось, что Ч1՜ (г) удовлетворяет условию (6.38). 
Но это значит, что функция Ф (го) £ £2 (0х) удовлетворяет второму 
условию (6.21) теоремы 6.1.

•Убедимся теперь, что функция Ф (ш) является также решением 
уравнения (6.20) теоремы 6.1.

В самом деле, мы предполагали, что функция Ч' (г) удовлетво­
ряет уравнению

- ,2р.-3
4 ։р.(г)=П1'2 4՜ (г)------ ֊----- — = ля֊1 ЧГ (г), (6.42)

Г ('*֊2֊)

а из определения (6.41) функции Ф (го) следует, что
<Г (я)=яФ(я։), г^С°. (6.4Г)

Поэтому тождество (6.42) запишется в виде

4ЧГ(г) = 4[яФ (я։)] =
,2.1-3

= О1/2 [яФ и») 1 - Г(*_ 1-- = ХФ (^). (6.42')

Но пользуясь формулой (6.31х) для значения а = 1/2, имеем

В'2[яФ (я։)] = (Р։-2[Ф (€)]]:=,., 
и поэтому

Ю1'2 [гф (г։)]1г_,^ = £>։'2Ф(№).

Теперь в тождестве (6.42') положив я =]/и>, мы получим, что функ­
ция Ф (го) удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению
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.4>х-г

Ц Ф (»)= о՝'2 Ф (™)-------- --------- рг = '֊<>’ (")
(6.43)

и начальному условию
ф (■ц))|и1-п = !•

Но согласно теореме 6.1 решение задачи (6.43) (6.44) в классе 
/-2 (С”) единственно: Фо (ш) = у?. (*>  ))-

Следовательно, решение '1 (г) нашей задачи (6.37) (6.38) также 
единственно, причем мы должны иметь тождество 

1 
2

՝ Ур- (։«; ) )=«։ Чг («>1/2).

Это значит, что решение У (?) задачи (6.37) —(6.38) единственно» 
причем

ЦГ(г)==ед,л(г2;л) = ГДя; >•),
и теорема доказана.

6.3. Перейдем к выявлению связи предыдущих результатов с 
краевой задачей в комплексной области для особого модельного ин­
тегро-дифференциального оператора, а также с возникающей при атом 
проблемой разложения функций в ряды по собственным функциям 
этой задачи, решение которой приводится в п. 6.4.

(а) Но прежде всего напомним, что все теоремы разложения из 
§§ 4 и 5 связаны, с последовательностью нулей |7.у] *“ функции

Э, (ал2) = а/.2 Ещ (— а2 ).*;  1 + у). (6.45)

Кроме двукратного нуля >0 = 0, при условии 0<у<^2все нули 5, (ал2) 
простые, лежат только на координатных осях 1т ).=0 и Вел = 0 
плоскости ). и расположены симметрично относительно начала коор­
динат.

Вместе с тем, во всех основных теоремах разложения, установ­
ленных в тех же §§ 4 и 5, на параметр у накладывалось более жест­
кое ограничение

/ 1 у /1 3 \*€ ( Ь Н+—) с (—• —)с |0, 2), (6.46)

где, как всегда
3-)-ш

Н=1О<1). (6.46')

Отметим еще, что поскольку 1£(ц, !*•+  1/2), то, как уже отмечалось 
в заключение § 5, как нули функции 5^ (ал2) = з!п՛ ал2, так и формулы 
(5.27) (5.31), посредством которых определялись биортогональные 
системы вектор-функций, в случае у=1 записываются в наиболее про­
стом и явном виде.

1К-** * 4
Наконец, преобразованием л =е л, т. е. положительным вра­

щением плоскости X на угол к/4, функция 5, (зл2) переходит в функцию
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(аХ*)  = S, (— /аХ։) = — /а/.։ Е112 (аЧ.*;  1 4- у), (6.45')
__

а p7j +“ —в последовательность (Xy|_Z(X, —е 'i.j) ее простых нулей,, 
расположенных на лучах

~ ~ 3֊arg /• — л — и arg '• = ± — 
4 4

плоскости ! и симметричных относительно начала Хо =0— единствен­
ного двукратного нуля этой функции.

(б) Вспомнив определение (6.39) функции 
(z; X)=£s(Xz; |х) >֊՛, 

при условии (6.46) —(6.46'), пользуясь определением (6.28) интеграль­
ного оператора D՜“ и разложением функции £։ (Хг; н) в ряд Тейлора, 
получим тождество

у;1 (г; )) e Et (Х2; ՝•) z' (6.47)

Отметим теперь, что на нулевом листе поверхности G“: 
Go = [г: — «< Arg z<«|, 

лежат отрезки

е^- = |z: z = ге 2 \ 0 < г < | ~| (к = - 1, 0, 1, 2)

— 'Г*
с концами в точках г*  = |z о е (—1-С&^2).

Совокупность этих отрезков

е+(/Т}= и •<£- (6.48)

— это конечный прямоугольный крест —лежащая в круге |z| а часть 
координатных осей плоскости z.

Ради краткости положим

Ф*  (>•; Н, v) = |D-<’->1) Гр.(г; (6.49)
и, введя в рассмотрение функцию от параметра X

<P,A,().)S £ е-'"‘Ф։(1; н у), (6.50)
к----- 1

докажем лемму.
Лемма 6.4. На всей плоскости X справедливо тождество

ф.,. , (X) = 4а’ I? Е112 (а*  X«; 1 + у). (6.51)

Доказательство. Из леммы 5.2, в частности, следовала 
формула (5.4). Заменив в ней переменную z на Xz, ее можно записать 
и в виде

У е-'֊»£։ [е"2 "kz-, у) = W Еч, (X*z 4; 1 + у). ՛ (6‘52)>
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Далее, из формул (6.47) и (6.49) следуют равенства

е՜'**  £. (е ' * /ТV) = а»֊’ «֊»••*  IО -<*-*»  У.. (г;Х)),_,д =

-=я։-' е-'«’* ф*  (X; р, ч) (к = — 1, 0, 1, 2), 
откуда и из (6.52) приходим к тождеству (6.51).

(в) Пусть, как и выше՜, параметры р и ч подчинены условиям

֊֊< Р<1. Р<*<1 1+ у’

а X— произвольный комплексный параметр.
Перейдем, наконец, к постановке нашей краевой задачи.
На кресте комплексной плоскости г 

г— ■ 'Р ' < —
е<. !1 а 1=^0 \г-.г = ге , 0-<г< а ]

определить решения ՝1 (х) £ £*  ((7е) задачи типа Коши

О’ 2 1Г (-)------ Д---- - - = Хг’ 4' (х),
г(?-0

х£е+{/Т| (6.53)
0-։՝֊н)»Г(х)|,_о = 1, 

__ 'у*  .
которые на концах ги=У з е (к = — 1, 0, 1, 2) креста удовлет­
воряют краевому условию вида

£ е-Ф (х))։.а = 0. (6.54)
I- -1

Значения параметра X, для которых поставленная задача имеет 
нетривиальные решения, естественно называть собственными числами, 
а соответствующие решения ’Г (х)== Ф (х; X)—собственными функци­
ями краевой задачи (6.53)—(6.54).

Теорема 6.3. Все собственные числа краевой задачи (6.53) — 
(6.54) совпадают с последовательностью комплексных чисел

‘Г [Ху)±-^(е Ху)1:։

т. е. с множеством всех нулей целой функции Б’ (зХ8), причем все

они простые, за исключением двукратного нуля Хо ■=•().
Доказательство. Согласно теореме 6.2, для любого значе­

ния X задача типа Коши (6.53) в классе £.*  (6я) имеет единственное 
решение

(*>  У*  (г, X) = £2 (/^; р) -Ч (6.55)
Но по лемме 6.4 имеет место тождество
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2

1

= Ф!1։, (л) = 4я' /3 £։,։ (я3/.4; 1+ ՝/).

Поэтому решение задачи (6.53) может удовлетворять также краевому 
I т.

՝**.  < —՝
условию (6.54) лть для 2нач։Еий>,= е /-у, являющихся нулями це­
лой функции Ф.<, *(/•)=  47 я՜—1 5*(я/. ։).

Теорема 6.4. Краевая задача (6.53)—(6.54) на кресте е+!| я| 
имеет счетную систему собственных функций

>֊■ ____

\Ег (е '/-п г; |‘) * £ е+ (]/ я |։ (6.56)

и одну присоединенную функцию

à 17 ) е ՛ z1'1 г—
— Е^е Âz;|i) x*- ։ = ; ----г- , zÇe. V я ]. (6.56')
d>- I *->.֊  о Г(р(--)

\ 2 !

Доказательство непосредственно следует из леммы 6.4 и теоре­
мы 6.3, если учесть, что все собственные числа нашей краевой зада-

'Гчи— |е ky).tZ —суть простые нули ее характеристической функции 

ф,։> , ().), за исключением только ее двукратного нуля >0 = )о=О.

Двукратный нуль >о = О функции Фр., » (к), являясь двукратным 
собственным числом краевой задачи (6.53)—(6.54), наряду с собствен­
ной функцией

' Г г*՜ 1Г՝ / 4 * ч о.։ —1 *

принадлежащей последовательности (6.56), должен порождать также 
одну присоединенную функцию. Этй функция, равная

Г (и+1/2)
определяется по формуле (6.56'), согласно общепринятой процедуре.

6.4 (а) Рассмотрим теперь значения систему функций (6.56) — 
(6.56') на отдельных компонентах креста е-ь { ]/ я ), т. е. на отрезках

е^= \г-.г = ге , 0<г< ]/ я ) (Л=—1, 0, 1, 2).

Тогда мы приходим к следующей системе четырехкомпонентных век.- 
тор-функций на интервале (0, я ):

։е;, * (г). [Е„, * (г))±;| (*=  - 1, 0, 1, 2), (6.57)
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где

Ei*(r’=F(7Tv2) (6.58)

Ея. * (,)=£, (е 2 Г) г; р) («'’ Л՜' (« =0. ±1, ±2, - • •).

Легко проверить, что система вектор-функций (6.57) с введенной 
в § 5 системой (5.28) связана соотношениями

Ео, к (г)-՜ ехР । ։'к ~ | е‘°- к Г'

(0<г<+°е) (6.59)

Ел, к (г) = ехр ' /" ^р---- | ел, * (г՜) г,

(л=0, ±1. ±2, --; £ = —1, 0, 1, 2), 

поскольку е* (-) = е*  3 (-) и еп, -1 (") = ея,з (").
Нам понадобится также эквивалентная форма этих соотношений

е0, к (") =ехр { — ir. (р— —к | Е(; к (х’ ։) ■г՜1'2, 

(0<х<4-сс) (6.59')

еп. к (х) = ехр ! — ։« /р--- —к | Ея, к (”1/2) ’_|/а,
I \ 2 / I

(,ч=0, ±1, ±2,-• к — -1,0, 1, 2).
Наряду с (6.57) определим также вторую систему вектор-функций 

if;,*  (r),[FK.Hr)]±:i (i=֊i,o, i, 2), (6.60)
положив

F;_*  (r)=2 exp I ֊0 к j 0>’ 4 (r։) r,

(0<r<|z4) (6.61)

Fn_*  (r)=2 exp Lr ([i— -1Л к [ <оя, к (rs) r,

(n = 0, ±1, ±2,- к =-l, 0, 1, 2).
Здесь (oJq k ("), [шя, к (")]+”) — система вектор-функций из § 5—была 
•определена формулами (5.30) ֊• (5.31), причем вновь будем иметь 
S. -1 (') s %՝, з (') и ш«.-։ (")s ш«.з (").

Соотношения (6.61) могут быть записаны также в виде

%, к W = ֊ ехр {֊ /и (н—֊) к j F; k (т^) t-V2,

(0<t<3) (6.6Г)



Интерполяционные и спектральные разложения 175

“л. *(')=■- —exp /—ZZ -----j к [ F„, k (-’*2) " 1/2
I. \ ~ / J

(п-0, ±1, ±2,---; £=—1. О, 1, 2).

(б) Условимся относить функцию р (г), г£(0, | з) к классу 
7.2 (О, К ° )• если о (г) г՜1'2 £ £։ (0, р з ).

Введем, далее, в рассмотрение пространство L> (0, ]/г о ) вектор- 
функций

*(')=!**  (г) 1-1» <b*(r)67.J(O,  |^Ц.^-1, 0, 1,2), 
с нормой

|Т 
/ ։ ■ • \1/2W»-(E ։ | lMr)l։'-Irfr) < + -г.

6

Далее, для любой пары вектор-функций
Г(г) = |Г*(Н1 а-1 и Z(r) = \Zk (г)|’_։

из пространства L2 (0, ] з) определим их скалярное произведение 
)'Г

[Y,Z]^ £ С Yk (г) Z^7) г֊'dr. (6.62)
k--l JО 

заметив, что тогда 
ж*=г?.  ?];/2֊>о.

Наконец, для определенных выше систем вектор-функций (6.57) 
и (6.60), как обычно, введем более краткие обозначения

Е' И- (г)|2_„ Е„ (г) = |Е„. 4 (r))2_v (6.57')

е;и=!е;4 и։’.., Ет (г)= iFn. * (г)ц։. (6.6О'}

Тогда справедлива
Теорема 6.5. Системы вектор-функций (6.57') и (6.60') биор- 

тохональны в метрике (6.62). Иными словами, будем иметь

[е; f;u=i, [е; f«i.=-[e„ f;l=o,
[Ел, Еп|]*  = йя,п (п, т = 0, ±1, ±2,---). (6.63)

Доказательство формулы (6.63) непосредственно следует из ут­
верждений (5.35)—(5.38) теоремы 5.1, если принять во внимание оп­
ределения (6.59) и (6.60) наших систем (6.57')—(6.60х) вектор-функций. 
Например, мы будем иметь

г'Г
[Ел, Е т]$ = V Е„, 4(/")Рл|,4(г)г 1 б Г =

*--1 и 
О

/Г
3 р __________

= 2 2 еЛ, * (г2) «’л>,*(г 2) гбг — 
о

7-95
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= У, Ге„, * (■:) «.•»,*  (") </"=|вл» °'т]—
*֊=оЗо

(л, т — О, ±1, ±2,

Аналогично получим и остальные формулы (6.63) теоремы.
6.5 (а) В заключение установим один из основных результатов 

данной работы—теорему о базисности вектор-системы собственных 
и присоединенных функций нашей краевой задачи.

Теорема 6.6. Пусть |Е„ (г), [Е„ (г)] — система собстен-
ных и присоединенных вектор-функций краевой задачи (6.53) - 
(6.54).

Г’. Тогда любая вектор-функция

Ф (<■) ■= 1ф*  (г)1*  ’ £ Ез.(°> К =)

разлагается в вектор-ряд

ф (/)=[!. эд. е; 0 +- е 1ф» рл* Е՞ (б.б4>
л«*-*

г 6 (О, У~), 

сходящийся в метрике Ьз (О, У ։).
2°. Справедливы двойные неравенства

£ (н-|л|у«-и)|[-1, (6.65)
[ Л»— ас )

Доказательство. Перейдем от вектор-функции ф (г) = 
= I’?*  (>■))-) к вектор-функции <Р (") = (т)1 о> положив для £=0, 1.
2, з

то вектор-функция <р (')(;Е։ (0, а).
Далее, воспользовавшись формулами (6.66) и (6.6Г), получим

з р’ ______ 3 1 р _________
[?. %]= 2 ?.*  (х) ш*  д (т) Г՜ к ~.֊Ч- =

*-о и 1-о 2 3. 0 о

2 р _ ____
= 2 I Ф*  (/•) г;,.*  (г) г-1 </г=[ф, Р’]«, • (6.68)А’—-1 J

а также для п = 0, + 1, ±2,--«
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----    -֊=•-_—  _■ ■=— . — =■" —' ■ ■ ■ ■ ■ =

з р _____
[?, '“/■] = (”) ш«. * (") ==

Л 
о 

3 1 ? ----------- -----------------= у 4 **- ’ <* ,/։) р"-‘֊։ {"։ 2) х =
и

/в
= У Г •?*  (г) Р„. к (Г) г֊1 с/г = [% (6.68')

к -1 .)
О

Но, согласно теореме 5.3, вектор-функция <? (') = [®4 (“)|о разлагается 
в вектор-ряд

? (') = [?. *%]  «о(՜) + £ [?. °>л] еп (-), -£(0, я), (6.69)
Л«»- -■*

сходящийся в метрике Ь։ (0, я), причем имеет место двойная оценка
( +- р/2

|[ф.%113-Ь Е (1+Н)(1--"’"-1[<р. «л]2 > (6.70)
( Л"»—>» )

где ш = 4«л —3.
Принимая теперь во внимание определения (6.59') и (6.66) век- 

тор-фупкций системы |в^ (">, [еп (")]1~| и вектор-функции <р учи­
тывая также формулы (6.68)—(6.68'), перейдем от вектор-ряда к его 
компонентам. В результате получим разложения

ехр ст. ----у) к ։ <|ц_1 (’:’'-) =

= ехр |֊г- (.И֊ у) * } ГД*  Е;_ *(֊ ’'-’) +

+ 2 ['?, Г„]*Е„.»(^)1 •;-։/։, т£(0, а), 
Л --- - )

(Л=0, 1, 2, 3). (6.69')

Сократив о5е части паз кожезия (6.69') на ехр |1---- —л!-;-՜1'2 и
I \ 2 / )

озаменив в нем - = г~, мы придем к скалярному виду вектор-ряда 
(6.64) теоремы.

Что же карается двойного неравенства (6.65) теоремы, то оно 
непосредственно следует из (5.70) и формул (б.63) —(6.68'). Из тех 
же неравенств вытекает также сходимость вектор-ряда (6.64) в мет­
рике Ьг (0, V а) .

В самом деле, положив

5 (г; л/х, л/3)=[6, р;], е; (г) 4֊ £ [% Рл]*  Е„ (г), 
л---л,

1</У1։ /У3< + со, 
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согласно (6.65), будем иметь
ь -Б (г; М, X (У (1 4֊ |л|12,|1-1,Ь> л • —1 —Д’|

л>1<

Отсюда, переходом к пределу'при М՛ + следует наше ут­
верждение.

Итак теорема полностью доказана.
(б) В заключение параграфа, и вообще данной статьи, приведем 

некоторые дополнительные замечания.
1°. От биортогональных в метрике Ьг (0, / я ) вектор-систем 

(6.57') и (6.60') можно перейти к биортогональным в той же метрике 
вектор-системам

|Ё’(г), [Ёл(г)]_:| и {?о(г), [РП(Н]1«1, (6.71)

положив для п — 0, ±1, +2, •••

Ё;(г)=Е;.(г), Е„(г) = (1 +1п|Г 'Е„(г),
(6.7Г)

р* 0(г) = Е;(г), Ё„(г) =7 (1 4֊ !п|)’-!'Еп (г).
Поэтому из теоремы 6.6 вытекает также

Теорема 6.6'. Биортогоналъные системы (6.71) образуют ба­
зис Рисса в пространстве вектор-функций Ьа(О, ]/ а).

В самом деле, для первой из двух вектор-систем (6.71) паше 
утверждение просто эквив; леятно теореме 6.6.

Вторая же система (6.71) будет такой же на основании общих 
положений теории базисов Рисса.

2й. В теореме 6.4 был дан явный вид системы собственных и 
присоединенных функций краевой задачи (6.53) —(6.54) на всем кресте 
е+ \У 31 комплексной плоскости г.

Эта система может быть записана в виде
(Е;(г), [Ел(г)]±л|, гее+!/=!, (6.72)

где

е;(2)=———,
Г(р 4-1/2)

Е„(г) =Е2(е 4 Хяг;

Можно доказать существование и 
рую систему

(п = 0

записать в явном виде и вто-

|Ро'(д), [Рл(г)]±5|, г£е+\У'э\, 

биортогональную с первой системой на всем кресте ец. [] з | 
кости г; при этом она принадлежит классу

(6.73)

плос-
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а первая —классу

Что касается самих соотношений биортогональности на кресте 
е+ '| а), то они запишутся в обычном виде, а именно

С Е;(г)?^)|л|=1,

^|Г7}

Е^ (г)Рт(г) |</д| — ЕЛ(г)Р’(г)|«/г| = 0, (6.74)
е._', 1'7;

Ел(г)Р»,(г)|(/2։ = 8ля,

(л, т~0, ±1, + 2,-՛՛).

Ввиду приведенных замечаний теорема 6.6 может быть сформу­
лирована также как теорема разложения функций ’Нг), г е н{V о ), из 
класса

Ц [е [К՜]: (2)|. = ( {՛ |-5 (х)|я |2|֊> |^|)''< + со (6.75)

МКГ)

на кресте е+ {1 а }. Поэтому справедлива
Теорема 6.7. Пусть ՝Ъ (л)—любая функция из класса

Г. Тогда имеет место следующее разложение по собственным 
и присоединенным функциям краевой задачи (6.53)—(6.54):

ф(г) =соЕ2(г) + V сп Ея (д), х £е+|К ’)> (6.76)
Л= — 

где
С0= у?(г)РГ(^)|^|, сп= |'ф(г)РД1)|^| (6.77)

е+[Кя) «+{К7)
(л=0, ± 1, ±2,• • •).

2°. Это разложение сходится в метрике Ь2[е.| причем
справедливо двойное неравенство

т,~[|М2 + V (1 + |л|)2(1-1‘)|Сл1=)1'?. (6-78)
I. П=>-а» )

3.° На основании общих результатов автора по гармоническому анали­
зу в комплексной области вообще, и по теории параметрических представ­
лений целых функций конечного роста, в частности (см. [1], гл. VI), мож­
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но существенно обобщить все содержащиеся в данной работе результаты.
А именно, можно дать конструктивное построение биортогональных на 

данном отрезке вектор-систем любой четной или нечетной размерности, 
связывая их со специальными краевыми задачами для интегро-дифферен­
циальных операторов дробных порядков, и установить теоремы разлэже- 
нйя-базисности по этим системам.
Институт математики АН Армянской ССР
и Ерсгаискяй государствоияыЯ университет . Поступила 28.Х1.1С83

Մ. 1Г. ՋՐքԱՇՑԱՆ. Ինտերպոլւացիոն և սպեկտրալ վերլուծություններ' աոնյվաձ կոտորա­
կային կարցի դիֆերենցիալ օպերատորների նետ (ամփոփում)

Ներկա հետտղոտությանում Լշ (0, ^)-ից կոմպոնենտներով վ֊լափանի վեկտոր.ֆո-Հկ- 
ցիաների տարածության համար կաոուցվոլմ են բացահայտ տեսքով դրված ր ի о րթ ոոոն ա լ բա­
զիսային համակարգեր՝ Լ-յ (0, ՜)-ում ֆուրյեի երկլափ բազիսային համակարգի խորը անա- 

. (ոդներւ
Սառուցված համ ակարգերը միաժամանակ հանդիսանում են կռմպլերս տիրույթում կար­

դիա մոդելային դիֆերենցիալ հավասարմ  ան համար եզրային խնդրի սեփակւսն ու մ իակցվա.') 
ֆունկցիաներ և արտահայտվում են Միտագ-Լեֆլերի տիպի

(9= £ Լ
ո - о Г ( |*  ֊ք- ո/Հ)

2-բգ կարգի ամբողջ ֆունկցիայի միջոցով։
Այգ համակարգերի ր ագք։ւ։ությունն ապացուցվում կ ի 1 ե հ Ջ կարգի ամբողջ ֆունկ­

ցիաները հատուկ ինտերսլո լյա ցի ոն շարքերի վերլուծելու միջոցով։ Այգ թեորեմների ապացույց­
ները կապես հենվում կն հեղինակի կողմից վտղորոբ զարգացված կոմպլեքս տիրույթում 
հարմոնիկ անալիզի ավարտուն տեսության վրա [1]։

M. M. DJRBASHIAN. Interpolating and spectral expansions associated 
with differential operators of fractional order (summary)

In this research wa construct biorthogonal bases for the space of 4-component 
vector-functions with components in Z,1 (9, a), which arr d։ep analo/uas of Fourier 
system in L2 (0, z).

These systems are simultaneously the eigenfunctions and adjoint vectors for 
the boundary value problem for a differential equation of order՜ I 2 in complex do­
main and are expressed by means of Mittag—Leffler typo function

F2(Z; |i) = V ----- Z------
£or(|*+n/2)

of second order. Basisnoss of these systons is proved by expanding special interpola­
ting series of entire functions of orders o = 1 and p ■= 2. These proofs are essentially 
based on the complete theory of harmonic analysis in complex domain developed by 
the author earlier [1].
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Интерполяционные и спектральные разложения, ассоциированные с 
дифференциальными операторами дробною порядка. Джрбашян М. М. Из- 
вестия АН Армянской ССР, серия «Математика», 1984, XIX, № 2, 
81—181.

В настоящем исследовании строятся в явном виде биортогональныс 
базисные системы для пространства 4-мерных всктор-функций с компонен­
тами из L, (0, а) —глубокие аналоги двумерной базисной вектор-системы 
Фурье в Lt (0. я)-

Построенные системы одновременно являются системами собственных 
и присоединенных функций краевой задачи для модельного дифференциаль­
ного уравнения «порядка 1/2» в комплексной области и выражаются через 
целую функцию типа Миттаг—Леффлера

* zn
и) =- £ “

оГ(|1+ n/2)

второго порядка. Базнсность этих систем доказывается путем разложения 
в специальные интерполяционные ряды целых функций порядков р = 1 и 
р = 2. Доказательства этих теорем существенно опираются на развитую 
ранее автором завершенную теорию гармоннче—jro анализа в комплексной 
области [1]. Библиографий 24.
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