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Խմրագրւււթ յունը խնդրում է այն անձանց, որոնց ցանկանում են հողվածներ հրապարա
կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա «Մաթեմատիկաս ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հողվածների ծավալը, որպես’ կանոն, լպետթ է գերազանցի մեկ տպագրական մամուլը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հողվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ ււրոշմամր։

2. Հողվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքևնագրված , երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հողվածին անհրա4ևշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հողվածները, իրենը ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համ ա պատ ա ։/խան էեգվով»

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանմ ան են համ անուն փոքրատառերին, 
պետք է ընղգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փււքրաւոաոևրը' երկու գծիկով 
վերևում է

Հունական տառերը պետք է ընղգծվեն կարմիր մատիտով, ինղերսները շրջանցվեն սև մա- 
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են առանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը ւոեքււտում էջի ձախ մասում։

5. Գրականությունը տեղավորվում է հողվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է հեղինակը, գրքի անռւնը, հրատարակմ ան տեղը, հրատարակչութ յունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հողվածների համար նշվում է' հեղինակը, հողվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

0 գտագործված դրական ութ յունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա- 
տ աո իւ ան տեղում։

6, նրրագրութ յան մամ ան ակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգայի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) չեն թույրսւորվումէ

7, Հոդվաիը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հող
վածի ստացման մ ամ կետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։ծ. Հողվածի մերմման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը ե 
խմբագրությունը իրավունք է վեր սւպահում Լդրազվել մերմման պատճառների պարզաբանու
մով։

Ձ. Հողվածի վերջում անհրամեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։

11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ։ «Գիտությունների ակադեմիայի 
Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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УДК 517.983

Р. Л. ШАХ Б АГЯН

ОБЩАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА НА

БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ С КРАЕМ

В работе изучается общая краевая задача для эллиптических 
операторов с параметром порядка 2т (ш>1) на некотором классе 
бесконечномерных многообразий с краем.

Как и в конечномерном случае основную роль при изучении крае
вых задач на многообразиях с краем играет исследование аналогич
ных задач в полупространстве.

Общая краевая задача в полупространстве изучена в работе ав- 
т ора [1]. В ней построен параметрикс задачи и доказана ее однознач
ная разрешимость (при достаточно больших значениях параметра) в 
соответствующих функциональных пространствах.

Задача Дирихле для эллиптических операторов второго порядка 
на некотором специальном классе гильбертовых многообразий (так на. 
зываемых СА-многообразиях) с краем исследована в работе М. И. Ви- 
шика и А. В. Марченко [2].

Здесь обобщаются результаты, полученные в [2] на случай урав
нений высокого порядка, и общих краевых условий.

1°. Приведем определение многообразия класса CL, а также не
которые его свойства, необходимые нам в дальнейшем (подробнее см. 
в [2]).

Обозначим через Н вещественное гильбертово пространство Zs. 
Пространство Hvz>H, по определению, гильбертово пространство по- 
следовательностей |х/)л_1 с конечной нормой Цхк = (2х| а՜2)12, где 

00

{’ijrLi— неубывающая последовательность чисел, э/^>1 и V 4-00.
։-1

Пусть, далее, Рл'—оператор ортогонального проектирования Нх 
на RN.

Как обычно, через Сф(A/J обозначим пространство цилиндриче
ских функций, заданных на Нг. Это пространство представляет собой 
линейную оболочку множества

•» def . ,
и Сф (ЛО, где Сф (ЛО = (Р*)'  (RN).

N-0

Пусть U — область, принадлежащая Ht и *:  U—— оператор 
вложения. По определению, Сф (С) = х*  Сф (A/J.

На Сф(С) определим полунорму следующим образом: пусть 
McU—произвольное множество, для любого
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1/M = s sup J£>’/(x)|. (1>
(ojcj jr£M

Определение 1. Последовательность /*  6 Сф (U) фун
даментальна, если

a) sup l/*L.  o<C 00 >
в) для любого ограниченного множества R.C.U

\fm— /nlk. я-*0,  при т, п—^>.

Пространство CL3 (U), по определению, —пополнение Сф (£/) 
в смысле этой сходимости,

def <•
CL- (U) = П CL3 (C).

Отображения класса CL. Пусть U—область в Hy. Ото
бражение zt U—*■ (z (x)=(z1(x)>- zk (x),---,) принадлежит, по оп
ределению, классу CL3, s^Z+, если

1. Существует последовательность конечномерных гладких ото
бражений {См}.и-1, СИ: £/ -  /Д (С = (-1 € Сф (U) при*

M£Z+ такая, что для любого ограниченного множества R.C.U 
и

(2)

и •
sup 2 Р (3)

2. Пусть а — dz — Е, тогда
def

,D> •։«։’<>’”<'“. w
k dzh *> где a-i -■= - ----- о,*.

oxi
Обозначим через at") = (Г.п — Е, тогда требуется, чтобы

sup (и, a, t/ < °° ($)

и для любого ограниченного множества Rcz U
lijn Ija-c^, ,л-р>л=0. (6)

Если условия 1, 2 выполнены для любого s£Z+, то будем гово
рить, что отображение z является С L-o тображением.

Многообразия класса СL. Мы скажем, что гильбертово 
многообразие М, моделируемое на Ни с координатным покрытием 
С»(а^Л), системой локальных карт {Х։), Х„: и набором функ
ций {?„), является многообразием класса CL (С£-многообра- 
зием), если выполнены следующие условия:

1. Пусть В={л<^А: Ua(}dM= 0} и Г = Л\В. Требуется, чтобы 
при а£Г образ X. (£/а)сЛ/+ (Н+=[х£Н1։ хх>0]) и Ха [дМП Ua) a 
с {х € г хх = 0}; для любых 1, ° £ А функции перехода 7.^ = 7р о X.,
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заданные на У„ (Ut П являлись (^отображениями, а при а, 0£Г 
сохраняли координату х, (а вместе с ней и границу).

2. Для любых а,

Д, (н, н\у л, X, (У^Ур) <С (7)

где N зависит лишь от s (и не зависит от а, ß).
з. 2J ?. (х)=1 и (Z71)  ?«€С£в (X. (£/«)). •сл **

 I.J-1 1-1

* В работе [1] был рассмотрев класс операторов (в полупространстве) несколько 
более частного вида, а именно, символы рассматриваемых там операторов имели вид 
(12), где cf (х) = 0, i = 0, 1, 2,-՛-. Однако все полученные там результаты, на самом 
деле, остаются справедливыми для рассматриваемого нами класса операторов.

При а£В supp <рас:(/а, а если а£Г, то supp <pac:(/aU ((7а Л^Л/]. 
Имеет место оценка

sup 2 sup 2 |7>т (՝V1)*?«l<7?<eo,  (8)
₽ел «хе'х?(У₽) iTi<-a р

при атом, если $£.В, то s = 2т, если же ß £ Г, то s = max nj (2т и 
4</<m 

п; — порядки рассматриваемых в работе операторов, см. п°. 2).
4. (X;՜1 )՛?«£  С7-°° (X. £/а), '|«фв = фв, и если а£В, то supp фасU,  

а если же я£Г, то supp<pac (/„ U {(/„ Л дМ}. Выполнена также следую
щая оценка:

* *

sup KV)*  Н, х,(У.) < °°> (9)
а&А 

где s принимает те же значения, что и выше.
Пространство С L։ (М). Пусть С (М)— пространство непре

рывных функций, заданных на CL-многообразии М с равномерной то
пологией.

Мы скажем, что / £ С (М) принадлежит пространству CLS (М), 
если выполнены следующие условия:

a) V“ € А функция (X֊»)*  /С CU (Ха (67а)), (10)

в) syP KV)*A.z a(ya) <°°- (П)

Замечание. Пространство CL" (М), по определению, есть 

Л CL'(M). Л-1
2°. Пусть U — область в Нг. Введем в рассмотрение оператор 

Р порядка 2тп с символом
т

Р(х, А (х, Е, ).)) = 2 ai (х) И (х, Е, >.)]», x^U,^H, (12)
4-0

где А (х, Е, Ä) = (А. (х) Е, Е) + (с (х), Е) + с0 (х) + X*.

(AWU)= 2 а0(х)Е/ Еу, (с(х), Е)=2С<(х)Е/,
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функции аи (х), С1 (х), с0 (х) € СЕ" (£/), матрица М предполагается сим
метрической, с (х) = (сх (х), с։ (х), • • •)— элемент пространства Н при 
любом х £ и, X— комплексный параметр, принадлежащий С = {>֊ £ С, 
Ее). >0}. Коэффициенты а*  (х), к=Х, т, бесконечно дифференцируе
мы и ограничены на и, при этом ая։(х)=/*0,  при х££/.

Пусть, далее, существует постоянная у >0 такая, что
т֊‘ Я*  < (-4х (х) 5, 0 < Т IV, Ух € У, И « (!3)

/ “ 2\,/2
(символом Г;| обозначаем ( 3^ ) .

Это условие обеспечивает эллиптичность оператора Р. Класс сим
волов Р, удовлетворяющих приведенным условиям, обозначим через 
£(£/)-

На границе дУ зададим операторы Ы) с символами
14, (В (х'։ е, X)) - \В (х', 5, Х)р , /=1, т. (14)

г<<е
В (х , 5, ) ) = + 3 6» (х') В*  + л, (15)

*-։
х'^дУ, Ь = (Ь,(х'),--,Ь< (х'),-)€М Ух'е^.

Коэффициенты 6*  (х') бесконечно дифференцируемы на ди, а 

ог<1
Как и в случае полупространства (см. [1]), граничные операто

ры /V/ будут подчинены условию, аналогичному условию Лопатин- 
ского.

3°. Как установлено в работе [2] с помощью С£-отображений 
возможно привести оператор с символом Р£Е(У) к некоторому про
стому виду.

Точнее, в окрестности £/« = |х£/Д, хх£[0, а| ( края хх = 0 про
странства ///' существует следующая замена переменных у = у (х):

1Г1=х„ уь^ук (хх, х։, • • •), уь (0, х։. х։> • • •) = х», к >2, 
где у—отображение класса С£, такое, что оператор Р с символом 

(12) в некоторой окрестности £/{ с (/, переходит в оператор Р', сим
вол которого имеет вид

е, >•)=£< (у) (ч -ь а\, (уУ^֊\֊(с՛ (у). $)+).?• (16)

Указанная замена переменных автоматически сохраняет край хх=0 и 
граничные операторы (14).

4. Определение 2. Мы скажем, что на СЛ-многообразии М 
задан символ Р^Е(М), если задано семейство функций {Р, (х, ;, Х)|, 
’€■<4, отображающих '/.л (6/«) X Н\С+ —♦ С, при этом выполнены 
следующие условия:
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а) Символы Р, ('/■<, (ил)) и требуется, чтобы в выражении (12) 
для символа Р*  функция А1 (.с) допускала представление Л1=Л1_|_ 
+ А’]։ где А\ не зависит от х, при этом А[ (?) и постоянная X не за
висели от я~А, а при замене координат Х«з выполнялись условия со

гласования, то есть формальный дифференциальный оператор Р. пере

ходил бы в оператор Рр;
в) Выполнено условие (13) (обеспечивающее эллиптичность опе

ратора Р) равномерно по а£А и х£’Х«(С/я).
По символу Р^Е(М) на функциях и^СЬ*  (М՝), при 5 2>2т 

оператор Р определяется следующим образом:

Ри = 2- Р.(ХГ։ )*  ?« и. (17)
а

При этом Р„ задается вначале на функциях из Сф(£/) как обычно 
(то есть в выражении для символа Р< (х, Е) вместо Е/ подставляется 
/Л), а затем путем замыкания продолжается на пространство

Обратимся теперь к граничным операторам. Пусть М — СА-мно- 
гообразие с краем, а {£/«), а£А — его координатное покрытие. По 
определению С£-многообразия, при а£Г дМГ\ил=/=0 и X« (дМП 
с хг = 0). Для уа, а^Г обозначим через £/' = дМЛ £7«.

Определение 3. Мы скажем, что на границе дМ СА-многооб՜ 
разия М заданы символы Г^^Е (дМ), ] = 1, т, если задано семей
ство функций . (х',Е, X)), а£Г, отображающих ’Хв (£7.)Х7/ХС+-»С’ 
определяемых следующим образом (ср. (14), (15)):

«(Л Ч = [£« (X, ?, Х)р , /=^, (18)
где

00

в, (х', Е, X) = Ех + 3 ь. . (х') Е*  + х, (19)
*-2

х'е՝7а (£/«), 6В = (62,»(х'),-• •)£//, ух'СА. (^«).

На функциях и£С7/(ЛГ) при з > п,, оператор ТУ/ определяется 
следующим образом:

ХУ/ и = 2*1  х« Й;,, (Х71 )♦ ф։ и, (20)
а£Г

где операторы определяются по символам точно так же,
-Ч

как было описано выше при задании оператора Р на многообразии М.
5°. Формулировка краевой задачи. Пусть М—многооб

разие класса С£ с границей дМ.
Рассмотрим следующую краевую задачу:

Рп(х)=/(х), Х^М (21)
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Л/ы|ал<=£/(х'), х'^ом, ]=\,т, (22)

где операторы Р и М/ задаются представлениями (17) и (20) в соот
ветствии с определениями 2 и 3 п. 4°.

Обозначим через Ро главную часть символа Р:
Ро (х, Е, X) = ап (х) [А (х, X)]" (23)

и пусть
он <"-*

Р1 (X, Е, X) = 2 а} (х) [Д (х, с, X)]/. (24)
/-о

Как и в конечномерном случае (см. [3]) изучение задачи (21), 
(22) на многообразии существенно опирается на результаты по ее 
разрешимости в случае полупространства . Дело в том, что мно
гообразия класса С£ наделены структурой, обеспечивающей локаль
ное выпрямление границы.

В связи с этим, мы будем существенно пользоваться результата
ми работы [1], в которой изучена эта же задача в полупространствеН{.

Как указано в упомянутой работе основным условием, связываю, 

щем оператор Р с граничными операторами А/, является условие 
типа Лопатинского. Оно будет играть существенную роль также при 
изучении задачи (21), (22) на многообразии. Прежде чем сформули
ровать это условие, сделаем следующее

Замечание. Анализируя доказательство теоремы 1 работы [1], 
легко усмотреть, что регуляризатор задачи (21), (22)в полупростран
стве остается тем же, если рассмотреть символы более общего вида 
(12), в представлении которых „квадратичная форма“ А (х, Е, X) со
держит линейные члены.

Как было отмечено выше символы класса Е (М) локально воз
можно привести к виду (16). Учитывая сделанное только что замеча
ние, не ограничивая общности, можно считать, что в представлении Ро 
(главной части символа Р) с,(х)=0, г =0, 1, 2,---, а ат (х)==1.

Обозначим через и»*,«,  Л=1, 2,•••> т (ср. [1]) базис в простран
стве устойчивых решений уравнения

Ро., Лх,-г -^֊, Г,Ло=0, х6Х«(£/։), (25)
\ <1Х1 /

где

Легко видеть (см. [1]), что элементы базиса имеют следующий 
вид:

®*, , (х, xv Е', }.)=х*-*  ехр {— 5« (х, X) xj, (26)
к = 1, 2, • • •, т, 

где
5, (*,  Е', Х)֊(2 2 afl (х) Ej Е*  + Х)У», х £ 7.в ((/«). „
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Обозначим, далее, через

В. А}=^^.Лх', Ех, V, X), х'СХ.(^).

Условие I. Требуется, чтобы операторы Р и Ы) удовлетворя
ли следующему алгебраическому условию:

ае1|м. а (&(*՛,  ֊1 Г, х)) <■>*,«  (х, хх, Г, Х)|я,-о|¥*О  (27)

У’бГ, х'6Х.(г4), И+Н¥=0.
Введем в рассмотрение „канонический“ базис (см. [1], [3]) 2«, ■ (х, хх, 
V, X) в пространстве устойчивых решений уравнения (25), определяе
мый следующими граничными условиями:

о Вп (х', — 1-^—, Е', х)) 2*,«  (х, хх, Х)|х,_о = 8/ъ (28)

/, к=1, 2,-т, у«6Г, У*'СМЧ)-

Предложение 1. Оператор Р с символом. Р^Е (М) допус
кает замыкание в С1Р (М).

Доказательство этого факта мы опускаем, поскольку оно, по су
ществу, совпадает с доказательством теоремы 1 работы [4].

Предложение 2. Операторы 1У/(]=1,т) с символами
£ Е (дМ) допускают замыкание в пространстве С1Р ,(М).

Доказательство, по существу, совпадает с доказательством пред
ложения 1 работы [1], поэтому мы его не приводим.

б°. Пусть М — СЛ-многообразие с краем дМ. Обозначим через 
50? оператор краевой задачи (21), (22):

50?и = {Ри (х), х£М, и|дж»- ■ •> Мгг. п|йл),
и пусть —область определения его замыкания, а — область 

определения замыкания оператора Р.
В этом пункте построен регуляризатор краевой задачи (21), (22) 

и доказана ее однозначная разрешимость при достаточно болыпи 
|КеХ|. При этом, построение регуляризатора будет проводиться в два 
приема: сначала на многообразии без края, а затем—вблизи границы.

В работе [1] построен регуляризатор R задачи (21), (22)в слу
чае полупространства /7^՜.

Он имеет следующий вид: 

*(/,*,  — .*.)=  Р+ (*')  —-У, Ыо1х>-о] , (29)

где ?7^С£°(/7Х)—гладкое продолжение / на Нг, ио = Ро11/, при этом 
все операторы, входящие в представление для регуляризатора, по
рождаются мерами в соответствующих функциональных пространствах.
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Теорема 1. Пусть М—С Ь-многообразие без края, а символ 
Р£Е(М), тогда при достаточно больших |Ие к| оператор Р изо
морфно отображает на пространство С 12 (М), а для обрат- 

р
ного ему оператора Р՜1 справедлива следующая оценка:

|Р-1Лс(Л)<С|Кек|-*1Л С։Л0, (30)
։дв в>0 и С '_>0— некоторые постоянные*).

Доказательство. В идейном отношении доказательство тео 
ремы близко доказательству теоремы 5.1 работы [2].

Пусть [£/«)— координатное покрытие многообразия М, {’/«}—си
стема локальных карт, а (»«) и {ф։}—функции разбиения единицы и 
накрывающие. Обозначим далее через И« = 7.« (1/л)с2 Нг,

?;=(х7’)*  т«. +а = ('/Г1)*  Ф«»֊ и ф.։ И«-» R;.
Пусть, далее, Ри, . (х, ?, X)— главная часть символа Р։, записан

ная в локальной системе координат, т. е. Ро.«(х, В, )•): И«Х//ХС>-»-С. 
Имеем Ро, «€£(И«), ф*Ро,«=О  при х^/7х\И։. В силу равномерного 
условия эллиптичности (см. определение 2 п. 4Э) существует опера
тор Ро\, порожденный символом Ро~\ (х, $, ).), при этом, очевидно, 

2д?"+*’* (определение класса 2/д/ см. в [1]).

Введем в рассмотрение оператор R, действующий в простран
стве С 12м (М) по формуле

р/ =2х: г (*Г ։ )• ф. /]> /€ СП- (М). (31)

Докажем, что он является регуляризатором для оператора Р.
Поскольку на носителе функции <р։ имеем, что ф«=1, то очевидно 

оператор л<р*  Р~\ = ?’ продолжим его нулем в ЯХ\И«, тогда
продолженный таким образом символ ф*  Р°\ £ 'Х^2т г ив силу тео
ремы 3 работы [3] соответствующий ему оператор <р«~Ф« Р^\ непре
рывным образом действует из пространства С£° (Нг) в С£°(И։).

Оценим оператор R. Для любого /£ С£° (М)

Й/1с (АО = зир 12 Г~ <?: Р^\ (хв֊> )*  ф. /I =

12 х; ?: - ф; р?\ (х.-1)*  ф. /|=
= зир 12 * ~ ф: Р, \ (ХГ1)*  ф. /]< (32)

< зир |~ ф; р֊\ (^֊о*  ф. /|с <ра =

= зир I ՝ ф: Ро;։. (ХГ4)*  Ф«/1с(и.г

Здесь н далее через С будут обозначаться различные константы.
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При выводе этой оценки мы воспользовались тем, что уа 
и 2<р.=1. Далее, в силу условия в) определения 2, обеспечивающе- в
го равномерную по а эллиптичность оператора Р, а также того, что 
՛!/ Л»՜1. £ 2^։я,+- *•  в соответствии с теоремой 1.2 из [2] имеем оценку

— —+« м՜5՜ *(«>0)

(определение | -|0 см. в [1]).
Очевидно

KZT1)*  Ф« >/1с (МУ
Учитывая последние оценки из (32) получим

т , _ ш .
~ — д-+*  — •х-Н»

1^/1смп<С|НеХ| К/֊։)*|«Л С(„1)<С|ЕеХ| |/»С(Ж), (33)

где постоянная СГ>0 не зависит от а и Л
Последняя оценка свидетельствует об ограниченности оператора

R в пространстве С£° (ЛГ), при этом норма оператора имеет следую- 
т
т+։

щий порядок по .)֊: |Ие Х|

Докажем теперь, что R — правый регуляризатор для оператора

Р. Рассмотрим композицию Ра о R.

Имеем Ра О R —Ро,а° R + Р1.а° R, ГДв

Ро. а О R = 5 х; Ро. а 0 Р^ О (/֊«)*  фв, (34)
а

Р1, . О Я — 2 2 77 Ф.’ - 0 Ча ^О.\ 0 (ХГ1)*  К (35)
у—0 в

Воспользовавшись формулой композиции для псевдодифференци- 
альных операторов, получим для слагаемых представления (34):

л — 2т л
՛?« ^о.«о РЛ=2 Т‘^>

где

при этом символ 7и,» ~ <р’ (так как на носителе <р« функция е?1), а г
сумма конечна, поскольку оператор Ро, а — дифференциальный.

Обозначим далее Т1 =2 х‘ Г/.« о (у^1)*  Ф«. Очевидно

Го = 2 х; То. а (ХГ1)*  Ф« =
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=2 £«?: (*.- ’)• Ф« = 2 х.’ (х.-1)*  ч՛ (х.-‘)‘ Ф«= 1. (ЗУ)
г у ,0 ՝ »у от« “
^>шо։евш'чпэч< ~
Следовательно / 0 = А
от։» ОцЬййМ в^ыы операторов Т/, 1—1, 2т.
у:!нэВ"՝сйЛу,фо||3»1у^лы Лейбница нам надлежит оценить операторы с
символами вида

ро.» Л7«>

Оценки будем производить последовательно. При /=1 имеем

(36)

■(/ >

Ро.и/-«РО-,’) =

= 4’ — р-1 + р-1 I .
. ? / Л/ I (Г-Я + дх1 ՝ ]

<*$>  Для.^юбфго /З^СеЭДИ) ■ д

1Л/11с(Л)<С' гдстсдз’-о гтоогяэгнпьдчо

ОД

-о>удолэ тээми Л 'и1 1,+.ж1 «г 1> М «• <37>
Символ Ро— эллиптический и имеет порядок 2т. В силу леммы

2.1 работы [5] имеем, следующую оценку; О71

(38)
ОС 1 -‘Л ՝՝ ֊ ' А՝ Г. 4= ՝> ,п^Чтобы оценить первое слагаемое правой части неравенства (37)

заметим, что ——^о^ — ՜4՜ ՜^ т— Ро.« . Воспользовавшись этим, за- 
Ро,« дх}

пишем
(ЙЕ)

Отсюда

^Ро.?  ̂ ,'Л

* дх. ~

дР0.адР֊\ 
дх/

дРаСимвол РоУ^՜*  ——— имеет порядок по Е, равный — е, следователь

но, в силу леммы 2.2 из [5] |рД <С։, а для символа Р֊։+' 
В • ЛсА °֊*

так., же как и выше имеем оценку 

|ф:л7’«+-,^|)<с։|Еем(֊։.^2... -.. п

Далее в силу (8) |^° I С С
«. / \^11

Таким образом, собирая оценки (38). и далее, получаем
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5 Тг /je (М) < lRe (.и>- ' <39)

Символы операторов TL (z*  > 2) можно представить в виде суммы 
символов вида (36), при этом слагаемые, в которых т =/= 0 (т. е. хотя 
бы одно дифференцирование падает на <р’), оцениваются в точности

также, как операторы Т։, при s<z"— 1 с использованием условия 
(8). Остается оценить слагаемые с символами

po7i, |р|=/.

Легко видеть, что D\ Р-\ (|?| = z), в свою очередь, можно пред
ставить в виде суммы символов

֊7֊ D'',' Ро, « Dj’ Ро. « * • • Ity А, «> где s=2, 3, • • •, i 4-1, 
Ро,«

ç<s-l, S |T*|  = |₽| = z.

Отсюда имеем 
ф;Ро.D\ Ро.-Ро,*--  - р0.«=

= •£ Wdï р*.՝< я? Ро.«• • • D\4 Ро.„

при этом поскольку ։^>1, то Цф’ Р^\+‘ <?? Ро. 4о -С Ct |Re >.]£“'■* ’№, а 

К Ро/Г1’-* Ри-’ Л>,Л<

Из этих оценок аналогично тому, как это было проведено для 

оператора 7\, будем иметь

|П Лс(Л0<С'в|КеМ{֊։+։)'2|/1:(л։), i =~'Î2m. (40)

Доказательство теоремы будет по существу завершено, если мы 

установим оценку вида (40) для операторов фхР/.аОср,, Ро а / =0,••• 
m—1 (см. представление (35)).
Заметим, что по условию коэффициенты а/,։(х), х £Ха (£/а) опе- 

раторов Pj бесконечно дифференцируемы и ограничены в Н1։ а опе

раторы Р). х имеют порядок 2/.
Как и выше

л 2/~
^Pj.^<Pô,l= Ё Гл/.«

и повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве неравенств 

(40), получим для операторов l = ° (/Г1)*  фа следующие 
оценки:
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- ‘+*|/  м
’ ■ «О

«֊ 2т — т—121
Обозначим через 7’=^ Г/4֊ 2 2 

/— I /—О
Поскольку 7# — Е, то имеем представление ։

Р о R = Е+ Т,

где в силу (39)—(41) для оператора Т имеем оценку 

\fficw <С|ИеХ|(->+«^С(։И)

для любого Отсюда следует, что при достаточно большом
Re к] существует оператор (£" + Г)՜1, откуда получаем, что оператор 

R о (£4֊ Г)՜՜1 является правым обратным к оператору Р и отображает 
пространство CLP (М) в себя.

Доказательство того, что R является также левым регуляриза- 

тором для Р: R о Р= Е-\- Т' проводится аналогично, с той лишь раз
ницей, что необходимо воспользоваться формулой композиции для 
псевдодигференциальных операторов с остаточным членом (см. [5], 
формулу (4.3')), а также условием (9). Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть М—CL-многообразие с краем дМ, символ 
Р^Е (М), а символы Nj£E (дМ), /=1, 2, • • •՛, т, ord A/j = n/> т —1 и 
выполнено условие 1.

Тогда при достаточно больших |Re л| оператор 2)? изоморфно 
т

отображает на пространство CLP (М) X П С£° (^) и для 
/-։

обратного оператора справедлива оценке
II5N՜1 )/, glt• ■ •, £?/п]||с(։И) С C|Re 4՜

Н՜ е>0. (42)
г—։

Доказательство. Прежде всего заметим, что если 
ф £ С£.°° (£/։)—функция из разбиения единицы или накрывающая и 
P^_E{Ut) (Ut = {x£HL, XxCfO, ■։]}), то с помощью замены перемен
ных, указанной в п. 3°, оператор ф Р в некоторой окрестности Ui, 
Ui с. U,, переходит в оператор

•М\24-ф v a'lkDlDk + -.-.
I. k>2

Регуляризатор задачи (21), (22) будем искать в.следующем виде:

7? = 4֊
А

где Кг имеет вид (31) и суммирование распространяется на
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А / = 2 а4 ?: р0-\ (х.-*)*  ф. л, ою

а каждый из операторов последней суммы является локальным регу- 
А

ляризатором оператора Р, отвечающим внутренности М.
А

Для того, чтобы задать оператор А?։, являющийся, по существу, 
регуляризатором вблизи границы дМ, воспользуемся леммой 4.4 ра
боты [2] и приведем в некоторой полосе 0^хх-С8, х'^Н\ оператор

А

Р к виду (16), при этом это приведение можно осуществить равно
мерно относительно а£Г(3>0 не зависит от а). Рассмотрим затем 
монотонную бесконечно гладкую функцию р (хх) £ С” (/?^), р (хх)>-0, 
р (х։)=1, при хх < -Ь и Р (хх) И 0, при хх > 1?

В соответствии с представлением (29) регуляризатора в полу- 

пространстве зададим оператор в виде

А=2 р+&։+2 = А+ А, (43)
«6Г »6 Г

где
& /=< (1֊ Р (х1/з))[р*\ (V у ь /, (44)

а
Р+ & I/. *»•••,  *»)  ='< Р+ Р (хг/8) <?: {Ро:« I (V1 )*  ф. /+

+ 2 . (V)* Ф« Ьг/ - Ъ “о1х։-о]|. (45)
/—1

Оператор /?х отвечает внутренности многообразия М и поэтому 
для него в силу теоремы 1 справедлива оценка вида (33)

։А/Сс(Л։)<С|Нек| 2 ։/1С(.иг $3')

Такая же оценка имеет место и для оператора Л։.
А , А

Остается рассмотреть оператор R-! = 2 Он.
«6Г

Как было отмечено при доказательстве теоремы 1 символы опе
раторов Р^\, продолженные нулем в /7Х\ принадлежат клас
су 2^т+։' •’, откуда следует, что оператор

Р (х1/°) Ро.\ = ? (Х1/8)) ?« Ф» Р<Г«

непрерывным образом действует из пространства СЬ° (/Д) в С£°( И»). 
Используя далее лемму 1 из [1], получим, что оператор X* р (Хх/5)Х 
X 0 непрерывен, как оператор, действующий из простран
ства' С£° (Н+) в С£° (К) (У. с Н+).
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Далее, по той же схеме, что и в теореме 1, придем к оценке 

(33') для оператора Т’4՜ Р (•*։/$)  ?» ^о,« ^(Z« )*'?«•

Рассмотрим теперь операторы Q[^=^(xl/ti) <fa—j. a=p(xjt>) X
1« 2/, » (y = 1» m). Продолжим их символы нулем в f/x\ К. При 

nj^>m —1 Г[1], теорема 2) операторы непрерывны как операто
ры, действующие из пространства CL° (Н[) в СЬ°(УЛ) (их символы 
принадлежат классу '27, (У. *’ s-->® — любое, s^>0).

Для оператора k'i. i = £ £ Ql'i (z«'1 )*  Ф« имеем аналогично (32) 
j-i «е г

оценку
|/?2.։ (?1»‘ ■ ■> £»։)llc (М) S SUP (/.» ])* Ф“ • (46)

/—։ *
Воспользовавшись теперь неравенством (44) из [1] для символов 

Q('} получим
IQtf/oCCIRell- G>0), (47)

а для С/.Г1)* выполнено неравенство

f(Z« )* Ф«£Лс</ф HéMc(aM) • J = ^> т՝ (48)

В силу (47), (48) имеем

ü^2,։ i?i>‘ ’ '> |Rei| * Igjllc (д.ч), (49)
У—։

где постоянная СГ>0 не зависит от a и gj.
Для завершения доказательства теоремы рассмотрим, наконец, ком

позицию Л'*  о /?։.
Очевидно, что необходимо лишь изучить действие граничных 

операторов Л\ на /?j (поскольку вблизи границы р (xjty = 1), Для 

операторов /V*  имеем представление (20):

Mu = S Z«^*,«  (zr1)*  <р« и. 
«ег

В силу формулы композиции для псевдодифференциальных опе
раторов, как и выше, имеем

Nt о R1 = £ Т1։ к

(сумма конечна, поскольку оператор 7V*  дифференциальный), при этом, 
как легко заметить, оператор Г0>4 = £ (выкладка аналогична (35’)). 

Оценки для операторов 7},», z ^-1, мы получим опять же с привлече
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нием формулы композиции и соответствующих оценок в полупростран
стве, доказанных в [1].

а *
Операторы разлагаются в сумму операторов 2 Г/,*,«,  сим- а

вол каждого из которых имеет вид

/ ?!

Поскольку и*  С 2т, слагаемые <^(Ф,Л4,«) О) (<р*  Р^\), входящие 
в представление символа Ti.it, «, оцениваются так же, как и в теоре
ме 1 (см. вывод неравенств (37)—(40)).

Осталось оценить слагаемые вида <2? (']>’-М*. «) £>£ ,

В [1] для операторов Л/*оР + в полупространстве Н\ доказа
на оценка вида (30).

Используя ее, как и выше, приходим к неравенству
I к {/» 81’' ■ ‘» £т}Яс (М)

<С*  |Ие (Шс(М)+ Е Ы; (ЛН)) ’ (50)
\ у—1 /

где е^>0, / = 0, !,-••, л*,  к=1, 2,■ • •, т.
Из оценок (33'), (49), (50) следует, что при достаточно больших 

|Ие /֊] оператор ЭК обладает ограниченным обратным оператором Эй՜1 
и оценка (42).

Теорема доказана.
Ереванские государственный университет,
Институт математики АН Армянской ССР Поступила 4.1У.1983

Ռ. Լ. ՇԱՀՐԱՂՅԱՆ. Ընդհանուր եզրային խնդիր բարձր կարզի էլիպտական օպերատորների 
համար եզրով անվերջ չափանի բազմաձևությունների վրա (ամփոփում)

Հողվածում ուսումնասիրվում է եզրային խնդիր բարձր կարգի էլիպտական տիպի հավա
սարումների համար եզրով անվերջլափանի բազմաձևությունների վրա։ Ենթադրելով, որ դի
տարկվող խնդրի օպերատորը բավարարում է որոշ հանրահաշվական պայմանի ապացուցվում 
է նրա լուծման գոյությունն ու միակությունը հատուկ ձևով կառուցված ֆունկցիոնալ տարա
ծություններում ր

R. L. SHAKHBAGIAN. General boundary problem for elliptic operator» of high 
order on the infinite dimentlonal manifolds with a boundary (summary)

The paper studies the boundary problem for elliptic equations of high order on 
infinite dimensional Hilbert manifolds with a boundary.

Under assumtion that the operator of the problem satisfies certain algebraic 
condition the univalent solvability in specially constructed functional spaces is 
proved. »
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J. A. SIDDIQI

ON THE EQUIVALENCE OF CLASSES OF 
INFINITELY DIFFERENTIABLE FUNCTIONS

1. Let 7 be an arbitrary subinterval of R and let M=(Mn) be a 
given sequence of positive numbers. We denote by Cm (J) the class of 
functions f^C (I) such that

vn>0, k = k(f)

and by Cm (7) the class of functions f^C՞“ (7) such that for each x0£I 
there is a compact subinterval Jx, c I with the property that

|/fl)(x)| C Ak' Mn V« > 0, \fx^Jx„ k = k(f, J J,

If / is a compact interval, then clearly Cm (7) = Cm (/)•
The problem of the equivalence of classes Cm (I) for a fixed inter

val consists in finding necessary and sufficient conditions on sequences 
L and M in order that the classes Cl (I) and C.n(7) (resp. Cz(/) and 
Cm (7)) be identical. A solution of this problem follows immediately from 
the analogous problem for inclusion viz that Cl(J) ^.Cm (r)(resp. Cl (7)C 
£=Cm(7)). This inclusion problem was first posed by T. Carleman [3] 
(p. 76) and conditions which vary according to the nature of interval 7, 
were found successively in cases when I is the whole line (for classes 
Cm(/))» an open or closed finite interval (for classes Cm (/))> a closed 
halfline (for classes Cm (/)) by A. Gorny [6] (cf. also S. Mandelbrojt 
[7], [8]), H. Cartan and S. Mandelbrojt [4] and S. Agmon [1] respecti
vely. J. Boman and L. Hormander [2] gave simple proof of the theorem 
on equivalence of classes when 7 = R using Baire’s category theorem.

The problem of inclusion for clesses Cm (R-+), C.h (R-i-) and 
Cm (R+), where R+= [0, co[ and R+~]0, °o[, however, remains open. In 
this paper, we settle this by using the Bair’s category theorem. In order 
to give a unified approach to the treatment of the problem by this 
method for classes C.u(7) and C\f(/)> where I is any type of linear 
interval, we also give simple alternative proofs of the results of the 
above authors.

2. In order to formulate the theorems which we prove in the 
sequel, we need a few definitions and results about the regularizations

The research was supported in part by National Research Council of Canada 
Grant № A9378 and in part by a FCAC Grant of the Quebec Ministry of Education 
for 1981—82.
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of sequences and of classes (cf. S. Mandelbrojt [9]). We recall that a 
sequence \M„\ of positive numbers is called log-convex if the se
quence {log Af„) is a convex sequence. A sequence is called
a log-convex regularization of M if (logM] is the largest convex mi
norant of |log Mn], it is defined by the relations

Tm (r)=’U>?K’ M=rsur TTF) ‘
It is easily seen that (cf. S. Mandelbrojt [9]):

We define' the sequence Md by the following relations
Nn = nnMn, Nn — n.n Mdn (n>l).

It follows readily from (1) that

r.Mrf(r) = sup n Mdn = sup-37֊^----- (2)
n>on r.0 nta(r)

Let M be a sequence of positive ‘numbers. We recall that the 
exponential regularization A7° of M is defined by the relations

Sm (r) = max (r > D’ = SUP VTT ‘ IK' r>n Ojjid

It is easily seen that (cf. S. Mandelbrojt [9])

(r) = m ax = sup —r— ■ (3)
!KT Mn r*’nSM»\r)

yfJe define the sequence Mf by the following relations

Nn = (n" Mn)\ /\tf = (n- Mfnÿ. (n > 1).

It follows from (3) that

r2n / r2n£/.„/(r) = max ֊—y . n Mn = sup -——■ (4)
»er n r>n UMf{r)

The sequences M", Md, M°, Mf are called the regularized sequences of 
M and possess the property of being the smallest sequences represen
ting the classes C.m(R), C.h(Rd), Cm (I) (I a finite or infinite open 
interval), Cm (I) (I a finite closed orj a finite or infinite semi-closed 
interval) respectively. The processus of defining the classes by regula
rized sequences is called the régularisation of classes and is realized by 
using the Gorny—Cartan inequalities between the-bounds of the modu- 
lii of the successive derivatives of a functions which vary according to 
the type of the interval considered. The following theorems due to the 
above cited authors describe these classes.
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Theorem A. (i) If lim inf M\՞ = Q, Cm (R)=(consfanfs); if 0< 
<lim inf MX“. Cm (R) = C1 (R); if lim Mi'"« co, Cm (R)« CAfC(R).

(ii) If lim inf n Ma՞ <Z co, C.m(c/R)<= Cn~n (</R); if lim nM\՞ = co , 
Cl((rfR)=CMd (rfR), where dR denotes a half-line.

(iii) = (/), where 1 is a finite orinfiniteopen interval.
(iv) Cjf (!)= Cfff (/), where 1 is a compact interval or a finite 

or infinite semi-closed interval.
3. We begin by showing that a category argument can be used 

to give a short and simple proof of the following basic theorem of S. 
Mandelbrojt (cf. [7], pp. 91—93) which gives a necessary condition for 
the inclusion of classes.

Theorem B. If Cl (1)^. Cm (I)> then (Lc„Yln = 0 [(Mj )’//I] for any 
arbitrary interval 1^ R.

Proof: Since Lcn^Ln for n^-0, it follows that C ^(1)0= Ch (I). 
Let

B = {/€C- yn>0, A = A (/)).

B is a Banach space if we introduce the norm /-»I/Jb=sup
n>0

For j =1, 2,- • •, let

Vj == {/e B-. JAI- </-+։ Mn, vn > 0}.

Since C/f(/)S Cm (I), 2J=U Vj. Since V/s are closed in B, by Baire’s 
f-։

category theorem, there exist a Vj and a 8 >0 such that J/Jb 8 
implies that f^V).

Put
' 8p,xr

Clearly J/Jfl-Co and hence f £ Vj 1. e.

r֊^'(,>0)

and hence, by (1),

8 Lc — 8 sup if—7—. < j"+1 MH n TLC(r)
•or

(£$r = 0[(M)n

Since Me is the largest convex minorant of M, it follows that we also 
have

(Lc)iM = O [(Af‘)*/-J.

This theorem can be extended to classes C^ (I) as follows.
T h e o r e m B'. If C^U^C^ (I), then (£‘)V՝ = O [(M)1"՛] for anU 

arbitrary interval /cR.
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Poof: We proceed as abowe and define the Banach space B. Let 
/= □ Jt։ a countable union of non-overlapping compact intervals. For 

each y=l, 2, and A=l, 2> ••• let
Vj, > = {/£3: \f(K) (x)|</+։ Mn, and Vn>0}.

Since C'Lc (7)S C՝M (/), J£։ Vy. *• The rest of the proof goes

through as above.
4. Using the category argument as in the proof Theorem A, we 

give a simple proof of the following theorem which solves the inclu
sion problem for different classes:

Theorem C. Let L and M be two sequences of positive numbers.

(i) 1/lim inf 2.^՞ = lim inf C4 (R) •= C,w (R) = (cons/anfs),
if 0<lim inf L'fn<Z 00 and 0<lim inf Mifn< 00, CL (R)=C.q (R)=C1(R)> 

A-*m /I-»-
if lim Llf* = co, then Cl (R)^ Cm (R) if and only if lim M\ln = 00 and

(ii) If lim inf L'n,n^>0 and lim inf M^^O, then Cl (dR)C Cm (dR) if n-m n-* —
and only if (Ldyin= O or (Ldyin=O (MdY/n, where dR repre
sents any open or closed halfline.

(Hi) c; (/) C C*M (I) if and only if w = 0 (M?) or (L^'- 2 
~0 [W)1/n] for any finite or infinite open interval.

(iv) C; (I) c CJ(2) if and only if (LQi1"1 = 0 (M՝՛“) or = 
= 0 K^)1"1] for any closed finite interval or any semi-closed finite 
or infinite interval.

Proof: Since the conditions given in (i)—(iv) are clearly suffi
cient, we need only prove that they are necessary.

(i) If lim 2.^" = co, it follows from Theorem A (i) that Cz.(R) = 
= CLc (R). Applying Theorem B, we get the result.

(ii) By Theorem A (ii), C, (dR)=CLd (dR) and Cm (dR)=CMd (dR). 
Suppose that CLd (dR) C C^d (dR). Without loss of generality, we can 
suppose that dR = R+= [0, co). Put B = |/£ C° (R) : < ALdn ,
Vn>0j and define the norm f -»J/Jfl by setting J/jL=sup 't?/(n)i|x/ L՝\ .

n>0 ՛*
B is a Banach space and for every integer 1, Vt = |/£ B-. . <
<jn+i Md, yn>0] is a closed subspace of B. Since CLd (dR)CC (dR), 

00

B== Vj- By Baire’s category theorem, there exist a o>0 and a Vj 

such that implies that Vj. Consider the function # defined by

g (») = A(,j (x)/2a TLd (r), (r > 1),
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-where A„ is a Laguerre polynomial of degree n defined by setting

A„(x)= V (H>1)
*-o k!

and where a = max [1, Ld, L\ (LJ)՜1]. It is known (cf. [9], p. 208) that 
for all x£R+

i. e. (^)V*=O[(M]։,i].

e-x |A„ (x)| < 1,
|[e՜' A„ (x)]<*J| <2 (4e։ n it’1)4, 0<£<n, 

. |[e֊'A0(x)]<*>|<44, k>n.
It follows that for A^-[r)

o4^ o4^

2a T'Ar) a

Since lim inf Z^n^>0, there exists a positive constant X <^1 such that 
n" /.„ Xn nn. Since I" n" is log-oo.ivex and n" Ldn is the largest log- 
convex minorant of n1* Ln we have nn Ldn nn XB or for all n^-1.
Thus for k > [r]

Ld

since a = max [1, Ld, (Z^)՜1]. For 0<^£<[r],

||g(*JL <3 (4e։)^՜4 r—<5 (4e։)*fc՜* sup ——-----<S (4 e*)‘ Ld
TLd(r) r>0 TLd(r)

by (2). Clearly for k — 0, ^^/aTLd (r) If we set f (t)=g (bf)

where then for all k^-Q -C 3so that B and
4e2

Mb^3. Hence so that

I/« (0)|=|6‘ Sw (0)1= 36*1 [e-' Aw(x)]^|/2a TLd (r)< /4+J Md.

But we know (cf. [9], p. 210) that

Hence for every r >1

so for large k 
rk 2a

Ld = k֊* sup --------- < — (2ai֊1)* /*+* Md
r>։ r r_\ 3
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(III) For any finite or infinite open interval I, we have by Theo
rem A (iii) C;. (/)= C'L (/) and C'M. (/)= C"M (I). Suppose that C;,(7) S 
c First suppose that / is a finite open interval. Without loss
of generality, we may suppose that /=] — L ![• We can write 
/= u Jlt where h = [—ai, az] and (a/) is an increasing sequence ten- 

Z=1
ding to 1. Let F=\ftC՞ (J): yh, H^z(x)| < A։L°n, yn > 0, 

Ai = At(f)] and let
Pi (/) = sup max )/f,) (x)|/£°.

n>6 jrtft

pi is a semi-norm on F and F with this family of semi-norms is a Frechet 
space. Let ry,z = {/€:^ l/<M)(x) |</'+1 Vn>0, If

(/). Hence for every x0^It, there exists an open interval Jx, c / 
such that

|/(n) (x)| < Ax, X", M°, Jx, and V" >0.
Applying Borel—Lebesgue theorem, we conclude that there exist con
stants Ai and Xz such that

|/(n) (x)| -C Ai)" Af°, Vx C Zz and Vn ^-0.

This-shows that for each fixed Z, there exists a /=/(/» Z) such that 
00

։).։• Thus F = U V,i. Clearly Vj.i’s are closed in F. Hence, 
i. t-i

by Baire’s category theorem, there exist a semi-norm pii։ a o^>0 and a 
Vj„ i. such that pz,(/)^8 implies that Vj,_ z„.

Let

where Tn denotes the Cebys^v polynomial of degree n. It is known (cf. 
[9], p. 206) that

e—*
— n* < (0)| < n* (n >1) (4Z)

and
IT?1 WK-k (5)

(1—x )’ '
Put for r > 1,

/ (*) = ֊-֊: Z(ri (*x),
5t<(r)

where 0< b < min (—, — and 
\2az, 4 /

Si-, (r)= max yy (r >0).

For n < [r] and |x|< az,
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l/wWl (MI< sTi7> ■ -

the last inequality being true since 36<^(1—a2 62). Hence for n^r 

max |/(/I) (x)|< sup —^֊=oZ,°.
-re/;, «« 0£»(r)

But for n>[r]» fw = 0. Hence pz, (/X 3 so that VJt, t. i. e.

so that

gAn
-c— <lzi"{ (Ml </o+։-^n> V«>0 and y/x^h, 
5 a. (f)

— - — frl" < ——
Sa. (r) 2 " SL. (r) (0)|<;S+1 W

or

— < 3-> 2" en b~n i"+i M°Sa.(r) 70

Since this holds for r such [r] > n, taking the supremum with respect 
to all r > n, we get

Z°=sup —- ---- -< X" M°,fl r C* f \ nn<r SL. (r)

i. e. (L°)'ln=O im'l"].
00

Next suppose that I— R. We write R= U h, where // = [—I, Z].

We repeat the steps of the above proof and conclude that there exist 
■a semi-norm pt։, a 3^>0 and a Vj„it such that if an f^F is such that
p/,(/)<8, then Z/։, 

Let
/M = l{^)'

Then
max (x)|
•»€//

3rn I'

if n-C[r] and sO otherwise. Hence
max |/tzl’ (x)|

pz, (/)== sup ------ -0-------< 0 sup -y )—-- < o.
n>° L.i \ n<' Ln /5i։ (r)

Hence, for all |'r]^> n and for n >1

(M-D -- (td-n-M) 

or g
------ 2-’ rn e~” l^-T-n < ;«+։ M°.

Thus
L° = sup —<>.«+> 

r>n Si" (r)
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Let us suppose that / is an open half-line. Without loss of ge
nerality, we suppose that /=] 0, oo[. We write //= |~» j so that 

1= U h. If we repeat the arguments for / = R, we get the result.
(iv) For any closed finite interval or any semi-closed finite or 

infinite interval /, we have by Theorem A (iv), C’L(I) = C*Lf (/) and

Suppose that (/)C C4/(/). First let I be a compact interval 
which we may suppose, without loss of generality, to be [— a, a] with 

a> . In this case we have CLf (J). Set B=\f C“ (I):

■^.AL^yfn^O, J4 = ^4(/)). For every f^B, define J/Jg = sup ,n. 0
B is a Banach space with this norm. Eor every integer />-1, define 
V/ by setting V) = {f^ B: <y'l+J Mfn yn>0}. K/s are closed in

CD

B and B= U Vj. By Baire's theorem, there exist a o^>0 and a j such 

that VJa-<o implies that Vj.
Put

where r^-1. Clearly

max J/« (x)|- for „ < [,]

== 0 for n [rl.
But

C4)fl[r]2fl <|^) (1)|< (6)
Hence 

in 8a~* / e \n r2n

- g
since a>—. But then Vj i. e. for all r^n and for all n ^-1, «6

or for some A

Ti~i~\ < An+1 n" ML ULj{r) *
Thus

r2nn- £/ = sup ֊ < A1" 1 nn Mfr>n u j (r) n
i. e.

(£/)>M = o [(jlf/jVn],
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Let / be a finite semi-closed interval. We can suppose, without 

loss of generality that/ = ]—a, a], where a>Set B={f^Cx (I):

Vn^O, A— A (/)}. For each f^B define ]/Jfl =sup . B

is a Banach space with this norm. We can write /= U //, where It —

= J —a -|—a . For any integer j^>l define Uy, i by setting Vj, i — 

^{f^B-. max I/0” (x)K/"+J (n>0)|. Vj, t's are closed in B and
xe/,

B~=* U Vj,t. By Baire’s category theorem, there exist a 3 > 0, a ,,ju 
J, l-l

and an „1“ such that implies that Kf. i-
Put

f (x) = S7M t?՜1*),
HX) UL/(r)

where r>-l. We have

max I/«») (x)| =---- 77—77»— for n < Hxer ul/ \r>
= 0 for n l>[r]. 

that f^.B and thatBy (6) we conclude

,/lß=77J(7)
o-"IW0)l _ 8 a-r^l eV
------- 74 < 77J(7) STT W

_r^_ 
nn U n

But then Vy, t i. e. for all r^n and for all n ^-1

|2n S0՜՞ 
1

or

nn = sup 
r>n

'՝22n y«^1 n" M'n

or

Thus

r2n
ULf (r)

</.n+l nn Mfn.

(£/)՛/» =0[(M/)՛'-]•
Finally, let / be a semi-closed half-line which we may suppose to be 

00

[0, 00 [. Let 4=[0, Z]. Then I = U Li • Let 
/-1

f = {/eC*(Z):yZ>l, max |/<n> (x)| < A, Un, A: = At(f)} 
t
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and let
pi(f) = sup max |/"' (x)\lUn.

n>0 x(Jl
pi is a semi-norm on F and F with (pz) as a family of semi-norm Is 
a Frechet space. Let

l/('”(*)|</+1 M'(n>0), x$/z|.
If f^F'. Hence, for every xokh, there exists a relatively
open interval Jx,^-1 such that

|/">(x)KAr։X'J,Af/ and Vn>°-
Applying Borel—Lebesgue theorem, we conclude that there exist cons
tants Ai and Xj such that

(x)|<>4r X"։ M' £ It and V" > °-
This shows that for each fixed I, there exists a j=j (f> I) such that

Vju.t), i. Thus F= U Vj i. Clearly Vj. i’s are closed in F. Hence, 
J. 1-1

by Baire’s՝ category theorem, there is a semi-norm pi,, a 8 ^>0 and a 
i, such that pz,(/)<18 implies that Vj„ i„.
Let

3e֊“"A|r](arx)
/{X)~ 2Ud(r) '

where 0<^a<^4-։ e~2. We have

and
|A«)L <2 Z±!y5 Mn a" <
1/ n J 2£/iZ(r)^

<8^Xr)’ if n<W-
Hence

pit(f)= sup max I/1՞1 (x)|/Z7 < «>o xe/i։
r2"

3 r2n *
= -^77 = °-

Therefore, for every 1,

l/(B) (0)1 .</-+« jjf/
or

8a" r" |[e֊'A(r] (x)]Wo|_L_
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or

5 an rn 1
26/ձ/(ր) > M'n

or

<2/J+I n" Mfn o-։ a~n (2a)"

or

Thus

n" 1Հ =sup 
n<r

/."+* M/.

(£/)>/» =0

5. We make the folllowing concluding remarks:
(i) If I is a finite closed interval then Cu (/)'= C’H (/) = C’M, (J) 

and hence the problem of inclusion of classes is solved for classes C.„ (7).
(ii) If I is a finite 'open or semi-closed interval then Cm (f) = 

= Cm (l)~ Cm/(/) by an obvious extension of the C“-functions belon
ging to Cm (D- Thus if I=[a, 6[ and Cm (/), f-n} € B V(0, 1 ] for
every n. Hence /(n)(6 — 0) exsist for every n>0 so that we define 
/<") (6) =/<"> (6—0) for each n^-0. A similar extension can be made if 
/=] a, 6[. Thus the problem of inclusion for classes C.u (/), where I is 
a finite open or semi-closed interval is also solved.

(iii) In view of the above remarks, Theorem C gives us the so
lutions of the problems of inclusion for classes Cm (7) and C*M (7) for 
every type of linear interval.
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Ջ. Ա. ՍԻԴԻՔԻ. Անվերջ դիֆերենցեփ ֆունկցիաների դասերի համարժեքության մասին 
( ամփոփումJ

Դիցուք } ֊ն իրական աո անցքի վրա գտնվող կամայական միջակայք է, իսկ №^={իմո\~Ը 
գրական թվերի հաջորդականություն է։ նշանակենք {/) այն ք £ (/) ֆունկցիաների դա
սը, որոնց համար

\քո\։)\^1<ո1ձո և=և(ք)։
Հ անդանոր են սահ ֊մանվում է պայմաններին լոկալ բավարարող ֆունկցիաների 0 դասը։

5. Կաոլեմանի [3] կողմից դրվել էր հետևյալ խնդիրը, սևեռած միջակայքի դեպքի գտնել 
անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ և ^1/ հաջորդականությունների վյրաէ որոնց դեպքում տեղի 
կունենա Շլ (/) €2 0 Ա (./) (համապատասխանորեն Շլ (,/) (7) ընդգրկումը։ Մի-
ջակայքերի որոշ տարբեր տիպերի համար դրա լուծումը տրվել է Ա, Գորնու [6], Հ, նարտանի 
ու Ս. Մանդելըրոյտի [4] և Ս. Ագմոնի [1] կողմից։ ] = (•—ՕՕ, -|՜ 00) դեպքում Բոմանի և 
է, Հյորմանդերի [2] կողմից տրվել է այս խնդրի պարզ լուծումը' հիմնված կատեգորիաների 
վերաբերյալ Բէրի թեորեմի վրա։

Տվյալ հոդվածը նվիրված է դրված խնդրի լուծմանը մ իջակայքերի կամայական տիպերի 
համար Շ ա(/) & (/) դասերի դեպքերում։ Առաջարկված մեթոդը, որը նույնպես հիմ-
նըված է կա տ ե դո րի աների մասին Ըէրի թեորեմի վրա, թույլ է տալիս բերել ոչ միայն տվյալ 
աշխատանքում ստացված, այլև վերոհիշյալ հեղինակների կողմից ստացված արդյունքների 
պարզ ապացույցներ։
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Дж. А. СИДДИКИ. Об эквивалентности классов бесконечно дифференцируемых 
функций (резюме)

' — произвольный интервал на вещественной осн и М {Мп} 
положительных чисел. Обозначим через класс функций

—последо՛
/t С- (/)

Пусть J 
вательность I
таких, что

|/;я։ (х)| < !<А'М„ > 0, ух € к = к (f).
Аналогично можно ввести классы С/И(У), локально удовлетворяющих поставленным 
условиям.

Т. Карлеманом [3] была поставлена задача: при фиксированном интервале / най
ти необходимые и достаточные условия на последовательности Ь и М, при которых 
имеет место включение Сд(/)сСи(./) (соотв. Сд (У) С н (/))■ Для различных ти
пов интервалов ее решение было дано А. Горным [6], А. Картанпом и С. Маидель- 
бройтом [4] и С. Агмоном |1]. В случае / = (- «, + со) простое решение этой за
дачи, основанное па применении теоремы Бвра о котегориях, было дано Дж. Бома
ном и Л. Хйрмандером [2].

Данная статья посвящена решению поставленной задачи для произвольных типов 
интервалов /ив обеих случаях классов С.ц (/) и Сд((/). Предложенный при этом 
метод, также основанный на применении теоремы Бэра о категориях, позволяет дать 
простые доказательства не только установленных в данной работе, по и известных ра
нее результатов вышеназванных авторов.
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Н- К. КАРАПЕТЯНЦ, Б. С. РУБИН

ОБ ОПЕРАТОРАХ ДРОБНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
В ПРОСТРАНСТВАХ С ВЕСОМ

Известная теорема Харди—Литтлвуда [1] для операторов 
дробного интегрирования утверждает, что если! (а,

то /“ <р С (а> ^)> Я = —— ПРИ ։ < — и /’ ։ при а> — . В1—ар р *-р  р
настоящей работе доказываются весовые аналоги этой теоремы в пред
положении, что вес р(х) имеет вид

р (*)  = П Iх— а*1 7*»  а = в1<а։<* ’-<ая = Ь. (1)

Оказывается, что даже в случае веса в одной точке а» ограничения 
на показатель 7*  существенно различны в зависимости от того, сов
падает ли эта точка с концами или является внутренней его точкой.

В случае общего веса и т^>— здесь появляется еще один эффект: 
Р

1 г,именно, если а-------= тш т*,  то /’ <р уже не принадлежит простран-
р к>2

ству Н‘ , с весом, а принадлежит аналогичному пространству с по- 
’“р՜

1 лказателем а-----------е, где е_>0 и это по существу.
Р

Отметим, что для весовых гельдеровских пространств ограничен
ность оператора дробного интегрирования исследовалась в [2].

§ 1. Обозначения и вспомогательные 
утверждения

Через ([а, 6], р), 1<^ р < оо, — ос <^а < оо, будем обоз
начать пространство функций /, для которых р/£ (а, 6) с нормой
1/|р. р=='1.°/5р = 1?/|| (а> Ь). Через /А [а, 6] [а, 6]) обозначим про
странство гельдеровских функций на [а, 6], для которых |/ (х 4՜ А)— 
—/(х)1 = О (Лх)(о (А*՜)),  А —4-0, равномерно по х, с обычной нормой; 
/7л ([а, 6], р) (/А ([а, 6], р))— весовое гельдеровское пространство, со
стоящее из функций /, таких, что р/ ^Н՝,. [а, 6] (еще и Игп р (х) / (х)= 

= 0), причем, Д/||/ух1а, Р = Мядв,6Г Наконец, через Д+, обозна
чим операторы дробного интегрирования Римана—Лиувилля:
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(/. фНх)___ 1 Г ,» _)(х)։___ к-Г (1.1)

а л

и всюду ниже р' =■ р (р—I)՜1 , а через с обозначены различные кон
станты, встречающиеся в оценках.

Приведем ряд вспомогательных утверждений,՝, которые будут 
использоваться в дальнейшем.

Лемма 1.1. (о сужении дробных интегралов). Пусть £ Ьр ([<։>

6], Р)> ։дв 1, р (х) имеет вид (1),----- 1*  <^֊~։ = 1» 4 ’ ‘» п
Р Р

и для некоторого индекса 1с=у выполняется неравенство —

— —Тогда при х^> а/ справедливо соотношение (_/°, <р) (х) = 
Р

~ ~ "
= (/\ Ф) (х), где ՛> С ((а/. 6], р,), р; (х) = П Iх ~ а*1 Т*>  и имеет вид

(, (х) = т (х) + г' (»/-<)>«> л. 
л(х-а/)^ х— {

а

Доказательство этого утверждения в случае р (х)=1 приведено 
в [3]. В нашем случае оно сохраняется.

Лемма 1.2. Пусть 0<^7<^ —> -1-<^а<^1+—. Тогда 
Р Р Р

1 (0 “ [ Г |5,'1~( |+Я),~1|рз < К, (1.2)
л\ к—ф /

։де К—константа, не зависящая от / $>0.
Доказательство. Зафиксируем Л^>0 и положим 

лг * ••
/(0=С + |)()л=.А(0+Л(0. 

и лг
Для Д (/) имеем

•V

4 (0 ] (5 + Н)(т+*' ։>/’’ Л = А (Л, 0- 
и

Если /<//, то А(О<Л(/У, СХА(/¥, Л0<со. При />л^и т + «- 
— 1 < 0 имеем

р («-1
4(0 <4 (л /)+ | (з — о,’-1)'՜ р 

։
Аналогично при и т + а —1 >0 имеем

4 (0 ^(Л^4-1)։’+։-։)/’' Г дв
3 |з- фр’

(а- Е)Р’
<с(А4-1)^ р

и



Об операторах интегрирования 33

Переходя к оценке /։ (<) воспользуемся неравенством [з*՜ 1 — (з4՜ 
4֊ 1)’-։| < з*՜ 2, з^>0. Тогда

/,№<)•

Если то, с учетом, что « + 1 имеем /։ ({) -< 13 (IV, /) <
Р

■С /։ (Л, /V) оэ. При ? > /V получаем

г гр ՝ •/։ (О < 4 (М) 4֊ * ₽т+—»я’ -----21— ,
3 (1֊^’
— I

откуда легко видеть, что 7։(<) = о(1), /-*оо.  Лемма доказана.

§ 2. Случай а^> —. Вес на левом конце 
Р

В настоящем параграфе рассматривается действие левосторонне

го оператора /* в случае — <^а< 14֊ , когда вес р (х) имеет вид
Р Р

(х — а)т. Полученная ниже теорема будет применена в § 3 при 
исследовании общего случая с весом (1).

Теорема 2.1. Пусть— < а < — +1, 7 , 1<^р<^оо. Тогда
Р Р Р՛

оператор у ограничен из ([а, 6], (х — а)1) в Й' ։ ([а, 6], (х—а)՛՛)" 
а— •—

Р

Доказательство достаточно провести для случая а = О, 
Ь = 1. Положим 6 (у) = у! <р (у) £ Ьр (0,1) и обозначим Р(х) = х1 
(/о+ У՜1 Ф (у))(х)- Теорема 2.1 будет доказана, если мы покажем, что 

1]- ИмееМ ? (Х) = ^М+Н։ (х), где ?1(х)=(/0\ ф) X

Х(х)£Т/*  ։ [0, 1] (см. [1]), а Еа(х) = Р (х)—(/“+ф)(х). Пусть 0< х< 
а---

Р
3

< х 4- А <1. Тогда Га (х 4՜ А)— Ел (х) = £ Гг*  (х), где
Л-1

х+Л
(х4-А)т — 

У1
Ф (у) 4у 

(х-|-А—у)1՜“

Ф (у) <1у(х)=[(х + А)т-хТ]
3 у1 (х 4- А - у)1֊ о

^(х)= (’^-^֊[(х-ЬА-^-’-Сх-г/Г-^ф^) ау.
У уЛ

3-1359
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Пусть вначале 7 ^>0. Для Гл (х) получаем

(х+АП-^
(х + А-у)1֊

Чр'

Оценивая (х), найдем

*у Чр'

3 д1Р՛ (х+ А֊р)(1֊а)'' 
о

= сВДр[(х + ЛГ-х^](х + А)

Остается учесть, что

аир АР [(х + Л)т —хт] (х-|-А)

Наконец, для (х) имеем

Чр'

в
а- Ь

Произведя замену х'—у = Кх, получаем |^։։(х)|-^Л

и остается воспользоваться леммой 1.2. Пусть теперь 7 <7). Тогда 
х+л ։_ 1

1Мх)|<2(՜ <СЛ''(И,.

Для Рю (х) при |7|< 1 и х > А имеем

' Г \1,р'
3 д»'՛ ( х-уУ'-^р ) 
о

=с|||рА р(—

Аналогично, при

|/ги(х)|<-л|т|М’ (I (х + Л)х1т1^
О

_______4у
У1Р'{х — у)^ р'

Наконец, при х<А имеем |Гм(х)|<2|(/0в+ф)(х)|<сх '^СсА 
Оценим последний интеграл. Имеем
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Полагая здесь t—hy, получаем (х)| < с |фIp h Р. Из полученных
—

оценок, с учетом неравенства |/* ’(х)|-Ссх Р |р}р получаем, что

8Л+TW L((0, 1|,хТ; Ыд ([0, 1), х!)‘ (2-D
*՜ р р

Остается проверить, что , ([0,1], хТ). Пусть е^>0։

<|».(х) € С[0, 1), supp % с (0,1) и |хт <р (х)—ф. (x)Jp<s. Тогда <f>, (х) = 
= х~т Ф« (х) 6 С (0,1) и Ц® — <р.||4р([0.1).хТ)<в. Полагая (Ли) (х) = и (х -f- 
+ А) — и (х), с учетом (1.3), получаем

1А (хт /S+ ?)1 „ 1А (хт Jl+ (?—?. ))| , fA (хч J'o+ f, )| 
--------- i  i 1 i----- <• «— —---------------- а— —----------------------а— —

h p h ” h p

< «h-M,,m ,1. Л, + -*'_ УГ‘f-1 ■<« + »(I). * - 0- 

h p
Здесь учтено, что <?.(х) £ ([0, 1], хт) при любом q^> p, так

• iа— — в Pчто Д (хТ /о+?«) (х)=о (Л ) при А->0. Теорема доказана.

§ 3. Случай а > . Общий вес
Р

В этом параграфе теорема 2.1 будет обобщена на случай веса 
вида (1).

Теорема 3.1. Пусть р (х) имеет вид (1), причем 7х<С—> 
Р'

0-\ f*<^—у-, 1=2, 3, • • •, п—1; 7n L>0. Если — а 1֊г —, 1<^р 
Р РР

то Ja+ ограничен из Lp ([а, 6], р) в Нк ([а, 6], р), где
1 1 .а-------, если а------ <^пппч*,

р р *>i

^=, min 7t, если а---- 7*,  (3.1)р А>2

1 1a—:----- е, если а------ =min 7д.
р р t>2

Доказательство. Пусть, как и в теореме 2.1

р (х)= р (х) (J:+ ?)(х)= - J- С(з.2) 
г («) J Р (у) (х—у)1-“ 
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где Ф = р<р £ Լք (а, Ь). Для доказательства теоремы достаточно убе
диться, что Л(х) £ М [а, 6]. Прежде всего изучим поведение Г(х)в 
окрестности точек а».

Лемма 3.1. В условиях теоремы 3.1 Г (а*)  = 0, Л=1, 2>,,։» и 
Доказательство леммы. При к = 1 (ак = а) и х—» а имеем.

|ք (х)!<с(х-а)ь Г-----<с“^<х~а) Р‘
յ (х—ք)1“՜*  (у— а

Пусть Лг2>1. Зафиксируем точки с*-1  £ (а*-1,  а*),  к—2, Тогда»
при х£(с*,  а*)

"НТ*  

а е*-։
Отсюда

а էՀհ—1

<с (а*  — х)т*0|||р.
Аналогично

11Ն ( С,—г—£-------- ^У"’- (3.3)
\ յ (а*  —у) / 
«*-։

Отсюда, если 7*<ն-- —, то _/։ <. с ЩЦр (а* — х)т*։ а если -քՀ><։---—,
Р Р

то после замены у~х—$(а* —х) нетрудно получить, что _/։^ с ЦфЦрХ 
1

а՜՜ р՜ • 1Х(а* —х) . Наконец, если 74=։։------- , то при достаточно малом е>0
Р

имеем

Л< С («- [ Л-АЗ!)"-’ '՚ %„.)՛"՛ <
\ յ \х—у / (ак-уУ—Р )

< с Й+Вр (а*  — х) р .

Таким образом, В (а* —0)=0, к = 2, 3, •••, п. Аналогично проверяет
ся, что Г (ак + 0) = 0, к = 1, 2, • ■ •, п —1. Лемма доказана.

Продолжим доказательство теоремы. В силу теоремы 2.1 ясно» 
что / (х) 1_ [а, <?!]. Покажем, что / (х)^/7*  на всех отрезках

р՜
[а*,  с*] ։ [с*,  аА+։]. Имеем /г(х) = Г1 (х)+ Г, (х), где Гх (х)=(/“ ф)(х) £ 
С; Н‘ ։ [а, 6], а
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Л(х)= Гр(х) 
3 р(у) а

так что наше утверждение достаточно проверить для (х). 
з

Имеем Г, (х+ Л)— /%(х) = У, Ги (х), где 
л-1

х+Л
Р /х\= [ р (*  + ^) ~ р (у) . Ф (у) Ф , 

П } Р (у) (х+А—у)1—

* При к = п и Тя>1 оценки производятся аналогично с помощью формулы 
Лагранжа.

р (х) = С Р (х + А)— р (х) Ф (у)
2 3 Р(У) (х+А֊рГ-’

а

гп (х) = Г Р-Иг±^) ((Г+А-0)«-! _ (х-у)«-!] ф (у) ад. 
3 р (у)

Итак, пусть к >-2, 7л<1*\и  с*_։  < х < х + Аа*.  Для Гп (х) имеем
х+Л

Р (х+А)—р (у)
Р (у)(х + А —у)1՜“

х+Л . _ 1_
<с1+,'(1 (7+лХ)--»’)'"’=сЛ '*■  

X
Оценивая Гц (х), найдем

|/ъ (х)| < сА7* |ф|/ С -- У" <
Рр (у)(х + А — у)( ’р / 

а

с*-1
<сАт*|ф||р  ( Г ---------------------------+

а

Г ______ ^у_______ \1/р'.
3 (ал— уУ,кР (х —у)(1-а)р' / 

еЛ-1

Поступая так же, как и в (3.3), получаем, что при -----—
Р

выражение в круглых скобках ограничено и |^2 (х) |-С сА7* ЦфЦр. Если
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--- —выражение в круглых скобках оценивается величиной с(14՜
Р I 1

+ (а*-х)^ -7-7‘^)г<с1 (1+А^ '' Т* и поэтому |ГМ (х)( < 

. 1_
■СсА Р ЦфЛр. Аналогично, при а-------= 7» получаем 1АИ (х)|-С

Р

<са"'~^М>-

Перейдем к оценке (х). Зафиксируем произвольную точку 
։*-։  С (аз-\> с*_1)  и представим (*)  в виДе

Аи(х) = ( у + у + У ) Р (Хр (У֊[(*+А-  иУ՜1- (х-уГ-ЧХ 

° ։Л-1 *4-1
X ф (у) </у = А (х) 4- А1 (х) 4- Аа (х).

Поскольку х£(с*-ь  а*),  очевидно
։*-1

|Л1(х)|<сЛ у (14-р-1(у))1Ф(у)1^у<сАЦ>ь. 

а

Для Ал (х) получаем
е*-1  «_ к

\А։ (х)|< с № ( у Кх-зО«֊’- (х4- А-уГ-Г ^у)1*՜  < сА '|ф|,. 

։4-1
Наконец

Из (х)| -<с Нр ( У * 1(х—у)’՜1 - (х4֊А—у)’-1|/’ с/у^ ,

«֊ к 
откуда |Л։(х)|<сА "ЦфЦр.

Итак, A(x)^/fx на всех отрезках [c*-i,  а»] и очевидно выпол
няется нужная оценка для нормы. Аналогичный результат справедлив 
для отрезков (а*,  с*].  Теорема доказана.

Замечание 1. С помощью рассуждений, примененных в дока
зательстве теоремы 2.1, легко показать, что при а---- — mln ft опе-

р *>2
ратор /* + ограничен из Lp ([а, 6], р) в Й‘ ([а, 6], ?). Если же а------  >

. Р
Т° 9Т° невеРно> Действительно, пусть, например, а=0, 6=1,

р(х)=хТ՛ (1— х)т*,  а------ ^>7։, <р (х) непрерывна на [0,1] и supp ? а
Р

с (0,1). Тогда Л (хп(1֊х)т» у;+ т) =(1— х - А)т*  Д (хп J'o+ <f) + xi'X
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I
Х(Гн?)МА((1-хР)=о(А ') + 0(1) Д (1) Д((1-х)т.)^=0(Л7.) 
равномерно по х из-за второго слагаемого.

Замечание 2. (о неулучшаемости условий по 7*).  При нару

шении условий —, £=1, 2, • • •» п—1> интеграл у՜֊ может расхо.
Р

диться. Далее, если 7*<0,  к = 2,- • •, л, то функция Р (х)(/* +<р), (х) 
может оказаться неограниченной в соответствующих точках ад. Дей
ствительно, полагая <р (х)=р-։ (х), имеем при х —► а*

«*-։
Р (х)(/* + «)(х)> с |х — а*| т* С ֊> оо.

J P (ÿ) а • » •
Замечание 3. (о неулучшаемости условий теоремы при

а---- — =min 7»). Пусть, например, а = 0, 6=1, р (х) = (1—х)т, 7 =»
р *>։

= а--- —, <р = р՜1 ф • Г (а), где Ф (х)==0 при 0 х 1 — е՜1 и ф (х) =
Р

_ 1

= (1 — х) ₽|1п(1—х)|-։ при 1—е՜1 <^х<^1. Тогда при а-<1

F(x) = p(x)(J« <р)(х)> (1—х)т Г -------- -----------  =

1-е՜1

= (1 — x)T In |1п (1—х)|.
Отсюда, с учетом, что F(l) = О, получаем |/г(х) — /г(1)|^(1 — 

—хр ln|ln (1—х)|, откуда следует, что J^+ ф £՜ На_ ։_ ([0,1], р).
р

§ 4. Случаи а — 
Р

Приведем сначДла результат для случая веса на левом конце 
отрезка.

Теорема 4.1. Пусть р ~^> 1, 7 < —, 0 а . Тогда опера- 
Р՛ Р

тор Jaa-r ограничен из Lp ([а, 6], (х'—ар) в Ьч ([а, 6], (х — а)т), где 
q^piX — ар)~՝

При a<jnin (—, 7H-----) это утверждение следует из ([1], стр.
\ P Р /

581), так что при 7^-0 теорема 4.1 верна. Если же 7 <^0, то утверж
дение теоремы следует из оценки |(х—ар (/“+։р)(х)К (J“+| ?0(ÿ)|)(x) С 
Ç Lq, где 4>о (у) = (у — a)’4>(ÿ)££p (а, 6). Рассмотрим случай обще
го веса.

Теорема. 4.2. Пусть вес р (х) имеет вид (1), где 1<^р<^ —а. »
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7*<Л,  4 = 1,. -, п-1. Тогда оператор ограничен из ЬР ([а, 
Р՛

6], р) в £«([<։. 6], р1),гдеЧ=р(1^р)՜1. Р1 (*)  = П । «А «1-Т1»

7* при Т*>»------->
Р

1 1
а + в-------- при -[!,■£><*-------- •

Р Р

к=2, 3, п,

в (^>0) — произвольное число.
Доказательство. Пусть р*  (х) = |х а*|  к. Зафиксируем с*  £ 

£(а*,  а* +1), к = 1, 2, -,п—1, и покажем, что оператор /’+ ограни
чен из Ьр ([а, 6], р) в пространства ([а*,  с*],  р*),  £=1, 2,֊։։, п— 1, 
Ц([ск, а*+1],  р*+1),  к = 2, --, л—1. При к =1 это утверждение вы
текает из теоремы 4.1. Пусть к ^>2. Тогда при х£[с*-ь  с*]

(Л+4)«=( 7+ ПЛМ^-Л+У, (4.1) 

\ к) ч) * х'* ’ “ / •
0 с*֊1

Полагая <р0 (у) = Р (у) ? (у) £ ^р (а՝ для пеРвого слагаемого имеем

|рл /11< с |а*  — *Г*  Г П |у - а/1 Т( —■ - аУ-

Л «-։ (х-у)՝—
а

Отсюда при х£(а*,  с*),  А=2,---, п—1, следует, что 1р*/ ։|-С ср*  (х)Х 
ХЫр £ (а*>  с*).  Если х£(с*֊1,  а*),  й=2, ■••, п, то выберем точки
с*_1€(с*-1,  а») и тогда при х£(с*-1,  с^_։) получаем

|р. Л1 < с (ы, + Г;—) е ем, 
\ Л (у —а*-։) “ ։(х—у Г л/

Если же х £ (с;_։, а*),  то |р*  }г\ < ср*  (х) (ск_х, ак).
Перейдем к оценке _/2. Рассмотрим два случая.

1°. Пусть 7*̂>а ----—, к=2, •••, п. В случае г^(с*-1,  а*),  к =
• Р

= 2, —, п—1, применяя соотношение (15х) из [4] имеем

|/։Кс/£+_։ (|<р0| рГ1 )= с/а*  т, где <р(;£л ([с*-1,  а*],  р*),  

откуда в силу аналога теоремы 4.1 для правосторонних интегралов 
следует, что ([с*_ ։, а*],  р*).  Покажем, что Й?Л (ея_։. 4)<сЦ<Ро11р- 

Если 7Л< —, рассуждения проводятся так же, как и в предыдущем

случае. Если 7„ > —, то
Р՛
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1__ _
|Р< 7։|<с (6 —х)" У^Ь-у) Р' 1?о1)(х)

и мы оказываемся в уже рассмотренной ситуации. Далее в случае 
х£(а*,  с*),  к=2,-՛-, п—1 в силу леммы 1.1 справедливо соотношение 
/։=/;*+  Ф» где

Ф (х)=? (х)+ 8111 [ -а* /)а ?(0-л е £р ([а*,  с*],  рА).
^(х—ак) J х — /

«*-։
Отсюда вытекает, что Л€^?([а*>  с*],  р*).

2°. Пусть ---- —. Если х£(с*-ь  а*),  £=2, п, то
Р

|р*  ЛК ср*  (х) (Д_1+ (ак—уГ1к 1?о|) (х) <

е*֊1
+ (Ус*_1  |«Ро1) (х)^ — с (Л1 + ,/и) .

Очевидно Л։€^? (с*-ь  а*)-  Оценим _/21. ’При /т*|  > 1 получаем 
ЛК ср*  (х)(У^1+ 1<Ро1)(х)< с ЦТоЬ Р*  (х) 6 (с*-1,  а*).  При |т*|<1  вос
пользуемся неравенством

■ х- - -
(г+А)х— гх< 6г ’ Л՛, 0<г<г-ЬЛ, 0<Х< 0 <1.

4+17*1  (1- ֊) «+ 31*1  »*+17*1  (I-,1)
Имеем /«КСа*—х) (Л*֊1+ |?о1)(х)< с Ыр (а* — х) £
£1.д(ск-\, а*),  так как при б достаточно близких к единице (|7*|  (|т*Ц-  
+ в)՜1 01) справедливы неравенства

, 11*| \ 1 й , • I Л 1 \ \ 1“ + ֊ > —, й* + 11*1  (1---- -- ) > а--------
б р \ о / р

Наконец, если х^(а*,  с*),  А=2,-՛-, п — 1, то 

!р* < с
е*֊1 а*

(х— а*)8* |<р0 (у)|
|у — а*|т* (х — у)1՜“

dy = Aг + Ая.

При Iк < а — ֊ имеем Аг < ср*  (х)(Д2* + 1?о (^)1)(а*)  < с Ыр р*  (х) С

1 ։*“Т р՜ + г
^£,(а*.  с*).  Если 7*  = а------ , то/^ССх— а*)  (/«*-։+  ]?0|) (а*)<

Р
’* - 5՜

•< с Ц^оРр (х— а*)  £ Ьд (а*,  с*).  Для А2 получаем
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А. < с ( (։=»)",|То (^7 Чу е 4. («.«)).
3 \у—ли (х — у)
»4

в силу теоремы 4.1. Теорема доказана.
Замечание 1. Отметим, что если •(*<«  то в теореме 4.2 

нельзя полагать 8*  = Т*.  Возьмем, например, <р (*)=?  1 (х). Тогда, при 
х € (с*-ь  о*)

Р(х)(/;+ р-’)(х)>ср*(х)  Г <*- ’•в*>
•О к*  У / 
а

и, следовательно, теорема неверна.
Замечание 2. В случае 7*0 ------ для какого-либо к=2, 3,• • •

Р
п поведение интеграла У“+ ? в окрестности точки а*  можно опи

сать точнее:

где /(х)^£?(|х—а4|т*),  ео = О при %*<  а— — и е0 как угодно малое по- 
Р

1 ложительное число при 7*=а --------
Р

Ростовский государственный
университет Поступила 10.VIII.1981

Ն. Կ. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆՑ, (Լ Ս. ՌՈԻՐԻՆ. Կոտորակային ինտեգրման օպերատորների մասին 
կշւավ տարածություններում (ամփոփում)

Հոդվածում ընդհանրացվում են Հարդի-Լիտլվուդի հայտնի թեորեմները կոտորակային ին
տեգրման օպերատորների սահմանափակության վերաբերյալ Լր{(1է 1))-ում Լը ({օ, ե), թ) կչը- 
էլային տարածությունների դեպքի համար,

Ո

1*0  <+ Р (х)= П |х — а*| т*,  — ОО <а = а1<- • •<ап = Ь<оо. 
ե—1

Դիտարկված են (Լ ■ 4 տ Հ դեպքերը։ Ուսումնասիրված են 3, ք և պարամետրերի
Բ բ

վրա դրված սահմանափակումները և ցույց է տրված որ նրանց լավացնել հնարավոր չէ։

N. K. KARAPETIANTS, B. S. RUBIN. On the fractional Integration operators 
in weight spaces (summary)

In the paper the well-known Hardy — Littlevrood theorems devoted to the 
boundedness of fractional integration operators in Lp -spaces are generalized for the 
weight spaces Lp([a, 6], p)։ where

n
1 O<oo, P (x) = n lx — a*| T*,  — oo<a = al<-••<a„= 6<co.

4-1
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1 1
The case» ։ >■---- and a< — are considered. The authors investigate the res-

P P
trictions on the parameters a, p, and show that they can not be improved.
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В. М. МАРТИРОСЯННОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ М. М, ДЖРБАШЯНА О ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОБЩИХКЛАССОВ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА
Введение0.1 (а) В своей работе [1] М. М. Джрбашян заложил основы большого цикла исследований по теории гармонического анализа в собственно комплексной области. Он построил стройный аппарат интегральных преобразований в классах на произвольной конечной системе лучей, исходящих из начала координат, ассоциированных с функциями е* и Ег (г; р), где

Ег(г; |х)=У ------—----- (?> — > — <Р< )Р Д Г(М֊п/р) V 2 2 2 Р /—целая функция типа Миттаг—Леффлера порядка р и типа 1. Полученные до 1965 г. результаты в этом направлении были подытожены в его монографии [2].Эти исследования по гармоническому анализу позволили ему установить результаты завершенного характера о представлении целых функций, квадрат модуля которых интегрируем с весом [г|“ (—1<СШ?О) по лучам, исходящим из одной точки комплексной плоскости. Был получен ряд теорем о параметрическом представлении широких классов целых функций конечного порядка р >1/2 и нормального типа а. Эти теоремы М. М. Джрбашяна явились существенно новыми и глубокими аналогами классической теоремы Винера-Пэли [3] о параметрическом представлении класса № (а) целых функций экспоненциального типа <:<։ из £։(— со, 4֊ со).Чтобы сформулировать установленную им общую теорему, введем необходимые обозначения и определения.(б) Пусть р>1/2—произвольное, но фиксированное число, а [2р]— целая часть числа 2р. Будем предполагать, что целое число * — * (р)>0 удовлетворяет условию«>[2р]֊1. (0.1)Пусть, далее, совокупность чисел {&0,- ■ •, $»+1} удовлетворяет следующим условиям:— <&0<-••<$«< п < а.г+1 ==$о+2*, (0.2)шах {»*+,-аА}=— . (0.3)
0<*<х л ' '



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 45Из этой совокупности чисел образуем последовательность пар {(&0. (0«,»х+1)). (0.4)Затем, сохраняя порядок их взаимного следования, выделим из (0.4) все те пары ((&/•*> для которых выполняется равенство&,а+։-^= — (А=0,--, ЛГ<х). (0.5)
РПри этом, если то оставшиеся после этого пары из (0.4) обозначим через (0,4, &1А-ц)(£=1,-• <7 = *—К)> опять сохраняя поря՜ док их взаимного следования. Таким образом, для таких пар»,*+։ -Ч<у (*=1,•••»*-*).. (0.6)Обозначим еще = (аГА + &Г4+։) (А: = 0,..., ТУ). (0.7)С последовательностью &»+1} ассоциируем класс Л? ({&*}’

{о*}) целых функций / (г) порядка р (1/2 ֊•< р < + °°) и типа (0 -С 
а < 4֊ оо), таких, что индикатрисаА («р; /) = 1ог1/<г^1 (0.8)г-+- гр ■удовлетворяет оценкамА(-е*;/)<’* (0<в*<в; л = 0,-.-,Л0- (0.9)Наконец, обозначим через !₽<₽>(□»; (&.»}; (3*))(—1<СШ <3) (см- [2]> стр. 365) класс тех функций / (г) С Аф ((М; {°*}), которые удовлетворяют условиям +“У I/ (*е“'в*)|։ Г л < + оо (А =0, ■ • •, х). (0.10)оСледующая общая теорема содержит в себе вышеуказанную теорему Винера—Пэли (см. [4, 1, 5, 2]) в случае, когда р = 1, <в=0 8в=0, &х = к.Теорема 0.1 (М. М. Джрбашян [2]) Класс (ш; {&*); {я*} 

совпадает с множеством функций / (г), допускающих представ
ление 

и р* ../(я) =2 Е р (е'в* ят’/Р; и) (г) (0.11)огде Р=и Ф*(х)€^-։(0> '’*)(£ = 0,- • •, К). Функции ф* (т) = 2р= 0,единственным образом почти всюду определяются из 
формул
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• , -I —Р. • i 5-F 1 ~
֊{в Ф,*+։(֊’-)-е Фг* (<) —**(’)-

_ 1<Р* (х), ' k (0, ол). ^ = 0 .. ,։ л/),I 0, *6(3*» + œ)>где почти всюду на полуоси (0, + œ)+ •*ф. (-Л = -L — С —— —1/ (в՜'®* fl") F՜' dt (Z: = 0,- • -, *)• /2к J — И

(0.12)

(0.13)
(в) . При установлении этой теоремы важную роль играют обобщенные преобразования Бореля, общая теория которых развита в гл. VI монографии [2]. Напомним (см. [2], стр. 323—324), что для произвольной целой функции / (г) роста (р; г) (т. е. порядка р р, либо порядка р = р и типа а а) ее обобщенное преобразование Бореля задается разложением*.»&/) = %֊ (Кер>0), . (0.14)

*-0где Ьк (н) определяются из представления функции / (г) рядом Тей-лора, записанного в виде
- ь к (Ю zkДг(И + А/р) (0.15)При этом справедливы следующие утверждения (см. [2], стр. 323—324): ’1) Если р = р (тогда, очевидно, а а), то функция р (С; /) голоморфна в области |С| а1/р и имеет хотя бы одну особую точку на окружности |С| = о1/р.2) Если р < р, то функция g(., |х (С; /) голоморфна на всей плоскости С, кроме точки С = 0.(г) Опишем в общих чертах предложенный М. М. Джрбашяном метод установления представления (0.11)—(0.13).С функцией /(z)£ (ш; [&*); (аА)) ассоциируется ее обобщенное преобразование Бореля gf, р (С; /) и доказывается, что все особенности этой функции лежат на системе отрезков Z* = {(: Arg С=6*, 0 -С <КК<’1/Р) (к=0, •••, N). Затем строится специальное семейство замкнутых жордановых кривых Гр (v; Æ) (v^>0, с), содержащих внутрисебя систему отрезков [Z*J^ и при v —»0 стягивающихся к этой системе. Далее, на основании общих свойств обобщенного преобразования Бореля функция /(z) представляется в виде '

/ (2) = п г f (^> н) gt, р. (С; /) Л, z £ С.
Гр (*;/?)



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 47Наконец, в этой формуле совершается предельный переход при v-»4-0 что приводит к формуле представления (0.11) и к формулам обращения (0.12)-(0.13).(д) Анализ доказательства теоремы 0.1 показывает, (см. [2], гл. VJ), что этот же метод можно применить и доказать формулы представления (0.11)—(0.13) для функций из более общих классов ^.7 ((в*н {**))» где 2, —1<^ (о < р—1. Это класс тех функций f (z) 6 ({'1*); {’*}), которые вместо (0.10) удовлетворяют условиям
+■»J |/(/e"'։*)|',f л<4- ОО (Л=0,..., х). (0.16)оТаким образом, справедливаТеорема 0.1'. Каждая функция / (z) £ ({$*}; [’*)) допус-/ппч 14-<о+(р—1) р,кает представление (0.11), где р= ---------------------- , а функции

Р?(т)££? (0, ak)(k = 0,- • •, N), 1/р4-1/?=1, почти всюду определя
ются из формул (0.12)—(0.13).Именно описанным выше методом М. М. Джрбашяном и И. О. Хачатряном были установлены (но не опубликованы) специальные типичные случаи сформулированной теоремы. А. Е. Аветисяном было дано для них другое доказательство (см. [6], теоремы 3.1 и 3.2), опирающееся на использовании интегральных представлений классов 
Н“р [А], аналитических в угловых областях, и свойств обобщенного преобразования Бореля.Отметим, что теорема 0.1' содержит в себе установленную независимо М. Планшерелем и Г. Пойа [7] и Р. П. Боасом [8] теорему типа Винера—Пэли для классов целых функций экспоненциального типа <о из Lp (—со, + со) (1<р<2).0.2 (а) В данной работе предлагается новый подход к установлению теоремы 0.1', основанный на редуцировании задачи представления функций из классов ({&*]; {”*}) к исследованию интегралов типа Коши. Кратко это можно описать следующим образом.Пусть р>1/2 (тогда х>1) иА* = [z: — &.+1 < Arg z < — 0 < |z| со} (л=0, • • •, х)— угловая область раствора 0*+։ — в* •< я/р, а Ajt = C\A*—дополнительная к At угловая область. Обозначим через dA* пробегаемую в положительном направлении границу области А*.Для функции / (z) £ ^'“ ({$*}; {”*}) устанавливается сначала, что почти всюду на объединении системы лучей ArgC= — ö* (Л=0,- • •, х) она представима в виде/(Q=F0(C)4-.- + F։(C), (0.17)где (С)— некасательные граничные значения на dA* интеграла типа Коши



48 В. М. МартиросянГд(г)=А[’ /R л, лб д;(*=о,• ••,*). (0.18)2«/ ,) С — г 
дь'кЗатем на основании формулы М. М. Джрбашяна представления ядра Коши (см. [2], стр. 149) и общих свойств обобщенного преобразования Бореля ([2]» теорема 6.5) устанавливаются следующие свойства интегралов типа Коши (0.18). Когда (г) соответствует паре вида (&,А, »,,+։), Г*(я)=0; если же (я) соответствует паре вида (&Гд, $гл+1 ), то она представима в виде»*

Ек (г)= 1' Ег (е"* гтЧ- Н) <Р* (т) ^-1 (* = °< ' ■> (°-19)
Огде функции <р* (т) £ Ед (0, о*)(Л=0, • • •, А) определяются из формул (0.12)—(0.13) (см. теорему 3.1). Подстановка значений функций Гк (г) в (0.17) приводит к формулам (0.11)—(0.13), когда р >1/2. Случай р!=1/2 легко сводится к случаю р=1.(б) Данная работа состоит из трех параграфов.§ 1 носит предварительный характер. Здесь приведены некоторые известные результаты о функциях из классов Нр в полуплоскости и из классов Н'“ [△], где Д — угловая область с вершиной в начале координат.я;[д] (1<Р< + от, —1 < ш < р—1)—это класс голоморфных в А функций Г (я), удовлетворяющих условиюгр"|Г; Д|р. <■> = эир )/• (ге/*)|р г» <1г\ < + со, (0.20)

Г(?)сди )огде Г (<?)—это луч Аг£С = <р.Отметим, что классы //“ [Л] были введены М. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном и ими были установлены параметрические представления этих классов [9] (см. также [2], гл. VII). Классы /7“ [Д] (1<^ <С/’<+ос» ——1) были рассмотрены автором в связи с вопросами полноты и базисности некоторых биортогональных систем, описания их замыканий, а также задачи кратной интерполяции в этих классах [10]. А. Е. Аветисяном [6] установлены интегральные представления классов Я;[Д](1<р<2, — 1<ш<р— 1) и даны их приложения к распространению интегральных преобразований М. М. Джрбашяна в классах 2.“ (1<^р 2, ——1) на системе лучей.В § 2 рассматриваются весьма общие классы функций, заданных на множествах М, состоящих из конечного числа лучей и угловых областей с общей вершиной в начале координат. При этом предполагается, что всевозможные попарные пересечения замыканий угловых областей и лучей, компонент множества М, содержат единственную точку я =0.На таком множестве М определяется класс [Л/] (1<р<+со, — 1<ш<р — 1). Этот класс состоит из функций / (я), голоморфных



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяиа 49тг՜*՜■- ---- ----- - ~ -----------И.И.-Д.Ж1.-— ■ ■ — . -------- •— ----------—в углах-компонентах множества М, измеримых на его лучах-компонентах и таких, что
(Г . 1 Чр

[/” М1» «, = зир Н \Г(ге‘7)\р гш </г I 4֊ оо. (0.21)
Г(?)=.и и ]оИз определения множества М следует, что С\Л/ состоит из конечного числа угловых областей Д*(Л = 0, • ••,*). Угловую область С\Д* обозначим через Д*. Основной результат параграфа—это теорема 2.2, которая является теоремой типа М. Рисса о проектировании из Ьр в Нр (см., напр., [11], стр. 215). В ней устанавливается, что 

пространство Н" [Л/] (1*\р + °°»—1<Сш<Ср— 1) является
прямой, суммой своих замкнутых подпространств Н™ [Д*] (&=0, • • • 
• ••,*). При этом для каждой функции /(г)(гН“[М\ ее проекция 
Рк(г} на. подпространство Н“ [Д*] (£=0, • • •, х) представима в ви
де (0.18).Отметим, что классы вида [Л4] впервые были рассмотрены М. М. Джрбашяном и им были установлены параметрические представления этих классов (см. [2], гл. VII). Интегральные представления классов Н“ [Л?] (1<СР -С2, —1<ш <^Р—1) были установлены А. Е. Аветисяном [6].Заключительный § 3 данной работы посвящен доказательству теоремы 0.1'.Приношу глубокую благодарность академику АН Армянской ССР . М. М. Джрбашяну за полезные обсуждения работы и моральную поддержку в период работы над ней.

§ 1. Необходимые сведения о функциях ив классовЬ';[Д (а; 0)]1.1 (а). Важные приложения классической теоремы М. Рисса о проектировании из Ьр в Нр привели к установлению различных ее обобщений. Приведем одно из них, фактически установленное в монографии Е. Титчмарша [12] (стр. 176).Обозначим через НР = НР [1т г > 0] (0 р + оо) известный (см., напр., [11], гл. VIII) класс функций Е, голоморфных в полуплоскости 1т я^>0 и таких, что
4-001Я/» = 5ир | ( |Г(х+ф)|',«/х I <+°о. (1.1)

0<у<+- I J ]Аналогично определяется класс Нр [1т г <0]. СправедливаТеорема 1.1 (Е. Титчмарш [12]). Пусть /£ЬР (— со, +°о), где 1<С Р + °°> и 1 7/(х) (я), 1т я>0,2«! 3 х—г [Л՜։ (я), 1тя<^0.
4—1359
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Тогда /<+>£//, [1т я >0] и Р'֊^НР [1т ж<0], причем|Л<+^ < Ар 0/Ь, |Л-|р < АР п/ь, 
где >4р£(0, 4՜ °°) зависит только от р.(б) Наряду с классом Нр = Нр [1т я>0] рассмотрим класс 
Н" (0<р<- 4- 0°) функций Е, голоморфных в полуплоскости 1т г > О и удовлетворяющих условиюЛ" I1*[/Т = зир<Н |Г(ге'*)|' I <4֊оо. (1.2)

. р 0<?<к | )оМ. М. Джрбашяном и А. Е. Аветисяном впервые было установлено, что //»=//; [9] (см. также [2], гл. VII). В общем случае справедливо следующее утверждение, которое в одну сторону было доказано С. А. Акопяном [13], а в другую—А. М. Седлецким [14].Теорема 1.2 ([9, 13, 14]). Для любого р£(0, +°°) имеют ме
сто следующие утверждения-.1°. Нр — Н'р-,2’. 2-’"| /ъ < или; <цп, (¥л 6 нР).1.2 (а) Чтобы определить более общие классы функций введем обозначения. Для значений параметров 1/2-<а< 4֊ со, —«э<0<4-°° обозначим черезА (»; 0) = [г: |Arg z - D| < «/2а, 0 < |z|< 4֊ «),Д* (а; 0) = |z: «/2а < |Arg г — &| С Г՝> 0<|г|< 4՜°°]взаимно-дополнительные угловые области на конечной комплексной плоскости С. Отметим при этом, что при а =1/2 Д (а; &)—это плоскость, разрезанная вдоль луча Д* (1/2; &)=[ге/В: г!>0].Через <?Д (а; 0) (соответственно <?Д* (а; 0)) будем обозначать границу области Д (а; 0) (области Д* (а; &)), пробегаемую в положительном относительно этой области направлении.Наконец, обозначим через £“ (<?Д (а; &)), 1<Ср <4՜°°, —1<^ш< 
< р —1, класс измеримых на 0Д (а; I}) функций Л, таких, что

ЦГ; <?Д (а; &)Ь, „ =

0F;

р . 1 ЧрI |Л(С)И|С|“|Л|| <4-00. (1.3)
дА («; »)(б) Полагая теперь 1<р<-|՜03, —1<ш<р—1» обозначим через Нр [Д (а; 0)] класс функций Е, голоморфных в области Д (а; 0) и удовлетворяющих условию
' С ) 1/р1/г(ге/т)|-’ г“ Фг I. < 4- оо. (1.4)

Классы Нр [Д (а; &)] являются естественными обобщениями классов Нр (см. теорему 2) и поэтому обладают многими свойствами, присущими им. Приведем формулировки некоторых из них, которые потребуются нам при дальнейшем изложении.Теорема 1.3 ([2, 10]). Для любой функции Е£Нр [Ь (а- &)], 
где 1<р<4-°°> 1<ш<р—1, справедливы следующие утверждения՝.



Новое доказательство теоремы -М. М. Джрбашяна 511°. Почти всюду на д& (а; &) функция F имеет некасательные 
граничные значения F(r,), причем F (С) 6 7-“ (^А (а! $)) “

lim I |F(rez'?) — F (ге‘ )|₽ г“ dr = 0;
а**4- — J
* - 2։ 0

2°. Имеет место интегральная формула1 Г FG) f7(z), z^(a; &);
2tti J С — z 10, z £ А* (а; &);

дд («; 1>)3G. Для любого ф0 (0< ч>0 < к/2а)max (|Л (ге,?)|]=о (г Р ) при г-* -J-0, г—►+ со. |9— 8|< ?։В силу утверждения 1° этой теоремы в /7“ [А (а; 0)] можно ввести норму также равенством (1.3), где F (С)—граничная функция функции F^H^[6 (а, &)]. Известно [10], что /7™ [А (а; 0)] с нормой (1.4) (или с нормой (1-3)) является банаховым пространством и спра
ведливы неравенства2֊’/р{7; дЬ (а; &)|р,т<|Г; А (а; &)|р,в<||Г; <?Д (а; &)|р.ш- (1.5)

§ 2. Теоремы о проектировании2.1 (а) В этом параграфе будут установлены обобщения теоремы 1.1 Е. Титчмарша. Чтобы сформулировать первое из них, введем обозначения.Условимся сначала всюду в этом параграфе полагать, что р и ш — произвольные фиксированные параметры, изменяющиеся в пределах 1<Р<+°°> -1<®<Р֊1. (2.1)Пусть, далее,Г (»)= [С = ге'°: 0 <г< + со] (—со <&<-(-оо) (2.2)— луч, пробегаемый в направлении возрастания |С|.Обозначим через 7.“ (Г (&)) класс функций /, измеримых на Г (&) и удовлетворяющих условию + -
И) |/(re'e)pr“rfr} < + <ю. (2.3)оУдобно также класс 7.“ (Г՝ (0)) обозначить через 7," (0, + со).Следующее утверждение является одним из обобщений теоремы 1.1.Лемма 2.1 ([10]). Если /€7.“(Г(&)), то интеграл типа Коши



52 В. М. МартиросянF(z)= — С Жй, г€С\Г(»), (2.4)2iw J С —Z Г (в)
обладает следующими свойствами-.

1°. /' голоморфна в области С\Г (9) и справедливо неравен
ство < Г՞ 1 Чрsup |F(re'’)|'r“-</r I < А Г (0)U n, (2.5)8<т<в + 2х1 J Jо
։де А=А (р, ш)£(0, 4՜ °°) зависит исключительно от р и от ш;2°. Функция / почти всюду на Г (Й) имеет некасательные 
-граничные значения Р^ (С) и Р<+> (С) соответственно слева и справа 
от луча Г (в), причем Р^^Ь” (Г (9)) и/(С)=/7(~։ (С) —/;(+> (ч) почти всюду на Г (0). (2.6)Доказательство этой леммы краткое, и мы считаем нелишним •привести его здесь.Без ограничения общности можем считать 9 =0.Итак, пусть /££“ (0, 4՜ со) иГ(г)=-^-[՝ ^бх, г£С\[0, +оо). (2.4')

2^1 J х—гоИз абсолютной и равномерной сходимости этого интеграла следует голоморфность Р в С\[0, 4- со).Далее, для каждого ср £ (0, к) II («, 2՞), положивД, (г; г - х) = |г֊х| [2к/ (х-ге'?)]֊1,определим оператор Т? следующим образом:-Ь*°И? ЯН'՜)՜- [ (7/? (г; г — х)/|г — х|) § (х) бх, г>0. (2.7)о"Пусть теперь у£.Ьр (0, 4՜ °°). Тогда для интеграла типа Коши
С Ы- —С՜ IС<+' <2>’ 1ш 2 > »■2"/ 3 х—г 1 (7( (г), 1т г<^0,она основании теорем 1.1 и 1.2 можем утверждать, что С(+>(г)£Н‘, 

<7<_) (— г) £ РГр, причемкс(+) (^)в;< Ар Ид,(0. +-), Ар Ид,(0, +.)..Легко видеть, что эти неравенства можно записать в видеч՜**Л }՛"<», +.„ о



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 53и поскольку [ Т-. #] (г)= С (ге'9), то для любого «р £ (0, я) и (я, 2я)1Л 81ср (о, ч -) •< Ар ^р (о. +-), g^Lp(0, 4֊ се).Значит, —ограниченный оператор в Д, (0, + оо). Кроме того, [Л7- (г; г — х)«1/2я. Следовательно, в силу одного результата И. Стейна [15], для любой измеримой функции # и для любого <рС(О, я)(] II (я, 2я) будем иметьЙ Л £] (г) г-"Ц, (0. + ,, < А (х) х“<, (0, + .), (2.8)причем А=А (р, ш)е(0, 4֊ оо) зависит исключительно от р и ш. В частности, для функции ^(х)=/(х) ввиду определений (2.4') и (2.7) функции Г и оператора имеет место равенство [ 7՞,,/] (г)^/• (ге'9). В этом случае неравенство (2.8) принимает вид
+ *•{ Г(ге'?)|'> г” с/г У" < А |/; Г (О)^, <? 6 (0, к) и (я, 2я). (2.8')оПоскольку отсюда следует Т7^//“ [1т х 0], то в силу теоремы 1.3 (1°) неравенство (2.8') верно и при <р = я, то есть утверждение 1° леммы доказано.Далее, поскольку Т7^ [1т х ^>0] и 7 £ Н'р [1т х 0] (в силу(2.8')), то из теоремы 1.3 (1՞) следует существование у Г некасательных граничных значений 7(+) (х) и (х) соответственно сверху и снизу от полуоси (0, + со), причем /^±>^£“(0, + со). Наконец, (2.6) вытекает из известных результатов об интегралах типа Коши (см., напр., [16], стр. 416).(б) Пусть теперь х>1 и совокупность чисел [&*)5+։ такова, что— тс<С^о<С՛ * ՛ »о +2К-

С этой совокупностью ассоциируем множествоГ=Ц Г(&*), 
к-0состоящее из совокупности х+1 лучей, исходящих из точки С = 0. Очевидно, что Г разбивает плоскость С на х-|-1 угловых областей Д* (0 -С к <՜ х) с общей вершиной в начале координат, где

Д*={х: &*<Агдх<&дл, 0<|х|<4֊со).Обозначим через :£“ (Г) класс функций /, измеримых на Г и удовлетворяющих условию
{։ V" ) УР

2 |/(ге"Тг-<И < + ■»• (2.9)
к-0 ,} .)и.В качестве непосредственного следствия из леммы 1.1 получаем следующую теорему о расщеплении функций из класса £“ (Г).



54 В. М. МартиросянТеорема 2.1. Для каждой функции /££“(Г) существует 
единственный набор функций Гк 6 Н“р [А*] (0 к х) таких, что 
почти всюду/(С)=Л+1(С)-Л (С); С^Г(»*)(О<Л<х), Л+։=Г0. (2.10}

При этомг*(2)=А_Г2<й Л,гСА*(О<Л<х), (2.11)2г/ 1 С-2
и справедливы неравенства|Г*; < в ||/й £в(Г) (о < к < х), (2.12)

р

где В — В(р, о>) £(0, + °°) зависит исключительно от р и ш.Доказательство. Равенства (2.10) и неравенства (2.12) вытекают сразу из (2.11) и леммы 1.1. Поэтому нужно доказать только единственность набора функций Гк £ Нр [А*] (0-С к -С*), удовлетворяющих (2.10).Предположим, что набор функций Р‘к £ Нр [А*] (0 -С к х) также удовлетворяет (2.10). В таком случае будем иметь
Вк (С)-г;(о-л+1 (0-г;+։ (О, Г^Г (о*); (2.13)(0<Л<х), =Определим в С\Г функцию 6 (г) следующим образом: 

С(г}=Рк <х).В силу (2.13) граничные значения С на лучах Г (&*) слева и справа совпадают, так что можно считать С заданной на всей плоскости С, причем Нар [Л*] (0 -< к -•> х). Следовательно, по теореме 1.3 для всех к (0<^ к х) можем написать1 Г С (С) </!֊_ (6 (х). х С а»;
2«։ 3 С —г |0, 2^Д’ = С\А4.

Положив Г (0։+1) = Г (0о), отсюда заключаем, что
С(-') =

= 2_у( [ [• що
2«г 3 С-2 3 С-2

Г №) г (»А+1>при 2 £ С / Г, и, следовательно,
В к («) Г,, (2), 2 € Ах. (0< к < х)'.Теорема доказана.Отметим, что при р =2 утверждение этой теоремы (без формул (2.11) и неравенств (2.12)) было установлено А. Е. Аветисяном [17] 



Д (а; 0) =

Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 55на основании теории интегральных преобразований М. М. Джрбашяна.Отметим также, что в случае Г =(— оо, 4֊ оо) и ш = 0 эта теорема переходит в теорему 1.1 Е. Титчмарша.2 .2 (а) В этом пункте мы будем рассматривать весьма общие классы функций, определенных на множествах комплексной плоскости, состоящих из конечного числа лучей и угловых областей, замыкания которых содержат лишь одну общую точку z=0. Чтобы определить эти классы, следуя М. М. Джрбашяну (см. [2], гл. VII), введем необходимые обозначения.Для любых а (1/2<2 а < 4՜ °°) и 0 (— оо 8 < 4֊ оо) множество точек Д (а; 8) комплексной плоскости определим следующим образом:|Arg z — 8| < к/2а, при 1/2< а < 4- оо;Argz = 0, при а=4-со՛Всюду в этом пункте будем предполагать, что целое число х >1 и совокупности чисел8 = {&*};+>: ֊ к < 80< • • < 8. < к < 8х+1 = »о +2«, (2-15)а = {ajj+h 1/2 < Ч < 4֊ <х» (0< к < х), ах+1 = а0, (2.16)таковы, что всевозможные пересечения Д (а*,; 8*,) Л Д («л,5 84J (кх =/= kt) замкнутых множеств Д (а*; 8*)(0-С к х) содержат лишь единственную точку—начало координат. Нетрудно проверить, что это условие эквивалентно следующей цепочке неравенств:&*+1 ֊ > 4 (— + —(0<*<х). (2.17)
2 \ «fc+J “4 /Очевидно также, что при 1/2<^ а* 4՜ °° △ (а*; является угловой областью раствора и луч Г (8*) является ее биссектрисой, а если 34 = 4՜ 00> то Д (а*; &*) совпадает с лучом Г (8*).В принятых нами условиях рассмотрим на плоскости С точечное множество Äf=Äf(a;8)=U Д(а*;8*), (2.18)4—окомпонентами которого служат лучи, исходящие из начала координат (если среди а* имеются равные 4՜°°) и угловые области с вершиной в точке 2 =0 (если среди а* имеются отличные от 4՜00)- Замыкание этого множества

М= М[а- 8] = и Д (а*; 8*) (2.19)
4—0состоит из совокупности {Д(«4;'&4)’)5 лучей и замкнутых угловых областей, пересечение которых по условию содержит единственную точку—начало координат. Дополнение замкнутого множества М{а; 8}, оче" видно, состоит из угловых областей вида



56 В. М. МартиросянД*=Д(р*; 6*) = {г:|Аггг-е*|<^֊. 0< |г| < + <х>| (0<Л<х), (2.20)
-«<%<• • • <Л < *> 1/2<Р* < + оо, (2.21)и, кроме того X ('-+—) =2- (2-22)

4=0 \а4 Р4 /Простой подсчет показывает также, что *6*= —Мл+&*+։+ — (------------ Н’2 < 2 '** а*+։ (0<Л<х) (2.23)— = &*+1 — --- -  (---- 1- *—} •
рк 2 \«4 “4+1 /Обозначим через △" » Д* (р*-; 6*) дополнение к замкнутой угловой области Д*.Учитывая эти обозначения и полагая, как и раньше, 1<Ср<С+°°» — — 1, обозначим через 77“ [Л/ (я; 0)] = 77“ [7И] класс функций 7, определенных на множестве М {а; 0} и удовлетворяющих условиям:а) если я* =/= + оо, то Г голоморфна в Д (я4; &*) изир ( [* |7 (ге,։₽)|₽ г“ </г1< 4- оо;

б) если Я4=-}֊ оо, то Е измерима на луче Г (&*) = А (яА; 0*) и +- |7 (ге/9*)|р г" с!г со.оВ 77“ [7И] введем норму равенством
("о" ) 1/р

117; Л7|1р, ш = вир I |7’(ге'?)|р гт <1г\ (2.24)
Г(Т)&и и |

ои заметим, что с такой, нормой Н'° [М] является банаховым про
странством.Действительно, при я* =/> Ц- оо функция Г в области Д (я*; &*) принадлежит пространству 77“ [Д (яд; &*)], а при а* = -|-оо — пространству (Г (0*)). Из полноты этих пространств и следует полнота 77“ [7И].(б) Убедимся, что 77“ [Д*] (0-С & х) можно рассматривать как 
замкнутое подпространство пространства 77“ [7И].В самом деле, каждая функция 7ч 77“ [Д^] полностью определяется своими значениями на ^Д’ (см. теорему 1.3). Отсюда и из включений ^Д*с 7ИСД* заключаем, что можно восстановить по ее зна- 



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 57чеииям на М. И поскольку по значениям 7* на М определяются ее значения на М, то эта функция полностью определяется ее сужением на М. Сформулированное выше утверждение следует из этого замечания и из равенств|Г*; АД,..=|Г*; М|л« (0< к < х). (2.25)Эти равенства—следствие включений Д(- и одного результата С. А. Акопяна [13].Следующая теорема представляет собой другое обобщение теоремы 1.1 Е. Титчмарша.Теорема 2.2. Пространство Н? [Л/] является прямой, сум
мой своих замкнутых подпространств И'“ [А*] (0 < к С х). Именно, 
для каждой функции Р^Н“[М] существует, единственный набор 
функций Ек С Н'° [А;] (ОС к С х) таких, что

Е(г) = % Гк(г),г£М, (2.26)
и каждая сумма такого вида принадлежит Н“ [М].

При этом функции Ек определяются из формул

Е, (2) 1 [ А® л, г 6 л; (0 < 4 <«), (2.27)
2”'«;

и справедливы неравенства

՝Е-, ш < (х ֊|-1) паах {|/ч; Д1, < В Ц/7; М^,. ш> (2.28)
где В=В(р, ш) £ (0, 4* оо) зависит исключительно от р и Доказательство. Разобьем множество индексов (Л)5 на два непересекающихся подмножества= {£: а* =Д -|֊ со), /* = {к: а*= + со}.Для каждого к^]г рассмотрим пару интегралов типа КошиП4,(*)=֊7 (* ֊֊^, гбс\г(Ч±-^у (2.29)

2*1 3 С — я \ 2ак /
Г(&*±«.'2«А)Поскольку для значений к^]х сужение Е на Д (а*; &л) принадлежит Н;[Д (а*; 0>)]> то из (2.29), на основании теоремы 1.3, будем иметь

՝>■<-> (г)— = П₽И4 * I о , при яСд*(»а;»*)-Следовательно 2 (^֊,(я)-Т(+)(г)} =



58 В- М. Мартиросян'/■ (г), при г£ и Л («*5 $*)5= (2.30>о, при г 6 и а («*; М = и г (°‘)-
*6/’ *6<Далее, для каждого значания к £ рассмотрим интеграл типа Коши фИ,)=Д [' (2.31}2к/ 1 С — г
Г(54)По лемме 1.1 Фд голоморфна в С\Г (»*■) и почти всюду на Г (!>*) имеет некасательные граничные значения (С) и Ф(д՛ > (С) соответственно слева и справа от луча Г (<>*). При этом почти всюду на г (М ф^’ (9-Фр’ (9=^ (9-Следовательно, положив (Ф*(х), я£С\Г(М, г)~ (ф^ (Д (О*).можем написать

Г (г), при 2^ 0 А («*; »*)= 0 Г (&*),
О, при 2 £ II А (а*; О*).Отсюда и из (2.30) получаем

2 (*)-П+)(г)} + 2 {'Р(г,(^)֊^)(г))=/Г(2),2ел/
*6/*и поскольку Г (&*+ п/2я*) и Г (&А+1 — к/2а*+1) = <?△’, то ввиду (2.29) и (2.31) это тождество можно записать в виде
Л = Р(х), (2.26')

едОднако, на каждом луче Г (0* + к/2а») функция Г или ее граничные значения принадлежат классу £“ (Г (&* ± п/2а*)) (см. 2.24) и теорему 1.3 (I0)), причем нормы на этих лучах не превосходят ЦР; М^,, а. Поэтому, в силу леммы 1.1, при каждом £(0<&<х) функция Ра (2) из (2.27) принадлежит /7“ [А’] и5Л; Д&.» < 2А ЦТ; ^А^.» < 2А ЦР;- М^,. ш.Отсюда и из (2.26') вытекают формулы представления (2.26) — (2.27) и второе- из неравенств (2.28). Первое из этих неравенств следует из (2.25).



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 59Далее, посколькуп д; = и д («*; <>«), о д:=л/, *-о *-ото функция Л, представимая в виде (2.26), голоморфна в областях Д (а*; 1)4), ££_/», измерима на лучах Г (&*), ^€/»1 и> следовательно, ввиду также (2.25) Г£Н“[М].Наконец, докажем единственность представления вида (2.26). Пусть Л€/7;[д;] (0<*<х) иЕ Fk (z) = 0, z^M.
*-0Тогда, в частности,Го (0= ֊ Е Г» (С), С € д^сМ. (2.32)

*-1Однако £ Н? [Дд] (1< к < х), и посколькуДо<= Л Д> 
4=1то будем также иметь Я“ [До] (1< А: <х), откуда на основании теоремы 1.3 можем написатьЕ А (С) ] / (С-2)) л=о, г е д; (2.33)

14—1 ] )

С другой стороны, так как Л'о £ Н'° [Д*], то по той же теореме 1.3 справедлива формула 1 * * * * * * В * *1 Г 4£)</!;вГв(я),^4 J С — г
^0Отсюда и из (2.33) в силу (2.32) заключаем, что Ро (г) =0, Д^.Аналогично доказывается, что Гк(г)=0, г £ Д* (1-С к С *)• Теорема доказана.Отметим, что в специальном случае, когда все а*=-|-оо [к = О, •••, х), и тогда М—это совокупность лучей, доказанная теорема была установлена ранее в работе автора [18].§ 3. Доказательство теоремы М. М. Джрбашяна3.1 (а) Докажем сначала следующее утверждение о свойствах обобщенного преобразования Лапласа, которое является распространением на значения параметра р £ (1, 2] леммы 6.2 из монографии [2].В ее формулировке и при доказательстве мы будем выбирать те ветви функций (e_,e и (е՜18 С)р, которые на луче Arg С — 0 принимаютположительные значения.
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\ен-

(3.1)
(3.2)

Лемма 3.1. Пусть 1<р<2 и — 1<«<р-1- Если функция Г(С)€ Е°р (Г (—&)), г*е (— °°. + °°) фиксировано, то ее 
ное преобразование Лапласаб (С) = Р (е֊'в С)” С֊’ X

+ • *X у г (/«-'») сП, С С д (Р5 °)>
о

«Дв 1 . . 1+ш+(р—1)р— < Р < + °°> Н= ----------------------2 РР
обладает следующими свойствами՝.Г՛, б (С) голоморфна в Ь (р; Л) и принадлежит классу Х[[д (р; »)], ме 1//»Н-1/д = 1, причем<р/2«)։/’|б; Д (р; &Ж.М1-7)<(р//27)1МИ; Г(-0)|,,.;

8 (») = е18 ш’/р-н с (е'8 ш։'р), Ие ш > 0, (3.8 )

2’. Почти всюду на границе дЬ (р; Я) области Д (р; {>) гранич
ные значения функции С представимы в виде

С (е1 (в±«йр) х։/₽) =

±1 5-н.= е е-Н»±«/2р) хн-։/р ф (± т), т£(0, + ос), (3.4)
причем почти всюду на полуоси (0, 4՜ °°)

о Г(<։'Р е-л>) сП- (3.5)
3°. Формулы (3.4) —(3.5) могут быть записаны также в виде

±1 2-р-
б (е1 <$±*/2р> г) = 1.։.т. р е е~1 г^г~1

етиРгР Г (х е~‘6) хРР՜1 бх, (З.б)

где пределы в среднем берутся по метрике £“ (1֊р) (0, 4- о°).Доказательство. Произведя под знаком интеграла (3.1) замену переменной Н = т, получим+•б (С) = (е֊'е С)м С֊։ у е֊^ Г(-’/р е-'») (3.7)ОСледовательно, вводя новую переменную ш = (е_,а С)р, С£Д(р;{Р(тогда Нец»2>0) и функции
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можем написать (3.9)
(3.10)оПри этом выбираются главные ветви функций ц?11*՜11 и ш]/₽. Отметим еще, что ввиду (3.9)

1/р

о

р^ |/г(/е-/։>)р’ Г Л՛ 

о՜

!Р
(З.П)

Подставляя в формулу (3.10) ш = х + (у и записав ее в виде
в՜'՜7 е—• о, (3.12)она основании теоремы Е. Титчмарша о преобразовании Фурье в классах (см. [12], стр. 128), получим

Отсюда, в силу (3.11)
вир

чя
е~^ |/(т)Р Л 1/Р 0.

{1 Г 1 Чя— I к (х + ?у)|» <у 2*3 ] Р_
2* 3 

оа это означает, что в полуплоскости Ке ги^>0 g £ Нч. Значит почти всюду на мнимой оси функция g имеет некасательные граничные значения g (Н) (— оо, + оо), причем
Ит g (Л)Р Л = 0

(см., напр., [11], гл. VIII). Следовательно
УВт 1 1 ^+о 3 о (3-14՜)

С другой стороны, при каждом фиксированном у£(— оо, -|-со)и при всех х^>0, ввиду (3.11),
в՜'*» —1 е~лУ—1

и на основании теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла

|р Г Л

у

— й

о
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Iim f /(,)<Л=ИГ /(,) </,. (3.15)* -■ +° J — Л J — 1՜о 0 у € (— °°. + 00)■Однако, ввиду (3.12) при любом х>0 справедлива также формула^(х + л) л = У ~—~~ е 'х/ Лт՛՝ У^^՜՜ °°։ + °°)-6 оПереходя здесь к пределу при х֊> + 0и учитывая (3.14) и (3.15), получим формулу
р "р --ку___1

я (/7) л- ------ г— / СО </■'. у € (— то. + °°)., и —
о и •и, следовательно, почти всюду

+ «а£(ф)~-г(* -—(х) у£(—°°> + °о). (3.16)
<1у.} —

ОВозвратимся теперь к функции С. Отметим сначала, что ввиду соотношения (3.8) и голоморфности £ (и>) в полуплоскости Ие то ^>0 вытекает голоморфность функции (7 (С) в Д (р; 8).Далее, в силу неравенствзир I [ \г (геи)\" 4г\ < зир / Г (х+й))’ | ՛՛о(см. теорему 1.2) и (3.13) будем иметь также неравенство 4-00( 1 С )>/? / л \ 1/р<'•'•>1’>"•} < 72т) иИз этой оценки и из соотношения (3.8) следует, что
4՜ *SUP I т՜ f |G (1՜” Г՛’ < (г (-8)4,.

и утверждение 1’ теоремы доказано. Чтобы доказать утверждение 2՝, заметим, что опять же в силу соотношения (3.8) для почти всех х€(0, + «•) /вх'7е(։-н₽)
g (+ г*т) = е С ).Поэтому согласно (3.16) для почти всех т£(0, 4՜ °°)'»±Я(։-М) 1е х'/р-н- С (е< (։»*'/։₽>-։/|>) = __1 ?________ ~/(0

<1- 3 + а и



Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 63На основании (3.9), заменив здесь / (/) на Г (/1/? е՜10) 01~1, придем к формулам (3.4)—(3.5).Наконец, докажем утверждение 3°. Производя замены переменных г = и х — Л'1*, с учетом формул (3.4) и (3.5) получим
4՜ “•I* |<7(е'<4±*™г)- о±' -I (е± р— ре е г«՜1 е*'-։Р '* Е(хе~1Л) х«՜1 с/х? г"<։՜” с/г =

О

+ - а₽= —У |ф (±4 — У е™ (?* в՜'“) ^-։ ^\" о оОтсюда и следует (3.6), так как в силу (3.9) и (3.16) и процитированной выше теоремы Е. Титчмарша ([12], стр. 128), последний интеграл стремится к нулю при а -» + со.(б) Докажем следующую лемму, которая является распространением на значения параметра р£(1, 2] леммы 7.5 из монографии [2]. Лемма 3.2. Пусть 1/2<^Р<С+°°> 1<Ср-С2 и —1< ш < р—1. 
Тогда при каждом фиксированном г£Д’(р; —9)

±1(хе'(-։±«Рр)_г)-1 =1д.т. р е е-' (-в±-=/2р) х

а
Хх«-’ уе*иР гГ Е( (е1* гг, н) г:хр֊1 </г, (3.17)

О1+ «։ +(р —1) Р е-где |л=---------------------------------- , а пределы в среднем берутся по метрике
РР

пространства (О, +«>), 1/р4֊1/д = 1.Доказательство. Справедливо следующее важное представление ядра Коши, вытекающее из общей формулы М. М. Джрбашяна ([2], стр. 149)
4՜**

-А_ = (ея С)ир г-1 у е֊/ £р (е.в г<։/,. ^-1 л> (3,18)

Окоторое после замены переменной <==г₽ можно записать в виде=^Р (е,։ С)м С֊« Г 'р £р (е'° гг\ |х) г«՜1 (3.18')ч — 2 J
оС€д(р; ֊6), (р; ֊6).С другой стороны, из асимптотических свойств функции Е^(г\ (1) следует, что



64 В. М. Мартиросян |£Р (е'։хг; н)1<М(х)/(1 4֊ И г); х£Л* (р; ֊6). г>0, (3.19)где 7И(г)^(0, 4՜ °°) не зависит от г (см. [2]. стр. 136). Следовательно, Ер (е<։ гг; р) как функция от г принадлежит классу £" (0, 4՜ со). Отсюда и из (3.18') на основании леммы 3.1 и формул (3.6) получаем (3.17). Лемма доказана.Теорема 3.1. Пусть / (г) — целая функция роста (р; о), где 1 /2 < р -|- °° и 0<о< + ~. Пусть, далее, при некотором В — 4- со) на границе дЬ* (р; — 6) области б.* (р; — 9) функция / (г) при
надлежит классу £“ (дл* (р; — 6)), где 1 р -С 2 и — 1<^и><^р —1. Тогда для интеграла типа Коши/(х) = -^- [ /(С)-хбА*(р; -в), (3.20)2к/ 4 С — гЙД։ ((,; —0)
справедливы следующие утверждения:1°. Если порядок р функции /{г) равен р, а в точке — 6 ее 
индикатриса Ь(— 0; /)< о (0 ~ а), то Р (г) аналитически про
должается на всю комплексную плоскость до целой функци роста (р; а) и допускает представление

Г(г) = Ер (е'вг։’'Р ; р) <р (т) б', (3.21)
и

еде р=----------- —-----— и <р (х)^£? (0, о) (1/р 4-1/д=1). Функция <р (")РР
гдинственным образом почти всюду определяется из формул 

-1^- 1՜ а ՝—77= [е 2 ф(-) (_ х) _ е 2 ф(+> (,)] = РР (')• "С (°> ’). (з 22) /2*Р Ь, ֊.£(□,+со),
где почти всюду на полуоси (0, 4՜ 03) + 4*ф(±) (") = —= у- [ ------—/ (*’'* е1 с֊’֊''2?։) ^р֊> Л; (3.22')

у 2т: а- J — гТо2’. Если порядок р функции р (г) меньше р, тио £(г) г= 0. Доказательство. Образуем функции(С)=р (е' <-’<«՛։?> С)м С֊։ XX у е՜^»' :)Ру ^р-1 (3.23)опринадлежащие в силу леммы 3.1 классам (р; 9 — -/2р)] и[Д (р; 0 4֊ к/2р)] соответственно, и заметим, что луч Аг£ С=9 



Gf+)(re/։)-G<֊)(re'։) =
Положим теперь +«

/“’<')=A2^։ J ои отметим, что в силу оценки

Новое доказательство теоремы М. М. Джрбашяна 65является пересечением границ угловых областей Д (р; 9 — ”/2р) и Д (р; 9 4֊к/2р). По той же лемме 3.1 на этом луче G(+) и G<~> имеют граничные функции G(±J (re,e) Ç£“(*-«> (0, 4- со), причем
е'։ G(±J (е'։ -1") = е ф(±) (± t), т Ç (0, + со), (3.24)где почти всюду на полуоси (0, 4՜ со)ф(О (:) = — [ f (filf е‘ <֊»±**>) f1֊1 dt. (3.25)

dt J — itоБолее того, формулы (3.24)—(3.25) могут быть записаны также в виде
е/։ G<±> (rez։) = l.Lni. ре гм 1 X д-+-

лх J e*,xt rf f (хе1 t-’±^P)) л*’-։ dx, (3.26)
огде пределы в среднем берутся по метрике пространства Z.“ (։-») (О, + °°).С другой стороны, в силу теоремы 6.5 из монографии [2] и определения (3.23) функций G<+> и G(—), они в угловых областях Д (р; 9 — к/2р) и Д (р; 9 -|- к/2р) соответственно совпадают с обобщенным преобразованием Бореля gf, ^(^> f) функции f (z). По той же теореме6.5 из [2], если порядок ,р функции / (z) равен р и h (— 0; f) з, то 

gf, И(С; f) голоморфна на луче rert: г > я՝/₽; а если р<^р, то gf, ДС; /) голоморфна во всей плоскости, за исключением точки С=0.Из сказанного заключаем, чтоО, r€(31/f, +*>), при р = р; (3 , О, г Ç (0, -|- то), при р < р.
(е/։ zr; jx) еп G(±’ (гел) dr (3.28)
(3.19) и принадлежности G(±> (re'։) ÇÇ£“(i-«)(0։ 4-00) эти интегралы абсолютно сходятся при г£Д* (р; -6).Следовательно, для таких zJ<*>(z)=llm /±’(z), (3.29)

где
аU) = A f н) е'։ G<±) (re'։) dr. (3.30)2«։ Jо

1359—5



66 в- М. МартиросянНо поскольку при Д* (р; —0) фиксированном Е( (е'։ р) € (О,
-|- со), то в силу (3.26) и (3.30), можем написать

• а

/։֊) (г) = Вт — С^Р (е'։ хг, р) X
'>а л^2^}и

. ±1^ В1X | ре г1*1“՜1 е*,л’ '■ / (хе' (֊•*««”) х”~։ <1х \<1г =1 о л= Вт 2_ Су (хе' <-•**»)) е'
Л-4֊- 2к/ 3 о

/ г‘ ах { ре 2 в-'(-»±«Рр>хМ-1 я Е, (ел гг-, р) г*?֊1 сЛ-| <1х,о

/±’(х)

причем перемена порядков интегрирования допустима на основании теоремы Фубини. В пределе при Л-» + со с учетом (3.29) получимук±) (г) = Пт — С / (хе'<-։±^>) е'<-»±«^’ X<։- + - 2тс/ 3 оГ 11 Г* Г }X < ре е-' (-։^«'2р) ж«֊’ е*‘хГ г( Е, (е'е гг; р) г«֊1 Л- с!х.
оНаконец, поскольку по условию теоремы У (хе1՜ (-•±«/гР) £ (0, 4֊ со),то в силу леммы 3.2 в последнем равенстве можно перейти к пределу. Придем к формулам

Х[՜ .2л/ 3 х ехр [։ (— 0 ± «/2р)]— г оСледовательно, ввиду определения (3.20) функции р (г) можем написать /Г(х) = /Ж(г)_у(-)(х), д* (р; -0).Отсюда на основании (3.27) и (3.28) получаем утверждение 2° теоремы.С другой стороны, при р = р, опять в силу (3.27) и (3.28), можем написать “։/р^ (^) = £р (е/։ хг; р) е'е {С<+> (ге'։)— С<-> (ге'։)} </г. (3.2Г) оПроизведя под знаком интеграла замену переменной гр = т и обозначив
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ч (т) = -1— е‘> (£(+) (-։/₽ е'®) — С<-> (т1'® е*®)) т’/р-л2кр։՜придем к представлению (3.21) (пока в области А* (р; —0)) и в силу (3.24) —(3.25), а также (3.27)—к формулам обращения (3.22)—(3.22').Далее, из очевидной оценки
(е'® р) Т (’) х’1՜1 СЕ( (|г|а։/®; р) ои из того факта, что £р (я °1/р; р)— целая функция порядка р и типа о (см. [2], стр. 321), заключаем, что интеграл, стоящий в правой части представления (3.21), является целой функцией роста (р; а). Следовательно, функция ? («), представимая в области Д* (р; —0) формулой (3.21), аналитически продолжается на всю плоскость до целой функции роста (р; о).Наконец, чтобы доказать единственность функции ф (т) и этим завершить доказательство теоремы, предположим, что <р (х^ДДО, а) и

аУ^р (е/в гс։/®; р) <р (т) = 0.еТогда, в частности, при г =хе1 (®+’^ будем иметь
^£р (—хт1/р; р) <р (т)т*1՜1 <Д = 0, х^>0. оПроизводя здесь замену переменной х = г* и положивФ՝ (г) = Р ГИ- ’’ г £ (0, о’"),| 0, г С (о1'®, со),можем написать +~У £р (— хг; р) ф (г) <1г = 0, X >0, опричем ЧТ (г) £££ (l՜՜’, (0, -|- сю), так как <р (,с)£Дг (0, а). Отсюда, воспользовавшись формулой

+--1—= рЯм-1 Г е-^Рх® £р (_ хг- и) хм>-։ ах {R >0, г > 0),1? 4“Г лкоторая вытекает из (3.18՜) при С = £е՜'® и г = ге1 (_®+ж), и на основании теоремы Фубини, мёняя порядки интегрирования, получим
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Ф (г) j e~RtjctEf (— хг; н) Xм՜1 dxdr = О• +• +*=рЯм֊1С е-Ktrt^t-i Г Ef (—xr; н) (r) drdx=Q, /? >0. о иТаким образом, функция
G(w)— * f dr, w£C\[0, 4- oo), 2i4 J r— w

0голоморфная в области C\[0, 4՜ °°). обращается в нуль на отрицательной полуоси (— оо, 0) и, следовательно, G (w)=0. Отсюда, на основании леммы 2.1, заключаем, что V (г), а вместе с ней и <f> (т), эквивалентны нулю. Теорема доказана.Отметим, не останавливаясь однако на доказательстве, что если в представлении (3.21) функция <р (") не эквивалентна нулю, то порядок функции F(z) будет равен р.3.2. Перейдем к установлению теоремы 0.Г, придерживаясь приведенных во введении определений и обозначений. При этом* случаи р ^>1/2 и р=1/2 рассмотрим отдельно.
Пусть 1/2<р<4-со. Тогдя ввиду (0.1) х >1.Пусть Wf'o ((&»); (=»*))• Полагая «4 = 4՜°° и 8* =— Э4 (к = =0,•••,*), на основании условий (0.16) можем утверждать, что 

(г_Нр[М\, где М= М (а; 8}— это совокупность лучей Г(8*) = Г (—8*) 
(к = й,- • •, х), исходящих из начала координат. Следовательно, по теореме 2.2 функция / на множестве М представима в виде

Цг)=Ъ F>(z), г£М, (3.31)
где Л(х) = -^ ^д;(Л=о,...,х).
При этом Д*=С\Д» иД*= {г: — 8*+1 < Arg z< — 8*, 0<|г|< 4֊ со} (к = 0,• • •, х).Если компонента Ft соответствует паре вида (8,д; 8JJfc+1 ), то в силу условия (0.6) раствор соответствующей угловой области Д* равен 8JJk+1—8,t= u/pJJb п/р, тогда как порядок функции / равен Следовательно, по теореме 3.1 (2°), такая компонента /*(а) = 0.Если же компонента /•* соответствует паре вида (&r>; 8rjk+i), то раствор соответствующего угла Д* равен &rjl+J —8Гд = «/р. Следовательно, учитывая еще (0.9) и применив теорему 3.1 (1°), получим, что такая компонента представима в виде
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(г) — (е/в* г -11?; V) (т)

Ои является целой функцией роста (р; о*). При этом функция <р* (т) принадлежит классу (0, з*) и определяется из формул (0.12) —(0.13).Учитывая сказанное и подставляя полученные выражения для компонент в (3.31), получим, что представление (0.11) справедливо на множестве М. И поскольку в обеих частях этой формулы стоят целые функции, то она справедлива на всей комплексной плоскости.Таким образом, в случае р>1/2 теорема 0.1' доказана. В частности, когда р==1, х=1, $о=О> $1 = к и а0 = а1։ получим следующее утверждение.
Пусть Г (г)—целая функция порядка р = 1 и нормального ти

па, удовлетворяюгцая условиям
4- *■[ (х)|’|։|-Л< + ОО (1<,<2, (3.32)

1= (3.33)1 У1-+- |у|
Тогда функция представима в видеГ (г) = у Ег (։г։;-р0) ?0 (х) М1**՜1 Л, (3.34)

где и функция (0. °о)(1/Р'1՜ 1/9=1) почти всюду
Р

определяется из формул4-ео1 <1 Г е—Кг—1 , --------| ------------ г 2тг </т J — гх

I —։1гп х(х) (е ДО)14՜՜’ 4х= Фо ('').*€ (0, о0). 
о, € (ао> + °°); (3.35)^֊֊г 2я 3 е՜^—1

— IX

I X
Р(-х)(е |х|)ь֊1</х=< Фо(— •'), (0> °о)>0, *€(%, +°°)-Перейдем к доказательству теоремы 0.1' в случае р = 1/2. •

Пусть р=1/2 и х = 0. При этом без ограничения общности можем полагатьИтак, пусть / (г) — целая функция порядка р=1/2 и нормального типа, удовлетворяющая условиямУ |/(0Н“й<+ео, (3.36)оНужно доказать, что функция / (д) представима в виде
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/(*) = ^^1/2 

о

р). ф (т) т!1՜1 <1~, (3.37)
где р =-------

Рформулы и ч> (т) £ £, (0, а0) почти всюду определяется из
--1*1__ 1 1
е----------Ц?) (е

— а

4(0, 3О), 0, 4(°о> +00) (3.38)
я(в рассматриваемом нами случае эта формула тождественна формулам (0.12) - (0.13)).Рассмотрим отдельно три случая: 1) 1<^ш<^— 1, 2) -Е-

Л»—1<Гш<Ср — 1» 3) ш==~2—1-й случай — 1<и>< 2՜— 1- Вводя функцию /г(г) .= /(г2), без труда убеждаемся, что 77(х)—целая функция порядка р=1 и нормального типа, удовлетворяющая условиям (3.32) и (3.33), где и։о = 2о)4-1 (тогда —1<^®о<СР—ввиду наложенных на ш условий —1*С®<—---- !)• Следовательно, У7 представима в виде (3.34), причем не-2трудно подсчитать, что Ро = И- Кроме того, ввиду четности функции 
Е (г), из (3.35) следует, что тогда ®0(՜) —также четная функция. Поэтому представление (3.34) можно переписать в виде»•

Е(х) = (Д (ггт; р) 4֊ Ех ( - ։х т; р)] ®0 (֊) </-. (3.39)оВоспользовавшись формулой
2Ец2 (ю2; р)=£1 (ш; р) 4֊ Е1 (— w; р)(см. [2], стр. 356, формулу (3.49)) и обозначив ф (-)—2?0 (-), с учетом тождества ^(г)=/(г2) и (3.39), получим для / (г) формулу представления (3.37). Формула (3.38) вытекает из первой из формул (3.35) после замены Е (х) на / (х2) и 2ф0 (г) на ф (т).2-й случай ~---- 1<Сш<Ср—1- В этом случае вводим функцию(г)=г/(г’) и опять убеждаемся, что Г (г)—целая функция порядка р=1 и нормального типа. При этом Е (г) удовлетворяет условиям (3.32) и (3.33) с о>о = 2ш— р 4-1 (тогда —1<хш»<Ср—1 в силу усло-ви® 1<^ш<Ср—1). Следовательно, Е (г) представима в виде(3.34), причем легко подсчитать, что рд = р—1. Кроме того, из нечет-



Новое доказательство теоремы М. М. ДжрбашяЕа 71яости функции / (д) и формулы (3.35) следует, что «р0 (-)—нечетная функция. Поэтому (3.34) можно записать следующим образом:
о Р—1)— (— йл; р—1)) 90 (-) Л.

Отсюда с учетом формулы2ш£1/2(то։; р+1)=£;(ш; р)— (—то; р)(см. [2], стр. 356, формулу (3.49)), обозначив <р (*)= 2/?0 (')• получим г/ (з։) = г |* £1/2 (֊ гМ; Р) ф (т) <К,и гчто, очевидно, эквивалентно формуле (3.37). Формула (3.38) следует из первой из формул (3.35), если в ней заменить Г(х) на х/(х։), р0 на р—1 и 2/ф, (т) на <р (т).З-й случай ш = -֊—1. Выберем -----—О И поло՛жим р„=р = 2и* + 1 + ---- 1 | (тогда рш>1).
Нетрудно видеть, что при со <-^ —1 функция / (г) удовлетворяет условиям (3.36), и ввиду уже доказанного для нее справедливы формулы (3.37)—(3.38) с р=ри, ~•—1-

» £Положив для значений т^(0, со)1 ,7՜'’՞ 1 т՜ 6'кп *Ф«. (’) = ֊ - ֊ 7֊ / (*8) (* * И)“՝“՜’ (3.40)
к (к — 11 — » покажем, что

(3.41)
С этой целью введем функцию^(0= ’1/((։)1|/Г“՜1. при и<1,

!/(/*)! |^-'при >1։

и заметим, что (0€^р (~ °°> 4՜ °°)« причем при։ 5՜|УО’)(е ИГ“՜1! < * (0. +«*>)•Отсюда на основании теоремы Лебега (см., напр., [19], стр. 168) следует, что
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lim С |/(^)(е2 ИЛ՜’-/(/’) '(« 1Ф "2՜1 Л=0. (3.42)
Из этого предельного равенства и из теоремы Е. Титчмарша ([12], стр. 128) вытекает (3.41).С другой стороны, из самого определения функции Eip (z; р) и асимптотических свойств гамма-функции следует, что £J/2 (z: р) непрерывна по обеим ^переменным zÇC и р£ (— со, 4֊ оо). Следовательно, при любом фиксированном z£C функция £i/j (— z՜2; р.„) -?œ -։ непрерывна и ограничена при *6(0, а0] и ---- lj .Учитывая это и (3.41), можем в (3.37)—(3.38) перейти к пределу. Следовательно, эти формулы верны и при и>=-~ — 1.Чтобы завершить доказательство теоремы 0.1', осталось показать, что если f (z)—целая функция порядка р=1/2 и нормального ти- та, то она не может более, чем для одного значения & удовлетворять условию (0.10). Предположим противное, что для значений — < < к +-J I/ (t e“'#*)|'։ Г Л < + со (Æ=0, 1). (3.43)оТогда, рассматривая опять при —1<о><^-^ 1 (ш0 =2ш-|-1) функцию 

f (2’)> придем к выводу, что Л (z)—целая функция порядка Р=1 и нормального типа, удовлетворяющая условиям+ - —
Г • »1.I |£(хе )Нх-</л<4֊оо(м=0, 1, 2,3),о

*** {} *** 0 А — А.где &0= -֊-, &1=֊т- + $з= Ь к. Однако лучи Г (— 0*)=0, 1, 2, 3) делят плоскость на четыре угла раствора, меньшего к. Следовательно, F (z) = 0, поскольку, выражаясь приведеными во введении терминами, пары вида (0rt; вг>+1) для функции F (z) отсутствуют. Значит, в этом случае /(z) =0. Если же -у —1< ш < р — 1, то при любом ш - Ç 1, -֊?—функция f (z) вместе с условиями (3.43) бу
дет удовлетворять этим условиям, с заменой ш на ш. Тогда опять, в силу доказанного, / (z) = 0. Полученное противоречие показывает, что /(z) не может удовлетворять условиям вида (3.43).
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 17.П1.1983
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Վ. 1Г. Մարտիրոսյան. Վերջավոր կարգի ամբողջ ֆունկցիաների ընղհանուր ղասերի պա- 

րամետրական ներկայացման Մ. 1Г. Ջրբաշյանի թեորեմի նոր ապացույց (ամփոփում)

Մ. Մ. Հրրաջյանի [1, 2, 4, 5] կողմից տրվել են կամայական վերջավոր р > 1/2 կար
գի, նորմալ < Ծ տիպի և X = 0 կետից դուրս եկող ճառագայթների Г համակարգի վրա մո- 
գուլի քառակուսով ու (—1 < ա 1) կչոով ինտեգրելի ամբողջ ֆունկցիաների դասերի 
պարամետր ական ներկայացումները! Դրանք հանդիսանում են էթսպոնենցիալ տիպի ամբողջ 
ֆունկցիաների վերաբերյալ Վիներ-Պ էլիի դասական թեորեմի էական ընդհանրացումներ։ նըշ- 
ված արդյունքները ստանալու Մ. Մ. Հրրաշյանի կողմից առաջարկված մեթոդը թույլ է տալիս 
ստանալ նաև այնպիսի ամբողջ ֆունկցիաների ավելի ընդհանուր դասերի ինտեգրալային ներ- 
կայացումները, որոնց մոդուլի р (1 < р ՜՜ 2) աստիճանը ինտեգրելի է |z|” (—1< ա <p —1) 
կշռով Г համակարգի վրա.

Ներկա աշխատանքում առաջարկվում ք այդպիսի դասերի ինտեգրալային ներկայացումները 
ստանալու նոր մոտեցում, որը կայանում Հ խնդիրը Կոչիի տիպի ինտեգրալների ոլսումնասի֊ 
ռութ յան ը հանգեցնելուն,

V. M. MARTIROSIAN. A new proof of the M. M. Djrbathian theorem on the 
parametric repretentation for general claeiet of entire fancttone of finite order 

(summary)

Parametric representations for general classes of entire functions of arbitrary 
finite order p > 1/2 and normal type< a, the squares of modulus for which are integ
rable with the weight |«|“(—1 < u> <1) on the system Г of rays, from the origin, 
were found by M. M. Djrbashian [1, 2, 4, 5]. These results essentially 'generalize the 
Wiener—Paley classical theorem about entire functions of exponential type. The 
method of M. M. Djrbashian also yields integral representations for more general 
classes of entire functions for which the power p (1 C p < 2) of modulus is integ
rable on Г with the weight |։|e (— 1 < ш < p —1).

The article offers a new approach to integral representations of such classes, 
based on reduction of the ргоЫещ to Cauchy type integrals.
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