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Ո*. Վ. 2ԱՄՐԱՐսՈԻՄՅԱՆՍ. Ն. ՄԵՐԳՈԼՑԱՆԱ. В. ՆԵՐՍԵՍՑԱՆ
Л-. Լ. Ն1ԱՄԱՂՅԱՆ գիսավոր խմքաղրի տեղակալ

Պատասխանատու քարտուղար' 1Г. Ա. ճովնաննիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմ րագրութ յո։նր խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա

կել Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկադիր սերիա «Մաթեմատիկա» ամ
սագրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

1. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, շպետք է գերազանցի մեկ տպա դրական մամուլր 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրված Էջ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմ ամրէ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամ եքենագրված , երկու օրինակով։ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ Լ կս^լ ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
և ռուսերեն լեզուներով։

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվով։

Ջ. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում ։

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով։

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեղը տեքստում էջի ձախ մ ասում լ

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, դրբերի համար 
նշվում է հեղինակը, գրքի, անունը, հրատարակման տեղը, հրպտարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղին ակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը։

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա֊ 
տաոխւսն տեղում է

6. Սրբագրության </ամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիլ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինալի նկատմամբ) լեն թույյատրվում։

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման օրը։

8. Հոդվածի մերժման դեպքում հեղինակին վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմբագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարզաբանու
մով։

9. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, որտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը։

10. Հեղինակը պետք է ստորագրի հոդվածը, նշի իր լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը։

11. Հեղինակներին ուղարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 23 առանձնատիպեր։

Խմբագրության հասցեն' Երևան, Բարեկամության 24բ։ «Գիտությունների ակադեմիայի 
Տեղեկագիր, սերիա Մաթեմատիկա»։
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УДК 519.218
М. Г. АВЕТИСЯН

ВЕКТОРНЫЕ ГАУССОВСКИЕ ГИББСОВСКИЕ 
СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

1. Введение. Марковские гауссовские случайные поля бы
ли рассмотрены еще в работе Розанова [4] (см. также работу Чея 
[7]). В статье Добрушина [1 ] был подробно изучен общий класс гиб
бсовских полей с квадратичным потенциалом, включающий гауссовские 
гиббсовские поля и в частности марковские гиббсовские поля. Эти ис
следования были продолжены в статье Кюнша [11]. Во всех цитируе
мых работах рассматривались случайные поля со скалярными значе
ниями. Цель настоящей статьи — распространить эти результаты на 
векторный случай. В статье устанавливается, что при некоторых до
полнительных условиях стационарное векторное гауссовское случайное 
поле со значениями в /?" на м-мерной целочисленной решетке X' с мат
рицей спектральных плотностей / (к) — {/д (к)} / = !,•••, и и векто
ром средних значений А = (А։,-• •, Ая) можно трактовать как гиббсов
ское поле с парным квадратичным потенциалом

II (х/, хг) = (и (/ —з) х/, х,)*, х։, х>£Кп (, з£Д’, (1.1)

где матрицы I/ (/)—это коэффициенты Фурье матричной функции и 
линейно-квадратичным одночастичным потенциалом

и(х։)=^-(и(0)Х1,Х1) + /а, 2 С'ЩхЛ, х, ^Х\ (1.2)
* \ <&!՝ /

При этом совокупность всех гиббсовских полей с таким потенциалом 
совпадает с совокупностью сверток однородного векторного гауссовс
кого поля со спектральной плотностью / (А) и средним значением 0 и 
случайных полей, все реализации которых а/, ^Х՝ удовлетворяют 
функциональным уравнениям

2 и (! — з) О/ = — А, Д’. (1.3)

2. Векторные случайные поля. Пусть Х=(Ка)г'—прост
ранство вектор-функций х = (х/ = (х|, / • • ■ хп, ։)), 1^Х\ определенных 
на ^ мерной целочисленной решетке Д’, со значениями х/ в п-мерном 
векторном пространстве R". При всех х£Х и где и’ —сово
купность всех конечных подмножеств множества Д’, положим хи = 
= (х«, 10 6(Я'1)1'. Пусть Ф с X—совокупность финитных функций 
от (^Х\ Положим

Здесь и далее (6, с) — скалярное произведение векторов 6,
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ст (х)= 3 (ф (0> ■**')» х £ X ф € Ф

Ь(х)=х/, ։^Х՝, х£Х,
5/, , (х) = х/.!, ։ = 1, - ,п, х^Х.

(2.1)

(2-2)

Пусть множество Ис |1, 2,• • •, л] X —Х'.
Через Вр будем ^обозначать^наименыпую а-алгебру подмножеств 

пространства X, относительно которой измеримы все функции /, 

(/, /) С V. При Ис г՝ и У= {1,- • •> п)Х V, а-алгебру В у будем обозна
чать просто через В V. Положим также В2, = В.

Распределениями вероятностей (р.в.) случайных полей будем на
зывать вероятностные меры на пространстве (.<¥, В). Будем называть 
средним значением поля с (р.в.) Р линейный функционал

где ф £ Ф и

(х) Р (с/х) = 3 (л;,Ф(0), 
/ег’

Предполагая, что средние значения существуют, положим

С:(х) = Е/(х)-Лр (ф), ф£Ф, 

сГ(х)=£/(х)-Х, /^х\

(2-3)

(2.4>

(2.5)
Теперь, предполагая существование вторых моментов, введем коварна՜ 
ционный функционал, положив

Вр («Рх, Ф։) = | (х) % (х) Р (с/х) =

X

= 2 (В₽(/, з) фх (/), Фа (я)), фх, ф։£Ф, (2.6>
/, <&г’

где
в^(, 5) = ;^։(/, 3)1..^...,.,

И

з) = |^(х)С^(х)Р(</х) 6 з<2’. (2.7)

X
Случайное поле с р.в. Р называется ковариационно-стационар

ным, если оно имеет конечный ковариационный функционал и

ВР (?х> Фа) = Вр (ф^, ф*), ®1։ ф։£ф, з 6 2՜’, (2.8)
где ф) (/) = Ф/ (е — 8), Sl/QZ',յ = l, 2.
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Известно, что (см. [3], § 4.3) для ковариационно-стационарного 
поля

Вр (<р1։ <Р»)= У (®։ (Л) Гр ^1к), ?,(*))• ф1։ (2.9)

где (—«к]’ = {Л = (Аг1։-• £,)£/?’, — «<£/<«, / = !»•••, *) 
м

(&) = 2 т (О е‘ 1Л'։> , (— /=1> 2»
. '62’

а Гр (■) — это матричная неотрицательно определенная функция мно 
жества, определяемая на о-алгебре В [(—як]’} борелевских подмно
жеств множества (—яя]’. Функцию Гр {•) называют спектральной ме
рой поля с р.в. Р. Если

/Р(Л) = ^Цк)</к, Л£В ((֊««]'), (2.10)

л
то будем говорить, что поле имеет спектральную плотность /(к), 
££(—яя]’. Любая измеримая функция с неотрицательно определенны- 

гака«, «го у где 5,/(*)-.« след

матрицы / (к), является спектральной плотностью некоторого поля.
Здесь и далее Р—это р.в. с конечным ковариационным функ- • 

ционалом. Будем обозначать через £(2₽)— гильбертово пространство 
вещественных функций на X, квадратично интегрируемых по мере Р, 
и через Ь\ (Р) —подпространство пространства 2^Р), являющееся за

мыканием в £2 (Р) системы функций С/, /, (/, . Обозначим через Ь
пространство Ь\ (Р) ©• • (Р). Пусть Л։ (Г) —гильбертово про-

п
странство комплекснозначных вектор-функций £ (к) = (#г (Л), • • •, я« (&))> 
к^(—1ИС]* таких, что 8 (к?) = —к) со скалярным произведением, за 
данным неотрицательно определенной квадратичной формой

(л (*), ?»(*)) = У (л (*ИР (</*).*(*)) (2.11)

с естественной факторизацией по классу функций, на которых эта 
форма обращается в нуль.

Предложение 2.1. (см. [2]). Существует единственный изо
морфизм пространств £. (/) и Ь\ (Р) такой, что элементу г,р ^со

ответствует элемент <р^£։(/:). Образ элемента g£Lt(F) при этом 

изоморфизме будем обозначать через Через 77-С£’(Р), V^.2՛’ 

будем обозначать замкнутое подпространство, порожденное вектора

ми Через у££։(Р), где (/, /)^ V и V— конечное
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подмножество множества Д’, будем обозначать проекцию вектора 'р ։

на Н~,\у, а если К«= (1,--,п| X И, то положим просто 

а -=<//./,к, </«,։' = {</>. «.«'Ъ-։.•••.«• Л /, V ‘ '
Положим

Вр, уЦ, з)= у (С£ , (х) - <0. /, V (х))(С£, (х)-<//. 4. V (х)) Р (Лг)

и
Вр(1, з) = {Вр։,։ г(6 ։}у.я . (2.12)

Предложение 2.2 (см. [8], § 2.3, 4.3, 7.12). Пусть Р — это 
р.в. векторного гауссовского случайного поля. Тогда при Любом
ир И’ сужение на Ви условного р.в. Ру{-/х) относительно я-подал 
гебры имеет характеристическую функцию вида

7. О/> t £ V/x) — С exp (i 2 (>•/,£/ (xv) \Pv {xv/x) = 
J \ /gv՜ /

= exp /--I 3 (Bp (t, s) ).,)+/ 2 ().„ <6. v (x) 4- Apl> (2.13) 
[ 2 t,s£V ,gl' J

* т. e. является гауссовским с матрицей ковариации
Вр = {Вр i V(s, t), s, V j, I = 1,- ■ - ,n} и вектором средних зна

чений [<6, v + /£И].
Векторное случайное поле называется минимальным, если

(2.14)

при всех (/,/)££”.
Предложение 2.3 (см. [2], гл. П). Для того, чтобы векторное 

ковариационно-стационарное поле со спектральной плотностью f(k) было 
минимальным необходимо и достаточно, чтобы почти всюду существо
вала обратная матрица и

У (к) Ик < от, (2.15)

(-«к]’ 
где — след матрицы /-1(Л).

При этом
(/,/)= (2к)2>|՜ у /֊>^]՜՛ (2.16)

И

։ ■ (2Д7)

Случайное поле с р.в. Р называется линейно регулярным, если



Векторные гауссовские поля 337

Л
V С Z' 
1И<- 

(2.18)

где | И — мощность подмножества V множества Z’.
Предложение 2.4 (см. [4]). При выполнении условия (2.15) 

поле с р.в. Р линейно регулярно. В соответствии с определением 
(2.12) для линейно регулярного поля

Вр (s, f)=l։m Вр (s, t), s, t £ Z\ (2.19)

P л *
Говорят, что система векторов {Су, t, (j, образует слабый базис 
в пространстве L\(P), если любой вектор a (Р) единственным об
разом представим в виде

а= 2 су(0члп (2.20)
и.

где с/(/), (у, /) ÇZ’ — действительные числа, а ряд в (2.20) сходится 
в слабом смысле в пространстве Z.J (Р). Известно (см. [2], § 2), что

при выполнении условия (2.15) система векторов {Су. /,(/, 0€ обра
зует слабый базис в пространстве (Р), при этом если а = Zg, 
g (*) = (gi (к), • ■ •, gn (&)), то функции g у (k), 1< / < п интегрируемы 
по мере Лебега и при этом

су(/)=(2к)-’ J gj(k)e‘Mdk. (2.21)

(- «1’

3. Гиббсовские поля. Пусть h^R*, a U (t), t^Z' nXn— матрич
ная функция такая, что U (t) = U (—t), t^Z* и

2 (3.1)
/6^’

где норма матрицы и (0 = {£/у, / (/)}/, 1-1...« определяется как \11 (01= 
== тах |(./у, I (01, t€.Z\ Пусть далее У(Ц)с.Х—множество функ- У, I— 1---Л
ций х — (х/, таких, что х< £Р՞ и

2 11/(1 — .<։)х/В<оо, (3.2)
/£2'

где норма вектора х/ £ Р" определяется, как Цх/|]=1/ 2 |ху, /|*. Вве- 
К /-։

дем энергию взаимодействия

М?- (Ху/х) = 2 (^О-3)х/,хО+42^(0)^’ *) +
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+ (л, S J.) + (Е 2 (/(<-*)*.)■ (3.3)
\ зеи / мби /ед’Хи /

где v'e^’ « гиббсов
скую плотность 

где
Zv (х) = J ехр (- М*'У)(хи / х) dxy. (3.5)

Ясно, что Zz(x)>0 для всех И’ и х £ Y (U) тогда и только тог
да, если при всех И’

3 (U(t-s)Z', Z.)>0, Z3^0, Z^C*, s£ V. (3.6) 
i. зеи

Если положим q (к) = 2 U (t) e' <*•/J, to (3.6) можно записать в виде 
<6Z’
J (p (к) q (к), p(k)dk>0, (3.7)

где p (к) — 2 z։ e'(*՛ *>, z, 0, s £ V, V՝.
3fcV

Отсюда следует (см. [5], § 5), что матричная функция q (к) имеет 
почти всюду строго положительно определенные значения. В дальней
шем будем рассматривать только потенциалы, для которых выполнено 
условие (3.7). Выражение (3.4) перепишем в виде

_ I
plv՝U) (ху1х)=[(2^ det Uv] 2 X

ХехР — s)(xt— а^(х)), х, — а}'(х)1> (3.8)
I z GigV )

где det Uv — это детерминант матрицы Uv—{Uv{t — s), t, s£ И), a 
а} (x)> определяются из системы линейных уравнений

S иа-5)аЦх)+ S U(t-s)Xl = -h, s£V. (3.9) 
/6V՜ /gz’W

Будем называть векторное случайное поле с р.в. Р (Л, U) — гиббсов
ским, если

Р(У(£/)) = 1. (3.10)
при любом V" существует условная плотность А-(-/х) и для Р 
почти всех х^Х и Pv (-/х)— почти всех хи£(/?л)>'

(3.U)
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Пусть А (А, и)^Х—множество всех функций а = (а/, #£2’)£ЛГ та
ких, что

2 4/(*-5) а, = А, (3.12)

Будем называть сверткой Р = Рг * Рг двух р.в. случайных полей р.в.
Р (Л)=у Р‘ (А) Р, (ба), Лев, (3.13)

А

где Р? (Л) = Рг (Л — а), Л £ В.
Положим (см. (3.6))

/ (А) = (2«)֊’[<7 (А)]՜1. . (3.14)

Е, ( 2 |4/ (/ ֊ з)| Ь (х)А < К 2 II/ («- 5)| < со (3.21)
Мед’ /

Если
зр [д (А)]՜1 б к <е 0°, (3.15)

(-«Г
то существует стационарное гауссовское поле с параметрами (0, [) 
Его р.в. будем обозначать через Р/.

Теорема. Для того, чтобы совокупность (А, П)-гиббсовских 
полей была не пуста необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие (3.15) и множество А (Л, 6/) было не пусто. При этом р.в. 
Р будет (К, и)-гиббсовским в том и только том случае, когд.

Р=Р' * Р\ (3.16)
где р.в. Р1 такое, что

Р1 (Л (Л, £/))=1. (3.17)

Доказательство. Проверим, что при условии (3.15) р.в. Р^ 
является (0 £/)-гиббсовским. Из (3.1) следует условие (2.15) и поэто
му из предложений 2.2 и 2.3 и формулы (2.20) следует, что суще
ствует индуцированная состоянием Р^ условная плотность

_ 1
Р{0(х</х) = [(2к)’ае1 с»] 2 X

Хехр |֊֊-((Э։)-։ (х'-б^ ),&-ЖШ))}’ (3-18)

где
о»=(£/(0))-’ (3.19)

и
■ <//.ш(х) = -о։2 (3.20)

где ряд сходится в слабом смысле в пространстве £. Так как ряды 
У и (I— в) о/ е1 (4> О , где 8у = (0 • • ■ 1 • • • 0), / = 1, • • •, п сходятся в у
пространстве Л։ (Л), то ряд в (3.20) сходится в сильном смысле. 
Далее, среднее значение по мере Р}
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и поэтому верна (3.10) и формула (3.20) верна в смысле сходимости 
при почти всех по мере Рг значений х^Х. Тогда почти всюду

_1_
^№/х)=[(2к)*ае1а’) 'Х

Хехр|---- —(о։)-։ х/—</;. </}(х)), (х/—<//,{<} (х)) V* (3.22)
I 2 V

Тем самым проверено условие (3.11) при V = 0), но отсюда следует 
его выполнение и при всех И’ (ср. [1], предложение 3.2).

Сдвиг Р>‘а (х^/х) р.в. Р1 при условии (3.15) имеет условные 
плотности вида

РИх,Д)=Р{- (^ ֊ аи/х- а), х„6 (3.23)

Из формулы (3.3) сдедуёт, что при условии (3.12) разность
Н$‘ и>(ху/х) — МЛ֊ Щ (ху—ау/х — а) не зависит от хи и поэтому

р\л- (ху/х)=р<*- и> (хи - а у/х-а) ху £ (/?’)и, х £ X. (3.24)

Выполнение условия (3.10) для Р^а следует из выполнения этого 
условия для Р/ и из того, что ряд в (3.12) сходится абсолютно.

Тогда из формул (3.23) и (3.24) вытекает, что при условии (3.12) 
поле с р.в. Р/- ° является (л, £/)-гиббсовским. Отсюда следует, что 
поле с р.в. вида (3.16) это р.в. (к, £/)-гл5бсозсхих полей.

Покажем теперь, что условие (3.15) необходимо для существо
вания (Л, £0-гиббсовских полей. Пусть потенциал таков, что интеграл 
в (3.15) расходится. Обозначим через Ь/, у(1), у==1, •••, п диа
гональные элементы матрицы, обратной к матрице (£/(/ — з),з, И|,
т. е. дисперсии случайных величин 5/,/ = Х/,/, задаваемых плотностью 
р.в. (3.8). Положим

<7т(*) = —1л+ <?(*), *€(֊™]’, т=1, 2, ■•, (3.25)ГП
где 1л — это л X л-единичная матрица. Обозначим через р<$՝ ит>плот
ность р.в., задаваемую формулой (3.8), в которой коэффициенты 
У 0 — 0 заменены на 11п О — ։), где и՞1 (0, это коэффициенты 
Фурье функций </т(к), к£ (—пк]’, а через Ь” дисперсии случай
ных величин х/,/, задаваемые плотностями р.в. р^ ит\ Тогда

1нп 67^0)=^. и(0,/еК ие И’,/ = 1,..., Л. (3.26) /7!->оо
Из доказанной части теоремы следует, что

6” и0)~ Ву” (#, <),

где /т (к) = — [д'՞ (Л)]՜՜1, а —_/-ый диагональный элемент матри

цы /т (к), к£ (—к <]».
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Из (3.25) следует (см. [9], § 4.12), что

/7У (*) </7/1 (*),*€(֊ «, «]’. (3.28)

Тогда (см. [1], лемма 4.2) последовательность Ь^у{1) монотонно воз
растает по т и тогда из (3.26) следует, что

у(о>^к(/), «е и, ие р. (3.29)

Для р.в. Р!т из предложения 2.4 вытекает, что

Пт Ь7. V (1)=В?,.А у /7у(А)Л. (3.30)

(-։։)’

Тогда из (3.26), (3.29) и из того, что интеграл в (3.15) расходится, 
следует, что для некоторого у, / = !,•••, п

Пт Ь/,у^) = со- (3.31)

Пусть теперь Р это некоторое (А, £/)-гиббсовское р.в. Тогда из фор
мул (3.11) и (3.8) следует, что при любом V£ И’, ££ V случайная ве- 
личина

?/(х) = аГ(х)+УДх), (3.32)

где (х) = $,(х) - а/ (х) имеет гауссовское р.в. со средним 0 и ко
вариационной матрицей Ь и (0 и слагаемые в (3.32) независимы. Ясно, 
что

р о?/. /1> (6/. и)՛^) > р щ , > (бл у ат, (з.зз)

где Ву. I и {—у-ые компоненты соответственно Ь и и левая 
часть этого неравенства представляет собой константу, не завися
щую от V £ V". Но это противоречит тому, что Р (|;у, < | с) —• 0 при 
с—с**. Это противоречие доказывает необходимость условия (3.15).

Пусть теперь условие (3.15) выполняется.
Предложение 3.1. Любое регулярное^, 1/)-гиббсовское поле 

с р.в. Р является гауссовским ковариационно-стационарным полем 
со спектральной плотностью / (к) и средним значением а? таким, 
что (а^, А (к, 11).

Доказательств о. Пусть 7.р (<р) — характеристический функ
ционал этого поля. Для каждого V £ И’ и каждого х £ X рассмотрим

Хкх(?)= I ехр|։‘2 (<р (0> *։) | Ри' и} (ху/х) бху=
1 I ) •

{Ьу (з, 0«Р (®), <?(#)) + /2 (ф (0. аГ(х)) ,тСФ.
/ей

х^Х, (3.34)

где Ву = {Ьу ({, з), £, 5 £ V} — матрица обратная к матрице 1/у= 
= {(/(/ — з), И} и {а* (х), ££ И} — решения уравнения (3.9). Из
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условия (3.11) (см. [8], 7.4) следует, что при любом ®СФ и почти 
всех по мере Р значений х С X

11m X/, х (<р) — (?)• (3.35)

Из предложения 2.4 имеем
lira Ьv (s, t) = Вр/ (s, (336)
и—

Тогда из (3.34) и (3.35) следует, что для почти всех по мере Р зна 
чений хС X

lira a/v = a{’, t^Z', (3.37)

где ар — некоторые константы.
Покажем, что (ор, t С X') £ A (A, U). Из условия (3.10) следует, 

что ряд в (3.2) сходится с вероятностью 1 относительно меры Р и так 
как из такой сходимости гауссовских величин вытекает их сходимость 
в среднем, то ряды в (3.2) сходятся в среднем по мере Р. Из фор
мулы (2.1) видно, что ряды в (3.12)) сходятся. Из сходимости ряда 
(3.2), условия (3.1) н ковариационно-стационарности поля следует, что

2 \и а ֊ s)| f & (х)։ Р (dx) < S [U (f- s)|| !apl +
/с*’ J

X

-L S |[/ (f- s)| f Pf (x)| P (dx) < ac. (3.38)
'6Z’ J

Формула (3.8) и условие (3.11) позволяют писать для почти всех х£Х

аГ(х) = £Р(Ъ/Вг,Чи), <С К ИС И*. (3.39)
Тогда (см. [12], разд. 2)

J К Wl Р (dx) < Г |Ez(x)U Р (dx), t С И, ИС И’ (3.40) 

X X
и из (3.38) следует, что каждый из рядов

2 U (t—s) av (х), s С X',

где а«=аГ, / С И и а!'=х/, <С^’\У. сходятся в среднем по мере Р 
равномерно относительно И -► ао в смысле сходимости по мере Р, 
при условии (3.37), откуда получим (3.12). Предложение 3.1 дока
зано.

К завершению доказательства теоремы остается добавить, что 
любое (A, U)-гиббсовское поле может быть получено как взвешенное 
интегральное среднее регулярных (А, £/)-гиббсовских полей (см. [101, 
§2).
Институт проблем передачи

информации АН СССР Поступила 15.VII.1982
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Մ. i. ԱՎԵՏԻՍ ՅԱՆ. Վեկտորական դաօայան դիթսյաս պատանական դաշտեր (ամփոփում)

Դորրոլշինի հոդվածում [1 ] տրված է սկաչյար դաոայան պատահական դաշտերի նկարա
գրությունը դիրս յան պոտենցիալների տերմիններով» Այս հոդվածում ընդհանրացվում են այդ ար
դյունքները վեկտորական դաուսյան դաշտերի համար»

M. H. AVETISYAN. Vector gautslan glbbtlan random field* (summary)

In the Dobrushin’s paper [1J a description of gaussian random fields in terms of 
gibbsian potentials was given for scalar fields. Here we generallize these results to 
the case of vector gaussian random fields.
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К. С. КАЗАРЯН

МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЕ ДОПОЛНЕНИЕ ДО БАЗИСОВ 
В кр, 1<р< со, РАВНОМЕРНО ОГРАНИЧЕННЫХ 

ОРТОНОРМИРОВАННЫХ СИСТЕМ

Исследования, касающиеся мультипликативного дополнения не
полных ортонормированных систем, берут начало с оригинальной ра
боты Р. Боаса и Г. Полларда [1], которые показали, что из любой 
полной ортонормированной системы удаляя произвольный конечный 
набор функций, оставшуюся систему умножением на одну и ту же 
функцию можно сделать полной в пространстве к2.

Дж. Прайсу и Р. Зинку [2] удалось описать системы функций, 
которые можно мультипликативно дополнить в кг. Точнее, они дока
зали, что для тогд, чтобы система {т (х)/„ (х)}л-1 была полной в 
£։ [0,1] для некоторой ограниченной функции т (х)>0, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого в^> 0 существовало такое множество 
Е,, |£,|> 1—в, на котором система [/„ (х)[л_1 была бы полной в 
пространстве £2 (Е1).

Бен-Ами Браун [3] показал, что в теореме Р. Боаса и Г. Пол 
ларда можно добиться большего: чтобы полученная система не только 
была замкнутой в кр, 1 <[р<[оо, но обладала также тем свойством, 
что для любой функции из кр нашелся ряд по полученной системе, 
который в этом пространстве сходился к взятой функции. Отметим, 
что можно также дать полное описание систем, которые обладают 
свойством теоремы Бен-Ами Брауна.

В работах автора [4], [5], [6] были исследованы вопросы о муль
типликативной дополняемости неполных систем до базисов в кр, 1 < 
-<р<[оо. Здесь и в дальнейшем будем следовать терминологии моно
графии С. Качмажа и Г. Штейнгауза [7]. В работе [5] для замкнутых 
минимальных в кр (Е), 1<^р<^°о (£—измеримое множество положи
тельной меры) систем {ч>* (х)}*”ч были установлены необходимые и 
достаточные условия на М (х), чтобы система {М (х) (х)]Г_„ л—
произвольное натуральное число, были замкнутыми, минимальными в 
2/ (£). Были полностью описаны все функции М (х), для которых сис
тема (Л/(х) 7-пк (х)]*_1, где (ХЛд (х)}“_1— система, оставшаяся после 
удаления из системы Хаара (Хл(х)|л_1 конечного набора функций, яв
ляется базисом Маркушевича пространства кр [0,1], Кр<^оэ։ т. е. 
замкнута минимальна в 2.₽[0,1] и сопряженная ей система функций 
полна относительно кр [0,1].

В работе [4] было доказано, что для любого натурального N 
можно найти такую функцию М (х), чтобы система {М (х) ХЛ (х)}7_д,+1>
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л, 
и Ек ь-м,

где (х)}~ 1—система Хаара, была базисом во всех пространствах 
Ьр [0,1], Полное описание всех таких функций М дано в
[6], где доказывается также, что если система [М (х) Хя (х)]"_ЛГ11 яв
ляется базисом пространства £д[0, 1], 1<Гр<^°°, то 'одновременно 
является безусловными базисом этого пространства.

В работах автора, перечисленных выше, были получены также 
результаты, касающиеся описания таких замкнутых минимальных сис
тем пространств 1/, 1^Ср<.оо, удаляя из которых конечное число 
функций, оставшуюся систему невозможно умножением на одну и ту 
же функцию сделать базисом пространства 1/. Для приведения этих 
результатов дадим два определения.

Определение 1. Скажем, что система функций (?я (х)]”_„оп
ределенных на измеримом множестве £, |£]>0, имеет свойство (Л) на 
множестве Е(Р с Е, |/'[ > 0), если существует положительное число а 
такое, что для любого натурального числа можно найти число П։, 
Аля которого

= |?|, где Ек = [х: [<?* (х)| > а] П Е

Определение 2. Будем говорить, что на множестве Е функ
ция М имеет особенность степени д (1-Сд С °°), если [М (х)]-гг А8 (Р). 
В работе [4] была доказана следующая

Теорема 1. Пусть {фя (х)}“-1 — полная равномерно ограничен 
ная ортонормированная система функций, определенных на мно
жестве Е положительной меры. Пусть, далее, {<ря (х)}“«։ имеет 
свойство (Л) на Е. Тогда для любого натурального числа П и про
извольней ограниченной функции М(х) система {М (х) <ря (.г)}я_^ + 
не является базисом ни в одном из пространств 1/ (£), Кр^оо.

Здесь же заметим, что тригонометрическая система и система 
Уолша удовлетворяют всем условиям теоремы 1. Аналог теоремы 1 
имеет место и для равномерно ограниченных замкнутых минимальных 
систем (см. [5], теоремы 3, 3°. 3го). С помощью построения соответ
ствующего примера было показано также, что эти результаты без 
требования, чтобы рассматриваемая система имела свойство (Л) на 
множестне полной меры, в £р, 1< р’С00» не имеет место. Это усло
вие в пространстве Ь лишнее, так как для любой конечной положи
тельной меры ц в Е (й'н) не существует ограниченного нормированно
го базиса (см. |8], [9], [10]).

Аналогичный вопрос для равномерно ограниченных полных орто- 
нормированных систем оставался открытым, т. е. не было известно 
можно ли доказать теорему 1 для пространств 1<С Р < °°, без 
требования, чтобы рассматриваемые системы имели свойство (Л) на 
множестве полной меры.

В настоящей работе доказывается следующая
Теорема 2. Существует равномерно ограниченная ортонор

мированная полная относительноЕ\Ъ,Х\система функций 1^* (х) [д=1 
которая обладает тем свойством, что удаляя из нее некоторое 
конечное число функций, оставшуюся систему можно умножением
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на одну и ту же функцию из Е" [0,1] сделать базисом во всех 
пространствах Ер [0,1], 1< р <С °°՛

В связи с теоремой 2 заметим, что согласно теореме 2 работы 
[5] для системы {>}* (х))^ существует некоторое множество ?с:[0,1] 
положительной меры такое, что ограниченная функция, существование 
которой утверждается в теореме 2, не может иметь особенности сте
пени д (1<Л<С°°) на Р՜1 + 9՜1

Как дополнение к теореме 2 отметим также, что ввиду того, что ба- 
зисность систе мы (<ря (х))”_, в пространстве £[о,ц (•'«Хх). где Ф (х)=|тИ(х)|, 
эквивалентна базисности системы {М (х) <ря (х')}я—1 в Л [0,1], из теоре_ 
мы 2 работы 8 вытекает следующая

Теорема 3. Пусть {<?„ (х)}^ — равномерно ограниченная ор- 
тонормированная система функций, определенных на отрезке 
[0,1] и Ы — любое натуральное число. Тогда для любой интегри
руемой функции М(х) система [Л/(х) <ря (х)] “=лг не является бази
сом пространства Е [0,1].

§ 1. Построение и базисность системы 
в Л" [0,1], 1<р<со

Пример, удовлетворяющий условиям теоремы 2, будет построен с 
помощью системы Хаара [7Л (х)}“_։ и специальных ортогональных мат
риц Нь, возникающих из системы Хаара. Напомним сначала опреде
ление системы Хаара [7.я (х))“_։:

7.<<» (х)^1 (0<х<1)

2*'5 , если

2՜*2, если

0 , если

2/-2<ж<2/-1
2*+1 2*+1

2/-1
2* + 1 ՝ 2*+1 (1)

где для каждого к—0,1, ••• индекс / пробегает значения 1,2,•••,2*. 
Пусть [Хя (х)}~_х — система Хаара, упорядоченная обычным образом: 
ХоП> (*) = *1 (х), а при п = 2А + / (£ = 0,1,- • •; у = 1, 2,- • 2*)

7.ОЧ (х) = ХЛ (х). (2)

Приведем определение ортогональных матриц Нк (.к = 1, 2, - ) (см. 
[11], стр. 156), а также [12], стр. 299). Для любого натурального чи
сла к берем средние точки х^ = (з + 1/2) 2֊* интервалов [з-2֊‘, (з + 
+ 1)2՜*] и полагаем

_к_
Нк = \к^=2 2 ^(х/’); 1<г<2*; /=0, 1,...,2֊г—1}. (3) 
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Отметим одно свойство матриц Нк(к = 1, 2,•••), которое вам пона
добится. Существует положительное число ?^>0 такое, что

2*

2 Ю<₽ (1</<2‘; А=1,2,---).
2-1

(4)

Более подробно со свойствами этих матриц можно познакомиться в 
монографии А. М. Олевского [13], который независимо ввел и плодо
творно применил эти матрицы в теории ортогональных рядов,

Заменой линейного переменного отобразим систему Хаара с от
резка [0,1] соответственно на отрезки [0, 1/2] и [1/2, 1], вне которых 
функции предположим равными нулю. Полученные системы после нор
мирования соответственно обозначим |7Я (х)]Г-1 и [7֊п (х))“-Г-

при х£[0, 1/2]

при хС (1/2. 1];л=1, 2, 3, -.

7 (х) = / _0 при х^0, 1/2’
1/2 Хя (2х — 1), при х6[1/2, 1], п=1, 2,--

(5)

(6)

С помощью матриц //* преобразуем систему ('Хя(х))7-1 в систему 
’■'л (х)]|^1. Положим

[4я(х) = Хя(х) (п--1, 2),
2*

Фя(х) = ЗА(<;,Х]/’(х), п = 2* + 1 (1 <г<2\ А = 1, 2,...). (7)
/-։

Из [6], [7] и [3] вытекает (см. [12], стр. 302), что при п^>2
^«(х) = Л(х)г*+2(х), (8)

где (х) (и=3, 4, •••) определяется равенством (7) и г к (х) 
(А=1, 2,- ■ •)—функции Радемахера. Функции системы [Фя (х)]Г-1 сгруп
пируем в „пачки“. В к-ую „пачку“ (к — 1, 2,•••) входят функции

ф(А)(х) = ф,(х), п = 2‘֊Н (у = 1, 2,-.., 24). (9)

Совокупность функций ['Хя(х)]я"_1 и [фя(х)]^-ь которая является орто- 
нормированной и полной относительно £ [0,1] системой будем спе
циальным образом объединять в группы, а потом в каждой из этих 
групп соответствующим образом сделаем ортогональное преобразова
ние. Полученные функции объединим в две части. Функции первой 
части будем обозначать буквой а второй части — буквой С. Функ
ции первой части будут сгруппированы в „пачки“, которые, в свою 
очередь,—в „блоки", а последние — в „контейнеры), п-ый „контейнер“ 
состоит из 2л(п = 1, 2,•••) „блоков“. Каждая „блок“ п-го „контейне
ра“ состоит из 22л „пачек“, а каждая из этих „пачек“ — из 2’ функ
ций. п-ый „контейнер“ первой части строится с помощью функций
2-677
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хГ’(х)(1</<2я); Х?’(х)пя+>+2(х) (1<1<2"; 1</<2։л-1),

Ъ'+1(*) (Ла4-1</<^4-2,,-22"(2"-1) = ^+։։ ^=-1), (10) 
где 2*л4-1 — наибольший индекс тех функций ф/(х), которые были 
использованы для построения предыдущих п 1 „контнйнеров пер
вой части и для первых п — 1 .блоков“ второй части. Через *я будем 
обозначать наибольший номер той „пачки“ системы |ф/(х)}<-1, все 
функции которой были использованы при построении предыдущих 
и — 1 „контейнеров“ первой части и п — 1 „блоков второй части.

Функции второй части сгруппируем в „пачки , которые, в свою 
очередь, будут сгруппированы в .блоки . Функции л-го „блока вто
рой части будут построены с помощью всех тех функций системы 
[фЛ (х)|՞—1» которые находятся в „пачках“ с номерами *«4-1, *л4"2,֊֊" 
..., у„4-22л и которые не были использовы при построении л „кон-- 

■тейнеров первой части ил — 1 „блоков“ второй части, а также с по 
мощью функций фзАн(х) где величина кпц будет
ясна из конкретного построения функций л-го „блока“ второй части. 
П олагаем

# •) (х) = Л^) (х) 4֊ 3 У™ (х) г,я+, +։ (х)
»-2

(л = 1, 2,- • •; 1<1 < 22я; 1 < 2я). (11)
Из условий (6), (5), (1) и (4) получаем

Л -г 1
(х)| < Р-2 2 (л = 1, 2,- • 1 < 2я; 1 < / < 22я).

Откуда и из условий (3) и (4) следует, что функции
. 2"

‘V’ л Я) (х) = М:’ # Я) (х) 4- 2 Л» (/. л «. «)+ I (х) (12)
/п«2

(п = 1, 2,-.; 1 </<2я; 1 < г < 22я; 1 <*<2"), 
где

/(Л/, л, лг)=А,4-(/- 1) 22я-(2я- 1) 4֊ (/ - 1) (2я- 1) + т-1, (13) 
равномерно ограничены на отрезке [0, 1]. Ортонормальность построен
ной системы очевидно следует из ортогональности матриц ТУ*.

Как было отмечено выше функции второй части группируются в 
„пачки“, которые, в свою очередь,— в „блоки". Построим л-ый .блок" 
второй части. Для этого сначала пронумеруем, сохраняя их прежний 
порядок друг относительно друга, все те функции системы 
('Мх))ь-1, которые находятся в „пачках“ с номерами *Л 4֊ 1, *я4-2,--- 
՛■■» *л4~22՜ и которые не были использованы во время построения 
первых п „контейнеров“ системы |5| и л—1 „блоков“ системы |С). 
Обозначим эти функции через (х) (1-С г-С 11л> — 1).

Носители функций ^я)(х), т. е. наименьшие интервалы, вне ко
торых ^я)(х) тождественно равны нулю, обозначим через Г/я), Г1>,=
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= (1/2, 1). Функции /-ой „пачки“ л-го „блока" второй части опреде
лим следующим образом:

1ГК»)\ -1
С(,''я,(х) = А^(я,’^я,(х)4- 2 А(Х'(я;Ч’И"Н»-Чх), (14)

«-2

где

р/(Л) = 1ог։|г|я,Г1 и ч11п) = 1(27я, 2я, л, 2я)+ 2 |Г^Г’.
т — I

Числа I (I, ], п, т) определяются равенством (13).
Из условий (7), (8), (9), (3) и (4) очевидно следует, что систе

ма функций
{^•я,(х))(1<*<|ГП՜’; п = 1, 2,-.-) (15)

равномерно ограничена. Из ортогональности матриц 7/*(А = 1, 2, • ••) по
лучаем, что система (15) ортонормальна. Искомую систему получим соот
ветствующим образом пронумеровав системы (;) и {С]и прибавив несколь

ко первых функций совокупности (ХЛ) II (^я), которые не были исполь
зованы во время построения этих систем. Из условия (10) легко ви
деть, что при построении систем (?) и {С| не были использованы сле
дующие функции: /-! (х), /-1 (х) и (х). Полагаем

гч(х) = 7ч(х), (х) = X. (х), г№ (х) = £1 (х), (16)
далее

ъ(х) = ^ля)(х), (17)
если

п— I Н’л—1

1с = 2 2"-2’'п-2я,-|-(/-1)2я-2’я4-(։ —1)2я + ^+ 2|ГЙ"։)Г։; (18) 
.71=0 т —1

^(х)=С‘'я’(х), • (19)
если

п Нл-1 1-1
к= 2 2т.2'".22я'+ 2 |г£~1,| + 2|ГЙ)Г1 + *. (20)

т — 0 т =1 т= I

Система (т)»(х))Г-1 является ортонормированной полной относительно 
£ [0,1] системой функций, так как она получена из полной относительно 
£ [0, 1] ортонормированной совокупности функций {/п) и путем раз
деления последней на конечные части и применения в них ортогональ
ных преобразований.

Докажем, что система (т/4(х)|“_1 является базисом во всех про
странствах £р [0, 1], 1<р<со. В данном случае, ввиду того, что 
[71*(х))£=1 ортогональна, достаточно доказать базисность системы

(х).)“-1 в пространствах £р [0, 1] только при р^>2. Система 
полна относительно £ [0, 1] и ортогональна, следователь

но, согласно хорошо известной теореме С. Банаха, для доказательства 
базисности Н* (х)}*_1 в £р (0, 1], р^>2 остается только доказать, что 
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для любого р>2 существует абсолютная константа СР такая, что 
для всех функций11

2с4(/)’։*1 ц (*п = 1> 2> )« (21)

4-1 М( о, и

где
1

<?*(/)—р(оч*<о л. (22)

и

Множество индексов тех функций системы (>14 (х))£*1, которые входят 
в п-ый „контейнер“ системы {С|, обозначим УМ), а множество индек
сов тех функций, которые входят в п-ый „блок“ системы ['), обозна
чим через /?я. Пусть /—произвольная функция из пространства 
£р[0, 1], р>2. Сначала убедимся в том, что существует некоторая 
положительная константа £>р, для которой выполняется неравенство

= 1. ։••• )• (23)
46 и /₽1

Для доказательства (23) сначала заметим, что из неравенства Колмо
горова—Хинчина (см. [7], стр. 153) и условий (8), (6) выполняется 
неравенство

1
т _  11 > т \
ЕаЛ'+1 <вр(У>а1) (тп = 1,2,---),
1-1 (/.»[О, 1] '

для произвольной последовательности чисел | а։ ]ь-1 и константы 
Вр^>0. Откуда, учитывая, что р^>2. получаем

Б Г/(0 ^-н (0 4*2*4-1 П ВрИ/Ь.Р{1/2, I] (л1=1| 2>‘,֊)> (24)
II'-։ У «^(0.11

Функции Лебега для системы [Фя (х)]я 1 равномерно ограничены (см. 
[12], стр 302), откуда ввиду того, что |ф(х)]л"-1 полна относительно 
/-[1/2. 1]> следует, что {фя(х)}Г-1 является базисом во всех простран
ствах Ьр[1/2, I], 1-С/><оо (см. [14]). Из построения системы 
И* (*)]"-! (см. (12)-(20)) и из ортогональности матриц /Д очевидно 
получаем, что для любого тп(.71 = 1, 2,•■•) сумма

2 С4 (/) >14 (х) = ф(։т) (х) + ФУ”’ (х) + Фз"’ (х), (25)

46 О (С<Л ) 
/—1

где Ф[Я1) (х) — 2т+1 -ая частичная сумма разложения функции / по си
стеме {^(х)}-.^ Ф<т> (х) соответствующая частичная сумма разло. 
жения функции / по системе {՛]>; (х) },—1, и Фз՞"1 (х)—некоторая часть 
разложения / по системе {’]»։*+։ (х)}]^|. Следовательно, из базисности 
систем соответственно в пространствах Ьр [0, 1/2] и Ьр [1/2, 1], а так
же из условий (24), (25) получаем (23).
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Для произвольного натурального числа п=1, 2,••• оценим коле
бание разложения функции / по системе {;((х))/°1.։в п-ом „контейнере“. 
Множество тех функций системы {’։*(*)} которые входят в у-ый »блок" 
п-го „контейнера“ системы {«} обозначим 2(п), (1<у < 2"). Покажем, 
что существует некоторая абсолютная константа О'р, для которой 

12 <26>

*6 и 'Ля)

Из условий (11), (12) и из ортогональности матриц Нк очевидно 
имеем

1
2 с* (/) 7)* (х) = £ ^ / (/) X}՞’(0 ■ 7^ (х) +

*е и ֊•(/|) У՜՛0
7-1 '

з 2/1

2 2 / (о 7.5л) (о *•♦„+»+» (о л-7<;> со г.я+-2 (х)+/?։ (х), (27)

тде Г1гп) (х) — некоторый отрезок ортогонального разложения функции 
/ по системе {фа/ + ։ (х)}“ ։. Из неравенства (24) очевидно имеем

< 2$> М^ю.1] (К«< 2՞)- <28)
Из базисности системы Хаара в Ьр [0,1] и из (5) очевидно следует 
существование абсолютной константы Кр 2> 0, для которой 

1
2 С/(ПЙя,(0Л-х$я;(х)| о։1 (29)
у-1Л ■ < ՛-? [0.1] /- |0Д|

Из условий (1), (2), (6), используя неравенства Колмогорова—Хин- 
чина, Бесселя и Гельдера, для любого 5, 1-С5-С2п> получаем

Р 2’Л Р р

2 2 /(/)/Г(0г.я+,+2(/)Л-Х'">(х)Ч+,+2(х) ^х =

] 3/(О^я,(Ог^+2(#)л-"Г
2 *<«)

22л Г
2] /а)^а)г,„ + »+։(*)<# г,я+,+2(х)'’-2я+1 с/х<

/-1 л(л)

2 у л л
— <Л + 1) / 1 \О2 * Г<^22? (/(01ял¥ 2 ] 1/«МС

1

(30)
1/2
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Здесь и в дальнейшем через Д/Я\ обочначаем носители функций 
"у11, Х}”. Отсюда и из условий (27), (28), (29) сразу следует нера
венство (26). Теперь докажем, что существует абсолютная константа, 
для которой при всех п = 1, 2,••• и 2я имеет место следую
щее неравенство:

|з 2 С/(ОЙ'’Ля։(ОЛ Й'’Ля,| <^М//ю.։։(1</п<2’"). (31)

Ц£^|0. 1]

Из ортогональности матриц Л/* и из условий (11), (12) имеем
т 2п Р

.22 /(/)^Ля)(0 Ля)(х) = 

/-1 Уж-1 и

1
= 2 (7 (О тИ՛я) (О Л • ?<'■ я’ (*) + (32)

где /Чя)т (х) — некоторый отрезок разложения функции / по системе 
(х)1/1,г Как и выше из неравенства (24) имеем

‘ 1^|о,1] ' Мк/ЧоЛ]" (33)

Из условий (11) и (3) для 1-С/П-С22՞ получаем

р

о
_ ։/։

>»(<) я)|

ьр (о, ։/2]

<2*
о 2 и>’(0, 1/2]

СР (0, 1/2]։/2

’„+>+2 (/) л

,-2

/(')2Е л.(?)2Г)(Ог,,+.„«)л. 

/-1

+ 2р

о

—
2՞ 1/»1

1« р(п+1)1/2 --------2— 1 ?
<2'(#)'_[ 1/(()|'л+ ^7^7՛р«)2 (02 ЛЙ-1 л’<

о % ’-2 /-1 I
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з_ в _ !_ . />+2
2 Р 2 п 2

+ 2 -2
.-> 22я т

/а)“;я)ЮЕ ^(02 АйЛ,л •
6 -а '-1

(34)

Из определения матриц //* легко видеть, что для произвольного

только для 2л — 1 штук чисел [ч (2* 
• • 2л — 1, а для остальных * (у=/= Н*)

1, 2, - •

2 А1?’ = 0.

Следовательно
2*Л 2л + 1-А 

2
'л

»-2
2л—I

2я՛’. (35)

Отсюда

1/2

г»я+»+։(0 2 А'2я)Л <

(1/р

1/2

сЛ
Чр

2

2՛ ’
. 2֊(Л| 1)]1/7

р

1/2

Отсюда и из (34) сразу получаем

рп> (0 л-ч»։/-я>
1/2]

։/2

(36)
и

Оценивая норму интересующего нас выражения на отрезке 
для 1 -С т < 22я получаем

[1/2. 1].

1
р

/-р|1/2.1|

։'2 2?Л

,-2 1л₽(1/2. в

о

О
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+ 2" 12 |/(О 2 МТ1’7^ (0 г,я+,+2 (О лх 
/—։ & » ,

Х2Л,теж,(х)г,я+,+а(х)| - (37)
“2 № ’)

Используя неравенство (35), получим

|2 4; (/Ю 7У”(0 *2 "՝>>& ^Ч+’+2(*)Г
|"։ 2՞ 3 ,_2 к/’п.ги

и

։/։ 22Я 22л

=;— Р('> хУ”а)лГр?’(х)2^+,+2(/)2 мН <
| □ I II ,_2 .-=2 к" ил п

Обозначим через 7’}л) линейное отображение интервала Д;Л) на (0, 1). 
Из неравенства Колмогорова—Хинчина путем несложных преобразо
ваний получим

2 Г ЯО 2 М?,йя,(0г»„+,+։ (О л-2 МГ’хГл,я+,+2 (р
/=1М2 ’“2 ’“2 "^(1/2.1)

1 Р *— на
=2 2 /(О № (0 2 л',г> г,я+,+2 (О Л. 2 А^’г,я+,+2

.-2 -2

1
2"+1 АЙя,г,я+.+2(0 ЛХ

X 2 л‘Г,г,я+,+2 х) I' <֊1_ 231я+1) ср X 
’-2 11дР[0,1) 2 +

п 2*л 22л

2 / Ю 7"' Ю 2 *3”' г..+.« (о л X лЯ%«+= (г՛;',) Г -
1~°1р ’-2 ’-2 К։(М1

(«+։> рг
2___ _

2«+1
Т<"+։)

•2 Л я։ /։ 22п

Ч £ 1/(0 ^Л,(о 2 Ай",г’-+’+2 х
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25л

[mW։и =
/ 11/. 1 J ,_з fi’io. Ц

■””Т .։»..՛ ։»
=2^r֊!֊c.’|2(' l /<'։'"’ ws*?’4 «•«<'>■") I • <39>

/“1 •֊֊ 2

Из ортогональности матриц /У* и из ортонормированности функций 
2д

(7.ljn) (х) Г,я +М2 (х)1> 2 очевидно имеем
*»2л J 2-л 22*

S |/(0 ^Я,(0 2 ^л+։+2(0 dt- S 7ГМг,я+,+2(х)^ 
V-2 ,=2

22л р

’ ^2 /(о"/5я)(ог.л+,+а(ол-“5я,(х)г,л+,ь2(х),
,=։1/2

откуда следует, что

Пг,л+,+а(/)л-/-Г

Отсюда и из условий (39), (30) получим

1'"-]
J/2

I
<С,||/(/)|'Л. (40)

5/2

Из условий (37), (38) и (40) следует

/(ОфИ’п>(О^-ф?-л)Г <Ср
Ц-Рап. I)

р/ЮГЛ. (41)
5/2
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Неравенство (31) сразу следует из условий (32), (33), (36) и (41). РЬ 
(12) и (14) с помощью неравенства Колмогорова—Хинчина и опреде
ления матриц Нк, как и выше, для любы)? п 1, 2, , 1 » 1
•С г ֊<22л получаем

2 Г/(0 '' я> (0 л я) I ։) < СР 1/1£Р(в. ։) (1< т <2") 
,_։и

(42)

и для л = 1, 2, • • •; 1 < I1«

I У (7(0 (0<Л-^‘Л,| <С'р|Лгр։<1,1) (1<т<1г‘п’1՜1 )• (43)
I ,_1 3 Ьр 0.1>

о
Из неравенств (23), (26), (31), (42), (43) и из условий (17) (20) 
сразу следует (21). Таким образом, базисность системы {■’)* (х)}*_^ в 
пространствах Ьр (0,1), 1<^р<^(Х>, доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 2

Покажем, что для системы (х)}£֊2 можно найти ограниченную 
функцию М (х) такую, что {М (х) т1к (х)} “а являлась бы базисом во 
всех пространствах Ьр [0,1], 1<^р<^оэ. Для этого сначала приведем 
формулировку теоремы 4 работы [4], которую мы существенно ис
пользуем для доказательства теоремы 2 настоящей работы.

Теорема А. Пусть |7.я.(х))яХ1— система Хаара. Тогда система 
\М (х) 7-я (х)),?“-։, где

М (х) =2~я , при X е (1/2 пЧ-1, 1/2 л) (л = 1, 2, • • •) 
является базисом во всех пространствах 1-р [0,1],

Из леммы 1 и условия (3.11) работы [4] имеем также, что со
пряженная к {М (х) 7.в (х))Лх_2 система (х)/я^2 определяется равен
ством

гх\ _ (\М (*)] 1 [/л (*)—2*/2], если п =2*4-1, Л=0, 1, 2,- • • 
[ 7.„ (х) [М (х) , если л т^2*-*֊1, £=0,1,-

В качестве искомой функции М (х) возьмем функцию М из теоремы А. 
Сначала убедимся, что система {М (х) (х)}^_2 замкнута и мини маль՜
на во всех пространствах 1Р [0,1], 1<р<^оо. Для этого проверим вы
полнение условий теоремы 1 работы [4]. Очевидно, что (х)[Л/(х)]—| 
не интегрируема на [0,1], следовательно не принадлежит ни одному 
из пространств Ь" [0,1], 1<^<?<^оо. Из определения функции М (х) и 
условий (11), (12), (14), (16) —(20) легко видеть, что функции 9* (х) 
(1С&'\°°), которые определяются следующим условием:

(х) =
еСАИ п=1,2,-.-

V)* (х) [Л/(х)]-։, если и = 1,2, - - (44)
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ограничены. Условия теоремы 1 работы [4] выполняются. Таким об
разом, замкнутость и минимальность системы | М(х) т}л (х)*_з в про
странствах £/ [0,1], 1<^р<^ос, доказана.

Докажем, что существует такая абсолютная константа Вр > 0, за
висящая только от параметра р, для которой, если /££/[0, 1]

| 1
а* Н (о, у » (45)

рлЗ։ к(о. и

где
I 

ал= у /(/)

V
Так как М(х)=1 при х£(1/2, 1), то из построения системы (т(л(х))л_։ 
легко вывести, что при и = 1, 2,•••; 1^у^2л

3 ал М(х) (х) — 2 сл’!л(х), при х£(1/2, 1],
ле^л)

где коэффициенты сл определяются условием (22). Отсюда учитывая, 
что ал М (х) т)л (х) =сл Ъ (х), для тех чисел к, которые определяют
ся условием (20), и при х£[0, 1/2)

2 ал М(х) т(л (х) = 
ле«у*^

1/2
= У / (0 [£” (0 -2лЛ 7ц (0К^ (О]՜1 сИ-М (х) (х), (46-)

о
1/2

2 ал АГ(х) т!л(х)= [ /(О /У’ (ОРИ(0]-‘ (х). (47)
ле?5л» У

Из определения системы функций {'Ья (х)}"=1, сопряженной к 
\М(х) 1„ (х)}я"=2, теоремы А, базисности системы {^?л (х)}^^_։ в £/’[0,1] 
и из условий (11), (12)настоящей работы получаем, что для доказатель
ства неравенетва (45) остается только оценить нормы в кР [0,1] сле
дующих выражений:

1

(0_А./1(х)1[л/(0]-> л)(х), (48)

1

(0 [А/(0]-։ л л/(х) ;?• / л) (х) (49)

(л=1, 2, - ; 2</<2л, 1</<22л; 1<т<2л).

Как и выше легко убедиться, что отрезки ортогонального и биорто- 
гонального разложений некоторой функции {£.ЕР [0,1] соответственно
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по системам {■»?* (х)}^ и [М (х) состоящие в первом случае из- 
функций некоторого „блока“ системы {?}> в во-втором из тех же 
функций, умноженных на М (х), совпадают на интервале (1/2, 1]. Из 
(46), (47) очевидно также, что при хС[0, 1/2]

(O-^-ZxWl [^(01֊։^ Л/(х) е1”0 
2՞ |

(х)=

J/2

= J/ (0 [Й° (О—2Л/։ А (0] (О]՜1 dl-M(x) /(„" (х),

и

2Л J
2 /(0 я) (0 [М (/)]-> dt- М (х) '(,' л п> (х) = 
’“'о

1/2

֊ 1՛ / (0 7? (0[Л/ (0 ] -1 dt • М(х) Z(/' (х)
22л J

Таким образом,

О
(п=1, 2,- -; 2<;<2л; кю”). 

имеют место следующие неравенства:

2՞

■-п> (0-֊Zi(x) [M(t)]-'dt-M'<!‘'-n>
2-

о

BpI/liS Ю.’)« (50)

2я

£•''л> (/) [Af (О]֊1^ л л> < ИгР(о,։).

4^(0,1)
9

Выражения (48) и (49) оцениваются идентично, поэтому нужные рас
суждения проведем только для (48). Из базисности системы (v)* (х)|“=1 
в Lp (0,1), базисности системы {М (х) (х)]~_2 в If (0, 1/2) (см. тео
рему 4 работы [4]), ввиду того, что функции системы (x)]„=i при
нимают значение нуль на (1/2, 1) и функция М (х) на этом интервале 
равна единице, очевидно, что достаточно оценить сумму 

о

1
2"

^֊'•Л,ю Zi(0 [5^(0]՜’ Af (лг) $(>]'л;(х)2

[ ^Л։ я) (0- --Z1 (0 ] [M(0]-J dt . -М(х) '• п> (х) 

в LP (1/2, 1) и сумму 

п. ’ 
2 /(о 
,=։1/2

в (0, 1/2), Из (11), (12) и (3) получаем
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I 2 С/(0 [ ^''Я,«)-^А(')| [М«)]֊’л=
II,_։.) I 2я I !др։։/2, ио

=1 |>(о[ ^'’”ю-^-/г(о ум(о]-։л-2м
II 2я ,_1 Мо/гп

О

1/2 _ 2.
= ± II ’ / (о [2 2 71.” (о- 7, (да«)]-’ л- 2 я՝’• я) | <

2я и "^(175.1)
О

•С Ср ИЛлР(1р, •.) •

Выражение (52) в кр (0, 1/2) оценивается подобным образом. Та
ким образом, неравенство (45) доказано. Тем самым доказательство 
теоремы 2 завершено.

Замечание 1. Используя известные результаты о мультипли
кативном дополнении до базисов в кр (0,1) подсистем системы Хаара 
(см. [5], [6]), подобным образом как и выше можно доказать, что 
удаляя из системы {ц* (х)}£_։ конечный набор функций, линейно неза
висимых на отрезке [0, 1/2], оставшуюся систему функций можно умно
жением на ограниченную функцию превратить в базис пространства 
кР (0,1), 1 со.

Замечание 2. Удаляя из системы {г/* (х)}*_։ конечный набор 
функций, которые на отрезке [0, 1/2] являются линейно зависимыми, 
можно показать, что оставшуюся систему функций невозможно умно
жением на какую-либо функцию превратить а базис пространства 
кР (0, 1), 1<^р<^оо. Это делается с помощью таких же рассуждений, 
что и в доказательстве теоремы 1 (см. [4]). В данном случае нужно 
использовать конструктивные особенности системы (х)|£.г

Замечание 3. Из двух предыдущих замечаний следует, что 
система (т}* (х)}^ обладает также следующим свойством:

из нее можно удалить некоторый конечный набор функций та
ким образом, чтобы оставшуюся систему функций было невозможно 
умножением на какую-либо функцию превратить в базис пространства 
кр (0,1) для какого-нибудь р, 1<^р<^со, в том случае, когда удалив 
из системы {т)* (х)}”=1 любую функцию из выбранного набора (может 
еще некоторые их комбинации) оставшуюся систему можно умноже
нием на ограниченную функцию превратить в базис пространства 
кр (0,1), 1< р <С,со-

В заключение отметим, что рассмотренный вопрос давольно тес
но взаимосвязан с вопросом существования почти всюду расходяще
гося ряда Фурье по полной равномерно ограниченной ортонормиро- 
ванной системе (см. [15]). На первый взгляд между этими вопросами 
нет ничего общего, но дело в том, что оба эти вопроса зависят от 
поведения рядов Фурье о-функций. Некоторым подтверждением выше
сказанного может служить тот факт, что в основу примера построен
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ного автором равномерно ограниченной ортонормированной системы, все 
ряды Фурье по которой сходятся на фиксированном множестве поло
жительной меры (см. [16]), лежит та же идея, которая положена в 
основу примера, построенного в настоящей работе.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступил. 15.VII.!982

Ղ. и. ՂԱԱԱՐՅԱՆ. Հավասարաչափ սանմանափակ օր չնորմավորված սիստեմների մոզ- 
սփպլիկտիվ լրացամր մինչև բազիսներ 1<р<-рОО (ամփոփում )

Հեղինակի նախորդ աշխատանքներում ([4], [5], [6]) ուսումնասիրվել է ոչ ղրիվ օրթո- 
՜նորմավորված սիստեմների մինչև Լ՚՚-ու-մ , 1Հբ<»' բազիսներ մուչտիպղիկատիվ լրացման 
հար8ր։

Մասնավորապես ապացուցվել ( (տես [4], [5]), որ եթե ղրիվ սրթոնորմ ավորված սիս- 
տեմը հավասարաչափ սահմանափակ է և բավարարում է (К) պայմանին, ապա այդ սիստեմից 
ցանկացած վերջավոր թվով ֆունկցիաներ հեռացնելուց հետո մնացած համակ,Արդը հնարավոր 
չէ մուլտիպլիկատիվ եղանակով դարձնել Լր-ի րադիս ցանկացած р (1 ր<Լօօ)-ի համար, 
Այդ պայմաններին բավարարում են այնպիսի սիստեմներ ինչպիսին են եռանկյունաչափական 
սիստեմը, Ոլոլշի սիստեմը և այլն, *

Ներկա աշխատանքում կառուցված է լրիվ հավասարաչափ օրթ ոնորմ ավորված սիստեմի 
օրինակը, որից վերջավոր թվով ֆունկցիան հեռացնելուց հետո, մնացած համակարդը կարելի Ւ 

միևնույն սահմանափակ ֆունկցիայով բազմապատկելով դարձնել բազիս բոլոր ԼըՀ <Հթ*ՀՕՕ 
տարածություններում. Որտեղից հետևում է, որ [4]-ո,մ ապացուցված թեորեմը վերջնական 

բնույթ ունի,

K. S. KAZARIAN. Multiplicative completion of bounded orthogonal sgstems 
to bates in the spaces l.p, 1 p < oo (summary)

The problem of multiplicative conplition of incimplete orthonormal systems 
to basil in the spaces IP, 1 ' p <_ oo was considered in the! previous articles of the 
author ([4], [5], (6J).

It was proved (see [4], £51), that if a complete bounded orthonormal system satis, 
fies the condition (A), then after deleting any finite number of functions from that sys- 
temit is impossible to multiplicatively complete the remaining set of functions to a basis 
in any space Lp. 1 < p < oo. The trigonometric system and the Walsh system satisfies 
to these conditions.

In this work an example of bounded complete orthogonal system is constructed 
for which it is possible to get a basis in every space Lp [0. 1], 1 <p < oo. deleting 
from it a finite number of functions and multiplying the remaining set by a bounded 
function. This example shows that in a sense ths theorem proved in [1] is final.
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1 • РУБДНОВИЧ

НЕЛИНЕЙНЫХ пл^гСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ 
НЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

стоЯ1ЛГс\\т6ьГбОЛРра"ИЧеПНаЯ °бЛаСТЬ « & с границей Г£С”. В на-

н°го параболического уХУвЧненияКРае‘,аЯ 3аДа‘'а ” ^Х(°’ Т] АЛЯ ՛

֊֊^<х. о^г(,։ п)։ (0.1)

ди
Оп о, (0.2)

(0.3)
тический М) " непРеРь։вные
тирский оператор: Функции, а(х)^>0 на -эллип-

п I

£”= 2 2֊ диаЧ — 
Ох

причем »•„Для всех х£ С и

28 28 «О (х)

с><>
Ох.

(0.4)

2 , „/> к — сопз! и,

Ф|ииие„ты аиМ(:С.(С); 1,у(х)(:С{С). _ про„заодная по на-

правленикэ пив „ дпО) > П „ мешяеи нормали. Всегда н. « 1՛при 0 <С 1 ДЯ СУдем предполагать, что у V»
Нас ичт/ \ •

°Х(0, Г\ сушеЛ наиоольШее значение То, что в пиликдре
параграфе 2 У/^СТВУет классическое решение задачи (0.1)— (0.3)- В 
ся верхнее и н ՛ ДОЛ1’ названнь1м „метод квазилинеаризации“, сТроят~ 
удается НайТи реШСНИЯ За^аяя (0.1)-(0.3), благодаря чемУ
строенные веп--и таточно гочнь:е оценки сверху и снизу для То- Е1о- 
настолько мало “ Решения во многих случаях отлияаются
§ 1 ПОс°яЩен сг> 1ТО ИХ М°'КПО Считать решением задачи (0 1) —

и о Мнению решений задачи с различными
случае, когда ркУда слсДУе1 еДинственность решения даже я ТОМ 
ЕМ«с„я,отс, ; > “) не УЛоВ,е„оря։т „о „ и,о Л„„шица, В 8 4 
Г. = ». отноен“’"” ’'стойч“Н°”и Решения задачи (0.1)-(0^, когДа 

неРНОНенельза ". ун ’ :°?'<ГВи”Я "Р" "Т“
функция / (/, „) оогнута от„оситель„о „ Эти усд„ВИа

функциями



363О времени существования решений
оказалис, - — г ;~
(О- ’ в °Кр 111|;|Дающими с условиями разрешимости задачи (0.1) 
т. 3.3 и Сд^СТности (в пространстве С) функций ио(х) и (?> и) (см.
™агоДара ։ Дствие 3.4), которые легко записываются в явном виде

н։зультам § 2. § 3 посвящен случаю, когда ' 
к решелИк>ИэУЧаются условия стабилизации решет

^■Глиптической задачи в С:
при

(0.5)

вогнутой

t

ди 
дпУслови»

сТт<-фуНКЦИи г,3ЧЦлиэ, _
чи (0.1) (и) -р ЦИИ наио°лее хорошо выглядят в случае
И легко (0-3) огда они совпадают с условиями разрешимости зада- 
лизация Про։։ерВ окРести°сти (в пространстве С) функций Г (и) и н0 
опенки Пр°Исхо'<Г1СЯ С ”ОМО1ЙЬ1° результатов § 2. При этом, стаби- 

8 ^°РосЛИТ - показательной скоростью и получены явные 
ПОси и СТа°илизации.
К։1аЭиП֊Це” получению оценок линейных задач, используемых в 

э н< аризации (см. дальше введение).

методе
несса^^^ т
математ։1Г։Лооого п 0 6°'* ВОЗНИКЛа перед автором при изучении про- 
Все ра 1ЧесКое ,-РО<°Я КОНденсаторов. Настоящая статья содержит 
•и питцп ^Ревщ СНОПаиие методов, применявшихся в работах |1, 2]. 
из них О°йаи։։у>о тчм"71РОСЬ1 изучались многими авторами [см. [3, 6] 
дачи (д ]ТАч1։г։ется литеРатУРу). Предлагаемый подход к каждому

В * ' — (О 34 г °1 Применя»шихся ранее и дает, конкретно для за- 
«»> пол?1 АЬ«ейшем у1ойТО"-Ь,е Р^льтать,.
ров кра УГрУпп [71 гл- ИО °Удет п°льзоваться терминологией линей- 

е8°й зяла„„ . чеРез и (/), (^0 полугруппу операто-

(0.6)-֊-^֊‘=0; ։(х՝э;+ '' (0.6) и <о.з»
‘ удовлетооря®’ ко1<ус ПОЛО®11՜<т- е- и«) „„ (х) = „ (х, П. ГД» “ (о^ителен (сохраняет 

|4зиестно, что оператор и (О псъ (0.7)
цельных Функций). Поэтому __к(

/ V м>. е ’цп(П11с== п;са* и( ’
где и (х А есть решение (0.6) с

первое собственноео >֊!• ГДе 1
•,,— любое число из интервала и,՝-- 
число краевой задачи _ д

^•4" ՛։■ “ О, ’ * в формул"?0»՜
И. - постоянная, которая будет «сто фигурироватв^^^^, о трех 
пах результатов .Если “’«“"“„„лучить - (0 Л0>
прямых [8, стр. эо՝)/ нетрул \

3-724
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-шер։,1,сски симмегР*։
В § 5 для £ = Л (оператор Лапласа) для с> 

ных задач в п-мерном шаре 6՛ получено равенств0

М.,— тах| ®, (х< ( '®- 1

Функция Г кХдр7тн^хе"На,7,1У.’'КиНЯ кРаев°й задан» (0.9). ТаК как 

{ °°» То (0.11) ест։ ско ках является пределом е',։ч(х,1) пр”
ко Распространяв ’ "аименьшая константа М,. Формула (0 н) лег- 
«ений можно ппелпп "роизведепия шаров. Из физических сообр^՜ 
Однако, доказать это Твтооч ТаКЗЯ °~енка бУдет “ В обЩеМ слу։'ае- 
найдена („е „ан ЭТо автоРУ не удалось. В случае задачи

I 'е наименьшая) константа М, 
терминах полугрупп решение ипш ' уравнения

Дир»

^ _£«,=/(*, /) 
di

с краевыми условиями (0.2) (0.3)

е—*/

Z-'W (k== const)

примет вид [7, стр- 159];

(0.13)
о

Для нелинейных уравнений мы будем 
известные результаты [3]. Пусть существует 
V (х, /)>0 (верхнее решение), такая, что

использовать следук>Щие

dv 
dt

du 
dn «О

(0.14)

не СТвует число к такое, что Л՜// \ .Убывает по и п™ О <Г „ <" + ,<и "Ри каждом /£[°- ^1

Функций. Р является пределом ие,,н,„„ хЦИи- 'еУоь!вагощей последовательности

v0 (х, /)=-0, V/+1 (х, /) = е֊К1 и и0 (х) -ь 
/

j е֊М/-.) U ({- -с)[/-’(г, Vj (х> х)) kv. (Xj X)J d- 

О (0.16)

1. Сравнение решений
Обо3„ачиы „врез Int G внутренность области С и 

и (х, о И U (х, t) непрерывны г 
ла дают там производными по х 
вторыми производными 110 
неравенствам

пусть cpyHKUHn 
в замкнутом цилиндре 6”><[0, Г] 11 oG~ 

а в цилиндре int (7Х[0, Г] облаДа։°т 
производными по Z и удовлетв°РЯ10т'
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ди
----------Ли
д(

где Ф (х, I, и, ;)

сСтпов։
О в₽е

(1.1)

(1.2)
I,

ои
’ дхп/ ди . 

1՜՜՜ \дХ1

I, V, V«)’

01

н

г. ек՞)՝ 
функция (’-֊

дг’ д_ а

и пУсТЬ

[, о)\г
(1.3)

У и 
дп

+ £ <х’ 1
-I 1 отвечает на вопр°с>

что 
то, '

и (х>

когДа 
0) <

что *ыследующая те^и֊ прИ уСло — 
зать, что и (х, <)^и Iх’ пЛяется линч> 
вым В ней, по-виДИМОМУ’ я на функЦиИ 
нее ограничительное 7С^“шйиа) по «<• у
мость (и даже условие „^ахичнои |
доказательства появлялись

ф и 5- 
Идеи,

“о*"° нГ (*.<»■ н1-
„«ываем ме

ВаК''ф1репииР^е՜ 
^Г^сяове ее

V

многи* п1акая,

Лемма 1.1. Пусть 
что для каждого X П 11

гпву^пг конс^а нгпп
, о^енка

при условии, что
т։п

р2;

: 10, П
Л 14, ՝)

. _1, 2.
(1.4)

Н(1) и ;(2) ;
.(П) - У- (х, t, ՝Ф ’ г 4), а <=■ и 

гп на интеР^але п на >
при аелов։.„, что 1‘ л^“сп։о, пгак^- "^рас^՛”^„ар^ 
иоряют оценке (1-5)- О сТПр°гО в нацаЛ 
данчцчя д (Х, I, е) + '=..\х,՝ укОЗОН«’^ фу«№“«>

<֊’■ 0) ^/,.3 6' глаА^10 М

и еще — оценка:

И (х, 6

де (1-4). Тогда в 
о (х, <), если только и

. „ т в о. ЗалаА»«

такую, что

Через Л1 обозначим число,

дго _

оценива
функции 

։оЦАее , И
, /х-л-1 ’

г՝ пеоеменнои (&.МЧкСделаем замену пер
(кМ \-к *--и>( w (х) Р ^х' ,1ПЧТСЯ

(11) И (1.2) перепив
орпС’ГВЗ. /

Ш) ‘ го

в виДе֊

то 'аЯ-- Тр

__ (Ш + ^4- М) “

ли < I ф (х, 1։’

п дго
2 а(/ дх1

V»)

7€[0. П 
инпгерва-

!^-и — 
11}

(1.6)

(1.7)
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/до г -<*Л+*+НИ и> ( —— £</ > е
\д( /

п

~(кМ +1: + М)г>-2 > 
/.7

Ф (лг, /• »

б/«՛ Уд 
аЧ ------ .ОХ) дХ։

(1.8)

(Ко՛ *0^ 

£։п1Если утверждение леммы неверно, то существует точка 
где /0>0, отрицательного минимума функции д — р. Если хй 
то в точке (х0, /0) будет ֊ (д— р) 0 и ГР = Г<7- Так как в этой *°ч

Если

ке г՛ <7 и, то
Ф(х, I, V. Г-и) — Ф (л՜, /, и, Г«)> к |Г (и—иУ‘ а

Нетрудно видеть, что
I? (о — и)| < («> (х0)) |Гш (*о)| (" - ”)' М ^и~ г')։
1X1 част!>

после чего нетрудно заключить, что в точке (х^, о) Р ,^п)<^0, 
/1 -7\ часть М 8) т е в этой точке ь\Ч(1.7) меньше, чем правая часть ( 1 .о), т. е 
что невозможно в точке минимум«!.

Пусть теперь х0 С Е• Согласно («.6) имеем

а-и> — 4՜ 8 (х 
дп

с*г/ 
а «> •- * дп

_ р)^0, но так как V <^и՛ то 8 ^’х’

>«и, I, „)+^„7полу..ен..ое противоречие> ‘ Су՜
Следствие 1.2. Пусть для каждого ин Р функция

ществует число к = к{а, Ь) такое, что при “а ' [ ’ задачи
Л(/, И)_^ монотонно убывает по ИС[а. 1ОГД Р
(0.1)-(0.3), если существует, то единственно. . уСло-

„ /7 ц(0) = 0 не удовлетвори6
Пример. Задача »

ВИЯМ следствия 1.2. Ее решениями будут их и '

д , 
В точке минимума ——

, и (0) = 0 не

§ 2. Метод квазилинеаризации
1"* Существование ре шения. В конце введения указано> 

что если существует число к, такое, что функция к (/, и)]՜^՜ "1г Не 
доказательства существования решения ДОСТа- 

' ■ хгловлетворяющее условиям 
линейного уравне-

убывает по и, то для доказателен-.«о» "Л’Г удовл« 
точно построить верхнее решение , решение 
(0.14), (0.15). Будем искать V (л, О как ре
ния в б X [0, 7 ]

_ к^ = с (0 V + </(0
(2.1>

д1
/п о) (0.3). Коэффициенты с краевыми условиями (.и-6/’ ՝ ’

раются так, чтобы при каждом

, .4 , /,\ подби-с ({) И д (()
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х:л։н11имадт °-
Тр R области 

₽“«“»1еЛ,Р ° " “ 21 
чтобы й1х Чисел

с (/) Р I <7 (/) .>/г(/, р), (2.2)

значения функции и (х, /) (при каждом фиксиро- 
<7.

^метод квазилинеаризации). Каждой паре неот- 
I и Р сопоставим числа с ({, р) и (?> Р) так,

ЧГп°б* ччг 
на “нтег, ЛО с 
*ого дц/Вале Ю, Г

АиФфеРен

с '4 “та (/, р) при О <С и ֊$֊. Ла Р>
И) Ир) было минимальным. Тогда, если 

] существует ограниченное решение обыкновен-
Иаалъного уравнения

б\1
~77 ~ (с (/, р) — л) р d ([, р). (2.3)

м>.
sup е" ||(/ (/) и0]с, (2.4)

ГО О в
ПсР^Че^, И (Л. РД ? 1°’ существует решение задачи (0.1)—(0.3),
С ’ ,1)> ^ (^ ’--^(^ ,1 Более того, если в (2.1) положить с (I) — 
и1енце и (/, р), то решение ( {\ ограНцЧивает сверху ре-

о Каза 3аДачи (°1)֊ (0.3).
__^ВлеВия (о 1 о\ е Л Ь С Г в °՜ ^евко проверить (с использованием пред- 
■ -2)> (0.3) ) Решения уравнения (0.12)), что решение задачи (2.1),

в виде

в силу (0.7) и (2.4)

0

U (t) и0. (2.5)

(с (z) — V) dz \ d(~) d' +
о

ФУн*Ция

Н- Ио ехр 0 (с (2)_ A) dz\ llf М. [t (Z). 

и z 1
( ) удовлетворяет дифференциальному уравнению

Выбор

</р
^ = (0 (t)~ X) у. (/) 4- d (f), р(0) = Ро.

Г9оч°6есп^в^ С <0 И 11 /казанный в Формулировке теоре- 

выполнено при оТГГ УСЛ~- неравенство
() есть верхнее решение. " (х’ 0 < Л/х р (<), То
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Итак, если существует число Л-, такое, что
ки не уб«- 
,.ия. Тогда

вает по и, то теорема доказана, Пусть /՛ (/, н) произвольна.* ' ** Р* (I и )՞"՞՜*можно построить неубывающую последовательность функции г,‘( > 
— / (> л» „пн 0 С / .< 7' и 0 и М, та.х Ц (/)» таких.

(6 0)

7 ’ <«ни0 [ ~ ՝՝՝՝ *' ՝ ՛ ~ул >влетворяет условию Липшица по и рзвно-
в в Х[0, 77 сУЩе՜

-֊^ (0.1) (0.3) с заменной Р
.... 1 Решением V (х, /), у = 1,2»“'* 

,,,>следопателг>иость и/ не убывает.
..... .. ’• у. /)=Нт в/ (-Г’

мерно по t £ [О, 7 J. Согласно доказанному
ствуют функции tij (х, t), удовлетворяющие
на Fj и ограниченные сверху верхним

Лемма 1.1. показывает, что

есть решение задачи

выше

получаем, что функция
(0.1)֊(0.3). Теорема 2.1 доказана.

Мы построим (0.1)—(0.3) снизу. У2՜'. Нес у шести он а н и е решен и я.
ш (х, /), ограничивающую решение задачи 
функцию будем искать в виде решения уравнения

('J^- — Lw = i (t) и՝ ? (^) 
dt

(2.6)

с краевыми условиями (0.2) (0.3). Коэффициенты и , 
так, чтобы при каждом [0 Г] и при всех значениях 
ш (х, 0 (при фиксированном /) выполнялось неравенство.

ЮТСЯ

функции

/• (Л Р)-

чается, 
чтобы

Теорема 2.2. Каждой тройке чисел I >0; Р > 7 
что }х=оо) сопоставим числа я (Л Р> 7) 11

(2.7) 

(Не«с’։ЛЮ՜ 1

число а (/, р, т) V 4՜ 1՞ (Т “» 7) было наибольшим. յ 
Рнм систему обыкновенных дифференциальных уравнений-и чтобы

|' dt

рассмот-

(2.8)

df {• 
v(O) = vo =

G

"и0 (х) (х) dx; р (0) = Ро = sup е'“ l,U(t) uj<: •
(2-9)

где л։ есть первое 
вая собственная ।

собственное число краевой задачи (0.9),
пер-

функция, нормированная условием: 

f (х) dx = 1,

о

Mt Р. \ ЛЛ, ? (t> is v)»

если 3 (/, а, у) 0 
если (3 (/, р, у) 0

Тогда если на интервале [0, Т] не 
системы (2.8) —(2.9) с ограниченной

сугцествует решения Р ('')' 7^) 
Функцией V (^) {обращение Iх н °°
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ствует ° 'ЧНа,<енчя не имеет), то в цилиндре <7Х[0, 7~] не сугце- 
в (2-6) п\Р°Ни'генного решения задачи (0.1)—(0.3). Более того, если 

' пОла^- — ........ ...  <» -лрешение и> (х, /) задачи к 
ние задачи (0.1) — (0.3). каК

Доказательство- ‘

е! опенки 
и отрицательной, то ДлЯ -

о 1 ОднаьО
рассуждения теоремы Д-1-
решением 71» (

в (2.6) функция Р (/) может быть 
максимума решения го не годятся 
это решение оценивается сверху

задачи:

С КраейыМи 
с°впада.от ( 
я°лагается

~Ьи՝ = а (О «'Я (О (2.10)

Условиями (0.1) — (0.3), 
а и В соответственно, 

։■ (О =0 и а (/) ищется

где при {?(/)> 0 функции а и Р
а для значений /, в которых Р(/)^>0, 
из условия:

/.ч ,, д- В (О, при V) и > ь (/) И > • _ х

что9 1 находим»
Рассуждая как в теореме
есть решение уравнения

шах ш (л֊, /). 
ле о

(2-11)

[1 (/), где р (/)

°"Ре«леНО ,
= а (^) Н •֊ М, ₽ (/) _ )֊1 (1> и (0)= Р0,

~'и1 °(П . 9)՜ Ясно> что условие (2.11) будет удовлетворе-
этойЛеНИе Второг Я И ~1՜ при Р^Х0’ что и объясняет 

СИстемы 10 уравнения в системе (2.8). Первому уравнению 
Удовлетворяет функция

7 (О = ш (х, 0 (х) dx.
^ОЭффи
была на к ТЫ “ И в Условии теоремы подбираются 

н ольшей. Теорема 2.2 доказана. так, чтобы V (/)

§ 3. Стабилизация на бесконечности

ТогАа Аля сиги ЗЛ' Пустпь в (°-3) «0 (х) =0, а в (0.1) Б (I, и) = Б (и). 
^ада՝{ч ЛОЛ) ~ ,^С™аован1< я ограниченного в СХ[0, со) решения и (х, /) 
МеОГГ1Г311Иаггге \ъное Не°^ходил1° 11 достаточно, чтобы существовало 

решение эллиптической краевой задачи в 6՜:

= 0. (3.1)

и сУ1Дествует минимальное решение V (х)>0 задачи (3.1)
? 11л։ал1)иое решение гг_(х, /) задачи (0.1) — (0.3), которое не

ает по I и |։т ц равномерно по х£С.
^оказательство. Пусть существует неотрицательное реше-
(л) задачи (3.1). Тогда функция и (х, /)֊у(х) является реше-
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— (г) Та* как
нием задачи (0.1)—(0.2) с начальным условием и (х- 0) —о ? (О.՝3)> и 
и0 (х) = 0 V (х), то и есть верхнее решение задачи (0- 
п(х, /) строится как в доказательстве теоремы 2Д-

Обратно, пусть в С [0, оо) существует решение о*им вна 
<со задачи (ОД)-(О.З) с и0 = 0 и Л (/, н) = Л’(»)- 1 1р^ убывает при 
чале, что существует число к такое, что 1՛ (п) Р 11 етР°иТС,։ С
0<и<с. Тогда можно считать, что решение и (х. с
мошыо последовательных приближений (0.16). Пред (х 
этой последовательности для некоторого у <> 1 У пределу
убывает по / и равномерно по стремится к свое? у 
при / —» со (это имеет место при у = 0). Докажем, что 
имеет место и для г»у 1 (х, Действительно, таК 
убывает и оператор (О положителен, то при Д/,

ЧТО В 

о не 
П>/(х)

*е саМОв 
7(«)+Аи яе

«/< ։ (х, / + Д/) = J и {-֊ -■) е-՝՝- Р к. 
(I

4՜ к V} (х, - + Д/| </՜ -Ь и (( 4- д/ — е
О

что доказывает неубывание по I. Далее

, ^)]/Д

ЧЖ (х, /) =
О

-) е -*<'֊’> (х

X)] <1֊..
(3.2)

,] /) рав-
Т 7 у/ (х П^с, то функция /'(«У (х, О) '^у), за-
Так как г»,(х, /)<н(х, О Поэтому благодаря оценке ( по
комерно ограничена по х (3.2) равно’ зеТСЯ
ключаем, что первое слаг р,ТОпое слагаемое перепК
хСС стремится к нулю при /֊>«>. Второе 
в виде:

Г2

е
^Дх, /֊֊^)]^

О
и В силу предположения индукции равномерно по

։тся к

е-к' ^ (х)) + кги} (х)]

О не Убь։-
. а мялось. Последовательниц— «՛ 1’ пре-при I ֊> ОО, что и требовал (числом с). Поэтому существу 

вает по у и ограничена св 1 у
дел V (х) = Гип и>) (х). Так как
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НН существова

/ го, I— к~’' • г>ткУДа неТрУА7) УД°вЛеТВ°՜ 
, , огра«ичеИа’ 7 х €С и ” Л и (х, О՜* 

то последовательность равномерно "рка схоДИМ°с 'воЛЬНОЙ
что ш/(х)֊>и(х) при / После этого П1 ВР у;кДе'
ряет краевой задаче '■ _„ляет труДа- добавить г
— н (х) при <— • не пред осуждениям сЛ доказ оМернаЯ
Г (и) к приведенным ’"’“‘^^.^ремы 2*1- Те°7еДУеТ’ ЧТ° ^х)* 
ние конца доказательства 31 сразу 0 < и0 (х)^ оПИСывают-

Замечание. Из ^оР^еТЬ место при ^изации ^ростыо• 
стабилизация к о (х) вОГнута, условия а3ательнон вуеП1

когда / ОН рОИСХОДИт с ддЯ
ся более явно и стабилиз* I (^0 1)^^’ И в ’Теорема 3.3. Пусть «С* и. Пус^ 

производная Г' (и), неУиг’1ва'>п^ региснче ш (х< 
некоторого г 0 сугЛеСГПвР1 '

В случае,

аО11 заДачи е^°и
(З.з)

ди> ___ ^ги П («’) ~
д!

+ «’I
дп

(3.4)

. оЧ == тУо О, г» (X, и)

где ш0 (х) = с= сопэ1>0. Р
Тогда для любого числа с ( 
мня щ (х) <с, ггегченае и (л

ит° ФУ»*'
Х° на \де^°Ряе

/) задачи (°*^
(3-5)

нераеенствг]
֊N[^le

ЕО

_ No՜ (3.1)* 
. заДа' 
(3.3)—

яада1«14 
Р“Тс) ₽«ше“ие, 
(х, {’ с’ задачи < 

֊՝ -₽։вичеи..

С՝,Щ,°°ТП «»л“е’ся

ъное
где 1} (х) есть наим^ньи1ее пТэзначиМ через н

Доказательство* (х, {, 1
чи (0.1)-֊(0.3) с и0 (*) 35 функции
(3.4) с и>0(х) = с. При всех случаях 0Й
сверху числом Д', так как ых рассуйстандарт։ параметру с

Берхним

^:зь^^՝е
решением. При помощи 
эти функции дифференцируем

.х, г СХ = - их(х, Д с) = ^7д-
словиям'-

дс

= с)) -о
д1

(х °՛ с^=== V (X,

(3.6)

дп (3.7)

- Ьг^\.Р' <*’ *’ С дп

I г (х, о, с)=1 ■ (х Д с) не убывает по
ц 1 1 следует, что функция прйГЛеняя к (
Из леммы 1.1 следу „ЛмваеТ п° ,»я УД1
т„ва,. „то е (») -»» Х»ае“ »о »՛ Зна՝" 
1.1, находим, ЧТО г не у необходимо,

/V / с)^^ п₽и 0<С 
равенства т Vх» '

с. У чи-
лемму
1ия не-

дти >

с
о

с и

чтобы 2 дс
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*։* } с)
. С другой стороны, функция и, = е։/и (х> ’

О —С
шение задачи (3.6), удовлетворяет уравнению

(^- — £и< =[/•' (и (х, I, с)) 4՜ ՛
(И

(х, 1Так как и ти, то из леммы 1.1. следует, что ՝
- л/ _•С ------- . Отсюда получаем

о — с

где V есть Р5

с) <, г (х. с)^՝

— (х, /, с)^С------- е
дс о —с

п в с“лУ 
Интегрируя эту оценку по с и учитывая, ч г< „
и(х, I, О)Си(х), получаем верхнюю оценку (З.Э) ^^ 
нюю оценку вначале проверим для и (х, /, 0). За

1 /)։։ «■паев°>։
V (х /)— 1 - (х I 0) является решением кр

° ’ Л(0) д1 

(3.8)

теорем^

х’ п фу0КЦ|,я что Ч’У
/3 6) “ зада֊п> Р*

в силу оценки (3.8)

д1 ( ( 0). ЕсЛИ '/01оказа-
откуда следует нижняя оценка (3.5) для и (х, > 3аверюаеГ 
произвольна, то и (х, Л 0) и '^а ^х՝ с՛’ ‘ 3.3 и
телъство теоремы 3.3. тг°РеЛ1х м х>

Следствие 3.4. Пусть выполнены услов ( /)֊֊-' 1
Дополнительно в СХ[0, оо) существует реи^н
Уравнения

^2-- Г, = /’(^) ֊<֊е1՝. 
д1

условиям (3.4) с ш0 = Ф 
ио (х) (х), где 0 <с

, где ? 
следует

/V, е-։' 1п (1— с^

у довлетворяющее 
Тогда из условия

֊ ■ 33ео поемь1 ■э*’5’
Доказательство не отличается от доказательетва те
Следствие 3.5. Пусть Л(/,п)=Г(н) « { 1)

Пусть прямая г^ку < >֊) пересекает кривуюа, £ 
ХПО) в точках у0 " Уг (1/о<Рг)- Если для некотор
^[0, 1]

то в Сх[0,

к (х)| «г Ргл (« М.-Ч- (I -«) •?, ՛ ‘(х))՜’1 ,

оо) существует решение и (х, /) <Уг заДачи (

_ Мх е«֊х,, сза < в (ж, о-»(х) < ' ь с - »•
X ~

Доказательство. Достаточно в следствии 3.4 поло#
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(х) == ։/։ (а М~ 1 -}- ( 1 — а) (х) (шах (х)) ’)»
а։ЛАя4ока. ' лЧ֊°
учет°М цО։Зг1тельства разрешимости использовать теорему 2.1, где с

Утости функции /• (и) следует положить

и) „ rf(,>|1)=r(0).
М.

^ео ъ Ус’г°йчнвость
ЩеН1% РеМа 4 л
лиц*ь ^,։Кц։111 /.-^ Д~'/На возмУЩени։о и0 (х), а теорема 4.2 — возму-

•ъ Г|еРвом>., А *пРИчем условие вогнутости накладывается 
Q ° П и „ аЛЬ"УЮ ФУНКЦИЮ

..аегп ”*<> .. _ 1 Пусть п (ОЛ) J? существует и не уоы-
duЧКЛ( 

2 и
и. ГУуст

'■'■■л,.,:::, ՛ ՝■' 
Су. Ло^ЧЛ{, 

^Рпевой

заданы функции Фг(х)^>0 11 
решение задачи (0.1) — (0.3) с 

'՝ ■ ос) существуегп

■?2 (х) 0- Обоэна-

где
оцен^

задачи՝.
дчи

dzi>

решение w (х, f) С

(4.1)

(4.2)

а г 0 н о 0 — некоторые
61 £ следует оценка՛.

числа. Тогда из

0

г/2 (х, /)!< JVe-

и пУс. 
и ~ (*,

6° * а з в

ПусТь

">c\o) ’ 
НаХ°4ИМ

—֊ xri vx), ф2 (х))> •? (х) —min (^ (-^’
11 (х, t) есть решение задачи (0-1J՜՜^' __Сф_°/х). Тогда 
есть решение задачи (0.1)—(0.3) с ио (Лу

l«i (х, 0—«г (х, ОК и+ (х, <) — п (х, О-
(х, t, с) есть решение задачи (0.1) (0 с с (0-С

. с) есть решение задачи (4֊1)-(4^^^зательстве' теоремы 3.3, 
гассуждая точно так же как в дока^а

/ __и (х, /, 8Х)— и (х, I, 0)< /V е-։/ 1п (^1 5
Остается заметить, что и~ (х, 0 = 11 (х> t, а ” 
I еорема 4 |

доказана.Теорема 4.1 показывает, что при решен
во относительно возмущения начальной функции, а 
ассимптотически устойчиво.

(х, 0<u(x, t, 8Х).

и (х, 0 устойчи- 
при е ^>0 даже
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Теорема 4.2 Пусть функции /гП, и) ч

Щая по и. Предположим, что а (7х[0, оо) < 
и (х, /) задачи (0.1) —(0.3) с /• (/, и)—/1(1, и) 4 

через и, (х, /) решение - - * - \/)<л/<оо. Обозначим
2. Тогда если

О < и <. И, то
Чг

— /V 1п (1-

/а (Л и) непрерывны; ' 

д на я не убываю-
ди

'Шествует решение
֊, где е^>0ич(х, 
задачи (0.1)—(0.3) с

“ 5 При

Доказательство. Обозначим через и(х, I, с 
чи (0.1)—(0.3) с /• (/, и) = Л (Л «) 4՜ с. Так же как в 

ходим

(4.3)

>

и2 (х, П - их (X, 1)<и(х, {, гД-и (х, °»< 1п е/

щей п° 11
С другой стороны, существует функция /3 (Л ч) с неубываЮ 

производной д/^и, такая, что /3 (I, 0)>0 и
/г({, ЛС'о’ и) СпГш (/гН, ч), /2 С, Ч)) ч

(следует иметь в виду, что по условию (Д—/2)<£)- Р?°3"а,яЯ в «Р“՜ 
из (х, /) решение задачи (0.1) (0.3) с /'(/0> “) 11 ' ' аМ
веденных выше рассуждениях /։ на /3, находим

/.. п—». (х. П <— Л/1п (1—е1/е)-

через

Остается заметить, что из- Теорема 4.2 доказана.
. Условия теорем 4.1 и 4.2 приводятся 

в следствии 3.5.Замечание
виду тем же способом, как это сдел

§ 5. Оценка линейной полугруппы

ИЗ (0.10). Это мы

явному
I*

сделзем в 
с(р^И'1еСК“ 

1 мерах.
тт „пити константу м.Наша задача —наит и Рассмотрение

случае, когда на лемме 5.1 о положительна^« в
симметричного случая о положительных мер можно
Определение пространст ։/гПель-
"""V1- 5 . П„сть на оси-^<1<^ яа^ана

Лемма 5.1. Иус^ и извгстно, что преобрч
ная обобщенная фуНКЦ>а • ,оС^оСГП11
Фурье е7(2) есть 
с полюсами в точках и ^гг,,. каждый полюс

а,тои ^Г~^ноото. 

и 1/? (х) —
ОД(Н из функционал^

ряется столько рая,
2 \ оо,

я ? я д а 1 (с •

<О (г) не имеет нулей«е Т)։11 /։։֊1

цлм ? (О является положительной мерой-

272]
Доказательство . Согласно теореме Вейерштрасса СТР֊
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1 Н (-)

Из Те°ремь։ Адамара [10, стр. 282]
ФУчкпионал ? (/) действителен, то

целое ’ ч*** ОтсюДа следует --а
Начит, а=/а, p=6-f-“zzn, где

^Рье Функции ех

отРицател
Лу֊ О$озцач։.
Ка дикций
зельиц

имеем Н (г) = лг 4֊ {3. Так как 
при действительных х будет 

г -4֊Р = а г+ ? +2 т ~ г> где т — 
а и Ь действительны. Прообраз 

-..... '■»айтся и является не-

Функцией класса (— со, со) при всех деиью..-------
Функции через а>7 (/),/=!,•••• Существует сверт- 
? V. где /У< со. Очевидно, эта свертка неотрица-м эти

и является прообразом Фурье функции
л'

 exp (izP'/h
+ I г

оп.1т ֊- охнсра [11], функция Сл, положительно определена,
Ч(г)Ь *еоРеМу Бохне^' ° ПОЛОя։ительно определен. Применяя 

Су явл Не^а' Заключае՝т» что прообраз Фурье функции
Про°бпа՜ яется положительной мерой. При умножении на е~'*г

Я‘,'”=*ьнь УРЬе <=Д»иг»вте, „а „
“ 1։Ых меи д _ , иа а> а сдвиг не выводит из класса поло-

л1 - Ге<>Рем > чо 5Л сказана.■ р' *< /, д а ( Усгпъ область С есть п-мерный шар (х £ /?п: 
Х а 0. Тогда решение задачи (0.6), (0.8) об-

согласно теореме 
а Значит И

следующилш свойствами- {
1, Фуниция U (X, /) не возрастает
2. При каждом фиксированном 

пР11Нимает максимальное значенл
мачен«« I Фи^И'"'

центре шара.

3. Функция еЛ|* |* (£) не убывает п° 11

ех‘‘ н (0<тах (л) ( <Р։ (р) ( Г
лео ,)

“,.тво 1. Выберем неубываю-
Доказательство. Докажем свои 11Ч„ий <р7 (г), / “ 1> 2>' "

Щую последовательность гладких выпуклых _ । ։^՛ (ф) =0,
невозрастающих по г, таких, что Ит V *>

а о
т°гда последовательность

= 0. (5.2)
"е) /1Г^.р
, /) решений граничных задач (0.6) с

^(х)П1)СМ и'(Х’ °^~Ф>(|х|) не убывает по у и потому стремится к 
П1°И }благодаря условию (5.2), функция «7(х, {)

непрерывна на С и удовлетворяет краевой задаче (0.6) с на

Чальяым условием <•); (х, 0)= А р7 (|х|). Так как А Ь/ (|х|) 0, то
принципу максимума ֊С 0, откуда и следует свойство 1.

по

։
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знай ^ОКа/ТСМ свойство 2- В предположении противного существует 
СВИС ~/о та«ое, что функция и (х, !). принимает максимальное 

»ачение в точке х0, где |х0| = г>0. В силу сферической симметрии, 
максимальное значение принимается на сфере |л> = г и значит.

•утри этой сферы существует точка х, локального С°'

гласно свойству 1, Д и (х> ,о) = №/<// 0. <(то в силу 
эллиптического

принципа максимума невозможно в окрестности точки х։-
Докажем свойство 3. Оценка (5.1) была бы доказана, пре

было установлено неубывание е',։ |1 (/). С этой целью прим ^у_
образование Фурье по /, а все функции, определенные при

, г~т / рсть преобрдем считать равными нулю при /<^0. I 1усть и (х, г) гранИЧ-
вание Фурье по / функции и (х, /). Она является решением
ной задачи в С;

— 1 — /2« (х, г) — Д и-, т------г в|| = 0.
Он

Решением этой задачи будет 

п(х, г) = с|х( * (|//2|х|)----------
5՜ 1 /г

(5.3)

(5.4)

где у., — функция Бесселя, а
Г,'1,2-1 /_ п \ -1с —-------------------- =)----------֊——---------- =------, -[•=14(1----- - ) Р

/г (7/л/2-1 (|/ггр)+“К «Ул/2-։ (И «р)) \ 2/
Полагая в (5.4) |х| = 0 и используя разложение (12, стр. 12, форм^՜ 
(2)1 функции ]■, (г) в ряд, находим

1 ( (/■^Р)я'2-1Г-’(/^֊) \ (5.5)

И (г) = — I --------------=------------—--г Л 7- —-- 1 / ,
/г \тУя,'2—I (И /2р)-|՜ а V /г Ул/2-։ (к /г р) /

где р (г) есть преобразование Фурье функции р- (/). Нам нужно по 

казать, что — е’։/ у. (^) 0 при Л^>0. Образом Фурье этой функ1^ии
сП

будет

(ИЯ^Р)^֊’
— /г----------------------------- - - _______ ___ ____ . --------------- -------------- -

(/г т \)('гУл/2-1 (К/г֊Н.1Р)4-я V 1г + ՝>1 ]Щ2-Х р)

/г
/г + >ч

Прообраз Фурье функции обращается в нуль при t ^>0,

вое слагаемое нигде не обращается в нуль (в том числе и в 
г=0, так как в точке г = -^'?х Должен быть полюс функции

(5.6)

а пер- 

точке
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Все полюса 
Точхах О1( 
Цин д յ

черного слагаемого в (5.6) находятся на мнимой оси в
г 7 •. Это следует из известных фактов о нулях функ- 

• (г) [12, сто. 711. а из ассимптотики нулей той же 
^УВКЦии [13|
г՝՝ / г \ И1։Д”о. что также, что функция
И°е 6 (5 б^ВДЯеТСЯ целой функцией порядка 1. Итак, первое слагае- 
'7Т°яцСТПо Удо»летворяет условиям леммы 5.1, откуда и следует по- 
Т°МУ е՝>» ;1 / "ака (е'՛'Н(О)՜. При 1—0 этот знак положительный, и по-

ЗаМе։ ”е Убывает. Теорема 5.2 доказана.
■2’ Г։ОдЬз 1 а 1! 11 е 5.3. Можно было бы попытаться доказать теорему 

(0'9)՛ При разложе»ием и(х, () по собственным функциям задачи 
с 'е4оца։П1е п Н 3 и а = 0 это несложно. В остальных случаях и ° 
ности п°лученного ряда наталкивается на значительные труд

С л е д с
в'<4е /гРя, ГВи е 5-4- Пусть пространство Кп представляется в

. . 'Гог° произведения /?л = Т?". х • • • У ^'>т а область С=С1Х
’ гп п?’ гЛе <՝> ’ шаР пространства R ' с границей Г/, / —

• Обозначим
Г'։1 < С. Г ֊ V . „ ֊ , Р7

О'(ев1

где

из те 
гДе д. 
в О,.

р _  "•Я (д-)| ‘ 1 У<-пгъ В с задана краевая задача (0.6), (0.8),

Я> ==СОП31 >. 0. 7п,° к а 3 ч ла ВЬ1п°лнена оценка 5.1.

е РеМь’ 5.2։ есл. °՜ $Т° утвеР-ждение непосредственно следует
к глл<1>’ ՛ • • • " (х’ /} = ()Х- ■ • Хм. (х<->, о,

г'՜'4 - ֊ ՛ ՝ )> а и! есть решение задачи (0.6), (0.8)

л ' ~ дачи ДирихлиV» Аля более сложных областей лишь в случае за у даете
ся оценить константу МХ։. решением в

СУгпе°Рема 5’5' ПУстпь Функция и(х,0 яоляе п у—объём 
оГ- 0’ °°) граничной задачи (0,6), (0.8) с е(х)-~ ■ -7

асти С, а — первый нуль функции ]Лх)՛ Ооозна

Т = тах(1, ИлГ/2/2а"/2_.), (5.7)

О
ооъем единичного п-мерного шара. Тогда

и(х,П^ ______ ___________ е՜"- <5-8>

/я/2(ал/2֊1)г(^
Доказательство. Будем считать, что при х^С функция 

и ՝х> Н — 0- Выберем произвольную точку х0^(б и обозначим

°гда о (0,

и (г, 1) = ——- | и (х, I) с/х. 
£гп .) 
|х->,1 <.г

О =՜ и (х0, /). Обозначим
(7Г = |х (- С: ֊ х0| < г), Гг = (хб Г: |х - х0՝ < г),
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Տր = | х • С : |х — ХО| = г ■

Имеет место равенство 
дю
Օէ

ձսԺ.Հ
1 Г ™ ժտ.

Զր" յ
Տ,Ա1 ր

С другой стороны, нетрудно вычислить
ди 
ди

ժտ-

Так как
ди

О, то -—• 
дп

Поэтому

дю
д1

Из разложения

1 0 х~г 
г дг

и(х, {) по

д ~ю 
дг"

: 1 дю 
дг

собственным функциям заД‘

1֊ Ке
> -Л

(5.9)

(0.9) 'леДуеТ

(5.Ю)

д
о г

О 1

О и и

д
О г

+ и

1

(5.В)
И наконец

Правая часть (5.9) является 
лапласианом. Поэтому, Лля

(5.11) с неравенствами, 
Р = '֊1 ' ՜Имеем: е
граничной задачи: 

дгиг__ д2шг .
д[ дг2

п 4-1
дг

лчным 
имМеТ,ечств° 

нер (5.9)-
т- 2-мерным сферически < 

выполнено 
. решение задачи " Выберемлюбого р Ս 1 

где го (г, /) есть
заменёнными на где «>։ есть Р'

, о1==°-■(\ = ииг (г, 0)

Из теоремы 3.1 заключаем, что «ղ не убывает 
аг

-у՝! — 1ր է) 4- 7 ■■=

по է- Значит

п
с

где
ծ4լ 
дг2

п +1^ + \к = о, А-(р) = Ь 
г дг

Отсюда и следует оценка (5.8). щ 1982
Ереванский политехнический институт Поступила 23'

им. К. Маркса ,,пЧЧи|Г*
I ր.„ւմներ1ւ լուծումնև>՝|։ է *

. |ք սռսրարուակսւն Г|Ш|(ши։иг։։Ա. Գ. ՌՈԻ0ԱՆՈՎ1'2. (և “1' Г 1
ՅամաէակաՏատՎածլ. մասիք« (ш։Г '1'"""" /,„„/»/<>«-յ/’Ь պարարոլ"''^ ՝Հ՜_

. , ՀՈ1)-(՜ՕՅ) հղւսսւին խ^՚մ՚ւ՚ււ քԼ։Ա4>"ք Հ Ղ „մ„,նի ։ւն
Հոդվաէոսէ դիտարկվում ձք ն դ„,ութ յան մամ տնակի հ““ ա>' Г Л"1 ք)լԱում-

վասարման համար, Ստացվու» ‘ ՚ 1"‘ ներքին լուծման կաոուցմտն մի եղանակ- 
հատականները և ըՈլյ!յ է տրվ՚Հ և նրա կայոլնոլթյան հարցերը- Ստացված կ1։Աա_
նաոիրված են լուծման ո,ոարիլի-1 0 . հավասարման հե- կապված ղծայ/
ղնտհատականներ ջե րմ ահսմ ղո ՐՂ*11 {и' 
խմբերի համար է
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е existence time of solutions of some nonlinear 
parabolic equations (summary)

•abolic 'ti 'S. Pnper the boundary value problem for the quasi incar 
• Pp is considered. The two side 

and some upper and low՛ 
stal։i 1 iration of solutions for the sr..:____

s ab Ine<i * ability
Oitainetl

and

of pa-
estimatcs for the existence time of solutions

r solutions are constructed. The questions of 
are discussed. Also some new estimates are

equation.

1- c- Л p (tfT
2 C /O- C.

ДсцсJ"‘aHo°U4. /О г ։1>ормы, «Электричество», №
3 . С. />. «Электоич՜ /атьтл"- ° "Р-текании во времени 

о • Ass еК7”.ЧССТПо“- № 6. 1979. 66-68.
and^'inear Nonexiste'^ of Global

И. /\0Л1 65, 1978 616— 63՜^ Pro'J'ems of parabolic tipe, J. of ֊ math, analysis
“Hhv V1‘"'u. O. 4 n

Cj-ii, *՛ '->-։e։<HUK. Об nrrii..,.-
Ряд.. ; Ul‘c' Bonin.,., асснмптотических свойствах и неооходимых уело-

I. Ц ■ ‘VlûTeM, co. l" ••‘■'Инейных эллнптнческнх уравнений второго по
да>; о \1978: 572֊-6°о-

Ö. П /֊, ՝п ^Равнений пап - ""b,X спо1,ствах решений квазилинейных смешанных за- 
'<Ых ^'1,т,о«оо. к ТСорн„в՝НЧССКОГО Ти"а- Матем. сб„ 104 (146). 1977. 486—510. 
^2б "" rv, P‘'-4H<ii,i„.„ UcPXIIHX 11 нижних решений и разрешимости квазилиней

С. Л А- „ И>'Р1"Ь'»а-՝ькых уравнений. Матем. сб.. Ю7 (149). 1978, 218- 

W- Ани •*
1 1967 !“։՛'РС||Цпалы1ые уравнения в банаховом пространстве, М.,

С R °Г>Л՛ Дж. Т Що
Ук<1։> '°’1'll"ilPou. Обоб ■Лпнеиные операторы. Общая теория, ПИЛ, 1962.

^1. Pj ^26. ~ l,llbIe функции в математической физике, М., изд. «На-

1 ■ &ей~^Р՛ ■^е*՝,Ции об и/тег а"ал*2'1։чсскнх функций, т. 2, М., изд. «Наука», 1968.
«ИИ ХСН> Э^‘. Выс֊Х Т УРЬе' физ—֊ 1962-

' РаболцчеКого пих тРа"сцендентные функции. Функции Бесселя, Функ- 
Afoore Т]. f ։։1Дра, ортогональные многочлены, М., изд. «Наука», 1966.

Amer- Ma<h. Soc., 32, 1930. 408-416.

^(21՝ыняи, Рзсс напряжения теплового пробел силовых
I. 1978. 

теплового пробоя кон-

Solutions for a class

7.

8.
9.

10.
11.
12.

13. С. Дг
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В. Б. ДЫБИН, Г. В. ДОДОХОВА

КОРРЕКТНАЯ ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
РИМАНА НА ЗАМКНУТОМ КОНТУРЕ В СЛУЧАЕ

ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИХ РАЗРЫВОВ У ЕЁ 
КОЭФФИЦИЕНТА

На простом гладком замкнутом контуре Г, содержащем внутри 
себя начало координат, в пространстве суммируемых функций Д,(Г, р), 
1<^р<^оо, рассматривается краевая задача

<р+ (О 4-a (f)f-(0 /£Г, (1)
где

а (/) = а (О П ехР 7~7՜ ’ (2)
— £ Lmtn *•'1

Г, а„£С, функция a (t) £ L- (Г) отделена от нуля и допускает 
обобщенную факторизацию в Lp (Г, р). В класс изучаемых операторов 
попадают операторы вида (1), у которых функция a (/) имеет конеч
ное число почти-периодических разрывов [1], [2].

К настоящему моменту для оператора А, порождаемого левой 
частью равенства (1), И. Ц. Гохбергом, А. А. Семенцулом, С. М. 
Грудским и одним из авторов в работах [1]—[5] построена теория 
односторонней обратимости в пространстве LP (Г, р) и описаны под
пространства Кег А и Im А. Основная особенность изучаемого опе
ратора состоит в том, что точки tm являются точками „завихрения“, 
обеспечивающими бесконечность приращения аргумента функции a (t) 
при обходе контура Г. В том случае, когда это приращение для каж
дой точки tia неотрицательно и бесконечно хотя бы для одной из них, 
оператор А обратим справа, a dim Ker А = w. Если же приращение 
аргумента для каждой точки tnl неположительно и бесконечно хотя бы 
для одной из них, оператор А обратим слева и dim Coker А = ео.

Сначала в продолжение указанны ч выше исследований в случае 
обратимости оператора А справа мы строим базис в подпростран
стве Кег А, используя при этом специальные изометрические преоб
разования хорошо известной ортогональной системы.

Если Г — окружность, то построенный базис является ортого
нальным в том смысле, что базисные функции порождают в сопря
женном пространстве набор функционалов, биартогональный исходной 
системе. Отправляясь от последнего результата, мы предлагаем сле
дующую корректную постановку задачи для уравнения (1) в случае, 
когда все точки tm лежат на окружности, целиком лежащей либо вну-
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три, либо снаружи кривой Г. Если оператор А обратим справа, то 
единственное решение уравнения (1), непрерывно зависящее от исход
ных данных, выделяется требованием, чтобы оно на заданном беско
нечном наборе функционалов из пространства [£я (Г, р)]* принимало 
определенные значения, составляющие элемент пространства 1Р (о) по
следовательностей, суммируемых в степени р с некоторым степенным 
весом о. Если же оператор А обратим слева, то существование и 
единственность решения уравнения (1), непрерывно зависящего от сво
бодного члена, обеспечивается аддитивным введением в правую часть 
уравнения специальной бесконечной системы потенциалов.

Впервые такой подход был реализован нами в работе [6], где 
задача (1) рассмотрена на прямой, а функция а (<) имеет единствен
ный почти-периодический разрыв на со. Ниже мы опираемся на ре
зультаты этой работы.

Отметим, что проводимые здесь исследования тесно связаны с 
вопросами построения базисов в пространствах Нр или некоторых их 
подпространствах. В связи с этим обратим внимание на цикл иссле
дований М. М. Джрбашяна и его учеников (см., напр., [7], [8], [14]), 
а также обзорную работу Н. К. Никольского, Б. С. Павлова и С. В. 
Хрущева [9], посвященные этим вопросам.

Заметим, что символами -<и>- мы обозначаем соответственно на
чало и конец доказательства.

§ 1. Построение базиса в Кег А

Пусть Го—единичная окружность |£|=1. Через (Го, р) обозна
чим пространство измеримых на Го функций, суммируемых в степени 

Л
р, 1</?<<»> свесом р(С=П |г— Ц'Ч /леГо, ֊ 1<Рт<р—1. 

т —1 ____  _____ йсГ
Через (R, ?т), 1, п (здесь 1, п —{!,•••, и}) будем обозначать
банахово пространство измеримых функций, суммируемых на вещест
венной оси R в степени р с весом

МХ) = 1Х + 'Т’ П Iх — «/гГ*. 1 < ?+ 2 1.
*—1,*чт «+т

Проекторы Р в пространстве (R, рт) вводим обычным спосо
бом через сингулярный оператор Коши—Лебега 5, Р =— (/±5).

2
Подпространства £/ (R, рт) определяются соответственно как полные 
образы 1ш Р՜ этих проекторов. Аналогичный смысл имеют обозна
чения Рг„ £р(Г0, р), а в дальнейшем и Рг, Ьр (Г, р). Введём также в 
рассмотрение пространство /р(от) двусторонних последовательностей 

удовлетворяющих условию
0 + £ р/

2|<р4я։| 0*т<00, где = (1^1 4՜ 1) , 0т= [г*«}*€2Г.
*62
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Пусть ат (/) = expfam ), 3<" > °- Известно (см. [2]),
\ t — tm )

что в этом случае оператор Am —Ft, Ч-ОтСО^г, обратим справа, а 
dim Kerj4m=°°- Нижеследующее предложение дает описание подпрост
ранства Кег Ат.

Предложение 1. ,[ля того, чтобы функция ® (0 ՝<; Кег Ат, 
необходимо и достаточно, чтобы она допускала следующее пред
ставление՛.

ср (/)-(!—ат (#)) 2 a4m ект (0. (3)
*ег

где (a*m ^ (%)» а система функций (е<т (01 образует базис 
в подпространстве Pfr (Кег Ат) и имеет следующий вид:

( { + <п\
---- ехр ( - % j — 1

(2^ + h-'V ֊-----------'--------------------- <4>
у ~ t — Н*т

2кА: — /с • _  . _______ т
^т т 2„£

Разложение (3) единственно. 
◄ Введем следующее обозначение:

Рт-р +1 h
р Д, р

Ст = 2 П И«֊**1 
Л—1, 

п 
и положим ß=p—2—2 ß». Оператор Вт, определенный равенством 

4-1

(В"ф)(',=7Иф(-'’г=5:)’
осуществляет линейную изометрию пространства L,, (R, рт) на про
странство Lp (Го, р) ([Ю], стр. 35). Обратный ему оператор имеет вид

Так как 5= В֊’ 5г. Вт, то £± (/?, рЯ|)=Л֊1 (£; (Го, р)).
Рассмотрим оператор А = Р+ -{-exp (z'am х) Р~, действующий в 

пространстве Lp(R,?m) и подобный оператору/4г,, А = В^Х Аг,Вт. В 
данном случае оператор А обратим справа. Из [6] следует, что про
извольный элемент Ф (х) £ Кег А имеет вид

Ф (х)=(1֊ехр (/,„, х)) I akm Eim (х), (5)
*ег

r^e l04m։*€Z € Ip (8m), а система функций
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^ — 2^’m
1— ехр ( -։% х)

, k^Z,

образует базис в подпространстве Р~ (Кег А). Очевидно, что 
Кег Аг, = Вт (Кег А). Так как, кроме того, Вт (х))=е*„ (<)• то 
представление (3) следует из представления (5).^

Переходя к общему случаю, потребуем, чтобы функция 0Г (f) ар
гумента направляющего вектора внешней нормали к кривой Г в точке 
t, 0 < 6Г (/) < 2*, удовлетворяла условию Липшица в точках tm С Г,

1, п. В пространстве Lp (Г, р) рассмотрим оператор Аг=Рг +

4՜ а (/) РГ, где а (/) имеет вид (2) с a (f) = P, x£Z и подчиняется 
требованиям ____

ar» (’m <т) = °Г От)* И 1, И . (6)

Здесь и ниже, не снижая общности рассуждений, мы полагаем, что 
узлы веса р (f) совпадают с разрывами функции а (f).

В данном случае операторы Ат, 1, п, с ними и оператор 
Аг обратимы справа, [4], [5]. Покажем, что процедура описания под
пространства Кег Аг сводится к описанию подпространства Кег Ат-

Предложение 2. Пусть выполнены условия (6). Тогда при 
х>0

PF(Ker 4г)— Рг ^Ker ^4,n J , где Ао= Рг -f- Г РГ • 
■ т -О '

При х < О / п \
Рг (Кег 4г) = t֊՝ PF I Кег П 4т ] -

X m=l J

т. е. ?-(ОС:^г (Кег 4г) в том и только в том случае, если 
(п \
Kerf] Ат | и 

m=l J
рЧ֊(/)л = о, k 17м • (7)

г
◄ Пусть х^-0. Тогда при a0(t) = P

f] 4m=n (Р+ + ат (0 Рг) = 4г 4- Р+ В, 
т^О т=0

где В — некоторый линейный оператор в пространстве Lp (Г, р). Если 
п

? (О £ Кег Ат, то 4г «р= —Pjt В<? или <р = ф — 4^1Р‘[1՜ Р? - Ф—Р^ В<р,
т—0

где ■]» Кег Аг. Откуда Р՜ ® = Р~ | Р~ (Кег 4г). Обратно, если
Л

ф 6 Кег 4г, то Р| Ап Ф = Pjt Bv и аналогичные рассуждения показы-
rn^O k

(
Л \

Ker PI Ат I •
т=0 /
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Пусть теперь х<0. Рассмотрим однородное уравнение Ai -<р = 
==(р+4-а(<) Р7)<р = 0. Переходя к новому обозначению f PF » = 
= PF Ф> мы сводим задачу к предыдущему случаю и получаем, что 

(Л \
Кег П Ая • Откуда вытекает справедливость 

m-1 J
второй части нашего утверждения. При этом условия (7) обеспечи- 

/ п \

вают у функций из подпространства Рг I Ker Ат I на оо нуль по 
\ т—1 /

крайней мере порядка |х| -{- 1. ►
Следствием предложения 2 являются формулы, позволяющие сво

дить описание подпространства Кег Аг к уже рассмотренному случаю:
PF (Кег АГ)=Р7 (Кег Ло) + Рг (Ли՜1 Кег Лх)-Ь • • •

• • • + Рг (А о 1 >41 1 • • • >4 Л_ 1 Кег Ля), * О, (8)
PF (Кег Лг) = t* [Т’г Кег Л։)4- Рг (Ai 1 Кег А3) + • • •

-----h PF (ЛГ1- • • Л7-'1 Кег Лл)], х<0. (9)

Обратимся к основному результату настоящего параграфа, предва
рительно указав на некоторые новые обозначения: ап = 9Г (tm), С = 
= ехр (zam); bm=tm — Mt = ZyS?n\

(|i| +1/ ?m, 8«i= (}*ez.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (6). Тогда при х> О 

подпространство КегЛг состоит из тех и только тех функций 
<р (<), которые имеют вид

<P(O = (I-a(rt) 2 a e#(f), 
хеи

где (Ю)
/л-р-*’ 5 = (*.0)6^

t al 1 (<)• • -Om-I (0 e*m (t —От), s = (k, m)

Умеют вид (4) с заменой от на |о„ fj, (a(> m) ]^z lp (8m), 
1, n, as, — произвольные комплексные числа.
При х<0 подпространство КегЛг состоит из тех и только 

тех функций <р (/), которые представимы в виде
<p(f)=(i_aW)S а^е (01

где e,(t) определяется равенством (10), {а(> Jm),
• выполнены условия ортогональности

2 %Г^+7е,(/)Л = 0, 1, |х|. (И)

Г

В обоих случаях разложение функции <р (/) в ряА единственно.
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◄ Через Гт обозначим окружность единичного радиуса с цент
ром в точке Ьп, имеющую в точке 1т общую касательную с кривой Г. 
Из [4], [5] следует, что Кег Ат = Кег А1 т, где оператор Лг„, = 4-

4֊ ат (/) Р^ рассматривается в пространстве Ьр(Гп, рт), рт (/)= 
= |/ —М*"'. Введем оператор (И?) = <р (С 4՜ Ьт), осуществляющий 

линейное изометрическое отображение пространства Ьр(Гт, рт) на 
пространство ЬР (Го> р0), р0(’)=К4-6т—6л|8/Л, и коммутириющий с 
оператором .5, И5;-(Я = 5г,V. Так как

/г/ ч /гх / ’ 4՜ 6m 4՜ . 2 bm <m| »m \( Иа„,) С) = exp pm ---------- ) =ехр I ат 4----- ----- ֊։— ) =
\ -4՜ “m — tm' ՝. - — Cm J

то оператор Ar„, подобен оператору Ar, = Pr, 4՜ exp рг,,
\ С—Cm/

где Шт = |=«,/т1, Аг, = (стУ)АГт(ст И)՜1, ст = ехр(ат —|аот/я։|). Вос
пользовавшись предложением 1, получаем, что Ker Ат= Кег Агт = 
= (сИ)՜1 Кег Лг, состоит из тех и только тех функций (<), которые 
допускают представление

<р(0 = (1 -am(/))S “4m fiim - 6m)>
*ez

где e*,„(f) имеет вид (4) с заменой на l^fj, (x^J^ £ lp (8„).
Если теперь х^>0, то (см. [4], |5|) ?(/) £КегЛг в том и только 

том случае, когда <?(/) = (1— а (/))'!»'(/), где ■]»“ (f) £ Рг (Кег Лг) и оп
ределяется по формуле (8) с учётом того, что РГ(Кег Ло) = [f՜1, t 2, • • • 
••՛, J՜*]. При х<^0 для описания подпространства Кег Лг нужно вос
пользоваться формулой (9). Условия (11) при этом являются следст
вием условий ортогональности (7). Единственность разложения функ
ции <р (Z) в ряд следует из базисности системы функций (4). ►

§ 2. Корректная задача для модельного оператора

Здесь мы продемонстрируем существо нашего подхода на про
стейшей модели—операторе Ат. Прежде всего покажем ортогональ
ность функциональной последовательности (4) в смысле, указанном во 
введении. Отправлясь от общего вида линейного функционала в про
странстве Lp (Го, ?) (см.՛ [10], стр. 38), получим

ехр( — °m7ZTT-)-l |Л!
Г ---------- ят Г ______ X 1 Гт'__________
} (2яЛ+/9^(<_^д2ку_.3|я)(Г_-|я)-
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2ат Г 1еХР (— dx
VJ (х-2^а-։)(-2/%) (*֊=.)

О
J (— У) ехр (— 2кЛ а-> it) i exp (2'/ а՜’ it) dt =, 

аЛ1

(j-k) it) rt = 3*,={J’

Здесь на втором шаге мы провели замену переменных t = tm а

на третьем шаге, учитывая, что Ект (х) £ Ьа (R), воспользовались хо
рошо известным свойством преобразования Фурье.

Пусть ат^>0. Тогда уравнение Ат у ={ разрешимо при любой 
правой части /££Р(ГО, р) и его решение, зависящее от произвольной 
последовательности {“Дт}*еЛ пространства 1р (о/п), имеет вид

• т(0=(1-ая М)2 «*„е>т(0+(^./)(0+а֊։(0(Л-;/)(0. (12)
*ег

Однако решение, принимающее на наборе функционалов {еАт за
данные значения <рЛт, порождающие последовательность из простран
ства I (8т), единственно и имеет вид (12), где следует положить 
® кт= <Р»т • Действительно, так как

ехр
1

2 — iaт

( 3 --------- )
\ m t—tJ т'
t—pkm

6£+(Г„ Р), то

J ? W (t) |Л|= С(Р- <p)(0e*m (t) |Л|=ТЙЯ, + 

г. ft
/ У-Н \

-bconst ехр(-от1-г\ (P֊f) (t) ------- ----- ---------- y|^| = ։
ft ՝ m/ 1 ~ Z

так как последний интеграл равен нулю по теореме Коши. Кроме то
го, ввиду изометричности оператора Вт, имеем

т- P)+wiyr..„)-

=с-‘(|2ъ-Цр(,.м+№,<г..„)<

< const (К^и^ (Jm)+Vu^r., р)):
Здесь на последнем шаге мы воспользовались оценкой, полученной 
нами в [6].
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Тем самым доказано такое утверждение.
Теорема 2. Пусть ат (0=ехр ( зт *՜*՜-”.), ят >0. Следующая 

задача для уравнения (I)

(Лш ?) «)=/(#),
Г Ф (0 е*ж (0 |Л| = ф*т, 

‘г.
имеет в пространстве Ьр (Го, р) единственное решение

<р (/)= (1 — От (0) S <Р*т е*т (0+ (PtfM + a֊J (t)(PF f) (f),
*ez 

непрерывно зависящее от произвольных исходных данных f (f) £ 
емгв, р) и i?*ji6Zc//u-

Пусть теперь sm < 0. Тогда оператор Ат обратим слева и 
Лй' = Рг. + ай1 (f) Рг.. Хорошо известно ((10], стр. 62), что для раз
решимости уравнения Ат? = у в этом случае необходимо и достаточ
но, чтобы у = АтА^у. Но тогда уравнение Лт<р =/ —(/—Ля Лй')/ 
разрешимо при любой правой части /££#(Г0, р). Множество функций 
{(/-Лт Лй1)/}^ (Г., р) составляет подпространство КегЛ„։ и поэто
му по теореме 1

(/ - Ат A^)f= (1 - ай1 (0) 2 'кп (0.
*6Д

w а е*т(0 имеет ВИД (4) с заменой зт на — em. Кро
ме того, из последнего равенства следует, что

?кт = J ат (0 Р£ [ай1 (0 (PF.f) (13)

г.
а

S *кт С*)! = I U - Лт АЙ1) /| < const ||/].
*ez II

Поэтому мы получаем следующий результат.
Теорема 3. Пусть ат (t) exp ( ат ~г^т \ , ат < 0. Для любой 

\ t—1т/
функции /(f) С^г(Го> р) существует единственная последователь
ность 6такая, что уравнение

(Лт <р) (<) = /(/) 4- (a֊1 (f) - 1) 3 ?kn, ekm (f)
i£Z

имеет единственное решение <р (/) £ (Го, р), непрерывно завися
щее от f. При этом

?(0 = [(Р^ + ат (OPr;)/](f), 
а последовательность {?*т)аег определяется по формуле (13).
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§ 3. Общий случай

Решающим моментом при постановке корректной задачи для мо
дельного оператора явилась ортогональность системы функций (4). В 
общем случае система функций (10) этим свойством не обладает, а 
процедура процесса Шмидта для получения ортогонального базиса 
неоправдано громоздка. Однако, в случае, когда I есть окружность 
Гь (радиуса м с центром в точке 6), мы можем построить ортогональ
ную систему, эквивалентную системе (10), не прибегая к процессу 
ортогонализации.

Теорема 4. Пусть х >0. Следующие функции 

(2™)՜^—)՜*, з = (&. 0)^1.
\ у / (14

р-’(—Т5) £4г[а,(/)]( —■֊у з=(£, т) ^М։,

образуют ортонормироваиную систему в пространстве (Г, р). 
_ / н, /,|\При »том «/, = ехр ( а, — -----  1 •

к р 7
◄ Ниже при вычислении интегралов мы систематически приме

няем замену переменной / = + 6 и теорему Коши. При £ £ 1, х
{ Н-Ь\к Н֊ь\-^\ , /хп՜' л — Ь\,„,

(------ ) (------- е„1----------------------------)|<Л| =
•? \ V / \ V \ /

так же как и в случае т д. Если же т = д, но у к, то равенство 
нулю соответствующего интеграла доказывается так же как и в 
предыдущем параграфе. Наконец, в случае т = д и к=] получаем,, 
что

1 Р —* / <п— 1 , . 2

7) (֊г) 2 (~)И-
Г ՝ ' г-1 \ > / I
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Рассмотрим оператор Аг=Рг +а (0 Р\ , где а (/) имеет вид (2). 
По условию 

* Л 

/ т«=1

№+(Г, р), [аТ* €^+(Г, р’՜*),

а- (г» Р1՜’). [а՜]՜’ € Ьр (г, г), — + — = 1, 
Р ч

В обоих случаях ^,(/) = а (/)е^(/), где е3({) имеет вид (14).

[а+]՜’ Рг [а՜]՜ ограничен в пространстве Ьр (Г, р).
Теорема 5. Пусть выполнены условия (6). Тогда при 

следующая задача для уравнения (1)
(Лг?)(0=/(0.

|(РГт)(*)£ЛО>1 = ’Р,, 

г
имеет в пространстве ЬР (Г, р) единственное решение

?(П=(1-а(0)[а-(СГ‘ 3 ?,«,(*) + 
тб-И

+ а+ (О (Ре + [а (0Г։ Рг) ([а+ (#)Г'/(0). (15)
непрерывно зависящее от произвольные исходных дан ных /££,р(Г, р), 

(։рЛ&и><с- п-
Если /<^0, то следующая задача для уравнения (1) 

(Лг։р) «)=/(/), 

р^г тИО £։(01<л| = ъ» 5 

. г
имеет единственное решение вида (15), где суммирование следует 
проводить не по множеству М, а по множеству М։. Это решение 
непрерывно зависит от Ьр (Г, р) и [?(4 ш)} А&г С 1р (8т)> т 6 1> п . 
удовлетворяющих условиям

V <1Г Г / 1 \ 11 <1Г Г(I — 6\х а' / г,- 1 Л1/ 1 \ |2?, 77 еД —) =-77 (------ ) —'—/) ( —) > <16)
4б.и, аг I \ г / ]'а_о аг | \ V / а \ а+ / \ г / |г_0
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◄ Если х > 0, то согласно теореме 1 общее решение уравнения 
(1) имеет вид (15), где вместо следует поставить произвольные 
постоянные с5, определяемые условиями этой теоремы. При этом вме
сто системы функций (10) в качестве (/) мы можем взять эквива
лентную ей систему функций (14). В этом случае

(а»(/)=Д- + W 
a՜ (t) •>€•« “(О \ la J/

Поэтому

f(fl-«p)W М0|л|=с,+ I'^—Ya7 МО1Л|=
J J а \Ч X • а ' 

(17>

Сх>

что и обеспечивает корректную постановку задачи для оператора Лг- 
Непрерывная зависимость решения от исходных данных доказывается 
также как и в предыдущем параграфе.

При х < 0 составляющая общего решения fl также имеет вид 
(17), где суммирование необходимо проводить не по множеству М,пд 
по множеству Mit а коэффициенты с։ должны удовлетворять условиям 

(16). Как и в предыдущем случае (Р^ ®) (/) g, (t) |Л| = cit что и обе- 
и г

спечивает единственность решения задачи. ►
Теорема 6. Пусть |ar g (tm зт) — 6,. (fm)| = ", т £ 1, п. Для лю

бой функции р) существует единственная последова
тельность (Р^/5еи такая, что уравнение

(-4г«р)(0=/(0+(а՜' (0֊1) а֊(0 2 Р, е, (0
А&И

имеет единственное решение ч>(<)^£р(Г, р) вида
<р (С = [(Р+-Ьа֊։(0Аг)/](')>

непрерывно зависящее от / (<)•
При этом е3(() имеет вид (14) с заменой зт-на— зт', если 

х<0, то М = Мх{] (РлЪе.и,£ Сх, (Р*т)*ег€ ^т),
т£1> п; если х>0, то М = (р(*.т)

Во всех случаях
р, = I* Рг֊ [а (0 Р+ а֊« «) Р֊/] (/)77?) |л|,

где g3 (f)= [а (/)] 1 es (t).
◄ По существу мы должны повторить доказательство теоремы 

3. Заметим только, что в условиях теоремы оператор АГ обратим 
слева, а оператор Ар1 удовлетворяет условиям теоремы 5. Поэтому 
условие <р £ Кет Ар1 равносильно равенству
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<? = (/- Лг ЛГ’)/ = (а (0 -1)’РГ[а-։ (О Рг Л (0 =

=(1֊а-’ (0) а֊ (0 2 ?,е,(0> 
ае-И

откуда и следует все дальнейшие рассуждения. ►
Наконец, рассмотрим еще один случай, более общий по отноше

нию к тому, который изучен в теоремах 5 и 6.
Пусть контур Г таков, что все точки 1т, т£1,п, лежат на ок

ружности Гд, которая, в свою очередь, целиком содержится в обла
сти ограниченной кривой Г и находящейся от последней сле
ва (справа) при обходе Г против движения часовой стрелки. Тогда 
ограничение функции ®(Р~«р) на окружность Г* удовлетворяет 
условию Р,.‘ ։р|Гг> С Ьр (Г*. р) (.Рг ?1г6 ₽) и поэтому верны соот
ветствующие модификации теорем 5 и 6. Приведем их лишь в случае 
г,с5-

Теорема 7. Пусть выполнены условия (6). Тогда при х^>0 
следующая задача для уравнения (1)

(Л, <Р) (0=/(0, ^Г,

У (Л՜ Т) (') ТГГ) 1Л1=з 6 м=мг и мг (18>
|'й

имеет в пространстве Ьр (Г, р) единственное решение вида (15), 
непрерывно зависящее от произвольных исходных данных /^£Р(Г, р),

{‘Р'}»6м1 £С։, {?(*. <п) € 6» (М> -’п€ 1» «•

Если то задача (18), где М — Мг имеет единственное 
решение вида (15), где следует положить М = М2. Это решение 
непрерывно зависит от / Ьр (Г, р) и <п)1*₽г (^т), т£1. п,
удовлетворяющих условиям (16).

В обоих случаях (,)=а“(С) е» (С), где е3 (С) имеет вид (14).
■4 При х 0 равенство (7) можно рассматривать не на контуре 

Г, а на контуре Г^сР-. При этом по теореме Э. Гордадзе [11]> 
И/3— ’ИгД^Га. р) с (г рг После этого следует повторить рассуж
дения, проведенные при доказательстве теоремы 5. ►

Теорема 8. Пусть выполнены условия теоремы 6. Для лю
бой функции р) существует единственная последова
тельность {Рл)з6И такая, что уравнение

(Лг«р) (0-/(0 + (а՜1 (0-1)а-(0 2 ?,е,(0
збМ

имеет единственное решение ч> (£)££Р(Г, р) вида

т(0 = [(Рг -Ьа՜1 (ОРГ)/](0-



392 В. Б. Дыбин. Г. В. Додохова

Функции et (է) и постоянные удовлетворяют условиям теоре- 
ремы 6. При этом [Ն определяется формулой

8, = j*P,- [а (0 Рг [а՜' (О PF/]] (’) gJÜ 1<К|• 

г*

1ле (Z) =[;-(С)Г’ e,(Q.
Отметим, что случай одного почти-периодического разрыва у 

функции о(/) содержится в теоремах 7 и 8, так как условие, нало
женное выше на кривую Г в точках 1т обеспечивает существование 
подходящей окружности Г* (см. [5], предложение 1). Кроме того, ре՜ 
зультаты § 3 позволяют ставить корректную задачу для дискретного 
уравнения Винера—Хопфа двойственного по Фурье к уравнению (1), 
(2).

В заключение заметим, что в работах М. М. Джрбашяна [12] и 
Г. М. Айрапетяна [13] изложен достаточно общий подход к проблеме 
базисов и биортогональных систем на замкнутых спрямляемых жорда
новых кривых, который, i.o-видимому, позволяет ставить аналогичную 
корректную задачу в случае более общем, чем рассмотренный в дан
ной работе. К этому вопросу мы вернемся в другом месте.
Ростовские государственный университет Поступила 4.И.1982

Վ. Р. ԴԻՐԻՆ, Գ. Վ. ԴՈԴՈհՈՎԱ. Փակ կոնտուրի վրա Ռիմանի խնդրի կոոԼկտ դրվածքը 
նրա գործակցի նամարյա պարբերական խզումների դեպքում (ամփոփում)

Դիտարկված դեպրում ստանդարտ դրվածքով Ռիմանի խնդիրը ունի կամ անվեր ք չափանի 
կորիզ, կամ անվերջչափ անի կոկորիդ։

ներկա հոդվածում պարունակվում կ խնդրի կոռեկտ դրվածքը Lp (Г, р) տարածությունում, 
I'-b ողորկ փակ կոնտուր էլ Այդ դրվածքը ապահովում է խնդրի լուծման դոյոլթյունը և միա
կությունը, ինչպես նաև նրա անրնդհատորեն կախվ ածությունը սկդրնական պայմաններից։

V. B. DYBIN, G. V. DODOHOVA. Correct version of the Riemann problem on a 
doted curve for the case, where tie coefficient has the almost periodic ruptures 

(summary)

For this case the Riemann problem posed in the standard way has either the 
infinite-dimensional kernel or the infinite-dimensional cokernel.

The present paper contains the correct version of the Riemann problem in the 
space Lp(F, p), where Г is a smooth closed curve. Here the unigue solution of the 
problem always exists and depends continuosly on the initial data.
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И. Г. ХАЧАТРЯН

ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ НА ВСЕЙ ОСИ

Пусть £—максимальный дифференциальный оператор в £’( — ֊», оо) 
(см. [1], стр. 192), порожденный дифференциальным выражением

Чу]=-^
I

(л) I 1 _ԼУ + Zi ~лк\.Р2кУ J - 
"о 1

Հ I
(1)

п — 1
2где п > 2, т т։ = О, п ֊2)

— вещественные суммируемые на всей оси (—оо, оо) функции.
Оператор L является самосопряженным.
В настоящей работе исследуются спектр и разложение по соб

ственным функциям оператора L, а затем при дополнительных огра
ничениях на коэффициенты рк(х) рассматривается вариант обратной 
задачи рассеяния. Решение этой задачи основывается на аналоге ин
тегрального уравнения Гельфанда—Левитана—Марченко (см. [2], [3]).

На перспективность обратных задач рассеяния для дифферен
циальных операторов вида (1) в связи с решением нелинейных эво
люционных уравнений указал Л. Д. Фаддеев [4], стр. 155 (см. в связи 
с этим также [5]).

Попытка решить обратную задачу рассеяния для оператора 
третьего порядка в другой постановке предпринята в работе [6]. Для 
дифференциальных операторов произвольного четного порядка неко
торый вариант обратной задачи рассеяния на полуоси рассмотрен ав
тором в работах [7], [8].

1. Исследование спектра. Равенство Парсеваля- 
Суммируемость коэффициентов pt(x) на оси (—со, оо) всюду в даль
нейшем предполагается выполненной.

Т е о р ема 1. Справедливы следующие утверждения.
1°. Непрерывный, спектр оператора L при п=2тп-|-1 совпа

дает с осью (.— ос՛, со), а при п = 2т— с полуосью [0, оо). Точечный 
спектр ограничен и не имеет отличной от нуля точки сгущения. 
При л=2т֊г-1 кратность отличных от нуля собственных зна
чений не превосходит т. При п=2т кратность отрицательных 
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собственных значений не превосходит т, а кратность положи
тельных собственных значений не превосходит т — 1.

2°. Если выполняется одно из следующих двух условий: 
о -

J |/>*(х)|</х + J (1 + х)я-1~‘|/>к(х)|Лс<оо, k = 0, 1,- ■•, п — 2, 

—- «
о
(1—х)я 1-*|рА(х)| dx+ J|pt(x)| dx < оо, k = Q, 1,- •, п — 2, 

о
то нуль не является собственным значением оператора L.

3՞. Если выполняется условие

(1 + |х|)я 1 *|р*(х)| rfx< оо, £ = О, п — 2,

то при четном п число отрицательных собственных значений опе
ратора L конечно, а в случаях п = 3 и п = 4 конечно число всех 
собственных значений. Кроме того, в общем случае для последова
тельности {|а,| собственных значений, пронумерованных в поряд
ке невозрастания модулей, сходится ряд

2*
Обозначим через 7 множество всех чисел X таких, что числа Xя 

являются собственными значениями оператора L и, кроме того, при 
нечетном п Im X = 0, а при четном п X > 0 или arg X = — ■к/п.

При нечетном п для каждого вещественного значения X (Х'^’7’, 
X 0) уравнение

/Ы=хяу (2)
имеет с точностью до постоянного множителя одно ограниченное на 
всей оси решение и (х, X) 0. Для такого решения при х -* ± со спра
ведливы асимпотические формулы

u(x, X) = (X) е(Кх 4֊ о (1),
причем |ДсГ (Х)| = |До՜ (Х)| =^*0. Если Ao (X) =з 1 или АГ (Х) = 1, то ре
шение u(x, X) непрерывно по X и по непрерывности определяется 
также для значений Х£ Т (X =/*0), кроме того, при каждом фиксирован
ном х по переменной X аналитиче ски продолжается с полуосей 

ТС(—оо, 0) и (0, оо) до мероморфяой в секторах [argX|^-K------ и
2 п

функции. Однако в дальнейшем важно, чтобы функции

Ац (X) были измеримыми ва вещественной оси и 
|Л£(Х)| Ж1,։ -оо<Х<оо. (3)

В случае п = 2 т при каждом Х^> 0 (Х՜^ Т) уравнение (2) имеет 
два линейно независимых ограниченных на всей оси решения ut(x, X) 
и (х, X). Для таких решений при х -»• ± со справедливы асимптоти
ческие формулы

п,(х, Х) = В0-,(Х)е^ + В*,(Х)е-Пх4-о(1), v=l, 2, 
где числа В&(Х) И В*,(Х) связаны соотношениями 
5-724

2 п
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да + да=1^,1’ 4- 1Д-1». » = 1,2, 

Вт В1п-}-Вт1 Вт2 — Вт} В„2֊{֊Во1 Вог
Кроме того, определители матриц 

| В»} 5т1|, | Вт1 Дл|
II Ви2 вт& II в.^2 Во^ (4>

отличны от нуля и равны по модулю.
Отметим, что если р,*+1 (х)֊0 (к—О, !,-••, т — 2), то имеет 

место также соотношение
Вт Вт2+Вт1 Вп = Вт\ Вп+Во1 В,п2 .

Впредь будем предполагать, что матрицы (4) унитарны. Очевид
но что в силу указанных выше соотношений такой выбор решений 
и \х X) и и, (х, X) всегда возможен. При этом одну из матриц (4) 
можно задавать произвольно, а по ней вторая матрица и решения 
и, (х X) определятся однозначно. Отметим, что если одна из матриц 
(4) тождественно равна единичной матрице, то соответствующие ре
шения их (х, X) и п։ (х, X) непрерывны по X и по непрерывности опре
деляются также для значений л С Т (X >0). Однако в дальнейшем важ
ны лишь унитарность матриц (4) и измеримость их элементов на по
луоси Х>0. При четном п функцию и (*, X) определим по формуле

и (х, X) = П1 (х, Х>0,
№(х, ֊)•), >-<0.

Таким образом, всюду в дальнейшем будем предполагать, что 
для ограниченного на всей оси решения и (х, X) (—со <^Х оо, X 0) 
уравнения (2) при нечетном п выполняется равенство (3), а при чет
ном п унитарны матрицы (4).

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения.
1°. Пусть ((—со, оо), тогда интеграл

/(х) и (х, X) бх, — со< ).</», (5)

сходится в смысле метрики в I? (— со, оо), и имеет место равен
ство Парсеваля

где (<р* (х)|—ортонор мированная система всех собственных функ
ций оператора £.

2°. Пусть <2—ортогональное дополнение линейной оболочки 
всех собственных функций оператора Ь, Ь՛— часть оператора £ 
в <2, а Л—оператор умножения на Xя в £։ (—«>, со). Тогда Ь՛ есть 
абсолютно непрерывная часть оператора Ь, кроме того, формулы 
(5) и
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/(х) =77777 I F(X) и (х, X) dl., — оо<х<оо, 
И J — •о

устанавливают взаимно обратные изометрические отображения Q 
на L* (—°=>։ оо) и L3 (— оо, оо) на Q соответственно, переводящие 
друг в друга операторы L' и Л.

Теоремы 1 и 2 можно доказать, используя известные формулы 
обращения, связанные с оператором £ (см. [1], стр. 251, 280; [9], стр. 
289, 306; [10], стр. 216, 217). При этом нужно учесть, что для всех 
Х«/=0 уравнение (2) имеет решения у+ (х, X) и у~ (х, X), обладающие 
асимптотикой (см. [1], стр. 320) >

у (х, Х) = е', г [1 4- о (1)], х-»±оо.
При доказательстве теоремы 1 используется также метод расщепле
ния (см. [1], [11]).

2. Треугольное преобразование. Предположим теперь, 
что коэффициенты рк (х) в (1) при некотором вещественном а анали
тически продолжаются с полуоси (а, в сектор

24 =|z; |arg (z - а)|<-----(7)
( z л J

и удовлетворяют условиям 
а оо

U₽fc(JC)i dx + f 0 + И)" 1 * I sup Ip*(z)|| </х< СО, (8)
J J Re a-.t— а

k = 0, l, --, п-2.
Тогда при всех X из полуплоскости Im X > 0 уравнение (2) имеет реше
ние у1 (х, X), которое представляется на полуоси [а, со) в виде 
(см. [12])

у 1 (х, X) = е'х 4֊ j е'"‘ К+ (х, t) dl, а С х^/», (9)

где ядро К (х, t) (а < х t <. оо) не зависит от X и удовлетворяет 
неравенству

|^(х, (10)

с некоторой невозрастающей суммируемой на полуоси [а, со) функ
цией Л՛ (х). Имеет место также формула

IO
е,''г= у ՛ (х, X) 4 (t, ).) Н+ (х, t) dt, а со, (11)

х

причем ядро Н‘ (х, t) (а х -С t оо) удовлетворяет неравенству, 
аналогичному (10).
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Треугольное представление (9) имеет в дальнейшем принципиаль
ное значение. На примере покажем, что в указанных выше достаточ
ных условиях существования треугольного преобразования (9) раствор 
сектора голоморфности (7) найден точно. Рассмотрим уравнение

yW + р(х)у = >* у, — со < х < оо, (12)
где

р (х) —----------- 1 г_____ - > О, — ОЭ <Г X ОО.
(х*4-1)«Их* 4-1

Очевидно, что для уравнения (12) выполняются указанные выше усло
вия в секторе ]argz|<^rc/4. Поэтому уравнение (12) имеет решение 
у '՜ (х, X), представимое при всех Im X > 0 и х > 0 в виде (9). Однако 
можно доказать, что при каждом х < 0

lim + (х, Х)| = оо.

Следовательно, при х<^0 представление (9) не имеет места, хотя 
функция р(-г) при любом а<^0 голоморфна в секторе

|arg (z — а)| < arg (ру — •

3. Данные рассеяния. Будем предполагать, что коэффициен
ты рд(х) в (1) голоморфны в секторе (7) и удовлетворяют условиям 
(8), а у (х, >)— решение (9) уравнения (2).

Обозначим через Ф (х, X) ядро интегрального оператора, яв
ляющегося ортопроектором на собственное подпространство операто
ра £, соответствующее собственному значению Xя. Заметим, что, сог
ласно теореме 1, при условиях (8) 0£Т.

Пусть М— непрерывный спектр оператора £ без точки Х = 0.
Введем также обозначения

„ при Х>0 или arg Х =---- — >Р*, 1 = _ л
, ш* при Х<^0,

к = 0, !,•••, л — 1.
В случае л=2тп4-1 ядро Ф (х, t; X) и ограниченное 

и (х>}-) уравнения (2) представляются в виде

(13)

решенке

Ф (х, t; X) = f Ntj (X) s+ (х, X В*. х) у+ (/, Xß/։ х), X £ Т, (14) 
*./-1

и (х, X) = £ Ai (X) у+ (х, Xß*. х), Х£М. 
*=о

Обозначим
(X) = Ai (X) Äi (X), к. j =0,1,. •m.
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где т —

В силу (3) имеют место равенства
5оо (к) = 1, (к) = Sio О ) S„ (к). (15)

Очевидно, что функции Skj (к) не зависят от выбора решения и(х, к) 
для которого выполняется (3). При этом, если Ао (к) = 1, то все 
функции Ai (к), а следовательно, и Stj (к) непрерывны на полуосях 
(—со, 0) и (0, со), кроме того, функции А/, (к) аналитически продол՜ 
жаются до мероморфных в секторах

«--- — <argk-<« и 0<arg k<֊^2п * 2п

функций.
В случае п=2лп при каждом kÇT ядро Ф (х, t; к) представляется 

в виде (14), причем Nkm (}.) = N^k (к) =0 (к=1, 2,--‘, т) при к>0, а 
ограниченные решения ик (х, к) и (х, к) уравнения (2) представляют
ся в виде

и, (х, >•) = £} Bk-, (к) у‘ (х, ко։*), к£М, т=1, 2. 
Æ==0

В этом случае функции Sfj (к) определим по формулам

sij со=вл (к) s;, (к) + bï3 (к) вц (к), к, ;=о, i, • • •, т.
Учитывая унитарность матриц (4), нетрудно убедиться в справедли
вости равенств

5do(k) = 5im (к)=1,
si,=sim s;m+ (sio - sin si.) (s/0 - .$£ sfo (i - i^pr1, ( i6) 

причем равенство |Som(k)| = l может выполняться лишь для некоторых 
значений к, не имеющих отличной от нуля точки сгущения. Отметим, 
что функции Sij (к) не зависят от выбора решений иг (х, к) и и, (х, к), 
для которых матрицы (4) унитарны. При этом, если одна из матриц 
(4) тождественно равна единичной матрице, то все функции Bi (к), а 
следовательно, и Sij (к) непрерывны на полуоси к 0.

Введем эрмитовы неотрицательные матрицы

М+ (>)
■^(к)=|5*и></-о, им

. Ранг матрицы N+ (к) совпадает с кратностью собствен

ного значения кЛ, а для каждого к £ М S+ (к) есть матрица ранга 1 
при п нечетном и ранга 2 при п четном.

Отметим, что матрицы 1У+ (к) и 5Т (к) можно ввести также, не 
используя явно функцию (9), а опираясь непосредственно на спект
ральную функцию (разложения единицы) £^(— »<Cl1<Co°) оператора 

л
2
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L. Это делается таким же образом, как аналогичные матрицы вводят
ся в работе [8].

Рассмотрим набор данных
(Г, ЛГ(Х) (ИТ), 5+(л)(НЛ/)1, (17)

которые условимся называть правыми данными рассеяния оператора L.
4. Обратная задача рассеяния. Линейное интег

ральное уравнение для ядра треугольного [преобразо
вания. Рассмотрим обратную задачу рассеяния, состоящую ч восста
новлении оператора L (т. е. коэффициентов рА(х) в (1)) по набору 
данных (17).

Отметим, что в силу равенств (15) и (16) в рассматриваемой за
даче для определения а—1 вещественных функций pt(x) (к = 0, 
1, • • •, п — 2) на оси (— оо, оо) при п = 2 т -f-1 задаются * комп

лекснозначных функций 5ло(л) (к=Л, 2,-։-> т) на оси (—оо, со), а 
при 2п — 2т задаются п — 1 комплекснозначных функций S»m (>.), 

(1), S«(X) (4=1, 2,-.-, т — 1) на полуоси (0, со).
, Заметим еще, что если п=2т |-1 и р.11г(х)^0 (4=0, 1,- • ■ ,т—1), то 

5*Дл) = S/*(—X) (4, 7 = 0, 1, - • т), а если п =2т и р2к +։ (х) = 0
(4 = 0,т—2),то Sh'jQ՝) =Sm-j, m-*(X) (4, / = 0, I,---, т). Поэто
му в указанных частных случаях также сохраняется согласование меж- 
ду числом задаваемых и числом определяемых функций.

Рассматриваемая задача при п =2 совпадает с хорошо известной 
обратной задачей рассеяния для оператора Штурма—Лиувилля.

Для решения поставленной задачи введем функцию
X I

?+ (х, о = Г f [ £ St, (X) еЛ(^ х ?'֊ х> dr^d!. -г
։2 *./«0Маа

+ S 2 </(>֊) ва₽*’1՜'’17

>6Га а *,У“։
где а<х, t со, а числа определяются по формулам (13).

Теорема 3. Существует непрерывная производная 
д։ ~

F* (*> 0= - , [^+ (х, t)—min {.г, /}], а<х, К ос, Oxdt

причем F ‘ (x, t) = F+ (t, х). Кроме того, имеют место равенства
со

F(x,t) = H+ (х, 0+J Н+ (х, ;)Я+ (t, ?) di, a<x<f, (18) 

t

F+ (x- i)+K+(x, 0 + j A?+(r, ?)/+(;, t)di = O, a<x<f. (19) 
X

I



Об одной обратной задаче 401

При этом для каждого фиксированного значения х > а ядро 
К (х, I) как функция от t является единственным решением ин
тегрального уравнения (19) в классе L1 (х, со).

Соотношения (18) и (19) выводятся при помощи равенства Пар- 
севаля (6) и формул (9), (11) подобно тому, как это 'делается в слу
чае п =2 (см. [3]).

Теорема 4. Коэффициенты рк (х), голоморфные в секторе 
(7) и удовлетворяющие условиям (8), по данным (17) определяют
ся на полуоси (а, ос) однозначно. Следовательно,- если функции 
рк(х) дополнительно голоморфны в некоторой области, содержа
щей полуось (— со, а], то они по данным (17) определяются одно
значно на всей оси (—со, со).

Это непосредственно следует из теоремы 3, так как функции 
pt(x) по ядру К (х, t) определяются на полуоси (а, со) однозначно 
(см. [12)1.

Если вместо условий (8) потребовать, чтобы функции рк(х) бы
ли голоморфными в секторе

0՜ = I z; |arg (z — а)| > — 4----- |
l 2 n j

и удовлетворяли условиям 
а ••
1(1+ М)"-’՜* {sup |р4 (z)|| dx + Г |р* (х)| rfx< ос, ,(20)
J J

—jo а

к=0, 1, -, п-2, 
то при всех л из полуплоскости Im X -С 0 уравнение (2) имеет реше
ние у՜ (х, X), представимое на полуоси (— со, а] в виде

у՜՜ (х, л)=е/Хх + J еш К՜ (х, t) dt, —03 <С х ֊С а.

Поэтому при условиях (20) возникают левые данные рассеяния 
|г, /у-(ч осп. 5-().)(keM)j, 

и аналогичные результаты справедливы относительно этих данных.
В заключение автор приносит глубокую благодарность В. Б. Лид- 

скому за полезные обсуждения результатов.
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Ի. Դ. ԽԱՑԱՏՐՅԱՆ. Ամբողջ աոանցքի վրա բարձր կարցի ւյիֆերենցիալ օպերատորների 
Տամար մի հակադարձ խնդրի մասին (ամփոփում)

Դիտարկվում է Լ2 (— ՕՕ, օօ) տարածությունում Ո^>3 կարգի և ամբողջ առանցքի Հբա 
հանրագումարեյի գործակիցներով ինքնահամալուծ դիֆերենցիալ Լ օպերատորը» Հետազոտվում



402 И. Г. Хачатрян

է 1, օպերատորի սպեկտրը և վերլուձությունր րստ Լ-ft սեփական ֆունկցիաների, Այկալհետե 
Լ .պերատորի դործակիցների վրա յրացուցիլ պայմանների գեպրոսք դրվում և յուձվոլմ I մի 
հակադարձ խնդիր, որր նման է ցրման տեսության հակադարձ խնդրինւ

I. G. KHACHATRIAN. Ол ал invert* problem for differential 
operator* of higher order on the whole axe* (summary)

In the space £’(— oo, co) a self-adjoint differential operator £ of order n>3 
with integrable coefficients is considered. We investigate the spectrum of the opera
tor L and expansion by eigenfunctions of that operator. Futher, under additional 
conditions on coefficients wo pose and solve an inverse problem which is analogous 
with the inverse problem of scattering theory.
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