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սլատաս|սանասւօւ քարտուղար' 1Г. Ա. ՀովհաննիսյանԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ
Խմբագրությունը խնդրում է այն անձանց, որոնք ցանկանում են հոդվածներ հրապարա- 

կեյ Հայկական ՍՍՀ գիտությունների ակադեմիայի Տեղեկագիր սերիա 'Մաթեմատիկա» ամ- 
ոադրում, հաշվի առնել հետևյալ կանոնները'

I. Հոդվածների ծավալը, որպես կանոն, չպետք է գերազանցի մեկ տպագրական մամոզը 
(այսինքն' ոչ ավելի քան տեքստի 24 մեքենագրած էշ)։

Մեկ տպագրական մամուլը գերազանցող ծավալով հոդվածներն ընդունվում են հրապա
րակման բացառիկ դեպքերում' Խմբագրական կոլեգիայի հատուկ որոշմամրւ

2. Հոդվածները պետք է ներկայացվեն գրամեքենագրված, երկու որինակովւ Ռուսերեն 
(հայերեն) ներկայացված հոդվածին անհրաժեշտ է կցել ամփոփումներ հայերեն, անգլերեն 
ե ռուսերեն լեզուներով»

Օտարերկրյա հեղինակների հոդվածները, իրենց ցանկությամբ, կարող են հրապարակվել 
համապատասխան լեզվովւ

3. Մեծատառ լատինական տառերը, որոնք միանման են համանուն փոքրատառերին, 
պետք է ընդգծվեն սև մատիտով երկու գծերով ներքևում, իսկ փոքրատառերը' երկու գծիկով 
վերևում»

Հունական տառերը պետք է ընդգծվեն կարմիր մատիտով, ինդեքսները շրջանցվեն սև մա
տիտով, իսկ կուրսիվ տառերը ընդգծվեն ալիքաձև գծով»

4. Գծագրերը ներկայացվում են աոանձին էջերի վրա, երկու օրինակով, նշելով նրանց 
համարը և տեդյը տեքստում էշի ձախ մասում»

Տ. Գրականությունը տեղավորվում է հոդվածի վերջում, ընդ որում, գրքերի համար 
նշվում է' հեղինակը, գրքի անունը, հրատարակման տեղը, հրատարակչությունը, հրատարակ
ման տարեթիվը, հոդվածների համար նշվում է' հեղինակը, հոդվածի անունը, ամսագիրը, 
համարը, տարեթիվը և էջերը»

Օգտագործված գրականությունը նշվում է քառակուսի փակագծերում, տեքստի համապա
տասխան տեղում»

6. Սրբագրության ժամանակ հեղինակի կողմից կատարված քիչ թե շատ զգալի փոփո
խությունները (օրիգինա/ի նկատմամբ) չեն թույւատրվում»

7. Հոդվածը վերամշակման նպատակով հեղինակին վերադարձնելու դեպքում, որպես հոդ
վածի ստացման ժամկետ համարվում է վերջնական տեքստի ստացման որբ*

Հոդվածի ’մերժմակ, դեպքում հեղինակին^ վերադարձվում է ձեռագրի մեկ օրինակը և 
խմ քագրությունը իրավունք է վերապահում չզբաղվել մերժման պատճառների պարգաբանսլ- 
*•4՛ • • . • . Հ

Ք. Հոդվածի վերջում անհրաժեշտ է նշել այն հիմնարկի լրիվ անունը, սրտեղ կատար
ված է տվյալ աշխատանքը»

10. Հեղինակր պետք է սակագրի հողվածք, նշի իր Լրիվ հասցեն, անունը և հայրանունը»
II. Հեղինակներին- »».զարկվում է անվճար նրանց հոդվածի 25. առանձնատիպեր»

եյքտգրտթ^ն հասցեն' Երեան, Բարեկամական 24բ, Գիտությունների ակադեմիայի Տե- 
գեկագ^ր, սերիա 'Մաթեմատիկաս.
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N. U. ARAKELIAN and P. M. GAUTHIER

ON TANGENTIAL APPROXIMATION BY 
HOLOMORPHIC FUNCTIONS

I. Introduction and Statement of Main Results

Let D be a domain of the finite complex plane C and E a (rela
tively) closed proper subset of D. A speed on E is a positive, conti
nuous, bounded function on E. If a is a speed on E, then E is called 
a set of approximation (in D) with speed a, or simply, a set of'a-appro- 
ximation provided that for each function / continuous on E, holomor
phic on its interior E°, and each constant e ^>0, there is a function g, 
holomorphic on D, such that

|/W-fWK«W. ^e. (1)

In this paper, we consider the problem of describing sets of approxi
mation with speed a. We obtain new results, even for the case when D 
is a disc or the finite plane.

Both authors express their deep appreciation to the Research Coun - 
cil of Canada and the Queen’s-Steklov exchange programme for pro
viding us with the opportunity to work together.

A (relatively) closed set E in D is called a set of uniform appro
ximation if E is a set of approximation with speed 1. Clearly, if E is 
a set of a-approximation, then E is, a fortiori, a set of uniform ap
proximation. Thus, it is natural for us to consider only sets E which 
are sets of uniform approximation.

The first author has shown [1], that a necessary and sufficient 
condition in order that E be a set of uniform approximation is that 
D*\E be connected and locally connected. HereD*=Z)U { * ) denotes 
the Alexandrov compactification of D, where * denotes the ideal point 
of £>.

Actually, conditions on a set E of uniform approximation to be a set 
of a-approximation, depend exclusively on a and topological-metric pro
perties of E°. In this connection we need some notations and definitions.

1) For an arbitrary subset X of the Riemann sphere C*, we de
note by X?, X and dX respectively the interior, closure and boundary 
of X in C*.

2) Let E be a closed set in a domain D. Denote

E = (E°)nD.

Client
Note
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E is closed in D, and it is easy to show, using the well-known Tietze 

Extension Theorem [2, p. 134], that £ is a set of uniform approxi
mation in D, if the set £ is.

Now let a be a speed on £.
3) We say, that a is log-super harmonic if log a|£° is superharmo

nic and has a continuous superharmonic extension on some neighbour

hood of the set £.
4) Consider two extensions of a|£ on (£°), a and a, defined for

C^<?£°\£ by
a (C) = lim a (z), a (C) = lim a (z), z £ £®.

Obviously, a and a are semicontinuous, non-negative and bounded. With 
the convention logO=—co, the functionslog a and log a are semicon
tinuous and upper-bounded.

5) We say, that the speed a is inner-continuous, if a = a. In this- 
case, we use the notation a instead of a or a.

6) For z££°, we denote by the harmonic measure on d£° with 
respect to £®. Let p : d£°—» |— oo] [J R be an upper-bounded and measur
able function with respect to harmonic measure The following con
dition on P is often used in this paper:

inf C Pdpz > — co (2)
J dF.' 

for each compact Kt=. D.
Theorem 1A. Let E be a set of approximation in a domain D 

with speed a. Then for log a condition (2) is satisfied.
Theorem 1B. Let D be a finitely connected domain and let £ 

be a set of uniform approximation in D such that C*\£ has no isola
ted points. Let a be a log-superharmonic speed on E, such that for log a 
condition (2) 7$ satisfied. Then E is a set of approximation in D 
with speed a.

Tne following consequence from these theorems is our main re
sult.

Theorem 1. Let D and E be as in Theorem IB and let a be
an inner-continuous and log-super harmonic speed on E. 
set of approximation in D with Speed a, if and only if 
for log a zs satisfied.

Let us say that the boundary of an open set G is a 
there is a homeomorphism h of some neighbourhood V of 
unit disc ('wj)<^l) with h (Q=0 and

Then E is a 
condition (2)

curve at C if 
C onto the

V 0 dG — h 1 (Im w = 0).

Theorem 2. Suppose D, E and a. are as in Theorem 1 and 
moreover that D fl dE° is a curve at each of its points. Then E is a set 
of approximation with speed a if and only if
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i log a dp, >—oo (3)
dP

for each z£E°.
Now suppose D is a disc Dr with centre 0 of finite or infinite 

radius 0R -C + 00 • For Q<^t<R and z£EP, we write
“ (2> = (dE°\Di').

6 (f) = sup 9(s).
i<3

Let v (z) = v (|z|) be a function on Dr which depends only on |z|. 
Then, if v is a convex increasing function of log|z|, v is subharmonic 
on Dr (see Lemma 7). Conversely, if v (z) = v (|z|) is subharmonic, then

2k
v (f) = Jo (fe/0) df> 

u
is a convex increasing function of logf. Thus, if a(z) = a(|z|), then a is 
a log-superharmonic speed if and only if —log a (t) is a convex increa
sing function of logf.

Theorem 3. Let E be a set of approximation in Dr with asymp
totic decreasing speed a(z) = a(|z|). Then w (z, R) =0 for each z£E° and

R

sup ( log a (/) du> (z, f) <Z °o (4)

o
for each Q <Z r R. Conversely, let E be a set of uniform approxima
tion in Dr, with oj (z, R) =0 for z^E° and such that (4) is satisfied for 
some a, where—log a is a log-convex function, tending to co on [0, R). 
Then E is a set of approximation in Dr with speed a(|z|).

A speed a on E is called an asymptotic speed if a (z) -* 0 as 
z -» dD on E. The set E is called a set of asymptotic approximation if 
E is a set of a-approximation for some asymptotic speed a. Obviously, 
such a speed a is inner-continuous and a = 0 on dD f] E.

Corollary 1 [3]. Let D and E be as in Theorem 1. Then, E is 
a set of asymptotic approximation if and only if

V.z(dE^D)=^
for each z£E°.

A set E of uniform approximation in D is called a set of Carle
man approximation provided £ is a set of a-approximation for every 
speed a.

Corollary 2 .[4—5]. Let D and E be as in Theorem 1. Then, E 
is a set of Carleman approximation if and only if it satisfies

Condition C: For each compact K in D, there is a compact K՛ 
in D such that no component of E9 meets both K and D\K՛.

For EczDr and 0 t R, we denote by t^(t) the linear measure 
of E° f| dDt, and set 6 *
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Corollary 3. Let — log» be a log-convex function on [0, R) 

and let E be a set of uniform approximation in Dr such that
R
J log a (t) (t) <+'*’• (5)

o

Then E is a set of approximation with speed a. (|z|), ifG(R — 0) =0.
Corollary 4. Let a(z) = a(|z|) be a speed decreasing to zero on 

C and let E be a set of uniform approximation in C such that for 
some 0<^&<O»

(6)

Then, E is a set of approximation with speed a.
Corollary 5 [6]. Let a(z) = a(|z|) be a decreasing speed on C 

satisfying

■«>-“• mJ t*" i
Then, each set of uniform approximaton by entire functions is a set 
of approximation with speed a. If the integral (7) diverges, then the 
conclusion fails.

We shall say that E° is sectorial in Dr if there are continuous 
functions and 9։ on (0, /?) with

, 61 < 9» < 0r + 2«
and

£«={« 0i(H)<argz<e։(|.|)),
for some branch of argz.

Corollary 6 [6]. Let —log® be a log-convex function on [0, R) 
and suppose E is a set of uniform approximation on Dr such that E° 
is sectorial and for some 0 tx < R,

Then E is a set of approximation with speed a, If (42) holds.

II. Remarks

1. Theorem 1 is no longer true if the complement of E is allowed 
to have infinitely many components (even if they are non-degenerate). 
We wish to thank A. A. Gonchar for furnishing us with the following 
example.

The set E = E, which will be constructed as the complement of 
certain "champagne bubbles“ (see [7]) in the unit disc Dv has the pro
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perty that |*,(d£\Z?1) = 0, for all z £ E°, and so by Lemma 9 below, 
satisfies (2) for some asymptotic speed a. However, E is also a set of 
uniqueness, in the sense that if / (z)-• 0 as z — dDlt z£E, then /=0, 
for any f continuous on E and holomorphic on E°. Clearly, E cannot be 
a set of asymptotic approximation in the domain D obtained from Dx 
by removing the centers of the “champagne bubbles“.

To construct E we need the following fact (see [8]). For given 
e > 0, 0 2, and 0<r<O, there exists a set a,,

։։cS={te'’':f£(r, 1), ?£(?', <p")),

where a, is a union of disjoint closed discs accumulating to Tf = S\Z)i 
such that T, = da, n/\ has length less than e and (f, £\\a, )=0.

It is easy to see that there exist ew \ 0 such that

2efl2" [log (p4֊2)p, 
i

for arbitrary p=0, 1, 2,---. We construct as above an = a,n for S=Sn, 
with r =2-" , <p'=2՜" and ^>՞ =2“'*+1. Also, set r« = r.n andf^Oj^ 
= 0. Moreover, we denote by a_„, S-n etc. the reflection of the sets 
On, 5» etc. with respect to the real axis. We set

£ = D1\u‘»t 
- «■

Now let / be continuous on E and holomorphic on and suppose 
/(z)-»0 as z-+dZ), z^E. Putting /(z)=0, for |z|>-l, we have

/°” (x)= V -£L f ..fS*) dt> x£ [0, 2] 
£2«։ J (* — x)p+I

for p — 0, 1, 2, •••. Since, |Z— x|>2_|"*for and x£[0, 2], we have

(x)| < p! J e„2" ^+1>< [(p +2) log (p + 2)]'. 
i

Now by the well-known Carleman-Denjoy theorem on quasianalytic 
functions, f (x) = 0, for x£[0, 1), and so /=0. Thus E is a set of 
uniqueness and the example is complete.

2. If C*\F has an isolated point a, then it may still be possible 
to approximate with a certain asymptotic speed a near a, however con
dition (2) is inappropriate in this situation, for it completely ignores 
the behaviour of a near a, and it certainly is not possible to approxi
mate arbitrarily fast near an isolated point a.

3. In Theorem 1, we assume that log a is superharmonic on E. In 
fact, the remark following lemma 5 shows that we may restrict our 
attention to functions log« superharmonic on E° (and inner-continuous 
on E),
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4. Corollary 1 was first proved for the unit disc [9]. A. Stray 

[3] extended the result to quite general domains including certain 
infinitely connected domains.

5. Condition C was introduced in [4] where it was shown to be 
necessary for Carleman approximation. Nersesian [5] showed that for 
arbitrary domains, the conidtion is also sufficient.

6. By considering the nature of the prime ends of it is
possible to relax the condition that DftdE0 be a curve at each of its 
points, in the statement of Theorem 2.

7. Of course, if E° is connected, it is the same to assert that (3) 
holds at each point of E° as to assert that it holds at some point in E°.

8. In [6], Corollary 6 was proved for the case that R = 4՜ 00 •
9. The notion of a completely regular point for the Dirichlet pro

blem is not new; the name “completely regular“ perhaps is. Brelot [10] 
has shown that a regular point need not be completely regular.

In Lemma 3 the condition that dG be a curve at the point C can 
be relaxed by considering the prime end structure of dG. It follows 
that the hypothesis in Theorem 2 can also be relaxed. However, con
ditions (2) and (3) are not in general equivalent as the following exam
ple shows.

Example: There is a set E of uniform, approximation in C and 
a log-superharmonic function a such that condition (3) holds but con
dition (2) fails .

Let yj be a sequence of positive numbers decreasing to zero and 
choose 8y so small that the rectangles

Ej == {z = x 4-iy : |x|<7, |y — yj<8 J 
are disjoint. We may construct a continuous positive function a on C 
which decreases to zero so rapidly that for zy= iy.

H U/X֊/,' (9)
EOj

where the left-member denotes the solution of the Dirichlet problem on 
Ej with boundary values log«. By Lemma 9 below, we may assume that 
a is log-superharmonic.

Now let
S;= [z:|x|<Br y^CyCy/

be a thin rectangle connecting Ej to £/+i> where s7 will be specified 
shortly. Set

E = U (Ej U 5y).

Then E is a set of uniform approximation. We may choose sy decrea 
sing to zero so rapidly that

J log a — co, (10)

dE*
and thus He»= He?* exists and is finite valued. We may further insist 
that ej decrease so rapidly that for each j,
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— I - ■■■ ■ - - -------I- ■ ■ ——T

is bounded. Thus,' by Lemma 2 below, and H£> have the same 

boundary values on dEjftdE. Hence by making the sequence ey still 
smaller, if necessary, we have that for each j

|H£o(zy)-//£.(zy)|<l. (11)

From (9) and (11), we have
Jlogarf[i։,<— J 4-1. (12)

dE*

Thus, from (12), (2) fails. But (11) shows that
/fe («J = J log a dpi։ > — so, 

dE’

and since E° is connected, H£° is finite for all z£E°. Hence (3) holds, 
10. The problem of asymptotic approximation by entire functions 

was investigated by Carleman, Roth, Lavrentiev—Keldysh, Keldysh, 
Mergelian, Dzrbashian, Kaplan, and Arakelian. This problem for more 
general domains with special conditions imposed on the speed a and set 
E has been considered by Brown—Gauthier, Roth, Nersesian, Schein- 
berg. The speeds a considered are particular cases of the speeds we 
consider.

In all of the works just cited, as well as in the present work, a is 
assumed to be positive on E. If a is allowed to assume the value zero, 
then the problem becomes not only one of approximation but also of 
simultaneous interpolation. This question has been considered by Gau
thier—Hengartner, Nersesian, Rubel—Venkateswaran, and Sinclair.

III. Preliminary lemmas

In this section, G will denote an open set in C* having non-cons
tant positive superharmonic functions. Thus, we may consider the gene
ralized Dirichlet problem on G. Let f be a function on dG. If the ge
neralized solution on G with boundary values <p exists we denote it by 
//o, or simply Hq, if <p is clear from context, and in this case, we say 
that <p is resolutive for G. A well known theorem of Brelot states that 
<P is resolutive if and only if it is integrable with respect to harmonic 
measure, and in this case

HZ(z)=\<fdpz. (13)
db

Lemma 1 [11, p. 23]. Let ® be resolutive for G. Let V be an 
open set and define

V on dG 0 V, 
t = o (14)

/73 on dl^nG.



428 N. U. Arakelian and P. M. Gauthier
Then <j> is resolutive for V0 G and

fftn0 = Hl\VnG. <15)

is continuous at z0, where A is any Borel set whose closure is com
pact in G.

Proof: It is enough to suppose A in a sufficiently small open 
neigbourhood U of z0 with compact closure in G. Then, by the Riesz

We recall that a boundary point C£dG is called regular if 
lim HS(x)=?(Q (16>

for each 7 continuous on dG.
Lemma 2. Suppose C £ dG is a regular point and is resolutive 

and continuous at G Then (16) holds if and only if Ho is bounded 
near G

Proof: Suppose Hl is bounded in some neighbourhood V of C. 
Let | be given by (14). Since regularity is a local property, C is also 
regular for Vfl G, and since ՛]» is bounded and continuons at ֊., it is 
well-known that

lim/4n0(x)==HQ.

Thus, (16) follows from Lemma 1.
•The converse is trivial.
We shall say that a point C£dG is completely regular if (16) 

holds for each resolutive function <p which is continuous at G
Lemma 3. Suppose dG is a curve at G Then C rs a completely 

regular point.
Proof: Suppose <p is resolutive and continuous at G Since dG is 

a curve at G there is some neighbourhood W of C such that Wfl G is 
homeomorphic to a disc. To show (16) we may assume that for 
if not we may write «[> = and consider <p+ and f՜ separately.

Since Hl is non-negative, it follows that //J|W fl G has finite
asymptotic values at a dense set of points on. dG near C (see [12,
Th IV. 14]). Thus, we may construct a neighbourhood V of C such that
Hl is bounded on GfldK. Since © is continuous at G we may also
assume that <p is bounded on dG fl V. Thus, from Lemma 1, it follows 
that Hl is bounbed in Gfl V and from Lemma 2, we have (16), This 
completes the proof of Lemma 3.

If v is superharmonic on G, then by the Riesz theorem, we may 
associate a unique non-negative Borel measure v to v which we call the 
Riesz measure for v. Without loss of generality, we shall assume that 
c©CG.

Lemma 4. Suppose v is superharmonic on G and continuous at 
some point x0£G. Let v be the Riesz measure for v. Then, the logarith
mic potential

A
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theorem, P (z, U) is continuous at z0 and finite valued, for z^U. Sin
ce, on each component of G, P (z, A) is either superharmonic or iden. 
tically infinite, it follows that P (z, A) is superharmonic for all z^G, 
and finite valued since it is dominated by P (z, U). In particular, P(z, A) 
(and P (z, U\A)) is lower semicontinuous. Thus, we have only to show 
upper semicontinuity at z0.

lim P (z, A) = lim [P (z, U) — P (z, f/\j4)] = 
2-2. x-2.

= P(z0, U) - Jim P (z, £/X>4)<

<P(z0. U)-P(z0, U\A) = P(z„ A).

Lemma 5. Let D = Dr for some 0< R -C + °°, and suppose E 
is (relatively) closed in D and D*\E is connected and locally connec
ted. Suppose v is superharmonic on E, continuous on E, and harmo
nic on E°. Then for each constant e>0, there exists a function h, har
monic on E such that

|A (z) ֊ v (z)|<a, z^E.

Remark. Recently, Gauthier, Hengartner and Labreche [13] have 
obtained a more general result in which it is not necessary to assume 
that v is superharmonic on E (see also [14], [15]). Since their proof is 
different and not yet available, we present our own.

Proof: Since D*x£ is connected and locally connected, we may 
construct an exhaustion of D, Dj/ D, such that D*\(E U Dj) is also 
connected and locally connected (see [16, Lemma 3]).

By assumption, there is an open set UzsE such that v is super
harmonic on U f] D. Set D-i = Do= 0 and

aj = n U.

Since the Riesz measure for v has no mass on E°, P (z, aj) is harmonic 
on E° U Dj-z. By Lemma 4, P (z, at) is continuous on E. Suppose first 
that R<^ oo. Then P (z, a/) is also continuous on PU Dj-i and harmo
nic on the interior of this same set. By the theorem of Keldysh [17] 
(see also [18]), there is a function hj, harmonic on with

| hj (z) - P (z, o/ )| < e 2-y , Z e Eu Dj-2. (17)

For each j, there is a function vj, harmonic on U f\Dj such that 
for z £ Iff] Dj,

V (z) =■ P (z, UftDj) + Vj (z) =

= 2 P(z, ok) +vj (z). (18)
k=l

Now set
h (z) = v (z) + f [hk (z) - P (z, «*)), (19)

4—1
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which by (17) converges on a neighbourhood of E. From (18), we can 
write

A(z) = 2M*)+M*) + 2 (A*(z)-P(z, «*)|, 
*-l 4-7-rl

from which it is clear that h is harmonic on E. From (19) and (17), we 
have

|A(z)-v(z)|<8, z^E, (2°>
and the proof is complete in case R

If R=co, we choose a point z0^C\E and merely replace /’(«, °/) 
by P(z, aj) 4֊v(oy) log fz — z0| in (17) and (19). Let A (z0) be a ^‘sc 
centered at zQ such that A fl E — Qi. Then, instead of (17) we have

IM*)— E(z, <։>) —*(°>) log |z —2:0||<e-2->
for z£ (EH Dy-2)\A. Again A will be harmonic on E and satisfy (20). 
This completes the proof of Lemma 5.

Lemma 6 (19, 20]. Let E be a set of uniform approximation in 
a domain D and let u> be a continuous, bounded, zero-free function on 
E, holomcrphic on E°. Then E is a set of approximation with speed |<o|.

To prove the Lemma it is enough to construct a function <p, holo
morphic on D and satisfying

0<H<l®| on E, (21)
for then, the |oj|— approximation of the function f follows from the 
uniform approximation of //<? on E.

We may assume that |u>| on E. There exists g, holomorphic on 
D, such that

|2/u> — g|<l on E, 
and hence

IVgKH on E. , (22)
Let (zj)^(N^. co) be the zeros of g, zj£E, taken according to their 
multiplicities. Now construct a function b, holomorphic in D. 0 <|6|<1 
on E and 6(z/) = 0 for each j. Then from (22) it follows that <f = b/g 
satisfies (21).

To construct b, consider a sequence (Ej)‘i of sets of uniform 
approximation in D. zj^Ej and EjZoE for each j. If 7V< co, we put 
Ej = E. If N = co, we assume, that

U Ej = D. 
/=։

Since £yU [zj] is a set of uniform approximation in D, for each j 
there exists a function bj, holomorphic in D. bj(z/)=0, such that 
n,v t |by֊l|<2֊> on Ei.
The function

6 = 4->n6y

satisfies to all our conditions.
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Notice, that the existence of b may be easily proved by using- 
results on simultaneous approximation and interpolation (see [21]).

Lemma 7. [22, p. 18]. If <p is a convex increasing function of u 
and u-^u(z) is subharmonic, then ^(u(z)) is also subharmonic.

Lemma 8. Let a be a positive function decreasing to zero on 
[0, R). Then, there exist functions «_ and a+ also decreasing to zero, 
with 0 <^a_ <7 «<^ P«+, and such that—loga_ and —log«+ are both 
log-convex.

Proof: Set P= — log«. Choose any sequence of points n increa
sing to R. It is easy to construct a piecewise linear convex function 
P- with nodes at rj and with P-^> P. Then we put a_ =’exp (— P_).

To construct a+, we may assume /2 = 1. We set
A = {z = x+ iy : 0 -<x<l, P(x)<y|

and denote by A the closed convex hull of A. Now set for 0-<x<l,

P+(x) = min {y: x 4-4/£<4j.

Clearly, P+ is convex. It is easy to see that A does not meet the line 
x = l, and so P+ tends to oo. Finally, we put a+=exp( — P+).

Lemma 9. Let E° be an open subset of the unit disc Dx such that 
V-z(dEP\D1) = 0, for each z(zE°. Then, there exists a log-super harmo
nic asymptotic speed i on Dx, such that (2) is satisfied for log a.

Proof: By Lemma 8, it is sufficient to construct a positive fun
ction «(f) decreasing to zero as t J 1, and log a satisfying (2).

Set, for s < t < 1

(f) = sup <u (z, t),
UI < J

and W, (f) = 0 if E°f\Ds= 0. By Dini’s theorem, (f) u0 as fz 1.
Now set t0 =0 and choose tx so close to 1 that IFO (f1)<^2՜1. Ha

ving chosen t0, tx,---, tj—i such that

rtFr,-, (f/)<2֊', i--==0, 1,-

we may again, by Dini's theorem, choose tj so near to 1 that

(23)

Thus, by induction, we have a sequence tjS 1 and satisfying (23).
Now define

« (f) = e~J , ij < f < 0+i.

Then, setting Aj = (D<y+։\ Dt j) fl Ea, we have

If z^Dtt, then for y^-z+l,
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/IF/

Thus log a satisfies (2) and the proof is complete. . a , \ •
Lemma 10. If a(f) z’s decreasing for and if {) ls

also decreasing and uniformly bounded for z^E°, P(z, R 0) = en 
for each 0<^r<^R,

sup *60,0^*
R
f log a (t) dp (z, f)*C + °°

if and only if 
R
J ₽ d <10g “ — °°- 
0

Proof:
R t
f log s (f) </p (z, t) = lim C log a (f) </P (z, f) =
J tj»r J

(24)

(25)

o

= Ooga (0) p (z, t)
R T

— lim (*P (z, t) d (log a (t)).
0 T/R nJ

The Lemma follows, since (log a (f)) P (z, t) is upper bounded, inde
pendently of z.

IV. Proofs

1. Proof of Theorem 1A. Suppose E is a set of a-approxi- 
mation in D. Then, for some r՝£D\E and for the function f (z) = 
= (z — Co)՜1 and e>0, consider a function g = g. satisfying (1). Now 
choose ex and e։ positive such that and g,t^gi,. Then
f ■— gti—g,, is holomorphic in D and =?^= 0. From (1) we have

]<p| < a on E. (26)
If £°։?t 0, then it follows from (26), that

lim log |® (z)| < log a (C), C£dE°. (27)z-C

For each n, the function P«=n\/loga is bounded semicontinuous 
on dE° and therefore resolutive. Since log ]<p| is subharmonic on £® and 
by (27) has boundary values -CP«, then we have, using (13) and the 
definition of the generalized solution to the Dirichlet problem, that

!og If Wl < J Pn <fP*, z € £°-
dE’

Letting here n -* — co, we have
log |? (z)|<w (z)= C logarfp.,, z^E°. (28)
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The integral converges since log a is upper bounded and since

It follows from (28) that there is an exhaustion Kj r D and se
quence M) > —<», such that for each j

v{zy>Mj, z£_E°r\dKj. (29)

From (29) and Lemma 1, it follows that v is bounded on Kj f] E 
for each j. This completes the proof of Theorem 1A.

2. Proof of Theorem IB. Using Tietze’s Extension Theorem, 

we may be sure, that the set £ is a set of uniform approximation in 

D. Using for E Lemma 6 and again Tietze’s Theorem, we see, that to 
prove Theorem IB, it is enough to construct a function o>, continuous

on £ and holomorphic on E9, such that

0<M<aon£. (30)
Let Kv Kt,- • •, Kn be the complementary components of D, which 

meet with the closure of E. Suppose that for each j =1, 2,■ • n wejcan 
construct a neighbourhood Vj of Kj and a function holomorphic on 
Z)y = C*\A; and satisfying

0<|“/l<« on ~Ej= E f] Vj. (31)

Then, for some suitably small constant k>0, we have that
u> = /,w1a>։ • • • u>n

is holomorphic on D and satisfies (30) on E. Thus we have only to 
construct each w; , /=1, 2,•••, n.

Fix j then. We shall consider two cases depending on whether Kj 
meets with D X E or not. Suppose first that

Kjft (D\E) = 0.

Then, there is an open Jordan neighbourhood Vj of Kj such that

DjfiVj= E° n = £n Vy = £/<=£«.

By the hypothesis of the Theorem, Kj cannot be a singleton. Putting 

v(z)= j log a dpz, z^E9, 

• 6E'
we may write

—v։, 
where is harmonic in Dj and vt is harmonic in Vj. Thus, vt is boun
ded on Kj and so for some constant X,

— X< v on Ej.
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Since v is the greatest harmonic minorant of log ։ on £°, we also have 

log a on Ej.

Now write hj = v1— )֊ and let A; be a harmonic conjugate of A/. Then

"y = exp (Ay + i hj) is holomorphic on Dj and satisfies (31).
Consider now the second case: that is, 

^n(£>\£)=/= 0.
In this case, there exists a neighbourhood Vj of Kj such that 

£"0 Vj=Ej is a set of uniform approximation in Dj.
By mapping D, conformally to Dr for some 0<7?< + <», it fol

lows from Lemma 5, that there is a function hj, harmonic on Ej with

|Ay (z)֊v (x)|<l, z^Ej, (32)
where

log a, z^U\E°,

and U is the domain of definition of a. By a result in [16] (see also 
[15]), there is a function uj, harmonic on Dj, with

(34)

Now let uj be a harmonic conjugate of uj and set

io, — exp(uj — 2 + i uj).
Then, from (32), (33), and (34), it follows that wy satisfies (31).

This completes the proof of Theorem IB.
3. Proof of Theorem 1. Theorem 1 is an immediate conse

quence of Theorem 1A and Theorem IB.
4. Proof of Theorem 2. Suppose the hypotheses of Theorem 2 

are satisfied. By (3), log a is resolutive. Thus, (2) for log a follows from 
Lemmas 2 and 3. Hence Theorem 2 follows from Theorem 1.

5. Proof of Theorem 3. Let £ be a set of a-asymptotic ap
proximation. Then log a = —co on dE°\D and so by Theorem 1A, u։ (z, 
7?) = 0 for each z^E°. If a is decreasing, then we have the identity

R
J loga(f) dw (z, f)= — Jloga dp,» 

n <>£•
for z^E°, and (4) follows from Theorem 1A.

To show the converse, we remark first, that it follows from the 
• conditions on a, that a is decreasing on some interval "[£0, R). We „may 

assume t0 = 0 and then a (|z|) is a log-superharmonic speed on Dr, sa
tisfying (4). By the above mentioned identity, a satisfies the conditions 
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of Theorem IB for D—Dr. Since E is a set of uniform approximation 

in Dr, it follows that C* X E is connected. Then from Theorem IB it 
follows that E is a set of a-approximation in Dr.

6. Proof of Corollary 1. Suppose E is a set of a-approxi
mation for some asymptotic speed a. Then loga =— oo on dE°\D and 
by Theorem 1A, for log a condition (2) is satisfied. This implies that 

£)j = 0 for *6£°.
Conversely, let p» (dE°\D)=Q for z£E°. To prove, that E is a set 

of asymptotic approximation, it is enough by Theorem IB, to construct 

an asymptotic log-superharmonic speed a on some neighbourhood of E, 
such that for log a condition (2) is satisfied.

Denote by K1։ • • •, Kn the complementary components of D, which 

meet with the closure of E. We may assume, that no Kj can be a 
singleton. By conformally mapping C*\A} onto the unit disc Dt, it 
follows from Lemma 9, that there is a log-superharmonic asymptotic 
speed o.j on C*\Kj, such that for log ay, condition (2) is satisfied. 
Then obviously the speed

a = a։A«։A- "A»«

is asymptotic and log-superharmonic on D, such that condition (2) for 
log a satisfied.

7. Proof of Corollary 2. Suppose first that a is a log-super
harmonic speed on E. Fix K compact in D and let K' be a compact 
set associated to K as in Conidtion C. Then, for E°, pz (dE°\ 
\K') = 0 and so

floga</px> inf log a X
K'ftdE*

K'ndE‘

Thus, (2) holds for each log-superharmonic speed, and so by Theorem 1, 
E is a set of a-approximation for each log-superharmonic speed a.

Now if ag is an arbitrary speed, then by Lemma 8 and the techni
que used in Corollary 1, we may construct a log-superharmonic speed 
a on E with 0 a a0. Since we have already shown that E is a set 
of a-approximation, it is, all the more, a set of a0-approximation.

Suppose, conversely, that E fails to satisfy Condition C. Then, 
for some KcD and some sequence Kj/'D, there are components E/ of 
£° which meet both K and Choose a sequence zj^E°j[\K. It is
easy to construct a speed a which decreases to zero so rapidly that 

2-1025
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Hence by Theorem 1A, E is not a set of a-approximation, and so, not 
a set of Carleman approximation. This completes the proof of Corol
lary 2.

8. Proof of Corollary 3. From Lern.na 10 we have

R
p(0d(log«(0)>-°°- 

0
(35)

For zCDrftE*, r<it, it is clear that <u (z; t) is less than the harmonic 
measure of Ea(\dDt with respect to the open set This, ip turn,
is less than the harmonic measure of the same set with respect to Di. 
This last quantity is dominated by X(r)9(t), for some constant *(r).

Thus, w(z, f)<J.(r) S(/). Hence,

R r R
p (z, t) d (log a)> p (z, t) d (log a) + X (r) J 9 (f) d (log a), 

oo r .

Hence from (35) and Lemma 10, (5) is satisfied, and so Corollary 3 
follows from Theorem 3.

9. Proof of Corollary 4. First, we shall show that we may 
assume that — log a (t) is log-convex. Set 7 = (logo)՜1 for c^>l and 
denote

cr
log ac (r) = 7 J log a (t) — . 

1

Obviously, —log ac (r) is a convex function of log r. Assuming 
we have for r > 1: '

WCiflogo«. log a (0 —< log a (r).

Integrating by parts, and since log ae is upper-bounded, we have 
that (6) holds for ac and k', if and only if

Since
dt 
t

<2k dt
to (k't)

the finiteness of the last integral follows trom (6) after the substitution 
ct — t, if we choose c>l such that Jt' = cfc<l. Thus, in proving Co
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rollary 4, we may assume, that—log a is an increasing log-convex 
function.

We may also assume that E is not a set of Carleman approxi
mation, for otherwise E is trivially a set of «-approximation. Thus, ։by 
Corollary 2, there is an r0, 0<^r0<^co, such that for each t > r0 some 
component of E° meets both dDr, and dDt.

Fix r r0 and suppose z £ DT fl £°. Let D be the component of 
£°L|jDr which contains z=0. Then D is unbounded. Let denote the 
component of D[}Dt which contains z = 0 and let f0 (t) be its linear 
measure. Following Tsuji, we define 0* (f) as follows. If dDtC.E\ then 
we put 6* (f) = 0(f) and if dDt։c. E°, we put 6* (f) = co. Since E is a 
set of uniform approximation, and we may assume that E =f= C, there is 
some such that 6* (f) = ® (0 for t > t0. Let ut.(z) be the harmonic 
measure of d&t [\dDt with respect to Then, Tsuji has shown [12, 
p. 116], that if z^Drr\E° and r<^kt/2, 0<7:<^l, then

ktr r dp 
p L J p ©* (p) 

2r

Since 0* (t) = 0 (f) for t > tt and we may choose 2r>jtf0, we have

ut (z)< Xr exp (36)

for t^> (2/k) r, where Xr is some constant. Since u> (z, t) = (dEt\Dt), 
it is clear that <■ (z, f) £is dominated by the harmonic measure of 
dD\Dt with respect to the domain D. This in turn is dominated by 
u։(z). Thus, from (36), we have

kt
<0 (z, t) <xr exp [—« f “-ri’ (37)

L J p0 (p) J
t.

From (6) and Lemma 10, we have that 
- kt
CexpT —tt d (log «)>—oo. (38)
J L J Pe (P) Ji

Hence from (38), (37) and Lemma 10, we have (4) and so Corollary 4 
follows from Theorem 3.

10. P r o’o f of C or o 1 Ija r y 5. Suppose a satisfies (7). There 
exists a set Eo of uniform approximation, such that Ec.E& and for Eo, 
|0(O-2k|</-։,

Then conditions (6) and (7) are equivalent, and it follows from 
Corollary 4, that Eo is a set of «-approximation. Then so is the set E.

Now let E is a set of «-approximation by entire functions for 
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some decreasing asymptotic speed « (|z|). Then by Theorem 3, a satisfies 
(4). Using Lemma 10 (for 3 r= <u), we have from (25):

inf f <o (z, t) d (log » (f)) > — 00 ($$)
^Ori}E" J

lor each 0 < co.
Suppose for the set E, that

«°’
for z^Drr\E° and t > cr, where c and are some cons_
tants. It follows from (39) and (40) that

1 d (log a (/)) > — °°.

Hence a satisfies (7).
It is easy to construct a set E of uniform approximation, satisfying 

.(40). For instance, E is such a set, if

E ■=> Eo = {z'.z — x 4֊ iy,

11. Proof of Corollary 6. We shall estimate o> (z, t) using 
the Ahlfors distortion theorem.

Fix z e A 0 E°, and suppose r t R, and t is very close to R. 
We map E° to a strip Se by the log-function.- We then map the strip 
Se to the strip Y: |KKk/2) so-that corresponds to
X = + oo. Consider the image Lt of E° fl dDt in SK and denote by u։ (/) 
the minimum value of X for points on Lt. Then, by the Ahlfors dis
tortion theorem (see [23, p. 101])

t
HiU) >>• + « f֊^- « (41)

J p° (p) fl
for some constant a, provided

R

This last formula is obvious if E = 4֊oo.
From (41), we have that u> (z, t) is dominated by the harmonic 

measure of dSK f) {X > ut (t)}. This we estimate by mapping S, to a 
half-plane H so that u։ (z, t) is dominated by the harmonic measure of 
Hn{|lF|>exp[u1(0]|. Since we may assume that the image of z is of 
module less than exp [m։ (t)], this in turn is bounded by the harmonic 
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measure of the half-circle of radius exp [ux (f)] with respect to the half
disc. Thus, (see [23, p. 49]), for z^P

u> (z, t) < i.r exp [—(f)]
for some constant ).z.

Hence, from (41), we have

w (z, f)<.>., exp

Corollary 6 then follows from Lemma 10 by the same reasoning as was 
used in the proofs of Corollaries 3, 4, and 5.
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Ն. Z. ԱՌԱՔԵԼՑԱՆ, A. Մ. ԳՈէ^Յե. Հոլոմորֆ ֆունկցիաներով շոչափումային մոտավորության մասին (ամփոփում)

Դիցուք D-ն տիրույթ է Շ*-ում և E-ն D-ի հարաբերական փակ, սեփական ենթաբազ
մություն է» Թող ֆունկցիան լինի անընդհատ E-ի վրա և սահմանափակ» Անվանենք
E-ն a֊ մոտավորության թարմություն [D-ում), եթե ամեն մի B > 0 թվի և կամայական [ 
ֆունկցիայի համար, որն անընդհատ է E-ի վրա և հոլոմորֆ EF-ում, գոյություն ունի D-ում 
հոլոմ որֆ այնպիսի g ֆունկցիա, որ

|/(z) — g(z)|<sa(z), z£E.
a 1 դեպքում E-ն կանվանենք հավասարաչափ մոտավորության թազմություն: Վերջին

ներիս նկարագրությունը տրված է [lj-ումւ
Ներկա աշխատանքում հետազոտվում է 1-մոտավո րութ յան բազմությունների նկա

րագրման խնդիրր»
Հիմնական թեորեմ 1-ում դիտարկված է այն դեպքը t երր D-ն վերջավոր կապանի Լ, 

իսկ E-ն D-ում հավասարաչափ մոտավորության այնպիսի բազմություն է, որ C*\E-i չունի 
մեկուսացված կետեր»

&՝ից պահանջվում է, որ նրա նեղացումը £°-ի վրա ունենա անընդհատ շարունակություն 
[E°) - ի վրա, ընդ որում log 2 -ն լինի սուպերհարմոնիկ ( EQ) ("\D-ի վրա» Նշված պայման
ների դեպքում, որպեսզի E-ն լինի ՕԼ -մոտավորության բազմություն, անհրաժեշտ է ու բա
վարար, որ

inf I logarfj^> — co 
sGA'nf J 

ö£»

ամեն մի KCZ.D կոմպակտի համար, որտեղ ()EQ֊(l հարմոնիկ չափն է E՞-ի նկատմամբ- 
Նշղալ- .աՐՂ1ո1^քր միավորում է չափական և երկրաչափական բնույթի մի չարբ հայտնի 

‘-այտանիշներ, որոնք վերաբերվում են ամ բող, և անալիտիկ ֆունկցիաներով ասիմպտոտա֊ 
կան մոտավորություններին (երր a (z) -* 0, z — ÖD դեպքում) և բերում է այդ բնույթի նոր 
հայտանիչների (տես թեորեմներ 2—3-բ և հետևանքներ 1 — Տ-բ)ւ

У- Аракелян, П. М. Готье. О касательном приближении голоморфными функ 
цнями (резюме).

Пусть О область в С* и £— относительно замкнутое собственное подмножество 
Л. Пусть а > 0 — непрерывная на £ и ограниченная функция. Назовем £ множеством
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а- приближения (в D), если для каждого ։> 0 и произвольной функции /, непре
рывной на £ в голоморфной в £°, существует такая голоморфная в D функция g. что

I/ (z) — g (*)| < еа (г)> •
В случае а = 1 будем называть £ множеством равномерного приближения. Описание 

таких £ дано в [1].
В настоящей работе исследуется задача описания множеств “-приближения. В 

основной теореме 1 рассматривается случай, когда D— конечносвязная область, а 
£ — множество равномерного приближения в D, такое, что С*\£ не имеет изолиро
ванных точек. Относительно “ предполагается, что ее сужение на £° допускает непре
рывное продолжение на (£°), причем log “ —супергармоннческая на (£°)Л®- Тогда 
для того, чтобы £ было множеством “-приближения, необходимо и достаточно, чтобы

дЕ>

для каждого компакта К С О, где р-х — гармоническая мера й£° относительно £°.
Отмеченный результат объединяет ряд известных метрических и геометрических 

критериев об асимптотическом приближении целыми и аналитическими функциями 
(когда “(г)—>-0 при г->-дО) и приводит к новым критериям такого характера (см 
теоремы 2—3 и следствия 1—6). _
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Մաթեմատիկա XVII, № 6, 1982 Математика

УДК 517.988
А. Б. НЕРСЕСЯН

СТРУКТУРА РЕЗОЛЬВЕНТ НЕКОТОРЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Введение

Рассмотрим интегральный оператор Фредгольма второго рода

(1-К)у=у(х)- К{х, է) у (է) ժէ, х^й (1)

где О—область из R" (необязательно связная), (Н
лебегова мера, К(х, /);—комплекснозначяая (АХ А)-матрица (А>1, 
(х, /) £ 2 = /ЭХ-О), а в качестве у могут фигурировать (/V X а)-матри. 
цы (а^-1). Условия на ядро К и, следовательно, пространство, на 
котором определен оператор К, пока уточнять не будем. Если суще
ствует оператор I -(-R с ядром R, обратный справа х I—К((1 — К)Х 
X (1 + К) = 1), то

RԼx, С) = К(х, է) + ^К(х, տ) R(s, է) ժտ. 

Ъ
(2)

Соответственно, при обратимости слева ((I + R) (I — К)= I)

R (х, է) = К (х, է) 4֊ I R (х, з) К (տ, է) ժտ. (2')

В дальнейшем будем считать оператор I — К обратимым, т. е. 
предполагать, что существует ядро R (х, с соответствующими 
свойствами, удовлетворяющее интегральным уравнениям (2), (2').

Таким образом, чтобы построить оператор 14֊К=(1— К)՜1 надо, 
вообще говоря, решать уравнение (2) при любом значении парамет
ра (или (2')—при всех х£/Э). При наличии дополнительной ин
формации о ядре К эта процедура в некоторых случаях значительно 
упрощается. Так, в случае вырожденного ядра К (х, 1)=а (х) ₽ («) (а 
и ? —матрицы размеров (А Хр) и (р X А) соответственно, р>1) 
построение резольвентного ядра сводится к чисто алгебраической за
даче. Другой пример—это класс разностных ядер, представляющий 
большой теоретический и практический интерес (п = 1, £> = (а, Ь), 

(х #)). Хорошо известно (см., например, [1], § 5), что в слу
чае оператора в полных свертках (а = — оо, Ь — 4֊ оэ, К = К(х — /), 
■^(х)6^1( °°» + оо)) оператор I — К ограничен в Д, а обратный
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существует при*  det (/— О {К (6)—преобразование Фурье

* Через I обозначена единичная матрица.
** Здесь и далее д х = д/дх.

К (х)) и также является оператором свертки (R = R(x— <))• В этом 
случае для восстановления ядра R достаточно решить уравнение (2) 
при некотором зафиксированном значении t (£ R1) (или (2') —при не
котором зафиксированном х).

В случае конечного отрезка (0, ■=) и К = К (]х—f[) В. В. Соболев 
([2], 1958) обнаружил следующую замечательную формулу**

(дх -I- dt) R (к, t) = R (0, х) R (0, f)-R (0, т—х) R (0, t - f). (3)

В том же 1958 г. М. Г. Крейн и И. Ц. Гохберг построили об՜ 
щую теорию уравнений (и систем) Винера-Хопфа (п=1, £)=(0, 4՜°°)’ 

А = К (х—I), К{х) при условии нётеровости: det (/ — К (Е)) =/= О, 
В этом случае (см. [3, 4]) оператор I—К обратим при условии 

ind det (J — а для резольвентного ядра R справедлива фор
мула

mln (t, х)
R (х, t) = R (x-t, 0)4-/?(0, f-x)+ J R (x -s, 0) R (0, t-s) ds,

0
(4). 

где принято R (x, 0) = R (0, x) s 0 при x<^0.
Первый результат указанного типа принадлежит, по-видимому, 

Г. Плачеку, получившему еще в 1945 г. формулу (4) в случае извест՜ 
ного в теории переноса излучения ядра А = Ei |х — f| (см. [24], § 6.7). 

Результаты подобного типа содержатся и в построенной в 1972—80гг 
Л. А. Сахновичем теории обращения самых общих операторов с разно
стным ядром (см. [10]).

В дискретном случае, т. е. когда речь идет об обращении неосо՜ 
бой тёплицевой матрицы Г = |</_Д Т~1 = = (г, / = 0, !,-••, т)>
В. Тренч в 1964 г. предложил следующий весьма эффективный алго
рифм (при гад =/= 0, tk = t-k , k =1, 2, • • •, т)

Г1+\. /+1 — ri,j = Г՜1 [го. 1 + 1 го, /+1----ГО. т-1 Го, Я-/1,

։, /=0, 1, 2,..., т — 1. (5)

Нетрудно усмотреть, что формула (5) является дискретным аналогом 
формулы В. В. Соболева (3).

Соотношения (3)—(5) позволяют восстановить обратный оператор 
(I — К)֊« (матрицу Г֊1 ) по значениям резольвентного ядра (матри
цы) на границе области его определения (или на ее части). В дальней
шем формулы (3), (4) были обобщены на случай более общих тёплице՜ 
вых операторов, а в случае тёплицевых и ганкелевых матриц были 
получены и некоторые новые алгорифмы обращения (см. [6—9]).

В недавней серии работ Т. Кайлата и М. Морфа с соавторами 
([И 13]) введены и изучены новые классы матриц, обобщающих 
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тёплицевы, а в случае оператора (1) на конечном отрезке симмет
ричные ядра, определяемые уравнением

(Эж + й) К(х, 1)=а(х)М «), 0<х, £<т< + ео, (6)
где Л—постоянная (а X ։)-матрица, а > 1. </—(Ы X «)-матрица, </ 
транспонированная к ней. Этот подход оказался весьма удачным, 
так как для восстановления резольвентного ядра (которое тоже, 
оказывается, удовлетворяет уравнению вида (6)) и в этом случае 
надо предварительно решить лишь конечное число уравнений вида 
(I—К) у = / (/—заданный вектор-столбец, у—искомый). В указан
ный класс входят многие представляющие большой интерес операторы 
нетёплицева типа: например, композиции двух тёплицевых или даже 
ганкелевых операторов (см. ниже пример 5 § 1).

В данной работе вводятся и изучаются более общие интеграль
ные операторы, ядра которых удовлетворяют определенным диффе
ренциальным уравнениям*.  Результаты, относящиеся к конкретным 
классам операторов, допускающим непосредственное описание, выде
лены в примерах.

§ 1. Интегральный оператор на интервале

1°. Пусть n = 1, D = (а, Ь) (— оо < а <Z Ь + оо), 2 =(а, 6) X 
X (а, Ь). Введем в рассмотрение формально сопряженные операторы 
L и £*.

Lf=^ Ak(x)d*xf, (֊!)»<?* (/А (х)), (7>
Л=0 4=0

где Ak (k = 0, 1, • • ■, т) и /— (N X П) матрицы из Ст (а, 6).
Теорема 1. Пусть — оо а <.b<Z +֊ со, К Ст (2) Г) С"1՜1 (2)**,

der
LA՜ = Lx к (х, £)—£? К (х, £) =р (х) q (£), (х, t) С 2» (8)

։де р (х), q (х) — кусочно-гладкие матрицы размеров и (а ХАО 
соответственно (а^-1). Тогда

L/? =

+ P(x)Q(£),

* В работе [11] утверждается, что предлагаемый авторами подход позволяет 
допустить в (6) и операторы + (п?> 2), однако никаких разъяснений не да
но, а сами эти операторы выпадают из схемы, предлагаемой ниже. Там же содер
жится замечание о ганкелевом ядре К~ К (х + С), также оставленное без каких-ли
бо разъяснений, в то время как выясняется (см. ниже, примеры 2, 3 и 5), что в этом 
случае вовникает интересная и, во многих отношениях, новая ситуация.

** Нижний индекс при операторе здесь я далее указывает переменную, по ко
торой он действует.

(8') 
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где матрицы Р и <2 определяются из уравнений. (I — Кх)Р=р(х) 
и (I — к; )<2=<?(0*.

* Здесь и далее (I — Кх )^ = у (х)—

■ Доказательство. Применим к обеим частям уравнения 
(2) оператор Ьх ч воспользуемся соотношением (8)

R (х, 0 = л*  к (х, 0 + р (х) [<7 (О + 

ь ь
4֊ У <7 (з) /г 15, 0 л} 4- | I*  К(х, 5) R (5, 0 4в = 

а а
Ь

=Ь*  К (х, 0 4֊ р (х) I <7 (0 4֊ Г д (։) R (5, 0 </$] 4- 

ь
4-3(-1)' Г (А^(х, в) Л/($))/? (в, 0 </$.

/—О а
Проведя в последних интегралах /-кратное интегрирование по 

частям, получим, с учетом (2), (2')
ь

Ь /?(х, 0«р(х)(14-Я;)<?(0 4-(‘*(х,  з) Ц? ($, 0 4в 4-

(9)

откуда, снова воспользовавшись соотношением (2')> придем к формуле 
<8'). ■

В случае однородного (р = д 0) уравнения первого порядка
def

LK= Лх (х) dx к+ dt (КА1 (0) 4- Ло (х) К-КА0 (0 ₽» 0 (10)

получаем следующее обобщение формулы В. В. Соболева (3) (а также 
формул И. Ц. Гохберга — А. А. Семенцула — Г. Хайнига [6, 7], см. 
ниже, замечание 1).

LR = R(x, а)А1(а) R(a, t)-R(x, 6) АХ{Ь) R (Ь, 0. (10')
2°. Остановимся на некоторых частных случаях.
■4 Пример 1. Пусть в (10) Ао = 0 и Лх—постоянная диаго

нальная матрица Лх = diag {Хх, Ц,--•, £ R1 (г = 1, 2,-• •, N).
Тогда нетрудно убедиться, что

К(х, 0 = |/Гу (Х/х-Х^Я, г,/ = 1, 2, -., N, (11)
где Kij — заданные комплекснозначные функции одного переменного. 
Таким образом, лишь диагональные элементы матрицы К (х, 0, вооб

х) d։.
О
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ще говоря, зависят от разности аргументов. Формула (10') в данном 
случае имеет очень простой вид и матрица R восстанавливается в 
явной интегральной форме по своим значениям на границе

Произведем теперь в компонентах у։(х) вектор-функции у заме
ну переменной 5 = )<х (в предположении, что X/ + 0, /=1, 2, --, 
Тогда оператор (1) перейдет в оператор I —М, действующий на 
вектор-функции ֊ (х) с компонентами г/ (х) (г։: (щ , 6/) -*  С, а/ = 
= ар./|-1, 6.> = 6р/|՜', 1=1, ЛО по формуле

[(I- М)я], = г/(х) (12)

где Mi) (х) = р, | '*  A х). Из этой формулы следует, что оператор 
(1) с ядром (11), —если хотя бы одно Xz(/=1, 2,---, N) не равно по 
модулю единице, — не сводится к оператору Фредгольма с разностно
суммарным ядром (см. также ниже, примеры 2, 3, 7).

В случае комплексных значений X, соответствующие элементы 
матрицы (11) можно выразить через аналитическяе функции. Учиты
вая это обстоительство, можно утверждать, что в данном примере 
разобран общий случай, когда в (10) Ао 0, а постоянная матрица 
Аг диагонализируема, так как оператор (1), очевидно, определен с 
точностью до подобных ядер (точнее, всегда можно перейти к ядру 
Ki=C (х) К (х, t) С՜1 (t), det С (х) 0). С этой точки зрения, еле՜
дующий пример является частным случаем уже разобранного, однако, 
он заслуживает отдельного рассмотрения.►

< Прииср2. (т ё п л и ц е в о-г а и к е л е в оператор, пер
вый способ обращения). Пусть Аг = (/, j=l, 2) — блочная
матрица размеров (2рХ 2р) (р>1) с квадратными блоками аи==а_2=0 
а։2 = аи — I, Ап = 0, р, q = 0. Тогда ядро К имеет вид

Л'(х, 0-

Оператор L в этом случае гиперболический, с характеристиками 
х ± t = const, и не представляет труда по формуле (10') определить 
значения резольвентного ядра R (х, <) при (х, t) £2 в явном виде.

Остановимся на частном случае <р = ф = О, когда матрица (13) 
диагональна и поэтому речь идет, по существу, о построении резоль

вент двух интегральных операторов I — К и I — К с (р X р)-ядрами 

К(х, о = f (х— t)+ g (xd- t) и К (х, t)—f (х—t) — я (х 4֊ t). В этом 
случае мы приходим к следующему интересному алгорифму обраще
ния оператора с ядром К (назовем его тёплицево-ганкелевым опера
тором): оператор I — К рассматривается в паре со вспомогательным 

оп ратором I—К и,—если оба эти оператора обратимы, a R и R со
ответственно их резольвентные ядра,— из (10') получаем

(х — 0 + g (х 4֊ 0 <р (х-t) + •!> (х + t) \
<<р (х — Z) — ф (х 4֊ 0 /(х — t) — g (х -И)/
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(^±ОЫМЯМ^, О ± *(*,  з) /?(з, 0Г“„=0. (14)

Эту систему можно решить несколькими способами, соответствен
но выбору начальных данных на той или иной стороне квадрата 
(а, Ь) А (а, Ь). Приведем один из них.

Обозначим О =11 + R и запишем систему (14) в виде (д1 ± 
+ дх) и± = (х, I). Тогда

С/+ (х, Г) = £/+ (а 4՜ х — {, а) + £/+ (а, а 4֊ I — х) 4՜
т1п (х, I)

+ 7+ (а 4֊ х — з, а + £ — з) </з, (15)՛
а

О- (х, () — и֊ (Ь, х 4- I — Ь) 4՜ и֊ (л- 4՜ I — а, а) 4՜ 
т(п (/, а+Ь —х)
+ У /■_ (х 4- 5 — а, { — з 4- а) г7з,՜ 

а

где принято и+(а—х, а) = 17+(а, Ь-ух) = 1/~(Ь, а—х)=(7_(6+х, а) =0 
при х^>0. В случае тёплицева оператора (^ (х) 0) приходим к фор
мулам работы [7]. В данном случае, как и в [7], приходим к вы
воду (подставив в (15) (х, /)с<?2), что из восьми функций R(x, з), 

R (з, <), R (х, з), R (з, 0 (з = а, Ь) только четыре независимы. От
метим следующие два частных случая, когда ядро скалярно (Л/=1) 
и эта зависимость явная (для простоты положим а = 0, 6 = "<^4-°°> 
0 < х < т)

5(х+т)=^(т-х) = >Я(х,г)=Я(0, т֊х),Я(х, т)=Л(0, т-х), 
(16)

§ (’4-х) = — 8 (’—х) = > R (х, т) =Я (0, т — х), Я (х, т) —R (0, х).

В этих случаях соотношения (14) являются полным аналогом фурму- 
лы В. В. Соболева—И. Ц. Гохберга—А. А. Семенцула [2, 6]. >

Рассмотренный тёплицево-гаякелев оператор ранее изучался 
на неограниченном интервале, в скалярном случае, с точки зрения его 
нормальной разрешимости (см. (15] и [1], гл. II, §§ 7.5, 26.2). Небез
ынтересно отметить, что при сведении этого оператора к сингулярно
му интегральному оператору с карлемановским сдвигом вспомогатель
ный оператор Сводится к известному „сопутствующему" оператору 
(см. [25], гл. 11).

◄ Пример 3 (т ё п л и ц ев о-г а н к е л е в оператор, второй 
способ обращения). Поскольку матрица-функция К (х, £) = / (х— 
— О 4՜ 3 (х 4՜ 0 удовлетворяет волновому уравнению (д* — К = 0, 
то по (8'), при Ьх = и р = д=0 приходим к соотношению

('<?’ -д^ R (х, «={(<?, R (х, з)) R (з, 0֊ R (х, з) д3 R (5,
(17)
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Это уравнение, как и систему (14), можно решить несколькими 
способами. Обозначив правую часть (17) через Г (х, /) и применив 
известную формулу Даламбера в треугольнике 0-^/^ппп (х, Ь х) 
(при а = 0), получим

2 R (х, /)=*  (х — I, 0) + /?(х֊Н, 0) + 
х+1 I Х+(<—։)

+ [ д, R (и, $)|^ Л + у у Г(п, т) Ли <Ь. (17')

Х-1 о Х-<1-*)

Аналогичные формулы выписываются и в остальных трех треуголь
никах, составляющих квадрат (0, Ь) X (0, 6). Учитывая условие совпа
дения этих формул на диагоналях квадрата, приходим и выводу, что 
из восьми функций R (х, з), R (з, /)» R (х> 5)> (5> =
лишь четыре независимы (см. также предыдущий пример).

Интересно сопоставить формулу (17') с формулой (12) работы 
И. И. Кальмушевского [27], в которой для обращения скалярного 
теплицево-ганкелева оператора 5 более общего вида требуется опре՜ 
делить значения 5՜1 на пяти функциях. ►

◄ Пример 4 (оператор с гармоническим ядром)« 
Если в операторе (8) положить Ь = Ад1х, р = <]—0, гДе ■|4 = ВаС/1 — 
блочная (2р X 2р)-матрица из примера 2 и, наконец, положить Л=с1։а£ 
{Л (х, *),  а + ?х+ -^ — К (х, /)] (а, Р, т — постоянные матрицы), то не
трудно проверить, что уравнение (8) удовлетворяется, если (<?’+</])Х 
X К (х, 0 = 0» т. е. К—(комплекснозначная) гармоническая функция. 
В данном случае вспомогательным ядром, по аналогии с примером 2, 

будет ядро Л = а4-Рх + 1< — К. Резольвентные ядра Я и Я (при ус

ловии обратимости операторов I — К и I —К) определяются из си
стемы

(Л± <??)(Я + Я) = {(<?, R (х, з)) R (з, 0 -
֊ Я (х, з) д, R (5, 0 + [(<?, R (х, з))Я (з, 0֊ R (х, з) д, R (з, *)]}£$•  

(18)
Таким образом, определив значения ядер R (х, з), R (з, /), R (х, з), 

R (з, 0, а также их нормальных производных R (х, з), дз R (з, /), 
<?, R (х, з) и д, R (з, /) на границе 02 (т. е. при я = а, 6), мы затем 
должны решить одно волновое уравнение и одно уравнение Пуассона. 
Так же, как и в примерах 2 и 3, на самом деле и здесь только 8 из 
указанных 16-ти функций независимы. Но, с другой стороны, в дан
ном случае это избыточная информация весьма полезна, так как при 

решении уравнения Пуассона для функции R — R мы можем восполь
зоваться как самой функцией, так и ее нормальной производной на 
границе и, следовательно, выписать,— на основе известной формулы 
Грина,— явное решение.

Другой способ обращения оператора с гармоническим ядром по. 
лучим, отправляясь от уравнения кК = (д\—д\) К=0 (сравнить с 
примерами 2 и 3). ►
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◄ Пример 5 (композиция простых ядер). Пусть 
K^K^x + at), ^-^(рх-НИО^а, PC* 1; Лр К^С1). 

Тогда для ядра А՜ композиции этих операторов К = KjK։ справедлива 
формула

(ад.х + Р<?/) К= А, (х + «6) я» (Р*  + t) ֊ Kt (х + ад) К։ (Ра + fl.
Таким образом, прп я = р оператор К „почти тёплицев“ и удовлетво
ряет уравнению (6) типа (8), откуда следует формула (8'). Этот под
ход продемонстрирован в работе [11].

При я = — р („почти ганкелево“ ядро А) проходит соответствую
щая модификация примеров 2 и 3. Композиция K=KjKa операторов с 
гармоническими ядрами (&Кг= ДАа=0) является „почти тёплицево- 
—ганкелевым“ оператором, поскольку

(^֊ d?) К(х, t) = {(d, К. (х, з)) K3(s. f) - 

-К^х, s) dsKt(s,

и, таким образом, здесь проходит схема примеров 2, 3. ►
Приведенные примеры могут создать впечатление, что уравнение 

(8) содержит лишь гиперболические и эллиптические операторы. На 
самом деле оператор L может принадлежать практически всем извест
ным смешанно-составным типам.

Рассмотрим, например, случай оператора L второго порядка при 
det А3 (х) = 0 (в отдельных точках или, при N >2, во всей области). 
Уже в скалярном случае (W=l), если Ла(х)^-0 и обращается в нуль 
лишь в отдельных точках отрезка [а, 6], то (8՜) является вырождаю
щимся гиперболическим уравнением и для него надо решить задачу 
Коши. В случае, когда А (х) меняет знак (также обращаясь в нуль 
лишь в отдельных точках отрезка [а, 6]), возникает комбинация за
дач Коши для вырождающихся гиперболических уравнений (в тех час
тях квадрата Q = (а. 6)Х(а, 6), где А3 (х) А3 (t) > 0) и краевых за
дач для вырождающихся эллиптических уравнений (где А3 (х)Х 
Х>4։(0<С0), причем в последнем случае часть границы может быть 
освобождена от краевых условий.

Общая теория упомянутых задач еще далека от завершения, но 
в ряде случаев подобные задачи хорошо исследованы (см., например, 
[19—21]). Добавим также, что в случае, когда А3 (х) действительно 
и обращается в нуль на отдельных отрезках, в тех прямоугольниках, 
где А3 (х) А3 (f) = 0, А] (х)-(-Л] (/)=#= 0« могут возникнуть смешанные 
задачи для параболических уравнений. В случае комплекснозначности 
коэффициента А3 (х) возникает более богатый набор задач.

Рассмотрим теперь частный случай постоянной, но вырождаю
щейся матрицы А3.

◄ Пример 6. Пусть К = |ЛУ (։» j = 1> 2) ~ блочная (2р X 2р)- 
матрица, удовлетворяющая следующему уравнению типа (8):

(! ° &хК-д\ к(! ° ) + (° ° \д, К+ д։ К (° ° ) =0. (19)
Коо/ х ‘ Коо/ Ко//‘ Ко//



450 А. Б. Нерсесян

Это уравнение эквивалентно системе
д\ Ки-&. 0==!. 2). Кп + *«-<*?  ^«=о.

' (19')
Таким образом, компоненты-блоки /Ги и Кп матрицы К тёплицево-ган՛ 
келевы, а Ки и Кп удовлетворяют уравнениям теплопроводности. Для 
нахождения резольвенты R, имеющей такой же блочный вид 
7? = ||г//|(г, у = 1, 2), надо сначала из уравнений (2) и (2 ) найти зна
чения R (х, $), R (з, 0. (*,  «)• К (»» ПРИ 5 = Ьг а затем
решить для определения г։1 и г։։ по четыре (см. пример 3) задачи 
Коши для неоднородного волнового уравнения и две смешанные зада
чи для неоднородного уравнения теплопроводности (для определения 
•и и га). ►

§2. Замечания
Теорема 1 и иллюстрирующие ее примеры позволяют сделать 

вывод, что формула (8՜) характеризует структуру резольвентных 
ядер достаточно широких классов интегральных операторов. Специфи
ка полученных результатов приводит к следующим выводам.

Замечание 1. Формула (8')> вообще говоря, может остаться 
справедливой и в случае неограниченного интервала (а, Ь). Как пра
вило, в этом случае в ней надо учитывать лишь конечные значения а 
или Ь. В частности, при а= — ос, 6 = + °° и р (х) — д (х) = 0 ядро 
К и резольвентное ядро R принадлежат линейному многообразию ре
шений одного и того же уравнения (8) (аналогично уравнению в пол
ных свертках, см. введение).

С другой стороны, класс изучаемых операторов можно расши
рить за счет рассмотрения обобщенных решений уравнения (8). Мож
но, наконец, ослабить ограничения и на коэффициенты оператора Ь. 
Поскольку уравнение (8), как было указано выше, в общем случае 
однозначно не классифицируется, каждый отдельный случай требует 
особого обоснования формулы (8՜) (или ее аналога). В качестве мето
да обобщения формулы (8') можно принять способ замыкания в соот
ветствующей метрике линейного многообразия решений уравнения (8) 
(если прямое повторение хода доказательства теоремы 1 не проходит).

Сказанное поясним на примерах § 1. В примере 1 (при >•/¥=0, 
։ = 1> 2,---, /V) и в примере 2, исходя из представлений (11) и (13) 
и из интегральной формы соотношения (8') (см. также (15)) приходим 
к выводу, что интервал (а, Ь) можно считать любым, а функции 
Кц (х)> / (х), % (х), <р (х), ф (х) — лишь абсолютно интегрируемыми в 
областях их естественного определения. Тогда соответствующий опе՜ 
ратор ограничен в Ьр (а, Ь), 1 р С 4՜ со (так же, как и в некоторых 
других пространствах, см. [3, 4]) и мы приходим к обобщениям ре
зультатов работ [3, 4, 6, 7, 11]. В частности, в случае матричного 
тёплицево-ганкелева оператора К на полуоси (0, 4՜ оо) с ядром К= 
— 1 (х — 0 + 8 (.X 4- /) (0 х, ( + оо) при /££։(—со, 4֊ оо),
€^а(0, 4՜ °°) придем к обобщению формулы (4) Крейна-Гохберга [3, 

4], если в (15) положим а=0, Ь — 4՜ оо, и~ (Ь, х 4֊ I — Ь) = 0, пип (/, 
а 4՜ Ь — х) = { и
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Fz (х, t) =R (х, 0) R (0, 0 ± R (х, 0) R (0, /)• (20)
Другую формулу для определения R (х, t) в этом случае (уже без 

вспомогательного оператора К) можно выписать на основе формулы 
(17'), но уже при условии дифференцируемости fug. Вместе с тем 
заметим, что в случае гипоэллиптичности оператора L невозможно 
выйти из класса бесконечно-дифференцируемых ядер (см. пример 4). , 

Замечание 2. Формула (10) даже в скалярном (W — 1) случае 
представляет определенный интерес. Прежде всего отметим, что при 
Аг (х) ^=0 (а х < 6) ядра, удовлетворяющие уравнению (10), соот
ветствуют всевозможным операторам (I—К) у, получаемым из опе
ратора с разностным ядром К=*  К (x—t) (Дх (х)=1, Ао (х) =0) не
вырожденной заменой х с одновременной линейной заменой функции 
у. Однако, если функция At (х) меняет знак или Ао (х) имеет сингу
лярности, соответствующий интегральный оператор К уже, вообще 
говоря, не сводится к оператору с разностным ядром и в этих слу
чаях формула (10')— новая.

Поясним это на простых частных случаях.
Пример 7. (Оператор Л. Г. Михайлова, см. [1], гл. II, 

§ 5.7). Пусть а =—1, 0\6<:-|-со, А1(х)=>х1, Д0(х) = 0. Тогда 
К = i-։ К (x/t) и при /^(х)^£1(—со, 4֊ со) оператор К ограничен в 
пространстве функций у, интегрируемых с весом х՜1 (у (х) х՜ * £ 
(£(—1, 4՜°°)). Экспоненциальная замена переменной сводит уравне
ние (I—К) у = f к системе

•» log Ь
Ух {х) = ( Ki (х— t) yt (0 dt 4֊ Г (x — t) yt (f) dt 4- A (x),

oJ (21
“ log b

y։(x) = j ^»(x —0 »1(0^4՜ J ^(x-f)s։(f)^4-/։(x). 

0

где функция yx(x} определена на x£(0, 4՜ »). a г/,(х) — на (— co) 
log b), log 4՜ 1=0 = 4՜ 00• Система эта вполне аналогична системе (12) 
в случае неограниченных интервалов (си, 6*)  (1с = 1, 2), и соответ
ствующие формулы для резольвентного ядра R сохраняют свою силу 
(см. замечание 1) и для ядра оператора (21). Система(21) несводится 
к системе Винера-Хопфа. >

К ганкелевой системе типа (21) придем после той же замены пе
ременной, рассмотрев ядро К = t՜1 K(xf) (а = — 1, 6 = 4՜ °°)- Для по
строения резольвентного ядра R, как в примере 2, нужно привлечь 

вспомогательное ядро K=t~x (const — K(xt)). Отметим еще одно ин
тересное ядро подобного типа: К = х К(х2 4՜ t2) (а —— 1, 6-С4՜’0)» 
К = х (const — К (х։ 4՜ f2)).

Замечание 3. Специфика уравнений (8), (8') выявляется уже 
в простейшем частном случае, когда матрицы At (4=0, !,•••» т) 
постоянны. Так, при а =— оо, 6 = -|-оо формальное применение пре- 
3—1052
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образования Фурье к уравнению (8) приводит к известному матрич
ному уравнению

мх+ ХМ*  = 5, 5, (22)
где

5==; (?),(,). х=к& 7,), м= з(-1)‘л*(й)*,  
к-0

= 3 (֊1)*АФЧ) ‘.
к=в

Таким образом, при ТУ >2 алгебраические свойства матриц Л*  
(к = 0, !,-••, т) играют решающую роль в описании пространства ре
шений уравнения (8) (см. [28], гл. VIII, § 3). Примеры 1—7 хорошо 
иллюстрируют эту ситуацию. Однако в этих примерах матрицы М и 
М*  диагонализируемы и, в связи с этим, интересно рассмотреть про
стой случай, когда матрицы эти состоят из одной жордановой клетки֊ 

Пример 8. Пусть ядро К удовлетворяет следующему част
ному случаю уравнения (10) (А՜ = |Ли,|, 1, / =1, 2)

т

Не представляет труда выписать общий вид матрицы К, зависящей 
от четырех произвольных функций. Отметим, ради простоты, только 
то обстоятельство, что в этот класс входят матрицы вида

/ f'(x - t)(t + а) /" (х-0(/։ + (а + ?) t + 1)
\ -/(х-0 /'(*֊*)(?֊*)

где /—произвольная дважды дифференцируемая функция, “,?,! = 
= const. Оператор L в данном случае гиперболический и ядро R вое" 
станавливается по формуле (10՜) в явном виде интегрированием по 
характеристикам х — t= const. ►

Последний пример показывает, что даже при постоянных матри՜ 
цах Ао и АТ (в 10)) появление клетки в жордановой форме матриц М и 
М# (в (22)) может привести к добавлению многочленных множителей 
к компонентам матрицы К (сравнить с примером 1).

§ 3. Общин случай

1°. Рассмотрим теперь случай многомерного оператора (1), до
пустив. к тому же, чтобы область О имела несколько компонент связ 
ности. Обозначим

Ь/ = 2 Л.(х)Я“/, £*/  = 2 (-1)1«1£»-(МЛх)). (24)
|а|</Л |а|<т

где £)’ = <%’•• О°Л, а = (<4,- • ■, ая), |а|= «4+ • • • а„ (а, = 0, 1, 2,- • •;•  1 ■  /I •* *
1 = 1. 2, •••» п), а Аа и /( £ Ст (£))) (Л/՝ X АО-матрицы.

Операторы Ь и Ь*  выбраны формально сопряженными, поэтому,— 
при естественных ограничениях на границу дО и на функции 
€ Ст (О) Л Ст~г (£>),— справедлива формула Грина-Стокса
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f {gLf— (Г g) fl dx= С F, (/, g) de,

D dD
(25)

где Fx(f, g)~F(f (x), g (x))— соответствующий билинейный опера
тор (m — 1)-го порядка на паре (/, g) (билинейная форма от

e = {DV) И n={D>f}, |х|, IPKm-l) и F, (f (s), g (s)) =
= lim Fx(f(x), g (x)), x^D, s^dD, de — мера ня dD. x-*s

Пусть, далее, ядро К(x, t)((x, f)Ç2 = D X D, K£Cm (D)) one" 
ратора (1) удовлетворяет соотношению 

def (•
LK = Lx К-LÏK = р (х, т) q (s t) d֊, (26)

где ш — х-мерное компактное многообразие (х^п — I, а прих = 0счи 
тается, что ш состоит из конечного числа точек),. d' — мера на ш, 
р(*,  -) ((*,'№  Xш)) и ç (t,7) ((t, t) £ ш XD) — комплекснозначные ку
сочно-непрерывные матрицы размерности (/VX«) и («ХА') соответ
ственно (<։^>1),

Теорема 2. Пусть D—ограниченная (необязательно связ
ная) область из R՞ с кусочно-гладкой (на ՛ каждой компоненте 
связности) границей dD, а К удовлетворяет в 2 уравнению (26) и 
ÆeC'»֊։(2). Тогда

LÆ = J F,(R (х, s), R (s, t))da + уР(х, t) Q(t, t) dx, (26') 

dD ш
где Pu Q определяются из уравнений (I — Kx) P(x, t) = p (x, t), 
(i-k;)Q(t, o=<7(s o «“)•

■Формула (26') легко выводится применением схемы доказатель 
ства теоремы 1 с учетом формулы (25).■

2°. Остановимся на простых иллюстрациях к теореме 2.
Пусть К удовлетворяет уравнению первого порядка 

def л
LÆ= 2 (Ak(x)dXkK-\-dlk(KAk(t))}-\-А0(х) К—KA0(t) (27) 

Л=1
Тогда по (26')

LÆ = S I R (*»  s)(s) R (s. О dsf • • dsk-i/\dsk+i • • -/\dsn. (27')

В скалярном случае (N=l) ядро К представляется через функцию 
(2п — 1) переменных, а уравнение (27') позволяет определить R инте
грированием по характеристикам, задаваемым системой

dxi dxj _ dtk dtp .. .
Л(х) Aj(x) Ak(t) Ap(t) ,P '

В одномерном случае (n = l) соотношения (27) — (27') переходят в
• обобщение (10) - (10'), когда D= U (ак, Ьк), —со<а0<60<а1<---

' ’ ՛ аг Ьг < + (см. также ниже, пример 12).



454 А. Б. Нерсесян

◄ Пример 9. Рассмотрим скалярный двухмерный (п — 2) слу
чай, когда Л/(х)= Л/= const, Лх = 1, Ло = О (z= 1, 2). В этом случае 
речь идет о ядре K(xv х2, /։) вида

К = К(хх - х։ ֊ Л»хх> ta - Л,хх). (28)
Из (27՜) нетрудно в явной форме выразить резольвентное ядро R в 
2 через его значения на границе с*2.  В результате (см. замечание 1 
§ 2) приходим к выводу, что достаточно наложить на ядро (28) 

т), С) ограничения типа суммируемости, а область D считать не
обязательно ограниченной. При Лх=1, Лг = 0, когда К=К(хх—txr 
х2, ta), R определяется интегрированием соотношения
(<?х,+ äh)R (xu х2, tx, /2) = [r (хх, х2, Sp s։) R (sv sa, fx, ta) dsa, (28')

dD

являющегося обобщением формулы В. В. Соболева (3) на двухмерный 
случай.

Операторы последнего типа возникают в теории переноса излуче
ния при общих законах некогерентного рассеяния (см. [26], гл. VIII, §2).к

-‘З Пример 10. (Ультрагиперболическое уравне
ние I). Положим п = 2, х = (хр х2), / = (/р и

der
LÄ' = (dJ.,öx,-ü/,d/,)K(x, 0 = 0. (29)

Тогда по (27՜)
L/?(x, t) = ^(ds,R (х, s)) R(s, t) dsx+ R(x, s)dt,R(s, t) dss. (29') 

dD
В случае D=Ri, когда и ядро К, и резольвентное ядро R удовлет
воряют одному и тому же уравнению (29), воспользовавшись форму
лами интегральной геометрии ([14]), получим

+- +~
R (xv х2, fp ta)= J j (<?x, R (0, x։ 4֊ (tx—t) u, xxu, d~ du. (29")

— м — ac
Эта формула позволяет, аналогично уравнению в полных свертках 
(см. введение), восстановить резольвентное ядро R, предварительно 
решив продифференцированное уравнение (2') при хх = 0. ►

< Пример 11. (У льтрагиперболическое уравнение
I). Пусть теперь

dcf 
lk - (<£, + д2х,—Я, — $,) к= о, (30)

тогда

L/?= I ((d։i/?(x,s))/? (s, 0-R(x, s)d„R(s, t))dsa 4- 

db
+ Jl(^. (x, s)) ?? (s, t) — R (X, s) ds, R (s, 01 dsv (30')

dD
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Несмотря на то, что операторы Ь в (29) и (30) отличаются лишь ли
нейной заменой переменной, из-за двойственного характера перемен
ных х = (хх, х։) и/ = ((г, /։) (см. (1), (2), (2')) в данном случае ситуа*  
ция совершенно иная (сравнить (29՜) и (30')) и неясно, существует 
ли при /) = /?’ простой аналог формулы (29"). ►

Последние два примера приводят к инт ересным (и, по-видимому 
не исследованным, кроме упомянутого в примере 2 случая) задачам 
обращения ультрагиперболического оператора.

3°. В ряде случаев (см. замечание 1 § 2) теорема 2 допускает 
обобщения, относящиеся к неограниченным областям О или к неглад
ким ядрам К.

В случае, когда область £> состоит из нескольких компонент 
связности, оператор Ь фактически определяется в каждой из них по- 
отдельности, но в формуле (26') фигурируют границы всех компонент 
вместе. В частности, интересен случай „мозаичного“ ядра, когда связ
ная область С разбивается на конечное число областей (6 = и /?«•, 
։ = 1, 2, • • •, г), О) = 0 (/ ]) и £) = и Д . В этом случае общая
часть границы между соседними областями Д и Д фигурирует в 
(26') дважды. Такая схема может быть применена практически ко всем 
известным уравнениям с разностными и суммарными ядрами (см. [1], 
гл. II). Рассмотрим простейший случай.

◄ Пример 12. („Мозаичное“ ядро с разностным аргу
мент о м). Пусть С = (— со, + со) = II [а*,  а*+1],  — со = аг<^- • •
• • •<' аг = + со, Д= и (а*,  а»+1), к = 0, 1,- • ■, г — 1; 2 = ДХ Д Рас
смотрим матрицы-функции Крч (х) С Д (о р-1—ап> о-р— °?-1) и введем 
в рассмотрение ядро

К(х, 1) — Крч(х — I) при (х, ()€ = (“р-ь а₽)Х(а7-1, ач). (31)
Применив формулу (26') к одномерному случаю (или же, еще проще 
повторив ход доказательства теоремы 1), получим ((х, 0 £ 2)

(<?, + <?/)/?(х, () = 
г —1

= 2 {/? (х. Ор֊0)Л(ар-0, 0 - R (х, ар+0) /?(аР+0, <)}, (31')
р=։

где через R (х, ар±0) и R (ар + 0, I) (р — 1, 2,-՛-, г — 1) обозначены 
соответствующие решения уравнений (2) и (2՜) с учетом обозначений 
(31). Строго говоря, формула (31) справедлива в 2=и2р?> если 
функции КРЧ дифференцируемы, однако в общем случае не представ
ляет труда в каждой из областей 2рс выразить ядро R по (31') через 
его значения на (?2 = и <?2р9 (см. замечание 1 § 2).

В случае известного парного уравнения (см. [1], § 5.3) с матрич
ным ядром

0 (32)
( Л։ (х — {), —СО<^Х<0,

когда г = 2, аг=0 и К(х, + 0) = К(х, —0)
(Д + ^)/?(х, /) = ^(х, 0) (2(0, х=/=0, (32')

где функция <2(0 =/? (—0, () — R (+ 0, 0 определяется из уравнения»



456 А. Б. Нерсесян

<2(0 = Л։(-О-^1(-О + У 
о

<2(з)Лк(в-«)Л4֊

О
+ у <2(«) к«и-о л- (32")

Аналогично упрощается и общая формула (31 ) в случае К(х, а*-|-0)~  
= К(х, аь—0) или /Г(а*  + 0, /) = АГ(а*  0, £) (3& = 1, 2,• • •, г 1) 
(см. [1], § 7 и [15, 16]). Отметим также, что операторы (12) и (21) 
вписываются в данный пример. ►֊

Замечание 4. Теоремы 1 и 2 обобщаются на гораздо более 
общие ситуации. Укажем, например, случай интегро-дифференциально- 
-разностных уравнений (см. [1],§ 7 и [10, 15]). Нетрудно видеть так
же что в качестве оператора Ь можно брать интегро-дифферен
циальный (псевдодифференциальный) оператор на п-мерном многооб
разии О в т-мерном пространстве (тп>п). С другой стороны, схема 
доказательства теоремы 1 позволяет получить (при р(х) = д(х) =0) 
формулы типа (8') и (26') для обобщенных резольвент односторонне 
обратимых операторов (см. [2, 3]).

Укажем также на наличие аналогов полученных формул, позво
ляющих эффективно обращать матрицы соответствующих классов. В 
частности, это относится к матрице Тёплица—Ганкеля ^-/4֊ Л/+/Ц 
(։, / = т, т 4՜ I,- • •, п; — со < т<^п -С 4՜ °°) (см. также [11—13]).

§ 4. 05 условнях нормальной разрешамогта

Теория уравнений типа свёртки в настоящее время хорошо раз
работана (см. [1, 3, 4]). В первую очередь, это относится к технике 
сведения уравнений типа свертки к краевым ’задачам для аналитиче
ских функций, позволяющей выявить условие нётеровости и вычислить 
индекс в терминах преобразования Фурье.

С другой стороны (см. примеры 1—3, 12), все основные виды 
уравнений типа свертки укладываются в схему § 1 и для них выпи
сываются формулы, ха рактеризующие структуру резольвент. Возни
кает естественный вопрос о выявлении условий разрешимости урав
нений с более общими операторами §§ 1, 3. Как будет показано ни
же, структура этих операторов позволяет в ряде 'случаев найти ус
ловия нётеровости и вычислить индекс.

1°. В работах [11—13] убедительно показано, что ядра вида (6) 
и их дискретные аналоги позволяют существенно расширить класс 
операторов, допускающих эффективные рекуррентные алгорифмы обра*  
щения. Покажем теперь, что в теоретическом плане операторы этого 
типа поддаются исследованию применением преобразования Фурье.

■4 Пример 13. (Уравнения с двумя ядрами и парные 
уравнения). Рассмотрим следующее уравнение,՜ обобщающее изве՜ 
стное уравнение типа свертки с двумя ядрами ([1], § 5.2)
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def Р
(Z1 - К) у = 1у (х) ֊ /Г(х, 0 у (0 dt = / (х), x^R\ (34)

где X — комплексный параметр и

К{х, О =

Я\(х — t) 4-J Pi(x + + t) dl, 0</<+co

"I (34')
Kt[x — t)— Jp։('+ x) </։(■։-)• f)rfx, — co<f<0.

При К1։ Ка, рц ра, д1։ —°°» + ос)> оператор К ограничен в
Ьр (1 С р ֊< + оо) (см. [2, 3]). В каждой из полуплоскостей и 
Т<^0 ядро К(х, 0 — типа (6).

Как и в примере 12, для построения резольвентного ядра этого 
оператора применима формула (26') (/)=(—со, 0) и (0, 4֊ со), дО= 
= (х = 0}; К1, Ка— (ТУ X ТУ)-матрицы, р1։ ра—матрицы (ТУХ®) и 

71> Ч1~ («X ТУ)-матрицы, <։> 1).
Применение преобразования Фурье к (34) приводит к следующе

му соотношению:

(0 + |м-£։(0—-МВ)*(В)Е  (В)+

* Строго говоря, на К1։ р1։ д1 (Г = 1, 2) надо наложить условие типа гельде- 
ровости, а при X = 0 еще и условие на бесконечности, обеспечивающее осмыслен
ность формулы (36՜) (см. [1]).

+ ^7 [[л(«)*(ч)1Мч)-л(В) 'ч1Ыу+ (7))]-^- ==/(?), (35)
2։ 3 V — В 

где, как обычно, знаком (՝-') обозначено прямое (обратное) преоб

разование Фурье, у (5) =у+ (В) + у_ (В), где у+ (5) (у- (В)) — односто
роннее преобразование Фурье на (0, -+■ со) ((— со, 0)) от у (х).

Таким образом, уравнение (34) свелось к своеобразной гранич
ной задаче (для пары аналитических в верхней и нижней полуплоско
сти функций у± (5)), содержащей сингулярный интегральный опера
тор. Стандартным применением известной формулы Племеля-Сохоц- 
кого (см. [1, 3, 4]) придем к следующему условию нётеровости:

det(Xy—Kj(B)— крг(В) <7г(В))=^0 (г = 1, 2). (36)

Индекс оператора XI— К вычисляется по формуле*

X=ind det(V-^(B)-^(B)i1(B)) . (36,)

det ()J-^ (£)֊«;, (?) it («))
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Интересно отметить, что в случае ра — р1։ л» (5) —
(т. е. когда обе строчки в (34՜) совпадают), в 

отличие от уравнения в полных свертках (см. введение), индекс х не 
всегда равен нулю. В случае Л>= <?։= 0 имеем аналог уравнения
Винера—Хопфа на полуоси (0, 4՜ 00)• Ядро Кг(х, х) соответ
ствует обобщению на случай ядер типа (6) известного парного урав
нения ([1], § 5.3) и, разумеется, полученные результаты переносятся 
на этот случай.

Аналогичные результаты получаются при исследовании операто
ров с модифицированными на основе неоднородного уравнения (8) 
((26)) ядрами из примеров 1—3, 12. По сути дела, в этих случаях 
теория уравнений типа свертки обобщается без серьезных затрудне
ний, по аналогии с известными результатами (см. [1, 3, 4, 15, 16, 23]).

В случае некоторых бесконечных алгебраических систем, являю
щихся дискретными аналогами уравнений с ядрами (б) (см. [И—13]), 
условие разрешимости и индекс выписываются применением теории 
граничных задач для функций, аналитических внутри и вне единично
го круга (см., например, [3]).

2°. В известной книге У. Гренандера и Г. Сегё [17] введено об
щее понятие тёплицева оператора. В частности, в гл. 7, 8 приведена 
схема построения тёплицевых интегральных операторов с симметрич
ными ядрами, не являющимися, вообще говоря, разностными.

Оказывается, что в ряде важнейших случаев эти ядра хорошо 
вписываются в схему § 1. Так, ядро Фурье—Бесселя имеет вид

+ 00
К(х,^ = Ух1 ^к{з) ] т(х5) з<15, Ееш>--֊-> (37)

о
где к (з) — заданная функция, — функция Бесселя. Нетрудно убе
диться, что ядро это удовлетворяет следующему однородному 
уравнению вида (8)

(<£ - д\) К(х, I) = (т*-  -֊-) (х՜2 - Г2) К(х,1) (37 )

и, следовательно (см. замечание 1 § 2) для резольвентного ядра вы
писывается формула типа (8'). В случае уравнения с этим ядром на 
полуоси (0, 4- со) при условии !—£($)=/= О ядро R также задается 
формулой (37) с заменой к (а) на г (э) = к (а) (1 — к (з))՜1 (аналогия с 
уравнением в полных свертках, см. введение). В случае уравнения на 
интервале (О, Ь), со (или (6, 4՜ °°)) естественно применить՜
преобразование Фурье—Бесселя, связанное очевидным образом с 
уравнением (37') (аналогия с уравнением Винера—Хопфа). В некоторых 
других случаях к операторам из [17] надо применять дискретные пре
образования (например, разложения по ортогональным полиномам).

В результате приходим к выводу, что разрешимость уравнений 
(1) с ядрами (8) ((26)) естественно формулировать в терминах „коэф
фициентов“ разложений по собственным функциям подходящих опера
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торов, определяемых формальным дифференциальным выражением 
— '»-д (см. (7), (24)).

Именно так обстоит дело с вопросами разрешимости уравнений 
с тёплицево-ганкелевыми операторами из примера 2 на отрезке, полу
оси и оси (см. [23] и [1], § 7.5 и 26.2) В основе этого подхода лежит 
то обстоятельство, что оператор Ь и область 2 = /ЭХ^(§§ 1, 3) 
идеально приспособлены к применению метода разделения переменных

§ 5. Некоторые приложения

Компоненты матричных ядер К, изучаемых в §§1,3, удовлет - 
воряют (см. выше, конец § 1) определенным уравнениями в частных 
производных практически всех известных типов. Построение резоль՜ 
вентного ядра R на основе теоремы 1 сводится к предварительному 
решению конечного числа уравнений вида (Г—К)у=/ и (I—К*)  у 
с последующим решением соответствующих задач для уравнения (8') , 
отличающегося от (8) лишь свободным членом. На этом пути пред
ставляется эффективным построение конечно-разностных схем на по
следнем этапе, хотя многие из возникающих задач мало исследованы 
или не исследованы вообще (см. § 1, а также примеры 10 и 11).

В многомерном случае процедура восстановления резольвентного 
ядра на основе формулы (26') также позволяет (см. (2)) сократить ко
личество операций, по крайней мере, на один порядок (см. [11—13]), 
так как в (26') размерность параметров интегрирования а и ". не 
превышает п — 1.

В уравнениях (1) с ядрами §§ 1, 3, для которых реализован под
ход § 4, могут быть эффективны приближенные методы решения син
гулярных интегральных уравнений или граничных задач для аналити
ческих функций (см. [1, 15, 22, 23]).

Метод введения вспомогательного ядра (см. примеры 2, 4, 7), 
который, как легко убедиться, проходит для ядер К, удовлетворяю
щих в общем случае вместо (26) уравнению

ЬхК(х, 0 + (х, {)= У?(х> г)ф(х> (38)

<и

может явиться хорошей основой для построения эффективных алго
рифмов, ибо позволяет избежать ряда процедур, связанных с диффе
ренцированием (сравнить примеры 2, 3, 4 и замечание 1 § 1). Что же 
касается дополнительного объема вычислений, связанного с построе
нием резольвентного ядра R на границе <?2, то можно отметить, что 
ядро К выбирается с точностью до определенных конечномерных сла
гаемых, а это позволяет осуществить оптимальный выбор (например, 
добиваться оценки 1).

Одним из эффективных методов решения интегрального уравне
ния представляется аппроксимация его ядра (2 (х, /) ядрами §§ 1, 3. 
При реализации этого способа естественно поставить задачу о нахож
дении минимума функционала
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Е(К)=֊\Ъ-К1 (39)
в подходящей метрике и в классе ядер К, удовлетворяющих уравне
нию (8) ((26)). В некоторых случаях задача эта решается точно. Рас
смотрим, например, простейший случай аппроксимации разностными 
ядрами К=К(х— 0 в квадрате [0, т] X [0, т] = 2, 0<т < ֊]֊ оо в 
метрике £։(2). Нетрудно подсчитать, что в этом случае минимум 
функционала (39) достигается (при 1ш <2(х, <) = 0) на функции

(40)
1

о

а погрешность вычисляется по формуле

о
2

б/х +

<1х. (40')

◄ Пример 14. (Оператор В. В. Соболева [18]).
В теории переноса излучения возникает оператор (1) на полуоси 

(О, 4-со) с ядром (}(х, Г) = К(х—0 X (/), где 0 < Л’(х) = К(— х) £ 
6£х(0, со), 0<Х(х)<:1, Х(4-оо)==1. Ядро это, вообще говоря, в 

схему § 1 не вкладывается, но его можно с большой точностью ап
проксимировать ядрами нужного типа.

Самый простой способ — это замена «функции X (/) кусочно-по
стоянной функцией Х(^)«Х*,  (а*,  04+1), £=1, 2,---, г — 1, лг_։=1,
где 0 = а1<Са։<^- • -«^Ог-! < аг = 4՜ 00 . Построение резольвентного 
ядра в этом случае сводится к обращению формулы (31') в том слу
чае, когда в (31) Крч = Кч(р, д = 1, 2,--, г —1) и ^ = 0, КГ-\ = К.

Рассмотрим теперь ядро (Л (х, I) = КХ(х) X (?) К(х — /), эквива
лентное ядру (2, но обладающее тем преимуществом, что оно сим
метрично. Наметим два способа его аппроксимации.

а) Зафиксируем т>0 и пусть ЯГ(х)££։(О, т). Вне квадрата 
(О, ■։) X (0, т) заменим функцию разностным ядром ЯГ(х— £)• В квад
рате [0, т] X [0, т] аппроксимируем (х, /) разностным ядром К-.(х— /) 
по формулам (40)—(40'). Функция К- симметрична и имеет вид

Т—X

Я^(х) = (т-х)֊։ К(х) Г/Х(*)Х(х  + *)Л,  0<х<т. (41)

и
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Погрешность F (К-.) при этом вычисляется по формуле 
т т—х

F*  (Кх) = 2 (х) j J X (f) X (х+f) dt -

О о

- (х - х)֊ ‘ [ J V X(f)X(f+x) dt 3 } dx. (41')

о
Как видим, погрешность эта хорошо реагирует на „отклонение“ функ 
ции Х(х) от постоянной.

Таким образом, в этом случае резольвентное ядро строится по- 
формуле (31') при г = 3, ах = 0, а։ = т.

6) Ядро удовлетворяет уравнению

(<?х+<2i(x, 0=[р'(х) р(0 + р top'(01-АГ(х, г)« (42)
где функция н(х) = VM*)  предполагается дифференцируемой. Срав
нивая (42) с (6), приходим к выводу, что целесообразно заменить 
ядро K(x — t) вырожденным

K(x-t)^^JKJ(x)k)(t). (43)

Разумеется, эта аппроксимация может быть осуществлена с большой 
точностью многими способами. Одним из эффективных подходов 
(ив то же время удобных для ситуации [18]) является применение 
преобразования Фурье, когда

2nK(x-t)^ 2 k(y)et,Jli-x\ (43')
/= —п

где Л?(Е) — преобразование Фурье от К(х), е^>0 достаточно малб, а 
и достаточно великб.

Использование формулы (43) целесообразно, прежде всего, по
тому, что в [11] для случая (6) разработана чрезвычайно эффектив
ная рекуррентная процедура для вычисления резольвентного ядра. В 
данном случае по (43) аппроксимирующее ядро Qx определяется из 
уравнения типа (6)

(дх + dt) Q-= W (х) Р (0 + Р to р' (0) 2 а,- К, (х) К, (0 (44)
;=0

при условии Qx(x, t) =Qx(t, х), (х, 0€(0> 1)Х(0, т), Q, (х, 0) = 
= р(0)р(х)К(х).

Наконец, заметим, что в случае, когда функции р (х) и Kj (х) 
продолжаются в комплексную плоскость (например, как рациональные 
функции), использование аппроксимации (44) позволяет воспользо
ваться аппаратом обобщенных функций (см. [1], гл. 8) для решения 
граничной задачи примера 12 § 4. ►
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Հ. Ր. ՆԵՐՍԻՍՑՍևՆ. Որոշ ինտեգրալ օպերատորների ւմպոլվենւասնեւ-ի կաոուցվածք; 

( ամփոփում)

Դիտարկվում են Ֆրեդհոլմի երկրորդ «եոի ինտեդրալ հավասարումներ, որոնց կորիդ- 
ներր բավարարում են որոյակի դիֆերենցիալ հավասարումների. Սւոացվռմ են րանաձևեր, 
որոնք թույլ են տալիս վերականդնել ոե զոլվեն տային կորիղր, եթե այն հայտնի է տիրույթի 

եզրի վր^է
Ընդհանրացվում են փաթեթի տիպի հավասարումների տեսության մեյ հայտնի մի յար, 

արդյունքներ.

A. B. NERSESIAN. The etructure of reeolvent of tome Integral operator*  
(summary)

The paper deals with the Fredholm integral equations of second kind with the 
kernels satisfying some differential equations. The formulas which gives an opportunity 
to reconstruct the resolvent kernel on its value on the boundary are obtained. Par
ticularly, the formulae which are known in the case of difference kernel are gene
ralized at the cases of all main types of the equations of type of convolution.
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Т. М. КОШЕЛЕВА

ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ т-го ПОРЯДКА 

В КЛАССЕ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

[§ 1. Постановка задачи

Пусть 5—класс бесконечно дифференцируемых функций ? (х), 
удовлетворяющих условию

?։*>(х) (1 + |х|") -» 0 при |х| -♦ оо, к, п = 0, 1,- • •. (!)
Рассмотрим уравнение т-го порядка

£(и) = ^ + ^(х)^^ + --. + р„(х)В = 0, <р£5. (2)

где и (/, ?) — искомое решение, которое при фиксированном £ 2> О яв
ляется линейным непрерывным функционалом в 5, а р1(х), 
• • •, рт (х) — полиномы.

Будем говорить, что функционал и (/, <р) принадлежит классу М), 
если для него существует постоянная с, натуральные числа к, п, та
кие, что имеет место оценка

и^’ < с (1 + <*) зир (1 + |х|") (|т (х)| + |9' (х)| +

+ ...+ |<рО)(х)|); г>0, 1 = 0, 1,..., т-1. (3)

Обозначим через М объединение классов М], т. е. М = и М/.
/-։

Пусть Хх (х), Ха (х), • • •, Х„ (х) — корни характеристического уравне
ния

Х»Ч֊Л(х)Х"֊> +-..+ рт(х) = 0. (4)
Предположим, что

КеХг(х)֊^0, г = 1, 2,•••, ч> (5)
РеХг(х)>0, г = д4֊1, д-|-2,---, т, (6)

при — со х оо.
Рассмотрим следующую задачу.
Найти решение уравнения (2), принадлежащее классу М} и удов 

летворяющее граничным условиям
£* („) = 2՛ (}к) (х) Т) = /*(?), к = 0, 1,...» ч - 1, (7)

>0 ™

где — полиномы, /* (<р) — линейные непрерывные функционалы из 
класса Мг,. Связь между у и гв будет указана ниже.
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В матричной форме условие (7) можно записать в виде
С (х) ТГ(<р) = /(<?), (8)

где <2(х)—матрица размерности дхт с элементами (2*Дх), а I и 
№ — вектор-столбцы.

1Г(ч>) = (и(0, ф), и'(0, <?),•••, и«1”՜1’(0, ф)),
/(?)-(/.(?)» /,-.(?))•

Пусть л1(х), )։(х), л? (х)—корни характеристического урав
нения (4), удовлетворяющие условию (5). Рассмотрим обыкновенное 
дифференциальное уравнение в классе обычных функций

(-£ -Ч(х)£у.-^-).,(х)£)ш«, х) = 0, (9)

где х входит как параметр, Е— единичный оператор. Пусть ш0(<, х), • • • 
•(6 х) — фундаментальная система решений этого уравнения. 
Обозначим через <о (х) матрицу

ш(х) -

“>0(0, х) 
dwo(O, х) 

dt

“i(0, х) ••• 
дч>х(О, х) 

dt

ш,_։ (0, х) 
do>g-i (0, х) 

dt (Ю)

dm~l ш0 (0, х) du»*՜’ (0, х) дт~' ш,_։(0, х)
dtm՜1 dtm~x dtm-x

Если
det Q(x) ш (■*)¥= 0, — оо< (11)

то задача (2), (7) в различных классах рассмотрена в работах [1]— 
[5]. В частности в работе [5J показано, что задача (2), (7) при усло
вии (11) имеет единственное решение в классе М.

В данной работе мы рассмотрим задачу (2), (7) в том случае, 
когда det Q(x)iu(x) т=0 всюду, кроме конечного числа точек х1։ х։, ••• 
•••,хя. В этом случае, как показывают примеры, однородная задач- 
42), (7) в классе М может иметь бесконечное число линейно независи
мых решений, а поэтому естественно поставить задачу в классе Mj.

В работе показано, что в этом случае однородная задача (2), (7) 
в классе Mj имеет конечное число линейно независимых решений, а 
неоднородная задача всегда разрешима, а также указан метод реше
ния этой задачи.

Отметим, что многие краевые задачи для дифференциальных 
уравнений с достоянными коэффициентами в полуплоскости при помо
щи преобразования Фурье приводятся к задаче (2), (7) в классе М/.

§ 2. Однородная задача (2), (7) в классе М]

Аналогично работе [4] можно показать, что если det(Q(x) X 
Xu>(x))=^0 всюду кроме конечного числа точек х1( х։,•••, хя, то ре
шение однородной задачи (2), (7) есть функционал, сосредоточенный 
в точках х1։ х։,•••, *я.
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Так как кроме этого ищется решение из класса М), то оно пред
ставимо в виде

и (Л <р) = 3 (12)
/=1 4=0

Пусть <р/л (х) — функции из S, удовлетворяющие условиям 
= 1> ?|;’(хв)=0 при i + p или s=£r. (13)

Подставляя <fir (х) в представление (12), получим, что cir(t) = 
= u(t, <fir(x)). Следовательно ar(t) вместе со своими производными 
до (т — 1)-го порядка растут не быстрее полинома. Из соотношения 
(12) получим, что

1 = 2 24? (') =р(А) (*Л (14)
dtP /=1 *_о

Подставляя u(t, ?) из (12) в уравнение (2) и имея в виду соот
ношение (14), получим

. s 2 (о + с<г։) (о (рх (*))£%+ • • •+
7=1 4=0

+ С/4 (0 (Pm (*) f MYx- rt = °՛ (15)

Собирая коэффициенты при <?(i> (xi) и приравнивая их к нулю, 
для определения с/к (/) при любом фиксированном г(г = 1,2, •••, п), 
получим следующую систему дифференциальных уравнений:

с<7’ (0 + Р1 (*/) с£֊«> (0 4- •.. + рт (х() СО (0 = 0, (16)

ей’ (0 + Pi (х<) <#֊’> «) + •••+ Рт (х,) с1к (0 +

+ 2 2 7/4.8<#’(*) = о, л=;-1, у-2,.;., 0, (17)
<=44-1 ß-o

где 7/4.₽ — постоянные.
Запишем граничные условия (7) в векторной форме

р-о Л"
где

QP(x)da»(0, у) 
dtP

(19
Подставляя и (I, <р) из (12) в граничные условия (18) при I 0 

и имея в виду равенство (14), получим
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2* 2 2 (0) «2, (х) ф (х))«, = 0. (20)
р =0 1=1 *-0

Аналогично рассуждениям, приводящим уравнение (15) к системе 
(16) и (17) получим, что граничное условие (20) эквивалентно усло
вию вида

2 <#(()) (?,(х։)=0, (21)

2 с}Г(0)Ср(х«)+2 2 ^։рс^(0) = 0, к = 0, 1,.. .,;-1, (22) 
р^О р—и «=*+1

где — некоторые постоянные д-мерные векторы, 0 — нулевой век՜ 
тор размерности д.

Решим уравнения (16) и (17) с граничными условиями (21), (22) 
в классе функций, которые вместе с производными растут не быстрее 
полинома. Обозначим через

а1 (0 = (сю (0> сп(^)>'''’ С1/(0) (23)
решение системы (16), (17).

Характеристическое уравнение, соответствующее (16), имеет 
корни \{х), Х։(х),---, \т (х). Согласно условию (5) Ее X, (х|)-С0, 
г = 1, 2, • ■ •, д и Ее X, (х< ) > 0 при г = д +1, д + 2, • • •, I. Следова
тельно уравнение (16) имеет д линейно независимых решений [1]. Под
ставляя это решение в уравнение (17) и поступая аналогично мы по
лучим, что система (16), (17) имеет (/ +1) д линейно независимых 
решений.

Пусть
ан (^) = (саю (0> с*ц(0»'’’> с*у(0)> ^ = 1» 2>*'*» (/+1)9 (24)

являются линейно независимыми решениями системы (16), (17) в клас
се функций, растущих не быстрее полинома, тогда общее решение 
щ (0 системы (16), (17) в этом классе дается формулой

(/+>) я
а1(0 = 2 М*<(0> (25)

&=1
де лы — произвольные постоянные.

Подставляя решение сц(О в граничные условия (21) и (22) для 
определения а.к1 получим систему вида

Л/в/ = 0 (։ = 1, 2,---, л), (26)
где «1 («и, «а,«9</+!), 1); Ал— некоторая постоянная квадратная 
матрица порядка д(/ + 1). Следовательно решение однородной задачи 
(2), (7) в классе М/ привели к решению алгебраических систем урав
нений (26). Из условий с!е1(ф(х/) ш (х1)) = 0 (г=1, 2, • • •, л) сле
дует, что с!е1Л1=0. Обозначим через п ранг матрицы А1, решая 
алгебраическую систему (26) получим, что однородная задача имеет 

п
2 [<7 (У + 1) — Г1 ] линейно независимых решений. 
1-1 
4-1025
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§ 3. Решение неоднородной задачи и классе М,

Пусть ШО (/, х), • • •, 0'4-1 (6 х) — фундаментальная система реше
ний уравнения (9) с начальными условиями

. ( 0, если к I
—— (0, х) = (1, если к==1,

/ £ = 0, !»•••> <7 — 1, а »(х) — матрица, построенная при помощи 
этой фундаментальной системы согласно (10). В работе [5] показано, 
что при условии (5) и (6) коэффициенты уравнения (9) аналитичны 
относительно действительной переменной х и при |х| —*оо они вместе 
с производными растут не быстрее полинома. Так как реальные части 
корней характеристического уравнения, соответствующего уравнению 
(9), меньше или равны нулю, то фундаментальная система решений 
<м0 (Л х), •••, (/, х) и их частные производные при |х|-*֊ оо, 7-» со
■стремятся не быстрее полинома [1]. Если выполнено условие (11), то 
легко убедиться, что функционал

?-1 «-1
«(б ф)= 2 2Мат*(х)Ш|П (Л х)®), (27)

, /п->0 Аг—0
является решением задачи (2), (7), где атк — элементы матрицы 
«2(х)ш(х))->.

Пусть с!е1 ((?(х)ш (х)) =/= 0 всюду, кроме конечного числа точек 
х1( х։, --, хп, тогда с!е1 (<2(х)о։ (х)) представляется’ в виде

с!е1 (<2 (х) ш (х)) == (х - х։)т։ (х - х։)т*- • • (х - хп)т" R (х), (28)
где R (х) — аналитическая функция всюду отличная от 0, а т1։ тг, •••

тпл — некоторые натуральные числа. Обозначим через л0 и тп- 
натуральные числа

тп0 = шах (/тгх, тХ1 ■ • •, «Пл), Пд = тх 4՜ /п։4՜ •. • • 4՜ Шп-

Пусть /о (?)»•’■» 1ч—1 (?) принадлежат к классу Мг„. Решение задачи 
будем искать в классе при / > гв -|- т0.

Рассмотрим следующий функционал
ч -1 ч-։

«<։(*.?)= 2 2(ат« (х) (<, х)(®(х) — ։(х)р(х))), (29)
т=0 1сг=0

гдеа(х)^С“ (классу финитных функций) и в окрестности точек 
-ги хп равна 1, а р(х)—полином порядка п0 — 1, удовлетво
ряющий условиям

~5х*') = к==0> т‘ ~ !; ։ = 1> 2>' • -п. (30)

Полином р (х) определяется единственным образом и имеет вид 
л 1

я(х) = 2 2 ф'^Сх.) ч1к(х), (31) 
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где д1к (х) вполне определенные полиномы порядка п0 — 1, не завися* 
щие от ф(х). Функционал и0(<, <р) определен для <р £ 5 и принадле
жит классу Мг,+т,-

Пусть 50 — класс функций ® (х) £ 5, которые в окрестности то
чек х1։ х։, • • •, хп равны 0. Легко проверить, что

£(ц>(б ?)) = 0, ф€$о, (32)

—-֊^(?)=°> ?вМр = 0, 1,..., д-1). (33) 
л-о «*

Отсюда следует, что левые части (32) и (33) есть функционалы, сосре
доточенные в точках х1։ х։, • • •, хЛ, кроме того они принадлежат клас
су Мг,+Я„ поэтому они представимы в виде

г,+ т, л
№(<»?))-2 2««(0’Р*(х<), ф€5, 

4=0 1=1

г,+я, л
Ьр и0 — 1р(<?)= 2 2 Рр/* <р<*) (х։), <? £ 5 

4—0 (=1

(р = 0, 1,..., д-1), 
где я/л(0~некотоРые функции от I, — постоянные.

Пусть у« (х) — функции из £, удовлетворяющие условию (13).
Подставляя <р1л(х) в равенства (34) и (35) получим

?р« = «р(?<4(х)), <։/*(/) =£(и0 (г, ?а(х))), (36)
где Vp — левая часть равенства (35).

Из (36) следует, что при £ —* 4֊ 00 °/л(0 растут вместе с произ
водными не быстрее чем полином.

Делаем замену искомого решения:

н(Л <Р) = Ио(*> ф)+»(6 ф)> (37)
где и (£, <р) — новый искомый функционал из класса М;. Подставляя 
(37) в уравнения (2) и граничные условия (7) и имея в виду соотно
шения (34) и (35) получим, что

Г, + т0 Л

£(«(*, ?)) = - 2 2МДО‘>(«). ?€£ (38>
4-0 (=1

г.+л, я

£,М?)) = - 2 2?р/4ф<*’(х<), ф€5, 
л—0 1—1

(39) 
(р = 0,1, д-1).

Из (38) и (39), имея в виду условие (28) следует (см. [5]), что 
о (<, <р) = 0, когда <р £ 50.

То есть и (/, <р) является функционалом из класса М/, сосредо
точенным в точках х1։ «։,•••, х„, поэтому он представим в виде

(34)

(35)
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. г՜՛ ■ -

«(#, <р) = 2 2см(0’Р(*) (ж/)» (40)
/-1 *=о

Аналогично однородному случаю, здесь также можно показать, 
что с/*(0 вместе со своими производными до у порядка при /-+ 4֊оо 
растут не быстрее полинома.

Подставим V Ц, ф) из соотношения (40) в уравнение (38) и гра
ничные условия (39). Для определения сц (0 получим следующие 
уравнения и граничные условия:

2 2 (<#’ ({) г(Л) (ж,) + с к «) (Л (х) Т (х))<*> + • • • + 
1-1 Л-0

/•«+»»• Л
+ с1к (0 (ж) ? (*)'$’)+ 2 2 «,* (0 ®(А) (х<) = 0, ф £ 5, (41)

М /—1
п / от—1 /Ы /По л
2 2 2 (0) (О*/ Ы ? (*))#+ 2 2 (и ?(4) (ж/)=0. (42)

*-о /=о * =о 1—1

Аналогично случаю однородной задачи уравнение (41) с гранич
ным условием (42) приводится к решению неоднородных алгебраиче
ских систем

Д,«1 = 6, (1 = 1, 2,..., и), (43)

где матрица А{ и искомый вектор те же самые, что и в уравнении 
(26), а 61— постоянные векторы размерности <7(у'-|-1), компоненты ко
торых имеют следующий вид:

6м = 2 1Р (х)), (44)
Р—0

где ф/1* (х) — вполне определенные функции из класса 5.
Покажем, что задача (2), (7) всегда разрешима. Как известно

для разрешимости уравнения (43) , необходимо и достаточно, чтобы
лектор 61 удовлетворял условиям

₽* 61 =0, к = 1, 2, • • ■, R/, где /?< = д (у +1) — и , (45)

?1» ₽։■•••» — полная система линейно независимых решений сопря
женного однородного уравнения

Р*Д1=0, ₽* = (Рм, ₽«,•••, ₽*?(у+1) )•
Согласно (44) условие (45) можно написать в виде

2 1р (-Ьа (ж))=0 (к = 1, 2, • • •, Я,), (46)
р-0

где фр,* — некоторые функции из класса 5, не зависящие от 10, 1г,- • • 
/9_ь Условие (46) будет выполнено, если мы покажем, что 

фр|* (х) = 0.
Возьмем функционалы
I (Т) = <2(ж) ш(х) С (<р) (/(ф) = (/0(’Р). /Л?),-1ч-1 (?))), (47) 
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где С (?) = (С0(?), С։ (?),•••, С,-1 (?)) — произвольные функционалы 
из класса Мг , <2(х) и ш (х)— матрицы, рассмотренные ранее. Для 
вектор-рункционала / (•։) уравнение (2), (7) имеет решение

и (I, 9) = ш0 (/, х) Со (?) 4֊ • • • 4- «>,-։ (6 х) С,-1 (?), 
поэтому функционал / (?) удовлетворяет условию (46). Подставляя 
7 (?) из (47) в (46) получим

Со (/о (*)) + сх (А (х)) 4- • •. 4֊ С,-1 (А-! (х)) = 0, (48 )

где (А (х),- ■ •, А-։ (х)) =ф/* (х) (2(х) ш (х), а
Ф» (х)=(+ы* (х), 4иа(х), •••, (х)).

Так как с0, с1,сч֊1—произвольные функционалы, то из (48) сле
дует, что / (х) = 0, т. е.

'Ь* (х) <2 (х)ш (х) в 0, (49)
но так как с!е1 (О(х) и։ (х))^=0 всюду, кроме конечного числа точек 
и '1»/»(х)^5, то •Ь^(х) = 0.

Следовательно алгебраическая система (43) также всегда разре 
шима. Решая ее мы построим все решения неоднородной задачи (2), (7)

Получаем следующую теорему.
Теорема 1. Если выполнено условие (28) и 10, 11։- • •, Мг, 

то неоднородная задача (2), (7) в классе М] при }^-г0+тд всегда 
имеет решение.

Замечание. Если дополнительно требовать, чтобы Ее (х) > 
>е(е > 0) для г = </4֊ 1,• • ■, т, то в работе [1] доказано, что урав
нение (2) с правой частью / (/, а) из класса Мг, имеет частное реше
ние из этого класса. Используя это частное решение можно постав - 
ленную задачу для неоднородного уравнения привести к рассмотрен
ной задаче для однородного уравнения.

В заключение выражаю благодарность профессору Н. Е. Товма- 
сяну, под руководством которого выполнена данная работа.
Курский политехнический институт Поступила 19.ХП.1980

8. Մ. ԿՈՇԵԼԵՎԱ. Եզրային խնդիր ՀՈ-րդ կարգի սովորական դիֆերենցիալ հավասարման 
համար ընդհանրացված ֆունկցիաների դասում (ամփոփում)

Դիտարկվում է

հավասարում ը հետևյալ եզրային պայմաններով

ՃԱօ^շ՚Չ^) Ժ>ո(°,<ք) =/*(?), * = 0, 1,..., <7-1: 
/«օ

Աշխատանքում նշվում են պայմաններ Ղհք (*) բազմանդամների վրա, որոնց դեպքում 
համասեռ խնդիրը ունի վերջավոր թվով գծորեն անկախ լուծումներ, իսկ ոչ համասեռ խնդիրը 
միշտ լուծելի էւ Աշխատանքում տրվում է նշված խնդրի լուծման եզանակըւ
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T. M. KOSHELEVA. A boundarg problem for ordinary differential equation» 
of m-th order In the claes of generalised function (summary)

We consider the equation

L W + * W + • • • + “= 0
with boundary conditions

LtW . "g QkJ M dJu^.-1 - h (<p), *=0, 1,. • -, <7-1.
J—0

The paper gives conditions on polynoms Q*/(x) under which the homogeneous 
problem has a finite number of linear independent solutions and tthe inhomogeneous 
problem can always be solved.
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Г. А. КАРАПЕТЯН

ТЕОРЕМЫ ТИПА ЛИУВИЛЛЯ И ТИПА 
ФРАГМЕНА-ЛИНДЕЛЁФА ДЛЯ ОБЩИХ РЕГУЛЯРНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

§ 0. Определения, обозначения и вспомогательные 
результаты

В настоящей заметке, основываясь на некоторых результатах 
'С. М. Никольского [11, Л. Хёрмандера [2], В. П. Ильина [3], В. П. 
Михайлова [4], Г. Г. Казаряна [5], [6] и других, мы получаем теоремы 
типа Лиувилля и типа Фрагмена-Линделёфа в неограниченных обла
стях для общих регулярных и нерегулярных уравнений, аналогичные 
классическим теоремам указанных типов для гармонических функций.

Для полигармонических уравнений теоремы типа Лиувилля до
казаны, например, в книге [7]. Для эллиптических уравнений и сис
тем, при разных предположениях на характер рассматриваемых обла
стей и на гладкость коэффициентов, теоремы типа Лиувилля и типа 
Фрагмена-Линделёфа доказаны в работах Е. М. Ландиса [8], О. А. 
Олейник и Е. В. Радкевича [9], [10], О. А. Олейник и Максимовой 
[11], М. А. Шифрина [12], А. Кавалуччи в [13] получены аналогичные 
теоремы для семиэллиптических уравнений. В этой работе автор су
щественно пользуется априорными оценками, доказанными в [7] и [14]. 
Здесь доказываются теоремы указанных типов для одного класса 
дифференциальных операторов, который содержит как класс семи
эллиптических операторов, так и некоторый подкласс формально ги- 
поэллиптических операторов (см. [15]—[17]). В работе мы в основном 
следуем методам работ [9]—[И], [13].

Пусть Ка, Еп—п-мерные евклидовы пространства действитель
ных векторов, Д+ — целочисленная решетка, т. е. множество мульти
индексов, а = (а1, • ■ •, а„), где (/= !,-••, п) —целые неотрицатель
ные числа. Пусть 6 £ х^Еа, а £ Д*, положим |а| = 5] , $*=££*••

1 л
••• £)“'՛,/)*=_ . Положим также /?<ЯП| = (;^ ?։•••

։ дхц
-^0].

Каждому линейному дифференциальному оператору
Р(й)=2т.л (0.1)

сопоставим его характеристический многочлен (или полный символ)

Р($) = 2т«Вв (0.2)
,и положим (Р) = {։: а£Д+, =/= 0].
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Определение 0.1. Характеристическим многогранником (х.м.) 
(или многогранникком Ньютона) N=N (Р) данного многочлена Р (?)= 
= 2 7« £“ назовем наименьший выпуклый многогранник (в РЛ), содер
жащий все точки <х £ (Р).

֊Определение 0.2. (см. [4]). Выпуклый многогранник NaP„ 
с вершинами в Z+ назовем полным, если N имеет вершины в начале 
координат и на каждой оси координат Z+.

Определение 0.3. (см. [5]) (л — 1)-мерную грань N"՜1, г=1, • • • 
• выпуклого многогранника jN назовем вполне правильным
(в.п.), если внешняя (относительно N) нормаль этой грани имеет 
только положительные координаты.

Полный многогранник N назовем вполне правильным (в.п.), если 
все некоординатные (л—1)-мерные грани этого многогранника вполне 
правильны.

Обозначим через N*, /=1,---։ Л/>, £=(),•••, л — 1, все в.п. гра
ни х.м. N многочлена Р («) и положим

Р'-‘(е)=2 т.е՛. (о.з)
«ей*

Опр еделени е 0.4. (см. [4] или [5]). Грань Nf, 
0<Л<п — 1 х.м. N = N (Р) многочлена Р (?) назовем регулярной 
(невырожденной), если Р'-*(?)=/=0 при 5 £ RW. Грани, не являющиеся 
регулярными, будем называть нерегулярными.

Оператор P(D) (многочлен Р (?)) с в.п.х.м. N назовем регуляр
ным, если регулярны все в.п. грани х.м. N. В случае, когда все в.п. 
грани в.п.х.м. N многочлена Р (5) регулярны В. П. Михайловым в [4] 
доказано, что для некоторой постоянной С>0

14֊|Р(?)|>С21?’|, у?£РЛ. (0.4)

Из этого неравенства и из результатов работы [18] С. М. Ни 
Кольского следует гипоэллиптичность многочлена Р (?).

Пусть в.п. х.м. N (Р) имеет хотя бы одну в.п. нерегулярную 
грань. При этом мы изучаем тот случай, когда нерегулярна лишь 
(Л 1)-мерная грань N՞՜1. Пусть X = (Х1։ •. • , Хя)—внешняя нормаль этой 
грани, (X, я) = </о уравнение л—1-мерной гиперплоскости, преходящей 
через эту грань. Тогда (см. [4]) существует число </0]>0 таксе, что

Р0(?) = Р'--» = V 
1 (>.

Положим 2(PD) = Н; r^pw, Н==1, Р0(т() = 0},

2 (grad Ро) = [т], (Ро), grad Ро (г,) = 0},
< = max {(X, a), a£N\N"՜’, а£(Р)),

Pi(Q= 2 7« N*=[a; a£N, (X, а) < 1.

. Г. Казаряном в работе [19] доказана
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Теорема а). Пусть N"՜1—единственная в.п. нерегулярная 
грань в.п. х.м. N многочлена Р (;) с вещественными коэффициентами 
7«, a£N и Р։(Ч)^0 при ч€£(Р0)-

Для того чтобы многочлен Р ($) был гипоэллиптическим, необ
ходимо и достаточно одновременное выполнение следующих условий:

1) N* — в.п. многогранник,
2) d0—di < min (л, н),

H6U

где U = U U(t))= U {и, pC-Z*. D>Poh)^O},

3) Po(e)>o «0) v^/г«, Л01)>0 (<0), v-rt^pj,
4) V’l^SCgrad Po) при $->7i

;^^|=0((|Po(5)l)։՜^). f =!,• ••, n. 
I O',t I

В работе [6] доказано, что для многочлена Р ($), удовлетворяю
щего условиям теоремы а), существует положительная постоянная 
С> 0 такая, что

H-|P($)l>cgj$«|, (0.5)

В книге [2] Л. Хёрмандера доказана следующая
Теорема б). Для того чтобы оператор Р (D) был гипоэллип

тическим необходимо и достаточно, чтобы существовали положитель
ные постоянные с и С такие, что

|Я‘)($)|/|Р($)|<С|$|֊М‘,

при $ £ Rn, а |;| достаточно велик.
Наибольшее из чисел с мы назовем показателем гипоэллиптич

ности.
Определение 0.5. (см. [2] и [5]). Говорят, что оператор 

Р (D) (многочлен Р ($)) сильнее (мощнее) оператора Q (D) (многочле
на Q(;) ) (обозначение Р-։ Q(P<Q)), если существует постоянная 
С 0 такая, что для всех $ £ Rn

Q(;)<CP($) (|Q(;)|<C(1 + [P($)|),

где для многочлена Р (?) функция Л. Хёрмандера R (?) определяет
ся так

Р($) = (2 |D’ R ($№)•/< 
«>0

Пу сть

P(x,D)= 2 7. (х)£>‘. (0.6)
ag2N

Определение 0.6. (см. [2]). Говорят, что оператор Р (х, 
(многочлен Р (х, $)) имеет постоянную силу в 2, если для любых пар 
точек х, существует постоянная Сх, у^>0 такая, что
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Р(х, 1)/Р(у, Е)<Сж.у.
Определение 0.7. (см. [5]). Говорят, что оператор P (х, D) 

имеет постоянную мощность в 2, если для любых пар точек х, у Ç 2 
существуют постоянные Сх = Сх (х, у)>0, Са = С։ (х, у)]>0 такие, 
что

Сх-<(1+ |Р(х, E)|)/(l + |P(ÿ, Е)|)<С։, уЕ€Рй.
Оператор постоянной мощности в 2 имеет постоянную силу в 2, что 
легко следует из теоремы 3.3.2 работы [2].

Определение 0.8. (см. [15], [16]). Оператор P (х, D) назы
вается формально гипоэллиптическим в 2, если многочлен Р(х°, Е) 
с постоянными коэффициентами является гипоэллиптическим для каж
дой точки х°62 и P (х, D) имеет постоянную мощность в 2.

Формально гипоэллиптические операторы введены Б. Мальгран- 
жем [16] и Л. Хермандером [15] (см. также [17]). Ими доказано, что 
формально гипоэллиптические операторы с бесконечно дифференци
руемыми коэффициентами являются гипоэллиптическими, т. е., что все 
непрерывные решения уравнения P (х, D) и = f, f (х) £ С’ (2), при
надлежат классу С” (2).

Будем говорить, что оператор P (х, D) типа (0.6) регулярный, 
если существует постоянная такая, что для любых точек xÇ 
€£„,

1+ |Р(х, E)l>* Е М. (0.7)

Г. Г. Казаряном в [5] доказан следующий факт: пусть N (Р, х)— 
в.п.х.м. оператора P (х, D) в точке х£2. Если оператор P (х, D) имеет 
постоянную силу в 2, то N (х, Р) не зависит от точки х; N (Р, х) = 
SN(P), v*€2.

Определение 0.9. (см. [4]). Пусть N — полный многогранник, 
TO4Kala(;N называется главной точкой многогранника N, если а лежит 
хотя бы на одной в.п. грани х.м. N. Обозначим множество главных 
точек множества N через d'N и положим N(Ol=N\d'N.

Обозначим через (2), .4N (2) пространства функций с ко
нечными нормами, соответственно

|и|н = 2 (О) (0.8)
«tN >

14» = 5Р'- (Р) Ф, (□) + 2 |D« uL(a), (0.9)«ên*

и пусть (2). Л” (2) — замыкание множества Со" (2) в норме (0.8) 
и (0.9) соответственно.

Пусть В — множество мультииндексов многогранника N и Л—ске՜ 
лет множества В (см. [1]), Лф— система грани.чных функций (соответ
ствующая функции Ф (х)), приведенная в работе [1].

Обозначим через Й7, (2) ={/;/€ (2), Л? = 0}. Для функции
f^C“ (2) рассмотрим уравнение вида
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Р (х, О) и=/, (0.10)

где коэффициенты оператора Р (х, О) типа (0.6) принадлежат С” (2).
Решение уравнения (0.10) из класса (2)=1р£' (2) р С1 2 3 * *։* (2) п 

П СА (2) называется классическим решением уравнения (0.10) с нуле
выми начальными условиями Дирихле.

1) ₽?<»/, ։ = !,•••, п,

2) ?)<*/> ։¥=;> ₽$>'»/» I, / = !,•• •, И,

3) Л =(р, у)<Л
то существует число Л<)^>0 и постоянные Сх, С։^>0 такие, что для
всех /££.£(2) и О<^Л<^Ло справедливо неравенство

Для нерегулярного оператора типа

Р(О)=^а., ₽ £>«+? (0.11)

рассмотрим уравнение
Р(О)и=/. (0.12)

Обозначим (см. [20]) через В (2)=ЛЫ (2) П С214 (2) П (2), где V 
обозначает множество мультииндексов таких, что если О' и|аэ = 0 при 
всех то функцию и можно продолжить на все пространство Ея

так, чтобы для продолженной функции и£Ак (Еп).
Решение уравнения (0.12) из класса В (2) называется классичес 

ким решением уравнения (0.12) с нулевыми начальными условиями 
Дирихле.

Пусть 0<^г<оо, 1^^-Сп, х С Ея. Положим

Л (х) = (х С Еп, \xj-xj | < г, 1 < ] < п}.

г (•«) = {-к € Л- (х), 0 < ± (х* — х*)},

А. г(х) = [х£Л (х), х* = х*).

Для набора мультииндексов £’={а^)Г и числа р, 1<р<оо обозна
чим через ЬЕр (2) пространство функций с конечной нормой

М/л«) = 2 Р*7 («)•
Р 1=.\

§ 1. Неравенства между нормами частных 
производных функций многих переменных

Теорема В. П. Ильина (см. [3], т. 2.5). Пусть область 2 
удовлетворяет условию куба и (/=0» !»•’•> п), Н=(Рц֊֊,> Рл)»

и (р, Р^) =/7> 0, /==1,• п, Е = (Р°,- ■ •, ?*). Тогда, если для
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|£>’(а) < С, А֊’ Р*/ Ц£,с,-> + С,Л֊ У) Р*' ДР^> (1-1)
/-«

где 8 = Л — (р, ₽°), ®=А — /ч .
Из теоремы В. П. Ильина непосредственно вытекает
Следствие. Пусть 2 И—в.п. многогранник с вершинами е*£2+, 

А = 0,1,-• ТУ и £={е1)^, тогда для всех функций (2) и для 
любого ^^2М справедливо неравенство

(Д' \
+НВ/.Р(2) • (1.2)

։ /
Положим А — и обозначим через А множество всевозможных 
комбинаций из п элементов множества А; А=(А1>---, АсЯ).

Пусть ру — единичная внешняя (относительно М) нормаль гипер՜ 

плоскости, проведенная через все точки множества Ау. Тогда (а, р^^Фу 
для всех а £ А; (/=!,• • •>

Пусть В,—набор таких мультииндексов, для которых справедли
во неравенство (1.1), где в правой части участвует набор А/Ц {0}. В 
этом случае будем говорить, что точки В; оцениваются через набор 
А/.

Пусть сначала
СЛ'
0 В7=Ы«»П2Л+ (1.3)

и 6 В;. Тогда Фу = (р/, Р'Х.Ф/ и по теореме В. П. Ильина су
ществует постоянная С^>0 такая, что для достаточно малых А^>0 
имеет место неравенство

р. цдЛр(2)+ А*у ) (1.4).

(/=1,..., С”„).

Заменой вектора р7 вектором р;= Ф1 • ■ • Фу_1Фу+1 • •-ФгЯ р урав

нение (п—1)-мерной гиперплоскости, содержащей множество А у, можно 
записать в виде

лг
(и/,а)==Г = П Ф* (/=1, ..., С"), (р/, ₽>) = £;<£.

*-1

Тогда неравенство (1.4) запишется так

I О'11 ы|кр(е) •< С + А՜.^ й«кр(2)). (1.5)

Так как вместе с вектором р-' внешней нормалью к гиперплос
кости, проходящей через точки набора А/, является также и вектор 
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К • где К— любое положительное число, то не умаляя общности,. 
можно считать, что

1) F— |а| >0, ya£2N,

1) F— max |?| > max </, = max max {(н*Л “)}» (1-6)
3cjn(°) «e2N<°։, i <

где //, — число тех множеств А;, через которые оценивается муль֊ 
тииндекс а. Тогда из (1.5) и из теоремы В. _П. Ильина следует

(н \
hF S <,(«) + ФрС-’) ' (1-7)

/-։ !
Если же условие (1.3) нарушается, то неравенство (1.7) полу

чается аналогично, с учетом неглавных мультииндексов многогранни
ка 2N и с многократным применением теоремы В. П. Ильина и след
ствия этой теоремы.

Таким образом, теорему В. П. Ильина можно перефразировать 
так:

Теорема 1.1. Пусть {е7}*—вершины в.п. многогранника 2N и 
£'=(е0,---, ел’|. Тогда существует постоянная С^>0 и число 
такие, что для любого h, 0<^Л<Ло и для любой функции 
справедливо неравенство (1.7), где числа </։(a^2N) и F удовлетво
ряют условиям (1.6).

§ 2. Оценки шаудеровского типа для регулярных 
операторов

Пусть область 2 удовлетворяет условию: существует множество 
Г с: д(2 и число /?3, 0<^3-С 1 такие, что <22/Г ограничено и для лю
бой точки х£Г найдется число Л, <п такое, чтод, (х)П <22 = 
= 4, R, (х).

Легко убедиться (см. [131), что из этого условия на 2 следует, 
что или а) R, (х)П2=0, П. R, (х)с 2, или

б) ^л(х)П2=0,7*./?։(х)с2.

Это, в свою очередь, означает, что или /*,/?, (х) = 2 П/՜/?, (х) или 
47 R, (х)=2(}1я, (х).

Из наложенных ограничений на 2 следует существование огра՜ 
ниченной области 2хс: 2 такой, что для любой точки х^ 2 X 21 , или 
существует точка х£2, такая, что х£/#։(х), или существует точка 
х£<22 такая, что х£7*, R, (х), (1 -С к -С п).

Из результатов работ [5], [6] Г. Г. Казаряна (при р — 2 см. 
также [4] и [21], следует

Теорема в). Пусть 2Ь1 5= 2Ы (Р, х) в.п. х.м. регулярного опе
ратора постоянной силы Г(х, И) типа (0.6) с коэффициентами.
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(X)£C~ (&) и 2'c c 2. Тогда существует постоянная C = 
= C(2z)>0 такая, что для всех функций и £ Со (2') и р, 1<р<°о

2 lines') <с (|Р (х, D) uIlp(2’) 4- lMip(2'))- (2Л)

Теорема 2.1. Пусть Р (х, D) — регулярный оператор постоян
ной силы типа (0.6) с коэффициентами Т« (х) £ О (2),/£С’(2). 
Тогда существуют постоянные Ci ^>0 и Ri >0 такие, что для 
любого решения и (х) уравнения Р (х, D) и — f в Ir,(x)czU и для 
любого числа R, 0<^ R -С Рг» имеет место неравенство

2 sup (R — r)da |D* w|U иг (7» <
a62N 0<Г</? K

< Ci (sup (R — r)F fl/Jz. (/r (7»+ju|tp(/^ »J- (2-2)
0<r<R

Для доказательства этой теоремы установим следующее вспомо
гательное предложение.

Лемма 2.1. Пусть рассматривается оператор постоянной 
силы (0.6), для которого выполняется условие (0.7). Тогда для лю
бой? ։(2N и любого R, O^R^Rj. существует постоянная С>0 
такая, что для всех функций и(х)^С~ (2)

(Я — г)4л JZ> uhpar- й» < с {(Р—ГУ (*> D) u^Lp UrGn 4-

4- 2 (R—r)“a p* uU </, (7j)}, (2.3)
•62N<°)

где 0<r<^P> Л֊(х) = {х^Л? (x),:p(x,(?//?(x))>2(P—r)}.
Доказательство леммы 2.1. Заметим, что Ir (х)={х £ /л(х), 

р (х, d Ir (х)) > R — г}. Пусть ч>г (х) £ Со (1г (х)) функция такая, что 
<Pr (х) = 1 на 1г՛ (х) и |<рг։) (х)| < Са (R — г)՜1*1, (существова
ние такой функции см., например, в книге [2]).

Если а £ 2N(0), то неравенство (2.3) очевидно. Пусть а £ d'2N, 
тогда <1л—1 и из теоремы в) имеем

(R — r)F ||£>։ (7)) < (R — r)F [£>* (и<р)Ьр(/гМ) <

< С ((/? — гУ (х, ■£>)(u<p)||£p (Zr (7)) 4֊ lujip (/,(7)))<

<ьС {(R—гУ JP (х, D) и|др (/r (7)) + lu||z.p (/,(7» 4՜

+ 2 (Л ֊ r)'-H 2 рв ukp UM7)J} <
“tlN ?e2N(0)

< C {(R - ry IIP (x, D) akp trr (7j) 4֊

f՜ 2... (P — гУа “K
ag2N(n) P

На последнем шаге мы воспользовались неравенством (1.6). Лемма 
2.1 доказана.
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Доказательство теоремы 2.1. Сперва докажем следую
щее равенство:

2"* sup (/е - r)d* ID’ Ukp Ur. (xj) = sup (R- r)“' ID’ uL (rr(j», (2.4> 
^r<R °<r<* P

где r' = R — 2 (R — r).
Имеем

sup (R- r)d’|D’ air u (?))= sup (R— (R— 2 (/? —r))d’X
0<r'R и 0<R-2(R-r)<R

X ID’ = 2rfa sup (R — r)d* |D« ukpdr-(7»,
%-<r<R

что и доказывает равенство (2.4).

Из неравенств (1.7) и (2.3) для любого г, и для.

любого a£2N имеем

(Я — г/։ |D* u!lp (ir- (х>) < С ((Л —r)F |Р (х, D) икр (/, (7)) +

+ е 2 (R—r)FlDel uUp(/r(7))+ С (е) |u|z,p(/r(7))).

Учитывая равенство (2.4), из последнего неравенства получим 
sup (R — r)d’ ||D’ ик (/f. (7» = 2՜"’ sup ( R — r)“a ffD’ и|д (/r (7» <

f<r<R °<r<R

< c sup (R - r)F jP (x, D) < (/ (7))+ 
0<r^Z?

Л’
+E 2 sup (R—r)F \\Dfl u|z v й)) + C (e) IJui'i aR(xn •

, ,0<r « г И
(2.5)

Выберем теперь e^>0 так, чтобы bC2f <՝• Tj՜ и перенесем член с

е в правую часть неравенства (2.5), имеем

2 sup (Р—г/’l|D’ц|д (/ (7))<
«62N 0<г</? И

՝< ^’1 {sup (R — r)F lf\\L (I (7)) 4- |ujz (Zr (7))}, 0<г<Я И r
где Ci = max {C2F, C2F C (e)}.

Теорема 2.1 доказана.
Теорема 2.2. Пусть удовлетворяются условия теоремы 2.1, 

и пусть и (х) является решением уравнения (0.10) в Ik. r, (х), при 
х£Г, удовлетворяющее нулевым условиям Дирихле на той части 
границы dQ, которая содержится в Ik. r, (х). Тогда существуют, 
постоянные Cs^>0, Ra ^>0, такие, что для любого R, 0 <^R ֊С Rt
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У зир (R — г)Л' цД* иЦс (/± (х)) < 
а£2Н 0<Г<Я Х

< С, ( зир (R — г)рУ^ (1-к (X)) + (х))]. (2.6)

Сформулированная теорема является непосредственным след
ствием следующей леммы, доказательство которой аналогично дока՜ 
эательству леммы 2.1.

Лемма 2.2. Пусть оператор Р (х, £>) и функция и (х) удов
летворяют условиям теоремы 2.2. Тогда существует постоянная 
С>0 такая, что для любого мультииндекса а£2М, любых чисел R

иг, 0<՜ R R,, —<г<ТР, справедливо неравенство
2
(/? - г)"“ и^р (/£ д_։ (К_„ Й) <

< С {(R - г? ЦР (х, £>) и[лр (/± +

+ X (Р— г)"“ Р։ (7))}. (2.7)
«е™«» **'

§ 3. Оценки шаудеровского типа для нерегулярных 
операторов

Если показатель гипоэллиптичности Р (О) равен единице то (см. [22]) 
оператор Р (Л) является эллиптическим, и так как все нижесформу- 
лированные результаты известны для эллиптических операторов (см. 
[7]. [8], [9]), мы будем предполагать, что с<^1.

Теорема 3.1. Пусть оператор Р (£>) типа (0.11) удовлетво
ряет условиям теоремы а), и пусть 1рг(х)^-О,. Тогда существуют 
постоянные Сх>0, Я։>0 такие, что при 0 < г < Я < Ях для всех 
функций Ж™ (2) справедливо неравенство

^1*1
2 (Я-г) е ЦР<‘ЦЯ)ф,(/г. (7»< 
«>о

•С Сх {(Я — г)р ЦР (£>) и|д.(/г (Г» + <7)1}, (3.1)

где с — показатель гипоэллиптичности оператора Р(Д), г' — R — 
-2(Я-г).

Доказательство базируется на следующем предложении.
Лемма 3.1. Пусть Р (7?)—типоэллиптический оператор и 

/ > т = огс! Р (;). Тогда существует постоянная СГ>0 такая, что 
для любого з^>о

£±!?|
2 в С \РЫ (?)|<С(е/г 1Р(<)| + 1). (3.2)
«>о

Доказательство леммы 3.1. Пусть е 0 — произвольное

число и |;[^>® . Тогда из условия гипоэллиптичности следует, что
_ I

|Р(’)(9КС|«|М|Р($)|, а при |'|<в с, |Р(«) (?)|<С1։|-^«.
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Следовательно
>Я4-|М

|р<‘Ч?)1<с(в|«ЧР(г)1+в՜ с }, у? ел. (з.з)

£±> с
Умножая обе части неравенства (3.3) на е и учитывая, что

£±И +н>/, т~М >о, 

С с с

получим неравенство (3.2). Лемма 3.1 доказана.

Пусть р> —----целое число, *>0,
с
Г > (/та 4֊ 2сртг + (п +1) срт) / (1 — с). (3.4)

Введем функции типа Хёрмандера—Пекконена (см. [2], [23])
»(Л-1«|) *

Р*(5,«) = (2* * |Я«> ОТ2'”՞, Л=1,--.,ртп. (3.5)
а>0

Свойства функции Р* (5, е):

I) Ри (5, в)= Л (5, в) Л-1 (5, в), (З.б)
КР_

2) Р*(5, в)<С(ерт |Р (5)1+1), (3.7)

3) |Л (5, е)||Л’ЧП|.<СеР (|Р(0|+1), уа, «¥=0. (3.8)

Пусть тц(х)£Со {1г (х)), Л=1,---, рт такие, что

1) 0 < 7)» (х) <1, ух £ Л(х),

2) т)*_։ (х)з1, ух^ниррт;* (х),

3) Цтр (х) = 1 на 1Г՛ (х),

4) шах |/> гц (х)| < Св (R— г)~|։1.

Обозначим ии — игц, и(^ = иОа гц, Р (О) и=/, тц Р {{О) и = /и. Для 
любой функции ф (х) С" (й) рассмотрим выражение

(Р (£>)* (71* Ф), И) == (71* р (^)* ՛?, и) + 2^- {& Р<«> (£>)* Ф, и) =
*>о а!

= (Р(£>)* ф, и*) + 2 1 (Р(в) (£»* Ф, и«*“’)- 
«>о а!

Отсюда при ф (х) = е-։(Х։ Е) имеем

|Р (5)1 |И* (?)1< I/* (5)1+ 2 ֊ |Л‘) (5)1 Й') (5)|.
*>о а[

5-1025
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кР

Умножая обе части этого неравенства на в (У5* (Е, в)| и добавляя к

обеим частям выражение в [и* (Е)| |Р* (5, в)|, получим

l»*(E)| |Л(Е, в)|<

kF
*п IÄ (01 |Л (Е, «)1

*г
•'"(!₽ (0Н֊1) 

kF
, v 1 (Е, e)l !/*-> (E)l k4tt) (E)l <

-г А а! к£-
гт (|Р(Е)Ц֊1)

кГ F
<«ПМ01 + в^+Я+'+ " I «* (01 IÄ-. (5, е)|+

՛ ■~4~Л 4~14-2/п
|Л_։ ; (в, 5)1 |И(«) (Е)|.

Из этого соотношения, в свою очередь, следует
2kf р

I«* (01* 1 Рк («, 01* С (epm J |/t (Е)|* di +

2(^+<" + 1’ + J-) г -
в |P*-i(E, е)|» |«i“’(E)|։</E +

|Ä-i (Е, *)|’| u*(E)|> «УЕ). (3.9)

Оценим члены в правой части неравенства (3.9) по отдельности

(|/\ (Е)|։ di = «I1 di < J |P (£>) u|» dx.

'n Rn Ir(Xf

(3.10)

Так как = uD’ rlk и = l на supp T)t, то u(4։)= Uk-i D* и 

u»։) = ил-i * Da -ць. Из теоремы Пели-Винера следует, что для лю
бого N

\ОЛ ъ (Е)| < С (/?-г)֊^+1«1) (1+|Е|)֊\

Отсюда и из того факта, что Рк («, в) (к = 1,- тр), весовые функ
ции (см. [2]), т. е.

|Л (X + г, 8)1 < (1+с 14)*1р Рк (х, •),
получим
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(’|Л-1(5. /?-г)1*| ($• * = С | С |А-1 (?. /?-г)||щ-։ (5-х)| х

"п ял

У|Л“ ■»?* (х)| <1х е/5

с[ | р А-1 («-Х, Я-г)| I«* (5 - х)| (1 + |х|)*' |2> ъ (х)| Лх ]’ & <

с С С |Р* _։ (5, /е-г)| (14-|х - В|)*/Я _,($)| р- (х֊5)| л]’ <л<

V*«

< С Г| [ IА _։ (с, R - г)|* |и* -I (5)1« </5 х 

Ял Я«

։(-лч£) р «(֊"+-)
X (1+|5|) Я (1+ |х|) Л-(Л-г)-^М).

*л Ял
Взяв п 4֊ 1 4- т, получим

у |А (5, R - г)|։ Й’ (5)|։ < С (/?-г)-("+ч-»«) X 

Ял

(3.11)

Из неравенств (3.9), <3.10) и (3.11) следует
2кр

| |о*(5) |’|А (5, R- г)|« Л -< с|(Л- г)рт [|Л (5)1« Л4-

+ (Р -г)2^т |Ы>_։ (е)|« |Р, _։ (?> /?_г)|» <

п п

< С {(R - г)^ 1Р (Р) 4,(/гй) +(/г(7))}.

Преобразуем выражение

(3.12)

РРл»р(5, R г) итр (5)|д, (рл) —

= 2 Г (Я - г)։ (Я֊1а1)/е|рм (/5) итр 1« >
а>0 ]

|2 (Я - |«|)/е

I, (Г)
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(Г \’/»
2- (Р—г)։ |Р(а) (О) Up dx . (3.13)
։>0 4- (х)

Сопоставляя неравенство (3.12) при к = рт с неравенством (3.13), 
получим утверждение теоремы 3.1.

С помощью теоремы 3.1, как и в § 2, можно доказать следую* 
щий факт.

Теорема 3.2. Пусть оператор Р (О) удовлетворяет усло
виям теоремы а), и пусть Ir, (х)с2. Тогда существуют постоян
ные Ci >0, 2?j 2> 0 такие, что при 0<^ Р <. Pi и для всех функций 

(2) справедливо неравенство
2 sup (Я-гУ'-Н'ф’Ю (D) uJz, (/,(7))< 

«>0 0<г<Я

< Cj |sup (R — гУ ]Р (D) uji, (/r (Jjj 4- Mi. (/,(!»}• (3.14)

Теорема 3.3. Если оператор (0.11) удовлетворяет условиям 
теоремы а), то существует постоянная Cj и число R\ такие, 
что при 0<Р<Р1 и для любой функции u£XN (2) справедливо 
неравенство

sup (Р— г)р JP'” Я՜1 (£>) и[ д,(/,<£» + s sup (Р— г)“1 ID* и|Д1 (/ (7И< 0<r<rfl "6N* О*-Г<Я г
<С։ {sup (Р — г)с/гЛР (D) и1|£,(/,й))4-։и|4,(/лй)}. (3.15)

0<r<R

Доказательство. Из теорем 3 и 4 работы [5] следует, что 
если (£))֊< Р (D), то при 0<^r<^P<^Pi и для всех ? (х) £
£Со°(Л(х)) справедливо неравенство

(R-гУ ЦР'"' я֊։ (D) < (/, Л) + 2 (Р -г)4« Р‘ 4>k (,r (in < 
։£N’

<С [(Р —r)f|P (£)) ®|д,(/г(ж))4- Мд, и,(*))!• (3.16)

Пусть ф (х) £ С“ (Л (х)), ф (х) Э 1 при X £ (х)), |Z> ф| <
<С.(Р-г)֊1»1, y«6Z+. Тогда

(Р ֊ гУ }Р'- »֊‘ (£>) иЦд. (/,. (х֊»+ 2 -г)"* Р * Ф, (4- (х» <

<(Р — гУ {Р'»- /1~1 (£))(иф)[д, иг а» + 2 (R— г)*“ Р* (п^Мд, </г (г» < 
«6И*

<С{(Р-гГ|Р (£>)иЬ. (/Г(Х)) +

+ 2 (Р-гГ՜1՛։ 0Р<‘> (Р) Ж, (/, (7» + Ы Д, (/г (7))} «>0
и доказательство завершается аналогично теореме 2.1 с учетом не
равенства (3.14).

Теоремы, дающие оценки вплоть до границы, доказываются ана* 
логично теоремам 3.1 и 3.3, с учетом теоремы 8 работы [23].

Теорема 3.4. Пусть (2) и оператор (0.11) удовлет
воряет условиям теоремы а), и пусть х £Г, /£ R, (х) £ 2. Тогда су
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ществуют постоянные С։^>0, Р։>0 такие, что при 0<^Р<^Р2 и 
для любого решения уравнения (0.12) с нулевым начальным усло
вием Дирихле на той части границы дй, которая содержится в 
/*, R, (х), справедливо неравенство

2 sup (Р - r)('-l.l/c)|p(a) (D) <։ ։/± г 
«>0 0<r<R *• '

< С, (sup (R — r)F|Р (D) ufc, (/± + |u|«/± oйй). (3.17)

С помощью теоремы 3.4 доказывается
Теорема 3.5. Пусть удовлетворяются условия теоремы 3.4. 

Тогда

sup (R—r)F |Р/։՛ " -1 (£>) и|£, (l± (Т))4- s sup (Р—r)d“X 0<r<R *. г «eN* 0<r<J?
X |£>’ u!l^± </))< С։ (sup (R— r)eF|Д. (/± (J»4- Мд, (j± (7H}. *• r 0<r<R *• r . R

§ 4. Априорные оценки

Положим C0=max {Ci , C2), Ra = mln {Pi , P2, P։)j H = h°
1

“։ 
2eC0

2r(-)=[^ (x\ при _/,(x)cQ 
I Zfr(x), при х£Г,

Naa.R (D' u) = sup (P — r)d' ID' uji (Sr й». (4.1)
• 0<r<R И

Тогда для любой точки х£й (кроме, быть может, ограниченного 
множества й։ с й) существует точка х£й такая, что х£ 2/?։(х).

Лемма 4.1. Пусть и (х) — решение уравнения (0.10) из класса 
30?(2), где коэффициенты оператора (0.6) не зависят от хх.

Пусть оператор Р (х, D) и функция / (х) удовлетворяют 
условиям теоремы 2.1. Тогда для любого числа 8, для любого цело
го числа а^-0 и для любого R, 0<^R<^R0 такого, что 0<^Р—оа<^Р<^Р0, 
справедливо неравенство

8 S R-a (D' D' и) <

■^Cq
’ 0 . 0 ՝i
2 8h C'-> NF։R-AD{ f)^C'0N0։R(u) ,
.j-e )

(4.2)

где f»9 = rf։,o.....o = max {P-? ).
։<*<Я1,0,...,0 *

Доказательство. При a = 0 неравенство (4.2) превращается, 
в уже доказанные неравенства (2.2) или (2.6). Мы будем вести до
казательство методом математической индукции по а. Пусть нера
венства (4.2) верно для а = I. Докаж ем неравенство (4.2) для o=Z-|-l 
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В неравенстве (4.2) для а => I заменим R на R - 3 и и—на А и. Эта 
замена законна, так как вследствие того, что коэффициенты 1. (х) не 
зависят от Х1 и функция и (х) является решением уравнения Р (х, 
£)) и=/, очевидно следует, что функция Р1 и (х) является решением 
уравнения Р (х, £>) А и = А А а неравенство (4.2) выполняется для 
любого R, О</?</?о и, в частности, для числа R - 8, 0< R — 8 <

После такой замены из неравенства (4.2) в случае з = / получим

в'"1 « 0>"А+։“)<
«62И

<С0 2 «-(/+■ И

7-0
(£>/+• Л + (А и) . (4.3)

Умножим неравенство (4.3) на о и оценим последний член по
лученного выражения.

Пусть сначала а) 2г(х) = 1Г (х). Тогда 
0 и 081‘1СИ-.л-»(С1 «)» С'г 1 р, и|д,/л_4(х))<

< Со зир (R— г) |А (/гй))< О<г<л

<С'+։ (эир (R — г)л ИЛт-р (/, й» +|«|£,(/л (I))}.

Последнее неравенство получим, применив теорему 2.1 (см. неравен
ство (2.2)).

В случае б) (х) = 1к.г (х) из неравенства (2.6) аналогично по
лучим 

о . о|А * * р. ,
Со « |А и|£рзир* (R — г) |А (/£ Г <

< С'+1 {зир (R—г)՞ Й/0Ар (7± (7)) + Мд (/-- (7))}.

Объединив эти два случая, окончательно получим 
и О 

о 1 Со No. R-։ (Аи) С Со+1 [№, R (/) + No, R (и)|.
Тогда неравенство (4.3) примет вид
8(,+։,|1? 2 (^А'+1«)<с0{2 ։('+։,|1? с^х

, »0И 1;_о

X АГр. ц-и.п , (А+* /) + С'+’ R (/) + С'+։ No. R (И)|. (4.4)

Сравнивая полученное соотношение с неравенством (4.2), убеждаемся 
что первая часть (4.4) получается из левой части (4.2) с заменой I на 
( + 1- Заменив в (4.4) у на /4-1, получим неравенство (4.2) для 
03 (4-1 и, тем самым, доказательство леммы 4.1 завершается.
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Лемма 4.2. Если функции и, / и оператор Р (х, О) удовлет
воряют условиям леммы 4.1 и для некоторого комплексного числа 

к, А и(х)=ки(х), то существует постоянная С։ >1, зависящая 
только от и? такая, что для любого R, 0 < R < Ро

У N * (D*u)<C. {С, ₽(/) +
•tW • —

4-ехр 4՜е
1

Р? 7? / к \И1 1
Че kC0J J Л'о, р (и)}. (4.5)

Доказательство аналогично доказательству леммы 2 работы [13].

Лемма 4.3. Если F---- — max
Р 1

условиям леммы 4.2, то существует постоянная /Г>0, зависящая 
от р, Ro, п, pj, х такая, что

1

sup |u (x)l -< к |sup |/ (х)| 4֊ exp [—Hl ] sup |u (х)|). (4.6)
ар./«') °р, (') 2р. (х)

п
3 0 и и (х) удовлетворяет

Доказательство. Из условия леммы и из теоремы 2.5 
работы [3] следует, что

sup |и (х)| < С 2 |£>։ Л (в>?<1(7)). (4.7)
вр. W ։62N

Положим в неравенстве (4.5) R=R0 и учитывая, что 
г> 
7՜°^“ ивдр(ар,/4(Г)) < Nd* R, и)» 

2
получим

S (-Ko/4)d* J£>* u|z.p(Sp 2 Nd KJ2 (D* u) < 
a£2N И »(.2N

1

<CO(C1 Nf.R, (f) 4֊ exp [4 P? e - 1 1 N0. R. («) 1- (4.8)
( I 2s \Czq/ J J

Из очевидных соотношений
nf. r, (/) < A sup I/ (x)|,

2J?.W

No. R,(f) < В sup ]ц (x)| 
aR.^

и из неравенств (4.7), (4.8) имеем

sup |и (х)К К {sup |/(х)|4֊ехр [—Я|к| ] sup |u (х)|],
ВЛ.<5) ар. (х)

где К =max j Со Ci A (4//?։)f, (4//?0)f Со В ехр | у е 11 •

Лемма 4.3 доказана.
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§ 5. типа Лиувилля и типа Фрагмена-Лннделефа
для регулярных операторов

Рассмотрим оператор
Рх (х, D) = 2 а..« (х) X- D«, (5.1)

(«., «)62N

Где X — произвольный комплексный параметр, («о, »)^+1hN(x,P)= 
= N(P)— вполне правильный многогранник в Рл+1, (*)€ С- (2).
Допустим, что оператор Рх (х, D) удовлетворяет условию: сущест
вует положительная постоянная * такая, что для любой точки х £ 2 и 
для всех Е С Ра+1

1+ IS av(x)E?E«|>x 2 |Е? Е‘|, (5.2)
(«.. «J62N («в. «162N

где 2 — неограниченная область, удовлетворяющая условиям § 2.
Положим Do= — i —— и рассмотрим оператор

<ix0

~Р (х, £>0, £>,,•••, Dn)= 2 ok.« (х) D’« £>*. (5.3)
f«„ a)62N

Тогда из условия (5.2) следует, что оператор (5.3) регулярен в 

2 = £i X 2.
Для данной функции С" (2) рассмотрим решение U\ (х) урав

нения
Рх (х, D) и=/, х £ 2 (5.4)

из класса (2).
Положим

их (х0, х) = их (х) ехр [А х0], /х (х0, х) = / (х) ехр [Ах0].

Тогда функция их (х0, х) будет решением уравнения

Р(х, Do, D) их (х0, х) =/х (х0, х) при (х0, х)£2 из класса

SR(2).

Так как Do их = Хих и коэффициенты оператора Р (х, Do, D) не 
зависят от х0, то для оператора Р (х, Do, D) можно применить ре • 
зультаты § 4.

Для произвольного положительного числа г обозначим

2,(0, х)=={(х0,х)€£Х2,(х), |х0|<г).
Учитывая очевидное равенство

sup |ехр [Ах0] и (х)| =ехр [г |Im Х|] sup | и (х)|,
«ДО. 7)

можно неравенство (4.6) переписать так:
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sup (ехр рх0] и (х)| = ехр ImJ 1 sup |u (х)|<
2лЖ֊х> 14 J’p.ü)

11 1
(sup |ехр р֊х0]/(х)| + ехр [— Я[Х| ] sup |ехр [i‘Xx0]l|u(x)| =
“/?,«։. 3) *>

1

— К՜ехр [/?□ lira л|] {sup \f (х)|+ ехр [— //|>Ц ] sup |u (х)|).

Тогда
Г Q 1

sup Ju (х)| < К ехр — 7?о1 Ina Х| sup / (х)Ц-
։/?,/■։ 0Ö 4 Joy?,(x)

1
•Г

+ ехр [-Н\к\ ] sup|u(x)|}. (5.5)

В дальнейшем, для простоты записи, в обозначениях функци1С 
и», (х) мы опустим индекс

Пусть число 3^>0 й функция / (х) удовлетворяют условиям

з Л1՜
Intf+Y /?o|/ml|+8 /?0</7|Х| . (5.6)

|/(х)|<Л ехр [6М>], х£2, (5.7)

где Л>0, 0< Ь <Z 8, 0 <ß<J, ||x|j = max |ху|.

Теорема 5.1. Если число 8 и функция / удовлетворяют 
условиям (5.6), (5.7) и и (х)—решение уравнения (5.4) из класса 
Ж (2), удовлетворяющее условию

|и (х)| < С ехр [о |х|], ух £ 2, (5.8)

то существуют постоянные В\ ^-0, В2 > 0 такие, что для всех 
точек х 2

|и (х)| < В, + Вг А ехр [6 W3]- (5.9)
Доказательство. Из наложенных на 2 условий следует (см. 

[13]) существование числа такого, что для любой точки х £ 2, 
уЭ _ _ _

Н—2 = ii найдется точка х£2 такая, что х£2/?, (х).
4

Пусть с £ 2, ti и i > 0. Если [х—;Ц < f и 6 , то для 
любой точки у£2/?,(х) имеем: ^J4֊B0+f.
Далее для любой точки х£2 такой, что Цх| > ti , Цх—

sup |u(y)l< sup |u (ff) |+ sup |u (y)|. (5.10)
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Ив неравенства (5.7) следует, что 
sup |/(х)|^зир1/(х)|<СЛехр [6ПР + 6Р1, (5.11)

жев^((х) Iх ։։<«»+'
где постоянная С>0 не зависит от Е и t. Обозначим

Mi (/) = sup |и (х)|,

г 3 и° I
£ = Кехр •

Так как множество ш=(х; fx—I, М> 6 ) компактно, то его можно 
покрыть конечным (ислом множеств вида (л):

/Я _
Ш С и 2/?„/4 (х,). /«=1

Тогда из определения функции М-- (t) следует, что
Л/;(/)-^тах {sup 1« (*)!}•

։««" xeoj^Hfr/J

Из неравенств (5.5), (5.10) и (5.11) для любого i, 1-С։</п имеем
Г 3 1sup |u(x)|<£exp —/?0|1т>.| sup |/(х)|+

1 
нТ

4- exp [— Н |k| ] sup |u (х)|< Ci А ехр [6 Ц'Ц? 4֊ 6(3] 4֊

4- L sup Ju (у)| 4՜ L sup |u (j/)| < Ci A -exp (6 |;||₽4-6/₽]4֊
•iiy։</» п>-ч<л.+/

ОуЯ > z։

4- C, L 4՜ LM-.
Итак мы получили для всех t>0 и для всех Е, |Е| > 6

М( (0 < LCt 4- Ci А ехр [6 4֊ ^s] 4֊ (t4֊ Ro). (5.12)
Применив неравенство (5.12) к функции M-(t+ Ro) после о шагов при

дем к формуле

Mi (/)< Ci. А ехр [6 |ЕР]’£ Li ехр [6 (t 4֊ Ro /)₽] +

J -о

+ Ci 2 Lj 4-£° М- (t-+-Raa').
j-0

Учитывая неравенство (5.8), отсюда получим

Mi (0 < Ci А ехр [6 W 4-6^] 2 D ехр [6 (Ro ур] 4֊
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+ С։ ֊ + С ехр [5 ® + /)] Ьв ехр (Ро Зо). (5.13)
£ ““ и*

Так как из неравенства (5.6) следует, что
1

3 1х 11п (£ ехр (Ро о) = 1п К + -^-Ео 11т >.| — Н |).| 4֊ Яо о < 0,
4

то £ ехр (Ро 8) < 1, (£ ехр (Ро о))1 —* 0, £’ —» 0 при а -» со. Так как, 
с другой стороны, Ь ^՝1, Р«\1, то (6 Ро֊/)8 ■С Ро ®!/« Следовательно,

«■

сходится ряд 2 Ь1 ехр Ь (Ро /)8= ^.Переходя в неравенстве (5.13) к 
у-о

пределу при о -» со, получим, что

М- (С < Сз £ + С։ А 5 ехр [6 Г# + 6/8]. (5.14)

Так как равенство (5.14) верно для всех I 0, то из этого неравен
ства при £ = 0 получим

М. (0) = 1« (5)| = + С։ Л5 ехр |> И8 ].

Ограниченность функции и (?) при ||;(| -< 6 и полученное неравенство՛ 
доказывают теорему 5.1.

Следствие. Если выполняются условия теоремы 5.1, где 
и (х)—решение однородной задачи, то и = 0.

§ 6. Теоремы типа Лиувилля и Фрагмена-Линделефа 
для нерегулярных уравнений

Рассмотрим оператор

А(£>)= 2 <4.. ^ ՝/.«.+₽• £)«+₽, (6.1)
«)ен о.. ₽)ен

где 1 — произвольный комплексный параметр, (я0, а), (?0, £) £ /++] и 
N (Р) — вполне правильный многогранник в Р„+ь Пусть 14՞ — един
ственная нерегулярная грань в.п. х-м. 14. Допустим, что оператор 
Рх (£)) можно записать в виде

Рх(£>) =2 а«^, ₽,,₽).’•+₽•£>+₽ 4- 2 а^,,%?л“.+8-/>+8։

(₽«. ₽)е*։г"

и пусть выполняется следующее условие: существует положительная 
постоянная х такая, что для всех (^, ?) £ Р„ +։

1+2 а.„,«.(и?55’+₽«?+’|>х 2 |^-М’+8|, (6.2).
(«о. а)бМ (вв, а)РК •
(Эо. ₽)61* '0о. 0)61* *

где 2 — неограниченная область, удовлетворяющая условиям § 2.
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- дПоложим £>, = — ։ -— и рассмотрим оператор

P(D0,D) = S av,9„> Dp* D'+>- (6.3)

Тогда очевидно, чтох.м. М(Р) оператора Р (£>) имеет одну нерегулярную 
грань, притом размерности п. Обозначим эту грань через М".

Пусть /(х)£С” (2) и их (х) = п (х)£ В (2) — решение уравнения
(£)) и (х)=/(х). (6.4)

Тогда их будет решением уравнения

?(£>0, О) их = /х (6.5)

из класса В (2).

Так как /90их==)֊их> то используя шаудеровские оценки для не
регулярных операторов (см. § 3), можно доказать аналоги лемм 4.1 
и 4.2 при р—2 для многогранника Ы*. И если

Г---- шах 2 н/ >0, ’ (6.6)

где у֊*1 — внешние нормали для многогранника Ы*, то можно доказать 
и аналог леммы 4.3 при р =2.

Допустим, что выполняется условие (6.6). Тогда из аналога лем
мы 4.3 имеем

sup _ |и (х)|< К exp —- Ro |Im ).| . {sup |/ (x)|+ 
L 4 J 2₽>(X)

i
J

+ exp [— H p.| ] sup_ |u (x)|}. (6.7)
-R. W

Пусть число 8>0 и функция f (x) удовлетворяют условиям (5.6), 
(5.7). Тогда справедлива следующая

Т еорема 6.1. Пусть число 8 и функция f (х) удовлетворяют 
условиям (5.6), (5.7) и и (х)—решение уравнения (6.4) из класса 
В ($)> удовлетворяющее условию (5.8).

Тогда существуют постоянные Bi > О, такие, что для 
всех х £ 2 выполняется неравенство (5.9)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 5.1.
Следствие. Если выполняется условие 5.1, где и (х)—реше

ние однородной задачи, то и (х)=0.

Ереванский государственный университет Поступила 10.11.1981
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Գ. Ա. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Լիուվիլի և Ֆրագմեն-ԼինդեԱոֆի տիպի թեորեմներ թնւ)հանուր nb- 
qnqjtur և ոշ ոեցուլյար հավասարումների համար (ամփոփում) >

Այխատանրում ուսումնասիրվում են ռեգուլյար և ոչ ռեգուլյար գծային դիֆերենցիալ հա
վասարումներ, որոնր պարունակում են ինչպես կիսաէլիպտիկ հավասարումների ընտանիքն, 
այնպես էլ ձևական հիպոէյիպտիկ հավասարումների ենթաընտանիցւ Ռեգուլյար և ոչ ռե
գուլյար հավասարումների լուծումների համար ստացվում են չաուդերի տիպի գնահատական

ներ -ում» Նշված գնահատականներն ընդհանրացնում են
գնահատականները էլիպլոիկ և կիսաէլիպտիկ հավասարումների համար 
պես նաև Օլք՜ -ում չաուդերի տիպ) գնահատականները ռեգուլյար 
սարումների համար (տես. [5], [6])ւ

ևիրաոելուԼ այդ գնահատականներն ապացուցվում են Լիուվիլի 

-ում հայտնի Շաուդերի 
г (տես. (7), (14), ՒնԼ՜ 

և ոչ ռեգուլյար հավա-

և Ֆրագմեն-էինդելյոֆի
ւիպի թեորեմներ պարամետրական ռեգուլյար և ոչ ռեգուլյար հավասարումների լուծումների

G. A. KARAPETIAN. Theorem։ of Liuville and Fragmen-Lindeliof type 
for regular and non-regular equations (summary)

The article considers regular and non-regular linear differential equations in 
particular quasielliptic equations, and hypoelliptic equations. Eor the solutions esti
mates of Shauder type in are obtained. These estimates are used in the proofs of the 
theorems of Liuville and of Fragmen-Lindeliof types for regular and non-regular 
parametric eqiations.
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՜Ն.
11.

Ա.Լ.
Մ.
է.Մ.Ա.Ի.
Դ.
Տ.
Մ.
Տ. «Ֆ.
Վ.
Վ.

Հ. Աոաքե|1ան' Պ. Ս'. Դոթյե. Հոլոմ որֆ ֆունկցիաներով շոշափումս։ յին մոտա

վորության մասինԵ. Ալ|ետ|։սյաև. Տւուն կցիանե րի դասեր կոմպ/եքս տիրույթում և նրանց ինտեգրալ 
ներկայացումները ...........2. Բաթայան. Վիներ-Հոպֆիհա վասարման հատուկ դեպք ....Կ. 9աթւսջանյան<|, Ֆ. ք*. Սնոյւսն. Սովորական դիֆերենցիալ հավասարումների 
հոլոմորֆ լուծումների գնահատումը .... ....Դ. ՂսւՀթյսւն. Մի ոչ գծային հիպերբոլական հավասարման Համար Դիրիխլեի խնդրի 
մասինԿ. Դիլաեյան. Մ. Մ. X րրաշյանի ինտեգրալ ձևա վւ ոխ ութ յոլնն ե րի տեսության մի 
կիրառության Սասին ...........9,. Ղ։լեյ։՝|1ն. Անա/իտիկ ֆունկցիաների մոտարկումր բ ա գմ ակա պ տ ի ր ոլյթն ե ր ում Ս. 9|> |թերգ|ե |1Ո, Յու. I1. '1ոս|իլև|ւ֊. /■՛ ագմ տն դամ ա յին օպերատորային փնջի մասին Ղ. Խաչատրյան. Ս ով որական սին գուլ յա ր դիֆե րեն ց իա լ հավա ռ ա րմ ան լուծ ումնե ր ի

ուսումնասիրությունը ...........Ա. Կարապետյան. Լիուվիլի և Ֆրադմ են-էինդելյոֆի տիպի թեորեմները ընդհա

նուր ռեգուլյար և ոչ ռե գուլ յա ր հավասարումների համար ....

6, 421

1, 3
5, 387

2, 85

5, 405

2, 140
1, 48
2, 131

3, 159

6, 473Մ. Կոշեյևա. Եգրային խնդիր Ո1-րդ կարգի սովորական դիֆերենցիալ հավասարման 
համար ընդհանրացված ֆունկցիաների դասում . . . . . . 6, 463Դ. Կրեյն, Յու. I,. Շմույյան. Վիներ-Հոպֆի հավասարումները, որոնց կորիդները 
թույլ են տալիս ներկայացում կքսպոնենտի միջոցով .... 4—5, 307Ն. Հարությունյան. Որոշ դասի դիֆերենցիալ օպերատորների սպեկտրի մասին 3, 201

Լ. Ս ամիկոնյան, 2. I*. 1>երս|1սյան. Որոշ ինտեգրալ ան հ ավա ս ա ր ութ յունն ե ր ր շրջե

լու Սասին . . . . . . . . . . . . . 1, 62Ն. Մարզարյան. !1բոշ դասի հավասարումների լուծումների տարածության ֆունկ

ցիոնալ չափ ո ղական ությունր ......... 3, 182Մ. Մարտյւրոսյան. ճառագայթների համակարգի վրա Սիտագ-Լեֆլերի տիպի սիս

տեմների լիակոլյթի, մ ին ի մ ա / ութ յան ու բագիսության մասին . . .Ռ. Ս’. Մեհրաթյան. Ռիմանի թվային շարքերի տ ե ղա փ ո խ ե լ ի ութ յան վերաբերյալ թեո
րեմի րնդհանրացման մասին .........I*. Վ. Միք այն | |Ա1ն. Ֆուորյեի տրված - դ որ ծ ւսկիցն եր ո վ շրջանում անալիտիկ ֆունկ

ցիայի դո լութ յան մասին ..........1,. Վ. Ս|1քայե|յան. Տյոպյիցյան դե տ ե րմ ին ան տն ե ր ի մասին (ե. 9’. 1!եգյոյի թեորեմ
ների մատրիցային կոնտինուալ անալոգներրՄ. Ա. Ս 1|Ր1Ո*>յսւ«ւ, Ա. Պ. 3 ուժ ակ ուլ. Նյուտոնի բադմանիստ ե ո֊ վւ ո ւի ո խ ա կան ի ռացիո
նալ ֆունկցիա յի Լորանի շարքերր ........4. ք\ եԼ Րս|ւսյւս1։. Ւնտեգրալ օ պերաւոորների ռեդ ոլվենտների կառսւցվւսծքրII. Մ. Պոզին, Լ. Ա. Աա|սնւո||1չ. Տարբերության կորիգով հավասարման լուծումների 
վարքի մասին ............Ս Մ. Ջրթաշյան, ՛Լ. Մ. Ս արւո|ւրոսյւսծ. ԷԼ-քվա գի ան ա լիտ իկ դասերի ւոեսութլան
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